UNIVERSIDAD DE SALAMANCA
MASTER UNIVERSITARIO EN MODELIZACION MATEMATICA

Esquemas Numéricos en Colisiones
de Defectos Topologicos

AUTOR: Diego Martin Martin

TUTORES: Miguel Angel Gonzalez Leén

Jesus Martin Vaquero

Curso 2022-2023






3

aster Universitario en
odelizacion

atematica
_— i

85 VNIVERSiDAD
2® : D SALAMANCA

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL

UNIVERSIDAD DE SALAMANCA
MASTER UNIVERSITARIO EN MODELIZACION MATEMATICA

Esquemas Numéricos en Colisiones
de Defectos Topoldgicos

AUTOR: Diego Martin Martin

TUTORES: Miguel Angel Gonzalez Leén

Jesus Martin Vaquero

Curso 2022-2023






D. Miguel Angel Gonzélez Leén y D. Jests Martin Vaquero, profesores del Departa-
mento de Matematica Aplicada de la Universidad de Salamanca certifican que el trabajo
titulado “Esquemas Numéricos en Colisiones de Defectos Topolégico” que ha sido reali-
zado por Diego Martin Martin es original e inédito, y que autorizan su presentacién.

CONZALEZ  counistemmettmea MARTIN | O ke por
(FIRMA)
LEON, MIGUEL S seniisy VAQUERO - martin vaquero
! hCONZALEZ, ’ JESUS - JESUS - 70877112)
ANGEL Ieghame MIGUEL ANGEL, Fecha: 2023.09.04
(FIRMA) ANGELFRMY 70877112) 10:06:18 +02'00"
+02'00'
Fdo: Miguel Angel Gonzalez Leén Fdo: Jesus Martin Vaquero

Fi rmado por MARTI N
MARTI N DI EGO -
**x1922** el dia
04/ 09/ 2023 con un
certificado
emtido por AC

Fdo: Diego Martin Martin

Curso 2022-2023



Indice general

Introduccién

1.

5.

Esquemas en diferencias finitas para EDPs hiperbdlicas

1.1. Nociones basicasde EDPs . . . . . . . . .. .. ... ... . ... ...,
1.1.1. Clasificacién de EDPs de segundo orden . . . . . . .. .. .. ...

1.2. Métodos numéricos . . . . . . . . ..

1.3. Convergencia . . . . . . . . . ...
1.3.1. Consistencia . . . . . . . . . ...
1.3.2. Estabilidad . . . . . . . . . ...
1.3.3. Ampliacién a esquemas multipaso y EDPs de mayor orden . . . . .

1.4. Condiciones de contorno absorbentes . . . . . . . . ... ... ... ....

Solitones: EDPs no lineales

2.1. Origenes de la Teoria de Solitones . . . . . . . . .. .. .. ... ... ...

2.2. Solitones en Teorfas de Campos . . . . . . . . . .. .. ...
2.2.1. Formalismo lagrangiano . . . . . . . .. .. .. . L.
2.2.2. Sistemas hamiltonianos infinito dimensionales . . . . . . .. . . ..
2.2.3. Teoria de Campos Relativista en (1+1) dimensiones . . . . . . . ..

. Métodos numéricos para la ecuacién ¢*

3.1. Esquemas numéricos . . . . . . .. ..o
3.1.1. Primer esquema . . . . . . . ..o
3.1.2. Segundo esquema . . . . . ...
3.1.3. Tercer esquema . . . . . . . ...
3.1.4. Cuartoesquema . . . . . . . . . ...

. Resultados

4.1. Soluciones kink y antikink . . . . . ... ..o
4.2. Pares kink-antikink y antikink-kink . . . . . . ..o 000000000
4.3. Calculo de nimero de rebotes y velocidad de salida . . . . ... ... ...

Conclusiones

Apéndice A: Cédigo de Mathematica

Bibliografia

25
25
28
28
30
34

39
40
41
42
43
43

46
46
47
50

55

57

60



Indice de figuras

2.1. Solucién ecuacién KdV representada a tiempo ¢ fijo inicamente como fun-
cion de la variable espacial . . . . . . ... ...
2.2. Soluciones de la ecuacién SG (solucion kink en azul y solucién antikink en

2.3. Visualizacién de los vacios estables (obtenido de [16]). . . . . . .. ... ..

4.1. Evolucion temporal de la solucion kink utilizando el primer esquema.
4.2. Evolucion temporal de la solucién antikink utilizando el primer esquema.
4.3. Evolucion temporal del par kink-antikink para zo = 15y v = 0.2 utilizando
el primer esquema. . . . . . . ... L
4.4. Evolucion temporal y espacial del par kink-antikink para diferentes veloci-
dades utilizando el primer esquema. . . . . . . ... ..o
4.5. Evolucién temporal del par antikink-kink para zy = 15 y v = 0.2 utilizando
el primer esquema. . . . . . .. ...
4.6. Maximos y minimos del par kink-antikink para zy = 15 utilizando el primer
ESQUEINIA. © .« o v v e e e e e e
4.7. Numero de rebotes avistados con cada esquema para un rango de veloci-
dades de 0.15 a 0.30, utilizando incrementos de 1.5 x 1073, . . . . . . . ..
4.8. Mecanismo de transferencia de energia por resonancia (obtenido de [3]). . .
4.9. Evolucién del centro del kink y del antikink para diferentes velocidades
utilizando el primer esquema. . . . . . . ... ... ...
4.10. Velocidad de salida calculada con cada esquema para un rango de veloci-
dades de 0.15 a 0.30, utilizando incrementos de 1.5 x 1073. . . . . . . . ..
4.11. Estructura fractal de las velocidades de salida (obtenido de [3]). . . . . ..
4.12. Restriccion de la figura 4.7 a los casos reflexivos (el resto de casos se susti-
tuyen por 0). . . ...

A.1. Cédigo empleado para el calculo numérico del primer esquema. . . . . . . .
A.2. Cédigo empleado para el calculo numérico de las primeras iteraciones del
cuarto eSqUemAa. . . . . . . . ..o e e e e e e e e e e e e
A.3. Cédigo empleado para graficar la evolucion temporal de la solucion. . . . .
A.4. Coédigo empleado para el calculo del nimero de rebotes. . . . . . . . .. ..
A.5. Cédigo empleado para el calculo de la velocidad de salida. . . . . . .. ..



Introduccion

El objetivo fundamental de este Trabajo Fin de Master es el estudio de varios es-
quemas numeéricos para el andlisis de las colisiones entre solitones en Teorias de Campos,
comunmente denominados defectos topoldgicos.

En el caso particular de teorias relativistas con un tinico campo escalar definidas en
un espacio tiempo 1+1 dimensional este proceso viene determinado por la ecuacion en

derivadas parciales:
dV (u)

Uty = Ugy = ————— (1)

du

para una determinada funcién V' (u) (funcién potencial) del campo escalar real u(zx,t), y
tomandose en consideracién diferentes condiciones iniciales u(x, 0).

La resolucién de este tipo de problemas de forma exacta es en general inabordable
(salvo para funciones potenciales y condiciones iniciales triviales), por lo que se hace
necesario bien buscar soluciones de un determinado tipo funcional (como es el caso de los
solitones u ondas solitarias) o bien utilizar cdlculo numérico. En este trabajo se proponen
y analizan diferentes esquemas para resolver numéricamente la ecuacién (1) cuando la
condicién inicial describe la combinacién de dos soluciones de tipo soliténico. De esta forma
la solucién numérica obtenida representa la evolucion en el tiempo de dicha configuracion,
y en definitiva la descripcién del proceso de colisién entre los solitones originales.

El calculo numérico es una herramienta matematica que aparece en una amplia va-
riedad de areas de gran interés. Sus numerosas aplicaciones permanecieron desconocidas
hasta la década de los anos cincuenta, cuando el avance de los medios informéticos y
la capacidad de computacion de alta velocidad permitieron la resolucién de problemas
matematicos, fisicos e ingenieriles que hasta entonces eran insolubles. Actualmente, esta
teoria se puede englobar dentro de lo que se conoce como Analisis Numérico y su rele-
vancia puede verse reflejada en la gran cantidad de literatura o en el extenso abanico de
publicaciones de investigacién cientifica que abordan este tema.

Las aproximaciones por diferencias finitas para las derivadas ya habian sido en-
contradas por Euler en 1768 [15]. La diferencia finita més sencilla aparece cuando se
estudia el problema dz/dt = f(x,t), x(0) = a, sustituyendo la derivada (dx/dt), | por
la aproximacién (z,, — x, 1)/At. De este modo se obtiene una relacién de recurrencia
Ty =Tp_1+ At f(xn_1,th_1), To = a para n > 0, conocido como método de Euler.

Su extensién a problemas bidimensionales fue llevada a cabo probablemente de la
mano de Runge en 1908 [30], analizando la solucién numérica del problema de Poisson



Ugy + Uy = C, con C una constante a determinar. Posteriormente, el estudio numérico
se generalizo a una gran diversidad de problemas en multiples dimensiones y es, a dia de
hoy, un area de gran interés cientifico, enfocada en mejorar las aproximaciones numéricas
con el menor coste computacional posible.

Esta memoria recoge las bases de la teoria de esquemas en diferencias finitas haciendo
un énfasis particular en las ecuaciones de tipo hiperbdlico (ecuacion 1), especialmente, las
que resultan atractivas en el ambito de la Teoria de Campos. El objetivo primordial sera
el analisis de las soluciones numéricas del modelo ¢*, descrito por medio de la expresién:

Uy — Ugy = 2u — 2u°

que se utilizara como ejemplo representativo a lo largo de este trabajo.

El estudio de la teoria de la ecuacién ¢* es uno de los modelos centrales de la
fisica tedrica moderna. Sus defectos topoldgicos, o kinks, describen excitaciones estables,
similares a particulas, que desempenan un papel fundamental en procesos que van desde
la cosmologia a la fisica de particulas y la teoria de la materia condensada. El modelo ¢*
constituye un ejemplo de una ecuacion no lineal con soluciones de tipo soliténico o ondas
viajeras, por lo que es un modelo muy adecuado para estudiar las colisiones entre dichos
solitones.

Las soluciones de tipo soliton aparecen en numerosos sistemas no lineales y han
demostrado ser de gran importancia dentro de campos como la éptica no lineal, la fisica
nuclear o las teorias de supersimetria, aparte de los ya previamente citados. El estudio de
las ondas solitarias y su construccion viene acompanado siempre de modelos matematicos
sumamente relevantes, como es el caso de la ecuacién de Korteweg-de Vries, el modelo de
Seno-Gordon o la ecuacién de Schrodinger no lineal.

La busqueda de soluciones de estos sistemas dindmicos no lineales viene motivada
por la Mecénica Clésica. En el siglo XIX, las investigaciones de Liouville establecieron un
marco general que caracterizaba los casos en donde las ecuaciones de movimiento eran
resolubles via cuadraturas. Los descubrimientos realizados para los sistemas hamiltonianos
finito dimensionales fomentaron la generalizacién de estas ideas a los sistemas dinamicos
hamiltonianos infinito dimensionales, entre los cuales se encuentra el modelo protagonista
de este Trabajo de Fin de Méster.

A continuacién, se describirda brevemente la estructura y contenido de este trabajo.
La memoria consta de cinco capitulos y un apéndice.

En el capitulo 1, se introducen los esquemas en diferencias finitas y sus propiedades
mas elementales. Se dard inicio a este capitulo presentando resumidamente las ecuaciones
en derivadas parciales de tipo hiperbdlico. Una vez analizados los aspectos fundamentales
asociados a estas ecuaciones, que se podran encontrar con un mayor nivel de detalle en
las referencias empleadas en su redaccién y descritas mas abajo, se procedera a intro-
ducir los esquemas numéricos y estudiar la convergencia de los mismos. La convergencia
de un esquema vendra determinada por su consistencia y estabilidad y, para el estudio
de esta ultima, se empleara un método basado en el analisis de Fourier, el analisis de
Von Neumann, que permitird efectuar este analisis de una forma mucho mas sencilla.

II



Para finalizar, se presentarédn las condiciones de contorno absorbentes, cruciales dentro
de las simulaciones numéricas de colisiones de defectos topoldgicos. Las referencias mas
importantes en la redaccién de este capitulo han sido [5], [28], [35] vy [36].

Al principio del capitulo 2, se introduce el contexto histérico de las ondas solitarias
o solitones. Dentro de este marco historico, se describen algunas de las ecuaciones en
derivadas parciales més destacables que dan origen a soluciones de tipo solitonico. Debido
a la gran complejidad de algunas de ellas, no se incluird en esta memoria un anélisis
en profundidad, sin embargo, este podra ser consultado dentro de las citas bibliograficas
que aparecen a lo largo del capitulo. El capitulo continia con una ligera introduccién al
formalismo lagrangiano que dard paso al estudio de la teoria de campos relativista en
(141) dimensiones. La bibliografia empleada en su redaccién es [6], [9], [17] ¥ [20].

En el siguiente capitulo se da a conocer el modelo ¢*, exponiendo algunas de sus
particularidades. Utilizando los conocimientos adquiridos en los anteriores capitulos, se
estudiaran de forma tedrica cuatro esquemas en diferencias finitas asociados a su ecuacion
en derivadas parciales. Para la redaccién de este capitulo se han empleado, ademés de las
referencias citadas en los capitulos anteriores, [21], [34], [25], [4].

En el cuarto capitulo se exponen los resultados obtenidos en las simulaciones de los
esquemas estudiados en el capitulo anterior. En la primera parte del capitulo, imponiendo
como condicion inicial la solucion kink o antikink, se obtendran aproximaciones de la
solucién exacta del modelo ¢*. En la segunda parte, se optard por una condicién inicial
diferente, un par kink-antikink o antikink-kink, que permitird aproximar la colisiéon entre
las soluciones estudiadas en la primera parte del capitulo. La ltima parte se destinara
a las mediciones realizadas sobre cada uno de los métodos numéricos que permitiran
establecer una comparativa.

En el capitulo final, se expondran los objetivos logrados y se abordaran los desafios
que surgieron a lo largo de la ejecucién de este proyecto. Adicionalmente, se llevara a cabo
un analisis exhaustivo de los resultados obtenidos en el capitulo anterior.

El apéndice recoge fragmentos de codigo utilizados en las simulaciones numéricas
de los diferentes esquemas. El software elegido para estas tareas de computacién ha sido
Wolfram Mathematica. La memoria finaliza con la bibliografia empleada en su elaboracién.

I1I



Capitulo 1

Esquemas en diferencias finitas para
EDPs hiperbdlicas

El cometido de este primer capitulo sera la presentacién de los conceptos clave que
constituyen la base matematica para este Trabajo de Final de Master. Como el objetivo
primordial de esta memoria sera establecer una comparativa entre esquemas numéricos
empleados en la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales (EDPs); serd beneficioso
recordar y tener en mente algunos conocimientos adquiridos durante el grado y enrique-
cidos en el master.

Sin animo de extendernos demasiado, estas nociones iran encaminadas al estudio
de la ecuaciones de tipo hiperbdlico, no obstante, la mayoria de los resultados seran
adaptables, bajo ligeras modificaciones, al resto de las EDPs. Estas ideas generales se
ilustraran utilizando un ejemplo que frecuenta la literatura; la ecuacién de ondas de primer
orden. Sin embargo, como se ha mencionado en la introduccién, la ecuacién objetivo sera
la ecuacién ¢* que, a diferencia de la anterior, destaca por ser uno de los ejemplos més
representativos de ecuacion de segundo orden. La aplicabilidad de estos principios a una
ecuacion de mayor orden no serd trivial y requerirda la modificacién de ciertos aspectos
con el fin de mantener su veracidad.

Aunque no se profundizara en ello en este trabajo, cabe mencionar que se puede
llegar a construir una teoria mucho mas extensa que generalice estas particularidades a
espacios de mayor dimension y a ecuaciones de orden superior [36].

1.1. Nociones basicas de EDPs

Antes de dar cualquier definicién, conviene fijar una notaciéon que aparecera de
manera frecuente en este documento.

Mientras que no se indique lo contrario, las derivadas parciales de una funcién



u(zy, g, . .., x,) se denotaran mediante subindices, es decir,

ou 0%y
Op, U = Uy, ,

6_@: i :azz'z]'u:umim]'? Vi,je{l,...,n}

61‘1‘1']‘
Las colisiones de defectos topolégicos y, en general, innumerables problemas de fisica
e ingenieria vienen definidos por una ecuacién que enlaza estas derivadas parciales.

Definicién 1.1.1. Una ecuacion en derivadas parciales (EDP) es una igualdad que rela-
ciona una variable dependiente u, sus derivadas parciales y las variables independientes;
esto es,

F(:Ely'TQ;"'axnauvuxmul‘gw"7u$n7ux1m17ux1m27"') = 0

El orden de la ecuacion vendrd dado por la derivada de mayor grado que este presente.

Si F' es una EDP de orden k definida sobre un dominio 2, se considerara una solucién
clésica de F' a una funcién u € C*(§2) que verifique la ecuacién 1.1.

A diferencia de las ecuaciones diferenciales ordinarias, no existe una teoria general
para encontrar las soluciones clasicas de EDPs de segundo orden. La buisqueda de estas
soluciones ha dado origen a teorias de gran importancia en la actualidad como es el caso de
la teorfa de Distribuciones y espacios de Sobolev [2] o, la teorfa que impulsa el desarrollo
de esta memoria, el andlisis numérico.

Ejemplo 1.1.1. A continuacion, se expondrdn una serie de ejemplos de EDPs, todos
ellos fundamentados en problemas reales:

1. uy + uy, =0 (transporte).

2. u; + cu, =0 con ¢ una constante que describe la velocidad de la onda (ecuacion de
ondas de primer orden,).

3. AU = Uy, zy + Upguy + -+ Ug,z, =0 (ecuacion de Laplace).

uy — Au = 0 (ecuacion del calor).

5. Uy — Cug, = 0 siendo ¢ una constante que describe la velocidad (ecuacion de ondas
de sequndo orden).

6. Usy — Ugy = 2u — 2u3 (ecuacion ¢*).

7. U — Uz = —mZsinu con m > 0 (ecuacion de Seno-Gordon,).

8.ty + Uy = uf(|u|) (ecuacion de Schridinger no lineal).

9. uy + 6uly + Uy, = 0 (ecuacion de Korteweg-de Vries).

Cada una de las ecuaciones del anterior ejemplo tiene dos variables independientes.
Las dos primeras ecuaciones son de primer orden, las seis siguientes son de segundo orden
y la ultima es de tercer orden.



Como se habia comentado, estas ecuaciones hacen referencia a problemas que surgen
de la observacion de la propia naturaleza. Cabe destacar que la ecuacién de Laplace, del
calor y de ondas aparecen en la literatura como ejemplos ilustrativos de ecuaciones de
tipo eliptico, parabdlico e hiperbdlico, respectivamente (esta clasificaciéon serd analizada
en la préxima seccién). Asimismo, los tres ultimos ejemplos son representativos dentro de
los solitones y la teoria de campos.

Una propiedad bésica de las EDPs que facilita la bisqueda de soluciones exactas es
la linealidad.

Definicion 1.1.2. Dada una ecuacion en derivadas parciales, si dicha ecuacion se puede
expresar como como
Du=g

donde D es un operador lineal y g una funcion, entonces se dice que la ecuacion es lineal.
Si ademds, g es igual a cero, la ecuacion es homdgenea.

Notése que dado un problema lineal, la combinaciéon lineal de soluciones también es
una solucién del problema.

Observacion 1.1.1. Si se considera el operador lineal

_0 .9
- oxr Oy

se tiene que la ecuacion 1 del ejemplo 1.1.1 se puede reescribir como Du = 0, luego, es
una ecuacion lineal homogénea. De manera similar, se demuestra que las ecuaciones 2, 3,
4y 5 son lineales homogéneas. En cambio, el resto de ecuaciones no son lineales debido
a que no existe tal operador lineal.

1.1.1. Clasificacion de EDPs de segundo orden

Limitando el estudio al plano real, parece natural que la ecuacién de Laplace, con
expresién algebraica el circulo 22 + y? = 1, tenga diferentes propiedades que la ecuacién
de ondas, con ecuacién algebraica la hipérbola 22 — 3> = 1. En base a estas analogias de
las EDPs con las secciones conicas, se puede establecer una clasificacion elemental de las
ecuaciones de segundo orden.

Sea entonces una EDP de segundo orden en un espacio bidimensional, es decir,

Du = a11(x, Y) gy + 2012(2, Y)Usy + a22(x, Y)Uyy + a1 (2, y)us + a2z, y)uy + ao(z, y)u =g

Definicién 1.1.3. Se denomina parte principal del simbolo de D a
Dy(, y; i€, in) = —ané® — 2a126n — agon’

Esta operacién permite asociar a las EDPs de segundo orden una operacién alge-



braica. Ademas, esta forma cuadratica puede ser representada en forma matricial como

Dyl ys i€, in) = (€.1) (j ‘) €n) (L.1)

Q12 —a22

Recuérdese que la forma cuadratica es definida si su matriz asociada es definida (positiva
0 negativa) o, en otras palabras, si sus autovalores tienen el mismo signo. Se considera
indefinida cuando sus autovalores difieren en el signo y singular o degenerada cuando
presenta un autovalor nulo.

Definicién 1.1.4. La ecuacion en derivadas parciales Du = g es eliptica si la matriz
dada en 1.1 es definida, hiperbolica si es indefinida y parabdlica si su matriz es singular
o degenerada.

Ejemplo 1.1.2. La ecuacion de Laplace es eliptica debido a que la matriz asociada a la
parte principal de su simbolo es
-1 0
(0 2)

Y, por tanto, esta ecuacion es de tipo eliptico.

De igual modo, podemos observar que la ecuacion del calor es parabdlica y la ecuacion
de ondas es hiperbolica, ya que sus matrices asociadas vienen dadas por

by ()

Como consecuencia de los resultados anteriores, la clasificacion de las ecuaciones se
puede reducir al siguiente teorema de demostraciéon trivial.

respectivamente.

Teorema 1.1.1. Sea F' una EDP de sequndo orden en un espacio bidimensional que tenga
(a;;) como matriz asociada a la parte principal de su simbolo. Entonces, F es eliptica si
aly < ajjage, F es parabdlica si aty = ajjass y F es hiperbdlica si ay > ayjass.

Corolario 1.1.1. Siguiendo la notacion del anterior teorema, si F' es eliptica, su expresion
es equivalente a la dada por

Ugz + Uyy + AUz + AUy + AU = g
st F' es parabolica, su ecuacion equivale a
Ugy + A1Uy + A2Uy + QU = g
y st ' es hiperbolica, se puede expresar como

Ugy — Uyy T+ A1U; + AUy + GoU = g

Demostracion: La demostracion consiste en una sencilla transformacién lineal de las
variables dependientes. [ |



Con el fin de dar una clasificacion generalizada de las ecuaciones de segundo orden,
considérese un espacio n-dimensional sobre el que tenemos definida una EDP de segundo
orden de la forma:

o*u ou

Uy %

Definicién 1.1.5. La ecuacion 1.2 es eliptica si todos los autovalores de la matriz A =
(a;;(X)) tienen el mismo signo, parabdlica, si A es singular, y hiperbdlica, si un inico
autovalor de A tiene diferente signo al resto. En caso de que existan mds autovalores con
signo diferente y A sea no singular, se denominard ultrahiperbdlica.

Notése que, para cualquier dimensién, la ecuacion de Laplace continuara siendo
eliptica y la del calor, parabdlica. Asimismo, generalizando la ecuacién de ondas a un
espacio n-dimensional, es decir, la ecuacion dada por uy; — cA, se obtiene que mantiene
el tipo hiperbdlico.

Observacion 1.1.2. FEsta clasificacion no se restringe unicamente al orden dos, sino
que puede ser generalizada a cualquier orden. Con este objetivo, en [28] se define un
operador sobre superficies caracteristicas que permite establecer una clasificacion global
de las EDPs. No obstante, no se proporcionaran detalles debido a su gran extension y se
dejard a discrecion del lector interesado en explorar este tema en profundidad.

Existe una relacién entre el tipo de ecuacion y el problema fisico o ingenieril que trata
de describir. Segin [5], estos problemas se pueden dividir en tres categorias: problemas
de equilibrio, de autovalores y de propagacion. Como se vera a continuacién cada uno de
ellos conlleva asociada un tipo de ecuacion.

Los problemas de equilibrio son problemas de estado estacionario en los que la
configuracion de u sobre un dominio €2 se determina por medio de la ecuacion diferencial

Du=g

con {2 sujeto a ciertas restricciones, denominadas condiciones de contorno. Generalmente,
(2 suele ser un conjunto cerrado y acotado. Este tipo de problemas se denominan problemas
de valor de frontera y ejemplos tipicos son la dinamica de fluidos viscosos, problemas de
elasticidad o distribucién de la temperatura de un material. Habitualmente, suelen venir
dados por ecuaciones de tipo eliptico.

Los problemas de autovalores pueden ser considerados una extension de los anterio-
res. Consisten en la biusqueda de una o varias constantes A y las correspondientes funciones
u que verifiquen la ecuacién diferencial

Du = ALu

con ciertas condiciones de contorno sobre un dominio 2. En este caso, los operadores
diferenciales D y L son de tipo eliptico y algunos ejemplos son los problemas de estabilidad
de estructura, de resonancia en circuitos eléctricos y de frecuencia de vibraciones.

Por 1ultimo, los problemas de propagacion son problemas de valor inicial que tienen



un estado inestable o transitorio. El objetivo consiste en predecir el comportamiento de
un sistema a partir de un estado inicial, es decir, resolver la ecuacién diferencial

Du=g

en un dominio € sujeto a condiciones iniciales y a condiciones de contorno sobre fronteras
abiertas. En este caso, §2 es abierto y los ejemplos fisicos mas frecuentes son la propagacion
de ondas de presion en un fluido o la propagacién del calor. Las ecuaciones més frecuentes
que rigen este tipo de fenémenos son las parabdlicas o hiperbdlicas.

Como se ha mencionado con anterioridad, los problemas fisicos a tratar en esta
presentacion vienen descritos por ecuaciones de tipo hiperbolico. Por consiguiente, de
aqui en adelante y mientras no se indique lo contrario, se supondra que las EDPs se
comportaran de manera eliptica dentro de un espacio bidimensional.

1.2. Meétodos numéricos

Habiendo repasado los conceptos fundamentales asociados a las ecuaciones en deri-
vadas parciales, se dedicara esta seccion al estudio de los esquemas en diferencias finitas.
En este enfoque numérico, las ecuaciones en derivadas parciales se aproximan mediante
discretizaciones espaciales y temporales, lo que permite su resolucion de manera aproxi-
mada utilizando métodos computacionales.

Como el enfoque principal de este trabajo es modelar procesos fisicos, a partir de este
punto en adelante, se asumira que cualquier problema de valor inicial estd bien planteado,
debido a que la propia naturaleza de estos fenémenos exige que satisfagan la siguiente
definicion:

Definicién 1.2.1. Un problema de valor inicial para una ecuacion en derivadas parciales
estd bien planteado si dado un tiempo T = 0, existe una constante Cr tal que cualquier
solucion u(z,t) satisface

0

J |u(x,t)|2da:<CTJ lu(z,0)*dx

—o0 —00
para 0 <t <T.

Una herramienta fundamental para la construccion de esquemas en diferencias finitas
es la creacién de una malla de puntos. Su funcién consiste en discretizar el dominio de la
EDP en una serie de puntos espaciados regularmente. Cada punto de la malla representara
una ubicacion en el espacio y se asignara un valor numérico correspondiente a la solucion
aproximada en ese punto.

Debido a las condiciones de los problemas a tratar, se supondra que el dominio de
la EDP es de la forma Q = [—s,s] x [0,t.] € R, x R, y dados h = Ax y k = At, se
definird sobre € la malla de puntos (z,,t") = (—s + mh,nk) con n = 0,1,... t./ky
m=0,1,...,2s/h.



Conforme a la costumbre, para cualquier funcién v definida sobre la malla se deno-
tard por u”, al valor de u en el punto (z,,,t").

El siguiente ejemplo nos muestra la construccién de los esquemas bésicos utilizando
las ya conocidas series de Taylor

Ejemplo 1.2.1. El desarrollo de las series de Taylor del punto ul},, sobre (z,,,t") nos
dice que
n n n h2 n h3 n 4
Up iy = Uy + Rty (T, ) + Eum(:vm,t )+ guzm(wm,t )+ O(h?)
Luego, reescribiendo esta ecuacion se obtiene una diferencia progresiva de primer orden
para u, valorada sobre el punto (z,,t"):

n n
Uy — U

- =+ O(h)

Uz (T, 1) =

De manera similar, utilizando las series de Taylor de ul', | sobre (x,,,t") se llega a
una diferencia regresiva de primer orden

Uy (T, 1) = —m__m-l O(h)

n

Ahora bien, si se restan los desarrollos de Taylor del punto ul, ., y del punto u;,

sobre (x,,,t") se llega a que
n n n h3 n 5
Upq — U = 2hug (@, t7) + Euxm(xm,t )+ O(h’)

y de esta forma se puede construir la diferencia centrada de primer orden:

U1 — Uy n O(hz)

Uz (T, 1) = A

Considérese la ecuacion de ondas de primer orden (ejemplo 1.1.1). Siguiendo los
pasos anteriores, se pueden construir diferentes esquemas para dicha ecuacion:

u%“k— ur, n C“Zwlh_ Uy, —0 (1.3)
Uﬁlk— Ui + cu;31 _hunm_l =0 (1.4)
unmﬂk_ u” . Cu”mﬂz—huml _0 (1.5)
u;jle—kuﬁL_l n U%+12_hum—1 —0 (1.6)
u;ifl;kU?nl L —hu% L—0 (1.7)



Utilizando este método se pueden construir esquemas en diferencias finitas para
cualquier EDP de primer orden. Simplemente bastara con obtener los desarrollos de Taylor
de sus derivadas parciales y sustituir en la ecuacion original.

Cada uno de los esquemas de este ultimo ejemplo permiten expresar "' como una

combinacion lineal de los valores de u en los niveles n y n — 1. A titulo ilustrativo, el
esquema 1.3 puede expresarse de la forma

n+l _ . n n ny __ n n
U™ = Uy, — cne(upq — um) = (1 + cene)uy, — cnctip, (1.8)
con n. = k/h. La cantidad n, serd un elemento recurrente en los esquemas de ecuaciones

hiperbdlicas y siempre se referira al cociente entre las longitudes de paso.

Los esquemas numéricos de un solo paso o unipaso se caracterizan por calcular la
solucion en el instante t 4+ 1 utilizando tnicamente la informacién del tiempo ¢. Dicho de
otro modo, los esquemas numéricos de un solo paso son aquellos en los que solo aparece
u en dos niveles, n + 1 y n. Trivialmente, se observa que los tres primeros esquemas del
ejemplo son unipaso.

Aquellos esquemas en los que aparezcan méas de dos niveles de la variable temporal
se denominaran esquemas multipaso.

Observacion 1.2.1. A diferencia de los esquemas unipaso, que solo necesitardan como da-
tos iniciales los valores u2,, en los esquemas multipaso serd necesaria una inicializacion
con valores de u para diferentes niveles temporales. Para obtener estas condiciones ini-
ciales requeridas en los esquemas multipaso, existen multiples estrategias que dependeran

del problema tratado y del esquema utilizado.

Por ejemplo, en [}] se emplea para la primera iteracion, un desarrollo de Taylor de
orden cuarto y, para las tres posteriores, un esquema implicito. Estas aproximaciones les
permiten inicializar un esquema multipaso explicito.

Ademas, se distinguird entre esquemas explicitos e implicitos. Los métodos consi-
derados en el ejemplo 1.2.1 eran todos explicitos. Se dird que un esquema en diferencias
finitas es explicito cuando u?" se pueda escribir como una suma finita de u”, con n’ < n
y, en caso contrario, se dira que el esquema es implicito.

Para obtener la solucion de los esquemas implicitos se requerira la resolucién de
ecuaciones algebraicas no lineales. Por consiguiente, el coste computacional de estos es-
quemas es considerablemente mayor, sin embargo, estos esquemas ofrecen la ventaja de
una mayor region de estabilidad como se discutird posteriormente.

Ejemplo 1.2.2. De manera similar, se pueden construir aprorimaciones para derivadas
de orden superior. Por ejemplo, una diferencia progresiva de sequndo orden para t,, sobre

n . ./ .
uy, viene dada por la expresion:

n n n
U2 — 2U’m+1 + U,

h2

+ O(h)

Uy ($m7 tn) =



La diferencia regresiva vendrd dada por:

uy —2ur A+ up
e, 17) = Mot Flnsz o)
La diferencia central se expresard como:
uy o —2ur +ur
e, 17) = M2 =S T2 o)
o0, lo que es lo mismo,
ur L —2ur ol
Uy (T, 1) = —2H m___m-l 4 O(h?)

h2

A partir de estas aproximaciones se pueden construir esquemas en diferencias finitas
para EDPs de cualquier orden. En particular, el esquema central para la ecuacion ¢*
(detallada en el ejemplo 1.1.1) es de la forma:

wttt — 2y = 2ul +ul

12 = 12 Loy —2(un)? (1.9)

Este ultimo esquema serd analizado en detalle mas adelante.

Tras ver estos ejemplos, una pregunta recurrente seria qué esquema utilizar. A lo
largo de este capitulo, se intentard dar informacién sobre cada uno de ellos para ayudar
a seleccionar el mas adecuado. No obstante, esta eleccion dependera de cada problema y
de nuestras prioridades. Por ejemplo, como se vera a continuacion, un esquema de mayor
orden suele garantizar mejores aproximaciones, sin embargo, el coste computacional suele
incrementarse. Otra clara diferencia vendria marcada entre los esquemas implicitos y
explicitos, cuyo uso, como ya se ha comentado anteriormente, dependera también de si
anteponemos precision sobre complejidad computacional.

Estos detalles tienen cierta relevancia, no obstante, el factor clave de un esquema es
su convergencia. Un esquema es convergente si, a medida que se refina la discretizacion
espacial y temporal, la solucion numérica se aproxima cada vez més a la solucién exacta
del problema continuo. En el siguiente apartado, se analizard esta convergencia y, para
ello, bastara con demostrar la consistencia, que no es mas que la solucion exacta coincida
con la aproximacion numérica cuando h se hace muy pequena, y la estabilidad, que los
errores que comete no aumente con las iteraciones.

1.3. Convergencia

El propésito principal de un esquema en diferencias finitas es obtener una aproxima-
ciéon numérica de la solucién de una EDP. Por tanto, un aspecto de gran interés es el error
que comete en dicha aproximaciéon. Resulta crucial que este error disminuya a medida
que la h y la k tiendan a cero. Para llegar a una definicién adecuada de la consistencia
comencemos por dar una serie de definiciones basicas.



Se comenzara explorando el escenario de una EDP en un espacio bidimensional con
derivadas parciales de primer orden respecto de ¢, es decir,

Dy yu= F(x,t,u, Uy, Ut, Ugg, Ugt, Uzggs Ugats - - -) = g(T, 1) (1.10)

con una serie de condiciones iniciales u(z,0) que determinen una nica solucién.

Definicién 1.3.1. Un esquema en diferencias finitas para la ecuacion 1.10 se dice con-
vergente si dada cualquier solucidn de la ecuacion diferencial, u(x,t), las aproximaciones
del esquema, ul , verifican:

m’

1. u®, converge a u(z,0) cuando x,, — x.
2. ul converge a u(x,t) cuando (x,,t") — (z,t).
cuando (h,k) — (0,0).

Como se puede ver la convergencia es la propiedad esencial de cualquier esquema en
diferencias finitas. Un esquema que no sea convergente resulta poco 1til en la mayoria de
los casos. Sin embargo, probar de manera directa que un esquema sea convergente no es
una tarea sencilla. El teorema 1.3.4 permitira dividir su estudio en dos partes: consistencia
y estabilidad, que junto con el andlisis de Fourier se establecera una alternativa més
eficiente para el estudio de dicha convergencia.

1.3.1. Comnsistencia

La consistencia de un esquema en diferencias finitas se basa en comprobar si cuando
la malla pasa al continuo, es decir, cuando k y h se hacen 0, el esquema converge. En
otras palabras,

Definicién 1.3.2. Se dice que un esquema en diferencias finitas, P, yu = g, de la ecuacion
1.10 es consistente si para toda funcion u diferenciable, Py pu converge a D, u cuando

(h,k) — (0,0).

A continuacion, se introducird un ejemplo a titulo ilustrativo que permita concep-
tualizar esta propiedad.

Ejemplo 1.3.1. Considérese el esquema en diferencias progresivas de la ecuacion de
ondas de primer orden (presentado en la ecuacion 1.3). En este caso, se tiene que el
operador diferencial del esquema viene dado por

un+1 _

k h

thku =
El desarrollo de Taylor nos dice que
1
Up g = Uy, + Ry (2, 1") + §h2um(ajm,t”) + O(R?)

1
un+1 = uZa + k;ut(xm, tn) + §k2utt(xma tn) + O(k3)

m
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Luego, sustituyendo estos valores y simplificando se llega a que

1 1
Ph7ku = Ut + Cu, + §kutt + §chum + O(hQ) + O(kQ)
Yy, por tanto, como
D, u = u + cuy,

fdcilmente se observa que cuando h y k se hacen 0, P u tiende a D, u. Consecuente-
mente, el esquema es consistente.

De una manera similar, se puede comprobar que el resto de los esquemas asociados
a esta ecuacion son consistentes. Sin embargo, la propiedad de consistencia no implica
convergencia como se ilustra en el siguiente contraejemplo:

Ejemplo 1.3.2. Considérese la ecuacion de ondas de primer orden con ¢ =1 y el mismo
esquema utilizado en el anterior ejemplo, es decir,

n+l __ n o n
up ™ = (14 ne)uy, — netg, 4

Ademds, se escogen las siguientes condiciones iniciales:

1 st —1<2<0
u(z,0) =
0 en el resto

La solucion de esta EDP es un desplazamiento de u(x,0) hacia la derecha dado port. En
particular, para t = 0 existen valores positivos de x para los que u(z,t) es distinto de cero.

Ahora bien, el esquema tendrd como datos iniciales

1 s2 —1<2, <0

0
Uy

0 en el resto

y como nuestra solucion aproximada !, depende solo de x, para m' = m, se concluye
que
ur =0 St Ty, >0, n=0

Luego, ul, no converge a u(x,t).

Por tanto, aunque exista una relacién entre la consistencia y la convergencia, estas
no son equivalentes en la mayoria de los casos. Si se recuerda la definicién introducida
de la consistencia, podria considerarse como una convergencia puntual. Sin embargo, el
propésito de un esquema es aplicarlo repetitivamente sobre unas condiciones iniciales para
obtener un conjunto de aproximaciones para cada punto de la malla. Por consiguiente,
resulta fundamental incorporar un nuevo concepto, la estabilidad, encargada de evaluar
si la solucién aproximada no experimenta un crecimiento desmedido en las sucesivas ite-
raciones del esquema.
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1.3.2. Estabilidad

Hasta ahora, se ha estudiado exclusivamente la consistencia como un indicador de
convergencia de un esquema. Sin embargo, como se ilustré en el ejemplo 1.3.2, esta ca-
racteristica no siempre garantiza la convergencia. El teorema 1.3.4 revela la existencia
de otra propiedad crucial en el analisis de un esquema, que junto con la anteriormente
mencionada, confirma la convergencia del esquema.

En el andlisis de la estabilidad de un esquema en diferencias finitas se buscan las
condiciones, en términos de pardmetros del método numérico (principalmente, las longitu-
des de paso h y k), que contribuyen a que la solucién numérica permanezca acotada. Por
consiguiente, se establece una clasificacion en la que se distinguen los esquemas estables,
los condicionalmente estables y los inestables.

Un esquema se dice estable si para cualquier eleccién de estos parametros, la solu-
cién numérica se mantiene acotada y no experimenta un crecimiento sin limites. Si esta
acotacion se da solo en ciertos casos, se dird que el esquema es condicionalmente estable
y, si nunca ocurre, se dird que el esquema es inestable.

Estas condiciones vendran dadas por la regién de estabilidad del esquema:

Definicién 1.3.3. Una region de estabilidad es un subconjunto cerrado del primer cua-
drante de R? que tiene el origen como punto de acumulacion.

En lineas generales, esta region de estabilidad vendra determinada por unas cons-
tantes C; y Cy que determinardn una regién del tipo {(h, k) : 0 < k < C1h < Cy}.

Definicién 1.3.4. Un esquema en diferencias finitas, Py ru = g, para una ecuacion de
primer orden es estable en una region de estabilidad A si hay un entero r tal que para
cualquier tiempo positivo t, existe una constante C; tal que

o0 T 0
h > unP<Chy > ful)? (1.11)
m=—a0 1=0m=0c0
para 0 < t" <ty (h, k)€ A.
Para explicar esta definicién se introducira la siguiente notacién

w 1/2

lola= {1 3 lowl’ (1.12)

m=—0o0
para cualquier funcion v de la malla.
Esta cantidad [v[;, se denomina norma de L? de la funcién v.

Observacion 1.3.1. Esta magnitud se considera un componente fundamental en el andli-
sis numeérico, y es importante destacar que también tiene una relevancia significativa como
una medida fisica. Un ejemplo ilustrativo se presenta en [29], donde se construye un es-
quema numérico para las ecuaciones no lineales de aguas poco profundas.
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Mediante el uso de esta nueva norma, se puede reescribir la expresion dada en la
definicién de estabilidad (ecuacién 1.11) como

T
[ < Ce ) Il
1=0

que equivale a

[uln < CF D (1.13)
=0

para cierta constante Cy. La estabilidad de un esquema determina si el crecimiento de la
norma de la solucién en cualquier tiempo t" con 0 < t™ < t esta acotado. Se observa que
el crecimiento es, como maximo, proporcional a la suma de las normas de la soluciéon en
los r + 1 primeros pasos.

Ejemplo 1.3.3. Sea el esquema en diferencias progresivas para la ecuacion de ondas de
primer orden (ecuacion 1.3), es decir,

n+1 __ n n
up™ = (14 ene)uy, — cney, 44

y se demostrard bajo qué condiciones este esquema es estable.

Por simplicidad, se denotard a = 1+ cn, y b = cn,. Usando que 2xy < x2 + 3* se
puede ver facilmente que

0 0
Dl =Y faun, = bup, P
m=—00 m=—0o0
0
< 0 lallup* + 2lallbllug Jup, o | + (b2 ug,
m=—00
0
< 0 lallup P+ lal bl (| + lupy 1 ) + [0 ug, o
m=—o0
0 0
= > (lal”* + 2lallp| + (b1 |up, [ = (lal + [bD)> D] Jul?
m=—00 m=—00

Luego, como

Q0 0 0
D e (T ) O S v e (T ) S (o
m=—a0 m=—0u0 m=—a0
se obtiene que dicho esquema serd estable si se verifica que

11+ cne| + |en| <1

o0, dicho de otra manera, si —1 < cn. < 0.

Este ejemplo muestra como calcular una regién de estabilidad de un esquema apli-
cando tnicamente la definicién, sin embargo, en la préactica, estos calculos, aparte de ser
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laboriosos, resultan complicados en algunos casos. Ademas, resulta interesante encontrar
la regién maxima de estabilidad y no tinicamente un subconjunto suyo. Por estas razones,
resulta imprescindible buscar un método alternativo.

Anadlisis de Fourier

Una técnica comtinmente empleada para analizar la estabilidad de un esquema es el
método de Von Neumann, el cual se fundamenta en el analisis de Fourier. En consecuencia,
se comenzara con una breve sintesis del analisis de Fourier. Para aquel lector interesado
en profundizar en los detalles, existe una amplia cantidad de literatura disponible como,
por ejemplo, [32], [2], [36].

Definicién 1.3.5. La transformada de Fourier de una funcién u € L*(R™) es la funcion
U definida sobre R™ por

a(€) = (2m) 2 J u(z) e do (1.14)

n

Por convergencia dominada, la funcién 4 es continua, ademds, se tiene que || <
(2m) 72 .

Definicién 1.3.6. La transformada de Fourier inversa de una funcién u € L*(R™) es la
funcion u definida sobre R™ por

u(z) = (27r)_”/2f u(€) e d¢ (1.15)

n

Observacion 1.3.2. De manera equivalente, se puede definir la transformada de cualquier
funcion v de la malla como

~ 1 < —im.
v(g):\/—% 2 e ", (1.16)

m=—a0

para § € [—m,w| y 0(—m) = 0(w). Ademas, si el espacio entre los puntos de la malla es
h, mediante un sencillo cambio de variables se puede definir la transformada de Fourier
como
1 A imne
(E) = — e " uh 1.17
©=75 3 (1.17)
para & € [—m/h,7/h].

Sea § = S(R") el espacio generado por todas las funciones u € C*(R") que para
todos los multi-indices o > 0 y 8 = 0 la funcién dada por z +— x*DPu(x) estd acotada
en R™. Este espacio S es conocido en la literatura como el espacio de Schwartz y sus
elementos como las funciones de decrecimiento rapido.

Ejemplo 1.3.4. La funcion u(x) = e es de decrecimiento rapido. De hecho, para
cualquier polinomio p, se cumple que v(x) = p(:ﬂ)e_"’““2 también pertenece a S.
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Se puede demostrar que el espacio & es denso en LP(R™) para 1 < p < o0. De
hecho, este espacio de las funciones de decrecimiento rapido permite garantizar que la
transformada de Fourier de un elemento de S continue perteneciendo a §. Ademaés, dado

un funcional lineal F' en S, se puede definir otro funcional £ imponiendo que F'(u) = F()
para todo u € S.

Teorema 1.3.1 (Teorema de inversion de Fourier). La transformada de Fourier es un
1somorfismo de S en S, cuya funcion inversa es la transformada de Fourier inversa. Esto
es, para todo u € S se tiene que U = U = u

Demostracion: La demostracién de este teorema se puede encontrar en el teorema
3.4.1 de [32] y se basa en una consecuencia directa de varios resultados omitidos en este
trabajo debido a su extensién, pero que pueden encontrarse en este mismo articulo. W

Observacion 1.3.3. Este teorema se puede adaptar al caso de las funciones de la malla.
Se obtiene que la formula de inversion para una funcion v de la malla viene dada por

e (¢)de (1.18)

Um

1 s

= — e
V2T J_ﬂ

y st los puntos de la malla son equiespaciados de longitud h, se obtiene que

mh&h(€)de (1.19)

1 w/h
Uy = —F— e
" vV 2T f_ﬂ/h
Un operador de bastante importancia dentro del analisis funcional y que servird

como preambulo al siguiente teorema, es el producto de convolucion de dos funciones u y
v, que se define como

werle) = [ ule - ule)ig (1.20)
R
cuando esta integral exista.

Observacion 1.3.4. Se puede demostrar que si uw € LP(R") y v € L(R™), entonces
la integral 1.20 converge absolutamente por la desigualdad de Holder. Ademds, u = v es
uniformemente continuo en estos casos (vedse [2]).

Proposicién 1.3.1. Sean u y v dos funciones de L*(R"), entonces se verifica:

1. w0 = (2m)"?00.

2. Si(x) = u(—z), entonces & = @ y u+ @ = (27)"2|af2. Ademds, si u€ S, entonces
w0 y |u|* pertenecen a S.

La demostracién de esta proposicion consiste en un mero calculo y aplicando el
teorema de inversion de Fourier sobre u=u en el punto x = 0 se llega al siguiente resultado:

Teorema 1.3.2 (Identidad de Parseval). Seau € S equipado con la norma ||-| de L*(R"),

entonces se verifica
lalz = [ul? (1.21)
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Por consiguiente, la transformada de Fourier es una isomorfismo isométrico de S.

Asimismo, como S es denso en L*(R"), podemos extender esta isometria a las funciones
de L*(R").

Observacion 1.3.5. Se puede demostrar que st v es una funcion de la malla la identidad
de Parseval se continia verificando, obteniéndose asi con la norma introducida en la
ecuacion 1.12 que

[ol% = vl (1.22)

Anadlisis de Von Neumann

Conocidos ya los resultados del analisis de Fourier requeridos para este trabajo, a
continuacion, se procederd a introducir el analisis de Von Neumann mediante un ejemplo
a titulo ilustrativo:

Ejemplo 1.3.5. Sea el esquema en diferencias progresivas de la ecuacion de ondas de
primer orden (ecuacion 1.3) y aplicando sobre €l la féormula de inversion de Fourier para
u™ (observacion 1.3.3) se tiene que

u

vir F/h ()

" 2m —7/h

y, por tanto, sustituyendo esta expresion en el esquema se obtiene que
h

it 1 fr/ .

" V27T —7/h

Si se compara esto con la férmula de inversion que se obtendria para u™*

u mhEM(1 4 ene) — enee™ N am(€)dé

L es decir,

n+l __ 1

" = Vo

y usando que la transformada de Fourier es unica, se llega a que

W) = [(1+ ene) — ence™]a™(€) = p(hg)a" (€)

/h
J ezmhfﬂn-‘rl (g)dg
—7/h

Esta funcion ¢(hE) recibe el nombre de factor de amplificacion debido a que su
magnitud es la cantidad que la amplitud de cada frecuencia en la solucion, dada por
u™(€), se amplifica al avanzar la solucion un instante de tiempo. Se tiene por tanto que

a"(§) = ¢"(h€)a’(€) (1.23)
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y gracias a la identidad de Parseval (teorema 1.5.2) se deduce

w/h

VNI RTRGT™

m=—a0 —m/h

w/h
S ICGREGRE

—7/h

Siguiendo la expresion 1.11 de la definicion de estabilidad, el esquema serd estable
para T =0, si |p(h&)|*" estd acotado. Denotando 6 = h&, se observa que

P(0) = (1 +cn.) — cnee' = (14 en.) — enecosf — icn,.sin @
Luego, usando identidades trigonométricas se obtiene que

1p(0)* = (1 + cne — cnecosB)? + c*n?sin® 6
= (1 + 2cn,sin®*(0/2))* + 4c*n? sin?(0/2) cos®(6/2)
= 1+ 4enesin?(0/2) + 4c®n? sin(0/2) + 4c*n? sin®(6/2) cos?(0/2)
=1+ 4enesin?(0/2) + 4c¢®n? sin®(0/2)
=1+ 4en.(1 + cn,)sin®(0/2)

y se puede ver que esta expresion esta acotada cuando —1 < cn. < 0. Por tanto, se ha
llegado al mismo resultado que el obtenido en el ejemplo 1.3.3.

En este ultimo ejemplo, el factor de amplificaciéon depende tnicamente de 6, sin
embargo, de forma general ¢ dependera de k y de h. Ademads, se ha definido la estabilidad
para ecuaciones en derivadas parciales cuya diferenciacion respecto del tiempo es de primer
orden y, para el estudio de las ecuaciones de este trabajo, sera necesario poder determinar
la estabilidad de EDPs de segundo orden en la variable temporal. Para generalizar al resto
de ecuaciones, se debe permitir que la magnitud del factor de amplificacion sobrepase 1
por una pequena cantidad.

Teorema 1.3.3. Un esquema en diferencias finitas de un solo paso es estable en una
region A si y solo si existe una constante C' (independiente de 0, k y h) tal que

|06, k, h)| <1+ Ck (1.24)

con (h,k) € A. Si ¢(0,k,h) es independiente de h y k, la condicion de estabilidad puede
ser reemplazada por

6(0) <1

Demostracion: Aplicando la identidad de Parseval y por la definicion de ¢ se llega
a que

w/h
a2 = f (G(hE, b, B)[P"](€)Pde

—7/h
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Si |¢(0,k,h)| <14 Ck para (h, k) € A, se deduce que

w/h
ez < [T s cnma©Rds - 1+ COP R

—7/h

Luego, siguiendo la definicién de estabilidad, para un tiempo positivo t, se tiene que
n < t/k y, por tanto,
(1+CE)" < (14 Ck)7* < et

CtHU/

Como consecuencia, |[u"||, < e 0|, y por consiguiente, el esquema es estable en A.

A continuacién, se considera el reciproco. Se supondrd que no se verifica la ecuacion
)
1.24 y se llegara que el esquema no es estable en A.

Si para una constante K > 0 existe un intervalo [0;,02] 3 6 y (h,k) € A con

|6(0, h, k)] > 1 + Kk, entonces se puede construir una funcién v, como

0 si hE ¢ [01,65]
() =
(B — 01) 1 si h e (01,6,

Obsérvese que |a@°[, = 1. Por tanto,

w/h
a2 = f G(hE, b k)7 [°(6) [2de

—7/h

02/h h
— [ tothe by e
91/h 2 — V1

> (1+ Kk)*
L okey 02

—e“*u

S

para n cercanos a t/k. Lo que muestra que el esquema es inestable si K es lo suficiente-
mente grande, ya que no existe una regién en la que ¢(6, h, k) este acotado. [ |

Con lo cual, bastard con conocer el factor de amplificacion de un esquema para
obtener su region de estabilidad. Asimismo, tampoco serd necesario realizar los calculos
del ejemplo 1.3.5 para obtener dicho factor. Simplemente, sera suficiente con reemplazar
u” por ¢"e™ para cada valor n y m y resolver esta ecuacién para obtener el factor de
amplificacion.

Ejemplo 1.3.6. Considérese el esquema de la ecuacion 1.5, es decir,

n+l _ ,n n _n
m Upy +Cum+1 umfl _ 0

k 2h

u

Entonces, reemplazando u” por ¢™e'™ se obtiene
) m

¢n+16im9 _ ¢n€im9 N C¢nei(m+1)9 _ CZ5n€i(mfl)9 _ ¢neim0 (¢ -1 N Cew _ ei@)
k

k 2h 2h
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con lo que se obtiene como factor de amplificacion
¢ =1—1icn.sin6
Luego, si n. es constante, ¢ es independiente de h y de k y
10(0)|* =1+ *n?sin®0

Como |p(6)| > 1 para 0 distinto de 0 y de 7, este esquema es inestable.

1.3.3. Ampliacion a esquemas multipaso y EDPs de mayor or-
den

El objetivo final de este capitulo sera extender estas ideas de convergencia para
esquemas unipaso de una ecuacion con derivadas de primer orden respecto de t a esquemas
multipaso y con una diferenciacion de orden superior. El proceso para llegar a estos
resultados es bastante extenso y no se detallard en su totalidad, sin embargo, el lector
interesado puede encontrarlo en [36].

En primer lugar, resulta necesario introducir brevemente los operadores de truncado
y de interpolacién. Para ello, recuérdese que cualquier v € L?(R) verificaba la conocida
formula de inversion:

U,.T

- [ e

y se podia obtener una expresion similar sobre cada funcién de la malla v:

lmh{ ) df

Um =

Nz J—w/h

Luego, se puede definir de manera natural un operador que mande las funciones de
L*(R) a las funciones L? de la malla. A cada funcién u € L*(R) se le asigna el valor

Tm = e u(€) dg

V2T fﬂ/h
para cada punto mh de la malla. Este operador T se denomina operador de truncado. Una

propiedad destacada del operador de truncado es que mantiene invariante la transformada
de Fourier, es decir,

Tu(€) = a(€)
para [{| < 7/h.

De forma andloga, se puede encontrar un operador que mande las funciones L? de
la malla a las funciones L*(R), que viene definido para cada funcién v de la malla y cada
punto x € R por

To(x) €) d¢

wcf
v 2T J—w/h
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Este operador se denomina operador de interpolacién y su transformada de Fourier viene
dada por
A 8(e) si Je| < /h
To(e) -
0 si ¢ >n/h

Gracias a estos operadores se puede obtener una definicion de la convergencia mas gene-
ralizada:

Definicién 1.3.7. Un esquema en diferencias finitas que aproxima el problema homogéneo
de valor inicial para una ecuacion en derivadas parciales se dice convergente si Zu™ con-
verge a u(-,t") en L*(R), para cualquier solucién u(x,t) de la ecuacion diferencial y
cualquier conjunto de soluciones del esquema u),, que dependen de h y k, para las cuales
Su® converge a u(-,0) en L*(R) cuando h y k tienden a 0 en la regidn de estabilidad A.

Con ello, se introduce el ya mencionado teorema que permite desglosar el andlisis de
la convergencia de un esquema. Su demostracion no se incluira en esta memoria debido
a su gran extension, sin embargo, el lector interesado puede encontrar su demostracion
detallada en las secciones 10.5 y 10.6 de [36].

Teorema 1.3.4 (Teorema de Equivalencia de Lax-Richtmyer). Un esquema en diferencias
finitas consistente para una ecuacion en derivadas parciales cuyo problema de valor inicial
estd bien planteado es convergente si y solo si es estable.

Conociendo este teorema se puede proceder a la generalizacion de la consistencia y
la estabilidad que traia como objetivo esta tltima parte del capitulo.

Los resultados vistos para la consistencia de un esquema unipaso seguiran valiendo
si se consideran esquemas multipaso construidos sobre ecuaciones con derivadas de orden
superior para t. No obstante, el estudio de la estabilidad de este tipo de esquemas varia
ligeramente.

Se empezara considerando un esquema multipaso P}, ru = ¢ con derivada de pri-
mer orden en el pardmetro ¢. Su estabilidad viene dada por las raices del polinomio de
amplificacion:

Y(p,0) =k phi (%,th)
Este polinomio puede ser obtenido imponiendo que
ut = greime
es solucion del esquema con g = 0. Si s + 1 es el nimero de pasos del esquema, entonces

el grado de ¥ (¢, 0) es s.

Observacion 1.3.6. Este polinomio de amplificacion es una generalizacion de lo estu-
diado anteriormente, ya que ¥ (¢,0) seria un polinomio lineal en ¢ y la solucion general
de la ecuacion homogénea seria equivalente a la dada en 1.23.

Por tanto, supéngase que s > 1. Si ¢ tiene raices distintas, ¢,(6), entonces la solucién
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viene dada por
(&) = Y, 6 (h€)"A;(€)
J

en donde los coeficientes A;(§) vienen dados por los niveles de tiempo para n desde 0
hasta s — 1. Si las raices ¢;(f) se encuentran alejadas unas de otras, independientemente
de k y de h, entonces los valores de A;(§) estan acotados por la suma

K Y 1o

para alguna constante K. Se demuestra facilmente que la condicién de estabilidad es
lp;(hE)| <1+Ck  VYie{l,... s}

con C' una constante. En los casos donde (¢, 0) sea independiente de k y de h se debe
cumplir una restriccion de lo anterior:

6;(hE)| <1 Vie{l,...,s} (1.25)

Considérese ahora que el polinomio de amplificacién tiene raices multiples y hagase
la premisa que la condicién 1.25 contintia verificindose. Si ¢1(6y) es una raiz multiple del
polinomio de amplificacién en 6y, entonces la funcién

Uy, = [le (60)" By + ngy (Qo)n_lBl] eimbo

es una solucion de la ecuacién en diferencias para cualquier valor de los coeficientes By y
B;. Si By = 0, entonces la magnitud de 4}, es

n|é1(00)|" | B

Si |¢p1(6p)| < 1, entonces esta cantidad estd acotada por un multiplo de

(161.(80)|1n]1 (60)7Y) " |B1]

Sin embargo, si |¢1(6y)| = 1, entonces esta cantidad no puede estar acotada independien-
temente de n. Como en la demostracion del teorema 1.3.3, se puede construir una solucién
para que el esquema en diferencias finitas no esté acotado dando lugar a los siguientes
teoremas:

Teorema 1.3.5. Si el polinomio de amplificacion (¢, 0) es explicitamente independiente
de h y k, entonces la condicion necesaria y suficiente para que el esquema en diferencias
finitas sea estable es que para todas las raices ¢;(0) se verifique

L g;(0) <1
2. Si|p;(0)] = 1, entonces ¢;(8) debe ser una raiz simple.

Teorema 1.3.6. Un esquema en diferencias finitas para una ecuacion escalar es estable
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si y solo si todas las raices, ¢;(6), del polinomio de amplificacion (0, h, k) verifican las
siquientes condiciones:

1. Eziste una constante C' tal que |¢;| < 1+ Ck.

2. Existen dos constantes positivas Cy y Cy tales que si Cy < |¢;| < 1+ Ck, entonces
@; es una raiz simple, y para cualquier otra raiz ¢; la relacion

|9 — & = Ch
se mantiene para h y k lo suficientemente pequenos.

De manera similar, se puede estudiar la estabilidad en esquemas con una diferencia-
cién de mayor valor respecto del parametro t. En estos casos, la definicion de estabilidad
vendra sustituida por la siguiente:

Definicién 1.3.8. Un esquema en diferencias finitas Pj yu), = g para una ecuacion de
sequndo orden en t es estable en una region de estabilidad A si hay un numero entero r
tal que para cualquier tiempo positivo t, existe una constante Cy tal que

h i |u:;|2<(1+n2)cthi i |t |2

m=—a0 1=0m=—00
para todas las soluciones ul}, y todo 0 < t" <t con (h,k) € A.

Obsérvese que, respecto a la anterior definicién, aparece un nuevo factor (1 + n?)
que refleja este crecimiento en la variable ¢. De forma analoga, el teorema que permitia
relacionar el polinomio de amplificacion con el estudio de la estabilidad es reemplazado
por:

Teorema 1.3.7. Si el polinomio de amplificacion (¢, 0) para una ecuacion de sequndo
orden respecto de t es explicitamente independiente de h y k, entonces la condicion nece-
saria y suficiente para que el esquema en diferencias finitas sea estable es que para todas
las raices ¢;(0) se verifique

L g;(0) <1

2. St |p;(0)] = 1, entonces ¢;(8) debe ser como mdzimo una raiz doble.

1.4. Condiciones de contorno absorbentes

En la modelizacion de la mayoria de los problemas basados en EDPs es crucial
introducir unas condiciones de frontera para limitar el area de computacién. Por eso mismo
conviene dedicar una seccién al estudio de estas condiciones. Dado que el interés de esta
memoria consiste en el estudio de las colisiones de defectos topoldgicos, las condiciones de
frontera comunmente encontradas en la literatura de este tema son las de tipo absorbente.

Se comenzara este capitulo analizando uno de los casos mas simples, la ecuacion
de ondas de segundo orden, y, sin dnimo de extenderse demasiado, se generalizara a
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las ecuaciones que aparecen en el ultimo capitulo. Sin embargo, se puede encontrar una
descripcion de este método con todo lujo de detalles y adaptada al caso bidimensional en
[14].

Considérese por tanto la ecuacion de ondas de segundo orden

0 0 0 0
Upy — Cllgy = (E_ﬁﬁ_x) (aJrﬁ%)u:O

Como los dos operadores diferenciales que definen esta ecuacién conmutan entre si, las
soluciones de las ecuaciones

U+ /ey =0 (1.26)
g —+/cuy =0 (1.27)

son también soluciones de la ecuacion de ondas de segundo orden. Estas ecuaciones se
conocen como ecuaciones de adveccion. Notése que, a excepcion de los casos triviales, las
soluciones de la ecuacion de ondas seran solucion de una de las ecuaciones, pero nunca de
las dos. De hecho, los campos pueden ser una solucion a la ecuacion de ondas de segundo
orden y, sin embargo, no ser solucién de ninguna de las ecuaciones de adveccion.

Por ejemplo, una posible solucién de la ecuacién 1.26 viene dada por

u(x,t) = flx —/ct) =z — /et

que representa una perturbacion que se propaga sin distorsion a lo largo del eje X hacia la
derecha con velocidad c¢. Ademas, destacar que dicha expresion es solucion de la ecuacion
de ondas de segundo orden, pero no de la ecuacién 1.27. Este tipo de soluciones seran de
cierto interés mas adelante.

Sean r = —s y x = s con s > 0 las fronteras de nuestro dominio. Si la solucién se
desplaza a la derecha, cuando llegue al final de la malla, los campos deberian proseguir
hacia la derecha y, por tanto, continuar verificando la ecuacién 1.26. Para solventar este
problema, se calculara el promedio en el tiempo o en el espacio. Por ejemplo, para calcular
la aproximacion de uy , ,, se utilizara la media (u™_, +u™)/2. De modo similar, (u™*] +
u™1) /2 aproximard qull/2. Luego, se puede aproximar la derivada temporal mediante la

siguiente diferencia finita
n+1 n+1 n n
Ug '] + Uy Uy + uyg

Ut|s—1/2.n11/2 = 2 ? 2 (1.28)

y de manera analoga se obtiene
n+1 n n+1 n
ug T tug ug +ug; 4

Ug|s—1/2,n+1/2 = 2 N 2 (1.29)

Entonces, se puede obtener el siguiente esquema en diferencias finitas para la ecuacién de

23



adveccion
n+1 n+1 n n n+1 n n+1 n
Ug ' + Uy _ Ugy + ug U+ Uy _ Ugy + u, 4

2 2 2 2 _
- + e Z =0 (1.30)

o equivalentemente

\/Enc —1 n+l _n

A (u
1 \ﬁnc + 1( s—1 s)
Por otro lado, recurriendo a la ecuacion de adveccién de signo opuesto, se puede llegar al
siguiente esquema para los campos que se desplacen hacia la izquierda

=1
Wt =+ YT e (1.32)

Vene + 1

Estas dos ultimas ecuaciones son conocidas como las condiciones de contorno absorbentes
de primer orden.

n+l _ , n
us - usf

(1.31)

Observacion 1.4.1. Ezisten unas condiciones de contorno absorbentes de sequndo orden.
La forma de consequirlas consiste en aplicar dos veces el operador de adveccion y con ello
obtener unas ecuaciones de mayor precision que dependan de tres nodos. En el capitulo 6
de [33] aparece detallado su cdlculo para el caso de las ecuaciones de ondas de un campo
eléctrico en una dimension. Notése que mediante un sencillo cambio de variables estas
ecuaciones se pueden adaptar al caso estudiado en este capitulo. Por iltimo, mencionar
que se pueden llegar a construir unas condiciones de contorno absorbentes para ecuaciones
de ondas electromagnéticas tridimensionales cuyo procedimiento aparece detallado en [26].
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Capitulo 2

Solitones: EDPs no lineales

En este segundo capitulo, se introducird una clase de ecuaciones en derivadas par-
ciales no lineales que se caracterizan por un equilibrio entre los términos lineales (normal-
mente dispersivos) y no lineales de la ecuacién. Habitualmente, este tipo de ecuaciones
van a permitir la existencia de una solucion de onda viajera que es lo que se denomina
ondas solitarias o solitones.

Son muchas las definiciones que se encuentran en la literatura acerca de la idea de
solitén que dependeran del enfoque del estudio realizado. Por lo general, se suele considerar
un solitén como una solucion de tipo onda solitaria de una ecuacion no lineal, esto es, una
onda viajera que sigue la expresion

u(z,t) = f(x — ct)

siendo ¢ € R una constante y f una funcién diferenciable que rapidamente tiende a cero
cuando se aproxima al infinito. Antes de introducir ejemplos que engloben este tipo de
soluciones, se discutirda de manera concisa el trasfondo histérico y los origenes de la rama
tanto fisica como matematica encargada de su investigacion.

2.1. Origenes de la Teoria de Solitones

Los inicios de la Teorfa de Solitones datan del ano 1834 cuando el ingeniero naval y
naturalista John Scott Russell, mientras cabalgaba, avist6 lo que él denominé una “Onda
de Traslacion” en un canal cercano a la ciudad de Edimburgo. Este informe, disponible
en [31], contemplaba lo que a dia de hoy se conoce como solitén.
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Recreacion del sclitén el miérocles 12 de Julic de 1995, aande un grupo de dentificos que particpaban
en unz conferencia sobre ondas no lineales en fsica y biologla, en la Heriot-"Watt University , se reunic en
el Union Canal, cerca de Edimburgo, para reproducit el primer “avistemniento™ de una onda solitaria en
dicho canal.

Este avistamiento motivé al propio J. Scott Russell a seguir investigando sobre este
tipo de ondas dentro de un tanque disenado por él mismo, con lo que se llegd a dos
descubrimientos relevantes:

= La existencia de una onda solitaria, es decir, una ola larga y poco profunda que se
mantenia indefinidamente.

= Para estas olas, Russell demostré que su velocidad, ¢, venia determinada por

c=4/g(h+mn)

donde 7 es la amplitud de la ola medida desde el plano del agua, h es la profundidad
del canal y g la aceleracién de la gravedad. Notése que en los experimentos de Russell
se verificaba que n/h < 1.

En base a estas observaciones, sugirié el hallazgo de un tipo general de soluciones de la
Hidrodinamica que denominaria mas adelante "ondas solitarias”.

Por desgracia, no seria hasta 1895 en el articulo redactado por D.J. Korteweg y G.
de Vries, [24], cuando se acepta finalmente la existencia de este tipo de soluciones. Estos
autores propusieron la denominada ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV):

Uy + 6UlUy + Ugyy = 0 (2.1)
cuya solucién de tipo “onda solitaria” es
u(z,t) = 2x% sech?[k(z — 4Kt — )]

siendo K y xg constantes. Es el actualmente conocido como solitén de Russell o solucion
de un solitén de la ecuacién KdV.
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Figura 2.1: Solucion ecuacion KdV representada a tiempo t fijo inicamente como funcion de
la variable espacial x.

Observacion 2.1.1. Esta solucion se puede obtener de una manera muy sencilla. Se
busca una solucion de la forma u(x,t) = f(x — ct), luego sustituyendo en la ecuacion 2.1
se obtiene

—Cf’+6ff’+f”,:0

donde el superindice ' significa obviamente diferenciacion respecto del argumento x — ct.
Imponiendo la condicion de que f, f', f — 0 cuando |x| — 0 e integrando se obtiene

(f) =cf* —2f°

que es una ecuacion de Ricatti que resolviendo explicitamente se llega al siguiente resultado

w(z,t) = flz—ct) = gsechz [\ﬁ(x —2015 - mo)]

donde el cambio de variable que dard la solucion anterior es evidente.

Gracias a este contexto historico se puede llegar a dar la primera definicién precisa
de onda solitaria:

Definicién 2.1.1. Sea una EDP de la forma F(x,t,u) = 0 con variable dependiente
u : R? - R y variables independientes x,t € R. Una solucién “onda solitaria” de F es
una solucion de onda viajera de expresion:

u(z,t) = fx —ct) = f(2)

para cierta velocidad c, y que evoluciona desde un estado asintotico constante en z — —ao0
hasta otro estado asintético constante en z — 0.

Después de la publicacién de [24], el interés por los solitones fue disminuyendo
hasta 70 anos después. Gracias a la construccién de una nueva computadora, MANIAC
I, encargada de realizar los calculos correspondientes al origen de la primera bomba de
hidrégeno, se incrementé la curiosidad por este tipo de ondas. Enrico Fermi y Stanislaw
Ulam decidieron probar esta maquina mediante un sencillo problema con solucién en
principio conocida, pero que englobase gran cantidad de cédlculos. El problema consistia
un conjunto de 32 masas puntuales iguales unidas mediante un resorte a lo largo de una
linea recta sujeto a una iteracién no lineal y el resultado, conocido como experimento
de Fermi-Pasta-Ulam, difirié completamente de lo esperado. Se suponia que la energia
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del problema resultase equidistribuida entre los diferentes nodos de vibracién del sistema
(lo que se conoce como termalizacién), sin embargo, la energia aparentemente circulaba
pasando en su totalidad entre todos ellos y, al cabo de cierto tiempo, dicha energia volvia
a estar concentrada en el primero de ellos con una exactitud del 99 %.

La correcta interpretacion del problema vendria méas adelante de la mano de Za-
busky y Kruskal [27]. Estos identifican las ecuaciones del problema en términos de la
ecuacion KdV de manera que el comportamiento observado para la energia en el expe-
rimento numérico era equivalente a la solucion soliton de Russell en el contexto de la
hidrodinamica. En este trabajo se introdujo el término de “solitones” o “pulsos de onda
solitaria” por primera vez:

Definicién 2.1.2. Un soliton es una onda solitaria que preserva asintoticamente su forma
y su velocidad bajo interacciones no lineales con otras ondas solitarias, o de manera mas
general, con otra perturbacion localizada arbitraria.

En los anos siguientes se estudiaron este tipo de soluciones en diferentes areas. En
particular, en la Teoria de Campos surgieron muchas e interesantes aplicaciones.

2.2. Solitones en Teorias de Campos

Habiendo llegado a una definicién valida del concepto de solitéon, esta seccion se
enfocard en presentar de forma concisa las nociones basicas de la Teoria de Solitones
que se necesitaran en los posteriores capitulos. Se dard inicio con una breve introduccion
a la Mecénica Cléasica, ver, por ejemplo, [40], [6] 6 [17]. A continuacién, se discutiran
las analogias entre el formalismo lagrangiano y la teoria de campos relativista mediante
los ejemplos tradicionales. Utilizando estos ejemplos a modo ilustrativo, se estudiaran los
aspectos bésicos de la teoria de campos relativista en un espacio-tiempo (1+41)-dimensional
dotado con la métrica de Minkowski.

2.2.1. Formalismo lagrangiano

En la Mecanica Newtoniana, el movimiento de una particula de masa m en R™ bajo
un potencial V(q) en dicho espacio viene descrito por el sistema de e.d.o. de segundo
orden:

ov

oq;’
donde - denota la derivada respecto del tiempo. El sistema 2.2 no es més que la 2% ley de
Newton para un sistema conservativo en R".

mg; = i=1,...,n (2.2)

Desde un punto de vista mas general, consideremos una variedad Riemanniana n-
dimensional M, y un sistema de coordenadas locales ¢ = (qi,...,q,). El principio de
minima accién o principio de Hamilton establece que la evolucién del sistema, desde una
posicién inicial ¢(t1) hasta ¢(t2) viene dada por las trayectorias para las cuales el funcional
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de accion:
to

ﬂd=LL@Q$% (2.3)

1
es estacionaria. £ es el lagrangiano del sistema, una funcién diferenciable del fibrado
tangente T'M a la variedad.

En el caso previo, donde M = R", el lagrangiano viene dado por:
. 1 C
Lla.d.t) =T =V = om Y g56:(1)q;(t) = V(a(t)) (24)
i,
siendo g;; la métrica riemanniana de M, que para este caso es g;; = 0;;, es decir, la métrica
euclidea en R™. Por simplicidad nos restringiremos en lo que sigue a este caso.

Luego, la trayectoria seguida serd aquella con accién estacionaria, es decir, 65 = 0,
que conduce a las ecuaciones de Euler-Lagrange

oL d ol

_—— ) 1,... 2.
0 dioq Vie{l,...,n} (2.5)

Observacion 2.2.1. Un cdlculo sencillo muestra que sustituyendo la expresion del lagran-
giano 2.4 en las ecuaciones de Euler-Lagrange 2.5 se obtienen las ecuaciones de Newton
del sistema 2.2.

La energia total del sistema viene determinada por la funcién hamiltoniana

H:MLL=T+V=%m;ﬁ+Vm@» (2.6)

La transformacién de Legendre [37, 11] permite reescribir las ecuaciones de movimiento
como un sistema hamiltoniano definido por

oH .  JH

.i= s P = , ) € 1,..., 2.7
6=, P 2, i€f n} (2.7)
considerando el vector de momento p = (p;),
0L
Z' = .Z' = _' 2-8
pi = mgi = oo (2.8)

y como consecuencia directa de definir la energia total como

H(q,p,t) = ZPiC]i — L (2.9)

Observacion 2.2.2. Con estas definiciones

oH 0L
=p — — = 2.1
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y, por tanto, si F' es una funcion arbitraria que depende de p, q, se tiene que

dF_&F+6F. +(9F.A_6F+6F6H_6F6H
dt ot oGt ptt T ot T g dp:  Opi Og;

(2.11)

Esta 1ltima observacién incita a dar una definicién del paréntesis de Poisson de dos
funciones F, G

oF 0G  0F oG
F .G} = — — 2.12
{ 7 } Opi 0 0q; Op; ( )
que permite reescribir la ultima expresion como
dFF  oF
—=—+{H,F 2.13

y si el sistema es conservativo, se tiene que F = {H, F'}.

Observacion 2.2.3. Para definir con rigor le paréntesis de Poisson es adecuado recurrir
al estudio de variedades simplécticas (variedades diferenciables dotadas de una dos-forma
diferencial cerrada y no degenerada). Si se define una variedad de Poisson como una
variedad diferenciable con una operacion bilineal sobre sus funciones, el paréntesis de
Poisson, que verifica la antisimetria, la identidad de Jacobi y la regla de Leibniz, se puede
llegar a demostrar que toda variedad simpléctica es una variedad de Poisson y que, para
cierto sistema de coordenadas, el paréntesis de Poisson queda expresado sequn esta ultima

definicion [12, 39].

Observacion 2.2.4. Utilizando el paréntesis de Poisson se puede llegar a redefinir las
ecuaciones de movimiento como solucion del sistema

dg; . dp; . .
E_{H’%}’ p ={H,p;}, i=1,....n (2.14)

de donde se deduce que para toda funcion F diferenciable que satisfaga {H,F} = 0 es
una constante de movimiento, es decir, una integral primera del sistema. En particular,
se tiene que H es una integral primera del sistema.

Como consecuencia de estos hechos, si un sistema tiene n integrales primeras inde-
pendientes en involucion, es decir, {F;, F;} = 0, entonces sus ecuaciones del movimiento
se pueden obtener como cuadraturas. Fste resultado es conocido como el famoso teorema
de Arnold-Liouville y su demostracion se puede encontrar en [6].

2.2.2. Sistemas hamiltonianos infinito dimensionales

En definitiva, cualquier sistema hamiltoniano es equivalente a una terna (X, {, }, H)
con X una variedad de Poisson, {,} el paréntesis de Poisson y H el hamiltoniano del
sistema (o equivalentemente, a una terna (X,w, H) con w una forma simpléctica). La
dimensién de X es necesariamente par y para cierto sistema de coordenadas locales, {z;},
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en X, las ecuaciones de Hamilton se expresan como

Es posible extender los conceptos anteriores al caso infinito dimensional. Todo es for-
malmente similar, y asi un sistema dinamico Hamiltoniano infinito dimensional serd un
triple (P, {, }, H) siendo P una variedad diferenciable infinito dimensional (un espacio de
funciones), {,} un paréntesis de Poisson definido en el espacio de funcionales en P y las
ecuaciones de la evolucion del sistema vendran dadas por

‘Z—f — {H,F} (2.16)

que seran ahora un sistema de ecuaciones en derivadas parciales.

Un problema que surge al analizar estos casos es que no existen teoremas generales
de existencia y unicidad para las ecuaciones en derivadas parciales, asi que cada caso debe
ser analizado en si mismo.

Ademas, se debe definir con precisién quién es el paréntesis de Poisson y el corres-
pondiente funcional hamiltoniano. Para visualizar estos conceptos se examinara el caso
particular de la ecuacién KdV. Por tanto, el siguiente objetivo sera demostrar la equiva-
lencia

g + 6uty + Upyy = 0 < uy = {H, u} (2.17)

De forma natural, se puede reescribir la ecuacién KdV como

_9
- Ox

Uy (—3u2 — Ugy)

y si se denota por P el espacio de funciones reales de variable real, se puede definir un
funcional hamiltoniano H : P — R como

Hu] = Fw (o, uy)dar — Fw (—u3 + %UQ) da

y como
OH _@_i oh _ 32—y
Su(z)  Ou  O0r \Ouy) .
se puede reescribir la ecuaciéon KdV de la siguiente forma
0 OH
- 2.1
R du(x) (2.18)
Si tenemos en cuenta la observacién 2.2.3 se tiene que
©* OF 0G
F,G} = — —— dxd = 2.19
(PG = | | sisfenss du @)= fe) (219
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define una estructura de paréntesis de Poisson. Luego, si elegimos

se obtiene que

ey = [ [ 2 (—%&x—y)) SuT) ey
i

(2 eH (_ié(x_ )) ] (2.20)
o ou) " Y)Y
* 0 O0H 0 O0H

=) )’ Y Y S G n

y con ello, queda definido el sistema hamiltoniano (P, {, }, H) correspondiente a la ecuacién
KdV.

A continuacion, se determinaran las cantidades conservadas o integrales primeras
del problema, que seran funcionales

0

Q) = | pluyds (221)
—Q0

tales que sobre las soluciones de KdV, u(z,t), verifiquen:

dQ (7 dpulz,t)
L = (H,Q) = Jw D) g = (2.22)

y donde p(u), densidad conservada, es en principio una funcién de u. Se buscardn densi-
dades conservadas utilizando una ecuacién de continuidad de la forma
op 0j
—+=—=0 2.23
ot ox ( )

donde j es la corriente o flujo, que se supondra integrable en R y que verifique j(o0) =
j(—o0) = 0. Luego, si se encuentran funciones que verifiquen la ecuacién de continuidad,
quedara determinada una cantidad conservada del sistema hamiltoniano.

De manera sencilla, se puede ver que
e}
Q1|u] = J u(z,t) dr (2.24)
—®

es una cantidad conservada con corriente asociada j = ., — 3u?. Dicha cantidad conser-
vada puede entenderse como la conservacién de la masa total de agua.
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De forma similar, se pueden obtener las siguientes cantidades conservadas:

Qs[u] = J ; %u%j, 1) da

Q3lu] = H [u] (2.25)
Qufu] = J (5u* + 10uu? +u2,) dx

Si se considera el paréntesis de Poisson, el funcional ()s representa el papel generador
de las traslaciones espaciales. Del mismo modo, la interpretacion de Q3 es evidente, la
conservacién de la energia del sistema, sin embargo, la obtencion de la cuarta cantidad
conservada que no se puede explicar con analogias finito-dimensionales, levanté un gran
interés en su momento. Miura, Gardner y Kruskal fueron capaces de encontrar 8 can-
tidades conservadas mas y Kruskal llegd a predecir la existencia de infinitas cantidades
conservadas y el entendimiento de KdV como un sistema hamiltoniano infinito dimensio-
nal completamente integrable.

Para finalizar este apartado, se va a discutir una ecuacién de gran importancia que
es conocida como la ecuacién de Schrodinger no lineal (SNL)

iUy + Ugy = uf(|ul) (2.26)

observada por primera vez en una tesis doctoral del italiano Da Rios tutorizada por Levi-
Civita. Esta ecuacién describe la dinamica de filamentos de vortice en fluidos viscosos y
su relacion con la ecuacién SNL junto con sus transformaciones de Backlund se puede
encontrar en [18].

Las aplicaciones de esta ecuacién han sido ampliamente estudiadas. Por ejemplo, en
la fisica nuclear [19], oceanografia [13], etc. De hecho, se considera un modelo relevante
dentro de la fisica de la materia condensada [1] (condensado de Bose-Einstein, superfluidez,
etc) y de la dptica no lineal [22].

La funcién f (que asumiremos diferenciable) puede tomar distintos valores; f(|u|?) =
+|ul?, f(Ju|?) = 1— |u|? (denominada ecuacién de Gross-Pitaevskii) o f(Jul?) = —|u|* (en
el caso del condensado de Boss-Einstein), etc. Se asumird que f satisface la condicione
impuesta de manera natural dentro de la éptica no lineal o de la condensaciéon de Bose-
Einstein, es decir,

lul> =12, cuando |x| — 400

con ry un nimero positivo que verifica f(r2) = 0.

Debido a que los conocimientos requeridos para un completo andlisis de esta ecuacion
escapan del objetivo de esta memoria, nos centraremos en examinar con la mayor brevedad
posible el caso en que f toma la forma

F(luf?) = Juf®

Observacion 2.2.5. El resto de casos se pueden encontrar resumidos en [10]. Dentro
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de este articulo, se menciona ademds que las unicas soluciones de esta ecuacion que no
desaparecen son las que vienen dadas por una transformada de Madelung (intepretacion
de Copenhague), esto es, u = aexp(ip) con a y ¢ dos factores reales.

Se asumira, por tanto, que una solucién onda viajera de esta ecuaciéon tiene que ser

de la forma
u(z,t) = f(x — ct) exp(if(z — ct) + i0ot) (2.27)

con f(x —ct)y 0(x — ct) funciones reales a determinar y 6, una constante. Sustituyendo
en la ecuacion SNL se obtiene como resultado las siguientes dos ecuaciones

—cf' +20'f' +6"f =0 (parte imaginaria)

' f+f"—(0)Vf+fP+0,f =0 (parte real) (2:28)

La primera ecuacién es separable y, entonces, se obtiene una solucién

0 = % (c + ?) (2.29)

con A una constante arbitraria. Usando este resultado y sustituyendo, finalmente se ob-
tiene que las soluciones onda viajera vienen dadas por

o) = (D)o (=D )

con

2.2.3. Teoria de Campos Relativista en (1+1) dimensiones

Sea R ~ R, x R, un espacio-tiempo (1+1)-dimensional dotado con la métrica de

Minkowski
1 0
G = (0 _1) (2.31)

y sea u : R — R un campo escalar real. Sus dindmicas vienen determinadas por el
funcional de accion

Slu] = foooo JOOOO L(u,up,uy) do dt (2.32)

donde £ hace referencia a su densidad lagrangiana. El principio de minima accién nos
lleva ahora a las expresiones

oL 0 0L 00L

Observacion 2.2.6. En mecdnica cldsica, se suele describir un evento mediante su loca-
lizacion y su tiempo relativo a una sistema de referencia inercial. Si un sequndo sistema
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de referencia inercial se desplaza respecto del primero con una velocidad v surgen las
denominadas transformaciones de Galileo. Como la masa permanece inalterada por la
transformacion, ambos sistemas observan las mismas fuerzas F' = ma actuando sobre los
objetos y, por tanto, verifican las mismas leyes de Newton. Luego, las leyes de mecdnica
son consistentes con el primer postulado de relatividad.

Sin embargo, estas transformaciones no se adaptan a los postulados de FEinstein
debido a que las ecuaciones de velocidad establecen que un pulso de luz que se mueve con
velocidad ¢ viajaria con velocidad c—v dentro del sequndo sistema inercial. De aqui surgen
las ecuaciones conocidas como las transformaciones de Lorentz que vienen dadas por

t —vz/c?
V1 —0v2/c?
, T — vt

1 —0v2/c?

Si una ecuacion es invariante por transformaciones de Lorentz y u(x) una solucion suya
independiente del tiempo, entonces u(z') es también solucion para cualquier v < ce R. A
menos que se especifique lo contrario, la invarianza Lorentz se asumird con ¢ = 1.

t =

Si se buscan ecuaciones que presenten invarianza Lorentz, una opcién es considerar
densidades lagrangianas de la forma

L= T2 —w2) — v (2.34)

siendo V' (u) una funcién potencial que determina el sistema y que conduce directamente
a la ecuacion de Euler-Lagrange

Ut — Ugy = _Vl(u) (235)

Este fenémeno define una teoria relativista para un campo escalar real u. Un caso
particular, es la ecuacién de Seno-Gordon (SG) enunciada en su forma original como

Ut — Upy = —mZsinu, m >0 (2.36)

o equivalentemente, bajo un cambio de coordenadas de cono de luz se puede expresar
como
Uy = m? sinu (2.37)

La ecuacion SG surgio al estudiar superficies de curvatura Gaussiana constante negativa,
o en otras palabras, superficies pseudoesféricas y la teoria asociada a ella dio como re-
sultado las transformaciones de Backlund basadas en la obtencién de una nueva familia
biparamétrica de soluciones a partir de una solucién particular conocida. Esta técnica no
constituye un caso particular de esta ecuacion, sino que es facilmente trasladable al caso
anterior de la ecuacién KdV y, mas en general, a cualquier ecuacion soliténica completa-
mente integrable. Esta ecuacion tuvo ademas posteriores aplicaciones dentro de la teoria
de dislocacién de una red cristalina, o en el magnetismo (movimiento Bloch-wall), que se
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pueden verificar en [7].

Ademas de la mencionada invarianza por transformaciones de Lorentz, la ecuacién
SG es invariante bajo traslaciones temporales y espaciales.

La densidad Lagrangiana de esta ecuacion viene dada por

1
L= 5[?@ —u? +2m?*(1 — cosu)] (2.38)

Observaciéon 2.2.7. Notése que la ecuacion (2.38) no es mas que una generalizacion de
la densidad Lagrangiana para la ecuacion de Klein-Gordon sustituyendo por u? el término

2(1 — cos ). De hecho, cuando u — 0, la ecuacion SG se convierte en la propia ecuacion
de Klein-Gordon.

La funcion del término periddico no lineal de la densidad Lagrangiana SG tiene
el efecto de restringir el rango del campo u a la 1-esfera, en otras palabras, el espacio
de los numeros reales modulo 2w. Obsérvese que la 1-esfera es la variedad topoldgica no
trivial mds simple y la unica variedad unidimensional no trivial. Entonces, restringiendo
el rango del campo u a una variedad no trivial es la unica manera de poder asegurarnos
que u contenga cantidades discretas conservadas.

Esta memoria no abarcard en detalle el estudio de la ecuacion de Klein-Gordon,
sin embargo, esta ecuacion constituye otro buen ejemplo con soluciones de tipo “ondas
solitarias”. Sin embargo, su estudio, como se puede apreciar, comparte similitudes con la
ecuacion SG como se detalla por ejemplo en [23].

Para la busqueda de soluciones de tipo viajero, se supone u(x,t) = f(x — ct). Luego,
la ecuacién se reescribe como

(> = 1)f" = —m?sin f
una e.d.o. de segundo orden que si se impone la condicién de que f, f' — 0 en x + oo se
llega a que la solucién onda viajera puede escribirse como

u(z,t) = 4arctan e

o equivalentemente,
sin(u/2) = sech 6,
con ;
x—0
0 =m——+90
! V1 —1?

y v,0 constantes arbitrarias.
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Figura 2.2: Soluciones de la ecuacion SG (solucidn kink en azul y solucién antikink en rojo).

Observacion 2.2.8. Como ya se ha comentado, utilizando la invarianza de Lorentz se
puede llegar a obtener la familia de soluciones anterior a partir de la solucion estdtica

u(z,0) = u(z) = 4arctan e

Observacion 2.2.9. Si representamos la primera expresion eligiendo el signo positivo
se obtendra una funcion mondtonamente creciente que se denomina kink. En cambio,
eligiendo el signo negativo, obtendremos una solucion de tipo antikink. En particular, el
campo asociado a la solucion kink rotard en sentido opuesto al generado por la solucion
antikink. Matemdticamente, este sentido de rotacion puede ser interpretado por medio de
1mvariantes topologicos a través de la expresion

1 (° ou

= — —d
21 J_o, Ox *

que satisface R = +1 para la solucion kink y antikink, respectivamente.

La transformacién de Legendre va a permitir caracterizar estas soluciones kink y
antikink por medio de la energia de una solucion de la ecuacién. Si se definen los momentos
canodnicos asociados al campo real y escalar u como

oL

m= — =
aut

Uy (2.39)

se obtiene que el funcional hamiltoniano o funcional de energia es de la forma

Hlu] = JOO mu — L dr = JOO (%(u? +ul) + V(u)) dx (2.40)

—0 —00

Es frecuente identificar la energia cinética 1"y la energia potencial U de la forma

Tl = fi% (%)2 dz, Ulu] = f; [% (%)2 V]
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de tal manera que H|[u]| = T|u] + V|u]. Las ecuaciones de Hamilton del sistema son

o0H oOH
Ut = E, T = _5_u (242)
es decir,
dv
Uy = T, M= + Ugy (2.43)

Ahora bien, dentro del contexto de la teoria de campos lagrangiana, el término soliton
adquiere un diferente significado al comentado con anterioridad. Un soliton se define como
una solucion no singular, estatica y de energia finita de las ecuaciones de campo clasicas.

Para encontrar un vacio estable, es necesario hallar un minimo Vj tal que V' (u) = V.
Si dicho minimo existe, se puede normalizar para tomar V) = 0. Si se asume que el conjunto
V=0) = {uy,us, ...} es no vacio y discreto, entonces las soluciones de energfa finita deben
aproximarse asintéticamente a un elemento de dicho conjunto. Sin embargo, este elemento
puede ser diferente en los distintos extremos de una recta real. Los solitones topoldgicos
mas sencillos se caracterizan por las condiciones de contorno

u=u cuando T — —00 Y U= Uy cuando T — o0 (2.44)

que no pueden ser tratadas por medio de la teoria de perturbaciones. Estas son las solu-
ciones kink que conectan los entornos de los vacios.

(a) | | (b)

false vacuum particle
trajectory

U(¢)

6 b o 6, 6 b b, @ 9

& m & s m 3

@ ¢

Figura 2.3: Visualizacion de los vacios estables (obtenido de [16]).
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Capitulo 3

Métodos numeéricos para la ecuacion

¢4

En este capitulo, se pondran en practica los conocimientos aprendidos sobre esque-
mas numéricos para poder observar las colisiones entre dos ondas solitarias.

El modelo a tratar es un caso particular de la expresién (2.35) para un potencial
V(u) = (1—u?)?/2. Este modelo, conocido como el modelo ¢*, tiene miiltiples aplicaciones
dentro de la fisica de la materia condensada [8], cosmologia [38] e incluso en la rama
biofisica, para describir las excitaciones soliténicas en las dobles hélices del ADN [41].
En la teoria cuantica de campos es considerado un modelo de referencia para investigar
las diferentes transiciones entre estados perturbativos y no perturbativos. Por tanto, este
modelo juega un papel similar al del oscilador arménico dentro de numerosos sistemas
lineales.

El modelo ¢* viene determinado por el funcional de accién

e @] 0 1
Slu] = f J —[uf —u2 — (1 —u?)?] dz dt (3.1)
—00 J—0 2
y el principio de minima accién nos lleva a las ecuaciones de Euler-Lagrange
Ugt — Ugy = 2u — 20° (3.2)

que no es mas que un caso particular de la ecuacién (2.35) y, por tanto, invariante bajo
transformaciones de tipo Lorentz.

La transformada de Legendre permite obtener el funcional de energia
“ 1
H = J §[uf +uZ + (1 —u?)? do (3.3)
—0

y de forma trivial, se pueden obtener la energia cinética T y la potencial U de esta
ecuacion. Ademas, se puede ver que mediante una simetria reflexiva Z, existen dos vacios
estables u;9 = +1 que constituyen junto con el vacio inestable uy = 0 las soluciones
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triviales o no topolégicas de la ecuacién.

Una solucién particular se puede calcular por medio de un superpotencial W (u) que
se define como una funcién asociada a el potencial V(u) dada por

% (%—VDZ = V(u) (3.4)

que hace referencia al estado minimal de energia [34]. De esta forma, mediante la ecuacién
de primer orden
ou_ o
dr  ~ ou
se puede obtener una solucién estética. En el caso del modelo ¢*, el superpotencial co-
rrespondiente viene dado por W (u) = u — u3/3 y, por tanto, una posible solucién vendra

dada por

(3.5)

du
r—Tg== = + arctanh u
1 — u?

y aplicando un boost de Lorentz se llega a que la ecuacién
T — 29—t
u(z,t) = + tanh <—02> (3.6)
-
es solucién para una velocidad v constante.

Observacion 3.0.1. Eziste otra solucion estdtica de esta ecuacion dada por el seno elipti-
co como se describe en [25].

Por simplicidad, se denotard ug (o, v) a la solucién positiva (kink) y up(zo,v) a la
negativa (antikink). Ademés, para visualizar las colisiones topolégicas, se considerard que
un par kink-antikink (K K') vienen dados por la siguiente expresion

qu(xv t) = UK(_:E(% U) + U’?(l’Oa _UO) -1 (37)
y un par antikink-kink (K K) vendra determinado por

upg(x,t) = ug(xo, —v) + ug(—x0,v0) + 1 (3.8)

Observaciéon 3.0.2. Un sencillo cdlculo muestra que las ecuaciones (3.7) y (3.8) no son
soluciones estdticas del modelo ¢*, se trata de una posible configuracion que se toma como
condicion inicial para los esquemas numéricos abordados en el siguiente apartado.

3.1. Esquemas numeéricos

A continuacion, se estudiara la convergencia de cuatro esquemas asociados al modelo
¢*. En las simulaciones numéricas, se utilizard una malla uniforme Q = [—s,s] x [0, ]
con s,t. € Ry unas condiciones de contorno absorbentes de primer orden (expresiones
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(1.31) y (1.32)). Para la inicializacién de los tres primeros métodos, se utilizardn como
condiciones iniciales
u(z,0) = f(x)

w(z,0) = F(@) (39)

y para la primera iteracion una aproximacion de Taylor de segundo orden

k2
ul = ul, + kuy(z,,,0) + gutt(xm, 0) + O(k*)
en donde u?, y us(,,,0) son conocidos por las condiciones iniciales y uy (2, 0) = f"(zm)+
2ud — 2(ul)3.

A diferencia de los tres primeros esquemas que seran de segundo orden, en el caso
del cuarto esquema, se utilizara un desarrollo de Taylor de cuarto orden para la primera
iteracion y como se comentard mas adelante, serd necesario obtener tres iteraciones més
para poder inicializarlo.

3.1.1. Primer esquema

El primer esquema consiste en el obtenido al final del ejemplo 1.2.2

n+1_2 nog n—1 u™ — 2" 4y
St - oS Tl gy, — () (3.10)

En primer lugar, se estudiara la convergencia de este esquema, o en otras palabras,
su consistencia y estabilidad. Para estudiar la consistencia del esquema, se recurre al
desarrollo de la serie de Taylor

1
u = u 4+ b0 (1) + EhQu(Q’O)(a:m,t") +O(h?)

m

que sustituyéndola en el esquema (3.10) y simplificando se obtiene que el error de truncado
local viene determinado por

h2
E( — a0 (2, 1) + 2 (400 (20, 1) + U0 (2, 1) + du” (1 — 4(u™)? + 3(u)
— 3u0(z,,, t")? — 3u” uPO (2, ") — 3uOY (z,,, 1)) + O(h®)

(3.11)

que tiende a cero cuando h — 0. Por otro lado, para calcular la estabilidad de este
esquema, se recurrira a la ecuacion de los factores de amplificacién, en concreto, la dada
por la expresion

¢n+1€im9 _ 2¢n€im9 + gbnfleimO ¢nei(m+1)0 _ 2¢n€im9 + gbnei(mfl)H
K2 - h2

+ Ag"e™  (3.12)
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para A = 0. Facilmente, se puede comprobar que esta ecuacion tiene dos raices no triviales
dadas por

o1 %(a—i— va? —4)
o = %(a— a?—4)

con
a=2—2n>+ kX +2n2cosd

y teniendo en cuenta la primera condicién de estabilidad se tiene que |¢;| < 1 cuando
—2 < a < 2. Luego, se tiene que el esquema es estable siempre que se verifique

2  2cosf 4 2 cos 0
ﬁ_T_ﬁg)\gﬁ_ZhQ (3.13)
y como cos f esta acotado,
4 4
ﬁ—ﬁ<x\<0 (3.14)

Por tanto, se observa que h = k y que A debe ser un valor negativo. Sin embargo,
en nuestra EDP, g(u) = 2u — 2u® y esto obliga a que —4 < A\ < 2. Este problema de
estabilidad para los valores positivos de A aparece comentado en varios textos como [21]
y se puede comprobar que cuando u € (—1/4/3,1/4/3) existirdn ciertos problemas de
estabilidad. No obstante, este crecimiento de la solucién numérica es bastante lento y
unicamente generard problemas a largo plazo.

3.1.2. Segundo esquema

El segundo esquema a tratar es una generalizacion del esquema anterior que aparece
comentada en [21]

uttl — 2yn 4yt _ Upp 1 — 2y + Uy + ) = Gl ) (3.15)
L2 h? u?n+1 - u;llfl

con G(uy,) = (up,)?* — (up,)*/2.

m

La estabilidad se obtiene de forma equivalente al esquema anterior y, por tanto, sur-
gird un problema para simulaciones de larga duracién. La consistencia viene determinada
por un error de truncado local

h2
—(- 16713(1%)3 + 12ng(uﬁl)5 + 4(ng — 3)u(2’0) (T, t") — 12(n§ — 3)(ug)2u(2’0) (T, t")

12
(ng — 1)u(4’0) (T, t") + 4ufn(—3(nz — 2)u(1’0) (T, t”)2 + ng(l — 3u(0’1)(xm, t”)2)))

_I_
+ O(h%)

(3.16)
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3.1.3. Tercer esquema

El siguiente esquema se puede encontrar en [21] y se trata de un esquema explicito
de segundo orden:

n+1 n n—1 n _ n n n+1 n—1
uprtt — 2ul 4+ ul up o —2up +upy o Gultt) = Glult)

_ + (3.17)

2 2 ntl _ gn—1
k h u ur

con G(u™) = (u™)*—(u?)*/2. Se puede comprobar ficilmente que la estabilidad se calcula

de forma andloga al primer esquema y su error de truncado local es

h2
E( — a0 (2, 1) + n2(=8uPO (z,,, ") + PO (2, 1) + 4ul (<5 + 20(u”,)? — 15(u)
— 3uMO (2, t")? + 6u” uPO (2, 1) + 3uOV (2, 1)) + O(B®)
(3.18)
3.1.4. Cuarto esquema
El cuarto esquema aparece comentado en [4]
= 2ul ol —2ul +ul,
2 - h2
6uy, +up o —4ur _ —4ur o+ un
2 m m—2 m—1 m+1 m+2 n
359 (up,) + 11g(us ™) — 56g(up ) + 114g(up~*) — 104g(up)
_l’_
144
n n29(“2¢71) — 2g(up,) + g(upq)
c 12
(3.19)

n )3.

con g(ul) = 2ul, — 2(ul,

De manera similar a los casos anteriores, se puede ver que este esquema es consis-
tente, con un error de truncado local
h4
%(—Bngg(‘l’o) (Zm, 1) + 2(4 — 502)u®O (2, ") + 202009 (2., 7)) + O(R®)  (3.20)

Para calcular la estabilidad, recurriendo al analisis de Von Neumann y teniendo en cuenta
que e + €% = 2cos b, se llega a la siguiente expresion:

6 + 2 cos(20) — 8 cos b

¢* —2¢ + 1 —2n2p(cosf — 1) + (n? — 1)n?¢ 12

—kXp=0
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de donde se obtienen dos raices

1
o1 = §(a+\/a2—4)
1
¢2 = §(CL— CL2 —4)
con
=2 5n2+ng+k2/\+8 2 050 — 2t cos 0 — ~n? (29)+1 2 cos(20)
a= 5 5 31 o8 8 — o cos § — =g cos 51l cos

de donde se deduce que la estabilidad se verifica si

—24+0 b
——— <A< — 21
6k2 6k2 (3:21)
con
b= 15n2 — 3n! — 1612 cos § + 4n? cos § + n? cos(20) — n cos(26)

Se puede observar que si # = 0, entonces b = 0 y, por tanto, surge el mismo problema de
estabilidad que en los tres esquemas anteriores. Ademas, sigue siendo necesario imponer
la condicién n. < 1 para que se verifiquen las condiciones de Von Neumann. En [4]
recomiendan usar un valor n. < 0.5 para evitar estos problemas de estabilidad.

Para su inicializacién, se utilizara un desarrollo de Taylor de cuarto orden para la
primera iteracién. En las iteraciones 2, 3 y 4, se utilizara el método central implicito

n+1 n n—1 n _ n n
Up™ = 2Up +up ™ Upyg — 20Uy, + Uy

k? h?
bur +ur o —4ul | —4ul 4+ ul
2 1 m m—2 m—1 m+1 m+2 n
glun™) = 29(up) + g(up™) - 59(up,_ 1) —29(up,) + g(up,, o)
+ +n?
12 12
(3.22)
para los casos m = 2,...,s — 2. La estabilidad de este método (3.22) es equivalente al
caso anterior (3.19) y su error de truncando local viene dado por la expresion
ht 2 (4,0) 2y, (6,0)
—(=5 Nxm, t") + (8 = 10n2))u™ (2, t"

(=590 (2, 1) + 2009 (2,,, 7)) + O(RP)
Para m = 1, se sustituird en (3.22) el término

Oy, + Uy, g — Ay,  — Ay, ) 4 Uy
12h2

por la diferencia progresiva

g, + Uy — 2(3ug, 3 — Tup, o + 8Bup g,y
12h2?
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y de manera similar, en m = s — 1, se sustituye este mismo término por la férmula
simétrica de la diferencia regresiva. Esta sustitucién se aplicara también en el esquema
(3.19) en los casos m = 1,s — 1.
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Capitulo 4

Resultados

En este capitulo, se expondran los resultados que se han alcanzado durante el desa-
rrollo de este proyecto y se realizardn algunas observaciones y comentarios al respecto. En
el proximo capitulo, se proporcionard una descripcién mas exhaustiva de estos resultados
y se analizara su relevancia en el ambito cientifico.

4.1. Soluciones kink y antikink

La solucién exacta del modelo ¢* (expresién (3.6)) se trata de una onda que avanza
con una velocidad constante v. Introduciendo como condicién inicial esta solucion en el
instante ¢ = 0 en cualquiera de los cuatro esquemas se puede obtener su aproximacion
numeérica:

x x
20 -10 10 20 20 -10 10 20
0s5f -05f
10} 10}

x x
20 10 10 20 20 10 10 20
04F 05F
Aol 4

Figura 4.1: Evolucidn temporal de la solucion kink utilizando el primer esquema.
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x x
=20 -10 10 20 =20 -10 10 20

Figura 4.2: Fvolucién temporal de la solucion antikink utilizando el primer esquema.

4.2. Pares kink-antikink y antikink-kink

La relevancia de estos esquemas reside en el estudio de las colisiones de defectos
topoldgicos, puesto que si se toma como condicién inicial una de las expresiones (3.7) y
(3.8) se obtiene una aproximacion de una solucién desconocida.

El principal interés de este trabajo es el andlisis de dicha solucién y las propiedades
que presenta. Como se verda mas adelante, estas representaciones dependen de la velocidad
e, incluso, del tipo de esquema utilizado, que puede influir en lo que suceda tras el choque
de las ondas. Por ejemplo, para ciertas velocidades puede ocurrir que las ondas se separen
tras el choque y que algunos esquemas interpreten la solucién como un choque disipativo.

Este ultimo fenémeno es digno de estudio, ya que la aplicacién fisica de estas ondas
depende en parte del suceso que surja tras la iteracion de estas ondas. Pese a ello, como ya
se ha comentado en esta memoria, una mejor aproximacién de las soluciones incrementa
el tiempo computacional.
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-15 -15
2.0 2.0
u(x1) u(x1)

Figura 4.3: Evolucion temporal del par kink-antikink para xog = 15 y v = 0.2 wutilizando el
primer esquema.

16

T

b
ufx,t) U%L
)

Figura 4.4: Evolucion temporal y espacial del par kink-antikink para diferentes velocidades
utilizando el primer esquema.
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Figura 4.5: Evolucion temporal del par antikink-kink para xog = 15 y v = 0.2 wutilizando el
primer esquema.

Esta solucion representa un choque entre una solucion kink y una solucién antikink.
Por simetria, solo sera necesario estudiar uno de los dos pares, por ello, de aqui en adelante,
en las simulaciones realizadas se utilizara como condicién inicial el par kink-antikink.
Modificando la velocidad v, los pares kink y antikink presentan diferentes evoluciones
temporales. Mediante cualquiera de los cuatro esquemas se puede observar que cuanto
mayor sea la velocidad, menor seréd el niimero de rebotes antes de alejarse. Este fenémeno
se puede apreciar en el siguiente esquema que muestra los maximos y los minimos que
toma la solucion para cada valor t™:
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x x
10 -1
-11
05 2
-13
1

50 100

(a) Mdximos con v =0.1. (b) Minimos con v =0.1.
* L . 1
10 10 100
W(\’\( :
05
-1.2
t -13
50 100 150
14
05 \j -15
-16
1.0
(c¢) Mdzimos con v = 0.2. (d) Minimos con v =0.2.

x x
N 10
1.0
05
05

50 100 150

1

50 100 150 05

(e) Mdzimos con v =0.5. (f) Minimos con v = 0.5.

Figura 4.6: Mdzimos y minimos del par kink-antikink para o = 15 wutilizando el primer
esquema.

4.3. Calculo de nimero de rebotes y velocidad de
salida

Para efectuar la comparativa entre los diferentes esquemas se ha calculado el nimero
de rebotes obtenidos con cada uno de ellos para diferentes velocidades. En concreto, se han
registrado con velocidades en el rango de 0.15 a 0.30, utilizando incrementos de 1.5 x 1073,
El resto de pardametros impuestos en las simulaciones han sido h = 1/10, k = 1/20,
te = 3600 + £ = 180, s = 20 y xp = 15. En donde, como es habitual, la simulacién se
realiza sobre la malla de puntos Q = [—s, s] x [0,t.], con h y k los pardmetros que miden
los incrementos espaciales y temporales.

La primera propiedad a analizar es si el nimero de rebotes depende del esquema
utilizado. Si uno de los esquemas representase un niimero de rebotes superior al resto, los
otros esquemas podrian estar perdiendo informacién que podria ser de gran importancia
para un posterior analisis fisico del modelo. Para automatizar esta medicion, se calcu-
laran los minimos locales que aparecen en la grafica de los maximos (figura 4.6) y que se
encuentren por debajo del eje de abscisas (esto evita tomar como rebotes las vibraciones
que aparecen tras el choque).
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Esquema 1 Esquema 2

Nrebotes Nrebotes
25+
25f
20
20f
15[
15}
10f
10f
s5f 5
016 018 020 022 024 026 028 030 med 016 018 020 022 024 026 028 030 ™R
(a) Esquema 1. (b) Esquema 2.
Esquema 3 Esquema 4
Nrebotes Nrebotes
25 250
201 20F
15 15
10 10
5 5
016 018 020 022 024 026 028 030 med 016 018 020 022 024 026 028 030 ™R
(c) Esquema 3. (d) Esquema 4.

Figura 4.7: Nimero de rebotes avistados con cada esquema para un rango de velocidades de
0.15 a 0.30, utilizando incrementos de 1.5 x 1073

Como se puede apreciar en la anterior imagen, a partir de una cierta velocidad,
diferente para cada uno de los esquemas, el nimero de rebotes permanece constante con
valor unidad. Este hecho se debe a que cuando la velocidad alcanza un alto valor, las
ondas adquieren la suficiente fuerza como para alejarse tras el choque. En cambio, para
velocidades infimas, se puede observar como el nimero de rebotes es mucho mayor. De
hecho, las ondas permanecen rebotando hasta el final de la simulacién en muchos de los
casos, es decir, no adquieren la suficiente energia para terminar alejandose.

2-Bounce kink scattering

Kink Ensrgy Kink Ensrgy Kirk Ensrgy

Kinesc Vibraional Kinetic Vibrational Kinetic Vibeaiona
Eneray Eneny Enargy Enenyy Enaigy Enaugy

1 N ml

MECANISMO DE TRANSFERENCIA DE ENERGIA POR RESONANCIA

Figura 4.8: Mecanismo de transferencia de energia por resonancia (obtenido de [3]).
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Otra propiedad de interés es la velocidad de salida tras el choque. Para obtener el
avance de la solucion en cada instante de tiempo, se calculara el centro del kink y del
antikink, que no es mas que el punto de interseccién de la solucién con el eje de abscisas.

(a) v=0.1. (b) v=0.2.

20

(c) v=0.5.

Figura 4.9: Evolucién del centro del kink y del antikink para diferentes velocidades utilizando
el primer esquema.

Como se puede observar en las imagenes, tras producirse el choque, la velocidad
cambia. Es por eso que otro aspecto interesante a analizar es si varia esta velocidad
utilizando diferentes esquemas. En la figura 4.9, se puede observar claramente que en los
dos ultimos casos la velocidad se estabiliza después del choque. Esta sera la cantidad que
se valorard en las simulaciones. En aquellos casos en los que las ondas se aniquilen (caso
a) de la figura 4.9), se asumira que la velocidad de salida es nula.

Con la misma discretizacién de velocidades elegida para el calculo el nimero de
rebotes (imagen 4.7), se obtiene la siguiente grafica:
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Esquema 1 Esquema 2

Vsalida Vsalida
025
020f
0.20f
015} 015p
010+ 0.101
0.05) 0.0sf
016 018 020 022 024 026 028 030 Ml 016 018 020 022 024 026 028 030 mell
(a) Esquema 1. (b) Esquema 2.
Esquema 3 Esquema 4
Vsalida Vsalida
0.25)
020F 0.201-
015 0.5
010 0.10F
0.05) 0.05f
016 018 020 022 024 026 028 030 Ml 016 018 020 022 024 026 028 030 meel
(¢) Esquema 3. (d) Esquema 4.

Figura 4.10: Velocidad de salida calculada con cada esquema para un rango de velocidades de
0.15 a 0.30, wutilizando incrementos de 1.5 x 1073,

En esta ultima figura, se puede comprobar que la velocidad de salida es nula en
un inicio y que, a partir de un cierto valor, aparece una estructura fractal que finaliza
cuando se alcanza el limite de velocidad que permite la reflexion de las ondas en la primera
colision. Dicha estructura fractal es bastante comin cuando se trabaja con colisiones de
defectos topologicos y es un tema actual de estudio. La siguiente imagen proporciona una
visién méas amplia de esta singularidad:

Vi e
0.8 Reflexion | e
0.6 Rebotes T
0 Bion |
I L . . | 0
o 005 0.1 015 02 025 03 035 04 045 D5 055 06 D65 07 075 0B 085 09 085

03 Avg=0.001 |

0.2 e r———— N § A v — |
0.1 /_\ /\/\ /\ /\ /\M
018 XL 0z e s 1 1 L

a2 .21

Figura 4.11: Estructura fractal de las velocidades de salida (obtenido de [3]).

Como se habia comentado con anterioridad, en los casos en los que no se produce
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reflexion, la velocidad de salida es nula. Utilizando esta idea, si se impone en estos casos
que el nimero de rebotes es 0, se puede obtener la siguiente imagen que permite visualizar
el numero de rebotes cuando si existe reflexion:

Esquema 1 Esquema 2
Nrebotes Nrebotes
4 6
5 F
3l
4 F
2t 3
ab
1} L{i
i T
016 016 020 022 024 026 028 030 e 016 018 020 022 024 026 028 030 e
(a) Esquema 1. (b) Esquema 2.
Esquema 3 Esquema 4
Nrebotes Nrebotes
aof W sof
25f 25f
20f 20f
15F 15
10f 10
0sf 05
016 048 020 022 024 026 028 030 e 016 048 020 022 024 U2 o028 030 e
(c) Esquema 3. (d) Esquema 4.

Figura 4.12: Restriccion de la figura 4.7 a los casos reflexivos (el resto de casos se sustituyen
por 0).
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Capitulo 5

Conclusiones

El principal propésito conseguido en este Trabajo de Fin de Master ha sido el analisis
de cuatro esquemas numéricos destinados a investigar las colisiones de defectos topolégicos
del modelo ¢*, teniendo en cuenta que la resolucién exacta de la ecuacién en derivadas
parciales que caracteriza estos procesos es inabordable.

Las principales conclusiones del mismo son las siguientes:

= Se han estudiado de manera general en el primer capitulo de esta memoria las
propiedades que caracterizan los esquemas en diferencias finitas. En primer lugar,
se han introducido los conceptos basicos de las ecuaciones en derivadas parciales
hiperbdlicas y se han caracterizado los esquemas numéricos encargados de aproximar
sus soluciones. En segundo lugar se ha estudiado de forma tedrica la convergencia
de los esquemas en diferencias finitas. Finalmente se han estudiado las condiciones
de contorno absorbentes.

= Se ha realizado una presentacion del contexto historico de la Teoria de Solitones,
introduciéndose los sistemas hamilitonianos infinito dimensionales y las propiedades
bésicas de las teorfas de campos relativistas (1+1)-dimensionales.

= Se han planteado los cuatro esquemas en diferencias finitas elegidos para las simu-
laciones numéricas de las colisiones entre kink y antikink del modelo ¢*. Se han
estudiado ademas sus propiedades de consistencia y estabilidad.

= Se han obtenido distintas simulaciones numeéricas, y diversos resultados y mediciones
efectuadas en relacion a estas. Estas representaciones se han construido empleando
los cuatro métodos, aproximando las soluciones para diferentes velocidades iniciales
y midiendo pardametros como la velocidad de salida o el nimero de rebotes.

= Se han observado notables diferencias entre los distintos esquemas. Basandonos en
las graficas obtenidas se observa que en el estudio de la colisién entre un kink y un
antikink el primer y cuarto esquema son los méas similares, mientras que el segundo
esquema es el que mas diverge del resto. En particular, observando el ntimero de
rebotes (figura 4.12), se aprecia que el esquema 2 muestra seis rebotes para uno
de los valores, mientras que el resto de esquemas no superan los cuatro rebotes.
De igual forma, en la gréifica de velocidades de salida (figura 4.9) se visualiza una
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mayor discrepancia en el esquema 2 con respecto del resto. De hecho, es el tinico en
el que se obtiene un valor de velocidad de salida no nulo para una velocidad inferior
a 0.18. Se ha observado también que el cuarto esquema obtiene valores con mayor
suavidad, es decir, el nimero de picos que aparecen es bastante inferior al resto.

Todos los esquemas comienzan con una velocidad de salida nula y, a partir de cierta
velocidad inicial, siguen una estructura fractal en las velocidades de salida. Final-
mente, alcanzado cierto valor de velocidad inicial, todos ellos parecen adaptarse a
una curva logaritmica. Es de resaltar que este ultimo valor limite aparece con an-
terioridad en el segundo esquema y, junto con lo comentado sobre la obtencién del
primer valor de velocidad de salida no nulo, crea la sospecha de que este esquema
presente un desplazamiento en las observaciones que lo haga diferir del resto de los
métodos numéricos estudiados.

En vista a las observaciones anteriores, se pude concluir que el esquema que mejor
aproximaciones ha obtenido ha sido el cuarto esquema, seguido del primer esquema.

Uno de los principales logros del trabajo ha sido la posibilidad de realizar simulacio-
nes numéricas de considerable complejidad computacional en un ordenador conven-
cional. Sin embargo, y 1égicamente, el tiempo necesario para la realizacion de estos
calculos ha sido notable, incluyendo periodos que varian desde unos pocos minutos
hasta varias horas, lo que ha representado uno de los principales desafios que se han
presentado en el trabajo.

El tiempo de computacion exigido para el tercer esquema ha sido superior al resto,
fundamentalmente porque ha sido necesario trabajar con una precisién numeérica
superior debido a que la alta similitud existente entre algunos puntos producia una
indeterminacién en este caso. Este inconveniente ha provocado un incremento del
tiempo computacional respecto al resto de los esquemas. En segundo lugar el cuarto
esquema es el que ha requerido mayores tiempos.

Finalmente, el estudio de las colisiones de defectos topoldgicos realizado en este
trabajo presenta unos resultados que pueden ser de interés en este campo a la hora
de estudiar las propiedades fisicas de las soluciones solitonicas. Los analisis realizados
confirman que un pequeno aumento del error numérico puede propiciar soluciones
completamente diferentes. Este estudio se podria extender a esquemas de mayor
orden e incluso a otros métodos numéricos destinados a aproximar ecuaciones en
derivadas parciales que caractericen otros tipos diferentes de modelos fisicos.
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Apéndice A: Cédigo de Mathematica

Para el célculo computacional de los diferentes esquemas y la elaboracion de las
graficas que aparecen a lo largo de esta memoria, se ha empleado el software de Wolfram
Mathematica. En este apéndice se recogeran algunos fragmentos de cédigo utilizados en
las simulaciones.

Esquema 1 =
Parametros iniciales =«

h=1/18;

k=1/28;

T=3600+k;

s =20;

%08 = 15;

v=0.2;

Par kink-antikink =
USoll[x , ¢ ,x8 ,v ] :=Tanh[(x=vxt=-x8) /Sqrt[l-v"2]];

USol2[x , t , x0_,v_] :=-Tanh[ (x - vt-x8) /Sqrt[l-v"2]];
USol[x_, t ] := USoll[x, t, -x@, v] + USol2[x, £, x8, -v] -1; (+ La solucién antikink-kink viene dada por USoll[x,t,xd,-v]+US012[x,t,-x0,v]+1 «

Condiciones iniciales =«
Do[u[x, @] =USol[x, @], {x, -s, s, h}];

Do[u[x, k] =USol[x, @] + kx (D[USoL[x, t], t] /.t > 8) + (k*2/2) » ( (D[USol[x1, @], {x1, 2}] /. x1 = x) +2USol[x, @] - 2 (USol[x, 8])~3), {x, -5, 5, h}];
Método numérico «
Do[
Dofu[x, £] = (2%u[x, t=k] =ufx, t=2xk] +k*2 (u[x=h, t=k] =2%u[x, t=k] +u[x+h, t-k]) /h*2 + k*2% (2%u[x, £t =k] = 2*ul[x, t=k]”3)), {x, =s+h, s=-h, h}];
= Condiciones de contorno =
u[-s, t] su[-s+h, t—k] + (k/h-1) x (u[-s+h, t] —u[-s, £-k]) / (k/h+1)};

ufs, t1=uls-h, t-k]l+ (k/h-1) « (u[s-h, £t] —uls, t-k]) / (k/h+1);
5 {t, 2%k, T, k}15

Figura A.1: Cédigo empleado para el cdlculo numérico del primer esquema.

El segundo y tercer esquema presentan unas lineas de cédigo muy similares a las de
este primer esquema, sin embargo, para implementar el cuarto esquema resulta necesaria
la incorporacién de un esquema implicito en las primeras iteraciones:
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+ Esquema inicial =)|
Flx_, £ ] :=2%ux, t] -2sulx, £]"3;
nc = k/ h;

Dol

sol =
NSolve [

Rationalize[ul == 2#u[-s+h, t-k] —-u[-s+h, t-2%k] +nc*2% (u[-s, t-k] -2%u[-s+h, t-k] +u[-5+2h, t-k]) -

(nc*2-1) #+nc*2% (9+u[-s+h, t-k] +u[-5+5h, t-k] -2 (3+u[-s+4h, t-k] -F*u[-5+3h, t-k]+B+u[-54+2h, t-k] +u[-s5, t-k])) /
12+ k2 % (F[-s+hy t-k] + (2%ul-2%ul”3-2sF[-s+h,t-k] +F[-s+h, t-2+k]) 712+
nc*2# (F[-s, t-k] -2%#F[-5+h, t-k]+F[-5+2h, t-k]) F12)]1, ul, Reals];

u[-s+h, t] = (ul /. sol) [1];

sol =
NSolve [

Rationalize[ul == 2#u[s-h, t-k] -u[s-h, t-2%k] +nc"2#% (u[s-2h, t-k]-2%u[s-h, t-k] +u[s, t-k]) -

(nc”2-1) +nc™2+ (9+u[s-h, t-k]+u[s-5h, t-k] -2(3+ufs-4h,t-k]-7+u[s-3h,t-k] +Bxu[s-2h, t-k]l+u[s,t-k])) /124
k*2% (F[s-hy t-k] + (2#%ul-22ul*3-2+F[s-hyt-k]+F[s-hy t-2%k])/12+
nct2% (F[s-2hy, t-k] -2%#F[s-h, t-k] +F[s, t-k]) /12)], ul, Reals];

u[s-hy t] = (vl /. sol) [11;
Dol

sol =
NSolve [

ul =2#ufx, t-k] -ufx, t-2+k] +nc*2 % (u[x-h, t-k] -2#%ux, t-k] +u[x+h, t-k]) +

(nc*2-1) #nc™2% (6% ulxy t-k] +u[x-2%hy t-k] -4%u[x-hy t-k] -4%u[x+h, t-k] +u[x+2+h, t-k]) s12+

k2% (Flxy t-k]+ (2#ul-2%ul"3-2aF[x, t-k]+F[x,t-2xk]) /124nc*2 % (F[x-h, t-k] -2*F[x, t-k] +F[x+h, t-k]) f12),
ul, Reals];

u[x, t] = (ul /. sol) [1];

s {*y -s+23hys-2%hy h}];

= Condiciones de contorno =

ul-s, t] zu[-s+h, t-kl + (k/h-1) # (u[-s+h, t] -u[-5, t-k]) / (k/h+1);

uls, t] =u[s-h,t-k]l +({k/h-1) % (u[s-h, ] —u[s, t-k]) / (k/h+1);

s {ty 2% ky 43k, k11;
Figura A.2: Cddigo empleado para el cdlculo numérico de las primeras iteraciones del cuarto
esquema.

in[16:= (= Evolucién de la solucidn =
solucionx = Table[Table[{x, ulx, £]}, {t, @, T, k}1, {x, -5, 5, h}1;

Manipulate[ListPlot[solucionx[All, x], Joined - True, PlotRange + { {-s, s}, {1.5, -2} }, AxesLabel » {Style["x", Bold, Blue], Style["u(x,t)", Bold, Blue]}],

{x, 1, Dimensions[solucionx] [2], 1/ h}]

Y |

ufx.t)
151

out{17]=

Figura A.3: Cdédigo empleado para graficar la evolucion temporal de la solucion.
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maximos = Table[ {x s k, Max [solucionx[All, x] [All, 201}, {x, 1, Dimensions[solucionx] [2], 1/h}1;

ListPlot [maximos, Joined + True, PlotRange » All, Axeslabel » {Style["

"y Bold, Blue], Style["x", Bold, Blue]}]

1
s
out27]=
1
50 100 150
05
-0
n[28]= (+ Selecciona todos los valores méximos por debajo de la cota superior y crea una lista con la pos B
valorespequefios = {};
cotasuperior = 83
For[i = 1, i s Length [Select [maximos[All, 2], = s cotasuperior &]], i++, AppendTo [valorespequefios, Position [maximos[All, 21, Select[maximos[All, 2], = s cotasuperior&] [il111;
valorespequeiios = Flatten [valorespequefios]
omaile 1141, 142, 143, 144, 145, 166, 167, 168, 169, 178
n[32]= s valores de la lista anterior que sean minimos locales »
For[i = 1, i < Length [valorespequefios] , i++,
If [i < Length[valorespequefios] , If [maximos[valorespequefios[i] - 11 [2] > maximos [valorespequefios[i]1[2] < maximos[val [il + 11121, dTo [rebotes, maximos [valorespequeiios[i111111
n[24]= rebotes
1411 L1671 .
owfsa= |{——, -0.999968}, | ——, -v.080321 |}
-2 - 2@ !
nf3s]= (+Nimero de rebotess
Length[rebotes]
onfasl 2
. ;7. . .
Figura A.4: Cédigo empleado para el cdlculo del nimero de rebotes.
= Ev ién de los centros del kink =
centros = {};
centrol = -x@;
centro2 = x@;
For[i =1, i < Dimensions[solucionx][2], i++,
If[Min [solucionx [All, i] [All, 2]] = @, If [Max[solucionx[All, i][All, 2]] =@,
f = Interpolation[solucionx [All, i]];
centrol = FindRoot [f[x], {x, centrol}][1, 21;
centro? = FindRoot [f[x], {x, centro2}]1[1, 21;
AppendTo[centros, {ik, centrol, centro2}1]1]11;
= Velocidad final =
NMedia = 800
If[centros[All, {1, 3}][-106][2] = 5,
Vfin = Sum[centros[All, {1, 3}1[-1]1[2] - centros[All, {1, 3}10- (i +1)1020, {i, 1, NMedia}] / (NMedia+ k),
vfin = 8];
n[zs]= Vfin
ouwi[25]= @.15982
n[24]= ListPlot[{centros[All, {1, 2}], centros[All, {1, 3}1}, Joined » True, AxesLabel —+ {Style["t", Bold, Blue], Style["x", Bold, Blue] }]
x
15k
10
5F
out[24]=
L L L 1
50 100 150
SE
b
15

Figura A.5: Cddigo

29

empleado para el cdlculo de la velocidad de salida.
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