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Abstract

When primary school teachers solve arithmetic word problems with their students, they
usually do so in a superficial manner, even when their semantic-mathematical
structures are challenging and contain solving aids. This could be due to the
pedagogical knowledge that teachers have about teaching the resolution of this type of
problem. The aim of this work was to explore whether teachers with different levels of
this knowledge solved standard problems (nonchallenging and without aids) and
rewritten problems (challenging and with aids to reasoning) in different ways. A sample
of 8 teachers (4 with high knowledge, 4 with low knowledge) were recorded and
analyzed solving two standard and two rewritten problems. The results showed that
teachers with high knowledge used more interaction cycles (mainly dedicated to
reasoning) to solve the standard problems and, above all, the rewritten ones. This study
is a first approach to understanding teachers' problem-solving behavior and highlights

the importance of developing their knowledge for teaching problem solving.

Keywords: pedagogical content knowledge, joint problem solving, arithmetic word

problems, reasoning.



Resumen

Cuando el profesorado de Primaria resuelve problemas aritméticos verbales con su
alumnado suele hacerlo de manera superficial, incluso cuando sus estructuras semantico-
matematicas son desafiantes y contienen ayudas a la resolucion. Esto podria deberse al
conocimiento pedagogico que el profesorado tiene sobre la ensefianza de la resolucion de
este tipo de problemas. El objetivo de este trabajo fue explorar si el profesorado con
distintos niveles de este conocimiento resolvia de modos diferentes problemas estandar
(no desafiantes y sin ayudas) y reescritos (desafiantes y con ayudas al razonamiento). Se
partio de una muestra de 8 profesores (4 de nivel de conocimiento alto, 4 de conocimiento
bajo), que fueron grabados y analizados resolviendo dos problemas estandar y dos
reescritos. Los resultados mostraron que el profesorado con conocimiento alto emple6
mas ciclos de interaccion (principalmente dedicados al razonamiento) para resolver los
problemas estandar y, sobre todo, los reescritos. Este estudio es una primera
aproximacion para comprender el comportamiento del profesorado al resolver problemas
y resalta la importancia de desarrollar su conocimiento para la ensefianza de la resolucion

de problemas.

Palabras clave: conocimiento pedagdgico del contenido, resolucién conjunta de

problemas, problemas aritméticos verbales, razonamiento.
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Introduction
The educational practice promoted by teachers when solving mathematics problems with

their students is a determinant of learning (Baumert et al., 2010; Charalambous et al.,
2020; Kelcey et al., 2019; Siswono et al., 2017). Likewise, one of the elements that most
influences this educational practice is the pedagogical content knowledge of each subject
(Depaepe et al., 2013). Many studies have been developed on the influence of this
knowledge on educational practice in mathematics classes, most of them with qualitative
methodologies. However, the works that analyze the influence of teachers' specialized
knowledge on problem solving in their educational practices are scarce, even more so if
we refer to quantitative studies. This study aims to take a first step in this direction by
answering the following question: are there quantitative differences in the way in which
primary school teachers with different levels of pedagogical knowledge about problem

solving solve arithmetic word problems with their students?
Pedagogical Content Knowledge and Knowledge for Teaching Problem Solving.

To understand what knowledge teachers must have to teach a subject, it is necessary to
start from the concept of pedagogical content knowledge(Shulman, 1987). This concept
refers to the knowledge that teachers should have, both of a given scientific content and
of the pedagogy of that content. There is a consensus in considering the pedagogical
content knowledge as knowledge that the teacher activates in a specific educational
context (Depaepe et al., 2013). This knowledge is necessary, for example, for teachers
to adequately develop their professional vision, i.e., their ability to quickly grasp
information about what is happening in class and to interpret it appropriately

(Gegenfurtner et al., 2020).

Since it was first defined, a great deal of work has been devoted to the study of

pedagogical content knowledge, mainly in the teaching of science (see Schneider and



Plasman, 2011) and mathematics (see Depaepe et al., 2013). For mathematics, most
studies have focused on deepening the description of pedagogical knowledge of content
through qualitative analysis of samples of teachers, using questionnaires or interviews
in which teachers evaluated real classroom situations. Of these studies, the work of Ball
et al. (2008) and the subsequent elaborations of their proposals related to knowledge for
teaching problem solving stand out. Pifieiro et al. (2019), based on Chapman's (2015)
concept of knowledge for teaching problem solving, structured the knowledge included
in this knowledge into two elements: knowledge about problem solving and pedagogical
knowledge about problem solving. Within the first element, three components would be
included: a) knowledge of what a problem is and of the different types of tasks that can
be presented as problems; b) knowledge of the problem-solving process (resolution
phases and strategies, metacognitive processes); and c) students’ willingness to solve the
problem. Within the second element of knowledge for teaching problem solving—
pedagogical knowledge about problem solving—four components are included: a) the
student as a solver; b) problem solving as a school task (e.g., which problems are more
suitable for teaching problem solving); c) problem solving as a school task (e.g., which
problems are more suitable for teaching problem solving); d) the student's willingness
to solve the problem, which problems are most suitable for teaching, models and solving
strategies most useful for students); ¢) noncognitive factors (e.g., the interrelationships
between beliefs and conceptions and their influence on the solving process); and d)
management of problem-solving teaching (e.g., different solving approaches, handling

student blocks).

The studies that have evaluated the level of knowledge for teaching problem solving to
teachers are scarce and point out that this level is usually low. This implies that teachers

often show limitations in differentiating the semantic-mathematical structure of problems



(Carpenter et al., 1988), in posing resolution strategies according to the nature of the

problem (Siswono et al., 2017), or in determining what a problem is, posing a resolution
process and accepting nonnumerical results as a solution (Csikos and Szitanyi, 2020). It
also seems to have difficulties identifying problems and resolution models that would
facilitate students' reasoning (Ramos et al., 2020), understanding resolution as a process,
posing problems according to the semantic-mathematical structure and taking into
account the characteristics of students as solvers (Pifieiro et al., 2022), or identifying the
didactic-mathematical intentions that mobilize teachers' knowledge about problem

posing (Chico et al., 2023).

Arithmetic word problems: pedagogical content knowledge and resolution in the

classroom.

The paucity of work relating teachers' problem-solving knowledge to its impact in the
classroom contrasts with the abundant research on arithmetic word problems. All this
research has contributed significantly to the description of the knowledge needed by

teachers to teach students to solve them (see Chapman, 2015 and Pifieiro et al., 2019).

Arithmetic word problems are defined as verbal descriptions of problem situations that
give rise to one or more questions whose answers can be obtained by applying
mathematical operations to the data presented in the problem (Verschaffel et al., 2020).
One of the contributions of research on arithmetic word problems to the description of
knowledge for teaching problem solving has been the identification of a wide variety of
problems, according to different criteria, involving different levels of challenge (see
Daroczy et al., 2015). For example, according to their semantic-mathematical structure
(Carpenter and Moser, 1984; Greer, 1992; Xin, 2007), there are more than 30 subtypes of
additive and multiplicative structure problems. Another important contribution has been

the proposal of different models of arithmetic word problem solving. For example,



according to the model of Verschaffel et al. (2000), less challenging problems (those
whose resolution hardly requires reasoning) can be solved superficially, selecting the
data, then choosing the operation that solves it by means of strategies not based on
comprehension, such as the keyword strategy (Hegarty et al., 1995) and finally
communicating the result of the operation as an answer to the problem. In contrast, more
challenging problems must be solved through the so-called ‘genuine mode', in which the
choice of operation is supported by reasoning about the situation described in the problem
(Verschaffel et al., 2000) and the underlying mathematical structure. It is this reasoning
that allows deducing which operation or operations are necessary to solve the problem
(Riley and Greeno, 1988; Verschaffel et al., 2000; Xin, 2007) and which should be
promoted by teachers to teach students to solve any type of problem through the
construction of meanings (e.g., justifying and generalizing, see Hanna, 2020 and
Melhuish et al., 2020), encouraging and helping students to perform and communicate

such reasoning (Herbert and Williams, 2023).

When teachers focus the resolution process on certain phases and not on others when
solving problems with their students, they are promoting one of the two modes of
resolution described by Verschaffel et al. (2000): superficial or genuine. Despite the fact
that the educational practice that teachers promote when solving problems with their
students determines the way in which students learn (Baumert et al., 2010;
Charalambous et al., 2020; Kelcey et al., 2019; Siswono et al., 2017), studies that have
analyzed how problem solving is promoted in mathematics classes are scarce. The
results of these studies indicate that teachers tend to focus their attention on the strictly
mathematical aspects of the problem, making it difficult to solve through understanding
(Chapman, 2006), and that this behavior occurs when solving both stereotyped

problems, which can be solved superficially (Depaepe et al., 2010), and nonstereotyped



problems. In this sense, Rosales et al. (2012) analyzed how eleven elementary school
teachers solved challenging semantic-mathematical problems (which also included
mathematical and situational reasoning aids) with their students. They obtained results
very similar to those found by Depaepe et al. (2010) with stereotyped problems,
suggesting that this behavior was not due to the type of problem solved but could be due
to limitations in teachers' problem-solving teaching knowledge. This conclusion is
compatible with the results of some authors, who found evidence that the level of this
type of knowledge possessed by teachers is often low (Carpenter et al., 1988; Csikos and

Szitényi, 2020; Siswono et al., 2017).

Some studies have shown that teachers' pedagogical content knowledge is positively and
strongly linked to the quality of their educational practice and that this linkage is
moderated by some elements involved in educational practices, such as textbooks or
manipulative materials. These studies, mostly qualitative, have focused on general
mathematical content (Hill et al., 2008; Hill and Charalambous, 2012a) or on specific
content such as operations with whole numbers (Charalambous et al., 2012), comparison
of ratios (Hill and Charalambous, 2012b), fractions (Getenet and Callingham, 2021;
Koopman et al., 2019) or the learning of the first algebraic aspects in kindergarten

(Muhoz- Catalan et al., 2022).

However, there are no known studies that have analyzed the relationship between
teachers' knowledge of teaching problem solving in relation to solving arithmetic word
problems and their educational practice when solving this type of problem with their
students. Therefore, the present study aims to achieve two objectives. First, to explore
whether the knowledge for teaching teachers' arithmetic word problem solving related
to two of its most relevant components (problems and solving models for teaching, see

Pifieiro et al., 2019) influences the superficial or genuine mode they promote during



solving. For this purpose, these resolution modes were linked to quantitative measures
extracted from the interaction between teachers and students when jointly solving the
problem. Second, the aim is to investigate whether teachers with different levels of
knowledge for teaching arithmetic word problem solving solve different types of
problems differently in relation to their degree of challenge and the presence of aids to

reasoning.
Methodology
Participants

An initial sample of 65 teachers was taken from the universe formed by Spanish teachers
who teach mathematics in the 6th grade of primary education in public and private
schools. The initial sample was selected by nonprobabilistic convenience sampling. The
teachers in the sample were given a task to assess their knowledge of teaching arithmetic
word problem solving by means of a semistructured interview to assign them a
knowledge profile (high or low). Only 4 teachers with high knowledge were identified
and included in the final sample. Likewise, among the teachers with low knowledge, 4
were randomly selected. Therefore, the final sample consisted of eight teachers (five
women and three men). These teachers taught in urban centers of a medium
socioeconomic level, had more than 10 years of teaching experience (M= 30.6; SD=4.3),
used the textbook as the usual curricular material, and had not received specific training

in arithmetic word problem solving.
Measures

Two measures were considered as a function of teacher knowledge and problem type: a)
the average number of interaction cycles spent by each type of teacher in solving each

type of problem and b) the average number of interaction cycles spent by each type of



teacher in the selection and reasoning processes for each type of problem. A quantitative
analysis of the data was performed, despite the small sample, given the need for this type
of empirical work to understand the nature of teacher knowledge and its relationship
with teaching practices (Charalambous et al., 2020) and considering that quantitative
studies tend to be more objective and independent (L6opez, 2002). Recent research claims
that these types of studies help, more specifically, to explore pedagogical content
knowledge (Sie and Agyei, 2023) in the specific case of problem solving (Pifieiro et al.,

2019).
Materials
Task to assess knowledge for teaching arithmetic word problem solving.

The Ramos et al. (2020) task was adapted, which inferentially assessed teachers'
pedagogical content knowledge of arithmetic word problem solving as school tasks
(Pifieiro et al., 2019). The test allows assessing knowledge in a situated and
contextualized way, as it involves teachers in the analysis of real mathematical practice
aimed at problem solving (see Charalambous et al., 2020). The test was structured in three
blocks: problem, solving model and teacher-student interaction. In each block, teachers
were presented with two options: A and B. Teachers had to choose, in each of the three
blocks, the option they considered most appropriate to teach their students to solve

problems through reasoning and to argue each of their choices.

Option A of each task lent itself to a superficial mode of resolution that did not favor
reasoning. In the first block (problem choice), a standard problem was presented,
semantically mathematically unchallenging and without aids in the statement (the most
frequent in Spanish textbooks, see Tarragaetal., 2021; Vicente et al., 2022). In the second
block (solving model), a superficial solving model was presented, with the following

steps: data selection, choice of operations, execution of operations and expression of the



result (Sanchez and Vicente, 2015). Finally, in the third block (interaction), an example
of interaction consistent with the superficial resolution model was presented. The
problem and the resolution model were extracted from a textbook belonging to a
frequently used publisher in Spain, while the interaction was obtained from the available

sample of a previous study.

Option B of each task lent itself to a genuine mode of resolution: it presented in the first
block a rewritten problem (semantically mathematically challenging and with textual aids
to comprehension, see Orrantia et al., 2011); in the second block, a genuine resolution
model (data selection, situational and mathematical understanding, choice of operations,
execution of operations, mathematical and situational checking, and expression of the
result); and in the third block, an example of interaction consistent with the genuine

resolution model.

Based on the options chosen and the arguments provided in each of the three blocks of
the evaluation task, each teacher was assigned to a knowledge profile. Initially, four
knowledge profiles were established: high (teachers who chose options with reasoning in
the three blocks), medium-high (teachers who chose two options with reasoning),
medium-low (teachers who chose only one option with reasoning) and low (teachers who
chose options without reasoning in the three blocks). This initial distribution reduced the
available teachers in the high knowledge group to only 2. Likewise, an exploratory
statistical analysis showed that the problem-solving behavior of teachers with high and
medium-high knowledge was similar and that the same was true for teachers with
medium-low and low knowledge. For these reasons, and as has been done in previous
studies (e.g., Zhang, 2022), two profiles were finally established: teachers with high
knowledge (those who, in at least two blocks, opted for option B and provided arguments

consistent with the decision) and those with low knowledge (the rest).



Arithmetic word problems
Each teacher solved four problems: two standard problems and two rewritten problems.

The first two came from textbooks, were semantically mathematically easy, and did not

contain any reasoning aids. An example is the following:

A hospital has 200 rooms; 60% of the rooms have 2 beds, and the rest have 1 bed. How

many beds does the hospital have?

The two rewritten problems were taken from the work of Orrantia et al. (2011). They
were semantically mathematically difficult (Riley and Greeno, 1988), so it was not
possible to solve them through superficial strategies such as keywords (Hegarty et al.,
1995), and they contained textual aids to mathematical and situational reasoning. One

such problem was the following:

A shepherd had a flock of 57 sheep. The shepherd wanted to increase the size of the
flock because this year there was good pasture. To do this, he went to a livestock market,
decided to buy some sheep and put them together with the ones he already had. One
afternoon, the shepherd saw a pack of wolves in the area, the wolves were hungry and
so, of the total number of sheep in the flock they ate 11 and now the flock has 96 sheep.

How many sheep did the shepherd buy at the livestock market?
Procedure

The anonymity of the participants was guaranteed after informed consent was obtained.
For the evaluation of the teachers' knowledge, the interviews were conducted at times
when the teachers had enough time to adequately answer the questions. At the beginning
of the interview, they were provided with a booklet containing the three blocks of the test,
giving them the time they needed to analyze them one at a time. The interviewer wrote
down the answers, encouraging them to argue their decisions by means of minimally

invasive heuristics that allowed them to expand or qualify their reasoning. For example,



in the face of a terse response, the question was asked "What are the reasons you have
chosen...?". When an argument was not clear, the question was asked: "I am not sure if
I understood you, could you explain it again in other words? Finally, illustrative
examples were requested when deemed necessary. An example of an argument from the
teacher with low knowledge to support his choice for option An in the first task
(problem) was: "In the second [problem] there is information that the students are not
interested in, why the shepherd decided to increase the herd, and it is obvious that by
increasing the number he put them together with the others". An example of an argument
provided by teachers with high knowledge for choosing option B of the third task
(interaction) was "Interaction 2 starts from the understanding of the situation and through
reasoning the students arrive at a solution”. A qualitative analysis of the interviews was
not carried out since the aim of the study was not to analyze the teachers' arguments in
depth but to verify that there were no inconsistencies between the choices they made and

the arguments they gave to support them.

In relation to problem solving, the selected teachers solved the four problems with their
students on different days during their regular schedule. The sessions were audio-
recorded (ranging from 4 minutes and 41 seconds to 13 minutes and 57 seconds). The
recordings were transcribed and divided into cycles of interaction. A cycle can be defined
as a segment of interaction in which one public content is elaborated (Wells, 1999), i.e.,
an idea related to the problem or to the resolution process itself. It usually begins with a
question and ends when this question is answered, i.e., when an agreement is reached
between the teacher and the students. The content made public in each cycle was
categorized as selection or reasoning, according to the resolution model of Verschaffel
et al. (2000). The 'selection’ category included public content in which: a) mathematical

information (numerical data, question, key word); b) situational information (description



of characters, their intentions or objectives); c) the operation that solves the problem (and
its execution), and d) the result were extracted. In the 'reasoning' category, we included
cycles related to a) mathematical relationships between quantities and b)
nonmathematical information that helps to understand the relationships between sets
(e.g., in the rewritten problem example, the wolves' hunger can be used to justify why
the size of the sheep flock is reduced). Table 1 shows an excerpt from one of the

interactions in the study to illustrate the analysis procedure.

Cycle Transcription Public content Category

Q: We already have a small idea, The problem tells of a Selection
could you tell me, Alma, what the shepherd who had 57
problem is about, what you have sheep, bought sheep,
read, just in a nutshell. the wolves ate 11 and

<
L A: That a shepherd had 57 sheep, now there are 96.
@) bought sheep, and the wolves came
E} and ate 11 and now we have 96.
Q: so what did the pastor want? A:  The shepherd wanted to Selection
:‘j increase herd size increase the size of the
— flock
O
>_
Q
Q: And what is the question you are The question is how  Selection
asking then, Irene, what is the many sheep he bought
guestion?
© A: How many sheep did she have...
- Q: How many sheep...
@) A: Purchased
(>3 Q: Bought.
Q: 1 mean, a shepherd had a certain The shepherd had some Reasoning
number of sheep, he buys more, so sheep, buys more and
now his flock is bigger than at the his flock is bigger than
beginning. Then, some wolves come at the beginning. The
and kill some sheep and he has so wolves kill some and he
many sheep left that now it is a has x sheep left, which
I~ different number than at the is a different number
L beginning, but smaller. than at the beginning,
O but smaller.
>_
@)

Table 1. Example of analysis of teacher-student interactions.

The cycles referring to class control and reflection on the more general processes of the



task (18.5% of the total) were not analyzed.

To test the reliability of the analysis system, five independent judges duly familiar with
the analysis system categorized the cycles of a session at random, reaching a good degree
of agreement (Cohen's k between.80 and.87). Once all the cycles that made up each of

the sessions had been categorized, the number of cycles in each category was calculated.

The chi-square statistic was used, using SPSS Statistic 26 software, to test the statistical
significance of the differences found in the distribution of the interaction cycles analyzed
(both in general and those dedicated to selection and reasoning) according to the level of

knowledge of the teachers and the type of problem solved by each type of teacher.
Results
For knowledge for teaching teacher's arithmetic word problem solving.

Significant differences were found in the distribution of the cycles analyzed according to
the type of teacher knowledge, ¥* (1, N = 352) = 24.04, p <.001. Teachers with low
knowledge devoted a lower average number of cycles to problem solving than teachers
with high knowledge (8.13 and 13.88, respectively, see Table 2).

Table 2. Average number of cycles dedicated by each type of teachers of both types of
knowledge to each process in each type of problem.

Level knowledge  Professor STANDARD REWRITTEN

Selection Reason Selection Reason

Low 1 7.5 0.5 5 1
2 9 0.5 7.5 1

3 9 1 5 1

4 9.5 15 5 1

Average 8.75 0.88 5.62 1
High 1 85 4 10.5 6.5
2 115 5 8.5 6

3 9 35 12 75

4 6.5 2.5 6 35




Average 8.875 3.75 9.25 5.88
Total average 8.815 2.315 7.44 3.438

Regarding the distribution of cycles by selection and reasoning (Table 2), teachers with

low knowledge dedicated an average of 7.19 cycles to selection and 0.94 to reasoning,
while those with high knowledge dedicated a higher average number of cycles to both
selection (9.06) and, especially, reasoning (4.81) than those with low knowledge.
Significant differences were found in the distribution of selection and reasoning cycles as
a function of teachers type, y? (1, N = 352) = 22.75 p <.001. Comparisons of column
proportions indicated that teachers with high knowledge devoted a higher proportion of
cycles to reasoning, and teachers with low knowledge devoted a higher proportion of

cycles to selection.
By teacher knowledge and type of problem.

Significant differences were found in the number of cycles each type of teachers devoted
to solving each type of problem, ¥ (1, N = 352) = 6.19, p <.02. Comparisons of column
proportions indicated that teachers with low knowledge devoted more cycles to solving
standard problems than to solving rewritten problems (9.63 and 6.63, respectively),
while teachers with high knowledge devoted a higher proportion of cycles to solving
rewritten problems than to solving standard problems (15.13 and 12.63, respectively, see
Table 2).Regarding the distribution of cycles devoted to selection and reasoning, teachers
with low knowledge included more selection cycles in the standard problems than in the
rewritten problems, ¥? (1, N = 115) = 5.43 p =.02). In the standard problems, teachers
with low knowledge devoted an average of 8.75 cycles to selection and 0.88 to
reasoning, compared to 5.62 cycles to selection and 1 cycle to reasoning in the rewritten
problems. For their part, teachers with high knowledge included more reasoning cycles
in the rewritten problems than in the standard problems, and this difference was

marginally significant, ¥ (1, N = 77) = 3.75 p =.053. These teachers devoted an average



of 8.88 cycles to selection and 3.75 to reasoning in the standard problems, compared to
9.25 and 5.88 cycles to selection and reasoning in the rewritten ones (see Table 2).
Finally, if we focus on the cycles devoted to reasoning, it is interesting to note that
teachers with high knowledge devoted more cycles than teachers with low knowledge
in both standard problems, ¥? (1, N = 37) = 14.28 p <.001, and rewritten problems, »? (1,
N = 55)

= 27.66 p <.001. In the case of the standard problems, the reasoning was devoted to
finding alternative ways of resolution or posing and solving questions different from

those initially posed. An example is the following:
[Q: Let us see, how else could we have solved it?

A: | have multiplied the rooms in the whole hospital by 0.6 and 0.4, and then |

multiplied the rooms on the board.

P: Great because you know that the percentage was found in many ways: in
fractional form, in decimal form, with the same operation of the percentage...].
Discussion

The relationship between a high pedagogical content knowledge and an adequate
educational practice of teachers has been described in previous studies in relation to
certain mathematical content, such as operations with whole numbers, comparison of
ratios, fractions, or precursor knowledge of algebra in kindergarten (Charalambous et al.,
2012; Getenet and Callingham, 2021; Hill et al., 2008, Hill and Charalambous, 2012ab;
Koopman et al., 2019; Mufioz-Catalan et al., 2022). Although there is no known evidence
of the existence of this relationship in the case of arithmetic word problem solving, it
has been described that teachers, when solving this type of problem with their students,
show superficial behavior and poor reasoning (Verschaffel et al., 2000), regardless of

whether the problems they solve are standard and unchallenging (Chapman, 2006;



Depaepe et al., 2010) or rewritten and challenging (Rosales et al., 2012). To test whether
this behavior is related to teachers' pedagogical knowledge about problem solving, this
paper proposes an exploratory quantitative analysis with the aim of analyzing whether
teachers' knowledge of problem solving influences the way they solve arithmetic word
problems with their students and whether the type of problems solved moderates this

influence.

For this purpose, we analyzed the way in which teachers with different levels (high and
low) of knowledge in teaching arithmetic word problem solving solved two different
types of problems: standard (nonchallenging and without aids) and rewritten
(challenging and with aids to reasoning). We started with an initial sample of 65
practicing teachers, whose knowledge was assessed using an adaptation of the Ramos et
al. test (2020). Of these, only 4 showed a high level of knowledge and were included in
the final sample together with another 4 randomly selected teachers with a low level of
knowledge. The teachers were recorded while solving each type of problem (standard and
rewritten). Once the sessions were transcribed, two quantitative measures of the
resolution mode of each type of teacher were obtained: mean number of interaction cycles
dedicated to solving each type of problem, according to the type of teacher; and mean
number of cycles dedicated to selection processes and reasoning, according to the type of

teacher, in each type of problem.

The results of this exploratory study show that in the case of arithmetic word problem
solving, there seems to be a link between teachers' pedagogical knowledge about problem
solving and their teaching practices. More specifically, our findings suggest that teachers
with low knowledge solve problems in a superficial manner, whether they are
challenging and contain aids to reasoning or are not challenging and do not provide aids

to reasoning; in contrast, teachers with high knowledge solve problems in a genuine way,



through reasoning, even when the task is not challenging and does not include aids to
facilitate reasoning. In this sense, teachers with high knowledge dedicated more cycles
of interaction in general and reasoning in particular to solving problems than their peers

with low knowledge, regardless of the type of problem being solved.

In addition, each type of teachers placed special emphasis on solving those problems
that allowed them to implement the modes of solving with which they were most
familiar. Relative to teachers with low knowledge, they devoted significantly fewer
cycles to solving the rewritten problems. To this, it must be added that, in both types of
problems, these teachers devoted most of the interaction to the most basic processes
(selection); in fact, teachers devoted virtually the same number of cycles to reasoning
for solving both types of problems. This implies two things: first, that both types of
problems were solved in a superficial way (Verschaffel et al., 2000), for example, using
strategies such as the key word in standard problems (Hegarty et al., 1995) or selecting
the information and asking the student for the operation that solves the problem, with no
special emphasis on reasoning. Second, teachers with low knowledge, far from
perceiving rewritten problems as an opportunity to solve problems in a different way,
act as if they want to finish the task as soon as possible, reflecting the tendency of this
type of teacher to avoid tasks that challenge students (Lester and Cai, 2016). This idea
seems to contradict some previous results that pointed to the fact that complex material
can compensate for teachers' lack of knowledge (Charalambous et al., 2012), at least in

the specific case of arithmetic word problem solving.

In contrast, teachers with high knowledge not only devoted more cycles in general to
solving both types of problems than teachers with low knowledge; they also devoted more
cycles than these teachers to reasoning when solving both standard and rewritten

problems. In relation to the standard problems, a qualitative interpretation of these cycles



allowed us to identify that teachers with high knowledge dedicated this discourse space
to additional reasoning by searching for alternative ways of solving or to pose and solve
questions different from those initially posed by the problem. In this sense, looking for
other modes of resolution (Chapman, 2015) and being able to complement textbook
problems with meaningful instructional activities (Hatisary and Erbas, 2017) requires
high knowledge for teaching problem solving. Additionally, by devoting more cycles to
reasoning in the rewritten problems than in the standard problems, teachers with high
knowledge proved to be able to identify the difficulty level of the problems and the
usefulness of the aids included in the problems to help students' reasoning. It should be
remembered that the most difficult problems involve the implementation of complex
cognitive processes that go beyond the mere selection of information (Verschaffel et al.,

2000).

Taken together, the results of this study help us to understand the behavior of the teachers
in the Depaepe et al. (2010) study when faced with standard problems and to qualify the
behavior of the teachers in the Rosales et al. (2012) study when faced with rewritten
problems. In the latter case, it would have been interesting to evaluate the knowledge of
the teachers in the sample, which, in light of the results obtained here, would probably

have shown low knowledge.

Finally, the present study allows us to draw two other conclusions. First, our findings
suggest that if the vast majority of the initial sample of this study showed low knowledge
even though it was selected by convenience sampling, probably in the general population
of primary school teachers, the number of teachers with low knowledge is even higher
than that found in this sample, which would corroborate previous findings (Carpenter et
al., 1988; Csikos & Szitanyi, 2020; Siswono et al., 2017). Such a reality reflects the

difficulty in finding highly knowledgeable teachers who can be incorporated into studies



such as the one described in the present work and helps to understand why teachers

samples tend to be small in this field of study.

Second, it is necessary to highlight the usefulness of assessment tools such as the one
used in the present study, since they make it possible to obtain real information on
teachers' knowledge of arithmetic word problem solving by involving them in the
analysis of real or simulated mathematical teaching practice through a dynamic and
situated approach (Charalambous et al., 2020). Moreover, this work—one of the few
studies of these characteristics in our country—responds to the manifest need for
empirical studies that help explore pedagogical content knowledge (Charalambous et al.,
2020; Sie and Agyei, 2023) in problem solving (Pifieiro et al., 2019). Research such as
the one presented here allows us to develop a more comprehensive view of the
relationships between teacher knowledge, teaching practice, and the development of

mathematical competencies related to problem solving.
Educational implications

Despite being an exploratory study, the results obtained suggest that it would be necessary
to increase the knowledge for teaching arithmetic word problem solving of primary
education teachers, first, because of the high percentage of teachers in the initial sample
who showed low knowledge; and second, because teachers' knowledge affects both what
happens in their classrooms and their professional development. Teachers perceive and
interpret what happens in the classroom through the pedagogical knowledge they possess;
if this knowledge is inadequate, they will have difficulties in making the necessary
reasoning to interpret what happens in the classroom and to improve their educational
practice (Gegenfurtner et al., 2020). This improvement in teacher training should include
at least two elements. First, an awareness on the part of teachers of their own level of

knowledge since teachers often assume that they are providing students with the right



way to solve problems through reasoning, but what they identify as this reasoning may
not, in fact, be desirable (Leung et al., 2023; Melhuish et al., 2020). In this sense, a joint
analysis between teachers and researcher-trainers of teachers' educational practices and
of the pedagogical knowledge emanating from them could be an excellent tool (Mufioz-
Catalén et al., 2022). Second, it would be advisable to help teachers become aware of
the limitations of the textbooks they usually use in class since, in countries such as Spain,
the books most commonly used in classrooms could contribute to the low knowledge of
teachers by including almost exclusively standard problems and superficial models of
resolution (Tarraga et al., 2021; Vicente et al., 2020). On the other hand, to implement
with fidelity those books and materials more effective for teaching, teachers would need
continuous professional development (Stylianou et al., 2019) and specific initial training

(Pifieiro et al., 2022).
Limitations and future studies

The results of the present study should be considered as a first approach to the quantitative
analysis of the influence of primary school teachers' knowledge of teaching arithmetic
word problem solving in their educational practice. Given the sense of these results, their
coherence and complementarity with previous qualitative studies, it would be highly
recommendable to carry out additional studies that, based on larger random samples of
teachers, would report more valid and reliable results. In this same sense, it would be
interesting to compare the knowledge of Spanish teachers with that of other countries
such as Singapore, whose students seem to be especially skilled in problem solving.
Likewise, it would be convenient to complement the quantitative data of our study with
a qualitative analysis of the arguments provided by teachers to justify their choices in the
task of knowledge assessment. Finally, it would be interesting to carry out instructional

studies on problem solving with teachers with low knowledge, with the aim of improving



their pedagogical knowledge on problem solving.



Influencia del conocimiento pedagégico del profesorado en su préactica de aula
cuando resuelve problemas aritméticos verbales con su alumnado. Un estudio

exploratorio.

Introduccion

La préactica educativa que promueve el profesorado al resolver problemas de matematicas
con su alumnado es determinante para el aprendizaje (Baumert et al., 2010; Charalambous
et al., 2020; Kelcey et al., 2019; Siswono et al., 2017). Asimismo, uno de los elementos
que mas influye en esa practica educativa es el conocimiento pedagdgico de contenido de
cada materia (Depaepe et al., 2013). Se han desarrollado multitud de estudios sobre la
influencia de este conocimiento en la practica educativa en clase de matematicas, la
mayoria con metodologias cualitativas. Sin embargo, los trabajos que analizan la
influencia del conocimiento especializado del profesorado sobre resolucién de problemas
en sus préacticas educativas son escasos, mas aun si nos referimos a estudios cuantitativos.
Este estudio pretende dar un primer paso en ese sentido, respondiendo a la siguiente
pregunta: ¢existen diferencias cuantitativas en el modo en que el profesorado de Primaria
con diferentes niveles de conocimiento pedagdgico sobre resolucién de problemas

resuelve problemas aritméticos verbales con su alumnado?

Conocimiento Pedagdgico del Contenido y Conocimiento para la Ensefianza de la

Resolucion de Problemas

Para comprender qué conocimientos debe tener el profesorado para ensefiar una materia
es necesario partir del concepto de conocimiento pedagogico del contenido (Shulman,

1987). Este concepto se refiere al conocimiento del que debe disponer el profesorado,



tanto de un contenido cientifico determinado como de la pedagogia de ese contenido.
Existe un consenso en considerar el conocimiento pedagdgico del contenido como un
conocimiento que el profesorado activa en un contexto educativo concreto (Depaepe et
al., 2013). Este conocimiento es necesario, por ejemplo, para que el profesorado
desarrolle adecuadamente su vision profesional, es decir, su capacidad para captar
rdpidamente la informacion sobre lo que sucede en clase e interpretarla adecuadamente

(Gegenfurtner et al., 2020).

Desde que se definié por primera vez, se ha dedicado un gran nimero de trabajos al
estudio del conocimiento pedagdgico del contenido, fundamentalmente, en la ensefianza
de las ciencias (ver Schneider y Plasman, 2011) y las matematicas (ver Depaepe et al.,
2013). En el caso de las matematicas, la mayoria de los estudios se han centrado en
profundizar en la descripcion del conocimiento pedagdgico del contenido, mediante el
andlisis cualitativo de muestras de profesorado, a través de cuestionarios o entrevistas en
las que realizaban valoraciones de situaciones reales de aula. De estos estudios destacan
los trabajos de Ball et al. (2008) y las elaboraciones posteriores de sus propuestas
relacionadas con el conocimiento para la ensefianza de la resolucién de problemas.
Pifieiro et al. (2019), basandose en el concepto de conocimiento para la ensefianza de la
resolucion de problemas de Chapman (2015), estructuraron los conocimientos incluidos
en este conocimiento en dos elementos: conocimiento sobre resolucién de problemas y
conocimiento pedagogico sobre resolucion de problemas. Dentro del primer elemento se
incluirian tres componentes: a) conocimiento de qué es un problema y de los diferentes
tipos de tareas que pueden presentarse como problemas; b) conocimiento del proceso de
resolucion de problemas (fases y estrategias de resolucion, procesos metacognitivos); y
¢) disposicion del alumnado para resolver el problema. Dentro del segundo elemento del

conocimiento para la ensefianza de la resolucion de problemas —el conocimiento



pedagdgico sobre resolucion de problemas—, se incluyen cuatro componentes: a) el
estudiante como resolutor; b) la resolucién de problemas como tarea escolar (p.e., qué
problemas son més adecuados para la ensefianza, modelos y estrategias de resolucion mas
utiles para el alumnado); c) factores no cognitivos (p.e., las interrelaciones entre las
creencias y las concepciones, y su influencia en el proceso de resolucion); y d) gestion de
la ensefianza de la resolucion de problemas (p.e., diferentes enfoques de resolucion,

manejo de los blogueos del alumnado).

Los estudios que han evaluado el nivel de conocimiento para la ensefianza de la resolucion
de problemas del profesorado son escasos, y apuntan a que este nivel suele ser bajo. Esto
implica que el profesorado suele mostrar limitaciones para diferenciar la estructura
semantico-matematica de los problemas (Carpenter et al., 1988), para plantear estrategias
de resolucion en funcion de la naturaleza del problema (Siswono et al., 2017), o para
determinar qué es un problema, plantear un proceso de resolucién y aceptar resultados no
numericos como solucion (Csikos y Szitanyi, 2020). También parece tener dificultades
para identificar problemas y modelos de resolucion que facilitarian el razonamiento del
alumnado (Ramos et al., 2020), para entender la resolucién como un proceso, plantear
problemas en funcion de la estructura semantico-matematica y tener en cuenta las
caracteristicas del alumnado como resolutor (Pifieiro et al., 2022), o para identificar las
intenciones didactico-matematicas que movilizan el conocimiento sobre el planteamiento

de problemas del profesorado (Chico et al., 2023).

Problemas aritméticos verbales: conocimiento pedagdgico del contenido y

resolucién en el aula

La escasez de trabajos que relacionan el conocimiento para la ensefianza de la resolucion
de problemas del profesorado con su impacto en las aulas contrasta con la abundante

investigacion existente sobre los problemas aritmeéticos verbales. Toda esta investigacion



ha contribuido notablemente a la descripcién de los conocimientos que necesita el
profesorado para ensefiar al alumnado a resolverlos (ver Chapman, 2015 y Pifieiro et al.,

2019).

Los problemas aritméticos verbales se definen como descripciones verbales de
situaciones problemaéticas que dan lugar a una 0 mas preguntas cuyas respuestas pueden
obtenerse aplicando operaciones matematicas a los datos presentados en el problema
(Verschaffel et al., 2020). Una de las contribuciones de la investigacion sobre los
problemas aritméticos verbales a la descripcion del conocimiento para la ensefianza de la
resolucion de problemas ha sido la identificacion de una amplia variedad de problemas,
en funcidn de diferentes criterios, que implican diferentes niveles de desafio (ver Daroczy
etal., 2015). Por ejemplo, de acuerdo con su estructura semantico-matematica (Carpenter
y Moser, 1984; Greer, 1992; Xin, 2007), existen mas de 30 subtipos de problemas de
estructura aditiva y multiplicativa. Otra contribucién importante ha sido la propuesta de
diferentes modelos de resolucidon de problemas aritméticos verbales. Por ejemplo, de
acuerdo con el modelo de Verschaffel et al. (2000), los problemas menos desafiantes
(aquellos cuya resolucion apenas requiere razonamiento) pueden resolverse de manera
superficial, seleccionando los datos, eligiendo después la operacion que lo resuelve
mediante estrategias no basadas en la comprension, como la estrategia de la palabra clave
(Hegarty et al., 1995) y comunicando finalmente el resultado de la operacién como
respuesta al problema. En cambio, los problemas mas desafiantes deben resolverse a
través del denominado ‘modo genuino’, en el que la eleccion de la operacion se sustenta
en el razonamiento acerca de la situacion descrita en el problema (Verschaffel et al., 2000)
y de la estructura matematica subyacente. Es ese razonamiento el que permite deducir
qué operacion u operaciones son necesarias para resolver el problema (Riley y Greeno,

1988; Verschaffel et al., 2000; Xin, 2007), y el que deberia promover el profesorado para



ensefar al alumnado a resolver cualquier tipo de problema a través de la construccion de
significados (p.e., justificando y generalizando, ver Hanna, 2020 y Melhuish et al., 2020),
animando y ayudando al alumnado a realizar y comunicar esos razonamientos (Herbert y

Williams, 2023).

Cuando el profesorado, al resolver problemas con su alumnado, pone el foco del proceso
de resolucion en unas determinadas fases y no en otras, estan promoviendo uno de los dos
modos de resolucion descritos por Verschaffel et al. (2000): superficial o genuino. A pesar
de que la préctica educativa que promueve el profesorado al resolver problemas con su
alumnado determina el modo en que este aprende (Baumert et al., 2010; Charalambous
et al., 2020; Kelcey et al., 2019; Siswono et al., 2017), los estudios que han analizado
cémo se promueve la resolucion de problemas en las clases de matematicas son escasos.
Los resultados de esos estudios indican que el profesorado suele centrar su atencion en
los aspectos estrictamente matematicos del problema, dificultando la resolucion a través
de la comprensién (Chapman, 2006), y que este comportamiento se produce al resolver
tanto problemas estereotipados, que pueden resolverse de manera superficial (Depaepe et
al., 2010), como no estereotipados. En este sentido, Rosales et al. (2012) analizaron cdmo
once profesores de Primaria resolvian con su alumnado problemas semantico-
matematicamente desafiantes que incluian ayudas al razonamiento matematico y
situacional, y obtuvieron resultados muy similares a los hallados por Depaepe et al. (2010)
con problemas estereotipados, sugiriendo que este comportamiento no se debia al tipo de
problema que se resuelve, sino que podria deberse a las limitaciones en el conocimiento
para la ensefianza de la resolucion de problemas del profesorado. Esta conclusion es
compatible con los resultados de algunos autores, que encontraron evidencias de que el
nivel de este tipo de conocimiento que posee el profesorado suele ser bajo (Carpenter et

al., 1988; Csikos y Szitanyi, 2020; Siswono et al., 2017).



Algunos estudios han mostrado que el conocimiento pedagdgico del contenido del
profesorado se vincula de manera positiva y fuerte con la calidad de su préctica educativa,
y que esta vinculacién estd moderada por algunos elementos implicados en las practicas
educativas, como los libros de texto o los materiales manipulativos. Estos estudios, en su
mayoria cualitativos, se han centrado en contenidos matematicos generales (Hill et al.,
2008; Hill y Charalambous, 2012a), o en contenidos concretos como las operaciones con
ndmeros enteros (Charalambous et al., 2012), la comparacién de ratios (Hill y
Charalambous, 2012b), las fracciones (Getenet y Callingham, 2021; Koopman et al.,
2019) o el aprendizaje de los primeros aspectos algebraicos en Infantil (Mufioz-Catalan

etal., 2022).

Sin embargo, no se conocen estudios que hayan analizado la relacion entre el
conocimiento para la ensefianza de la resolucion de problemas del profesorado relativo a
la resolucion de problemas aritméticos verbales y su préctica educativa al resolver con su
alumnado este tipo de problemas. Por ello, con el presente estudio se pretende alcanzar
dos objetivos. En primer lugar, explorar si el conocimiento para la ensefianza de la
resolucion de problemas aritméticos verbales del profesorado, relacionado con dos de sus
componentes mas relevantes (problemas y modelos de resolucion para la ensefianza, ver
Pifieiro et al., 2019) influye en el modo superficial o genuino que promueven durante la
resolucion. Para ello se vincularon esos modos de resolucion a medidas cuantitativas
extraidas de la interaccion entre el profesorado y el alumnado al resolver conjuntamente
el problema. En segundo lugar, se pretende indagar si el profesorado con distinto nivel de
conocimiento para la ensefianza de la resolucion de problemas aritméticos verbales
resuelve de manera diferente problemas de distintos tipos, en relacion con su grado de

desafio y la presencia de ayudas al razonamiento.

Metodologia



Participantes

Se tomd una muestra inicial de 65 profesores del universo formado por el profesorado
espafiol que imparte la materia de matematicas en 6° de Educacién Primaria, en centros
publicos y concertados. La muestra inicial se selecciond mediante un muestreo no
probabilistico por conveniencia. Al profesorado de la muestra se le aplicé una prueba para
evaluar su conocimiento para la ensefianza de la resolucion de problemas aritméticos
verbales, mediante una entrevista semi-estructurada, con el fin de asignarles un perfil de
conocimiento (alto o bajo). Se identificaron Unicamente 4 profesores con un conocimiento
alto, que fueron incluidos en la muestra final. Asimismo, entre el profesorado con un
conocimiento bajo, se seleccionaron 4 al azar. Por tanto, la muestra final la formaron ocho
profesores (cinco mujeres y tres hombres). Este profesorado impartia docencia en centros
urbanos de un nivel socioeconémico medio, tenia una experiencia docente superior a 10
afios (M= 30.6; SD= 4.3), utilizaba el libro de texto como material curricular habitual, y

no habia recibido formacion especifica en resolucién de problemas aritméticos verbales.
Medidas

Se consideraron dos medidas en funcién del conocimiento del profesorado y el tipo de
problema: a) el promedio de ciclos de interaccion que dedicaba cada tipo de profesorado
a la resolucion de cada tipo de problema y b) el promedio de ciclos de interaccion que
dedicaba cada tipo de profesorado a los procesos de seleccion y de razonamiento, en cada

tipo de problema.

Se realizo un andlisis cuantitativo de los datos, a pesar de la reducida muestra, dada la
necesidad de este tipo de trabajos empiricos para comprender la naturaleza del
conocimiento del profesorado y su relacion con las practicas docentes (Charalambous et
al., 2020), y considerando que los estudios cuantitativos tienden a ser méas objetivos e

independientes (Lopez, 2002). Investigaciones recientes reivindican que este tipo de



estudios ayudan, mas especificamente, a explorar el conocimiento pedagdgico del
contenido (Sie y Agyei, 2023) en el caso concreto de la resolucion de problemas (Pifieiro

etal., 2019).
Materiales

Prueba para evaluar el conocimiento para la ensefianza de la resolucion de problemas

aritméticos verbales.

Se adapt6 la prueba de Ramos et al. (2020), que evaluaba de manera inferencial el
conocimiento pedag6gico del contenido del profesorado sobre la resolucién de problemas
aritméticos verbales como tareas escolares (Pifieiro et al., 2019). La prueba permite
evaluar el conocimiento de forma situada y contextualizada, ya que implica a los docentes
en el andlisis de la practica matematica real dirigida a la resolucion de problemas (ver
Charalambous et al., 2020). La prueba estaba estructurada en tres bloques: problema,
modelo de resolucién e interaccién profesorado- alumnado. En cada uno de ellos se
presentaba al profesorado dos opciones: A y B. El profesorado debia elegir, en cada uno
de los tres bloques, la opcidn que consideraba méas adecuada para ensefiar a su alumnado

a resolver problemas razonadamente, y argumentar cada una de sus elecciones.

La opcién A de cada tarea se prestaba a un modo superficial de resolucion que no
favorecia el razonamiento. En el primer bloque (eleccidn del problema), se presentaba un
problema estdndar, semantico-matematicamente no desafiante y sin ayudas en el
enunciado (los mas frecuentes en los libros de texto espafioles, ver Tarraga et al., 2021;
Vicente et al., 2022). En el segundo bloque (modelo de resolucion), se presentaba un
modelo superficial de resolucion, con los siguientes pasos: seleccion de datos, eleccion
de operaciones, ejecucion de operaciones y expresion del resultado (Sanchez y Vicente,
2015). Finalmente, en el tercer blogue (interaccion), se presentaba un ejemplo de

interaccion coherente con el modelo de resolucion superficial. El problema y el modelo



de resolucion se extrajeron de un libro de texto perteneciente a una editorial de uso
frecuente en Espafia, mientras que la interaccion se obtuvo de la muestra disponible de

un estudio previo.

La opcién B de cada tarea se prestaba a un modo genuino de resolucion: presentaba en el
primer blogue un problema reescrito (semantico-mateméticamente desafiante y con
ayudas textuales a la comprension, ver Orrantia et al., 2011); en el segundo bloque, un
modelo de resolucién genuino (seleccién de datos, comprension situacional y matematica,
eleccion de operaciones, ejecucion de operaciones, comprobacion matematica y
situacional, y expresion del resultado); y en el tercer blogue, un ejemplo de interaccién

coherente con el modelo de resolucion genuino.

En funcidn de las opciones elegidas y los argumentos aportados en cada uno de los tres
bloques de la tarea de evaluacidn, cada profesor fue asignado a un perfil de conocimiento.
Inicialmente se establecieron cuatro perfiles de conocimiento: alto (profesorado que
eligié opciones con razonamiento en los tres bloques), medio-alto (profesorado que eligi6
dos opciones con razonamiento), medio-bajo (profesorado que eligié solo una opcion con
razonamiento) y bajo (profesorado que eligié las opciones sin razonamiento en los tres
bloques). Esta distribucion inicial reducia a solo 2 los profesores disponibles en el grupo
de conocimiento alto. Asimismo, un andlisis estadistico exploratorio mostré que el
comportamiento a la hora de resolver problemas del profesorado con conocimiento alto
y medio-alto era similar, y que sucedia lo mismo con el profesorado de conocimiento
medio-bajo y bajo. Por estos motivos, y tal y como se ha hecho en otros estudios previos
(p.e., Zhang, 2022) se establecieron finalmente dos perfiles: profesorado con
conocimiento alto (aquel que, en al menos dos bloques, se decantd por la opcion B y

aporto argumentos coherentes con la decision); y de conocimiento bajo (el resto).

Problemas aritméticos verbales



Cada profesor resolvié cuatro problemas: dos problemas estandar y dos reescritos. Los
dos primeros procedian de los libros de texto, eran seméantico-matematicamente faciles y

no contenian ninguna ayuda al razonamiento. Un ejemplo es el siguiente:

Un hospital tiene 200 habitaciones, el 60% de las habitaciones tienen 2 camas y el resto

una. ¢De cuantas camas dispone el hospital?

Los dos problemas reescritos fueron tomados del trabajo de Orrantia et al. (2011). Eran
semantico-matematicamente dificiles (Riley y Greeno, 1988), de modo que no era posible
resolverlos a traves de estrategias superficiales como la palabra clave (Hegarty et al.,
1995), y contenian ayudas textuales al razonamiento matematico y situacional. Uno de

estos problemas fue el siguiente:

Un pastor tenia un rebafio con 57 ovejas. El pastor queria aumentar el tamafio del
rebafio porque este afio habia buenos pastos. Para ello se fue a una feria de ganado,
decidi6 comprar algunas ovejas y las junté con las que ya tenia. Una tarde el pastor
vio una manada de lobos por la zona, los lobos estaban hambrientos y entonces,
del total de ovejas del rebafio se comieron 11y ahora el rebafio tiene 96. ; Cuéntas

ovejas compro el pastor en la feria?
Procedimiento

El anonimato de los participantes quedd garantizado tras aceptar un consentimiento
informado. Para la evaluacion del conocimiento del profesorado, se realizaron las
entrevistas en momentos en que el profesorado disponia del tiempo necesario para
responder adecuadamente a las cuestiones. Al comienzo de la entrevista se les facilitd un
cuadernillo con los tres blogues de la prueba, dandoles el tiempo que necesitaron para que
los analizaran de uno en uno. El entrevistador anotd las respuestas, animandolos a

argumentar sus decisiones mediante heuristicos minimamente invasivos que permitieron



ampliar o matizar sus razonamientos. Por ejemplo, ante una respuesta escueta, se pregunto
“;Cuales son las razones por los que has elegido...?”. Cuando algin argumento no quedo
claro, se pregunt6: “No estoy seguro de haberte comprendido, ;podrias explicarmelo de
nuevo con otras palabras?”. Finalmente, se solicitaron ejemplos ilustrativos cuando se
estimo necesario. Un ejemplo de argumento del profesorado con conocimiento bajo para
sustentar su eleccion por la opcion A en la primera tarea (problema) fue: “En el segundo
[problema] hay informacion que al alumnado no le interesa, por qué el pastor decidio
aumentar el rebafio, y es obvio que al aumentar el nimero las juntase con las demas”. Un
ejemplo de argumento aportado por el profesorado con conocimiento alto para elegir la
opcion B de la tercera tarea (interaccion) fue: “La interaccion 2 parte de la comprension
de la situacion y a través del razonamiento llega el alumnado a una solucion”. No se
realiz6 un andlisis cualitativo de las entrevistas dado que el objetivo del trabajo no era el
andlisis en profundidad de los argumentos del profesorado, sino comprobar que no
existian incoherencias entre las elecciones que hacia y los argumentos que daba para

sustentarlas.

En relacion con la resolucion de problemas, el profesorado seleccionado resolvié los
cuatro problemas con su alumnado, en dias diferentes, en su horario habitual. Las sesiones
se grabaron en audio (variaron entre 4 minutos y 41 segundos y 13 minutos y 57
segundos). Las grabaciones fueron transcritas y divididas en ciclos de interaccion. Un
ciclo puede definirse como un segmento de interaccion en el que se elabora un contenido
publico (Wells, 1999), es decir, una idea relacionada con el problema o con el propio
proceso de resolucion. Suele comenzar con una pregunta y terminar cuando se responde
esta pregunta, es decir, cuando se alcanza un acuerdo entre el profesorado y el alumnado.
El contenido que se hizo publico en cada ciclo se categoriz6 como seleccién o

razonamiento, de acuerdo con el modelo de resolucion de Verschaffel et al. (2000).



Dentro de la categoria ‘seleccion’ se incluyeron los contenidos publicos en los que se
extraia: a) informacion matematica (datos numéricos, pregunta, palabra clave); b)
informacion situacional (descripcion de personajes, sus intenciones u objetivos); c) la
operacion que resuelve el problema (y su ejecucion), y d) el resultado. En la categoria
‘razonamiento’ se incluyeron los ciclos relacionados con: a) las relaciones matematicas
entre las cantidades; y b) la informacion no matematica que ayuda a comprender las
relaciones entre los conjuntos (p.e., en el ejemplo de problema reescrito, el hambre de los
lobos puede utilizarse para justificar por qué se reduce el tamafio del rebafio de ovejas).

La Tabla 1 muestra un fragmento de una de las interacciones del estudio para ilustrar el

procedimiento de andlisis.

Tabla 1. Ejemplo de andlisis de las interacciones profesorado- alumnado

Ciclo Transcripcion Contenido publico Categoria
P: Ya tenemos una pequefia idea, EI problema habla de Seleccion
podrias decirme, Alma, de qué vael un pastor que tenia 57

< problema, qué es lo que has leido, ovejas, compré ovejas,

3 asi por encima los lobos se comieron

O A: Que un pastor tenia 57 ovejas, 11y ahora hay 96

© compro ovejas, Y vinieron los lobos
y se comieron 11 y ahora tenemos
96.

o P: entonces ¢qué es lo que queriael EI  pastor  queria Seleccidn

@) pastor? aumentar el tamafio

C') A: aumentar el tamario del rebafio  del rebafio

O
P:Y ¢cudl es la pregunta que le hace La pregunta es cuantas Seleccion

© entonces, Irene?, ¢cual es la ovejas compro

o pregunta?

d A: Cuantas ovejas tenia...

) P: Cuéntas ovejas...

A: Compro
P: Compro.
P: Es decir, un pastor tenia un El pastor tenia algunas Razonamiento

~ nimero determinado de ovejas, ovejas, compra mas y

9 compra mas, asi que ahora su su rebafio es mayor

O rebafio es mayor que al principio. que alinicio. Los lobos

© Después vienen unos lobos matana matan algunas y le

ciertas ovejas y le quedan tantas

quedan X, que es un n°




ahora que es un n° diferente al que diferente a las del
tenia al principio, pero ma&s principio, pero mMas
pequefio. pequefio.

Los ciclos referidos al control de la clase y a la reflexion acerca de los procesos méas

generales de la tarea (el 18.5% del total) no fueron analizados.

Para comprobar la fiabilidad del sistema de analisis, cinco jueces independientes y
debidamente familiarizados con el sistema de analisis categorizaron los ciclos de una
sesion al azar, alcanzando un buen grado de acuerdo (x de Cohen entre .80 y .87). Una
vez categorizados todos los ciclos que componian cada una de las sesiones, se calculd el

namero de ciclos de cada categoria.

Se utilizd el estadistico Chi cuadrado, mediante el software SPSS Statistic 26, para
comprobar la significatividad estadistica de las diferencias encontradas en la distribucién
de los ciclos de interaccion analizados (tanto en general como los dedicados a seleccidn
y razonamiento) en funcidn del nivel de conocimiento del profesorado y tipo de problema

resuelto por cada tipo de profesorado.
Resultados

Por conocimiento para la ensefianza de la resolucion de problemas aritméticos

verbales del profesorado

Se encontraron diferencias significativas en la distribucion de los ciclos analizados en
funcion del tipo de conocimiento del profesorado, ¥? (1, N = 352) = 24.04, p < .001. El
profesorado con conocimiento bajo dedico a la resolucion de los problemas un promedio
de ciclos inferior al del profesorado con conocimiento alto (8.13 y 13.88,

respectivamente, ver Tabla 2).



Tabla 2. Media de ciclos dedicados por cada tipo de profesorado de ambos tipos de

conocimiento a cada proceso en cada tipo de problema.

PROBLEMA

Nivel Profesor ESTANDAR

REESCRITO

conocimiento

Seleccion Razonar Seleccion Razonar

1 7.5 0.5 5 1
2 9 0.5 7.5 1
Bajo 3 9 1 5 1
4 9.5 15 5 1
Promedio 8.75 0.88 5.62 1
1 8.5 4 10.5 6.5
2 115 5 8.5 6
Alto 3 9 35 12 7.5
4 6.5 2.5 6 3.5
Promedio  8.875 3.75 9.25 5.88
Promedio total 8.815 2.315 7.44 3.438

Respecto a la distribucion de los ciclos por seleccién y razonamiento (Tabla 2), el

profesorado con conocimiento bajo dedicé una media de 7.19 ciclos a la seleccion y 0.94

al razonamiento, mientras que el de conocimiento alto dedicé un promedio mayor de

ciclos tanto a la seleccion (9.06) como —especialmente— al razonamiento (4.81) que el de

conocimiento bajo. Se encontraron diferencias significativas en la distribucion de ciclos

de seleccion y razonamiento en funcion del tipo de profesorado, y? (1, N = 352) = 22.75

p < .001. Comparaciones de proporciones de columna indicaron que el profesorado con

conocimiento alto dedico una proporcion mayor de ciclos al razonamiento, y el

profesorado con conocimiento bajo, una mayor proporcion de ciclos a la seleccion.

Por conocimiento del profesorado y tipo de problema.



Se encontraron diferencias significativas en la cantidad de ciclos que cada tipo de
profesorado dedicé a resolver cada tipo de problema, ¥* (1, N = 352) = 6.19, p < .02.
Comparaciones de proporciones de columnas indicaron que el profesorado con
conocimiento bajo dedic6 mas ciclos a resolver problemas estandar que reescritos (9.63
y 6.63, respectivamente), mientras que el profesorado con conocimiento alto dedico una
proporcién mayor de ciclos a resolver problemas reescritos que problemas estandar

(15.13 y 12.63, respectivamente, ver Tabla 2).

Respecto a la distribucion de ciclos dedicados a seleccion y razonamiento, el profesorado
con conocimiento bajo incluydé més ciclos de seleccion en los problemas estandar que en
los reescritos, 2 (1, N = 115) = 5.43 p = .02). En los problemas estandar, el profesorado
con conocimiento bajo dedico una media de 8.75 ciclos a seleccion y 0.88 a razonamiento,
frente a los 5.62 ciclos a seleccion y 1 ciclo a razonamiento que le dedicaron a los
problemas reescritos. Por su parte, el profesorado con conocimiento alto incluyé més
ciclos de razonamiento en los problemas reescritos que en los problemas estandar, siendo
esta diferencia marginalmente significativa, y> (1, N = 77) = 3.75 p = .053). Este
profesorado dedico una media de 8.88 ciclos a seleccion y de 3.75 a razonamiento en los
problemas estandar, frente a los 9.25 y 5.88 ciclos a seleccion y razonamiento en los

reescritos (ver Tabla 2).

Finalmente, si nos centramos en los ciclos dedicados a razonamiento, es interesante
sefialar que el profesorado con conocimiento alto dedicé mas ciclos que el profesorado
con conocimiento bajo tanto en los problemas estandar, y? (1, N = 37) = 14.28 p < .001,
como en los reescritos, % (1, N = 55) = 27.66 p < .001. En caso de los problemas estandar,
el razonamiento se dedico a buscar modos alternativos de resolucién o a plantear y

resolver cuestiones diferentes a las inicialmente planteadas. Un ejemplo es el siguiente:

[P: vamos a ver, ¢de qué otra forma podriamos haberlo resuelto?



A: he multiplicado las habitaciones que hay en todo el hospital por 0.6 y 0.4,

y luego ya como en la pizarra.

P: fenomenal porque ya sabéis que el porcentaje se hallaba de muchas
maneras: de forma fraccionaria, de forma decimal, con la misma operacién

del porcentaje...].

Discusion

La relacion entre un elevado conocimiento pedagdgico del contenido y una adecuada
préactica educativa del profesorado ha sido descrita en estudios previos en relacion con
determinados contenidos matematicos, como las operaciones con numeros enteros, la
comparacion de ratios, las fracciones, o los conocimientos precursores del algebra en
Infantil (Charalambous et al., 2012; Getenet y Callingham, 2021; Hill et al., 2008, Hill y
Charalambous, 2012ab; Koopman et al., 2019; Mufioz-Catalan et al., 2022). Aunque no
se conocen evidencias de la existencia de esta relacion en el caso de la resolucion de
problemas aritméticos verbales, si se ha descrito que el profesorado, cuando resuelve este
tipo de problemas con su alumnado, muestra un comportamiento superficial y con escaso
razonamiento (Verschaffel et al., 2000), independientemente de si los problemas que
resuelven son estandar y poco desafiantes (Chapman, 2006; Depaepe et al., 2010) o
reescritos y desafiantes (Rosales et al., 2012). Para comprobar si este comportamiento
estd relacionado con el conocimiento pedagogico del profesorado sobre resolucion de
problemas, en el presente trabajo se plantea un analisis cuantitativo exploratorio con el
objetivo de analizar si el este conocimiento del profesorado influye en el modo en que
resuelve problemas aritméticos verbales con su alumnado, y si el tipo de problemas que

se resuelve modera esa influencia.



Para ello se analiz6 el modo en el que profesorado con distinto nivel (alto y bajo) de
conocimiento para la ensefianza de la resolucion de problemas aritméticos verbales
resolvia dos tipos diferentes de problemas: estdndar (no desafiantes y sin ayudas) y
reescritos (desafiantes y con ayudas al razonamiento). Se partio de una muestra inicial de
65 profesores en ejercicio, cuyo conocimiento se evalué mediante una adaptacion de la
prueba de Ramos et al. (2020). De todos ellos, Gnicamente 4 mostraron un conocimiento
alto, que fueron incluidos en la muestra final junto a otros 4 profesores con nivel bajo
seleccionados aleatoriamente. Se grabo al profesorado mientras resolvia cada uno de los
tipos de problemas (estandar y reescritos). Una vez transcritas las sesiones, se obtuvieron
dos medidas cuantitativas del modo de resolucién de cada tipo de profesorado: media de
ciclos de interaccion dedicados a resolver cada tipo de problemas, segun el tipo de
profesorado; y media de ciclos dedicados a procesos de seleccion y a razonamiento, en

funcion del tipo de profesorado, en cada tipo de problema.

Los resultados de este estudio exploratorio muestran que también en el caso de la
resolucion de problemas aritméticos verbales parece haber un vinculo entre el
conocimiento pedagdgico del profesorado sobre resolucion de problemas y sus practicas
docentes. Mas concretamente, nuestros hallazgos apuntan a que el profesorado con
conocimiento bajo resuelve los problemas de manera superficial, tanto si son desafiantes
y contienen ayudas al razonamiento, como si no son desafiantes y no proporcionan ayudas
al razonamiento; en cambio el profesorado con conocimiento alto resuelve los problemas
de manera genuina, a travées del razonamiento, incluso cuando la tarea no es desafiante y
no incluye ayudas que faciliten ese razonamiento. En este sentido, el profesorado con
conocimiento alto dedicoO més ciclos de interaccion en general y de razonamiento en
particular a resolver los problemas que sus comparieros con conocimiento bajo,

independientemente del tipo de problema que se resolviera.



Ademas, cada tipo de profesorado puso un énfasis especial en la resolucién de aquellos
problemas que les permitian implementar los modos de resolucion con los que estaba mas
familiarizados. En relacién con el profesorado con conocimiento bajo, éste dedico
significativamente menos ciclos a resolver los problemas reescritos. A esto hay que afadir
que, en ambos tipos de problemas, este profesorado dedicé la mayor parte de la
interaccion a los procesos méas béasicos (seleccion); de hecho, el profesorado dedicd
practicamente el mismo ndmero de ciclos al razonamiento para la resolucion de ambos
tipos de problemas. Esto implica dos cosas; en primer lugar, que ambos tipos de
problemas fueron resueltos de manera superficial, (Verschaffel et al., 2000), por ejemplo,
utilizando estrategias como la palabra clave en los problemas estandar (Hegarty et al.,
1995), o seleccionando la informacién y preguntando al alumnado por la operacién que
resuelve el problema, sin hacer un énfasis especial en el razonamiento. Y, en segundo
lugar, que el profesorado con conocimiento bajo, lejos de percibir los problemas
reescritos como una oportunidad para resolver problemas de un modo diferente, actla
como si quisiera terminar la tarea cuanto antes, reflejando la tendencia de este tipo de
profesorado a evitar las tareas que suponen un desafio al alumnado (Lester y Cai, 2016).
Esta idea parece contradecir algunos resultados previos que apuntaban a que un material
complejo pueda compensar la falta de conocimientos del profesorado (Charalambous et
al., 2012), al menos en el caso concreto de la resolucion de problemas aritméticos

verbales.

En cambio, el profesorado con conocimiento alto no solo dedico mas ciclos en general a
resolver ambos tipos de problemas que el profesorado con conocimiento bajo; también
dedicé maés ciclos que ese profesorado al razonamiento al resolver tanto los problemas
estandar como los reescritos. En relacion con los problemas estandar, una interpretacion

cualitativa de esos ciclos permitio identificar que el profesorado con conocimiento alto



dedico ese espacio del discurso a realizar razonamientos adicionales buscando modos
alternativos de resolucion o a plantear y resolver cuestiones diferentes a las inicialmente
planteadas por el problema. En este sentido, buscar otros modos de resolucion (Chapman,
2015) y ser capaz de complementar los problemas de los libros de texto con actividades
instructivas significativas (Hatisary y Erbas, 2017), requiere un elevado conocimiento
para la ensefianza de la resolucion de problemas. Asimismo, al dedicar mas ciclos al
razonamiento en los problemas reescritos que en los problemas estandar, el profesorado
con conocimiento alto demostr6 ser capaz de identificar el nivel de dificultad de los
problemas y la utilidad de las ayudas incluidas en los problemas para ayudar al
razonamiento del alumnado. Cabe recordar que los problemas mas dificiles implican la
puesta en marcha de procesos cognitivos complejos, que van més alla de la mera seleccion

de informacion (Verschaffel et al., 2000).

Tomados en conjunto, los resultados de este estudio nos ayudan a comprender el
comportamiento del profesorado del trabajo de Depaepe et al. (2010) ante problemas
estandar y matizar el comportamiento del profesorado del estudio de Rosales et al. (2012)
ante problemas reescritos. En este ultimo caso, habria sido interesante evaluar el
conocimiento del profesorado de la muestra que, a la luz de los resultados aqui obtenidos,

probablemente hubiera mostrado un conocimiento bajo.

Finamente, el presente trabajo permite extraer otras dos conclusiones. En primer lugar,
nuestros hallazgos invitan a pensar que, si la inmensa mayoria de la muestra inicial de
este estudio mostré un conocimiento bajo aun habiendo sido seleccionada mediante un
muestreo por conveniencia, probablemente en la poblacion general del profesorado de
Educacion Primaria el profesorado con conocimiento bajo sea incluso mayor al
encontrado en esta muestra, lo cual corroboraria los hallazgos previos (Carpenter et al.,

1988; Csikos y Szitanyi, 2020; Siswono et al., 2017). Tal realidad refleja la dificultad



para encontrar profesorado con alto conocimiento que pueda incorporarse a estudios
como el descrito en el presente trabajo y ayuda a entender por qué en este campo de

estudio las muestras de profesorado suelen ser reducidas.

En segundo lugar, es necesario resaltar la utilidad de herramientas de evaluacion como la
empleada en el presente estudio, ya que permiten obtener una informacion real del
conocimiento del profesorado sobre la resolucion de problemas aritméticos verbales al
involucrarle en el analisis de la practica matematica docente real o simulada mediante un
enfoque dinamico y situado (Charalambous et al., 2020). Ademas, este trabajo -uno de
los escasos estudios de estas caracteristicas en nuestro pais- responde a la necesidad
manifiesta de realizar estudios empiricos que ayuden a explorar el conocimiento
pedagogico del contenido (Charalambous et al., 2020; Sie y Agyei, 2023) en resolucion
de problemas (Pifieiro et al., 2019). Investigaciones como la que aqui se ha presentado
permiten desarrollar una vision mas completa de las relaciones entre el conocimiento del
profesorado, la practica docente y el desarrollo de las competencias matematicas

relacionadas con la resolucion de problemas.
Implicaciones educativas

A pesar de ser un estudio exploratorio, los resultados obtenidos sugieren que seria
necesario incrementar el conocimiento para la ensefianza de la resolucién de problemas
aritméticos verbales del profesorado de Educacion Primaria, primero, por el alto
porcentaje de profesorado de la muestra inicial que mostraron un conocimiento bajo; y
segundo, porque el conocimiento del profesorado afecta tanto a lo que ocurre en su aula
como a su desarrollo profesional. El profesorado percibe e interpreta lo que sucede en el
aula a travées de los conocimientos pedagogicos que posee; si estos no son adecuados,
tendran dificultades para realizar los razonamientos necesarios para interpretar lo que

ocurre en el aula y para mejorar su practica educativa (Gegenfurtner et al., 2020). Esta



mejora de la formacién del profesorado deberia incluir, al menos, dos elementos. En
primer lugar, una toma de conciencia por parte del profesorado de su propio nivel de
conocimiento, puesto que, con frecuencia, el profesorado asume que esta proporcionando
al alumnado el modo adecuado de resolver los problemas mediante el razonamiento, pero
lo que ellos identifican como este razonamiento puede, de hecho, no ser lo deseable
(Leung et al., 2023; Melhuish et al., 2020). En este sentido, un andlisis conjunto entre
profesorado e investigadores-formadores de las précticas educativas del profesorado, y
de los conocimientos pedagdgicos que emanan de ellas, podria ser una excelente
herramienta (Mufioz-Cataléan et al., 2022). En segundo lugar, seria recomendable ayudar
al profesorado a tomar conciencia de las limitaciones de los libros de texto que suelen
utilizar en clase ya que, en paises como Espafia, los libros més utilizados en las aulas
podrian estar contribuyendo al bajo conocimiento del profesorado al incluir de manera
casi exclusiva problemas estandar y modelos superficiales de resolucién (Tarraga et al.,
2021; Vicente et al., 2020). Por otra parte, para implementar con fidelidad aquellos libros
y materiales méas eficaces para la ensefianza, el profesorado necesitaria una formacion
profesional continua (Stylianou et al., 2019) y una formacién inicial especifica (Pifieiro

etal., 2022).
Limitaciones y estudios futuros

Los resultados del presente estudio deben ser considerados como un primer acercamiento
al andlisis cuantitativo de la influencia del conocimiento para la ensefianza de la
resolucion de problemas aritmeticos verbales del profesorado de Primaria en su practica
educativa. Dado el sentido de esos resultados, su coherencia y complementariedad con
los estudios cualitativos previos, resultaria muy recomendable realizar estudios
adicionales que, partiendo de muestras aleatorias mayores de profesorado, reportaran

resultados mas validos y fiables. En este mismo sentido, seria interesante contrastar los



conocimientos del profesorado espafiol con el de otros paises como Singapur, cuyo
alumnado parece ser especialmente habil en la resolucion de problemas. Asimismo, seria
conveniente complementar los datos cuantitativos de nuestro estudio con un anélisis
cualitativo de los argumentos proporcionados por el profesorado para justificar sus
elecciones en la tarea de evaluacion de conocimiento. Finalmente, seria interesante
realizar estudios instruccionales sobre resolucion de problemas con profesorado con
conocimiento bajo, con el objetivo de mejorar sus conocimientos pedagdgicos sobre

resolucion de problemas.
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