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Capitulo 1

Relaciones entre conjuntos.

1.1. Relaciones.

Definicién 1. Sea X un conjunto. Una relacién en X es un subconjunto R del producto cartesiano
X x" xX (RC X x. xX).

Definicion 2. Sea X un conjunto. Una relacién binaria en X es un subconjunto R del producto
cartesiano X x X (R C X x X).

En lo que sigue se dira relacién para entender que es una relaciéon binaria.

Definicién 3. Sea X un conjunto y R C X X X una relacién en X, se dice que z € X se relaciona

con y € X y se denota por z Ry si (z,y) € R.
Definicion 4. Sea X un conjunto y R C X x X un relacion en X.
1. Se dice que R es reflexiva si (x,z) € R para todo = € X.
2. Se dice que R es simétrica siV (x,y) € R se verifica que (y,z) € R.
3. Se dice que R es antisimétrica si cuando (z,y) € R e (y,z) € R entonces x = y.

4. Se dice que R es transitiva siV (z,y) € Ry V (y,2) € R se tiene que (z,z) € R.
Definicién 5. Sea X un conjunto y R C X x X una relacién en X.

1. Se dice que R es una relacion de equivalencia si R verifica las propiedades reflexiva,

simétrica y transitiva.

2. Se dice que R es una relacion de orden si R verifica las propiedades reflexiva, antisimétrica

y transitiva.

1.1.1. Representacion de relaciones binarias

Puesto que una relacién binaria en un conjunto X es un subconjunto de R C X x X, ésta se
puede ver como los puntos del plano cartesiano cuyos ejes son el conjunto X. Es decir, mediante
una tabla.

La propiedad reflexiva implica que el conjunto A = {(z,z) | z € X} C R es un subconjunto de
la relacién.

La propiedad simétrica se refleja en la grafica haciéndola simétrica respecto de A.

La propiedad antisimétrica se ve comprobando que no existen puntos pertenecientes a la tabla
simétricos respecto de dicha diagonal.

Para observar si R disfruta de la propiedad transitiva necesitamos hacer uso de la representacion

matricial de las relaciones binarias.



6 B.G.O.

Definicién 6 (matriz de adyacencias). Sea X = {z1,...,2,} un conjunto finito y R C X x X
una relacion en X. Se define la matriz de adyacencias asociada a la relacion R como la matriz

M = (my;), donde m;; = 1 si x; R x; y cero en caso contrario.

Si la relacién R verifica la propiedad reflexiva, la matriz M de adyacencias tendra en la diagonal
principal todos unos. Si es una relacién simétrica, la matriz serd simétrica.

Si R es una relacién antisimétrica, la matriz de adyacencias cumple que si m;; = 1 entonces
mj; = 0.

Para la propiedad transitiva se verifica la siguiente proposicién:
Proposicién 1. Sea X = {x1,...,2,} un conjunto finito, R C X x X una relacion en X, M la

matriz de adyacencias de R y M.M = (n;;) la matriz producto de M por si misma. Entonces R es

transitiva si y solo si la matriz M verifica que n;; # 0 implica my; # 0.

Demostracion. Supongamos que R es transitiva y sea n;; # 0 (recuerda que el ng; = Zl milmlj),
entonces existe un elemento z;, € X tal que z; R x y =1 R x; por la propia definicién de M?2. Ya
que R es transitiva, se concluye que x; Rx; y por tanto m;; # 0.

Reciprocamente, supongamos que es cierto que si n;; # 0 entonces m;; # 0 y tomemos
xi,x; y xp € X, con i # j # k tal que x; R xp y ) R x;. Estas condiciones significan que
ni; 7 0 y por hipétesis ello implica que m;; # 0. Pero la definicién de matriz de adyacencias esta

ultima condicién es que z; R x;, y se demuestra la transitividad de R. O

Otra forma de representar relaciones binarias de conjuntos finitos es mediante un grafo dirigido
que se tratard con profundidad en el tema siguiente, pero se puede anticipar que los elementos
seran los vértices del grafo y los elementos de la relacién serdn las aristas que unen los vértices

cuya direccién dice que el punto origen estd relacionado con el punto final de la arista.

1.2. Relaciones de equivalencia.

Definiciéon 7. Sea X un conjunto y R C X x X una relacién de equivalencia en X. Sea x € X,

se define la clase de equivalencia de x por la relacién R al conjunto

[z] ={y € X | yRx}

Nota 1. Cuando en un conjunto cualquiera existe un relacién de equivalencia, se suele denotar

por ~ y las clases de un elemento x del conjunto respecto de ella por [z] o por T indistintamente.

Proposicién 2 (Propiedades). Sea X un conjunto y R C X x X una relacidn de equivalencia en
X.

1. Para todo x € X, la clase [x] # () de equivalencia es distinta del conjunto vacio.
2. xRy si y sdlo si [z] = [y].

3. |z] # [y] si y sdlo si [x]N[y] = 0.

4. El conjunto X = Uzex|x] es unidn disjunta de sus clases de equivalencia.

Definicién 8. Sea X un conjunto y R C X x X una relacién de equivalencia en X. Se define el

conjunto cociente X/R por la relacién R al conjunto

X/R = {[z] | = € X}
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1.3. Relaciones de orden.

Definicion 9. Sea X un conjunto y R C X x X una relacién de orden en X, se dice que dos
elementos x,y € X son comparables si (z,y) € R 6 (y,x) € R. Si todos los elementos de R son
comparables se dice la relacién de orden R es de orden total y que el conjunto X estd totalmente
ordenado por R. En otro caso se dird que la relaciéon de orden R es de orden parcial y que el

conjunto X estd parcialmente ordenado por R

Nota 2. Cuando en un conjunto cualquiera existe un relacién de orden, es frecuente ver que la

relacion se denota por < por similitud con la relaciéon binaria de orden usual de los niimeros reales.

Definicién 10 (Elementos caracteristicos de R). Sea X un conjunto y R una relacién de orden
en X.

1. Se dice que z € X es un elemento maximal (andlg. minimal) de X si se verifica que xRz

(andlg. zRx) implica que = = z.

2. Sea Y C X, se dice que un elemento z € X es un supremo (andlg. infimo) de Y si yRx
(andlg. xRy) para todo y € Y y ademds si existe z € X con la misma propiedad que disfruta

x; es decir, yRz para todo y € Y, entonces xRz (andlg. zRx).
3. Se dice que z € X es un mdximo (anilg. minimo) de X si yRx para todo y € X.

Las relaciones de orden poseen una forma particular de representacién que es el diagrama de
Hasse, cuando el conjunto es finito. Esta es la forma mas reducida de dibujarlo como grafo. Las
propiedades reflexiva y transitiva no se dibujan, lo que significa que cada vértice se da por supuesto
que estd relacionado con él mismo y que si (a,b) y (b, c) son aristas del grafo, también lo es (a, ¢)
aunque no se dibuje. Por ultimo, se elige un distribucién vertical en lugar de usar aristas dirigidas

(flechas) en el sentido de que si a estd por debajo de b unido por una arista, quiere decir que aRb.

Lema 1. Sea (X, R) un conjunto finito parcialmente ordenado por R, entonces existe un elemento

minimal.

Demostracion. Sea x1 € X un elemento cualquiera del conjunto X. Si z; es un elemento minimal
hemos terminado y se verifica el lema, en caso contrario existe un elemento zo € X tal que xo Rz
con To # x1. De nuevo, si o es minimal hemos terminado y en caso contrario existe z3 € X
tal que zgRzo y x3 # 2. Como el conjunto es finito, este proceso terminard dando un elemento

minimal. O

Algoritmo de construccién de un orden total T que contenga a un orden parcial dado
R
Partimos de X y elegimos un elemento minimal x;. En el paso siguiente se considera el conjunto
X — {z1} y la relacién de orden parcial inducida en él. Se repite el proceso eligiendo un nuevo
elemento minimal x5. Se sigue el proceso hasta que no queden elementos en X y el orden total es
el dado por
1 TxsT -+ T xy.

1.4. Clausura reflexiva, simétrica y transitiva.

Se puede presentar el problema de encontrar, dado un conjunto X y una relacién R en él, la
minima relacién con ciertas condiciones que contiene a R (en el sentido del menor subconjunto de

X x X que contiene a R).
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Definicién 11. Sea X un conjunto finito y R una relacién en él. Se define la clausura transitiva
(resp. simétrica, reflexiva) al minimo conjunto C; C X x X (resp. Cs, resp. C,) tal que R C C}
(resp. R C Cs, R C C;) y la relacién que define C; (resp. Cy, C,.) sea transitiva (resp. simétrica,

resp. reflexiva).

reflexiva C, = RUA(X), donde A(X) = {(z,z) | € X}. Y la matriz de adyacencias de la
nueva relacion tiene en la diagonal principal todos unos.

simétrica Cs; = RU S(X), donde S(X) = {(y,2) | (z,y) C R}. Y la matriz de adyacencias de
la nueva relacién es simétrica y se obtiene sumandole a la matriz de adyacencia M de R la matriz
Mt

transitiva La clausura transitiva tiene un cémputo un poco més complicado y hay que tener

en cuenta los siguiente lemas.

Lema 2. Sea X un conjunto y R una relacion en él. Si x,y € X y existen x1,...,z, € X tales

que los pares (x,21),...,(Tn,y) € R, entonces el par (x,y) pertenece a la clausura transitiva.

Demostracion. La demostracion se hace por induccién sobre el niimero n igual al nimero de puntos
que se necesitan para ir de x a y. Si n = 0, entonces (x,y) € R C C; y no hay nada que demostrar.
Sieln=1, (z,z1) € Ry (z1,y) € R, luego (z,y) € C,.

Supongamos que es cierto el lema cuando son necesarios los n — 1 puntos x1,...,z,-1 de X
para salir de z y llegar a y. Por hip6tesis de induccién, (z,x;) € Cy v (z;-1,%;) € Cy para todo

1 <i < n, pero como ademds (x,,y) € R se puede concluir que (z,y) € C;. O

Lema 3. Sea X un conjunto y R una relacion en él. Si la relacion R verifica que para x,y € X,
existen x1,...,T, € X tales que los pares (x,x1),...,(Tn,y) € R, entonces el par (z,y) € R, se

verifica que R es transitiva.

Demostracion. En particular, para n = 1, si z,y,21 € X y (z,21) € Ry (z1,y) € R, luego
(z,y) € Ry la relacién es transitiva.
O

Por tanto la clausura transitiva de una relacién R en un conjunto X es:

T ={(z,y) € X x X | existe “un camino” que une ay b}
y donde por camino se entiende que existen elementos x1,...,x, del conjunto X tales que
(z,21) € R, (x1,22) € R, ..., (zn,y) € R.

Algoritmo para la clausura transitiva.
Sea X un conjunto y R una relacion definida en él. Sea M una matriz de adyacencias asociada

a R. Para calcular la clausura transitiva se procede como sigue:
» Entrada Matriz M (de dimensién n X n y n el ntimero de elementos de X)
» Parai=2,---,n, M :== M+ M'*

» Salida M¢, es la matriz que tiene un 1 donde M tiene una entrada no nula y un 0 donde M

tiene una entrada nula y es la matriz de una relacién Cy que es transitiva y contiene a R.



Capitulo 2

Teoria de Grafos

2.1. Grafos simples, multigrafos y digrafos.
Los grafos son una reunién finita de vértices y aristas que unen estos. Dependiendo de como
son las aristas hay distintos tipos de grafos.

Definicién 12. Un par G = (V, A) es un grafo simple si V es un conjunto finito de vértices y A

un conjunto de pares no ordenados de vértices distintos llamados aristas no dirigidos.
A C S?V — A(V) = {parejas no ordenadas de elementos distintos de V'}

Definicién 13. Un par G = (V, A) es un grafo dirigido simple si V es un conjunto finito de vértices

y A, las aristas dirigidos, un conjunto de pares ordenados de vértices distintos.
ACV xV —{(a,a)|aeV}

Como se observa de la definiciones, no se esta permitiendo que estos grafos tengan varias aristas

uniendo los mismo vértices (multigrafo) ni aristas que salgan y lleguen al mismo vértice

Definicién 14. Un par G = (V, A) es un multigrafo si V = {a1,...,a,} es un conjunto finito de

vértices y A es una familia finita de pares no ordenados de vértices.

AC {{ai7aj} | 1,] € {1,,77,}}
Definicién 15. Sea G = (V, A) un multigrafo, a las aristas de la forma {a,a} con a € V se les

denomina lazos.

Notese que la diferencia entre un multigrafo y un grafo simple es que el segundo no posee lazos
ademads el hecho de que las aristas formen un conjunto y no solo un familia quiere decir que no

existen repeticiones y asi no hay varias aristas con los mismos vértices.

Definicién 16. Un par G = (V, A) es un multidigrafo si V.= {as,...,a,} es un conjunto finito

de vértices y A es una familia finita de pares ordenados de vértices.
AcC {(ai,a;) |i,5€{1,...,n}}

En general, cuando se habla de que G = (V, A) es un grafo, se considera en sentido amplio y

puede tanto ser dirigido o no, con lazos o sin lazos y con aristas multiples o no.
Definicién 17. Sea G = (V, A) un grafo.

1. Se dice que dos vértices a,b € V son adyacentes si {a,b} € A existe una arista que los une.
Se dice que la arista conecta a a y a b, que incide con ellos y que estos son los extremos de

la arista {a, b}.
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2. Se denomina grado de a € V (gr(a)) al nimero de aristas que inciden en a. (Un lazo aporta
dos unidades al grado de un vértice). Si un vértice tiene grado cero se dice que es un vértice

aislado.

3. Si G = (V,A) es un grafo dirigido y (a,b) € A una arista de él, se dice que a es el vértice
inicial y b el vértice final de dicha arista. Se habla del grado de entrada (gr~ (a)) del vértice
a 'y es el numero de aristas que tienen a a como vértice inicial y del grado de salida (gr+(a))

del vértice a y es el nimero de aristas que tiene a a como vértice final.

Teorema 1. Sea G = (V, A) un grafo no dirigido, entonces
Tvevgr(v) = 2|4|

Demostracion. Cada arista aporta dos unidades a la suma de los grados de los vértices de G, puesto

que es incidente exactamente con dos vértices. O
Corolario 1. Todo grafo G = (V, A) tiene un nidmero par de vértices de grado impar.

Demostracion. Se tiene que 2|A| = ey gr(v) = Epevy g7(v) +Zpev, g7 (v), donde Vi es el conjunto

de vértices de G de grado par y V5 es el conjunto de vértices de grado impar. O

Nota 3. Un lazo aporta dos unidades al grado del vértice sobre el que esta, si el grafo es dirigido,

una de salida y una de entrada.

Teorema 2. Sea G = (V, A) un grafo dirigido, entonces

Al = Soevgr’ (v) = Svevgr™ (v)

2.1.1. Representacion de grafos.

Ya se introdujo en las relaciones como éstas podian ser representadas mediante grafos. La
manera mas comun de dibujar grafos es mediante puntos y segmentos, dirigidos o no, que en el
caso de las relaciones los puntos son los elementos del conjunto y las aristas las relaciones que
existen entre ellos.

Dependiendo de las necesidades de cada caso, los grafos pueden se dados mediante matrices de

la siguiente manera.

Definicién 18. Sea G = (V = {v1,...,v,}, A) un grafo simple, se llama matriz de adyacencias
del grafo G a la matriz M = (a;;) € Mat,«,({0,1}, donde a;; = 1 si existe una arista que une el

vértice v; al vértice v;; es decir si {v;,v;} € A. Y a;; es cero en caso contrario.

Definicién 19. Sea G = (V = {v1,...,v,}, A) un grafo cualquiera, se llama matriz de adya-
cencias del grafo G a la matriz M = (a;;) € Matp,xn(Z), donde a;; = ndmero de aristas que
conectan el vértice v; con el vértice v;. Si es dirigido, se pondra el nimero de aristas que salen de

v; y llegan a v;.

2.2. Isomorfismo y conexion de grafos.

2.2.1. Algunas definiciones.

Sea G = (V, A) un grafo con V un conjunto finito.

Definicién 20. Se dice que entre los vértices v € V y v/ € V existe un camino de longitud n

en G, si los vértices vy, ...,v,_1 € V verifican que:
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= Si G es dirigido, las aristas (v,v1),..., (vh—1,?’) € A son del grafo.
= Si G no es dirigido, las aristas {v,v1},...,{v,—1,v'} € A son del grafo.

Definiciéon 21. Se dice que un camino en G es un camino simple si no se repiten los vértices

por los que pasa.

Definicién 22. Se dice que un camino simple en G es un ciclo si es un camino que sale y llega al

mismo vértice.

Definiciéon 23. Se dice que un camino en G es un recorrido si no se repiten las arista por las

que pasa.

Definiciéon 24. Se dice que un camino en G es un circuito si es un recorrido que empieza y

termina en el mismo vértice.

Definicién 25. Sea G = (V, A) un grafo no dirigido, se dice que G es el grafo completo K,, de

n vértices si Vv € V es adyacente con todo el resto de los vértices de V.

Definicién 26. Sea G = (V, A) un grafo no dirigido, se dice que G es un grafo bipartido si
V =V1[] Va, donde V; y V5 son dos conjuntos no vacios y disjuntos y el grafo G consiste en aristas

que conectan vértices de V; con vértices de V5.

Definicién 27. Sea G = (V, A) un grafo no dirigido, se dice que es el grafo bipartido completo
Ky m de n+m vértices, si V = V1 [ [V con Card(V1) = ny Card(Va) = m, es un grafo bipartido

y ademas todo vértice de V; estd conectado con todos los vértices de V5.

2.2.2. Isomorfismo de grafos.

Definicién 28. Sean G = (V, A) y G’ = (V', A’) dos grafos, se dice que son isomorfos si existe
una funcién biyectiva f : V' — V' tal que {v1,v2} € A siy sélosi {f(v1), f(ve)} € A". De la funcién

f se dice que es un isomorfismo de grafos.

Una consecuencia inmediata de la definicién de isomorfismo de grafos es que dos grafos isomorfos
tienen el mismo ntimero de vértices y de aristas y que ademas los grados de los vértices coinciden

en ambos.

Definicién 29. Sea G = (V, A) un grafo no dirigido es conexo si V v,v" € V existe un camino

entre v y v'.

Cuando el grafo G no es conexo se puede representar como unién disjunta de grafos conexos
G =11, Gi. A los grafos G; se les llama componentes conexas de G.

Definicién 30. Sea G = (V, A) un grafo simple, se dice que un subgrafo G' = (V',; A’) de G;
(es decir, V.C V' y A C A’) es una componente conexa de G si es conexo y contiene todas

las aristas de G que inciden con vértices de G’; es decir {v,u} € Ay v € V' entonces u € V' y
{v,u} € A’

Nota 4. Dos grafos isomorfos tienen el mismo niimero de componentes conexas.

Teorema 3. Sea G = (V, A) un grafo conexo no dirigido, entonces para cualquier par de vértices

de G existe un camino simple que los une.

Demostracion. Sean v,u € V 'y v = v1,...,v, = u un camino entre v y u de la menor longi-
tud posible. Por reduccién al absurdo, si existen i < j € {1,...n} tales que v; = v;, entonces
UV, V1.0, Vi—1,V5,Vjq1,---,Up €8 Un camino de menor longitud del de partida y que une v y u,
absurdo. O



12 B.G.O.

Definicién 31. Sea G = (V, A) un grafo y sea v € V un vértice en G. Se dice que v es un
vértice de corte si el grafo G’ = (V — {v}, A — {todas las aristas incidentes con V'}) tiene més

componentes conexas que G.

Definicién 32. Sea G = (V, A) un grafo y sean {vi,v2} € A una arista de G. Se dice que {v1,v2}

es una arista de corte si el grafo G' = (V, A — {v1,v2}) tiene mds componentes conexas que G.

Nota 5. Dos grafos isomorfos tienen el mismo nimero de vértices y aristas de corte asi como los

mismo subgrafos.

2.3. Grafos eulerianos y hamiltonianos.

Definiciéon 33. Se dice que un camino en G es un recorrido euleriano si es un recorrido que

pasa por todas las aristas del grafo.

Definicién 34. Se dice que un camino en G es un circuito euleriano si es un circuito que pasa

por todas las aristas de G.

Definicién 35 (Grafos eulerianos). Se dice que un grafo no dirigido es euleriano si contiene un

circuito euleriano.

Teorema 4. Sea G = (V, A) un grafo no dirigido, G es un grafo euleriano si y sdlo si las aristas

estdan en la misma componente conexa y el grado de todos los vértices es par.

Demostracion. La condicién suficiente es clara, pues si existe un circuito euleriano todas las aristas
estan conectadas y por tanto en la misma componente conexa. Ademas, los vértices tiene grado
par puesto que el circuito al pasar por un vértice lo hace con una arista para entrar y otra para
salir.

Para ver el reciproco, se construye el siguiente algoritmo.

Se puede suponer sin pérdida de generalidad que el grafo G es conexo y sin lazos ya que por
hipétesis todas las aristas estan en la misma componente conexa. En cuanto a los lazos, no ofrecen

dificultad a la hora encontrar un circuito euleriano.

Algoritmo de borrado.

Entrada G = (V, A), C = (Vo, Ac) C circuito de G

w Ay = A— Ac vy Viisiados son los vértices aislados de (V, Ay)
» Vi =V = Vaisiados

» Salida (Vy, Agn)

Nota 6. El grafo (Vg, Ag) es del mismo tipo que G, grafo no dirigido conexo y sin lazos y con el

grado de todos los vértices un nimero par.

Algoritmo de insertado (C,C").

» Entrada G = (V, A) grafo, C'y C’ circuito de G tales que C’ empieza en un vértice interior

de C.

C:=v1,...,0,01yC':=u1 = U5, ..., Un, U1

Vi=wvg,.. . 05U, oy Uy, Viy Vit 1,y - -+, Up, U1
s A =0

e parai=1hastan+m+1
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. I
[ ] A = A U {{'Ui, 'Ui_l,.l méd m+n}}, méd m + n significa que los subindices no mayores ni de m ni de n; es decir,

los vértices son los extremos de las aristas de V, renombrando los vértices de V i= vy ... vy 4 v1-

L] Salida ({V}, A/), Por {V} se quiere expresar el conjunto que forman los vértices por donde pasa el circuito.
Algoritmo de bisqueda de un circuito euleriano.

» Entrada G = (V, A) grafo sin lazos y conexo

» C := circuito de G. (*)

» H=(Vyg,Apn) = Borrado(C,G)

» mientras Vg # 00

e (' cualquier circuito de H con origen en un vértice interior de C
e H := Borrado(C’, H)
e C := Insertado(C’,C)

= Salida C

(*) Un circuito C partiendo de cualquier vértice v € G existe siempre porque el grafo es conexo y
todos sus vértices tienen grado par, ya que al tomar un recorrido de longitud méxima desde v si
no es circuito, entonces existe algin vértice no contenido en el camino (grado par) que contradice

la maximalidad del camino. O

Proposicién 3. Sea G = (V, A) un grafo no dirigido con todas las aristas contenidas en la misma
componente conexa, G posee un recorrido euleriano si y solo si todos los vértices tienen grado par

excepto exactamente dos con grado impar.

Demostracidn. Basta observar que G = (V, A) admite un recorrido euleriano, v, vy,...,v,, v, siy
sélo si G = (VU{u}, AU {u,v} U{v',u}), donde u es un vértice nuevo no contenido en G, admite

un circuito euleriano. O

Otra férmula para encontrar un circuito euleriano en un grafo euleriano es mediante el algoritmo

de Fleury que se basa en recorrer las aristas arbitrariamente siguiendo las propiedades siguientes:
i. Se borran las aristas a medida que son atravesadas
ii. Solo se recorre una arista de corte si no queda otra alternativa
Algoritmo de Fleury
1. Entrada G = (V, A) Grafo euleriano o con recorrido euleriano.
2. Se empieza en u € V tal que gr(u) = 2k + 1. Si no hay, en cualquier vértice. C':=u
3. Si gr(u) = 0 parar.
4. Si gr(u) =1 con a = {u,v},
o G=(V,A):=(V —u,A—{a}), hacer C := Cav. Ir al paso siguiente.
Si gr(u) > 1 elegir una arista a = {u, v}, cuya eliminacién no desconecte el multigrafo.
e G=(V,A):=(V,A—{a}) y hacer C = Cav. Ir al paso siguiente.

5. Reemplazar u por v y volver al paso tres.
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Definicién 36. Se dice que un camino en G es un ciclo hamiltoniano si es un ciclo que pasa

por todos los vértices del grafo.

Definicién 37 (Grafos hamiltonianos). Sea G = (V, A) un grafo no dirigido, se dice que G es un

grafo hamiltoniano si contiene un ciclo hamiltoniano.

No existen caracterizaciones de los grafos hamiltonianos. Es claro que en todo grafo hamilto-
niano cada vértice tiene grado mayor o igual a dos, pero no es una condicién suficiente. A pesar

de todo se tiene los siguientes resultados.

Teorema 5. Sea un grafo G = (V, A) con el nimero de vértices = n > 3. Si el grafo verifica

alguna de las condiciones siguiente, entonces es Hamiltoniano.

i. [Teorema de Ore] La suma de los grados de cualquier par de vértices no adyacentes es

mayor o igual que n.
it. [Dirac] El gr(u) > n/2 para todo u € V.
iti. El nimero de aristas |A| > w +2.
Por otra parte, Proposiciones que permiten asegurar que ciertos grafos no son hamiltonianos:

Proposicién 4. Sea G = (VA) un grafo simple y conexo y |V| > 3. Si es hamiltoniano, entonces
para cada subconjunto U C V el grado obtenido al eliminar de V' los vértices de U y las aristas

incidentes con dichos vértices tiene a lo sumo |U| componente conexas.

Demostracion. Si el grafo G es hamiltoniano, entonces contiene un ciclo hamiltoniano
a,V1,02," " ,Unp—-1,0.

Sea H el grafo formado por los vértices y aristas del ciclo anterior, y sea U C V. (Obsérvese que
los vértices de H son los mismos que los del grafo original G). Sea k el ndmero de componentes
conexas del grafo (V —U, E’) donde E’ es el subconjunto de aristas de G caracterizado por el hecho
de que sus extremos pertenecen a V — U, y sea k' el nimero de componentes conexas del subgrafo
de H obtenido al eliminar de H los vértices pertenecientes a U junto con las aristas incidentes con
ellos. Evidentemente, k < k’. Puesto que el grafo H se puede representar como un ciclo, es obvio
que al eliminar un punto (y las aristas incidentes con él) el nuevo grafo asi obtenido es conexo
(es decir, tiene una unica componente conexa), al eliminar dos puntos (y las aristas incidentes con
ellos) el nuevo grafo asf obtenido tiene como mucho dos componentes conexas y asi sucesivamente.
En general si quitamos p vértices (junto con sus aristas incidentes) obtenemos un grafo con, a lo

sumo, p componentes conexas. Por consiguiente k < k' < p =|U]. O

2.4. Grafos etiquetados.

Definicién 38. Sea G = (V, A) un grafo simple, se dice que es un grafo etiquetado si existe
una funcién d : A — R que asigna a cada arista una etiqueta. Este tipo de grafos se denotan por
G=(V,Ad)

Con esta clase de grafos se puede resolver el problema de la bisqueda del camino mas corto
entre dos vértices.

Algoritmo de Dijkstra.
» Entrada: G = (V,A,d) v,ueV

» L(u):=0; L(x) := oo para todo = # u; T := ()
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» mientrasv eV —1T.

e r:=adondea €V —Ty L(a) es minimo; T :=T U {x}
e parayeV —-T
o si L(z) + d({=,y}) < L(y), entonces
o L(y) := L(z) + d({z,y})
o fly) ==

» Salida: L(v) es la longitud del camino minimo y (v, f(v), f(f(v)),...,u) es el camino minimo

de v a u.

2.5. Arboles.

Definicién 39. Sea G = (V, A) un grafo simple y no dirigido, se dice que es un arbol si es conexo

y sin ciclos.

Proposicién 5. Sea G = (V, A) un grafo simple y no dirigido. G es un drbol si y sdlo si para todo

u,v € V existe un unico camino simple que une u y v.

Demostracion. La implicacién directa es facil. Por ser conexo existe un camino simple entre dos
cualesquiera de los vértices de V, ver proposicién (3). Veamos que es unico. Sean u,v € V dos
vértices del drbol y supongamos que existen C = u = uy,...,up = vy ' =u =wvg,...,0m = v
dos caminos distintos en G y sea n < m. Sea i € {1,...,n} el minimo subindice tal que u; # v; y
ademds existen j; > iy jo > ¢ (ambos caminos terminan en v por tanto como maximo j; = jo > @

tales que uj, = vj,. Por tanto un ciclo es
1
C" = U1, Uiy Ui 15+ 5 Ujy = Vo, Vjy 1y e e, Vi1 = Ui

Reciprocamente, la conexion se sigue de que entre cualquier par de vértices de G existe un
camino simple que los une. Y la no existencia de un ciclo C' contenido en G se sigue de que
en caso contrario tomando un par vértices cualesquiera de C, resultan (utilizando dicho ciclo)

inmediatamente dos caminos simple que unen esos dos vértices. O

Definicién 40. Sea G = (V, A) un drbol, se dice que es un arbol con raiz si existe un vértice
r distinguido al que se le llama raiz. Se suele dibujar el grafo con la raiz en la parte superior y
esta eleccién determina una direccién (alejarse de la raiz) en el grafo. Asi, se dice que se alcanza u

desde v si partiendo de uno se llega al otro vértice en la direccién que infiere la raiz.
Definicién 41. Sea T = (G, r) un drbol con raiz.

i. Se dice que u € T — {r} es padre de v € V si existe una arista entre u y v y se alcanza v

desde u. Entonces, v es un hijo de u.

ii. Los antecesores de un vértice v son el resto de los vértices que se encuentran en el camino
que une v con la raiz r. Es decir, todo vértice alcanzable desde v es un descendiente suyo.

Asi mismo, se dice que v es un descendientes de todos sus antecesores.

iii. Se denominan hojas o vértices colgantes o terminales a los vértices de G distintos de r que

tienen grado 1.

iv. Se denomina profundidad de u € G a la longitud del camino que une u con la raiz r. Y

altura a la mayor profundidad del vértice raiz r.

v. Se llaman vértices internos a todos los que no son hojas.
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vi. La raiz esta a nivel cero y las hojas que dan las altura a nivel maximo.
Definicién 42. Sea T = (G, r) un drbol con raiz.

i. Se denomina subdrbol con raiz v si se toma el vértice v y todos sus descendiente asi como

las aristas que unen este con sus descendientes.

ii. Se dice que T'= (G, r) es un arbol con raiz m-ario si todos sus vértices tienen a lo sumo m
hijos. Si ocurre que todos los vértices salvo las hojas tienen exactamente m hijos se dice que

el drbol con raiz es m-ario completo. Si m = 2 se denominan arboles binarios
Proposiciéon 6. Un drbol con n vértices tiene n — 1 aristas.

Demostracion. Sea T = (V, A) un arbol con n vértices y témese un vértice r de T' como raiz. Se
define la funcién A — V — {r} como aquella que asigna a cada arista el vértice final considerando
el sentido que define la eleccién de un vértice como raiz. La funcién es biyectiva y eso demuestra
que |V —1=|A4|. O

Proposicién 7. Cualquier grafo conexo (respect. sin ciclos) con n vértices y n — 1 aristas es un

drbol.

2.5.1. Arboles de biisqueda binarios.

Algoritmo de busqueda binaria. Resuelve problemas del tipo:

“Ordenar totalmente una serie de datos para una facil localizacién”

Proposicion 8. Sea (T,r) un drbol binario. Este define una relacion binaria de orden total de la
siguiente manera: “v € V es mayor que todos sus descendientes de la izquierda y menor que sus

descendientes de la derecha.”
Reciprocamente,

Proposicion 9. Sea X un conjunto y R una relacion de orden total en X. Entonces se puede
construir un drbol binario iterativamente. Se coloca el primer vértice que se convertird en la raiz r
del arbol. El siguiente punto de X serd el vértice hijo de r de la izquierda si es menor que v y de la
derecha si es mayor. Los siguientes puntos de X se colocan en el drbol comenzando de nuevo por
la raiz y moviéndose a la derecha si es mayor y a la izquierda si es menor. Si en algin momento
no existiese un hijo con quien comparar, el nuevo punto se convertiria en ese hijo. Finalmente se

puede elegir otro elemento raiz si el drbol no tiene las ramas con una longitud similar.

2.5.2. Arboles de decisién.

Otra aplicacién de los drboles con raiz es la solucién de problemas del tipo modelizar la toma de
decisiones. Cada vértice interno corresponde a una decision y el subarbol colgado de €l corresponde a
las soluciones alternativas posibles. Las diferentes maneras de resolver el problema se corresponden

con los caminos que permiten recorrer el arbol desde la raiz a las hojas.

2.5.3. Arboles generadores.
Sea G = (V, A) un grafo simple.

Definiciéon 43. Un subgrafo generador es un subgrafo de G que contiene todos los vértices de

G.

Definicién 44. Sea G’ = (V, A’) un subgrafo generador de G. Se dice que G’ es un subérbol

generador si es un arbol.
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Proposicién 10. Sea G = (V, A) un grafo simple. Eziste un subdrbol generador de G si y sdlo si

G es conexo.

Demostracion. La implicacién directa es clara por un arbol generador es un grafo conexo.
La forma de construir un arbol generador a partir de un grafo conexo es iterativamente localizar
un ciclo en G y eliminar una arista. Siguiendo este proceso se eliminan uno a uno los ciclos de G

y se preserva la conexién. O

La localizacién de ciclos en grafos conexos que los tienen no siempre es facil, de modo que otro
método de demostrar la proposicion anterior, es fijar un vértice arbitrario v e ir anadiéndole aristas
y vértices convenientemente y “conexamente”. Se describen a continuacion dos formas de realizar
esto.
bisqueda en amplitud. Se trata de recorrer todos los vértices adyacentes a v y las aristas
correspondientes. Se repite el proceso con los vértices acabados de anadir y asi sucesivamente

hasta que se recorran todos los vértices de G.

Algoritmo de biisqueda de amplitud

» Entrada: G = ({u = vg,v1,...,0,}, A) grafo conexo, u € V vértice inicial. V' :=(§; A’ := ()
C:0={u}.
» V= {u}, V:=V — {u}. Mientras V sea distinto del vacio.

e i = 0, S :=conjunto de vértices adyacente a v; para algin vértice de V’. Si no es
vaclo, j = 1,...4(i), y los elementos de S se numeran con u; Entonces j := j + 1,
Vi=Vin{ul}, A= A0 {ui, i}y C = Cuy, V=V — {u; ).

e Si S = () se termina.

o j:=7+4+1

» Salida C camino que recorre todos los vértices de Gy G’ = (V', A") drbol generador de G.

bisqueda en profundidad. Ahora se anade a v una sola arista incidente y el extremo a ésta. Se

hace lo mismo con el dltimo extremo anadido y se continiia asi hasta terminar con los vértices.

Algoritmo de biusqueda de profundidad

» Entrada: G = (V, A) grafo conexo, u € V vértice inicial.
n VI = {’LL}, Vi=V- {'U,}, A= (Z)

e mientras V no esté vacio, no parar.

e Si u tiene vértices adyacentes, se afiade uno, uy € V. —V’ a V'’ y la arista que los une a

A’y C :=uuy y se considera u; como nuevo vértice en busca de adyacentes.

e Si no hay vértices adyacente, se vuelve al padre del dltimo vértice anadido y se repite

el proceso.

= Salida C es el camino por bisqueda de profundidad y G’ = (V’/, A’) es un arbol generador
de G.

Definicién 45. Sea G = (V| A, d) un grafo etiquetado y conexo. Un drbol generador en G es un

arbol generador minimo si la suma de sus aristas es la mas pequena posible.

Existen dos algoritmos principalmente para calcular arboles generadores minimos.

Algoritmo de Prim.
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» Entrada: G = (V,A); u € V; V(T) :={u}; A(T) =10
» mientras V(T) £V

e Anadir a A(T) una de las aristas de menor peso incidente con un vértice de V(T) (y

s6lo uno) y anadir su extremo a V(T') (sin formar ciclos).
» Salida: (V(T)), A(T))
Algoritmo de Kruskal.
» Entrada: G = (V,A); u e V; V(T) :={u}; A(T):=0
» mientras V(T) #V y |[A(T)| # |V| -1

e Anadir a A(T) las aristas (una a una) de menor peso siempre que no forme un ciclo con

las aristas de A(T") y anadir sus extremos a V(T

» Salida: (V(T), A(T))

2.6. Coloracion de grafos.

Definicién 46. Sea G = (V, A) un grafo, A € Ny X, = {1,...,A}. Una coloracién con \
colores del grafo G es una aplicacién f : V — X, tal que si u,v € V y {u,v} € A, entonces

f(u) # f(v).

Definicién 47. Sea G = (V, A) y A € N, se denota por Pg(\) = [G]x al ntimero de coloraciones

que admite G con A colores.

Proposicién 11. Sea G = (V, A) un grafo, si X varia en N, Pg(\) es un polinomio denominado
polinomio cromatico y como dice la definicion anterior, para cada \ da el nimero de coloraciones

con A colores.

Ejemplo 1. i. Si G tiene n vértices aislados, Pg(\) = A"
ii. Si G = P,, entonces Pg(\) = A\(A—1)""!
ili. Si G = K,, entonces Pg(A\) =A(A—1)--- (A= (n—1))
iv. Si G es un arbol, entonces Pg(\) = A(A — 1)"71
v. Si G = G1 UGy, entonces Pg(A) = Pg, () - Pay (N).

Lema 4. Sea a = {u,v} € A una arista de un grafo G = (V, A), entonces Pg(\) = Pg_a(N) —
P /o(N), donde G — a es el grafo que resulta de eliminar la arista a del grafo G y G/a el grafo

resultante de identificar u con v y de olvidar la arista a; es decir, contraer la arista a a un punto.

Demostracion. Basta observar que

{coloraciones de G —a } = {coloraciones de G tales que u tiene el mismo color que v} +
+ {coloraciones que colorean u con distinto color que v} =

= Pga(N) + Pa(N).
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Demostracion proposicién (11). Por induccién sobre el nimero m de aristas.

Sim =0y el grafo G tiene n vértices entonces Pg(A) = A" es un polinomio.

Sim > 0 y se supone que el resultado es cierto para los grafos con m — 1 aristas o menos,
entonces sea a = {u,v} € A una arista de G. Por el lema anterior, Pg(\) = Pg—a(A) — Pg/a(A) ¥y
ademds, G — a y G/a son grafos con menos de m aristas. Luego, por hipétesis de induccién, son

polinomios. Como la suma de polinomios es un polinomio, se termina. O

Lema 5. Sea u,v € V dos vértices de un grafo G = (V, A) tales que {u,v} no es una arista de
G. Entonces Pg(\) = Pgia(A) + Paua(N), donde G+ a es el grafo que resulta de anadir la arista
a del grafo G y G Ua el grafo resultante de identificar u con v y de olvidar la arista a; es decir,

contraer la arista a a un punto.

Definicién 48. Sea G = (V, A) un grafo, se dice que G es A-coloreable si admite una coloracién

con \ colores.

Definicién 49. Se llama ndmero cromdtico al menor nimero A € N tal que G es A-coloreable y

se denota x(G).

Proposicion 12. El ndmero cromdtico es el menor numero natural para el cual el polinomio

cromdtico tiene valor positivo.
Proposicién 13. Sea G = (V, A) un grafo tal que
G:G1UG2 Yy GlﬂngKn

para algin n € N, entonces
_ PG1(>‘) ) PG2()‘)
Pr,. (M)

Demostracion. Se demuestra por induccién sobre el nimero de aristas mas el nimero de vértices=
n=|V|+|A|

Si n = 1 no hay nada que probar porque en ese caso es un punto.

Pg(N)

Supéngase que el teorema es cierto para los grafos para los cuales el ntimero de vértices més
el nimero de aristas es n — 1. Sea entonces G un grafo con |V| + |A] = n. Sea G = G1 U G5 con
G1=(V1, A1) y Go = (Va, Ag). .

Caso 1. Supoéngase que A; C As. Si Vi C Va, entonces G; C G2 y se concluye.

Si Vi € Vs, entonces Jv € Vi — Va y es aislado. Sea Gf = (Vi — {v}, 4}) el grafo que resulta de
eliminar de G el vértice v y sea G’ = G} U Gy. G’ verifica que G} N G2 = K,, pues como v ¢ V5

ninguna arista eliminada pertenecia a K, y se puede aplicar hipétesis de induccién. Asi,

Gilice (@ Hic

;. A ]
="kl Y 0T K

Caso 2. Si A; & A,, entonces Ja = {x,y} € A} — Ay. Como a € A; entonces z,y € V; y por
otro lado, si z,y € G1 NGy = K,,, como es completo también la arista a pertenece a G1 N Ga, luego
a € As, contradiccion.

Por tanto, existen xz,y € Vi, x ¢ V3, a € A1 y a ¢ Ay. Utilizando el teorema para eliminar la
arista a e identificar los vértices = e y, se concluye. En efecto, basta observar que G,- = G1,- UG>
y G- = G14- UGe, que Gi,- NGe = K, y G14- NGy = K, y que de [G] = [G,-] — [G-] se sigue

que
¢ 161G [Gr)iGe] _ (61l
(K] (K] K]
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2.7. Grafos Planos.

Definicién 50. Sea G = (V, A) un grafo, se dice que es un grafo plano si admite una representacién
grafica en el plano de modo que cada arista corta Unicamente a otra arista en un vértice que sea

extremo de ambas.

Definicién 51. 1. Sea G = (V, A) un grafo plano. Una representacién de este en el plano con

la condicién que sus aristas se corten solamente en sus vértices se denomina mapa.
2. Se dice que el mapa es conexo si el grafo que determina es conexo.

3. Se denomina region o cara del grafo a cada una de las partes conexas del plano que deter-

minan las aristas y los vértices de G.

Definicién 52. Sea G = (V, A) un grafo, se denomina grado de una region del grafo a la

longitud del camino que la bordea.

Teorema 6. La suma de los grados de las regiones de un mapa es igual al doble del nimero de

aristas del grafo simple que representa.
Demostracion. Cada arista aparece en el borde de exactamente dos regiones. O

Teorema 7 (Teorema de Euler). Sea M wun mapa conexo, sea |R| el nimero de regiones que
representa el grafo simple G = (V, A), entonces |R| — |A| + |V ] = 2.

Demostracion. Se demuestra por induccién sobre el nimero de aristas, |A|, de G.

Si |A| es cero, entonces como M es conexo, tiene que ser ({v},?) y en el mapa hay solo una
regién. Por lo tanto 1 — 041 = 2.

Supongamos ahora que |A| > 1 y que la férmula es cierta para mapas con un nimero menor

de aristas.

Caso 1. G tiene un ciclo. Considérese G’ = (V, A — {e}) C G donde {e} es una arista de un ciclo de
G. Considérese ademads el mapa que representa este subgrafo. Asi por hipdtesis de induccién
sobre G’ (G’ sigue siendo plano y conexo puesto que la arista eliminada pertenece a un ciclo
y no es arista de corte) y tiene exactamente una arista y una regién menos que G. Asf la

férmula es cierta para M’ mapa de G’ y se sigue que |R|—1— (|A] —1)+|V| = 2 y por tanto

Rl = Al + V] =2
Caso 2. G es un drbol. Entonces existe al menos un vértice hoja v. Sea {w, v} la nica arista incidente
con v de G y considérese G' = (V — {v}, A — {w,v}) y apliquese de nuevo la hipétesis de
induccién. Se M’ un mapa de G’ y obsérvese que el ntiimero de regiones de M’ coincide con

el nimero de regiones de M. Entonces |R| — (|A] — 1) + |[V| — 1 = 2 de donde se sigue el

resultado para G.

Corolario 2. Sea G = (V, A) un grafo simple conexo plano con |V| > 2. Entonces
|A| < 3|V|—6.

Demostracion. Sea M un mapa de G con |R| regiones. Como el grafo es simple, el grado de

cualquier regién es al menos tres, luego

2[A| > 3|R],
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y por tanto
1
2=[V[-[Al+ R < [V]-5lA]

De lo que se deduce que |A| < 3|V]| — 6. O

Corolario 3. Sea G = (V, A) un grafo simple plano y conexo con |V| > 2. Si G no posee ningin
subgrafo isomorfo a K3, entonces
|A] <2[V| -4

Demostracion. Como G no contiene un Kj, el grado de cada regién es al menos 4, entonces como

se hizo en el corolario anterior 2 < |V| — $|A| y se termina. O
Proposicién 14. Los grafos K5 y K3 3 no son planos.

Demostracion. El grafo completo K5 tiene 5 vértices y 10 aristas, y como |A| =10>9=3|V| -6
se contradice la anterior proposicion.

El grafo bipartido K33 tiene 6 vértices y 9 aristas con grado 3, por tanto 3|R| = 2-9 =
18. Por otro lado, el teorema de Euler dice que 3|R| = 3(2 — |V| 4+ |4|) = 3(2—-6+9) = 15.
AjContradiccién! O

Definicién 53. Sea G = (V, A) un grafo, sean u,v € V vértices de V' y {u,v} € A una arista de
G. Se dice que el nuevo grafo G' = (V U{w}, (A — {u,v}) U{u,w} U {w,v}) es una subdivisién
elemental de G.

Teorema 8 (Teorema de Kuratowski.). Un grafo simple G es plano si y sélo si no contiene ningin

subgrafo que sea isomorfo a una subdivision elemental de K5 o a K3 3.

Definicién 54. Sea G = (V, A) un grafo, se dice que dos regiones de G son adyacentes si las

separa una arista.
Teorema 9. Todo grafo plano admite una coloracién con cuatro colores.

Demostracion. Sea G un grafo simple y plano y sea M un mapa que representa a este. Sea G’ el
grafo dual a G (el grafo dual consiste en transformar las regiones del grafo original en vértices del
dual de modo que si dos regiones son adyacentes se conviertan en vértices adyacentes). Colorear
G es lo mismo que pintar las regiones de G’. Tras mds de 100 anos de investigacién, en 1977 “K.
Appel, W. Haken y J. Koch” demostraron una solucién al siguiente Teorema de los Cuatro
Colores: “Se puede colorear cualquier mapa (usual) con cuatro colores diferentes de modo que no

haya dos regiones adyacentes con el mismo color”. O
Teorema 10. Un grafo es bipartido si y solo si se puede colorear con dos colores.

Demostracién. Un grafo G = (V, A) es bipartido si el conjunto de vértices V =V} [[ V» se puede
escribir como unién disjunta de vértices de forma que las arista de G no unen vértices de un mismo
conjunto. Es claro ahora que si f : V — {0,1} es una coloracién en G, se tiene que "v € V; siy
sélosi f(v) =0y v € Vo siysdlosi f(v) = 1% determina tanto la coloracién como los subconjuntos
Viy Va. O

Corolario 4. Un grafo es bipartido si y sélo si no tiene ciclos con longitud impar.

Demostracidn. La implicacién directa es clara puesto que si f : V' — {0,1} es una coloracién de
G, los vértices consecutivos de cualquier ciclo en G tienen que tener alternativamente los colores 0

y 1, salvo el primero y el dltimo que coinciden. Por tanto, el niimero de aristas ha de ser par.
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Reciprocamente, si G es un grafo en el que todos los ciclos tienen longitud par. Encontremos

una coloracién por induccién sobre el nimero de aristas |A|.

Si |A| = 0 no hay nada que probar.

Supongamos que el teorema es cierto para los grafos con menos de n aristas y sea G = (V, A)
con |A| =n. Sean u,v € V, {u,v} € Ay considérese G’ = (V, A — {u,v}).

Caso 1.

Caso 2.

Siuy v estdn en componentes conexas distintas de G’, sean GI, y G’ estdn respectivamente.
Como G’ tiene n—1 aristas se puede aplicar hipGtesis de induccién y encontrar una coloracién
con dos colores f : G' — {0,1}. Si ésta colorea u y v con colores distintos, es también una

coloracién de G y se termina. Si f(u) = f(v), sea g : G — {0, 1} definida por
g(x) = (f(z) + 1) méd 2 si x es un vértice de G,,

g(z) = f(z) si z es un vértice de G’ que no estd en G,

es una coloracion de G por que sélo se han cambiado todos los vértices de una componente

conexa de G.

Si u y v estdn en la misma componente conexa de G’, existe un camino simple uvy, - - - v,V
entre v y v contenido en la componente conexa. Como ademéas uv estd en esta misma com-
ponente conexa, uvy, - - - V,0u €s un ciclo en G y por tanto tiene longitud par. Y uvq, - - - v,v

tiene longitud impar.

Por hipdétesis de induccidn el grafo G’ admite una coloracién f : V' — {0,1}. Como adem4s el
camino uvy, - - - v, tiene longitud impar, f(u) # f(v) y por tanto f es también una coloracién
de G.



Capitulo 3

Teoria de Cdodigos.

3.1. Introduccion.

Los lenguajes naturales son c6digos pero no corrigen errores y los detectan mal. Casi siempre,

por sintaxis o contexto, podemos detectar un error, pero es muy dificil corregirlo.
Ejemplo 2. = Una cita;

= en la habitacion una nota

“Xo te amo”;

= Se detecta el error, pero duda entre:

“Yo te amo”é “No te amo”.

» En inglés, “I love Xou”, con las posibles interpretaciones “I love You”6 “I love Lou” (quien

ademds podria ser su amigo. . . )

A[}Porqué los codigos? Para poder resolver estas dudas, apelaremos a los cédigos y trataremos
también de mostrar para qué sirven y cudl es el interés en ellos.

El objetivo es dar una breve introduccién a la teoria de los cédigos, a través de numerosos
ejemplos y de una clase particular muy rica de cédigos, los codigos lineales.
Proceso de comunicacién. En el proceso de comunicacién (en cualquier sentido) se producen

los siguientes pasos:

» Envio de un mensaje (éste se hace por medio de un canal de comunicacién; (con posibilidad

de ruidos, fallos de comunicacién, falta de datos, de imagen, etc - --)).

» Traduccién, entre mensaje original (o palabra fuente) x y el tipo de mensaje ¢ que el canal

estd habilitado para enviar (palabras cddigo). codificacion.
» Envio y recepcién del mensaje codificado (palabra recibida) ¢'.

= Deteccién de errores (posiblemente a causa del ruido, interferencias,...) y correccién al men-

saje original z’ si es posible. A este proceso se le llama decodificacién.

Esquema.

23
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Emisor
lx
Codificacién
lc
Canal < Ruido
b
Decodificacién
b
Receptor

En general, 2’ # x y se querrfa que el c6digo detectase este error y posiblemente corregirlo.

Ejemplo 3. Se trata de un vehiculo de exploracién en la superficie de Marte, que llamaremos
Mar6, se maneja por control remoto transmitiendo impulsos eléctricos de dos voltajes distintos,
que denotamos simplemente por 0 y 1, respectivamente. El vehiculo se mueve un metro cada vez,
en una de las cuatro direcciones posibles: norte (N), sur (S), este (E) y oeste (O). Luego, nuestros

mensajes son N, S, E y O y los codificamos, por ejemplo, como 00, 11, 01 y 10. Es decir,
N — 00;0 - 10;S - 11; E — 01

Ahora, supongamos que nuestro vehiculo se encuentra orientado hacia el norte, al borde de un

enorme crater, con el precipicio a su derecha (o sea, hacia el este). Gréficamente,

\/
v Marf =z

v

Enviamos el mensaje 00, es decir “avance un metro hacia el norte”.

Una interferencia en la transmision hace que Marf reciba 01 y se precipite en el crater.
El problema esta en nuestro cédigo

¢, = {00,01,10,11}

que no detecta errores.

Es decir, si hay un error en la transmisién, la palabra recibida es otra palabra cédigo.

Msés precisamente, si cometemos un error al enviar 00 recibimos 01 6 10, y como ambas son
palabras de C1, no detectamos ningin error. Analogamente para 01,10 y 11.

Representemos este hecho por

10eC 00 € C
me{ 61,m+{ <t

01 ey 11e 4
00eC 01eC
10 — SRR P RN <t
11eCy 10e ¢4

Esto se debe a que C; consta de todas las palabras de longitud 2 que se pueden formar con
CEros y unos.

Ejemplo 4. Cédigo de paridad. La forma maés facil de arreglar esto es agregar redundancia
mediante un digito de control de paridad.

Se anade un digito extra a cada palabra cédigo de modo que la suma de los digitos igual a uno
de cada palabra cédigo sea par. En nuestro caso, el nuevo cédigo es

Co = {000, 011,101,110} C Z5.
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Si ahora se transmite 000 y si se comete un error en la transmisién, entonces se recibe 100, 010
6 001. Como ninguna de estas palabras pertenece al cddigo, detectamos un error. Retransmitiendo
se espera conseguir el mensaje original. Asi, nuestro vehiculo no se mueve.

En simbolos,

100 ¢ Cy 011 ¢ C2
000 =< 010¢ Cy , 011 =< 111 ¢ C2
001 ¢ C, 010 ¢ C2
001 ¢ C2 010 ¢ C2
101 = ¢ 111¢ 02 , 110 = { 100 ¢ C2
100 ¢ C2 111 ¢ C2

Se dice entonces que el cédigo Cs detecta un error o que es 1-detector.

Nota 7. El cédigo Oy no detecta 2-errores. Es decir, si se cometen 2-errores (dos variaciones entre
el mensaje codificado y el recibido), la palabra recibida estd en el cédigo. Sin embargo, el cédigo
Cs no corrige ninguno de estos errores.

Esto es, una vez detectado el error, no se puede decidir cuél fue la palabra cédigo enviada.

En nuestro ejemplo, supongamos que enviamos 000 y recibimos 010. Si bien Mar6f detecta el
error, si quisiera tomar una decisiéon por si mismo, éste no podria. En efecto, suponiendo un error,
la palabra 010 puede ser decodificada como 110, como 000 6 como 011, todas palabras c6digos.

Es posible mejorar la situacién haciendo que Marf decida por si mismo. Una solucién facil es

agregar mayor redundancia, a costa de tener que transmitir mas y perder un poco méas tiempo.
Ejemplo 5. Cédigo 3-repeticion. El cédigo siguiente
C5 = {000000,010101, 101010, 111111}

generado repitiendo tres veces cada par de digitos del cédigo original C7, tiene mejores propiedades
(aunque requiere mds tiempo en la transmision).

En concreto, detecta 2-errores y corrige 1-errores (vedmoslo).

Ahora, si mandamos nuestro mensaje 000000 y se comete un error, cualquier palabra que nos
llegue puede ser corregida. El vehiculo se para y corrige el error moviéndose al lugar correcto o
pidiendo que se retransmita.

Por ejemplo,

—
00 000000
codificacién
100000
010000
— 001000 —
error peso]. 000100 correccién
000010
000001
—
000000 00

decodificacién

De modo que si enviamos 000000 y recibimos 000100 no sélo detectamos el error sino que
podemos corregirlo.

Intuitivamente, 000100 “estd mas cerca” de 000000 que de 010101, 101010 6 111111. Luego,
corregimos 000100 como 000000 y no como 010101 ya que es més probable cometer un error que

cometer tres.
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Que se haya mandado 101010 6 111111 es mucho més improbable. Este nuevo cédigo C3 detecta
hasta errores de peso 2 y corrige 1. Luego, hemos mejorado las propiedades de deteccién y de

correccion del cédigo original Cy y de Cl.

A veces no es posible pedir retransmisién de mensajes. Se necesita que el cédigo sea capaz de
corregir errores.

Ejemplos de esto se dan en la transmision de fotografias desde el espacio tomadas por sondas
espaciales, al escuchar discos compactos o al ver DVD’s, al realizar ciertas transmisiones via satélite,
etcétera.

Objetivo. Construir “buenos codigos” que:

» permitan codificar gran cantidad de mensajes (cddigos de gran tamano).

» se transmitan con rapidez y eficacia (alta tasa de informacion).

s detecten y corrijan simultdneamente la mayor parte de los errores (distancia minima grande).
= faciliten algoritmos féciles y efectivos de (decodificacion).

Los objetivos son contradictorios lo cual implica que se requiera un equilibrio entre ellos.
Hay muchos tipos de cédigos autocorrectores.

La clasificacién mas basica, teniendo en cuenta la estructura del cédigo, es la siguiente:

ciclicos

lineales { de convolucién

de bloque otros
Cédigos . sobre anillos
no-lineales
otros
de Huff
de longitud variable { ¢ Huiman
otros

Las familias més conocidas de estos cédigos son:

n (Cddigos lineales: de Hamming, de Hamming extendidos, simplex, de Golay, de Reed- Muller,

de Goppa geométricos.
= Codigos ciclicos: BCH, de Reed-Solomon, de residuos cuadraticos, de Goppa clasicos.
= Codigos no-lineales: Hadamard, Kerdock, Justesen, Preparata.

Sin duda, los codigos ciclicos y los de convolucién son los mas importantes por su sencillez
y utilidad. Estos codigos, no sélo poseen buenas propiedades generales y algoritmos eficientes de
codificacién y decodificacion, sino que pueden ser implementados en computadoras a través de
ciertos circuitos lineales llamados shift-registers. No es de extranar entonces que estos sean uno de
los més utilizados en la préctica.

En este curso nos interesaremos exclusivamente por los cédigos lineales y s6lo veremos en algiin

detalle los cédigos de Hamming.

3.2. Cddigos bloque.

Definicién 55. Se definen los siguiente conceptos:
(1) Un alfabeto es un conjunto finito A = {a1,...,aq}.

(2) A los elementos de A se les llama simbolos y el nimero ¢ es la raiz de A.
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(3) Una n-cadena o palabra de longitud n sobre A es una sucesién de n elementos de A.

Asi

a=aai, - a;,, cona;, €A,

es un n-cadena en A escrita por yuxtaposicién.

Es habitual ver las palabras también escritas en notacién vectorial

a = (ai,ai, - ai,).

Definicion 56. Se denota

(1) por A™ al conjunto de todas las n-cadenas o palabras de longitud n;

(2) por A* al conjunto de todas las palabras sobre A.

(3) Asf A* = UpenA™.

Definicién 57. Sea A = {a1,...,a,} un alfabeto,

(1) un cddigo g-ario sobre A es un subconjunto C C A*.

(2) Los elementos de C se llaman palabras cddigo (codewords)

(3) El nimero M = |C] se llama el tamario del cédigo.

27

(4) Si todas las palabras cédigos tienen longitud fija n decimos que C es un cédigo de bloque

con parametros (n, M) o que C es un (n, M)-cédigo.

(5) Si C no es de bloque decimos que C' es de longitud variable.
Ejemplo 6. Un ejemplo de cédigo de longitud variable es C' = {0,10,101,1110,11111}.

El ejemplo més famoso de este tipo es sin duda el cédigo Morse.

A

B

g

D

E

F ame
[ER
H
E
1
K
L
M

O -

Nota 8. No nos ocuparemos de estos cédigos, de modo que por cédigo entenderemos cddigo de

bloque.

Sea C un cddigo g-ario. Se dice que C' es un cédigo binario, ternario o cuaternario segiin sea

q=2,q =36 q=4, respectivamente.

Los cédigo binarios son los mas comunes y los mas viejos.

Definicién 58. La tasa de informacién de un (n, M)-cddigo g-ario se define por

R=R,(C)

_ logq(M)

n
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Esta tasa es la relacién entre el nimero digitos del mensaje original y del mensaje transmitido.

Se buscan cddigos con tasa de informacion alta, digamos R > % o0R> %.

Ejemplo 7. Sea Zs = {0,1} y sean los c6digos binarios de bloque sobre Zs

(1,2) —cédigo = Cy={0,1} =Z,

(2,3) — cédigo = Co = {00,01,10} C Z2

(3,2) — cédigo = Cs = {000,111} C Z3

(3,4) — cédigo = C4 = {000,011,101,110} C Z3

Las correspondientes tasas de informacion son

R(C1) = log2(2) =1
R(Cy) = log;(?’)zo,m%
log2(2) 1
R(cy) = 2?2
log2(4) 2
R(C4) = ng()zg

Sea ahora Zz = {0, 1,2} y sean los cddigo ternarios de bloque

(3,9) —codigo = Cs5=
= {001,010,012, 021, 100, 101, 120, 221, 222}
(5,3) — codigo = Cg = {00000,11111,22222}

con tasas de informacién

logs (9 2
R(C5) = g;( ) _ 3
logs(3) 1
R(Cs) = 7092( ) _ =

respectivamente.

Nota 9. Si A, C A,, con ¢ < r, todo cédigo g-ario C' sobre A, puede pensarse como un cédigo
r-ario sobre A,., en cuyo caso los pardmetros (n, M) de C no cambian pero su tasa de informacién

empeora, ya que

_ loge (M) _ log,(M)
n n

R.(C) =R,(C)

Luego, si el alfabeto no se da explicitamente, consideramos al cédigo C sobre A, con el menor ¢

posible, pues asi tiene la méxima tasa de informacién.

Definicién 59. Sean z e y dos palabras de igual longitud sobre el mismo alfabeto A. La distancia
de Hamming entre z e y, denotada por d(z,y), se define como el nimero de coordenadas en que
x e y difieren.

d: A, x A, = [0,n] CN,

donde d(z,y) =8{1 <i<mn:x; #y;}.

Muchas veces para codificar y decodificar e util que el alfabeto A tenga una cierta estructura
algebraica. Es habitual tomar un cuerpo finito A = F, como alfabeto.
El cuerpo finito F; es inico salvo isomorfismo y se tiene que ¢ = p" para algin primo py r € N.
Si ¢ = p, entonces A = Z,, el cuerpo de enteros médulo p.
El conjunto de n-cadenas A,, es un espacio vectorial sobre I, de dimensién n, que identificamos
naturalmente con
Fy ={(z1,...,2n) | 2 € Fy}.
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Proposicién 15. SiF, es el cuerpo finito con g elementos, el par (IFZ, d) es un espacio métrico

Demostracion. Es necesario comprobar lo siguiente:

(Do) Fy (espacio vectorial)
(D1) d(z,y) >0ylad(z,y) =0siysélosix =y, (positiva definida)
(D2) d(z,y) = d(y,z), (simetria)
(D3) d(z,2) <d(z,y)+d(y,z) . (desigualdad triangular)

Sea [Fj un cuerpo finito de ¢ elementos. Si definimos en K™ las operaciones

(xla"'7xn)+(yl7"'7yn):(m1+y17"'7$n+yn)

Mz, .oyxn) = (A1, .., Axy)

se obtiene un espacio vectorial sobre el cuerpo Fy de dimension n.

Las propiedades (D1) y (D2) son obvias.

Veamos (D3). Sean © = @1 - Xy, Y = Y1 Yn ¥ 2 = 21+~ 2n. Sea T = {i : x; # z;}. Luego
d(z,z) = |T].

Como T es la unién disjunta de los conjuntos

U={i:azi#2zyz =y}

Vi=Aitaz; # 2y # yi}
se tiene que d(z, z) = |U| + |V].
Ahora, por la definicién de d(z,y) es inmediato que |V| < d(z,y).
Por otra parte, si i € U entonces y; = z; # z; y por lo tanto |U| < d(y, 2).

Luego d es una distancia. O

Definicién 60. Sea un cédigo C, se define la distancia de C, y se denota por d(C) é d¢, como

la menor distancia no-nula entre sus palabras.

d=dc =min «xy {d(z,y)}.
z,yeC

Un (n, M, d)-cédigo es un cédigo de longitud n, tamano M y distancia d.

Definicion 61. Sea z € F?

o> se define el peso de x y se denota por p(z), como el nimero de

coordenadas no-nulas de x.
plz)=t{1<i<n :z; #0}.

De otro modo, el peso de x es la distancia de z al 0 = 00-- -0,
p(z) = d(z,0).
Ejemplo 8. El peso de 0120211 € Z} es p(0120211) = 5.
Definicién 62. Sea C es un cédigo sobre Fy, el peso de C' se define por
p(C) = min{p(z) | 0 # z € C}.

Proposicion 16. Sea z,y € Fy se cumple

d(z,y) = p(x —y).
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3.3. Cddigos lineales.

Definicion 63. Un cdédigo lineal g-ario de longitud n y rango k es un subespacio vectorial
L C Fy de dimensién k. Asi

» el subespacio L es un [n, k],-c6digo;
» Si L tiene distancia d entonces L es un [n, k, d]4-c6digo;
» Si L C Z%, en general se escribe simplemente [n, k, d]-cédigo.
Nota 10. El tamafio (nimero de elementos) de un [n, k],-cédigo C' es M = ¢*, pues C ~ IF’;.
En este caso, la tasa de informacién es
R = logQ(qk) — E
n n’
Ejemplo 9. El cédigo de repeticion g-ario

Repy(n) ={z_...,z} |z € Fy}
n—2

con ¢ < n es un [n,1,n]-cédigo lineal.

Ejemplo 10. Los cédigos C1, C3, Cy v Cg del Ejemplo 7 son lineales, mientras que Cs y Cs
no lo son, ya que por ejemplo 01 + 10 = 11 ¢ Cy y 010 + 012 = 022 ¢ C5. Ademads, C; = Zo,
C3 = Repz(3) y Cs = Reps(5).

Ejemplo 11. El conjunto de todas las palabras de peso par en F%,
E(n) ={z € Fy | p(x) =0(mdd 2)}
es un c6digo lineal binario, llamado cédigo de paridad con pardmetros [n,n — 1,2].

M(M-1)
2

M
Para calcular la distancia minima de un (n, M )-cédigo hace falta calcular 5 =

distancias de Hamming. Gracias a la proposicién este nimero se reduce al calculo de M — 1 pesos.

Proposiciéon 17. Si C' es un codigo lineal entonces

Demostracion. Como C' es lineal, tenemos

d(C) = minccd(z,y) =

mfnm#?/ecp(x - y) =

= minpzecp(z) = p(C).
yva que x — y recorre todos las palabras cédigo de C cuando z e y recorren todo C. O

Ejemplo 12. El cédigo
C = {000,011,101, 110}

es lineal y por lo tanto do = po = 2.
Para el cédigo Cy = {11, 12,21, 22} se tiene que d(Cp) =1 < 2 = p(Cp).
Y para el cédigo Cog = {01, 10} se tiene que d(Cpo) =2 > 1 = p(Cpp).

Estos dos ultimos c6digos no son lineales.

Observacién 1. Sea C un (n, M, d)-cédigo.
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(1) Los ntimeros n, M y d, son los pardmetros bésicos de C.

(2) La tasa de informacién R y el nimero § = d/n, son pardmetros secundarios e influyen en la

eficiencia de C' durante la transmisién de mensajes.
(3) En general, fijado un n, interesan c6digos con:

(i) M grande (para transmitir muchos mensajes distintos)

(ii) d grande (para que detecte y corrija el mayor nimero de errores).

Como son contradictorios entre si, se busca un balance entre ellos. Por otro lado, existen cotas

para los parametros y parte de la teoria es buscar cédigos éptimos que alcancen dichas cotas.

Definicién 64. Sean C' y C’ dos cédigos lineales, se dice que son equivalentes si uno puede

obtenerse del otro por una combinacién de operaciones del tipo:
i. Permutacion de posiciones;
ii. Permutacién de simbolos en una posicién fija.

Ejemplo 13. Los codigos
C ={0000,0101,1010,1111}

¢’ ={0000,0011,1100,1111}
son equivalente porque se obtiene uno del otro permutando las posiciones 2 y 3.

Definicién 65. Dos (n, M)-cédigos g-arios C'y C’ son equivalentes, y se denota por C' ~ C’, si
existe una permutacién ¢ C S, de las n coordenadas y permutaciones m,...,m, € Biy(A) del

alfabeto, tales que
cica-cp e C &
& T1(Co1))m2(Co(2) Tn(Com)) € C'
Observacién 2. Si C ~ C’, entonces
(n,M,d) = (n/,M’,d)
y por tanto detecta, corrige y tienen la misma tasa de informacion.

Definicién 66. Sean C' € Fy un cédigo y ¢ € C' una palabra codificada. Sea ademds e € Fy tal
que p(e) =t, si al transmitir ¢ se recibe ¢’ = ¢ + e, se dice que e es el patrén de error y que se

ha cometido un error de peso t.

Definiciéon 67. Sea C un cddigo, se dice que C detecta t errores si cuando en una palabra

codigo se comete un error de peso r, con 1 < r < t, la palabra resultante no es una palabra cédigo.

Definiciéon 68. Sea C un cddigo, se dice que C' es un t-detector si detecta ¢ errores pero no

detecta t + 1 errores.

Nota 11. Sea C' C Fj un cddigo con distancia minima d(C) = d, se dice que se decodifica por

distancia minima si para cada palabra recibida se decodifica con la palabra cédigo ”"méds cercana’.

Definicién 69. Sea C' un cédigo, se dice que C corrige t errores si, al decodificar por distancia

minima, se pueden corregir todos los errores de peso ¢ 0 menos.

Definicién 70. Sea C' un cddigo, se dice que C' es t-corrector si corrige ¢ errores pero no corrige
(t + 1)-errores.
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Ejemplo 14. El cédigo C; = {00,01, 10,11} no detecta ningin error. El
Cy = {000,011,101,110}
es un 1l-detector pero no corrige. Y
Cs3 = {000000,000111,111000,111111}

es un codigo 2-detector y también 1-corrector.

Proposicién 18. Sea C C Fy un cddigo con distancia minima d. Entonces C' es t-detector si y
solo sid=1t+1.

Demostracion. Sea ce€ C'y
B(ce,r)={z € Fy | d(z,c) <r}.

Un cédigo detecta errores de peso menor o igual a r si y sélo si B(c¢, r) no contiene ninguna palabra
codificada salvo ¢; es decir, si y sélo si r < d. Por otro lado, si d(¢,') = d, y ¢,/ € C entonces

c+e=c con p(e) =dy C no detecta este error. O

Proposicién 19. Sea C C Fy un cddigo con distancia minima d. Entonces C' es un t-corrector si
y solo sid=2t+1 6 d=2t+2.

Demostracion. Que la distancia sea d = 2t + 1 6 d = 2t + 2 quiere decir que las bolas B(c,t)
con ¢ € C son disjuntas entre si. Por tanto, C' corrige errores de peso t si y s6lo si d > 2t + 1
6 d > 2t + 2. Ademds, si para ¢ € C se tiene que ¢ +e = ¢ € C con p(e) = t + 1, las bolas
B(e,t+1)N B(c',t+ 1) # () y por tanto, al cometer un error de peso t + 1 en el envio de ¢, no se

puede elegir cuél de las dos palabras del cédigo c o ¢’ es la enviada. O

d—l]_

Corolario 5. Si un cddigo C tiene distancia minima d, entonces C es (d — 1)-detector y [%5

corrector.

Cuando se quiere usar un mismo cédigo para detectar y corregir errores de manera simultédnea;
es decir con el mismo parametro, y se pretende maximizar las propiedades de correccion, se pierde

un poco en la deteccién de errores.

Teorema 11. Un cddigo C es simultdneamente t-corrector y (t + s)-detector si y sdlo si d =
2t+ s+ 1.

La idea es que, si d es par (s = 1), entonces C detecta hasta t errores (aunque en realidad
puede detectar mds) y corrige hasta t + 1 que es una cota mejor que [%] Si s = 0; es decir, d es

impar, se tiene el mismo resultado que en el corolario para la correccion.

3.3.1. Matrices generadoras y de paridad.

Definicién 71. Sea L un [n,k],-cédigo. Una matriz generadora de L es una matriz G €

Mat,, «,(F,) cuyas columnas forman una base de L.

10
Ejemplo 15. Sea G = 1 1 € Matgx2(Zs). Como las columnas son linealmente indepen-
0 1
dientes, G tiene rango 2 y genera un cédigo binario L con pardametros [3,2]. Ademés
1 0 I
T
1 1 < ) = r1 + X9
€2
0 1 T2
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de modo que
00 —- 000 01 —011 10— 110 11 — 101.

Luego L = {000,011, 101,110} = E(3) y la distancia es d = 2.

Sea L un cédigo lineal y sea G una matriz generadora de L. Considerando la aplicacion lineal
Rg : F¥ — F? definida por F¥ 5 # — Gzt € F7. La aplicacién lineal R es un isomorfismo
sobre la imagen y por tanto Im Rg ~ L ~ F’;. Esto quiere decir que la informacién se guarda en k

coordenadas y el resto n — k son redundantes.

Ejemplo 16. Para el ejemplo anterior es claro que la tltima coordenada es la de paridad y la

informacién de los mensajes originales esta en las dos primeras.

Definicién 72. Un [n, k]-c6digo g-ario es sistemadtico si existen k coordenadas iy, ..., i tal que
al restringir las palabras c6digo a estas coordenadas se obtienen todas las ¢* palabras de longitud

k.

Ejemplo 17. El cédigo
C = {000,011, 101,110}

es sistematico en las coordenadas 1 y 2. En realidad, C' es sistematico en cualquier par de coorde-

nadas.

Si G genera L, entonces toda matriz equivalente en la que se realizan operaciones elementales
por columnas es también una matriz generadora del mismo cédigo, ya que sélo cambia la base de
L.

Ejemplo 18. La matriz

— O =
— = = O
_ o O =

genera el c6digo dado por las ecuaciones (x1 + 3, 1 + T2, T2, 1 + T2 + x3). Haciendo operaciones

elementales por columnas en GG se obtiene la matriz

_ o O =
o O = O
_= = O O

y el mismo cddigo tiene las ecuaciones mds sencillas (21, x2, x3, 1 + z3). Este es

L = {0000,0011,0100,0111,1001,
1010,1100,1111}.

Con esta forma de expresar el cédigo se ve que es sistemdtico en las tres primeras coordenadas.
Proposicion 20. Todo [n, k|-cédigo lineal L es sistemdtico en k coordenadas.

Demostracion. Basta reducir una matriz generadora de L a una matriz que sea la matriz de la

Id
forma ( 7]9 ) donde Idj es la matriz identidad k x k' y A € Mat,_kxk- O

Definicion 73. Sea G una matriz generadora de un cédigo lineal L. Se dice que G esta en forma

Id
estandar si es de la forma G = jk donde Idy es la matriz identidad k x ky A € Mat,_rxk.



34 B.G.O.

Si G estd en forma estdndar, entonces L es sistemdtico en las k primeras coordenadas pues

Gl — Ldy L = rt
A Azt

En esta situacion, codificar y decodificar es trivial ya que el esquema resulta

jut
xt S Grt = N ot
Ax

Por otra parte, no todo cédigo lineal tiene matriz generadora en forma estandar. Por ejemplo,

si L es el cédigo generado por

G =

o O =
—_ o O

Sin embargo, se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 21. Todo cédigo lineal L es equivalente a un cédigo L' cuya matriz generadora estd

en forma estandar.

Corolario 6. Dado un [n,k]-cédigo L y 1 < iy < -+ < i < n, exziste un cddigo lineal L'

equivalente a L, y sistemdtico en las coordenadas i1, ..., 0.
Definicién 74. El espacio vectorial Fy tiene un producto interno natural dado por
Toy=myr+ -+ TaYn T,y €FY.
Definicién 75. Si L es un [n, k],-c6digo, el conjunto
L+ ={z €F, |z -c=0paratodoce L}
se denomina cédigo dual de L.
Teorema 12. Sea L es un [n, k],-cddigo.
(1) Si G es una matriz generadora de L entonces
Lt = {zeF!|Grat =0} =
= {xEFZ\xG:()}
(2) Lt es un [n,n — k],-cédigo.
(3) L+ = L.
Demostracion. (1) Por definicién, z € L+ si y s6lo si o - ¢ = 0 para todo ¢ € L. Luego,
0=x-c=xct =2(Gu") = (2G)u*

para todo u € F’;. Si G = 0 entonces z € L.

Reciprocamente, si € L' entonces (zG)ut = 0 para todo u € IF’;. En particular, para
u=ey,...,ex los vectores de la base canénica, se tiene que 0 = (G+z1)e = (#G)? paral <i < k.
Por lo tanto G = 0.

(2) Es claro que L* es un subespacio de F7. Por (i), L+ = {z € F} | 2G = 0} o sea L es el
espacio solucion de k ecuaciones con n incognitas. Luego, como G tiene rango k, hay n — k variables
libres, por lo tanto dim L+ =n — k.

(3) Se tiene que

Lc(LY) ={zeF}|z- =0}
para todo ¢ € L*. Pero
dim(LY)t =n—(n—k)=k=dimL,

luego L = (L)L O
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Definicién 76. Sea L un [n, k|;-céddigo. Una matriz H € Mat,_pxn(Fy) se dice matriz de

paridad de L si es una matriz generadora por filas de L (es decir, las columnas de H+ generan
LY.

Observacién 3. (1) H siempre existe y H € Mat,, .. (Fq).

(2) Se cumple HG = 0. En efecto, sean ¢ € L'y ¢’ € L, entonces ¢ = Gut y ¢ = H w" para

ciertos u € ]F’;,w € Fg’k. Luego, ¢+ ¢ =0 si y sélo si
0=H'w' Gut =wHGu*
lo que a su vez sucede si y sélo si HG = 0, pues ei(HG)ej- = (HG);; .

(3) Si H € Maty,_gxn(F,) y HG = 0 entonces H genera Lt, por lo tanto es una matriz de
paridad de L.

(4) Si G es una matriz generadora de L entonces G es una matriz de paridad de L*. Esto es

asf pues la matriz de paridad de Lt es G+ porque (G+)+ = G es la matriz generadora de
(LYY = L.

Proposicién 22. Sea H la matriz de paridad de un [n, k]y-cédigo L. Entonces,

L = {me]Ff”Hxl:O}:
= {xG]FZHxHJ‘:O}.

Demostracion. Si ¢ € L, entonces ¢ = Gz+ donde x € F’; y G es la matriz generadora de L.
Luego Het = HGx+ = 0y por lo tanto L C Sy = {o € F | Hz+ = 0}, donde Sy es
el espacio solucién de un sistema de n — k ecuaciones con n incégnitas y rango n — k. Como
dim Sy =n — (n— k) = k = dim L, tenemos que L = {z € F}' | Hz* = 0}. O

Para obtener H a partir del c6digo L, se buscan las ecuaciones implicitas del c6digo. Una forma
rapida es utilizar la matriz generadora G.

1d
Si G = f estd en forma estandar, entonces H = ( —A |Idp_ ) es una matriz de

paridad de L. Pues

HG:(—A|Mnk)<%?>:—A+A:0

Definicién 77. Sea H la matriz de paridad de un cédigo L. Si H = ( —A |Idp—k ) se le llama

matriz de paridad en forma estdndar de L. (Aunque no esté en forma estdndar para L*.)
Definicién 78. Un cédigo lineal L se dice auto-ortogonal si L C L* y autodual si L = L*.

Un cédigo autodual tiene pardmetros [2m,m]. Si L es un c6digo autodual, toda matriz ge-

1d
neradora de L es matriz de paridad y reciprocamente. Luego, si G = < —n ) es una matriz

—A
generadora de L, entonces H! = < If ) también lo es.

m

Teorema 13. Sea L un [n,k,d]q-cdédigo y H una matriz de paridad de L. Entonces H tiene d
columnas linealmente dependientes, pero cualquier conjunto de d — 1 columnas son linealmente

independientes.

d= min{r | hayr columnas l. d. en H}.
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Demostracion. Sean Hy, ..., H, las columnas de H.
c € LCFleH=0s
& H'e+--+H'c, =0
Pero si ¢ € L, ¢ tiene peso 7 si y s6lo si hay un conjunto de r columnas linealmente dependiente

en H. Como r > d, no puede haber d — 1 columnas linealmente dependientes en H. O

Este teorema se puede usar para construir cédigos lineales con distancia d prefijada.
Proposicién 23 (Singleton). Si L es un
[n, k, d]4-cddigo entonces
d<n-—k-+1.
Demostracion. La matriz de paridad H pertenece al espacio vectorial Matn — k x n(F,) y por el

teorema anterior cualquier conjunto de d — 1 columnas de H son linealmente independientes, luego
d—1<n-—k. O

Ejemplo 19. Un [11, 6, d]4-cédigo tiene d <11 — 6+ 1 = 6.

Un [11, k, 7]4-c6digo tiene k > n —d+1 = 5.

Un [n, 8, 7],-cédigo tiene n > d+ k — 1 = 14.

No existen [n,n — 1, 3],-cédigos.
Observacién 4. Los cédigos cuyos parametros alcanzan la igualdad en la cota de Singleton se
llaman MDS (por “maximum distance separable”), ya que tienen la mayor distancia posible, dados

una longitud y un tamano fijos.
Cuando el cédigo L C Fy es lineal, se puede utilizar la definicién de espacio cociente
Fy/L={x+L|xeclFy}
para decodificar. El namero de clases es
[F2 /L) = [F2]/|L] = ¢"*.

Definicién 79. Sea L un [n, k],-cédigo con matriz de paridad H. Si z € Fy, el sindrome de x
se define por

s(z) = sp(x) = Hazt.
Observacién 5. Se tiene por definicién que x € L si y sélo si s(z) = 0.

Y, = e y tienen el mismo sindrome si y sélo si z, y estan en la misma clase médulo L. En efecto,
x4+ L=y+L & z—yelLsHx—-y =0<
< Hx=Hy
De esto modo, para buscar la funciéon decodificadora usando sindromes por distancia minima,
se hace lo siguiente:
Sea z € [y una palabra enviada. Se busca la palabra cédigo a distancia minima de z. Supéngase

que

s =d(z,c) = ming . d(x, ).

Asi, se puede escribir x = ¢+ e con ¢ € L'y e ¢ L una palabra con peso minimo s. Como L es

lineal
min,. . d(z,c¢) = min...p(z —c) =
= min.,..p(e),

por tanto, tratar de decodificar x como una palabra del cédigo ¢ a distancia minima s es equivalente

a buscar e = £ — ¢ con peso minimo en x + L.
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Teorema 14. Sea L un cdédigo lineal con matriz de paridad H. Decodificar la palabra recibida x
como x —e = ¢ € L por distancia minima es equivalente a encontrar e con peso minimo en la clase

x + L, es decir, donde e es una palabra de peso minimo con igual sindrome que x.

Ejemplo 20. Sea L el [4,2]-c6digo binario dado por la matriz generadora

_ O =
o O = O

Las clases son
0000+ L = {0000, 0100, 1101, 1001}

1000+ L = {1000, 1100, 0101, 0001}
0010 + L = {0010,0110,1111,1011}
10104+ L = {1010,1110,0111,0011}

Elegimos los representantes de las clases de peso minimo y asi el arreglo es

0000 0100 1101 1001
1000 1100 0101 0001
0010 0110 1111 1011
1010 1110 0111 0011

Si se recibe la palabra x = 0111, se detecta que hay un error pues x no esta en la primer fila
del arreglo. Luego, ésta es corregida como la palabra cédigo ¢ = 1101, que esta arriba en la misma

columna que .

Sélo es necesario almacenar una tabla con los representantes de las clases de peso minimo y
sus correspondientes sindromes. Si se recibe la palabra x, se calcula su sindrome s(x) y se busca
en la tabla el representante de la clase a; con igual sindrome que z. Luego, se decodifica = como

c =z — a;. Esta es la llamada decodificacion por sindrome.

3.3.2. (Cébdigos de Hamming.

Ejemplo 21. Sea

0001111
H=[( 011 0 0 1 1 | €Matsyr(Fs)
101010 1

cuyas fila son las 22 — 1 = 7 palabras no-nulas de F3, escritas en forma ascendente. Si se considera
que H es la matriz de paridad de un cédigo lineal C' con pardmetros [7,4,d], se puede calcular
la distancia minima de C usando el Teorema 13. Como cualquier par de columnas de H son
linealmente independientes, pero H tiene 3 columnas linealmente dependientes, entonces C' tiene
distancia d = 3. Para encontrar las 2* = 16 palabras cédigo de C sélo tenemos que resolver las

ecuaciones de paridad determinadas por H

T4 +ax5+x6+2x7 = 0
Tot+ar3s+axs+xrr = 0
0.

1+ x3+x5+27 =

Una base de C' se obtiene tomando a x3, x5, g y £7 como variables libres. Es decir ¢; = 1110000, ¢ =
1101100, c3 = 0101010 y ¢4 = 11010001. Luego, el cédigo C' se obtiene haciendo todas las sumas

posibles entre cj,ca,c3 v cq. Este es el cédigo de Hamming binario de longitud 7, denotado por

Hs(3).
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La construccién anterior se puede hacer para cualquier » > 2. Es decir, si formamos la matriz H
cuyas columnas son las 2" —1 palabras no-nulas de F5, tenemos una matriz  xn, con n = 2" —1, en
donde cualquier par de columnas son linealmente independientes, pero hay 3 columnas linealmente
dependientes. Luego, H es la matriz de paridad de un cddigo lineal denotado por Ha(r) con
parametros

n=2"-1k=n—r=2"-r—-1,d=3].

Este es el llamado cédigo de Hamming binario de orden r.

Por ejemplo, H2(4) tiene pardmetros [15,11, 3], luego codifica 2! = 2048 mensajes y corrige 1
erTor.

Utilizando el procedimiento anterior, los c6digos de Hamming binarios pueden generalizarse a
cualquier alfabeto F,. Para cada r, queremos construir una matriz H, , € Mat, ., (IF,), con el mayor
ntimero de columnas, de modo que cualquier par de columnas sean linealmente independientes (o
sea ninguna columna es miltiplo de otra), pero que algin conjunto de tres columnas sea linealmente
dependiente. Para cada r fijo, construimos la matriz H, ,- de la siguiente manera. Elegimos cualquier

columna no-nula ¢; € V3 = Fy. Luego elegimos cualquier columna no-nula
02€V2:V17{o¢cl|oz€]F;}.

Continuamos eligiendo columnas no-nulas de esta forma y descartamos los multiplos escalares de
las columnas elegidas hasta agotar todas las columnas de Fy. Como cada columna ¢ € Fy tiene
g — 1 multiplos escalares no-nulos ac, a € Fy, vemos que la matriz Hy,, formada por las columnas

¢; elegidas como antes tiene (¢" — 1)/(¢ — 1) columnas.

Definicién 80. La matriz H,, € Mat,,(Fy), con n = (¢" — 1)/(¢ — 1), se llama matriz de
Hamming de orden r y es la matriz de paridad de un cédigo lineal g-ario con pardmetros
_¢ -1

ﬁ,k:n_r,dZB

n

denotado por Hy(r) y llamado cédigo de Hamming g-ario de orden r.

Proposicién 24. Los cddigos de Hamming Hq(r) tienen pardmetros (%,q”_’“ﬁ) y por tanto

corrigen 1 error.

La decodificacién por sindrome con algunas matrices de Hamming es mas elegante que con otras.
Las matrices en donde las columnas son la trascripcién de los niimeros naturales en el cuerpo F,
(primera coordenada no-nula igual a 1) son un ejemplo de esto. En el caso binario, si cometemos
un error en la transmision en la i-ésima coordenada, el vector error que resulta es e;. Luego, el
sindrome de la palabra recibida es He;-, que es la transpuesta de la i-ésima columna H; de H. Més

aun, el nimero binario que representa este vector coincide con la posicién del error, es decir 7.

Ejemplo 22. Sea H3(3) el cédigo de Hamming definido por la matriz

Hsp,=H =

= O O
o = O
_ = O

1
1 S Matgx'r(Fg).
1

S O =
[ e R
(e e

Supongamos que cometemos un error en la tercer coordenada, es decir el patrén de error es ez =
0010000. Luego, Hes = H(0010000)* = Hz = (011)* = (011); = 3;0. Es decir, el sindrome

determina la coordenada errénea.

El caso general, para Hy(r), es muy parecido. Si cometemos un error en la coordenada i, el
vector error es de la forma ae;, con o € F,. Luego, el sindrome es s(e;) = Hy, . (ce;)t que es
multiplicado por la i-ésima columna de H, .. Por la forma en que construimos H, vemos que « es
la primera coordenada no-nula de s(e;). Multiplicando s(e;) por a~! obtenemos la columna i de

H, lo cual nos da la coordenada del error.
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Ejemplo 23. Sea H3(3) el cédigo de Hamming definido por la matriz

0000111111111
H=Hz3=]10 11100011122 2
101201201201 2

con pardmetros [13,10, 3] Si recibimos la palabra z = 1101112211201, su sindrome es
Hz* = (201)* = 2(102) =2 x H; (columna 7 de H)

Por lo tanto, detectamos que hay un error de magnitud 2 en la coordenada 7 de la palabra recibida

x. Luego, decodificamos = como

c=z — 2e7; = 1101112211201 — 00000020000 = 1101110211201
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Los métodos iterativos buscan aproximaciones

que en nuestro caso seran de las raices de una funcién
f:R—R
Se debe tener en cuenta:

Complejidad del Algoritmo (ndmero de operaciones que se
realizan, cdlculos necesarios intermedios, evaluaciones)

Anilisis de errores (nimero de iteraciones, error,
tolerancia)

Convergencia del algoritmo
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Y su idea es:

Iniciar con una estimacién motivada por las condiciones al
contorno o si falta esta informacidn, a ciegas.

Construir una sucesién {x,} C R convergente a una raiz r
de f

Criterio de parada del algoritmo que viene motivado
porque las iteraciones varien poco e, = |x, — xp+1/, la
ecuacion se satisfaga con una aproximacién suficiente
|f(xn)| o se alcance un niimero méximo de iteraciones (por
si el algoritmo diverge o converge muy lentamente).
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Por tanto, se trata de crear iterativamente una sucesién de
nimero reales {x,} convergente a una raiz r de la funcién f de
modo que limp_,4 o0 f(x5) = f(r).

Definicién

Sea {x,} C R una sucesién de nimeros reales, se dice que es
convergente a r si V ¢ > 0 existe n. € N tal que |x, — r| < ¢
para todo n > n..

Definicion

Sea {x,} C R una sucesién de nimeros reales, se dice que es
una sucesion de Cauchy si V ¢ > 0 existe n. € N tal que
|xn — x| < € para todo n,n" > n..

Se puede demostrar que toda sucesién en R es convergente si y
sélo si es de de Cauchy.
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Proposicion

Sea f : R — R una funcién continua, si {x,} es una sucesion
convergente a r, entonces

f( lim (xp)= lim f(x,)=f(r)

n—-+o00 n—-+o00

Los métodos que utilizaremos se basan todos en el siguiente
teorema.

Teorema (Teorema de Bolzano)

Sea f : [a, b] — R un funcién continua. Si
signo f(a) # signo f(b),

entonces f tiene un cero en |a, b].
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Analisis de errores

Sea f funcién con un cero en [a, b]. Entonces:

Error a priori. Al tomar x,, como solucién aproximada de r,
el error cometido es |x, — r| = e, y se demuestra que si la
sucesidn converge entonces e, & |x, — Xp—1|

H Error a posteriori. Sea x, una solucién aproximada de f
obtenida por algin método. La evaluacién f(x,) # 0 nos
da una magnitud del error cometido, pues su valor es la
distancia al cero. Sin embargo, el error depende de cémo
sea la funcién f,

LGl Fn)

en = |Xn - r‘ ~ |f/(X)| mllnxe[a7b]’f/(x)|
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Método de la biseccion

Se crea una sucesién {x,} convergente a la raiz r € [a, b] de f
de la siguiente manera:

Para Vi,...n,..., sea el intervalo ; = [a;, bj] y sea x; = %b"
de forma que

/1 = [a, b]
e
/o — [ai, xi] sisigno f(a;) # signo f(x;)
" [xi,bi] sisignof(x;) # signo f(b;)
Asi
o — an + by
"2

El algoritmo se detiene cuando f(x;) < tol 6 |b; — aj| < e con e
y tol prefijados.
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Analisis de errores

Sea r la solucién de la funcién f, al dar el término x, de la
sucesién creada por el método de la biseccién y si se toma
como solucidn, se estd cometiendo un error

|b—a

2(n+1)

Con n iteraciones la solucién aproximada es x, con un error de
+2-(rt1)|p — 4|,

en=|r—xp| <

Ejemplo

Se pretende calcular el niimero de iteraciones necesarias para
obtener una precision de 6 decimales. Si |b — a| = 1 entonces
2—(nt1)|p — a] < 10~°. Haciendo los cdlculos se obtiene que
—(n+1)In2 < —61In10, luego

6In10
— In2
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Algoritmo

La entrada del algoritmo son, el intervalo [a, b], la variable x, el
error e, la funcién f(x) y la tolerancia tol.

Se estudia un valor inicial xg y se calculan los demds elementos
de la sucesién con la férmula

f(xn)
Xn+1 = Xp — m

El algoritmo se detiene cuando se alcanza o el error o la

tolerancia. A veces se introduce otro parametro que es el
nimero de iteraciones.
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Criterios de convergencia

Sea f:[a,b] = R

continua, dos veces continuamente derivable,

f(a)f(b) <0,
f'(x) # 0 en [a, b],
A (x) #0en [a, b].

entonces el método de Newton construye una sucesién {xy}
convergente a una raiz r € [a, b] de f. Ademas,

a sisignof(a) = signo f”(a)

X0
Xo = b en otro caso

Beatriz Graiia Otero
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Analisis de errores

Sea r un cero de la funcién f en [a, b], y sea x, el elemento de
la sucesidn al realizar la iteracién n del algoritmo, entonces el
error cometido es

2
€p = |Xn_r| < 5 |Xn_Xn71’2’
m

donde
My = méx,epap) |7 (X)]

my = mingeps ) |F(X)]
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Velocidad de convergencia

El error en el paso n+ 1 es e,11 = |xp41 — 1|, sea
hnt1 = r — Xp+1 entonces, cuando la sucesion se obtiene por el
método de Newton resulta que:

f(Xn) f(Xn)
s = 1 = X1 =1 = G =t e )
y
/ f//(Xn) 2 3
0=1(r)=rf(xn+ hn) = f(xn) + ' (xn)hn + 5 hs + o(hy)
o equivalentemente
't
0 =f(xn) + f'(xn)hn + 2()h,27 cont € B(r,ep)

Beatriz Graiia Otero
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Por otro lado, si f/(x) # 0 para todo x € [a, b], entonces

0= f (xn)

f/(xn)

f(t)
hn, +2f,( )h2

que tomando valores absolutos resulta ser

(1)

Max (a6 ()|

L (x|

2
< — .
€ = m'nxe[a,b]Q‘f'(XN

. ;o 2 o
Por tanto la convergencia es cuadrética e,+1/e; ~ cte..

Beatriz Graiia Otero
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secante

Beatriz Graiia Otero

(x.£(x))

Métodos iterativos para resolucién de funciones no lineales



Método de la secante

Métodos
iterativos para
resolucién de
funciones no

lineales Criterios de convergencia iguales al método de Newton

Beatriz Graiia A Algoritmo dado por la funcién generadora

Otero
f(xn)

Xpn+1 = Xp +

f(xn)—F(xn—1)
Xpn—Xpn—1
Andlisis de errores similares al método de Newton aunque

un poco mas lento. La convergencia es superlineal

1,618
enti/en & cte.

donde m =

Método de la
secante

A La ventaja es que se evita el calculo de la derivada.
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Relaciones de equivalencia

1.

10.

11.

Una relacién de equivalencia = en un conjunto X se puede interpretar como el subconjunto de
X x X dado por {(z,2') € X x X | x = 2'}. Entinciesen las propiedades de la relacién de
equivalencia en términos de dicho subconjunto. Si R,S C X x X representan dos relaciones de
equivalencia, j, representa RN S una relacion de equivalencia? ; y RU S7?.

Sea A ={1,2,3,4} y la relacién: aRb <= a | b. Calcular la matriz de la relacién.
1

Sea A ={a,b,c,d} y R=

0
(1) . Determinar R C A x A.
0

— O =

0
1
0
0
Sea A = {2,6,8,15,18}. Demostrar que las siguientes relaciones son de equivalencia y calcular la
matriz asociada a cada una de ellas:

a) zRy<=6|z—y

b) zSy<=4|z—y

Decidir cuéales de las siguientes relaciones son de equivalencia:

a) EnZ, m=n<= m>n (idem con m >n, mn > 0).
b) En N, m=n<= m+n>0 (idem con m+n >0, 2m > n).
¢) EnRxR, (z,y)=(2,¢y)<=z<2'é(z=2"ey<y).

Sea f: X ——=7Y una aplicacién de conjuntos. Se define una relacién Ry en X por
z =z'(mod Ry) siy sélo si f(z) = f(a')
Probar que Ry es una relacién de equivalencia.
En Z x (Z — {0}) se define la relacién:
(a,b) = (a’, V') siy sblosi ab’ = a’b
Probar que es de equivalencia. El conjunto cociente se denomina conjunto de los nimeros racionales.
Sea X el conjunto de R? — {(0,0)}. Se define en X la siguiente relacién:
x =y siy sblo si existe una semirrecta que parte del origen y pasa por x e y

Probar que es una relacién de equivalencia y que el conjunto cociente se identifica de modo natural
con una circunferencia centrada en el (0,0).

Sea X el conjunto de R™ — {0}. Se define en X la siguiente relacién:
x =y siy solo si existe un A € R tal que x = \y

Probar que es una relacién de equivalencia.
En R? se define la relacién:

(z,y) = (2',y) siy sélo si xy = 2’y
Probar que es de equivalencia y calcular las clases de equivalencia.
Fijado un numero natural n, se define en Z la relacion:

m =m’ (mod n) si sélo si m —m’ es multiplo de n

Probar que es de equivalencia calcular las clases de equivalencia. El conjunto cociente se denota
por Z/n.



Relaciones de orden

12. Dada la matriz:

11 1 10
01 1 10
R=(0 0 1 1 0
00 0 10
001 11

a) Hallar el diagrama de Hasse asociado.

b) Dar un orden total que contenga a R.

13. Sea A ={1,2,3,4,5} con el orden:

Sea B = {subconjuntos totalmente ordenados de A con 2 o més elementos} ordenado con la in-
clusién de conjuntos. Construir el diagrama de Hasse de B.

14. Sea A ={a,b,c,d, e} con el orden dado por:
a

=

d e

Determinar si {a,c,d}, {b,d}, {a,b,c}, {b,c,e} y {d,e} son totalmente ordenados o no. Dar para
cada subconjunto los elementos maximales, minimales, supremo e infimo.

15. Sea A ={a,b,c,d,e,v,w,x,y,z} con el orden dado por:

£

Qe O

LD

1 A
I

16. Hallar maximales, minimales, maximo y minimo de los siguientes conjuntos ordenados segun sus
diagramas de Hasse y dar una ordenacion total para cada uno.

Calcular: inf{b,d}, inf{b,w}, sup{c,z} y sup{d, e}.



17. Sea U ={1,2,3,4} y A="P(U). Consideramos en A la relacién de orden dada por la inclusién de
conjuntos. Calcular supremos, infimos, maximos y minimos (si existen) de los siguientes conjuntos:

) B={{1}{2}}

) B={{1},{2}, {3}, {1,2}}

) B={0,{1}{2},{1,2}}

)

)

_ o o

B ={{1},{1,2},{1,2,3}}
B = {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2,3}}
18. Sea X ={0,1}. En A = X x X definimos la siguiente relacién:

)

a<c
(a,b)R(c,d) <= ¢ o
a=cyb<d

a) Demostrar que es un orden parcial. Es total?
b) Calcular maximales y minimales.

¢) Calcular mdximos y minimos.

19. Sea A ={a,b,c,d,e, f, g}y el orden dado por:
a

e f g
Calcular maximales, minimales, maximo y minimo (si existen) de A.

Consideramos el subconjunto S = {¢,d, e, f}. Dar una cota superior y una cota inferior de S.
Calcular el sup(S) y el inf(S). Dar un orden total que contenga al orden parcial.

Je

e

L AINN:
CREORY

Dibujar su diagrama de Hasse asociado y calcular un orden total que contenga al mismo.

20. Dado el orden:



21. Dado el orden:

Q% 2 {1
N
\b

Dibujar su diagrama de Hasse asociado y cacpufar un orden total que contenga al mismo.

Grafos

22. Dado el grafo:

Calcular:

Un camino de b a d que no sea recorrido.

s

=

Un recorrido de b a d que no sea camino simple.

)

Un camino simple de b a d.

Un camino cerrado b — b que no sea circuito.

99

Un circuito b — b que no sea un ciclo.
Un ciclo b — 0.

Calcular el nimero de caminos simples que existen de b a f.

~ ISH
NN N NS N N

=)

23. Demostrar que los siguientes grafos no son isomorfos:
b ¢

e f

24. Determinar si cada par de grafos son o no isomorfos:



@

a

X 24

ZHFX Z
e c

d w u

25. Sea V = {000,001,010,...,110,111}. Para cualquier sucesién de cuatro bits bybabsbs trazar una
arista del elemento bybob3 al elemento bobsby en V.

a) Trazar el grafo G = (V, A) descrito.
b) Encontrar un ciclo hamiltoniano dirigido para G.

¢) Distribuir ocho ceros y ocho unos de modo uniforme alrededor del borde de un disco que gira
en el sentido de las manecillas del reloj de modo que estos 16 bits formen una sucesién circu-
lar tal que las subsucesiones (consecutivas) de longitud 4 proporcionen las representaciones
binarias de 0,1,2,...,15 en algin orden.

26. Carolina y Ricardo van a una fiesta con otras tres parejas. En esta fiesta hubo mucho apretones
de manos pero, (1) nadie estreché la mano de su pareja; (2) nadie estreché su propia mano; y (3)
nadie dio la mano méas de una vez a otra persona. Antes de salir de la fiesta, Carolina pregunté a
las otras 7 personas a cuantas habian dado la mano, y recibié una respuesta diferente de cada uno.
(Cuantas veces dio Carolina la mano en esta fiesta? Cuantas veces lo hizo Ricardo?

27. Distribuir nueve ceros, nueve unos y nueve doses de modo uniforme alrededor del borde de un disco
que gira en el sentido de las manecillas del reloj de modo que estos 27 simbolos formen una sucesion
circular tal que las subsucesiones (consecutivas) de longitud 3 proporcionen las representaciones
ternarias (base 3) de 0,1,2,...,25,26.

28. En los siguientes grafos se pide calcular:

a) grados de los vértices

=

#(G) =numero de componentes conexas de G

o

) Un camino simple, un ciclo, un recorrido y un circuito.
d)

Decidir si tiene algin circuito o recorrido euleriano. Lo mismo para un camino o ciclo hamil-
toniano.
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29. a) Encontrar dos grafos G = (V,E) y G1 = (V1,E1) conv € V y v1 € Vi de modo que:
k(G —v)=k(G) pero kK(G1—wv1) > K(Gy)
b) Encontrar dos grafos G = (V,E)y Gy = (V1,E;) cone € E'y e; € E; de modo que:
k(G —e)=k(G) pero k(G —e1)>r(Gy)
30. Determinar los valores de n para los que el grafo completo K, tiene un circuito euleriano. j Para
qué n tiene K, un recorrido euleriano pero no un circuito euleriano?

31. Para cada n > 3, denotamos por C,, el ciclo de longitud n. Demostrar que P(C,,,\) = (A —1)" +
(=D"(A=1).

32. Dados los grafos:

a) Determinar si son isomorfos.
b) Encontrar P(G, \) para cada grafo.

¢) Comentar los resultados de los apartados anteriores.

33. Dados los grafos:



34.

35.

36.

u
b e | b e f
C C
Ty ot | @ d | a d g
e b e f
d z %
a v a d g

a) Determinar sus polinomios crométicos.
b) Encontrar x(G) para cada grafo.

¢) Si se dispone de cinco colores, j cudntas coloraciones propias de los vértices de cada grafo
existen?

(Examen Febrero 2003) Para n > 3, sea C, el ciclo de longitud n. Probar las siguientes relaciones:
PCo, ) = (A =1)"=A—1)""1 = P(C,_1,\), n > 4.
PCu,A\) = A=1"=P(Cph2,\) —(A=1)""2 n>5.

En unos laboratorios quimicos se reciben siete sustancias quimicas {s;};=1,_.7 que precisan ser
almacenadas. La naturaleza de las sustancias es tal que para 1 < ¢ < 5 la sustancia s; no puede
ser almacenada con la sustancias s;;1 y S;t+2. Determinar el nimero minimo de compartimentos
necesarios para almacenar las mencionadas sustancias quimicas en las condiciones anteriores. Con
ese nimero minimo de compartimentos, ;de cuantas maneras distintas se pueden almacenar las
sustancias quimicas?

=
—(

Maquinas Finitas

Dada la méaquina finita:

0 1 0

O e L)
Q\QJ

a) Calcular f,,(011011010).
b) Obtener todas las palabras de entradas « tales que fe,(a) = 0011110.

37. Dada la méquina siguiente, calcular f.,(a) para toda palabra de entradas «.

0 0 0
P YN
=
1 1
1 (JA 1

0



38. Construir una maquina finita lo mds sencilla posible con I = {0,1} de manera que f.,(«) = O«
para toda palabra de entrada a.

39. Demostrar que existe un unico homomorfismo entre las siguientes maquinas que es epimorfismo
pero no es monomorfismo.

L Qe oSy

1 1

©)

40. Sea M la maquina cuyo grafo de estados es:

y R la relacién en F cuya particion asociada es:
{{eo,ea}, {e1,e2,e5}, {es}, {es,e7}}
Dibujar el grafo de M/R.

41. Dadas las maquinas M y M’, definir un homomorfismo g: M —— Jy’ , dibujar el grafo de M/g
y definir el isomorfismo entre M/g e Im(g).

1 1

N

0

0

1

P

0

o

N
0

42. Determinar en cada caso si la palabra pertenece o no al conjunto regular representado por la
expresion regular.
a) 10100010 ; (0*10)*
b) 011100 ; (OV(11)*)*
¢) 000111100 ; ((001Vv11)*(00)*)*



o
S o N

01110111 ; (1¥01)*(11v0%)
11100111 ; ((1%0)*V0*11)*
011100101 ; 01*10%(11%0)*
1000011 ; (10*V11)*(0*1)*

Q

43. Determinar cudles de las siguientes igualdades son ciertas.
a) (aVb)*=a*b*
b) (aVb)*= (a*b*)*
¢) (aVb)*=(a*Vvb)*
d) a*
)

(&

a*a = aa*

a*b=aa*b Vb
44. Dar una expresién regular para cada uno de los siguientes conjuntos regulares sobre X = {a, b}:

a) Palabras que empiezan por a.

b) Palabras que tienen exactamente una a.
c) Palabras que tienen un nimero par de aes.
d) Palabras que contienen la palabra aa.

45.  Construir una mdquina finita de Moore que reconozca el lenguaje L sobre I = {0,1} en cada caso.

s

Palabras que empiezan por cero.

=

Palabras que tienen exactamente un cero.

()

Palabras que tienen exactamente un cero y empiezan por él.

S8

Palabras que terminan en 101.

9]

Palabras que terminan en 00.

~
NN N N

Palabras que contienen 10 6 01.

46. Dar una expresion regular para L(M) en los casos siguientes:

(a) — b)

s

e
©

0 1 1 0,1
T\ ™\ ™\ ™\
©— () @ (v
0 1
0\> /OA,I 0 </0

0,1



EJERCICIOS DE GRAFOS

2 curso I.T.I.S. Universidad de Salamanca 2010/11

10.

11.

12.

Dibujar los grafos, la rueda W3, el cubo @3, los grafos completos K3, Ky y los grafos bipartidos

completos K 5, K3 4.

. Encontrar todos los grafos con cuatro vértices o menos no isomorfos entre si.

Hallar la matriz de adyacencias de los grafos dibujados en el primer ejercicio.
Hallar todos los subgrafos de K ¢ y de Ws.
Hallar los valores de n para los que los grafos K,,, C,, y W, son grafos eulerianos.

En un mapa de carreteras aparecen 25 tramos de carretera. Sabiendo que en todos los cruces
hay una poblacion y que cada lugar tiene al menos cuatro caminos incidentes con él ; Cudntas

poblaciones aparecen en el mapa?

Se dispone de seis ordenadores y nueve cables de conexion. Se necesita conectar cada orde-

nador con otros tres. ;Existe alguna forma de conectarlos? ;Es tnica?

. Cudntas aristas tiene un grafo simple si sus vértices tienen los siguiente grados 4, 2,2, 3,37

Dibuja ese grafo.
. Es posible encajar todas las fichas de un dominé en un tablero?

Determinar si los siguiente grafos son Hamiltonianos.

Dibujar los digrafos con lazos cuyas matrices de adyacencia son las siguiente:

01 2 2 1

0 2 2 2
001 11

2 011
) 30 011

21 01
001 01

2110
01 110

Encontrar el camino minimo entre A y L en el grafo etiquetado G = (V, A, d), donde
d:A—R

estd dado por la siguiente tabla:



13.

14.

15.

16.

AlB|lc|Dp|E|F|clu|I|J[K]|L
All-13]2]-18]-|-]- - -
B N I 2 N7 A N I A B
C S R % T F (R A I R
D S S N 25 N I I
E N T 2 S I i
F S - 20 - | - |-
G N N
H - l-15]6]9
I o2 -
J |- 15
K - |3
L _

Se considera que el grafo no es dirigido y que solo posee aristas etiquetados

Encontrar el camino més corto entre a y e en el siguiente grafo etiquetado.

e

El grafo de la figura representa un barrio de una ciudad donde la etiqueta de cada arista es
la longitud de la calle correspondiente. El edificio A presenta problemas en su suministro de
gas y estalla la conduccién. La onda expansiva tiene un alcance de 65 metros y se propaga a

través de las calles. ;Cudles son los edificios afectados?

o 20 g
&= I E " -«'I‘E';ﬂm

B
15 1a

]

A comienzo de un ano una empresa debe comprar una nueva maquina. El costo de mante-
nimiento de este con ¢ anos de antigiiedad, asi como el costo de compra de una maquina al
inicio de cada ano se da en la siguiente tabla. El objetivo es minimizar el costo total (compra
més mantenimiento) de tener una maquina durante cinco anos. Determinar los aflos en los

que se debe comprar una nueva maquina.

mant. compra
38 000 | 170 000
50 000 | 190 000
97 000 | 210 000
182 000 | 250 000
304 000 | 300 000

=W N = O

Utilizando el orden alfabético, construir un arbol de busqueda binaria para las palabras
Villamayor, Santa Marta, Salamanca, Cabrerizos, Monterrubio de Armuna, Villares de la

Reina, Ledesma, Penaranda de Bracamonte, Vitigudino.



17. Sea

{{1,2},{1,3},{1,4},{2,5},{2,6},{3,10}, {3,11}, {1, 2}, {11,12},{11,13}, {5, 7}, {5,8},{8,9}, }

la relacién de equivalencia que define un grafo conexo en el conjunto de sus vértices X3 =
{1,...13}. Encontrar un arbol generador por el método de bisqueda de profundidad y de
amplitud.

18. Encontrar un arbol generador de peso minimo en los grafos siguientes:

o ; 13 x Qj E

¢ y
. o3 : | a 5
7 q 1 g E
2 & 1
5
|
L|
5 C 2
= 3
] g
R =
£ |
y

19. El grafo de la figura representa las posibilidades de instalacién de cableado de una red eléctrica

cuyo origen es la central situada en sq.

i. Describir un cableado que de abastecimiento a todos los barrios s; de coste minimo.

ii. Supongamos ahora que en los barrios s1, s5 ¥y sg se alojan personas muy influyentes
que obligan a la empresa eléctrica a cablear toda la instalacion que llega a esos barrios.
Encontrar el coste minimo para la empresa eléctrica para que todos los barrios dispongan

de electricidad. ; Cuanto es la cantidad que se derrocha teniendo en cuenta este apartado?



20.

21.

22.

23.

Se quiere renovar parte de los tramos de un ferrocarril que conectan 8 ciudades A, B, C, D,
E, F, Gy H. La duracién estimada del viaje directo entre cada dos ciudades viene dado por

la tabla siguiente

A|B|C|D|E|F|G|H
03 - -]-13]-]2
-5l -1-1-13]-
Sl -3 -2
Slal o1 -
13 -0 -

Sl 2 -

- |3

Se requiere que dos estaciones cualesquiera queden conectadas por tramos renovados y que la
duracién del viaje de A a cualquier otra ciudad por tramos renovados sea lo menor posible.

Qué tramos, optimizando el trabajo y los coses, han de renovarse?

En el grafo de la figura se muestra una red de ordenadores que se quiere construir. Los vértices
representan los ordenadores y las aristas las lineas de transmisién a considerar para conectar
algunos pares de ellos. Cada arista tiene un peso que indica el coste de construir dicha linea.

Conecta todos los ordenadores con el menor coste posible.

Calcular el nimero cromatico para cada uno de los grafos siguiente:

N

Ayuda, utilizando la busqueda de profundidad y de anchura, a encontrar una solucién al

problema que tiene un vendedor, que debe recorrer las cinco ciudades del grafo, pasando

exactamente un vez por cada una.

Si ademds necesita gastar lo minimo, y el traslado desde una ciudad a otra es el del grafo,

(, Cudl seria una posible solucién?



24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

En la Facultad de Ciencias, Departamento de Informatica se celebra todos los afios un con-
greso de una semana sobre Teoria de Grafos. Este ano se imparten ocho cursos de una hora
diaria. Solo tienen tres horas disponibles cada dia, pero no hay restriccién en el nimero de
aulas libres. En el grafo siguiente se tiene la informacién sobre el nimero de alumnos que
comparten dos cursos. jEs posible planificar el horario de conferencias de manera que todos
los alumnos puedan asistir a los cursos en que estdan matriculados? ;Existe alguna forma de

hacer el horario de manera que haya el minimo nimero de alumnos perjudicados?

LEl grafo siguiente es un grafo plano?

Encontrar los grafos completos planos.

Demostrar que en cualquier grafo plano con |V| > 3 existe al menos un vértice con grado

menor o igual a cinco.

Encontrar los ntimeros naturales n para los cudles K, es un grafo bipartido.
Demostrar que todo subgrafo de un grafo plano es plano.

Encontrar todos los subgrafos planos de K3 3.

Determinar cudles de los siguiente grafos son planos.

b 4

Determinar si K5, K33y Hs3 4 son planos si se les elimina una arista.

Sea = (V, A) un grafo simple conexo con 16 aristas y tal que todo vértice es de grado al

menos 4. Si G es plano, jcudntos vértices tiene? Dibuja un grafo con estas condiciones.



EJERCICIOS BASICOS DE CODpIGOS. HoJA 1.

2° Curso I.T.I.S. Universidad de Salamanca 2008/09

1. Para el cddigo lineal C' con funcién codificadora
c: 75 =75 (x,y,2) = c(z,y,2) == (x,x +y,z, 2 +y + 2,y + 2)
se pide:

(a) Especificar todas las palabras de C' usando la funcién c.

(b) Encontrar una base de C y con ella una forma paramétrica de C.

(c) Calcular una matriz generadora G y usarla para generar todas las palabras de C.
(d) Calcular una forma implicita de C y una matriz de control H.
(e) Calcular la distancia d(C) del cédigo.
(f) Especificar la longitud n, la dimensién k y la distancia d.
g) Descodificar por distancia minima la palabra yo = (11111).

)
)
)
)
)
)
)
h)

(
(

Descodificar por sindromes la palabra yq anterior.

2. Sea C' el (6,3)-c6digo lineal sobre Zy con matriz generadora G =

= = = O O
= o= = O = O
=== OO

(a) Especificar todas las palabras de C.
(b) Calcular la distancia minima de C.

(c) Recibidas las palabras 011000 y 101100, detectar si se ha producido un error en la

transmisién y, en su caso, aplicar el método de decodificacién por distancia minima.

3. Considérese el (5,2)-cédigo binario C con matriz generadora G =

[ e T S S
= = O = O

(a) Calcular el peso de C.

(b) Dado el vector u = 10001 € Z3, jcudl es el lider de su clase?

4. Para el cédigo lineal C' con funcién codificadora
c: Ly — L5 (2,y,2) = ez, y,2) = (v,y, 2 +y + 2,2 +y,y + 2,2+ 2)
se pide:
(a) Especificar todas las palabras de C' usando la funcién c.
(

b
(c

(d) Calcular una forma implicita de C' y una matriz de control H.

Encontrar una base de C y con ella una forma paramétrica de C.

Calcular una matriz generadora G y usarla para generar todas las palabras de C.

)
)
)
)



(e) Calcular la distancia d(C') del c6digo.
(f

Especificar la longitud n, la dimensién k y la distancia d.

)
)
(g) Descodificar por distancia minima la palabra yo = (101010).
(h) Descodificar por sindromes la palabra yo anterior.

5. Sea C el (6,3)-cidigo lineal sobre Zs con matriz generadora

= = = O
= o = O = O
— R == O O

(a) Especificar todas las palabras de C. Calcular la distancia minima de C.
(b) Recibidas las palabras 010100 y 110100, detectar si se ha producido un error en la

transmisién y, en su caso, aplicar el método de decodificacién por distancia minima.

6. Consideremos el (5, 3)-c6digo binario C' con matriz generadora y, en su caso, aplicar el método

de decodificacién por distancia minima.

@

I
= O = O
= o= O = O
e = =)

(a) Calcular el peso de C. Dado el vector u = 10101 € Z3, ;cudl es el lider de su clase?

7. Sea el cédigo bloque (7,4) generado por la matriz G =

S O O R o
O O = O = O =
S = O O = = O
= O O O O = =

Encontrar todas las palabras del cédigo C'.

(a
(b

{Cuadles son las capacidades de correccién y deteccién de C?

d

)

)
(¢) Encontrar la matriz de control H de C.
(d) Construir la tabla de sindromes de C.

)

(e) Comprobar el sindrome de la palabra recibida 1101101. ;Es una palabra del cédigo? Si

la respuesta es no, ;Cudl es la palabra que mayor probabilidad tiene de haber sido la

enviada?
1 01 00
8. Sea | 1 1 0 1 0 | lamatrizH de paridad de un cédigo C.
01 0 01

(a) Construir la tabla de decodificaciéon por minima distancia con sindromes.

(b) Usar la tabla para decodificar las siguientes palabras

11110 11101 11011 10100 10011 10101 11111 01100



9. {Cudl es la dimensién de la matriz generadora del cédigo de Hamming (63,57)7 ;Y de la

matriz de paridad?

10. ;Cual es la razén de codificacion de este cédigo? ;Y la tasa de codificacién?
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