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Capitulo 1

ESPACIOS VECTORIALES.

1.1. ESPACIOS VECTORIALES.

Sea k el cuerpo de los nimeros reales R o de los niimeros complejos C. A los elementos de k se

les llamara escalares y se denotaran con letras griegas A, u, 7, etc.

Definicién 1. Un k-espacio vectorial es un conjunto E dotado de dos operaciones:
La suma
+:ExXE—E|(wv)—~v+0

y el producto por escalares
kX E— E|(\vV)= 0.

Ademis, la suma debe verificar las propiedades siguientes:
1. Asociativa (v +v') +v" =v+ (v +0") Vo, yv" €FE
2. Existencia del elemento neutro, 3o € Ftalqueo+v=v+o0o=v VveEE
3. Existencia del elemento simétrico, Vv € E Js € E verificando que v+ s=s+v =0
4. Conmutativa v +v' =v' +v
y el producto por escalares las siguientes:
1. Asociativa (Apu) -v=X-(u-v) YveE y VYA\puck
2’. Distributivas:

a) A+p)-v=Av+pu-v YVoeEE y VAu€ek
b) M-(v+v)=A-v+ A0 Vo' e€E y VAek

3.1-v=v VYveE

A los elementos de E se les llamard vectores y se denotaran por letras latina e, v, u etc.

1.1.1. Propiedades elementales de los espacios vectoriales.
Proposicion 1. Sea E un k-espacio vectorial. Se verifica:
1. El elemento neutro de la suma es unico,

2. el elemento opuesto de un vector v € E es unico y se denotard por —v,
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3. 0-v=o0 para todov € E
4. AN-o=o0 para todo A € E
5. (=1)-v=—v para todov € E

Demostracion. 1. Sean o y o’ dos elementos neutros, entonces para todo v € E se verifica que

o+v =wv =0 +wv. Luego, en particular cuando v = ¢’, se tiene que 0+ 0 =0 =0’ +0 =o.

2. Sean s; y so dos elementos opuestos de v, entonces se verifica que v+ s = 0 = v+ so. Luego
so=83+o0=8y+(v+s1)=(s0+v)+s1=0+8 =5

3. Se tiene que 0-v4+v=0-v+1-v=(0+1)-v=1-v=wv para todo v € E. Ahora bien, si a
la primera igualdad se le suma el opuesto de v y esto mismo se hace con la ultima igualdad,

se obtiene que 0- v+ v + (—v) = v + (—v). Es decir que 0-v = o.

4. En este caso, para todo A € k, se verifica que Ao+ A-v = X-(0o+v) = X - v, entonces,
como en el apartado anterior, si se suma a la primera y a la tltima igualdad el opuesto de
A-v=—(A-v),seobtiecneque A\co=A-0o+A-v+(—(A-v))=A-v+(-(A-v)) =0

5. Por la propiedad 3), basta probar que (—1) - v para todo v € E verifica la propiedad de ser
el elemento opuesto de v. Pero (—1)-v+v=(-1)-v+1-v=(-1+1)-v=0-v = o, por
tanto (—=1)-v = —wv.

O

1.1.2. Subespacios vectoriales.

Definicién 2. Sea F un k-espacio vectorial, se dird que un subconjunto E’ de E es un subespacio
vectorial de E, si las operaciones de E estdn definidas en E’ y respecto de ellas E’ es un k-espacio

vectorial.

Nota 1. Que las operaciones de F estén definidas en E’ significa que para todo v,v’ € E' y para
todo A € k, se tiene quev+v' € E' yque A-v € E'.

Proposicién 2. Sea E un espacio vectorial y sea E' C E, entonces E' es un subespacio vectorial

sty sélo si \-v+pu-v € E', para todo v,v' € E' y para todo A\, € k.

Nota 2. Toda expresién de la forma A v+ p-v € E' con v,v' € E' y A\, u € k se denomina

combinacion lineal.

Demostracion. Si E’ es un subespacio vectorial, entonces para todo v,v’ € E' y para todo A\, u € k
se tiene, por definicién, que A -v € E’, que p-v' € E’, que v +v' € E’, y por ultimo que
Av4p-v eF.

Reciprocamente, si E’ verifica que A\-v+pu-v’ € E’, entonces las operaciones de E estan definidas
en E’, puesto que para todo v,v" € E’ se tiene que v + v’ € F’, (simplemente particularizando
la propiedad para A = 1 = p). Y para todo A\, € k se tiene que A - v € E’, (particularizando la
propiedad para p = 0). Ademéds, E’ verifica las propiedades 1), 4), 1), 2') y 3') porque lo verifican
todos los vectores de E. Veamos que también se verifican la 2) y la 3). En efecto, sea v € E’ y sea
—1,0 € k, entonces 0-v=0€ E' y (—1)-v = —v € E'. Luego existe en E’ el elemento neutro y el

elemento opuesto de cada vector de E’. O

Definicién 3. Sean E’ y E” dos subespacios vectoriales de un k-espacio vectorial E, se define la
interseccion de E' y de E” y se denota por E' N E”, al conjunto de los vectores v que pertenecen

a E' y que pertenecen a E”. Es decir, {v € F tales quev € E' yv € E"}
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Corolario 1. La interseccion de subespacios vectoriales es un subespacio vectorial.

Suma de subespacios vectoriales.

Sean E; y E5 dos subespacios vectoriales del espacio vectorial E.
Definicién 4. Se llama suma de F; y de E5 al subespacio
Ei+E,={e=ej+ex|e1 € Eyyes € Er}.
Nota 3. E; + Es es el minimo subespacio que contiene a E7 y a Fs.

Andlogamente se define la suma de r subespacios vectoriales E1q, ..., E,. como el conjunto de

los elementos

{€:€1+...—|—€T|ei€Ei}.

Definicién 5. Se llama subespacio generado por el conjunto de vectores {ey,...,e,} al subespacio

vectorial formado por todas las combinaciones lineales del conjunto. Es decir,
(e1,... en) ={Me1 + -+ Ape, VA €k} = (e1) + -+ (e,) donde (e} = {Ae, A € k}.

Definicién 6. Se dice que E; y Es estdn en suma directa si se verifica que Fy N Ey = {o}. Se
escribe B @ Es.

Y

Definicién 7. Se dice que E; y Eo son subespacios suplementarios si se verifica que E = E1 + Ey
y que By N Esy = {o}.

Proposicion 3. Si E1 y E5 son suplementarios entonces todo vector de E, v € E se puede escribir

de forma inica como suma de un vector vi € E1 y otro vector vg € Fs.

Demostracion. En efecto, si e € E se puede escribir como e = e; + eg, con ¢; € E; para i € {1,2}
y también como e = uy + ug, con u; € E; para i € {1,2}, entonces e; — u; = ug — e3 € E1 N Es.
Ya que e; —up € E1 y us — ea € Fy. Pero como E; @ E5 estan en suma directa, se tiene que

E1 N Ey = {o}, luego e; — u1 = ug — e = o, y por tanto e; = u;, con i € {1,2}. O

Definiciéon 8. Se dird que F1,..., E,. son suplementarios cuando £ = E; + --- + E, y ademas
para cada subespacio vectorial F; la intersecciéon con Ej + ...+ E‘\Z + ...+ E, es igual al elemento

neutro de F.

Proposicion 4. Decir que Eq, ..., E,. estin en suma directa es equivalente a decir que todo vector

v de B1® - ® E, se puede expresar de forma unica como v =e1 +---+ e, donde e; € E;.

1.1.3. Subvariedades lineales o afines.

Sea V' un subconjunto de E, se dice que es una subvariedad lineal si es de la forma
V=v+E ={vg+v |v €LY},

donde E’ es un subespacio vectorial de E. Al subespacio vectorial E’ se le llama subespacio director
de V' y a sus elementos vectores directores.

Se dird que dos subvariedades lineales V; = v; + E1 y Vo = vo + E5 son paralelas si los vectores
directores de V1 son también vectores directores de V5, o viceversa; es decir, si y sélo si £1 C E5 o
bien Ey C Ej.
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1.1.4. Aplicaciones lineal.
Sean E y E’ dos espacios vectoriales sobre k y T : E — E’ una aplicacidn.

Definicién 9. Se dice que un aplicacién T : E — E’ es una aplicacién lineal si verifica que
1. T(v1 +v2) = T(v1) + T'(v2) para todo v; € E
2. T(Av) = X-T(v) para todo A € k

Es claro que las dos condiciones anteriores se resumen en que T : E — E’ es aplicacién lineal
siy sélosi T(A\1-v1 4+ Az -v3) = Ay - T(v1) + A2 - T(v2) para todo vy,ve € E 'y para todo A1, As € k

Definicién 10. Si T es biyectiva se denomina isomorfismo.
Cuando E = E’, la aplicacién lineal T' se denomina endomorfismo, y si es biyectiva automor-

fismo.

Definicién 11. Se llama ncleo de la aplicacién lineal T : E — E’ al subconjunto de elementos

de E que tienen imagen igual al elemento neutro de E’. Se denotard por KerT y se escribe
KerT'={ve E|T(v)=0d € E'}

Definicién 12. Se llama imagen de la aplicacién lineal T : E — E’ al subconjunto de elementos

de E’ que son imigenes de algin vector de E. Se denotara por ImT y se escribe
ImT={/eFE |JveEconT(v)=2v" € E'}
Proposicion 5. Si T : E — E’ es aplicacion lineal, entonces se verifica lo siguiente:
1. KerT es un subespacio vectorial de E.
2. ImT es un subespacio vectorial de E'.

Demostracion. 1. Si v1,v2 € KerT, entonces T(v1) = T(v2) = o'. Por tanto como para todo
A, 1 € k se tiene que T(A-v1+p-ve) = A-T(v1)+p-T(ve) = 0, resulta que A-v+p-v' € KerT.

Es decir, KerT es un subespacio vectorial de F.

2. Si v}, v4 € ImT, entonces existen vectores vy, vs € E tales que A-vj +p-vh =X-T(v1) + -
T(vy) =T (A vy + p-ve). Es decir, existe un vector en F, sea A - v; + i - va, cuya imagen es

A v] + p - vh. Luego este dltimo pertenece a ImT.
O

Proposicién 6. Sea T : E — E’ una aplicacion lineal. T es inyectiva si y sdlo si KerT = {o}.

Demostracion. Supdngase que T es aplicacién lineal e inyectiva y sea v € KerT. Como KerT es
un subespacio vectorial de E, T'(0) = o’ (jpor qué?) y por tanto ocurre que T'(v) = o' = T(o0),
luego por al inyectividad de T se concluye que v = o. Es decir, KerT = {o}

Reciprocamente, supongamos que KerT = {o} y veamos que T ha de ser inyectiva. En efecto, si
T(v1) = T(vs), entonces o' = T(v1)—T(v2) = T'(v1—v2), luego v1—vy € KerT = o'. Asi v1—vy = 0,

es decir v; = vy y por tanto T es inyectiva. O

1.2. TEORIA DE LA DIMENSION.

1.2.1. Bases de un espacio vectorial

Sea E un espacio vectorial
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Definicién 13. Diremos que los vectores {e1, ea, ..., e, } de E son linealmente independientes (1.i.)
si se verifica que Aje; + Aoea + -+ Ape, =0siysblosi Ay =X ==X, =0
Definicién 14. Diremos que un conjunto de vectores {ej,es,...,e,} de E son un sistema de

generadores si todo vector e de E es una combinacién lineal de ellos; es decir e = A\je; + Aqeq +
s 4 Apen.

Definicién 15. Diremos que un conjunto de vectores {ej,es,...,e,} de E es una base si son

linealmente independientes y un sistema de generadores.

1.2.2. Teorema de la base.

Lema 1. Si B = {v1,v2,...,0,} €s una base y e = A\vy + Agva + + - + \jv; + - -+ + A\pv, donde

A # 0 entonces sustituyendo en la base B el vector v; por el vector e se obtiene otra base B' =

{v171)27'~’7Uiflveavi+17“~7vn}'
. . Ni
Demostracion. Es un sistema de generadores, pues v; = %e — %Ul — %1}2 — = S —
k2 k2 k2 T
Ait1 A .
S Vi1 — o — 320, Bs decir v; € (U1,V2,...,€,...,0,) . Luego E = (v1,v2,...,0iy...,Un) C
(v1,v2,...,€,...,0,) y por tanto (vq,va,...,€,...,0,) = E.

Son Li. Sea 0 = pr1v1 + pova + -+ + pe 4+ -+ + fp Uy = 101 + piov2 + - - -+ p( Mg + -+ Avs +
et ApUR) o fa U = (1 + pA) UL+ (B2 + pA2)va 4 ()i 4 (e + pAR)UR. Como

{v1,v2,...,v,} son Li., se tiene que p; + pA; =0 =po + puro =0=--- = g1+ pri_1 =0 =
Wiv1 + pAip1 =0 = ... = pup + pA, = 0= pr; = 0. Como A; # 0, se tiene que p = 0 y por tanto
py =0 Vj#i O
Lema 2. Sea B = {ej,ea,...,e,} un conjunto de vectores l.i y B’ = {e1,€2,...,€k_1,Vk, V41, - -
..., Un} una base. En B’ se puede sustituir alguno de los vectores vg, Vg41, .- ., Uy por el vector ey

de modo que siga siendo base.

Demostracion. Se tiene que e = Aje; + dses + ... + Ag_1€k—1 + AUk + ... + Ane, y no puede

ocurrir que A\, = A\gy1 = -+ = A\, = 0, pues en ese caso {ey,ea,...,e,} no serfan Li. Luego A\; # 0
para algin i € {k,...,n}. Por el lema anterior aplicada a la base B’ y al vector ey, se concluye. [
Teorema 1. Sea B = {ey,ea,...,es} un conjunto de vectores l.i y B' = {v1,va,...,v,} una base.

FEntonces s < n.

Demostracion. Supongamos que n < s. Aplicando el Lema 2 se puede ir sustituyendo los n primeros

vectores eq, €, ..., €, de B sucesivamente por vectores de la base B’ obteniendo siempre una base.

Asf hasta que haya sustituido todos los vectores de B’. Llegarfamos a que {ej,ea,...,e,} es una
base. Como e41,...,es no pueden ser combinacién lineal de los anteriores se concluye que s <
n. O

Corolario 2 (Teorema de la base). Todas las bases de un espacio vectorial tienen el mismo nimero

de elementos.

Demostracion. Sean B = {ej,ea,...,en,} v B’ = {v1,vs,...,vs} dos bases del espacio vectorial.
Aplicando el teorema anterior a los conjuntos 1.i B y B’ respectivamente, se sigue que n < sy

s <n. Es decir n = s. O

Definiciéon 16. Se llama dimension de un espacio vectorial E al niimero de elementos de una

base.

Corolario 3. Si E' es un subespacio de E y dimE’ = dimFE entonces E' = E.
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Demostracién. Si E' = (e, €2, ...,6e,) es una base y e € F es un vector que no estd en E’, entonces
{e1,e2,...,en,e} es un conjunto de vectores 1.i. Pero entonces por el Teorema, dimE > n+ 1, lo
cual no puede ser. O

Corolario 4. Si dimFE = n entonces todo conjunto de n vectores l.i. es una base.

Demostracion. Basta probar que dichos vectores generan. Pero como generan un subespacio vec-

torial de dimensién n, por el corolario anterior generan el total. O

Corolario 5. Todo conjunto linealmente independiente de vectores es ampliable a una base.

Demostracion. Sea {eq,ea, ..., es} un conjunto de vectores Li. y sea n = dimE. Sea ej un vector de
E que no pertenece a (e, ea,...,ex—1) para k € {s+1,s+2,...,n}. Los vectores {e1,ea,...,e,}
son L.i. y por tanto son una base. O

1.2.3. Férmulas de la dimensién.

Proposiciéon 7. SiT : E — E' es una aplicacidn lineal entonces dimE = dimKerT + dimImT.

Demostracion. Sea {e1,ea,...,e;} una base de KerT que ampliamos hasta tener una base de F;
es decir, {e1,ea,..., €k, €41, .., En}. Basta probar que {T'(ex+1),T(ex+2),--.,T(e,)} es una base
de ImT.

Es un sistema de generadores, pues ImT = (T'(e1),T(e2),...,T(er), T(ex+1), T(ext2), - - -
...,T(ey)). Como eq,...,ex, € KerT se tiene que T'(e1) = T(ez) = --- = T(ex) = 0. Luego
ImT = (T(ex+1), T (ex+2), ..., T(en)).

Son Li, pues supongamos que Agpt17(eg+1) + Apr2T (€kt2) + -+ - + AT (en) = 0. Por linealidad
T(Aet1€k+1 + Apt2€kt2 + -+ + Anen) = 0. Luego Agr1€k4+1 + Aproerie + -+ + Anen € KerT =

(e1,€2,...,er). Es decir, Apr1€p41 + Agro€rta + -+ Anen = Arer + Agea + + -+ + Ager. Entonces
Are1 + Ageg + -+ A€k — App1€rt1 — Apr2€kt2 — - - — Apen, = 0. Como estos vectores son l.i. se
concluye que Agy1, Ag+2,..., Ap = 0. O]

Corolario 6. Si E; y E2 son espacios vectoriales, se verifica que dim(Eq X Ey) = dimE; +dimE;.

Demostracion. La aplicacion lineal p : Eqy x E3 — Eo definida por p(ey, e3) = ea es evidentemente
epiyectiva y ademds Kerp = {(e1,e2) € E1 X B3 tal que 0=p(e;,es) =ex} = {(e1,0),e1 €
E1} 2 Ey. Luego dim(Ey X Ey) = dimKerp + dimImp = dimFE; + dimE,. O

Corolario 7. Si Ey y Es son subespacios de E. Entonces dim(Ey + E3) = dimF; + dimEs —
dimE; N Es.

Demostracion. Sea T : Ey X Ey — Ey 4+ Fs la aplicacién lineal definida por T'(e1,e2) = e1 + e
que es evidentemente epiyectiva y ademds KerT = {(e1,e2) € E1 X E3,,0 = T(e1,e3) = e1 +
ea} = {(e1,e2) € E1 X Fa,,e1 = —ea} = {(e,—e)/e € E1 N Ey} = Ey N Ey. Luego dim(FE; %
Ey) = dimImT + dimKerT = dim(FEy + E3) + dim(Ey N E3). Aplicando el corolario anterior se

concluye. O

Corolario 8. Si T : E — E’ es una aplicacidn lineal entre espacios vectoriales de la misma

dimension, entonces T es inyectiva si y solo si T es epiyectiva si y sélo si T es isomorfismo.

Demostracion. T es inyectiva < KerT = 0 < dimKerT = 0 < dimImT = dimFE = dimE' =
dimImT < ImT = E' < T es epiyectiva . O
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1.3. COORDENADAS.

1.3.1. Coordenadas de un vector.

Sea B = {ej,ea,...,e,} una base de un espacio vectorial E . Todo vector e € E se expresa de
modo tinico como combinacién de los vectores de la base. En efecto, si e = z1e1+x2e0+- - -+xn6, =

Tie1 + Taeo + -+ + Tpe, entonces 0 = x1eq + xoeg + -+ + xpe, — (Tyeg + Toes + -+ + Tpey) =

(x1 —T1)er + (x2 —Ta)es + -+ + (X, — Tp)en. Luego 0 =21 — Ty = 29 — Ty = -+ = &y, — Tp. Es
decir 1 =T1,29 =Ta,..., Ty = Tp.
Definicién 17. Llamaremos coordenadas de un vector e respecto de la base B a (z1, 22, - ,&,) €

K x --- x K que verifican que ¢ = z1e1 + e + - -+ + Tp€y.

Nota 4. Esto define una identificacion de E con K". Es decir ¢ : E-Z3K™ es un isomorfismo
definido por ¢(e) = (z1,x2,...,2,), donde (x1,22,...,2,) son las coordenadas de e respecto de
B.

1.3.2. Coordenadas de una aplicacién lineal.

Definicién 18. Sea T : E — E’ una aplicacién lineal, B = {ej,ea,...,€,} una base de E' y
B’ ={¢}, e, ..., el } una base de E’. Diremos que la matriz de m filas y n columnas A = (a; ;) es
la matriz de T respecto de las bases By B’ si T(e;) = a1 ;€] + az jes + -+ am je),.

De modo que es poner por columnas las coordenadas de las imagenes de los vectores de la
base B. Toda aplicacién lineal queda determinada conociendo su matriz (es decir conociendo
T(e1),T(ea),...,T(en) ), ya que si e = wiey + x2e2 + +-+ + xpe, entonces T(e) = x1T(e1) +
xoT(e2) + -+ + xp,T(en) = v1€} + yoeh + ... + yme,,,. Si e tiene coordenadas (x1,za,. - ,Zy,)
respecto de B entonces su imagen T'(e), tiene coordenadas (yi, 42, ..., ym) respecto de B’ donde

A(z1, 29, ..., 2n) = (Y1,Y2, - - -, Ym). Esto es

Y1 X1

Yn Tn

La composicién de aplicaciones se corresponde con la composicién o producto de matrices. Es
decir, sean E-LE y E’LE” sendas aplicaciones lineales, y sean B, B’ y B” bases de F, F' y
E"” respectivamente. Llamaremos A a la matriz de f respecto de las bases By B’ y A’ a la matriz
de f’ respecto de las bases B’ y B”. Entonces la matriz de f’ o f respecto de las bases By B” es
A A

1.4. CAMBIOS DE BASE.

Definicién 19. Sea F un espacio vectorial de dimensién finita sobre K, y sean B = {e1,€ea,...,e,}
y B = {e1,@,...,8,} dos bases de E. Se llama matriz del cambio de base de B a B a la matriz
P = (pi;), coni,j€{l,--- ,n} del morfismo Id : E — E respecto de las bases B y B, donde si
€j = P1,j€1 + P2,5€2 ++* + Pm,jen.

De modo que igual que en el caso de las aplicaciones lineales, es poner por columnas las coor-
denadas de los vectores de la base B respecto de la base B. Asi, las ecuaciones de cambio de base
son

T Ha]

En x n
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Sea T : E — E’ una aplicacién lineal, sea A su matriz respecto de las bases By B’ de E'y
E’ respectivamente, sea P la matriz de cambio de base de B a By en E y P’ la de cambio de base
de B’ a Bj en E.

Teorema 2. Entonces la matriz A de T respecto de las nuevas bases By y B} de E y E' respecti-
vamente vale
A=P -A.-PL

Demostracion. Consideremos el diagrama conmutativo

B E L E B

Id lld

B, E 5 E B

Tomando las matrices de las aplicaciones lineales respecto de las bases escritas al lado de cada
espacio vectorial, resulta que A- P =P’ - A, dedonde A=P' -A-P~ 1L O

1.5. DETERMINANTES.

Definicién 20 (Matriz traspuesta). Llamaremos matriz traspuesta de A = (a;;) a la matriz

A" = (aj;); es decir la matriz que consiste en poner las filas de A como columnas.

Definicién 21 (Determinantes). Sea A = (a;;) una matriz cuadrada. Llamaremos determinante

ai1 ai2 a13

a b

de A y lo denotaremos por |A| al siguiente escalar: |(a)| = a; J
c

= ad — bc; a21 ag22 G23| =

as1 Gas2 0433
11022033 + a3,101,202,3 + 01,302,1A3,2 — 1,302,203 1 — 43301 2021 — 01,103,202,3

Nota 5. Los determinantes de orden superior a 3 se calculan aplicando las siguientes propiedades:

a.- |A| =|A"| . Esto dice que todas las propiedades que se enuncien para las columnas también

son validas para las filas.
b.- |A] = 0 < las columnas de la matriz A son linealmente dependientes.

c.- Al multiplicar una columna de la matriz por un escalar el determinante queda multiplicado

por dicho escalar.
d.- El determinante no varia si a una columna se le suma una combinacién lineal de las otras.
e.- El determinante cambia de signo si se permutan dos columnas.

f.- Desarrollo por los elementos de la primera columna:
|A| = a11|A1| — az1|A2| + a3 1]As| — -+~ E£an1]|Anl.

Donde A; es la matriz obtenida tachando la primera columna y la fila i-ésima de la matriz

A. Anslogamente se puede hacer el desarrollo por cualquier otra columna .

g.- El determinante de la composicién de matrices es el producto de los determinantes: |A.B| =
|AL.|B].

A0
0 B

h.- = |A|.|B|
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Definicién 22 (Matriz adjunta). Sea A = (a;;), llamaremos Matriz adjunta de A a la matriz
ad(A) = (b; ;) siendo b; ; = (—1)"T7|A, ;| y Ai; la matriz obtenida de A tachando la fila i y la

columna j.

Inversa de una matriz
La inversa de una matriz A se calcula multiplicando por el inverso del determinante de A la

traspuesta de la matriz adjunta de A: A~ = r(ad(A))" = pgad(A").

Definicién 23 (Menores de una matriz). Sea A una matriz de n filas y m columnas, se llama
menor de orden k de A a |B| donde B es una matriz obtenida tachando n—k filas y m —k columnas
en A.

Definicién 24 (Rango de una matriz). Se llama rango de una matriz A y se denota por r(A), al

nimero maximo de columnas de A linealmente independientes.

1.5.1. Calculo del rango

r(A) = maximo {orden de los menores de A no nulos}.

Propiedades

a.- 7(A) = r(A%). Luego lo que vale para las columnas, vale para las filas.

b.- El rango de una matriz no varia si a una columna se le suma una combinacién lineal de las

otras.

c.- El rango de una matriz no varia si se tacha una columna que es combinacién lineal de las

otras.
d.- El rango de una matriz no varia si se permutan dos columnas.
e.- El rango de una matriz no varia si a una columna se le multiplica por un escalar no nulo.
f.- Si existe un menor de orden k no nulo en A entonces r(A) < k.

g- r(A) < ndmero de columnas y r(A) < numero de filas.

1.6. SISTEMAS LINEALES.

Definicién 25. Un sistema de ecuaciones lineales son n ecuaciones E; con i € {1,...,n} de la

forma E; = a; 121 + - - - + @i n2y = b;. Es decir,

Ei: a1+ - Fariaz, =b

Il
w0

(1.1)

Em : am,1x1+ te +am,nxn = bm

Nota 6. Llamaremos matriz de los coeficientes de S a A = (a;;) y matriz ampliada AB a la
matriz de los coeficientes de S con una columna més formada por los términos independientes de

S, B = (b1,...,by). Se denotard también por columna A; = aq j,...,Gm, ;-

Observacion 1. Un sistema de m ecuaciones lineales y n incégnitas también puede ser visto como
una aplicacién lineal T : F — E’, (donde E y E’ son espacios vectoriales de dimensién n y m
respectivamente), y un vector b = (by,...,by). De modo que un vector z = (z1,...,2,) es una
solucién del sistema S cuando T'(z) = b. Ademds desde este punto de vista es claro que si zg es

una solucién del sistema (7, b), entonces todas las soluciones = del sistema son z¢ + KerT.
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Teorema 3 (Teorema de Rouché-Frobenius.). Un sistema S de ecuaciones lineales tiene al menos
[ ain

una solucion si y solo si se verifica que st A = es la matriz de S (dicho de
am,1 Qm, n

otro modo, A es la matriz de T respecto de un par de bases de E y E') y B es el vector columna

de los términos independientes (es decir, las coordenadas de b € E'), entonces rg(A) = rg(AB).

Demostracion. Veamos la implicacién hacia la derecha. En efecto, si (z1,...,2,) es solucién de
aii1 o A1n T b1

S, entonces se tiene que T'(x1,...,z,) = = que se puede
m,1 Am,n Tn bm
1.1 ain by b1

reescribir como 1 N I R o 2 =| : |.Asi,en E,,, el vector | : | eslinealmente
am,1 Qm,n bm bm

dependiente con los otros, y por tanto el rango por columnas coincide en ambas matrices.

La implicacién inversa se sigue porque si rg(A) = rg(AB), entonces los rangos por columnas

son iguales, y asi se verifica que existen los escalares (x1,...,2,) que permiten escribir la siguiente
ai,n a1,n bl

combinacién lineal z : + itz : = : |
am,1 Am,n bm

1.6.1. Transformaciones elementales.

Definiciéon 26. Hacerle a S una transformacion elemental es:

a.- Intercambiar dos ecuaciones.
b.- Multiplicar una ecuacién por un A # 0.

c.- Sustituir una ecuaciéon E; por E; + M Eq + -+ + )TEZ + -+ AN E,

1.6.2. Resolucidon de sistemas de ecuaciones mediante transformaciones

elementales.

Proposicion 8. Sea S un sistema de ecuaciones y S’ un sistema obtenido a partir de S mediante

una serie de transformaciones elementales. Entonces las soluciones de S y de S’ son las mismas.

Como ejemplos de resolucion de sistemas por medio de transformaciones elementales damos los

siguientes:

Método de Gauss.

El método de resolucién de ecuaciones por eliminacién (método de Gauss) es un procedimiento
que admite una facil programacion y, por consiguiente, permite resolver una sistema de ecuaciones
con la ayuda de ordenadores.

La idea del método es aplicar, a la matriz ampliada del sistema, operaciones elementales sobre
filas, obteniendo de esta forma sistemas equivalentes al dado cada vez méas manejables. Mediante
estas operaciones se consigue obtener un sistema equivalente que tiene por matriz de los coeficiente
una matriz triangular.

Dado el sistema de ecuaciones lineales en el cuerpo de los niimeros reales R:
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Ei: agim+ - taipr, =b

If
N

(1.2)

B, : am1T1+ - FOmaTn = bm
se puede suponer que los coeficientes de la primera ecuacién no son todos nulos y que, por tanto,
a1,1 7 0 (si fuese cero se cambiarfa la forma de designar a las incégnita y se llamarfa x; a una que
tuviese coeficiente no nulo). Si la ecuacién i—ésima, con i € {2,...,m}, se sustituye por la que se
obtiene de restarle la primera ecuacién multiplicada por Zi—ll, el sistema asi obtenido es equivalente
al de 1.2 y tiene la particularidad de que sus ecuaciones segunda, tercera, ..., m-ésima tienen nulo

el primero de sus coeficientes, es decir, el sistema es de la forma:

’ _
El: aaxi+ arpret -0 tarar, =b
/ . / / N
Em : (12721‘2+ s +a2)nxn = b2 ,
=S (1.3)
/ . li / . N
E; U oT2t 0 gy Tn = by,

Tomando ahora el sistema formado por las segunda, tercera, ..., m-ésima ecuaciones y repitiendo

para él el proceso anterior, se obtiene una sistema equivalente al de 1.3 que ofrece el siguiente

aspecto:

B =b
10 01171+ ai12T2+ @133+ - Fa1aTn, =01

El: ayoTot @ zT3t o Fay,T, =0y
. 1 1 N

E3 : a3’3$3+ T +a3’n$n = b3 = S// (14)
/. " " N

Em, . am,3x3+ e +am,ngjn - bm

Aplicando sucesivamente este proceso se llega, o bien a una incompatibilidad, entonces el sis-
tema no tiene solucién, o bien a un sistema cuya tultima ecuacién es elementalmente resoluble.
En este ultimo caso, una vez resuelta la ultima ecuacién, la pentltima proporciona el valor de la
solucién para la incégnita anterior, y avanzando de este manera se van obteniendo sucesivamente

los valores solucién de las distintas incégnitas.

Método de Cramer.

Definiciéon 27. Un sistema de Cramer es un sistema de ecuaciones lineales que tiene el mismo

numero de incégnitas que de ecuaciones y ademds que la matriz de coeficientes es no singular.

Asi que dado un sistema de Cramer

Ei: agn+ - Fainr, =0b
=S (1.5)
E,: apiz1+ -+ HOpnT, =0b,
con rangoA = n su solucién tunica es
_ det(Mj)
;= W
con j = {1,...,n} y donde la matriz M; es la obtenida sustituyendo en la matriz A la submatriz

columna A; por la matriz columna B de los términos independientes.

En general, considérese un sistema de ecuaciones lineales

b1 T
=A- =S

b, Tn
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donde A es una matriz de n columnas y m filas y coeficientes en R. Es decir, S es un sistema de

m ecuaciones y n incégnitas, que escrito de modo explicito sera:

Ei: aini+ - Faraz, =b

Il
N

(1.6)
L, m1T1+ - FOmaTn = bm

Es conocido que el conjunto de soluciones del sistema (solucién general) es la subvariedad

afin o lineal de R™, de dimensién n — r, g + N, donde zy € R™ es una de las soluciones (solucién

particular) y su espacio de direcciones N es el subespacio vectorial de R™ que forman las soluciones

del sistema homogéneo asociado

0 T
=A- R
0 Ty
es decir
a1+ -+ Harpr, =0
= So. (1.7)
am1T1+ -+ FamapTn, =0

Para que este sistema tenga alguna solucién es necesario y suficiente (Teorema de Rouché-

Frobenius) que rangoA = rangoAB; supongamos pues que esto ocurre y sea

r = rango(A) = rango(AB)

Si r = rangoA, existe una submatriz cuadrada de tamano r de A que es no singular (tiene
determinante no nulo). Supondremos que dicha matriz es la formada por las r primeras filas y r

primeras columnas de A. Asi, el sistema dado es equivalente a:

’ _
El: a1+ - e,z =bi— (@418 o+ a1 0Tn)

m - am,lxl"_ to +am,rx7’ = bm - (am,r+1xr+1 + -+ am,nxn)

aiir 0 Qi
con | | no singular y donde para cada conjunto arbitrario de valores que se de a las

Ay 1 e Ay
variables x,41,...,x, se obtiene un sistema de Cramer que determina de modo tnico los valores
de las incégnitas x1,..., 2.

Para hallar todas las soluciones del sistema S se puede proceder de la siguiente manera:
1.- Haciendo 41 = - -+ = x,, = 0 y resolviendo el sistema correspondiente de Cramer, se obtiene
la solucién
(flv"';xrvx’r“Flv"'axn) = (Cl,...,CT,O...,O)
que es una solucién (particular) del sistema dado.

2.- Tomando para (41, ..., 2, ) los valores (1,0,...,0), (0,1,0,...,0), ... ,(0,...,0,1)y haciendo

nulos los términos independientes (b = by = --- = b, = 0), se obtiene n — r sistemas de
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Cramer que tienen solucién tnica. Se resuelven estos sistemas, y sean, respectivamente, sus

soluciones:
('rlv--~7$7'ax7‘+17x’r'+1;'"amn) :(k1717"'7kT,17170?"'70) :kleRn
(xla'-~7xramr+l7x’l"+17"'7xn) :(k1,27"'7k7",170317"'70) =k € R"
. : (1.9)
(xla"'7xraxr+1axr+1a-"axn) - (kl,n—h'"akr,n—rao7""1) :kn—r eR”

que son n — r soluciones del sistema homogéneo asociado al sistema dado. Ademds, son
vectores linealmente independientes de R™, ya que la matriz de sus coordenadas tiene rango
n — r, pues su submatriz formada por las dltimas n — r columnas y todas sus n — r filas es
la matriz unidad que es no singular de tamatio n — r. Es decir, {k1, ko, ..., kn—, Jes una base

del subespacio vectorial N de las soluciones del sistema homogéneo asociado.

Por tanto, puede asegurarse que el conjunto de las soluciones del sistema dado es la variedad

afin
{x =cH+ Mki+ Xk + -+ Arkn_s / A € Kn}

Es decir, las soluciones del sistema pueden escribirse en la forma

1= c1+ Mkt kit Ak
o= c1+ ka1 + koo 4+ Ak

Ty = cr + Alkr,l + AZkr,Z + -+ Anfrkr,nfrv ()‘1» ) )‘nfr) e K"
, (1.10)

Tr41 = A1

Tp = )\nfr
Nota 7. Nétese que la parte 2 del método anterior dice simplemente que se busque una base del
subespacio vectorial de R™ de las soluciones del sistema homogéneo asociado a S, es decir de
111+ 0 Fa1aTn = 0

= 5. (1.11)

am,1m1+ T +am,nmn =0
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Capitulo 2

ESPACIO DUAL.

2.1. ESPACIO DUAL.

Definiciéon 28. Sea E un espacio vectorial sobre K. Llamaremos espacio dual de E y lo denota-

remos por E* al conjunto de las aplicaciones lineales de E en K.

E* = {aplicaciones w:FE — K lineales}.
A los elementos de E* se les suele denominar formas lineales y anotar por w.

La estructura de espacio vectorial es la siguiente: para todo w,w’ € E* y todo A € k la suma
de formas lineales es (w + w’)(e) = w(e) + w'(e) y el producto por escales (Aw)(e) = Aw(e). Con
esta definicién de suma y producto por escalares, E* es un espacio vectorial. El elemento neutro
es la forma lineal cero: 0(e) = 0 para todo e € E.

Bases en E* Sea B = {ej,ea,...,e,} una base de E. Llamaremos base dual de la base B al
conjunto de las funciones coordenadas; es decir B* = {wy,ws,...,w,} donde w;(e) = coordenada

i— ésima de e respecto de la base B. Luego

0 ara 1 j
wi(ej) = { P . 7£]. 7 (2.1)
1, parai=yj.
Veamos que es una base:
Son Li. : Aywy + Aows + - -+ + A,w, = 0. Aplicando e; para todo i a cada una de las partes de la

igualdad se tiene :

0=0(e;) = wi(e) +Aowa(e)+ -+ Nwile)+ -+ Awn(e;)
| I | | (2.2)
0 0 A 0

Luego Ay =Xy =--- =X, =0.
Son un sistema de generadores: w € E*. Llamaremos w(e;) = a;. Veamos que w = ajw; + agws +
-+ + aywy, con lo que se concluye. Para ver que @ = w — (ajwy + asws + - - - + apwy,) = 0 basta
probar que W se anula sobre los vectores de una base. Como antes, w(e;) = w(e;) — (a;wy + aswy +
st anwy)(e;) = w(e;) —a; =0.

Ademds hemos probado que las coordenadas de w en la base dual son precisamente
(w(er), wlez), - wlen)).

En conclusién hemos probado que una vez hemos identificado F con K™ mediante una base, ob-
tenemos que E* = {w = ajwy +agwa+---+ayw, [/ ai,aq,...,a, € K} donde {wy,ws,...,w,}

es la base dual y (a1, as,...,a,) son las coordenadas de w respecto de la base dual.

19
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Proposicién 9. Siw # 0 entonces w es epiyectiva y dim(Ker(w)) = dimE — 1.

Demostracion. dim(Ker(w)) = dimE—dim(Im(w)). Como I'm(w) C R se tiene que dim(Im(w)) <
dimR = 1. Luego si dim(I'm(w)) = 0 entonces Im(w) = 0y w = 0, lo cual no puede ser por hipdte-

sis. Si dim(I'm(w)) = 1 entonces Im(w) = Ky w es epiyectiva y dim(Ker(w)) =dimE —-1. O

Esto dice que si w = aywy + asws + -+ -+ a,wy, y v = x1€1 + - - - + The,, entonces las soluciones

de la ecuacién a1x1 + asxs + - - - + anx, = 0 forman un hiperplano de E.

2.2. SUBESPACIO INCIDENTE.

Definicién 29. Sea E’ un subespacio de E. Llamaremos subespacio incidente a E' al subespacio

de las formas lineales que restringidas a E’ son nulas;

(E")° = {we FE"/w(e) =0 paratodoe e E'}
= {weFE"/wlE)=0}={we E* E' C Ker(w)}.

Proposicion 10. Si Ey, E5 son subespacios vectoriales de E, entonces se verifica que:
1.- Si Ey C Ey entonces (E3)° C (E1)°.
2.- (El + EQ)O = (El)o n (EQ)O.

Demostracion. 1.- Si w € (E2)° entonces w(e) = 0 para todo e € Fy y ademés w(e) = 0 para

todo e € Ey. De modo que w € (E7)°.

2.- Como Ep,Ey C E; + Es, entonces por 1.—, (Eq + E»)° C (E1)° vy (E1 + E2)° C (E2)°.
Por tanto (E; + E2)° C (F1)° N (E2)°. Veamos que (F1)° N (E2)° C (Ey + E2)° con lo
que se concluye. En efecto, si w € (E1)° N (F2)° entonces w € (E1)° y w € (F2)°; es decir
w(E) = 0 = w(Fy) y como w(E; + E2) = w(Ey) + w(Ey) = 040 = 0, se sigue que
w € (B + E2)°.

L]

Teorema 4. Sea E' un subespacio de E. Se verifica:
1.- dim((E")°) = dimFE — dimE'.
2.- E' ={e € E/w(e) =0 para todo w € (E')°}

3.- Si W C E* es un subespacio y W° = {e € E/w(e) = 0 para todo w € W} entonces
dim(W°) = dimE — dimW . En particular W = (W°)°.

Demostracion.  1.- Sea {ej,ea,...,e,} una base de E’. Elegimos €11, €xt2, - - ., e, de modo que
{e1,...,en} sea una base de E. Basta tomar ey y; ¢ (e1,€a,...,€51i-1). Sea {wy, wa, ..., wy,}
la base dual de esta base y calculamos E' = {w = A\jw;+Awa+- - +A\w, € E* /| w(e;) =
0 paratodo i € {1,2,...,k}} = {w = Mwy + dows + -+ + Nyw, € EX |/ 0 =
Awi(e;) + Aowsale;) + -+ 4+ Nwi(e;) + -+ + Apwp(e;)) = Ay con i € {1,2,...,k}}. Es
decir, B’ = {w = M1 1Wrt1 + Mgg2Whio + -+ AW/ W € (Wi, Weea,

...,wp) }. De modo que (E')° = (wyy1, Wkt2,.-.,Wy) y por tanto dim((E’)°) =n — k.

2.- Claramente E' C {e € E/w(e) = 0 Vw € (E’)°. Veamos el otro contenido. Sea e = A\je; +
Aoeg + -+ + Ape,. Para que el vector e verifique que w(e) = 0 para todo w € (E')° =
(W41, Wht2, - - ., wy) ha de ocurrir que 0 = wj(e) = A; para todo j > k. De modo que

e =MAe1 + Aoes + -+ + Agep y por tanto e € {e1,e9,...,ex) = E'.
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3.- Es evidente que W C (W°)°, luego s = dimW < dim((W°)°) = dimE — dim(W?). Por otra
parte si {wy,we, ..., ws} es una base de W, entonces W° es el nicleo de la aplicacién lineal

T : E — K° dada por T'(e) = (w1(e),wa(e),...,ws(e)). Asi que dim(W)° = dim(KerT) =
dimE — dim(ImT) > dimE — dimK?® = dimFE — s, que con la otra desigualdad se concluye.

O

Corolario 9. (E3)° + (E2)° = (F1 N Ey)°.

Demostracion. E1 N Ey C By y E1 N Ey C Esy, luego (E1)° + (E2)° C (E1 N E2)°. Ademds, por
la Proposicién anterior dim((F1)° + F2)°)° = n — dim((E1)° + (E2)°). Por otra parte, por la
Proposicién 10 apartado 2.—, ((E1)° + (E2)° ) = ((E1)°)° N ((E2)°)° = Ey N By, luego dim(F1 N
Es) = n—dim((E1)°+(E2)°). Despejando, se obtiene que dim((E1)°+(E2)°) = n—dim(E1NEy) =
dim((E1 N E3)°). O

2.3. ECUACIONES IMPLICITAS DE UNA SUBVARIE-
DAD LINEAL.

Sea V = p + E’ una subvariedad lineal de E. Si en E elegimos un sistema de coordenadas,
se tiene que p = (p1,...,pn) y (E')° = (W1, Ws,...,Ws), entonces s = dimE — dimV. Sea e =
(1,...,2,) € V entonces e = p+¢’ paraalgin e’ € E' yasie—p € E' y Wj(e — p) = 0 para todo
ji={1,2,...,s}. De modo que w;(e) —w;(p) = 0 = w;(e) — b; = 0 donde W, (p) = b; que respecto
de las coordenadas de e se escribe, w;(e) = aj, 1 + aj,22 + - -+ + aj, Z,. Asi, se obtiene V' como

soluciones de un sistema de ecuaciones o como interseccién de s hiperplanos. Esto es

Hy: a1 +a1222+ - +a1n2, —by =0
Hy: asqix1+agpxo+---+agpxy, —by =0
(2.3)
Hs 45171 + a5 2T2 +-+ s nTn — bs =0
que se denominan ecuaciones implicitas de V.
Ecuacién implicita de un hiperplano
Sea H un hiperplano que pasa por el punto p = (p1,ps,...,Pn) y que tiene como vecto-
res directores Hy = (v1,v2,...,Up_1); €s decir H = p + Hy. Asi, si v; = (vij,025,...,Unj) ¥
e = (z1,22,...,2,) € H, entonces e — p € (v1,v2,...,Vp—1) ¥y POr tanto e — p,v1,va, ..., Up_1

son vectores linealmente dependientes, o dicho de otra manera, el determinante formado por las

coordenadas de dichos vectores es cero. Es decir

—P1 X2—pP2 - Tp— Pn
V1,1 V1,2 ce U1,n
V2.1 V2.2 T V2n | =0
Un—1,1 Un—1,2 e Un—1,n

Ecuacién continua de un recta
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Sea r una recta que pasa por p = (p1, pa, - . . , Dn) ¥ tiene como vector director v = (v1, va, ..., vy).
Las ecuaciones paramétricas son
T = p1+Au
To = P2+ Avg

Tn = Pn + Ay,

Despejando A en cada una de las ecuaciones se obtiene que

— Z1—p1
A= m
— T2 —p2
A= ™
)\ — ZTn —Pn
Up
y asi
1 —p1 Ln — Pn
R el 1 (2.4)
U1 Un,

es la ecuacién continua de la recta u otra forma de poner las ecuaciones implicitas de 7.

Hiperplanos que pasan por una subvariedad lineal.

Sea V' como antes. Queremos calcular los hiperplanos H que pasan por V. Asi que H vendra da-
do por un punto p € V y un subespacio de direcciones E; C E. Como p + E' C p+ E; se
tiene que E’ C E; y por tanto (E1)° = (w) C E’°. Es decir w = A\W; + AWz + -+ + \Ws ¥
w(p) = MW1(p)+AWa(p)++ - -+ AsWs(p) = A1b1+Aaba+- - -+ Asbs. Luego la ecuacién implicita del

by
hiperplanoes H : W = w—(A1,...,As) | | = M1+ Wat - -+ AWs— (A1b1+Aaba+- - -+ Asbs) =
bs
A (W1 —b1)+ Ao (Wa—ba)+- -+ A (Ws—bs) = My Hi+ o Ho+- - -+ AsHy. Es decir si s = dimE—dim(V)
entonces todo hiperplano que pasa por V es una combinacién de s hiperplanos linealmente inde-

pendientes que pasan por V.



Capitulo 3

ESPACIO EUCLIDEO.

3.1. METRICAS.

Definicién 30. Sea E un espacio vectorial sobre R. Diremos que T, : E X ' — R es una métrica

si es lineal en ambos factores. Es decir,

Ta(e, Aer + pea) = MTa(e,e1) + pTa(e, ea)

To(Ne1 + pea,e) = NTs(eq, e) + pTh(es,e)
para todo \,u € k y e1,e2,e € E.
Nota 8. Pondremos Ti(e,e’) =e-¢'.
Como e-0+e-0=-¢e-(040) =e-0, restando e-0 en ambos miembros se concluye que e-0 = 0.

Definicién 31. Diremos que una métrica T5 es simétrica si e-e' = ¢’ - e para todo e, e’ € E .

3.2. ORTOGONALIDAD.

Sea Ty una métrica simétrica en F .
Definiciéon 32. Diremos que dos vectores e y es son ortogonales si ey - e =0 .

Definicién 33. Sea F; un subespacio de F. Llamaremos subespacio ortogonal de E; al subespacio

de los vectores de E que son ortogonales a todos los vectores de Fi:
Ef ={ec E/e-e; =0paratodoe, € E}.

Definicién 34. Diremos que dos subespacios E; y E5 son ortogonales cuando Fy - E5 = 0; es decir
E, C Ef-.

Definicién 35. Diremos que dos subvariedades lineales son ortogonales cuando lo sean sus subes-

pacios directores.

3.3. ESPACIOS EUCLIDEOS.

Definiciéon 36. Sea E un espacio vectorial real. Diremos que una métrica simétrica T» en FE es
una métrica euclidea o un producto escalar si e-e > (0 para todo 0 # e € E. Llamaremos espacio

euclideo a un espacio vectorial real dotado de un producto escalar.

23
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3.3.1. Angulos y distancias

Definicién 37. Sea (E,-) un espacio euclideo y e € F.
i.- Llamaremos mddulo de e a ||e|| = +/e - e.

ii.- Llamaremos distancia entre e; y ea a d(e1,e2) = |le; — ea|.
. €1 €2
iii.- Llamaremos coseno del dngulo que forman ey y e a cos(eq, ez) = m
Asi la condicién de que e; y es sean ortogonales es equivalente a que el angulo que forman e
v es sea de 902 ya que cos 902 = 0.
En el caso de una métrica euclidea se usa muchas veces la palabra perpendicular en vez de la

palabra ortogonal .

Proposicién 11 (Propiedades).
i.- Desigualdad de Minkowski. |e1 - ea| < ||e1||||e2]|- Es decir | cos(er,ea)| < 1.
it.- Lema de Schwartz. |le1 + ea|| < |ler]] + |]ez2]|

Demostracion.

i- Si e; = pes se comprueba que la desigualdad es una igualdad. Supongamos que e; + Aeg #
0 para todo A € R. Se tiene que (e; + Aez) - (e1 + Aez) > 0 para todo A € R. Luego
€2 +22e3 +2\eg - ez > 0 para todo A € R. Si llamamos A = e3, B = e - ez, C = €3, se tiene
que la ecuacién Az? + 2Bz + C = 0 no tiene soluciones reales.

—2B+ v4B? -4AC  -B+vB? - AC

24
ciones reales ha de verificarse que B2 — AC < 0; B? < AC. Es decir (e1 - €2)? < €3¢} =

Las soluciones son x = . Para que no tenga solu-

[le2||?]le1]]?. Tomando raices cuadradas en las dos partes de la desigualdad se concluye.

i [ler +eol| = /er +e2) - (e1 +e2) = Vef +e3 +2e1-e2 = /[lea]P +[e2][? + 21 ez <
< Vllell? + flezl[* + 2lex]] - [le2ll = v/([leall + Tle2[[)? = llex|| + [[ez]]-

O
3.4. POLARIDAD.
3.4.1. Bases ortonormales
Definicion 38.
i.- Diremos que una base {ej,ea,...,e,} de un espacio euclideo es una base ortogonal si los

vectores son ortogonales entre si.

i.- Diremos que la base es ortonormal si es ortogonal y los vectores de la base tienen médulo 1.

Es decir
{0 para i # j
€€ = .
1 parai =7
Teorema 5 (Teorema de Gram-Schmidt). Sea {e1,ea,...,e,} una base de un espacio euclideo E.

A partir de esta base podemos construir una base ortogonal como sigue:

k-1 e ¢
’ r_ o k-GN
€, = €1, € = €k E =1 (6; K 6;) €;

Y por tanto una base ortonormal tomando €, =
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Demostracion. Veamos que e, - ), = 0 para s < k. La demostracién se hace por induccién sobre
k. Para k = 1 no hay nada que decir, asi que supongamos que €/, -e¢; =0 para s <i < k—1y

probemos que entonces también es cierto que si s < k se verifica que €, - e, = 0. En efecto,

k—1 e .e/. e '6/
’ /Y kG s r_ k*Csy\ 1 r_
65'€k—63'6k*§ . 7 /)es'ei*es'eki(/ /)65'65*0
i=1 € "€ €s " €y

3.4.2. Polaridad

Definicion 39. Dada una métrica simétrica T en FE, llamaremos polaridad asociada a dicha

métrica a la aplicacién lineal ¢ : E — E* definida por ¢(e)(e’) = e - €'

Es la aplicacién que manda cada vector a su hiperplano perpendicular. En efecto, si ¢(e) = w,
entonces el hiperplano w = 0 es el ortogonal a e ya que w(e’) =0 < ¢e)(e') =0 < e-€ =
0 & ¢ € (e)t.

Si la métrica es euclidea, entonces ¢ es isomorfismo. En efecto, por ser una aplicacién lineal
entre espacios vectoriales de la misma dimensién basta ver que Ker ¢ = {0}. Pero e € Ker ¢ =

pe)=0 = 0=¢(e)(e') =e-¢e =0 para todo ¢’ € E. En particular e - e = 0. Luego e = 0.

3.4.3. Calculo en coordenadas.

Matriz de una métrica
Llamaremos matriz de la métrica T5 en la base B = {ej, ea,...,e,} ala matriz G = (gi5) donde
gij = €;-€j. Sean e = (21,...,7)y € = (¥,...,7;,) las coordenadas de dos vectores de E respecto

de la base B, la expresén del producto escalar To(e,e’) es

n n n n
/ ! / /
To(e,e') = Tu( E Tie;, E rie;) = g g Tirieie; = g ;x5 9i
i=0 §=0 i=0 j=0 i,
es decir,
/
Ty
/ / ! .
Tsr(e,e’) = To(xz1e1 + -+ apen,zier +--+aen) = (1,...,2,) - G- :
/
:I;n
Si la métrica es simétrica, entonces G es una matriz simétrica, G = G*.
La condicién necesaria y suficiente para que {eg, e, ..., e,} sea una base ortonormal es que la
matriz de la métrica en esta base sea
1 0 0
0 1 o0
Id =
0 0 1
Proposicién 12. Sea (E,.) un espacio euclideo y sea {e1, e, ..., e,} una base de E y{wy,wa,...,wy}

su base dual. La matriz de la polaridad en estas bases coincide con la matriz de la métrica en la

base {e1,e2,...,en}.
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Demostracidn. Si ¢ tiene matriz (p; ;) respecto de estas bases, entonces
o(e;) = p1 w1 + P2, jwa + - -+ P jWn.
Luego
ej-e; = dlej)(e;) = p1wi(e;) + pajwale;) + -+ piiwi(er) + - -+ pnjwnle;) = pij-
De donde se concluye g; ; = pj; = € - €; = Ds 5. O

De esta proposicién, la definicién y propiedades se deducen las siguientes formulas:

Sea (E,.) un espacio euclideo, sean e = (aj,as,...,a,) v ¢ = (a},dh,...,al) las coordenadas
respecto de la base B = {ej,es,...,e,) v sea G la matriz de la métrica respecto de la base B,
entonces

a
a2
Producto escalar de ¢’ y e = | ¢’ - e = (a},a},...,al) - G-
Qn
aq b1
a2 ba
Hiperplano ortogonal a e = byzy + boxe + -+ - + bz, donde |G- | | =
an bn
y reciprocamente:
ai by
a9 1 b2
vector ortogonal al hiperplano byzy +boxo + -+ bpx, = ) =G -
an bn
Cuando la base es ortonormal, entonces G = Id y las férmulas quedan, si e = (a1, a2,...,a,)

! li I !
y e = (a},ads,...,al), en

Producto escalar de ¢’ y e =a} a1 +ab-as+---+al, -a,
Hiperplano ortogonal a e es a1z + aszs + - + apx, =0
vector ortogonal al hiperplano byzq + bexa + -+ + bz, = 0 es(by, ba, ..., by)

Célculo del subespacio ortogonal

Sea FEy = (€1,€a,...,€) un subespacio de dimensién k de un espacio euclideo (E,.). Queremos
calcular el ortogonal a Ey, e € B} & 0=¢ -e=e-e=--=¢,-e 0=0¢(e1)(e) = d(e2)(e) =
o= 0(e2)(e) = -+ = o(Er)(e)

Si llamamos @; = ¢(€;) se tiene que

w1
Wy =
1L
Ey =
wr =20
que son sus ecuaciones implicitas porque al ser {€1,€s,...,€x} linealmente independientes y ¢ un
isomorfismo se tiene que {wy,ws,...,wk} son linealmente independientes.

En particular se obtiene que el incidente a Ei- tiene dimensién k y por tanto dimFEj = dimE —
dszl .
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Corolario 10. Si E; es un subespacio de un espacio euclideo (E,.), entonces E = Ey ® Ei-. Es
decir todo elemento e € E se puede expresar de modo unico como suma de un elemento de Fq y
otro de Ei-.

Demostracion. Ey N E{ = {0} puessie € E; y e € Ef-, entonces e-e = 0 y por tanto e = 0.
Para probar que E = E; + Ef- basta ver que tienen la misma dimensién dim(E; + Ff-) = dim(E;)+
dim(E{) — dim(Ey N E{) = dim By + dim E — dim E; — 0 = dim E. O

3.5. DISTANCIA ENTRE SUBVARIEDADES LINEALES.

Sea Vi =py + E1 y Vo = po + E5 dos subvariedades lineales de . Llamaremos distancia entre

V1 y V5 al minimo de las distancias entre los puntos de V7 y Vo

d(Vi,V2) = min{d(q1,q2)/ . ¢1 € Vi, g2 € Va}
= min{llg1 — @[l/ , @1 € V1, @2 € V2}
= min {||(p1 +e1) — (p2 +€2)|| , €1 € En, €2 € En}
= min {||(p1 —p2) + (e2 —e1)||, e2 —e1 € Ea+ E1} =d(l, B> + Ey)

donde [ = p; — ps.
Es decir el célculo de la distancia entre dos subvariedades se reduce al cédlculo de la distancia

entre un punto y una subvariedad lineal.

Pie de la perpendicular. Sea p € E'y V una subvariedad afin. Llamaremos pie de perpendicular

desde p a 'V al punto ¢ € V tal que p — q es perpendicular V.

Veamos que existe y es tnico. En efecto, sea V = p; + E;. Si ¢ € V, entonces ¢ = p; + e; para
algiin e; € Ey. Ademds p —q=v € Ei-, luego v =p — (p1 + 1) y p— p1 = e1 + v. Se concluye
sabiendo que el vector p — p; se escribe de modo inico como suma de un vector de F; y otro de
Bl

Proposicion 13. La distancia de p a V es igual a la distancia de p al pie de la perpendicular
desde p a'V.

Demostracion. Sea q el pie de la perpendicular. Por definiciéon de distancia de p a V' sélo hay que
probar que d(p, q) < d(p,q') para todo ¢’ € V. Es decir, |[p—¢'[> = (p—¢)* =(p—q+q—¢)* =
(=9 +(@—d)P+20—-q)  (¢—d)>{p—q9?*=|lp—q|]* La dltima desigualdad es porque al
ser p — q perpendicular a FEj se tiene que (p —q) - (¢ — ¢’) = 0 y ademés (¢ — ¢’)? > 0. Tomando

raices cuadradas se concluye. O

Proposicién 14 (Distancia de un punto a un hiperplano). Sea G la matriz de la métrica en una

base, pe E y H =w —a la ecuacion de un hiperplano. Se verifica que

|H(p)|
VwG1lw

Demostracion. Si G~lw = e, entonces Ge = w y por tanto w(e’) = ¢(e)(e¢’) = e- €. Sea q el pie de

d(p, H) =

la perpendicular desde p a H, entonces p — ¢ € H+ = (e). Luego p — ¢ = Ae. Ademés ¢ € H; es
decir H(q) = w(q) —a =0y por tanto w(q) = a.
q) = w(p) —a = H(p) y por otra

— w(
parte w(p — q) = w(le) = dw(e) = e e = \|le|]|?. Luego A = |I|{(1|72) Asi
e

Veamos cuanto vale A. Por una parte w(p — q) = w(p)
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H(p) H(p) _ H(p) [H (p)|
d(p, H) = [lp — qll = [A[l[e]| = |lel| = = =
|le]|? |lel| Vw(e)  VwG-lw
va que |le|| = +v/e.e = /o(e).e = +/w(e) y o~ Hw) =e. O
3.6. FORMULAS DEL ESPACIO EUCLIDEO.
Sea E un espacio euclideo donde denotaremos el producto escalar por e - €.
Sea G = (e; - €;) la matriz de la métrica respecto de la base B = {ej,e2,...,ep}. Sie =
(1,22, ...,xn) y € = (27,24, ...,2),), entonces
7
, 7
e-e =(x1,...,2,) G- | .
T
T
)
llell = | (z1,...,2n) G-
Tp

Si B es ortonormal, entonces

~

’e-e’:xl~x/1+at2-x'2+--~+xn~x

lell =/ + a3 + -+ a2

Calculo del subespacio perpendicular a un subespacio.
Sea E; un subespacio de E. Si tenemos una base de Ey = (€1, €,

.., €s), entonces calculamos
las ecuaciones implicitas de Ei- como sigue

E1:0

wy =0
Eif =

ws =0

donde .

Si B es ortonormal y €; = (b;1, bz, . . ., by ) entonces

bi1x1 + broxe + - - + b1z, =0
N ba 11 +booxe + -+ by pxy, =0
El = .

bs,lxl + bs,2$2 +-+ bs,nxn =0
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wp =0
Wy =
Reciprocamente, si F; = . son las ecuaciones implicitas de F1, entonces
w, =0
1 — _
Ei = (e1,e2,...,€)

donde &, = G~ w;.

Si B es ortonormal y w; = b; 171 + bj 22 + - - - + b; pT, entonces

Ef_ = <51’627"'a67‘> )

donde €; = (bi71, bi72, - abi,n)
Distancias

Si H =w — ¢ =0 es la ecuacion implicita de un hiperplano y p es un punto, entonces

distancia de pa H =
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1. ESPACIOS VECTORIALES

1.1. Espacios y subespacios vectoriales.

. Dado un cuerpo k y n € N, en el conjunto k™ = kx .». xk se define la siguiente operacion:

(1,22, -, Zn) + (W1, Y25 - -y Yn) = (@1 + Y1, T2 + Y2, . -+, Try + Yn)-
Ademas se define el siguiente producto por un escalar A € k:
A (21,29, .y 2n) = (AZ1, AZa, ..., Axy,).
Estudia si (K™, +, ) tiene estructura de espacio vectorial sobre k.
. Demuestra que el conjunto C' = {(z,y,y, —z) | z,y € R} con la operacién:
(z,y,y,—x) + (w, 2,2, —w) = (z +w,y + 2,y + 2z, —(z + w)),
y con el producto escalar para A € R:
A (@, y,y, —2) = Az, Ay, Ay, —Ax),

es un espacio vectorial.

N U W=

. Prueba que el conjunto R[z] de los polinomios en una variable x con coeficientes reales tiene estructura
de espacio vectorial sobre R. Prueba también que R, [z] C Rlz], el subconjunto de polinomios de grado

menor o igual que n, es un subespacio vectorial.

. Prueba que el conjunto de matrices de tamano m X n sobre un cuerpo k con la suma de matrices usual

y el producto por un escalar usual es un k-espacio vectorial.

. Con las operaciones naturales, demuestra que C" es un R-espacio vectorial y que R™ es un Q-espacio

vectorial.

. Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo k. Demuestra que:
a) Para todo e € E, se cumple 0-e = 0.

b) Para todo A € k, se cumple A-0 = 0.

c) Are=0A=06e=0.

. En el conjunto Q2 se definen las siguientes operaciones:
(z,9) + (@"y) = (@ + 2",y +)

Estudia si Q2 con las operaciones asi definidas es un espacio vectorial racional.
1
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Sea R? el conjunto de los pares de ntimeros reales. Se definen las operaciones:
(@y)+ @) =@+ y+y)
A (1’, y) = ()‘Qma )‘Qy)

Estudia las propiedades de espacio vectorial que se verifican.

Sea R? el conjunto de los pares de ntimeros reales. Se definen las operaciones:
(z,9) + (@' y) = (@ + 2",y +)

A (:z:,y) = (xvy)
Estudia las propiedades de espacio vectorial que se verifican.

Determina si V' C R? es un subespacio vectorial real, donde:
a) V={(a,b,0) | a,b € R}.

b) V={(a,b,¢c) | a+b+c=0}.

) V={(a,b,c) | a® + b> + * > 1}.

) V={(a,b,¢) | a=b+c}.

) V ={(a,b,¢)

e a,b,c) | a,b,c € Q}.

Determina cuéles de los siguientes subconjuntos de R™ son subespacios vectoriales:
a) By ={(0,za,...,2,) | 22,...,2, € R}.
b) ng{(l Ty Xp) | T2y . 2, € R}
¢) BEs={(x1,22,...,20) | 21,...,2, € Q}.
n
) (

d) Ey={(x1,22,...,2,) | sz = 0}.

e) Es ={(x1,22,...,2n) | le =5}
i=1

Sea F(R,R) el conjunto de todas las funciones de R en R con las operaciones suma (+) y producto por
un escalar (-) definidas de la forma:

Vfg € FRR), VAzeR, (f+9)(@)=/[f(x)+g(x), A Nz)=r f(z)
Demuestra que F'(R, R) es un R-espacio vectorial. Analiza si los siguientes subconjuntos son subespacios
vectoriales de F(R,R):

Determina si los siguientes subconjuntos de Matgx2(R) son subespacios vectoriales:

a) HI:{(_“b I;)}a,b,ceR}.
o m={(5 ") lacr}.

) H.

¢) El conjunto de las matrices simétricas.

d) El conjunto de las matrices A que cumplen A% = A.
)

e) El conjunto de matrices cuyo determinante no es cero.

En el conjunto de matrices cuadradas con coeficientes en un cuerpo k, Mat, «,(k), prueba que los si-
guientes subconjuntos tienen estructura de k-espacio vectorial:

a) Las matrices diagonales.

b) Las matrices triangulares superiores.

Estudia si los siguientes subconjuntos de C? son C-subespacios vectoriales:
) U= {(21,22) S (Cz‘ zZ1 = 22}.
b) SiaeC,V, = {(21,22) eC?’lzy=a- 22}.
Sean F y E5 dos subespacios de un k-espacio vectorial E. Demuestra que E; y Fs estan en suma directa

si y solo si la descomposicion de cualquier vector de E; + E5 como suma de uno de Fy y otro de E5 es
Unica.
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Demuestra que R? = E @ E’ donde E y E’ son los subespacios de R? definidos por:
a) E={(a,b,c)]a=b=c}y E' ={(0,b,¢)| b,c € R}.
b) E={(z,y,2)|z+y+2=0}y E' ={(t2t,3t)] t € R}

Sean E, E’, E" los subespacios vectoriales de R3:
E={(a,b,c)la+b+c=0}, E ={(a,bc)a=c}y E"={0,0,c) ceR}.
Demuestra que R? = E+ E',R* = E+ E" y R? = E' + E”. ;En qué casos se trata de suma directa?

Prueba que en Mat, x,(R) el subespacio de las matrices simétricas estd en suma directa con el de las
matrices antisimétricas .

Sea E el subespacio de R? definido por E = {(z,y, z)|  + ¥+ z = 0}. Determina un suplementario de E.
Expresa el vector (1,2,1) como suma de un vector de E' y otro del suplementario escogido.

1.2. Aplicaciones lineales: primeras propiedades.

Demuestra que las siguientes aplicaciones son lineales:
a) f1:R? =R fi(e,y) = (—z +4y, go — 2y, v2z + y).

b) fz R* — Matax3(R), fa(a,be,d) = (2570 " 125050 ) -

c) f [ ] = R2, f3(ap + a17 + azsx?) = (—ag + %a172a0 + 10a; — %ag).
d) fi:(Zs)* = (2 ),f4(a,b,c,d)—(b+4c+d,3a+3c+d,a—|—2b+4d).
e) tr: Mat,xn(k) = k, tr(A) = Za” donde A = (a;;).

i=1
Estudia cuales de las siguientes aplicaciones son lineales:
a) f:R3 — R3, f(x1,22,23) = (22,0, 22 + x3).
b) F : Rs[z] — Rs[z], F(p(x)) = zp'(x), donde Rs[z] es el R—espacio vectorial de los polinomios con
coeficientes reales de grado menor o igual que 3 y p'(z) es la derivada de p(x) respecto la variable z.
c) g: k™ — k™, g(u) = ug, con ug # 0 un vector fijo de k™.
d) det : Matax2(R) — R, det(A) = ad — bc donde A = (2 4).
Sea f : R? — R3 la aplicacién definida por:
f(xvyvz) = ($—y+2,$+y—272$>-
Probar que es una aplicacién lineal. Hallar el nicleo, la imagen.
Sea T : R? — R3 la aplicacién definida por:
T(;z:,y, Z) = (y —Z,—T+ 4Z7y - Z)
Probar que es una aplicacién lineal. Hallar el nicleo y la imagen.
Dada una aplicacién lineal f : E — F y dos subespacios vectoriales E/ C E y F' C F, se definen los
conjuntos:
f(E) ={f(e)le€ E'} C F,
fUF) ={elfle)e F'} C E.
Prueba que f(E’) es un subespacio vectorial de F' que f~!(F”’) es un subespacio vectorial de E.

Sea R3[z] el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual que 3, y sea T : Rs[z] — R3[z]
la aplicacién definida por:

T(p(x)) = (v = 3)p'(2),
donde p'(x) es la derivada de p(x). Prueba que T es una aplicacién lineal. Calcula los polinomios inva-
riantes por T.

Sea la aplicacién T : Mataxo(R) — R3 definida por:

T(<‘C‘ Z)) =(a+2c+d,a+3b+5c—Tda—b+c—d).

Prueba que T es lineal. Calcula su nicleo e imagen.

Sea Ry[z] el espacio vectorial de los polinomios p(z) € R[z] de grado menor o igual que 4. Se define

[ Ryfz] = Rylz], f(p(z)) = p'(2).

a) Prueba que f es una aplicacién lineal.
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b) Calcula f=1(32%2 — 1) y f~1({32% — 1)).
¢) Determina ker f, Im f y ker f NIm f.
1.3. Independencia lineal y sistemas generadores.
Estudia si los siguientes vectores de R? son linealmente independientes:

(2,-1,4),(4,1,8) v (1,0,3).

Demuestra que los vectores (—5,2,8,—16), (—5,3,17,—14) y (1,1,11,6) de Q* son linealmente depen-
dientes.

Estudia si los siguientes vectores de Mataxo(R) son linealmente independientes:
2 -1 0 -3 4 1
4 0)\1 5)Y\7 =5)

Prueba que:

a) Los vectores de R? {(3 + /2,1 4+ v/2), (7,1 + 2v/2)} son linealmente dependientes sobre el cuerpo R
pero no sobre el cuerpo Q.

b) Los vectores de C? {(1 —i,4),(2,—1 + i)} son linealmente dependientes sobre el cuerpo C pero no
sobre el cuerpo R.

Demuestra que para cualquier valor de m € R los vectores (m, 1,0), (—1,m,0) y (0,1,1) son linealmente
independientes en R3. Comprueba que esta propiedad no se cumple en C? con m € C.

Considera las matrices <:i i), (? §>’ (_93 Z) Determina z e y para que dichas matrices sean

linealmente independientes.

Estudia si los vectores de R[z]: p(z) = V5 + o + 22, q(x) = 32?2 y r(z) = 1 — 2, son linealmente
independientes.

En el espacio vectorial F(R,R), estudia si las funciones:
a) V1i+2? y €%,

b (@—1) -1y (x—2),

¢) T, senzT y cosz,

d) sen?z, cos® x y la funcién constante 1,
son linealmente independientes.

Demuestra que el subespacio E = {(a,b,0) € R? | a,b € R} de R3 est4 generado por las siguientes familias
de vectores:

a‘) (17 170) y €2 = (1a070)
b) 61 ( -1, ) /2 = (—17—1,0).
c) ef =(1,-1,0), e5 = (3,2,0) y e = (-3, 1,0).

Determina x e y para que el vector (3,2, z,y) € Q* pertenezca al subespacio generado por (1,4, —5,2) y
(17 27 37 ]')'

Prueba que el subespacio de R3 generado por los vectores (1,1,1) y (0,1,0) coincide con el subespacio
generado por (2,3,2) y (1,0,1).

Halla un vector comun a los subespacios E; = <(1, 2,3), (3,2, 1)> y By = <(1,0, 1), (3,4, 3)>
En el espacio vectorial R* considera el subconjunto:

a) Demuestra que M es un subespacio vectorial de R%.
b) Encuentra en M tres vectores e,e’, e’ que sean linealmente independientes y demuestra que todo
vector de M se puede poner como combinacion lineal de ellos.

Se consideran los siguientes subespacios vectoriales de C? (como C-espacio vectorial):

Vi= {(2’1722,23) S ((23’22’1 +izg+ (1 —d)z3 = 0} ,
Ve =((1,4,3), (0,2 + i, %».

i Pertenece el vector (1 + 4, —4 —i,—2 + 3i) € C? a dichos subespacios?
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En R* considera los subespacios £ y V generados, respectivamente, por las parejas de vectores e =
(1,0,1,0), ¢’ = (0,1,0,1) y v = (0,0,1,3) y v' = (1,0,0,1). Prueba que R* es suma directa de E'y V.
Expresa el vector (3, —2, %, 0) como suma de uno de E y otro de V.

Sean los subespacios de C3:

E=((1,2i,-1+1),(2,0,14+2i)) y
F=((3+41i,1-1i,1),(—3,1+ 4i,50)).

Describe E+ F y ENF. (Estdn E y F en suma directa? ;Pertenece e = (4,2 + 2i,1 — 3i) a alguno de
estos subespacios?

Sean los subespacio de R?, F = ((1,1,-1)) y G = {(z,y,2)| 3z — y = 0,2z + z = 0}. Determina F N G.

Sean los subespacios de R3: Ey = ((2,3,1)) y E» = ((0,1,2),(1,1,1)). Prucba que R* = E; & E; y
expresa el vector (1,0,1) € R como suma de un vector de E; y otro de Es.

Determina en R® un subespacio suplementario de cada uno de los subespacios engendrados por los si-
guientes vectores:

a) vy = (-3,1,0).

b) 112:(—1,2,1)}/’032(, )
¢) vy =(-1,2,1), v5 =(2,1,-2

1.4. Bases y coordenadas.

Comprueba que los vectores e = (1, —1,0), ¢/ = (2,1,0) y ¢ = (0,1, 1) forman una base de R?. Encuentra
las coordenadas respecto de la misma del vector (1,1,1).

Considera la familia de vectores de R3, B = {(1,1,0), (1,0,1),(0,1,1)}.
a) Demuestra que B es una base de R3.
b) Halla la matriz de cambio de base de la canénica B, = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} a B.
¢) Da las coordenadas de los vectores de (2,2,—1)pg,, (4,0,1)p, y (3,—1,2)p, en la base B.
2

Determina en Q° una base del subespacio generado por los vectores (1,2,—4,3,1), (6,17, —7,10,22),
(2,5,0,-3,8) y(1,3,-3,2,0).

. 1 0 11 11 0 0 .
Comprueba que las matrices reales (0 0)’ <0 0>, (1 0) y (0 1> forman una base del espacio

vectorial de las matrices cuadradas de orden 2. Calcula las coordenadas de la matriz i) ?) respecto de

esta base.

En el espacio vectorial R3[x], demuestra que po(z) = 1, p1(x) = 2+ 1, po(z) = (2 +1)? y p3(z) = (v +1)3
forman una base. Calcula las coordenadas del polinomio 223 + 22 — 42 — 4 en dicha base.

Demuestra que el subconjunto H = {(z,y, z) € R?| %x + 2y — 2z = 0} es un subespacio de R? y calcula
una base del mismo. ;Cudl es su dimensién?

Considera el espacio vectorial R*.

a) Halla una base que contenga al vector (1,2,1,1).

b) Halla una base que contenga a los vectores (1,1,0,2) y (1,—1,2,0).

¢) Halla una base que contenga a los vectores (1, 1,0,0), (0,0,2,2) y (0, 3,3,0).

Considera el espacio vectorial de los polinomios de grado menor que 3, Ry[z].

a) Demuestra que los polinomios 1 + z,  + 22, 1 + 22 forman una base.

b) Da la matriz de cambio de base de la estdndar {1, z, 2%} a esta nueva base.

¢) Halla las coordenadas del polinomio 3 + 2z + 5z% en dicha base.
Sea A = (1 2) € Matay2(R)

3 m 2X2 .
a) Encuentra el valor de m para que existan matrices cuadradas no nulas B tales que AB = 0.
b) Demuestra que dichas matrices (incluida la matriz cero) forman un subespacio vectorial. Encuentra
una base del mismo.
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Sea Rs[z] el espacio vectorial de los polinomios en una variable, de grado menor o igual que 2. Sea
M= (z? -1,z +1, 22 — 7Tz — 8) C Ry[z]. Halla una base de Ry[x] que contenga a una base de M.

Encuentra una base del subespacio de Matgx2(R):

_Jfr+y 2z
E—{( 0 oz >|xy€R}

;Cual es la dimensién de E? Estudia si los vectores A = <(1) _01> y B = (8 _13> pertenecen a E.

Sea B = {e, €', ¢”} una base de un R-espacio vectorial E y v un vector cuyas coordenadas respecto de B
son (1,-1,2)p

a) Demuestra que el conjunto S = {e +¢€’,e + ¢’ + €”} es linealmente independiente.

b) Completa S a una base B’ tal que las coordenadas de v respecto de B’ sean (1,1,1)p.

Considera en R* los vectores: (1 +X,1,1,1), (1,14 X, 1,1), (1,1,14+ X 1) y (1,1,1,1+ )). Determina en
funcién de A la dimensién del subespacio que generan y calcula una base.

Determina A € R para que los vectores (2,4,1),(1,0,3), (5, A, —5) estén en un mismo plano (subespacio
de dimensién 2) de R3.

Considera en R* el subespacio E de los vectores (1,2, 3, 74) € R* tales que 2x; + 3x5 = 223 + 324.
Prueba que los vectores u; = (1,0,1,0) y ug = (0,1,0,1) son linealmente independientes y pertenecen a
E. Extiéndelos a una base de F.

En R, [z] sea el subconjunto:

E = {p(z) € R, y/ z)dz = 0}

Demuestra que E es un subespacio vectorial. Encuentra una base de F e indica cual es su dimension.
Sea B = {uq,u2,us} una base del espacio vectorial E y C' = {v1,v2,v3} donde:
’U1=2U1—’LLQ+U3, Vg = Uy + U3z y ’1)323’LL1—’LL2+?)U3.

a) Prueba que C' es base de E.
b) Calcula la matriz de cambio de base de B a C.
¢) Halla las coordenadas respecto de B del vector e = —2v; + 3vg + v3.

Demuestra que el siguiente conjunto de matrices:

s {0000 )

es una base del espacio vectorial Matsay2(R). Calcula la matriz de cambio de base de la base estdndar de
Matzx2(R) a la base B. Da las coordenadas de las matrices (32) y ({ %) en la base B.

Sean los vectores de R3: {(z,1,1),(0,—2,1),(3,—1,2)}. Determina para qué valores de z € R dichos
vectores constituyen una base.

Determina los valores del pardmetro a € R de modo que la familia:
{(37 2a Cl), (4a a, 3)7 (1a 2a 0)}5
sea una base de R3. Para a = 0, da las coordenadas del vector e = (—2,4,3) en la nueva base.

En Matox2(R) considera la familia de vectores:

)6 DG D65

Para qué valores de A € R estos vectores forman base? Para A\ = 1, da las coordenadas de <:1 8) en

la nueva base.

Analiza para qué valores de z € C los siguientes vectores de C3 (como C-espacio vectorial) son base:

{61 (0,4,1),e2 = (1,0, —3 + 2i),e3 = (1,i,z)}.
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Sean los subconjuntos de R*:
E4 :<(1,2,—3,0), (2,1,1,3), (5,4, —1,6)>,
Ey ={(z,y,2,t)| x —2y — 2 =0, t = 0}.

a) Calcula bases de Fy y Es e indica cuales son sus dimensiones.
b) Encuentra bases y las dimensiones de Ey + Fy y F1 N Es.
¢) Obtén un suplementario de Es.

Se consideran los siguientes subespacios de Matgx2(R):

(D)6 ) v == (0 )66

a) Halla las dimensiones de Eq, Eo, E1 + Eo y E1 N Es.
b) Halla las dimensiones de los espacios Fy x Ey y Homg(E1, Es).
¢) Estudia si Fy + Es = Matayxo(R).
d) ;Es directa la suma de E; y F2? Razona la respuesta.
Considera los siguientes subespacios de Rs[x]:
Ey =(1—2°,2—2+22% 3 — 2z + 322),
Ey ={a+bz+cx’+da*|2a+b—c+4d =0} .

a) Calcula bases y dimensiones de Fy, Fa, E; + Es y E1 N Es.
b) (JSB cumple R3 [Z‘] =F & Ey?

Sean E y F dos k-espacios vectoriales, B = {e1,...,e,} una base de E y {¢},..., e}, } una familia de
vectores cualesquiera de F'. Se define ¢ : F — F del siguiente modo:

sie=Ae;+Xgea+ -+ A\e, €F entonces  p(e) = e} + Aaeh + -+ + A\pel, € F.
Demuestra que ¢ es lineal y que es la dnica que cumple p(e;) =€}, i =1,...n.
Halla las ecuaciones de la aplicacién lineal ¢ : R?2 — R3 tal que v(1,2) = (1,1,0) y ¥(0,1) = (1,0,1).
Sea ¢: R3 — R* la aplicacién definida por:
olx,y,2) =(y—z,—xz+4z,2x +y,x +y — 2).

Prueba que es una aplicacion lineal. Halla el nticleo y la imagen, dando una base de cada subespacio. ;Es
 inyectiva o epiyectiva?

Se define la aplicacién ¢ : R3[z] — Rs[z] mediante ¢(p(z)) = p/(z)z — p(z).

a) Como aplicacién, estd ¢ bien definida? Comprueba que ¢ es un endomorfismo.
b) Calcula bases de ker(¢) y de Im (¢).

¢) Estudia el nicleo de ker(y?) y analiza con ello si p? es un automorfismo.

1.5. Aplicaciones lineales: representacion matricial.

Calcula la matriz de la aplicacién lineal f: R® — R* definida por f(z,y,2) = (z,y,2 — x,y) en las bases
canédnicas de cada espacio.

Calcula la matriz asociada a la aplicacién lineal:
¢ : R — R?
(z,y,2) — (x+ 3y — 22,y — 2)
en las bases {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de R® y {(1,-1),(1,1)} de R?.

Sean V y W dos espacios vectoriales, con dimV = 3, dimW = 4. Sean B = {vj,vs,v3} y B’ =
{w1, wa, w3, ws} bases de V' y W respectivamente. Se define f : V — W por:

f(u1) = 2wy —wz + wz +wy,  f(va) = w2 — 2wz +ws, f(vz) = 4w — wa + Jws.
Hallar las ecuaciones de f, su matriz, y determinar su ntcleo e imagen.
Para cada nimero real , sea 79 : R> — R3 la aplicacién definida por la férmula:

To(x,y,z) = (xcosh — ysend, xsenf + ycosb, z).
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a) Pruébese que 7y es un automorfismo del espacio vectorial R? y héllese su matriz en la base usual del
espacio.
b) Interprétese geométricamente la aplicacién 7y y calctilense sus subespacios invariantes.

Sea Ro[z] el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales de grado menor que 3. Se define la
aplicacion T: E — E por:

T(p(x)) = p(0) +p'(0)(z — 1) +p"(0)(x — 1)

a) Demuestra que T es lineal y calcula su matriz respecto de la base {1,z,x?}.
b) ¢Es T un isomorfismo? Razona la respuesta.

Considérese la aplicacién lineal f : R?® — R3definida por f(x,y,2) = (2x + y, —z,0). Calcular su matriz
y a partir de ella:

a) Determinar ker f y hallar una base de dicho subespacio.

b) Hallar Im f y el rango de f.

¢) ¢Pertenece (6,—2,0) al ker f7.

En Matox2(R), sea el subespacio vectorial:

E:{(g ‘j)la+b+c:o}.

Calcula una base de E y respecto de la misma, obtén la matriz del endomorfismo 7: F — FE definido

por:
T 0 a\\ 0 a—2b
b ¢ T \26—3¢c 3c—a)/"
Halla también bases de kerT" e Im T'.

Halla la matriz de una aplicacién lineal f : R® — R? definida por las siguientes condiciones:
a) f(1,0,0) es proporcional a (0,0,1).

b) 12 =f.

c) ker f = {(x,y,2) € R}z + 2 =0}
(Es f tnica?

2 -1 4

Sea T el endomorfismo de R? cuya matriz en la base B = {e1,ea,e3} es | 1 0 3 ]. Halla la matriz
-1 2 2

de T en la base B’ = {¢], e}, €4}, siendo:

1
e1 =€), ey= 56/2, e3 =€+ €} — 56%.
Sea T': R? —Matay2(R) la aplicacién lineal T'(z,y,2) = y—2 “ 7% ) Se pide:
x o T+2y—2z 224y

a) Calcula la matriz de T en las bases usuales.

b) Sean las bases C = {(0,1,1),(1,0,1),(=1,0,0)} de R* y ¢’ = {(31),(5 ") (39).(39)} de
Matayo(R). Calcula la matriz de T en estas bases.

¢) Halla una base de kerT' e Im T', precisando sus dimensiones.

Sea T : R? — R3 la aplicacién lineal definida por:
T(x,y,2z) = (@ +y+z2+2y,2-y).

a) Calcular la matriz de T, y dedicir de ella ker T, Im T', ker T2, Tm T?2.
b) Hallar bases de dichos subespacios vectoriales.
¢) ;Se cumple R?® = ker T ® Im T?

Sea f : C? — C? la aplicacién dada por:
f(Zl, 22, 23) = ((1 + i)Zl — 29 + 2t23,321 + iZz).

a) Demuestra que f es lineal.

b) Da la matriz de f asociada a alguna pareja de bases.

¢) Calcula el nicleo de f dando una base e indica su dimensién.
d) Calcula la imagen de f.
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Como C-espacios vectoriales, sea la aplicacién lineal f : C2 — Matgy2(C) donde
3

R 129 —52'2’1
f(zh 22) - ((1 — i)ZQ (2 + i)Zl — 32’2) ’
Calcula la matriz de f en alguna base de cada espacio.
Sea la aplicacién lineal f : Ry[z] — R? dada por
1
F(p(@) = (p(=1),p(3), p(3))-

Demuestra que f es un isomorfismo. Calcula su matriz asociada en alguna base. Calcula también la
inversa de f. ;Qué significado geométrico tiene esta aplicacion?

Sea f el endomorfismo de R3 cuya matriz asociada respecto de la base canénica {e1, ea,e3} es:

3 2 -1
-2 -1 0
4 3 1

Prueba que B’ = {e3, f(e3), f?(e3)} es base de R? y calcula la matriz asociada a f respecto de esta base.

Sea E un espacio vectorial de dimensién 3 y {e1, es, €3} una base del mismo. Un endomorfismo T de F
verifica que:

T(e1) =e1+es, T(ezs)=e3 y kerT = (e; +es).
Encuentra la matriz de T y describe Im T, ker T? y ker T3.

Calcular la matriz de la aplicacién lineal T : R3 — R? tal que T'(1,0,0) = (0,1,0) y cuyo nicleo
estd generado por los vectores (0,1,1),(1,0,1),(2,1,3).

Sea E un R-espacio vectorial de dimensién 4 y {e1, ea, €3, €4} una base del mismo. Dado el endomorfismo
T de E definido por:

T(er1) =e1 —ea, T(ea) =ea—es+eq, T(es)=e1 —e3+eq, e1+eq€kerT.
Calcular la matriz de T', y deducir bases de ker T' e Im T'. ;Se verifica que F = kerT @& Im T?

-2 4 2

Dado el endomorfismo T : R?® — R? cuya matrizes A= | 1 2\ X |, demuestra que para cualquier
1 2 1

valor de A la dimensién del subespacio imagen es 2. Halla el nicleo y la imagen para A = —2.

Considera el endomorfismo 7' de R? definido por:
T(z,y,2) = ((m—2)z + 2y — 2,22 + my + 2z,2mz + 2(m — 1)y + (m + 1)z).

Encuentra los valores de m para los cuales la dimensién del niicleo es distinta de cero. Para dichos valores
de m, estudia T

Sea E un espacio vectorial de dimensién 2 y T' un endomorfismo no nulo de E y nilpotente (es decir,

" = 0 para algin n € N). Prueba que existe una base de E en la que la matriz de T es ((1) 8) Aplica
lo anterior al endomorfismo 7" de C definido por (i _12>

Sean las aplicaciones lineales @1 : Ro[z] — Matoy2(R) y o : Mataxo(R) — R* dadas por:

_ p(0) p'(0)
p1(p(x)) = <p(_1) +p(1) p’(1)> 7

©2 <UCL Z) =2a—-b+c+d,a+c+d,a,2b—c—d).

Considera las bases Bg; = {1,z,2%} de Rafz], C = {(343),(58),(99),(89)} de Matax2(R) y B, =
{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} de R*.

a) Calcula la matriz de ¢ asociada a las bases By y C.

b) Calcula la matriz de ¢y asociada a las bases C'y B..

¢) Calcula la matriz de @3 o 1 asociada a las bases By y Be.
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d) (Estén Im(¢1) y Ker(ps2) en suma directa?
99. Considera la aplicacién:
f : Rg[x] — RQ[.’E]

pla) = p(=1) + p(1)(z — 1) + p(0)(z — 1)*
a) Demuestra que f es lineal.
b) Da la matriz de f asociada a la base estandar {1, x,z?}.
¢) Da la matriz de f asociada a la base B’ = {—1, (z — 1), (z — 1)?}.
d) Da las coordenadas en la base B’ del vector f((2,1,1)p).
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2. GEOMETRIA AFIN

2.1. Espacio dual y bases duales.

Sea Mat,, x (k) el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden n con coeficientes en k. Para cada
A € Mat,, «, (k) se definen las aplicaciones:

Da,I4:Mat,xn(k) — k
mediante D 4(B) = traza(BA), I[4(B) = traza(AB). Prueba que son formas lineales.

Demuestra que toda forma lineal no nula es epiyectiva e indica la dimensiéon de su nticleo. Prueba que
todo hiperplano es el niicleo de una forma lineal no nula. Concluye que si dos formas lineales tienen el
mismo nticleo, entonces son proporcionales.

Sean las formas lineales de R3:
wi(z,y,2) =z +2y+ 3z, wa(x,y,2)=x+6y+8z y ws(x,y,2z)=2x+ 10y + 14z.

Demuestra que {w;};_; forma una base de (R?®)*. Calcula las coordenadas de 6(x,y, z) = 3z + 4y + 102
en dicha base.

Comprueba que {e; = (0,1,1,—1),e3 = (1,0,0,2),e3 = (2,—1,0,1),e4 = (1,1,1,0)} es una base de R* y
calcula su base dual.

Calcula la base dual de {(i,1 4 1), (2,1 —4)} y las coordenadas de w(z1,22) = —21 + (1 + i)22.

En Ry[z] considera la base estdndar B = {1,z, 22} y su base dual B* en el espacio correspondiente. Sea
C ={1—x,2z — 2?1 + 3z%} otra base de Ry[z] y la forma lineal w dada por w(p(z)) = p(1) — p'(2).

a) Expresa la base dual de C, C* = {01, 02,05}, en coordenadas de la base B*.

b) Calcula las coordenadas de w en las bases B* y C*. ;Qué relacién hay entre dichas coordenadas?

Sea Rs[z] el espacio vectorial real de todos los polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual
que 3. Prueba que para toda forma lineal w € R3[z]* existe un dnico polinomio p(x) € Rs[z] de manera
que:

w(g(a)) = / p(x)g(x)de Vq(z) € Ryal.

LEs cierto el resultado para el espacio vectorial real de todos los polinomios con coeficientes reales de
grado menor o igual que n?
13
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Considera la base del espacio Matax2(R):

s f(1 0) (1 0) (0 1) (0 1
—1\0 1/’\0 —-1/)’\1 0)’\-1 0)["
Encuentra su base dual en (Matgxg(R))*.

Demuestra que {(1,2,3),(2,1,1),(0,4,3)} es base de (Z5)® y calcula su base dual. Da las coordenadas en
dicha base de la forma 6(a, b, c) = 4a + 2b + c.

Sea {e;;} la base de Mat,, (k) formada por las matrices cuyos términos son todos nulos excepto el que
ocupa el lugar (7,7), que vale 1. Denota por {w;;} su base dual. Halla las coordenadas de D e I4 en la
base {w;;} (ver ej. 131) y deduce que la traza de AB coincide con la de BA.

En el espacio vectorial Ry[z] sea {w1,ws, w3} la base dual de la base {1, z,2%}. Se definen las aplicaciones
wW1,We,ws : Ro[xz] = R por las férmulas:

1 1 1
& (p(e)) = / p(@)de, @ (p(x)) = / wp(@)de, @s(p(x)) = / 2?p(x)dz.

Prueba que {w,W2, w3} es una base de Ry[x]*. Halla las coordenadas de dichos elementos respecto de la
base {w1, wa,ws}. Determina en Ry[x] una base para la cual {@;,w2,ws} sea su base dual.

2.2. Incidente de un subespacio, aplicacion transpuesta.
Sean F7 y Fs, subespacios de E. Prueba las siguientes propiedades de los espacios incidentes:
a) Eg° =E;.
b) (E1+ E»2)° = EYNES.
C) (El n Eg)o = E‘f + ES
Considera los siguientes subespacios de R*:
By =((1,-1,2,1)),
By =((1,-1,2,1),(2,0,-1,-1)) y
E3 :<(1, -1,2,1),(2,0,-1,-1),(3,3, 1,0)>.

Obtén una base de cada uno de los incidentes. Analiza si la forma w(x1, 22, X3, T4) = 221 — 22 — 33+ 324,
pertenece a alguno de esos incidentes.

En un espacio vectorial de dimensién 5, sea {ey, ea, €3, e4, €5} una base y {w,wa, ws, wy, ws } su base dual.
Sea F' el subespacio generado por los vectores:

Uy =e; +ex+e3, Uy =ey—e4, U3=e3+2es—es.
Halla la dimension de F' y calcula una base de su espacio incidente.

Sea E el subespacio de Matay2(R) generado por A= (19)y B = (i _01). Considera las formas lineales
0, y 02 dadas por:

a b 1 1 a b
91<(C d)>:2a—|—36+20—d y 92<(C d))za—Qb—c—i—d.

a) Calcula una base del incidente de E e indica su dimensién.

(o)

b) Estudia si 6; o 05 pertenecen a E.

Considera C? como C-espacio vectorial y sea F = <(1 +14,0,1),(1, 21, 1)> Calcula el incidente de E.
Estudia si alguna de las siguientes formas pertenece a E°:

w(z1,22,23) =21 +iza y  0(21,29,23) = 221 + iz + (2 — 2i)23.

En Matay3(R), sea E el subespacio vectorial definido por:

a 0 b
E_{(a+b—|—c . 0>‘a,b,c€}R}.

Calcula su incidente dando una base.

Considera los subespacios de (Z3)* dados por By = <(1, 1,2, 1)> y Fy = <(O, 0,2,2),(1,2,0, 1)> Encuentra
una base de cada subespacio incidente y analiza si la forma lineal 6(a,b, c,d) = b+ 2¢ + d pertenece a
algunos de estos incidentes.
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Sea Ro[x] el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 2 con indeterminada x y
coeficientes reales. Considera los subespacios:

Fy :<3+x—x2,1+2x> y

By ={p(@) | p(-2) +9/(3) =0, p(0) +20/(~2) — p"(1) =0},

Calcula una base de los siguientes subespacios del dual: E1°, E5° y (E; N E3)°. Analiza si la siguiente
forma lineal pertenece a alguno de estos incidentes: 6(a + bz + ca?) = 3a + 1b —c.

Sea E el subespacio de R* generado por los vectores e; = (1,0,1,0), es = (2,5,4,0) y sea E5 el subespacio
de R* generado por los vectores u; = (0,5,5,0), ug = (5,5,7,0), uz = (—10,1,5,1). Halla el subespacio
incidente de F1 N Es.

Sea {ej, ea, €3} una base de un R-espacio vectorial E y {w1,ws,ws} su base dual. Sea la aplicacién lineal
T: E* — FE definida por:

T(wi1) =e1 —e2, T(wz)=2e1+ex+es, T(ws)=3es+es.
Calcula bases de ker T', Im T', (ker T)° y (Im T')°.
Sea w € E* una forma lineal no nula y e € E un vector no nulo incidente con w. Se define T': E — E por
T(z) =z +w(z)e.
a) Prueba que T es un automorfismo y calcula 7.
b) Prueba que existe una base {ey,...,e,} de E de manera que en dicha base T se expresa:
T(e1) =e1+en, Te) =ea, ..., T(ey) = en.

Sea E un espacio vectorial real de dimesion 4 y B una base. Sea E; el espacio generado por los vectores
(1,0,1,0)p v (2,-3,4,0)p y T : E — R la aplicacién lineal dada por:

3
T(()\l, /\27)\37>\4)B) = =31 + Ay — 5)\3 + 2)4.

a) Calcula una base del incidente de Ej.

b) Estudiasi T € E;.
¢) Calcula ker(T) N Ey.
d) Da las coordenadas de T en la base dual a B.

Sea f un automorfismo de un k-espacio vectorial E. Prueba que f induce un automorfismo en el dual.
Estudia sus propiedades.

Sea la aplicacién lineal:
f:R3 — Matoyo(R)

(a,b,¢) — a—c 2a-+b+ec
e b+3¢c a—2b—"Tc

a) Obtén la matriz de la aplicacién traspuesta, f*, indicando las bases que utilizas.

b) Calcula el niicleo y la imagen de f* dando una base de cada espacio.

¢) Sea w : Matayx2(R) — R la forma lineal definida por w(A) = traza(A). Calcula la expresién de f*(w).
Calcula también el valor de f*(w)(2,2,—1).

Sea ¢ : R3 — Ra[z] la aplicacién lineal dada por:
d(a,b,c) = (a+b+c)+ (2a — )z + (b + 2¢)z>.

Denota por B la base canénica de R3, por C' la base estandar de Ry[z] y por B* y C* sus respectivas
bases duales en los espacios correspondientes. Denota por 6 la forma lineal sobre Ro[z] que actia del
siguiente modo:

0(p(x)) = p(1) +p'(-1).
Calcula la matriz de ¢ asociada a las bases By C.
Calcula la matriz de ¢ asociada a las bases C* y B*.

a)

b)

¢) Obtén las coordenadas de 6 en la base C*.

d) Encuentra las coordenadas de ¢!(0) en la base B* y su expresién como aplicacién entre R? y R.
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Sean E y F dos espacios vectoriales reales tales que dimFE = 3 y dim F' = 2. Considera las bases
B = {vy,v9,v3} de E'y C ={uy,us} de F. Se define la aplicacién ¢ : E — F dada por:

<p(/\1v1 + )\2’[)2 + )\3@3) = ()\1 + 2)\2 —+ )\3)’&1 —+ (2)\1 + )\2 =+ )\3)”2.

Se definen las bases B’ de F y C’ de F mediante las expresiones B’ = {v] 4+ v3,v1 + va,v3 + v3} y
C’" = {u1 + uz,u; — us}. Se pide:

a) Calcula la matriz de ¢’ asociada a las bases duales C* de F* y B* de E* respectivamente.

b) Calcula la matriz de ! asociada a las bases duales (C")* de F* y (B')* de E* respectivamente.

Sea Ry[z] el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 2 con coeficientes reales.
a) Demuestra que los polinomios 1 + 22, # + 22, 1 + x + 22 forman una base de E.
b) Sea {w1,w2, w3} la base dual de la base anterior y {w;,ws, w3} la base dual de {1, z,2?}. Calcula las
coordenadas de Wy, Ws, W3 en la base {w,ws,ws}.
¢) Considera la aplicacién derivada D : Ro[z] — Ro[z] dada por D(p(z)) = p/(z). Calcula las coordena-
das de D*(wy) en la base {w1,ws, w3} donde D! es la aplicacién transpuesta de D.

Considera en R? las bases canénica B, y C = {(1,0,1),(3,1,3),(2,1,1)}. Sean en (R3)* sus bases duales
B y C*. Utiliza la traspuesta de la aplicacién identidad para obtener la matriz de cambio de base de B}
a C* y tsala para dar las coordenadas de 6(z,y, z) = 3z — 2y — z en la base C*.

En Ry[z] sean:
B Z{pl(ﬂ;‘) = 1ap2<33) =T+ 17]93(1‘) = (3;‘—1— 1)2} y
B ={q(z) = 2,qa() = x + 2,g3(x) = (z +2)?}

dos bases. Sean {wy,ws, w3} v {w],wh,wh} sus respectivas bases duales.
a) Da la férmula de cambio de base de B a B’.
b) Indica la expresién de {w],w),ws} en términos de la base {wy,ws,ws}.
¢) Si D: Ry[z] — Ry[z] es el operador lineal derivada (es decir, D(p(z)) = p/(x)), calcula en la base
{w1,ws, w3} la aplicacién lineal inducida en el espacio dual D?: Ry[z]* — Ro[x]*.
2.3. Ecuaciones paramétricas e implicitas de un subespacio vectorial.

Calcula las ecuaciones implicitas del subespacio de R generado por los vectores (1,0,1,0,1) y (0,1,0,1,1).
Halla las ecuaciones paramétricas e implicitas de cada uno de los siguientes subespacios de R*:
Ey = ((-2,1,0,1),(3,3,0,2),(1,-2,1,-2)),
By =((1,2,3,4),(-1,0,1,3),(0,1,-1,2),(1,2,-1,4)),
Es =((1,2,3,0),(1,0,1,0),(0,—1,2,0), (—1,1,3,0)),
Eys={((1,1,1,1),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,-1,1,—1)).
i Pertenece e = (1,1,2,0) a alguno de estos subespacios?

En Matoyo(R) considera la base estdndar {({8),(83),(99),(39)}. En estas coodenadas, halla las
1
3

ecuaciones implicitas del subespacio <( _12 %) (9 (1))> . { Pertenece ( ,01) a dicho subespacio?

Encuentra las ecuaciones paramétricas e implicitas de los siguientes subespacios de C?:
E= <(1 +1, —2,i)> y F= <(3 —1i,—1,0),(4,0,1 — 2@)>

Calcula las ecuaciones implicitas de E = (1 + x,2x — 2®) C R3] en coordenadas de la base estdndar
{1, 2,22, 23}.

Sean F = <(17 -1,0,1),(-1,0,1,0), (1,-2,1, 2)> y B = <(0, -1,1,1),(1,-2,1, 2)> subespacios de R%.

a) Calcula dim(E N E’).
b) Halla las ecuaciones paramétricas e implicitas de E N E'.

Considera en Matay(R) los subespacios E = ((11),(121)) vy E' = {(
a) Dimensién y ecuaciones de E + E'.
b) Dimensién y ecuaciones de E N E'.

%)’(—11 %) ) (_322)> Calcula:

o=

Sea E el subespacio vectorial de Q® determinado por las ecuaciones 221 —2o+24—25 = 0, 421 +2x2+25 = 0
y 3x2 — x4 + 225 = 0. Determina las ecuaciones paramétricas de F y calcula un suplementario.
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Calcula las ecuaciones implicitas de los siguientes subespacios de (Zs)?:
E= <(3,1,2)> y FE' = <(2,0,3), (1,1,4)).

Halla las ecuaciones paramétricas del subespacio ¥ = {a +br+cx®|2a—b+c= O} de Ry [z]. Encuentra
una base de E y calcula respecto de ella las coordenadas del vector 1 + 3z + 22.

Encuentra las ecuaciones paramétricas del subespacio de C? determinado por la ecuacién (1—i)z;—ize = 0.

Considera en R? la base canénica B, y la base B’ = {(1,1,—1),(2,0,1),(0,—1,1)}. Sea E el espacio
generado por el vector (3,1,1) g, . Calculas las ecuaciones implicitas de E en coordenadas de B, y también
de B'.

En Matay2(R) sea el subespacio:

_ a a+ 2b
V_{(b+30 2ac)‘a,b,c€R}.

Calcula las ecuaciones implicitas de V' en coordenadas de la base estdandar y también en coordenadas de
la base C = {(39),(38),(84).(321)} iPertenece el vector (5,1 —4,3)c a V?

2.4. Subvariedades afines de un espacio vectorial.

Sean H; = P, + Ey y Hy = P, + FE5 dos subvariedades afines de un espacio vectorial. Demuestra que:
a) Hyy Hj se cortan siy solosi P — P, € Ey + Es.
b) Si Q € Hy N Hy entonces H1 N Hy = Q + E1 N Es.

3
29

r=(2,0,1)+{((1,1,2)) y m=(-1,1,2)+((3,0,—1),(1,-2,2)).
Estudia si P, = (-1, —6i,—3+3i), P, = (—1+5i¢,1,—2i) y P; = (3,2i,2+ i) pertenecen a alguna de las
siguientes variedades lineales de C3:
Ly =(i,1—1,2) 4+ ((1,1,2i),(3,-i,0)) y
Ly =(1+1,-3,2i) + ((1,3i,1 —4)).

Determina si los puntos e; = ( f%, 0) y ea = (2,1,1) pertenecen a las siguientes subvariedades de R3:

Sea H = ey + E una subvariedad afin de un espacio afin cualquiera. Demuestra que el espacio director
de H, es decir E, coincide con el conjunto {(ﬁ =e—eog|e€ H}.

Determina si los siguientes subconjuntos del espacio vectorial correspondiente son subvariedades afines:
a) En k*, Ly = {(z1,22,73,14) €Ek* |2y =24 =1, 21 +23=—1}.
) En k™, Ly = {(z1,...,2,) € k" |23 + 23+ + 22 =1}
C) En Matgxg(R), Ly = {A S Matgxg(]R) |A + 24 = Idg}
d) En Matgxg(R), L4 = {A = (aij) S Mat2X3(R) |a11a22 = 0, a13a923 = 1}
e) En Ry[z], Ls = {p(x) € Ra[z] |p(z) - (1 + = — 2?) = 2 — 4z + 1623}.
f) En Ry[z], Lg = {p(z) | grado de p(x) es exactamente 1}.
g) En R, [z], Ly = {p(x) | coeficiente de p(z) de grado n es 1}.
h) En F(R,R), Ls = {f € F(R,R) | f(2) = —3}.
) En F(R,R), Lg = {f € F(R,R) | f(z) = senx + az, donde a € R}.

En (Z3)?, jcudntos puntos hay? ;cudntas rectas hay? ;cudntos puntos tiene cada recta?

Calcula las ecuaciones paramétricas e implicitas del plano de R? que pasa por el punto (2,1, —2) y tiene
como espacio director E = {(z,y, 2) € R*|3z — 2y + z = 0}.

EnR? siP=(4,-1,1), E, = <(2, -3,1),(1, 4,0)> y Fy = <(1, -1,1),(2,2, 71)>, encuentra las ecuaciones
implicitas de las subvariedades lineales P + Eq, P+ Ey y P+ (E1 N E2).

Determina las ecuaciones implicitas de la variedad lineal de R* que pasa por los puntos Py = (1, 1,0, —2),
P, =(2,0,0,3), Ps=(0,—1,1,1). ;Cudl es su dimensién?

En C3, determina las ecuaciones implicitas de las variedades lineales:
Ly =(i,1—1,2) 4+ ((1,1,2i),(3,-1,0)) y
Ly =(1+14,-3,20) 4+ ((1,3i,1 —1)).
(Pertenecen Py = (—1,—6i, -3+ 3i), P, = (—1+5i,1,-2i) y Py = (3,2{,2+14) a L1 o Ly?
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En Matax2(R), considera los subespacios:

Ey ={A = (a;j) € Mataxa(R) |a11 = age,a21 =0} ¥y

By = {A € Mataxa(R) | A (_32) - 0} .

Determina las ecuaciones implicitas (en las coordenadas usuales) de las variedades lineales que pasan por

P = G (2)) con espacio director £y y Fs respectivamente.
En R3[z] sea p(z) = 1+ x — a® y el subespacio E = {q(z) € R3[z]|q(—1) = ¢/(—1) = 0}. Determina las
ecuaciones implicitas (en las coordenadas usuales) de la variedad L = p(x) + E e indica su dimensién.
Analiza si los polinomios r1(z) = 3 + 2z + 322 y ra(x) = 4 + 3z — 2% — 23 pertenecen a L.

En el espacio (Zs)3, calcula las ecuaciones implicitas de las variedades lineales H = (1,1,1) + < (4,1,2) > y
=(0,3,2)+((1,3,3),(2,4,1)). Ademds, determina si los puntos P = (2,0,4) y @ = (3,1, 1) pertenecen
aHolL.

Halla las ecuaciones de la subvariedad affn de R* que pasa por el punto (1,0,0,0) y cuyo subespacio
director es el niicleo del endomorfismo 7: R* — R* cuya matriz en la base candnica es:

1 -1 2 0
1 0 1 1
3 -2 5 1
0 -1 1 -1

Determina las ecuaciones paramétricas de la variedad lineal H = {(z,y,2,t) € R* |22 +y—t =1, x—
y+3z=—2}.

2.5. Posiciones relativas: corte y paralelismo.

Halla la posicién relativa de las siguientes parejas de planos de R3:
a) m=x+y—2z=—-1ym=—-2x—2y+4z=>5.

b) my=x—2y=4ym=2c+y+z=—4

) ms=—r+y—z=2ymg=2x—2y+2z=—4.

—xr—y+z

=1
elplanonm = —z+y+22 =
2r + z :_2y P 4

Halla la posicién relativa de la recta de ecuaciones r

Il
——

—1.
Sean las siguientes subvariedades afines de R*:
r=(1,0,-1,2) + ((2,3,1,-1)),
L=(0,-2,-1,4) + ((0,2,0,1),(1,-1,1,0)) y
7 =(1,0,2,1) + ((1,5,4,0),(1,1,1,1),(3,0,-1,1)).
Determina las posiciones relativas de r y L, Ly 7w, r y 7.
En Matoy2(R) sean las subvariedades:
=00 =)0 )0 5)
Calcula sus ecuaciones implicitas y su posicién relativa.
En Rs[z], determina la posicién relativa de:
={p(z) € Rs[a] | p(1) =p(-1)+2, p/(-2)=0} y
:{a—|—bx+cx +da® | 3a +2b — 4c = —3}.
Calcula la posicién relativa de las rectas de (Z5)® dadas por las ecuaciones:
r=3z+2y=3 y s=z+2y=4

Estudia la posicién relativa de las siguientes variedades de Matayo(R):

) (A R G R G R (GRRA R G )?
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Determina la posicién relativa en (Zs)* de la recta y el plano dados por las ecuaciones:

r+z+t =0
=q2z+y+=z 0 y II= rhatt =4
T = = = .
Y r+4y+z =0

y+2z+2t =1

Discute la posicién relativa de las siguientes subvariedades afines de R? en funcién de los pardmetros
reales a y (:
2v4+y—2z=-4

u I { T —3y =2
o = 1 = .
T+ -y+az=-2 v Tx—Ty—3z=p

2
2x4+y+2z =2
rt+y—z =-—
ay + z = 4 sea paralelo a la recta r.

Dada la recta de ecuaciones r = { X halla el valor de a para que el plano 7 = —x +

Dadas las subvariedades de R3:

—2y—2z =1
Pzt T T y m=2x+y+az=-0,
r+dy+z =0

encuentra los valores de a y 8 para que el plano 7 contenga a la recta r.

r+y+z =0

el plano m = ax +vy + 2z = —1 no
20 —y+ =2 :1y P Y

Halla los valores de «, 8 para que la recta r = {
tengan ningn punto en comun.

Encuentra los valores de «, 8 € R de modo que las subvariedades de Ra[z]:

7T{p(gg)|/01p(;17)oz} y r=2+z—2%+(1+ Bz + 32?),

tengan cada una de las siguientes posiciones relativas:
a) Se cortan en un unico punto.

b) r estd contenida en .

¢) r es paralela a .

Determina las ecuaciones implicitas en R* de:

r=1+2XA+3u+ 3y T =2y r=4+ A
y=2+pu—v y=14+22—p+~y y=2
H= , L= y r=
z=A+pu+2y z2=—-A+pu z=1
t=1—-X—x t=1+X—-2p+v t=2+A

Estudia todas sus posiciones relativas dando en los casos posibles la intersecciéon que definan.

2.6. Construccion de variedades lineales.

Encuentra las ecuaciones paramétricas e implicitas de la interseccion de las siguientes variedades lineales
de R3:

a) = r+2y =3 = r+z =0
T3y =2 Tly+2: =-1
20 — 2 =0
)y ng{x+y+3z =1

¢)rg y m=y—z=>5.

Calcula la interseccién de las siguientes subvariedades afines de R*:

a) L, = (37 2, %7 3) + <(17 1,-2, 2)7 (27 0,0, 3)> y Ly = (17 4,3, 71) + <(2a 2,1, O)a (15 3,0, 71)5 (07 0,1, O)>
b) Lo del apartado anterior y L3 = (0, 3, %, -1+ <(1,97 fg, 74)>.
Determina las ecuaciones paramétricas de la interseccién de los planos de C3:

m =21 —2izo+(1—d)23=2 y ma=22 — (1 +2i)2s+ 23 =3+1.



20 Hoja 2. Algebra lineal y Geometria. Grado en Ingenierfa Informdtica. Curso 2011/12

206. En Matox2(R) considera las subvariedades:

(-1 -1 A2 2
Ll_(—l 0>+{<—2A+u A—#)’A’”ER} '

(3 0 A —A—pu
L2_(1 2)+{(>\+3,u 2)\+,u>‘)\’M€R}'

a) Da las ecuaciones implicitas de cada una de ellas e indica su dimension.
b) Calculas las ecuaciones paramétricas e implicitas de Ly N Lo. ;Qué dimensién tiene Ly N Ly?
¢) Estudia si los puntos P = (,31 3) y Q= ((1) ,11) pertenecen a L1, Lo, 0 L1 N Lo.

207. En Rjs[z| considera las variedades lineales:
H={p(x)[p(1) =0,p'(0) = -1} y L=2a"+(1,x,2%.

Determina las ecuaciones implicitas de H, L y H N L. Indica la dimensién de cada uno de ellos.

208. En un espacio vectorial F, sean dos variedades lineales Ly = P; + E1 y Lo = P> + E5. Demuestra que la
minima subvariedad que las contiene es H = P + (Ey + E2 + (P P)).

209. Da las ecuaciones de la minima subvariedad afin de R? que contiene a las rectas:

r—2y+3z =-1 r—2y =-10
a) ri = y 1o = )
r+y—=z =2 y+z =8
r—2y+3z2 =3 r—2y =-2
b) s1 = y 89 = .
rT+y—=z =0 y+z =3
210. Halla la minima subvariedad de R*, indicando sus dimensiones, que contiene a las subvariedades:
2c—y =0 r+y =3
a) m=4zx+z =0y m=K2r—2 =-1.
3r—t =0 t =0
6x — 5y + 3t =1
b = r3 =(1,3,-1,2) +((1,2,1,0)).
)™ {—3x+2y—|—32 =—4 y = ) <( )>
6r—3y+t =-1
¢) m del apartado anterior y g = v y+ .
r—y+z+t =-1

211. En Matox2(R) considera las subvariedades:

= )6 )6 )
(
= (_01 é) 1 {A € Matayo(R)| A" = A}

Obtén las ecuaciones de la minima subvariedad que las contiene y también de la maxima subvariedad

que esta contenida en ambas indicando ademds las dimensiones. Determina si los puntos P = (_23 5’3) y

Q= (8 _49) pertenece a alguna de las subvariedades obtenidas.

212. En Ry[z] considera las rectas:
r= 1—:024— {a0+a1x+a2x2—|—a3x3+a4z4\a0 =a] =az = as :a4},
sz2x+x3+<3+x2—x3+x4>.
Halla las ecuaciones paramétricas e implicitas de la minima subvariedad afin que pasa por r y s.
213. Calcula la maxima subvariedad contenida y la minima que contiene a:
L=(i1+i1-i)+((,i,-2) y L'= {?f;zz;(i::)@ _ ;:;Z .
Indica sus dimensiones y si los puntos (1 —¢,1,3 —4) y (2,2 —¢,5 + %) pertenece a alguna de ellas.
214. Halla la dimensién de la minima subvariedad afin que contiene dos planos bidimensionales que se cruzan.
215. Calcula la dimensién de la minima subvariedad afin que pasa por los puntos:
(-1,2,-1,0,4), (0,-1,3,5,1), (4,-2,0,0,-3) y (3,-1,2,5,2).
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r+y—=z

=2
al punto
20 -3y + 2 :1y P

Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta r de ecuaciones r = {
P=(1,-1,2).

Halla la ecuacién del plano de R? que pasa por los puntos A = (—=1,2,1) y B = (1,0,2) y por el punto
de interseccién de r y 7

, m=x+y—3z=—1.

20 +y — 2 =1
—2x-2y+z =-3
Halla la ecuacién del plano de Ry[x] que pasa por p(z) = 2+ 22 y contiene a la recta 1 —3z + (2+x — 2?).

Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto P = (1,—2,1) y es paralela a los planos:

m=2r+3y—z=2 y me=x—y—2z=-—1.

Una recta estd contenida en el plano x+y+ 2 = 4 y pasa por el punto (2,1, 1). Halla su ecuacién sabiendo
que es paralela al plano z — y 4+ z = 0.

La recta r de C® esta contenida en el plano 7 = z; + (1+14)z2 — 323 = 2i y es paralela al plano
Ty = 21 — 29 — 223 = 4. Encuentra las ecuaciones implicitas y paramétricas de r sabiendo que (—i,3,1) € r.
Calcula la ecuacion del plano que contiene a la recta %‘3 = nyz = Zgl y es paralelo a la recta x = 3,
y=14+2X 2=\

Halla la ecuacién del haz de hiperplanos que contiene al plano que pasa por los puntos P, = (1, -2, -3, 1),
P, =(0,0,1,5) y P; =(3,-1,5,0).

Una recta pasa por el punto (1,1,1), es coplanaria con la recta 2=t = ¥ = £y es paralela al plano

1 2
—x + 2y 4+ z = 0. Calcula sus ecuaciones implicitas.

Dados dos planos my =3z +4y+5z2=1yme =2x+y+ 2 =2y los puntos A = (1,0,1), B = (—1,4,2),
halla la ecuacién del plano que pasa por la interseccién de los dos planos y por el punto medio del
segmento AB.

En Matoy2(R), encuentra la ecuacién del hiperplano que pasa por los puntos Ay = (39), 42 = (31),
A3 = (0 %)y Aa=(19)

Encuentra la ecuacién de la recta que pasando por el punto (1,0,2) se apoya en las rectas:

r y+2 =z z+1 y z

3 1 1Y 6 T 2T
Determina la ecuacién del 2-plano de Matayx2(R) que contiene a la recta (_11 _11) + < (9 > y pasa por

el punto (% 3).

Halla la ecuacién del plano que contiene a la recta que pasa por los puntos A = (1,2,1) y B = (1,-3,-2)
r+2y+z =4

y ademas es paralelo a la recta de ecuaciones r = .
20 +4y+ 2z =-—1

Halla las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (1,1,1) y son paralelas a los ejes coordenados.

Los puntos A = (1,1,-1), B = (2,-1,2), C = (0,2,2) y D = (—1,—2,—2) son vértices de un para-
lelepipedo. Sabiendo que los segmentos AB, AC y AD determinan tres aristas del mismo, calcula los
restantes vértices.

En un espacio vectorial de dimensién 3 considérese una recta r y un plano 7 paralelo a r. Probar que el
lugar geométrico de los baricentros de los tridngulos que tienen un vértice en r y los dos restantes sobre
7 es un plano paralelo a 7.
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233. En un espacio vectorial de dimensién 4, calcula la recta que pasa por el origen y corta a las dos rectas

siguientes:
= 2+3A x= TA
_Jy= 1-=-2X _Jy= 1
Rl P S U A P Y
t= 3-—2\ t= —1+2\

234. Sea Rjx] el espacio vectorial de los polinomios reales de grado menor o igual que 2. Sea E’ el plano
de los polinomios de grado menor o igual que 1. Sea w: F — R la forma lineal definida por w(p(z)) =

fol x - p(x) dr. Considerando la base {1, x, 22}, calcular las ecuaciones de la recta que pasa por 1+ 22 y

es paralela a la recta interseccién del plano w™!(2) con E’.
235. Calcular el plano que contiene a larecta s=x =y =2z =1t + 1 y corta a las rectas:

z+y=0
-2
ri=<y+22=0 vy rgsz :y:ilzt—l—l.

z+3t=1
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3. GEOMETRIA EUCLIDEA

3.1. Meétricas, expresién matricial.

Dado un k-espacio vectorial EF de dimensién 3, estudia si las siguientes expresiones, dadas en coordenadas
de una base:

a1 ((z,y,2), (@', y, 7)) = xa’ + yy' + 322" — 222" — 222/,
92 ((z,y,2), (@, v, 7)) =22’ (y—v) +yy'(z— )+ 22/ (x =) y
9s((x,y,2), (2", 7)) = ay +yz' + 22,

definen aplicaciones bilineales de E x E — k. Analiza cudles de ellas son simétricas.

2)
2)

Sea E un k-espacio vectorial y wy, we dos formas lineales. Demuestra que ¢ : E x F — k dada por
ple,e’) =wi(e) - wa(e') es bilineal.

Sea E un R-espacio vectorial de dimensién n, B una base cualquiera y A € Mat,x,(R). Dados e =
(1,...,2n)B Y € = (y1,...,yn) dos vectores arbitrarios de E, demuestra que la expresién:

n
dle,e) = (x1,...,xn)-A- | + |,
Yn

define una aplicacién bilineal en E. Demuestra ademés que ¢ es simétrica (respec. antisimétrica) si y
solamente si la matriz A es simétrica (respec. antisimétrica).

Demuestra que la aplicacién ¢ : Mat,, x, (R) X Mat,x,(R) — R dada por ¢(A, B) = traza(A - B') define
un producto escalar euclideo.

En el R-espacio vectorial E de los polinomios reales de grado menor o igual que n se define To: EXE — R
como T3 (p(x), q(z)) = fol p(z)q(z)dz. Demuestra que T; es bilineal, simétrica y definida positiva. Calcula
la matriz de Ty asociada a la base {1,z,...,2"}.

Demuestra que las siguientes aplicaciones bilineales son definidas positivas:

a) En R?, gb((x,y), (ac’,y’)) =z’ +zy +yx’ + 2yy’.

b) En R3, go((:rl,yl, z1), (z2, Yo, 22)) = 22129 + T1Y2 + Y1T2 + 2y1Y2 + X122 + 2179 + 21 2]
¢) En Rylz], ¢ (p(x), q()) = p(=1)a(~1) +p(0)q(0) + p(1)q(1).

Justifica por qué las siguientes expresiones en los espacios correspondientes no determinan métricas
euclideas:
a) En Mataya(R), p1(4, B) = det(A - B).

22
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b) En Mat,,x,(R), ¢2(A, B) = traza(A - B).
¢) En Matay(R), ¢3(A, B) = traza (A (_1 ) BY).
d) En R?, m((m,xz,xs) (yhyz,ys)) = max {|z1], |22, |23, [y1], [v2], [ys]}-

~

En Ro[z], @6 (p(z )+p (1)q(1)-

)
)
)
e) En Ry [z], ¢5(p(x),q(x)) = Ja(x)dz.
) () =
) En C(R) = {f: R—>R|fes contmua} or(f(z),9(x)) = fo

g

Sea g una aplicacién bilineal simétrica de un R-espacio vectorial £ de dimensién finita. Demuestra que
si existe una base B = {e1,...,e,} tal que g(e;,e;) > 0 parai =1,...,n y tal que g(e;,e;) = 0 donde
1# j,1,j=1,...,n entonces g es definida positiva.

Sea E un espacio vectorial euclideo y denota por T5 su producto escalar. Demuestra que la restriccién de
T a cualquier subespacio vectorial F' dota a este subespacio de estructura de espacio euclideo.

Sea E un espacio vectorial euclideo y f : E — R la aplicacién dada por f(e) = (e, e). Demuestra que

flet+e)+ fle—e)=2(f(e) + f(e)).

Determina la expresién general del producto escalar (simétrico) de R? sabiendo que sobre los elementos
de la base canénica actia del siguiente modo:

61'61:2, 61'62:—1, 61'63:1,
62'62:2, 62'63:0, 63'63:4.

Dada una aplicacién bilineal T' de un espacio vectorial E, demuestra que se puede expresar como suma
de una aplicacién bilineal simétrica y otra antisimétrica.

En el R—espamo vectorial C( a, b) {f [a,b] = R | fes contlnua} a < b, demuestra que (f,g) =
f f(z)g(x)dz define una métrica euclidea.

Sea B = {61, €2} una base de un R-espacio vectorial E' y T la métrica cuya matriz asociada a dicha base
es (% 3'). Calcula la matriz de T en la base B’ = {e| = 3e; + 2e2,¢, = 2e1 + 3ea}.

Sea g el producto escalar euclideo de R? dado por g((z,y,2), (2/,y',2")) = 2zz’ + yy’ + 322" — zy —
yr' + z2’ + 22’. Da la matriz de g asociada a la base canénica y calcula su matriz asociada a la base
B ={(1,2,0),(0,1,-3), (1,—1, 1)}. Calcula el producto de (1, 1,0)5 consigo mismo y con (0, 3,1)5.

Sobre el R-espacio vectorial £ de dimensién 4, sea la métrica cuya matriz asociada a la base B =
{615 €2, €3, 64} es:

1 0 1 0
0O -1 0 3
1 0 1 0
0O 3 0 0
Calcula la matriz de esta métrica asociada a la base C' = {v; = e; —e3,v3 = %(61 +es),v3 =—e1 +ea+

e3,v4 = €3 — e4}. (Es la métrica definida positiva?

Da la matriz del producto escalar de Ry[z], T>(p(x),q(z)) = fol
2. (z— 1"}

En Matgy2(R) considera el producto escalar (A,
la base estdndar y también en la base C' = {(§9¢

p(z)g(z) en la base {1,z — 1,(z —

= traza (A t). Da la matriz del producto escalar en
12 .(99 2 0
(52,89, (%8)}
1 —11
En R3 considera la métrica 75> cuya matriz asociada a la base canénica es A = (—11 g g) Calcula la

restriccién de Ty al subespacio <u =(1,1,-1),v = (2,0, —1)>.

B)
)5

3.2. Ortogonalidad, normas y angulos.

Sea E un k-espacio vectorial y ¢ una forma bilineal simétrica. Demuestra que si los vectores {ey,...,ex}
son ortogonales dos a dos (es decir p(e;,e;) = 0 para i # j) de modo que ¢(e;,e;) # 0 entonces son
linealmente independientes. Ademas, da un ejemplo de que la implicacién contraria no es cierta.

En R? con el producto escalar usual, determina mediante una base los subespacios ortogonales a:
a‘) E, = <(1a1,71)a(2,7171)>'
b) EQZ{(‘T7yaZ)|2$_y_Z:0}
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¢) B3 ={(z,y,2)| v +y+2z =2 —2y+ 32 =0}.

Expresa el vector (1,3, —1,4) € R* como suma de dos vectores: uno perteneciente al subespacio FE =
((2,1,0,1),(0,3,1,1)) y otro a E+ (considera el producto escalar usual).

En Matay2(R) sea el producto escalar Ty(A, B) = traza(AB?!) y E el subespacio:

_Jfx+y 2z
E—{( 0 oz >|my€R}

Determina E+ dando una base del mismo. ;Pertenece (g _22) a EL?
2

En R3 con el producto escalar definido en la base candnica por la matriz:

1 -1 0
-1 2 1],
0o 1 3
determina W+ donde W = ((3,1,—1)).
En Rj[z] considera la métrica euclidea dada por Tg( ) fo x)dx. Sea E = <3 —4x,1+

2x — bx > Calcula el subespacio ortogonal a FE y estudla si alguno de los vectores de la base estandar
{1, 2,22, 2%} pertenece a E+.

Sea E un k-espacio vectorial y ¢ una forma bilineal simétrica. Si F'y F’ son subespacios vectoriales de
FE, demuestra las siguientes propiedades:
) Si F' C F' entonces (F')* C F*.
b) F C (FL)
c) (F+F’) FLﬁ(F’)L
d) F*+ (F')* € (FnFY.
e) Sik =Ry ¢ es definida positiva, F' N F+ = {0}.

Con el producto escalar usual de Mat,, x,(R) demuestra que las matrices simétricas y antisimétricas son
ortogonales.

Sea E el plano real y {e1,es} una base del mismo. Determina la métrica simétrica para la que la base
{e1+e2,e1—ea} sea ortonormal. ;| Es esa métrica definida positiva? Calcula también los tensores simétricos
para los que el tridngulo determinado por e; y es sea equilatero.

En un espacio vectorial real de dimensién 2, sea una base B = {ej, ea}. Determina la matriz de la métrica
euclidea que hace que |le1|| =2, ||e1]] = 3 y los vectores e; y 2e; + e3 sean ortogonales.

En un espacio vectorial euclideo E tenemos una base B = {e1, 2, e3} de la que sabemos:
a) e;-e; = 1.
) lleall = V5.
¢) es-e3=0.
) Sie=(—1,0,0)p, el vector e3 — e es ortogonal a ej.
) Si F' = (e; + e3) entonces 2e; — ey — e3 € F-.
f) €3 €3 = 6.
Calcula la matriz de la métrica asociada a la base B. Comprueba que la métrica es, efectivamente, definida
positiva.

En R3 calcula las normas y el 4ngulo que forman los vectores u = (1,0,0) y v = (—1,1,0) con el producto

. . (110
escalar usual y también con el dado por la matriz (é 3 (1))

En Matay2(R) con el producto escalar usual, determina las normas y los 4ngulos que forman los vectores:
A=(11), B=yC=(1%).

En el espacio de las funciones continuas definidas en el intervalo [0,27], C([0,2n]) = {f : [0,2n]
R| fes contmua} con el producto escalar (f, g) fo x)dz determina las normas y los angulos
que forman los vectores {cosz,senz,z}.
, _Jz=y _Jx—y =-2
Calcula el dngulo formado por las rectas r = {y —o, V8= { L o—9 -
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_ 2 _ . , L.
=1 — ¥—2 — 23 ¢op los ejes coordenados segin la métrica usual y

Halla los angulos que forma la recta *5 T 5

1 5 _
2
también segun la métrica ( 3 16 — )
3 9 3
172 3

N[O B[

Calcula el dngulo formado por la recta r = (2,1,—-1,—1) + <(2, 0, 1,0)> y el hiperplano II = 6z — %y +
32+ Lt = 5.

Demuestra el Teorema de Pitdgoras: Sea E un espacio vectorial euclideo y || || la norma asociada al
producto escalar. Entonces, si e1,es € E:

ller 4 eal|? = |ler]|* + |le2]|* siy solosi e; y ey son ortogonales.
Sea B = {ey, ..., ey} una base ortonormal de un espacio euclideo E. Si las coordenadas de e € F en la base
B son e = (\q,...,A\y)B, demuestra que A\; = ¢(e, e;) donde ¢ denota el producto escalar. ;Qué ocurre

si la base B es tan solo ortogonal?

Dado el espacio vectorial euclideo R® con su métrica habitual, ortonormaliza la base B = {e; =
(17 170)? €2 = (1707 1)? €3 = (07 la 1)}

Sea la métrica de R® dada por la matriz A = (

— =N
=
N

). Obtén una base ortonormal y concluye que la

métrica es definida positiva.

31 0
Considera en R? el producto escalar que en la base canénica tiene como matriz asociada ((1) 11 —21>.
Encuentra una base ortonormal y en dicha base calcula las coordenadas de los vectores e = (1,1,—1) y
e =(2,0,3).

En Matayo(R) con el producto escalar (A, B) = A - Bt obtén una base ortonormal a partir de la base
{((1) 9, (8 _21) , ( 1 %) , ( _52 _01 )} . Utiliza el producto escalar para dar las coordenadas de los elementos
de la base estandar {(§9),(94),(99),(39)} en la nueva base ortonormal.

. . . ., . (320 . .
Sea E un R-espacio vectorial de dimensién 3. Prueba que la matriz ((2) 31 ) define una métrica definida
positiva en E. Calcula una base de F ortonormal respecto a este producto.

Ortonormaliza la base {1, z, 2%} de Ry[z] con el producto escalar dado por la integral en [0, 1] del producto
de polinomios.

Encuentra una base ortonormal para el espacio euclideo tridimensional definido sobre una base {ej, e, e3}
por:

||€1|| =1, ||€2H =2, H€3|| = \/5, <I(€1,€2) = 900, 4(61,63) = 450, 4(62,63) = 60°.

Calcula una base ortonormal de los subespacios de R*, E = ((0,1,1,-2), (1,4, -1, %> yF={(z,y,2,1t) | z—
2y + 3z —t=0}.

En Mataw2(R) con la métrica euclidea Tz(A, B) = traza(AB?), calcula una base ortonormal del subespa-
cio:

1
H = {A S MatQXQ(R) | A <1> = O}
En R? con su producto escalar usual, considera los subespacios U = ((1,0,2), (=3,1,1)) y V = ((2,—1,1)).
Determina U+ y V+ mediante una base ortonormal de cada subespacio.
Calcula una base ortogonal del subespacio (1 + z)+ C Ra[z] segtin el producto escalar fol p(z)q(z).
En R* con el producto escalar que en la base canénica viene determinado por la matriz:

1 1
2

-1
0

oo W
coo |
o oo

calcula los valores de a y 8 de modo que los subespacios E = {(z,y,2,t) | 20 +y+4z — 2t = —x +y +
22+ 2=t —y+2+4 =0}y Fop ={(z,y,2,t) | ax + Ty + Bz + ¢t = 0} sean ortogonales.
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3.3. Distancias y proyecciones.
Calcula la distancia entre los puntos A = (1,2,1) y B = (5,2,7) de R3 segtin el producto escalar usual y

<2 P - . . . 11-1
también segiin el producto escalar que en la base canénica viene determinado por la matriz ( L40 )

Calcula las normas y las distancias de los vectores de la base estdndar de Ra[z] con el producto escalar
dado por ¢(p(z),q(x)) = [ b

Sean A = (} ‘1)), B="{)yC= (1 1) tres puntos de Matoxo(R). Calcula las longitudes y los dngulos
internos del tridngulo que forman segun el producto escalar usual.

Halla la distancia del punto P = (1,4,5) € R3 a la recta %1 = ny2 = 233
distancia.

Calcula la distancia del punto P = (1,2,5) € R? al plano 2z + 2y — 2z = 5.
En R? considera el producto escalar que en la base usual viene dado por la matriz:

1 -1 1
-1 2 0
1 0 3

y—z=1

2z —
Calcula la distancia del punto (0,2,2) a la recta r = { 4 . Qué punto de la recta realiza la

T+yY=
distancia?

Se considera una base de vectores unitarios {ej, e, e3} de un espacio euclideo E que verifica las condiciones
<(e1,ea) = 60, <(ey,e3) = <(eq, e3) = 90°. Calcula la distancia entre el punto P = 7e; + 2e5 + 4e3 y la
recta que pasa por los puntos Q1 = 2e; — 3es — ez y Q2 = 2e1 + 3es.

Sea E = <(—3, 1,1,1),(1,-3,0,1), (1,1, -3, 1)> C R%. Calcula la proyeccién ortogonal de e = (8,4,2,4) €
R* utilizando la métrica euclidea usual.

[eINIE

3 ) en el subespacio

En Matay2(R) con el producto escalar usual, calcula la proyeccién ortogonal de (1

de las matrices simétricas y también en el de las antisimétricas.

Sea Rg[ ] el espacio de los polinomios reales de grado menor o igual que 2 con la métrica euclidea

TQ([ ' (z)) = fo x) dx. Calcula la proyeccién ortogonal del polinomio p(z) = z + 22 en el plano
Ry

En Matyy2(R) considera el producto escalar dado por Tx(A, B) = traza(AB?). Sea el subespacio:

a 0
V‘{(zb a+b) |“’b€R}’

y la subvariedad afin L = (2%) + V. Calcula la distancia de M = (§3) a L y también el punto de la
minima distancia.

En Ry [x] con la métrica euclidea dada por la integral sobre el intervalo [0, 1] del producto de los polinomios,
calcula la distancia de p(z) = % — 822 a la recta que pasa por 1 — %x con direccién = — 2z2. Calcula
también el polinomio que da la minima distancia.

Calcula el A € R de modo que P = (4,1, ) diste v/14 del plano 7 = 2z — y + 3z = 1.

En Ry[z] considera el producto escalar Th (p( ) = fo x) dx. Calcula @ 6 R para que la

distancia del polinomio o+ 2z + 22 a la recta que pasa por los puntos 1 + 422 y 1422 sea exactamente
1.

Calcula la proyeccién ortogonal de un punto genérico (z,y,2) € R® enel plano =z +y+ 2 = 1.
Halla la distancia entre los planos de R3: II; =2z +y—2 =3y Iy =4z + 2y — 22 = 7.

Halla la distancia entre la rectas de R3: IT*I = yg2 = le yr=y=z—1.

Halla la distancia de la recta “”T—l = yTﬂ = 2:33 alplanoz+y+z=1.
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En R3 con la métrica usual y en coordenadas de la base candnica, sean la recta r y el plano II que tienen
como ecuaciones:

x=1+2\
r=<y=2-2XA y I=4x4+y+2—-9=0.
z=3—-A

Calcula las ecuaciones de la proyeccion ortogonal de r sobre II.

En R* considera la métrica euclidea de matriz:

2 1 0 0

1 2 00

0 0 2 0

0 0 01

Considera el hiperplano II y la recta r de ecuaciones:
r=14+2A+3pu+ 3y =44+
y=2+p—vy y=2
II= r=

z2=A+pu+2y z=1
t=1—-X\—» t=24+X

Calcula el angulo que forman IT y r y también la distancia de cada subvariedad al origen de coordenadas.

3.4. Problemas métricos.

Determina la ecuacién del plano que pasa por el punto (2,—3,—4) € R?® y es perpendicular a la recta
=7 _ y+t2 _ 2-3

1 3 —4

Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto (4,4,1) € R? y corta perpendicularmente a la recta
=7 _ y+2 _ 2-3

3 1 -2
Dado el plano 7 de ecuaciéon 4 — 3y + z + 2 = 0, halla la recta ortogonal al plano XY que pasa por el
punto de interserccién de 7 y la recta 2 =0, x = y.
En R* con el producto escalar usual, sea la recta:
Tl — o+ x4 =2
r=<{ xo+2x3—x24=1
1171+2213271'3 =-3

Calcula las ecuaciones paramétricas e implicitas del hiperplano II ortogonal a r que pasa por (1,1, —1,0).
(Pertenece el punto (0,—1,3,0) a II?
Determina las ecuaciones paramétricas e implicitas del 2-plano de R* que es ortogonal (simultdneamente)
a las rectas:

r—y+2z+2t=
r=(5-2,03)+((1,1,-2,2)) y s= 3r—2z+t=2

Do Ot

3
x+2y+z:—§

y pasa por el punto (—1,—1,0, %), segun:
a) El producto escalar usual.

1 2 -1 0
. 2 5 0 0
b) El producto escalar dado por la matriz G = 10 6 0
0o 0 0 2
En un espacio euclideo de dimensién 3 se considera una base {e1, e2, es} definida por las condiciones:
leill = lle2ll = lles]| = 1, <(e1,e2) =60, <(e1,e3) = <(e2,e3) = 90°.
Considera las rectas:
z—1 Y z—1 r—2 y—3 z
r = ==, Ss= = = 5
2 -1 1 -1 3 -2

Calcula la ecuacién de la perpendicular comun.
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r+y+z=1 o 220
En R? sea P = (1,0,0), r = , Jd=x+3y—2z=2ylamétrica | 2 3 0]. Calcula la
r—y+2z=0 00 1

recta que pasa por P, es paralela a II y perpendicular a r.

En un plano euclideo se tenemos una base con las siguientes condiciones:
llex]l =1, [le2]] = 2, <(e1, e2) = 60°.

Calcula las ecuaciones de las bisectrices de las rectas 3z +2y =0, z —y = 0.

Describe el conjunto de puntos del eje OY de R3 que equidistan de los planos 2z + 3y + 6z = 0 y
8x + 9y — 72z = —T73.

Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan del punto (2,1,3) y del plano z +y + z = 3.

En un plano euclideo se da una base con las condiciones |le;|| = 2, |lea|| = v/2, <t(e1, es) = 45°. Calcula
la ecuacién de la circunferencia de centro el punto P = 2e; + es y de radio unidad.

Hallese la altura relativa al origen del tetraedro definido por las condiciones:
||61|| =1, H62|| =2, ||63|| = \/§7 4(61,82) = 900, 4(61,63) = 450, 4(62,63) = 60°
xz—1 y—2

Halla el punto simétrico a P = (1,2,3) € R3 respecto de la recta =5 =

=l

En un espacio euclideo de dimensién 3 sea la base {e;, ea,e3} definida por las condiciones:

||€1|| = ||€2|| = ||63H =1, <I(61,€2) = 600, 4(61,63) = 4(62,63) = 90°.

Halla las coordenadas del punto simétrico a P = (1,2, 3) respecto de la recta % = 972 =

=l

Encuentra la expresién de las simetrias de R* respecto de las siguientes subvariedades:
a) Larecta r = (1,0,—1,2) + ((2, -2, 1, 3)).

b) El plano L = (1,0,-1,2) + {(2,-2,1,3),(1,1,—2,0)).

¢) El hiperplano II = 221 + 29 — 323 — 24 = —1.
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