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1. Introduccidon

En estas notas se describiran algunos modelos matematicos de epidemias.
Se describira primero el modelo basico conocido como STR en el que se con-
sidera la poblacion dividida en tres grupos, a saber, el grupo S, de poblacién
susceptible de ser infectada, el grupo I de poblacién infectada y el grupo R
de poblacion recuperada o que no son ya susceptibles de ser infectados. Este
modelo no tiene encuentra la distribucién espacial de la poblaciéon y en él se
considera los tres grupos de poblaciéon mezclados de manera homogénea. A
continuacion se extenderd este modelo a un modelo distribuido que tiene en

cuenta la distribucién espacial de la poblacion.

Para una bibliografia basica se puede consultar ([1]), ([2])y ([3]).

2. El modelo SIR

Uno de los modelos basicos de transmisién de una epidemia es el llamado
SIR a partir del cual se han derivado otros muchos (ver [1] seccién 10.2).
En este modelo se considera la poblacion dividida en tres grupos, a saber, el
grupo S, de poblacion susceptible de ser infectada, el grupo I de poblacion
infectada y el grupo R de poblacién que no es ya susceptibles de ser infecta-
da, bien porque se ha recuperado y quedado inmunizada bien porque se ha
muerto. La poblacion total N = S + I + R se considera constante por lo que

no se tienen en cuenta los nacimientos.



2.1. Descricién del modelo SIR

En el modelo STR la variacion de cada una de las poblaciones S, y R
responde a una dinamica del tipo

S—-I1—R

donde

S: Poblacion susceptible de infectarse.

I: Poblacion infectada.

R: Poblacién recuperada inmunizada o muerta.

N = S+ 1+ R es constante, poblacién total constante.

y se rige por las ecuaciones siguientes

ds
dl
dR

donde t representa el tiempo y, § y « son dos parametros del modelo. 3
es la tasa de contactos entre poblacion sana e infectada y v es la tasa de

. . log(2
recuperaciones o muertes entre la poblacién infectada o de otra manera %()

es el tiempo de vida media como infectado, entendiendo que un individuo
deja de ser infectado cuando se cura y queda inmunizado o bien porque
lamentablemente fallece. Observese que la ecuacién (2.3) estd desacoplada
de la anteriores por lo que se puede resolver el sistema formado por las
ecuaciones (2.1), (2.2) y luego resolver (2.3) independientemente. El modelo

matematico anterior se completa con las condiciones iniciales tales como
S(0)=S5 >0 1(00=I,>0 R(0)=0
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Veamos qué condiciones dan lugar a una epidemia. De la ecuacién (2.2) se

deduce para el instante inicial

>OsiSO>Z

B

<OsiSO<1

B

dl
%hzo = Iy(BSo — )

como para todo valor del tiempo ¢ > 0, segin (2.1), tenemos % < 0 resulta
SSSO,SiSO<%,

I
—=1(55 —7) <0Vt 20

y por lo tanto Iy > I(t) — 0 cuando t — oo y la infeccién se extingue. En

caso contrario si Sy > 1, inicialmente I crece y la infeccién se propaga.

El valor

_ %
Y

Ry

es conocido como la tasa basica reproductiva de la infeccion, es decir,el
nimero de infecciones producidas por una persona infectada. Claramente

si Rgp > 1, tenemos propagacion de la infeccion y tenemos epidemia.

2.2. Escalamiento y adimensionalizacién:

Introduciendo la escala de tiempo 7' y las nuevas variables

=t =1t/T
. 5*=5/5,
- I*=1/S,
« R*=R/S,



sustituyendo en (2.1), (2.2) y (2.3), eligiendo la escala de tiempo T' = oy

omitiendo para simplificar la notacién los asteriscos

as

— =18 (2.4)
dl

—=15—-\I 2.
=152 (2.5)
dR

inhauS 4 2.

donde A\ = ﬁ El inverso de A es Ry = @ la tasa reproductiva basica. Las

condiciones iniciales para el problema adimensionalizado seran
S(0)=So=1—¢ I(0)=I=€¢>0, R0)=0

En la figura (1) se presentan los resultados correspondientes a una poblacién
de 3000000 con un infectado inicial. El valor de la tasa reproductiva basica
Ry = 3.
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Figura 1: Evolucién de Susceptibles, Infectados y Recuperados



2.3. Trayectorias en el plano I-S

Las trayectorias en el plano I — S se pueden calcular facilmente integrando

la ecuacién

dl A
5= -1+ S (2.7)

que es de variables separadas. Integrando se obtiene

I+5—Xlog(S)=A

donde A es una constante de integracion. Sustituyendo los valores iniciales,
obtenemos el valor de A y resulta

[:1—S+/\log(5§o)

En la figura (2) se representan las trayectorias para diferentes valores de S.

| Trayectorias plano I-S
T T

Figura 2: Trayectorias en el plano I — S



El valor maximo de infectados I,,,, se obtiene para el valor de S = 5,42
tal que % = 0, por tanto Sy = A = RLO y el valor maximo de infectados

sera

1
Imax =1- —(1 + lOg(SoRo)) (28)
Ry

Por ejemplo si Ry =3y Sp = 0.999 ~ 1,

1 1
Iz =1 = (14 10g(S0F0)) ~ 1 = (1 +10g(3) = 0.800
0

2.4. Ejemplo real

En la siguiente figura (3) se ha intentado ajustar a datos reales el mo-
delo STR. Sobre una poblacién de 3000000 de habitantes se indica en negro
datos estimados a partir de los datos de infectados activos en Espana supo-
niendo que estos guardan una determinada proporcién con los datos reales
de infectados (y que son desconocidos pues incluyen a todas las personas
asintomaticas y a los que teniendo sintomas no han sido diagnosticados).

El término de infectados activos se refiere a los infectados totales menos el
numero de recuperados menos el nimero de fallecidos. Se han considerado

datos a partir del dia 11 de la infeccién. En rojo se representan la evolucion
de infectados, en verde la poblacién susceptible de ser infectada y en azul los
recuperados o muertos. Para entender la evolucién de recuperados hay que
considerar que figuran los inmunizados que provienen de los infectados asin-
tomaticos o no diagnosticados y que por lo tanto no figuran en las estadisticas
oficiales. Los valores correspondientes para el ajuste que se ha obtenido en
la figura son

N = 3000000, I, = 102, 8 = 1.9615¢ — 7, v = 0.2626, Ry = 2.24.

El valor méximo de infectados obtenido a partir de (2.8) y teniendo en
cuenta el escalamiento es I,,,,, = 580420 lo que representa un 19.36 % de la
poblacién total V. Para el calculo y facilitar el ajuste se ha elegido un escala
de tiempo T' = 1.7 dias y el factor de proporcionalidad entre el niimero de
infectados detectados y los reales se ha tomado igual a 10. Los célculos se



han realizado con el modelo adimensionalizado y escalado pero en la figura
se representan los valores dimensionales. Asf el eje de abcisas representa dias
y el de ordenadas nimero de personas. El dltimo dia con datos es el dia 38.
Segun el modelo segiin se aprecia en la figura se alcanza el pico maximo el

dia 39.

%108

R

251

Figura 3: Modelo Covid19 en Espana

Finalmente el pico maximo no se alcanzé el dia previsto por el modelo
sino que fue aproximadamente una semana mas tarde, ademaés en la practica
la situacién permanece en una zona relativamente plana. Se puede pensar
que esta discordancia se puede deber a dos motivos: Primero porque en esos
dias los efectos del confinamiento social se hacen sentir en los resultados y
las condiciones iniciales no son las adecuadas y segundo porque los criterios
de contabilizacién de infectados han ido cambiando en algunas comunidades.

Aplicar el modelo a todos los datos de Espana no tiene mucho sentido pues
en cada zona, la evolucion es distinta. Ademas los criterios de contabilizacién
de infectados difiere en cada comunidad. El siguiente ejemplo corresponde a
la evolucién de la epidemia en la comunidad de las Islas Baleares. En la
figura (4) se presentan estos resultados después de realizar un ajuste por
minimos cuadrados de la evolucién de infectados dada por el modelo a los



datos observados de infectados corregidos mediante un factor de proporcio-
nalidad F'. Los datos experimentales se toman desde el dia en que se superan
100 personas infectadas. Se han ajustado tres pardametros, concretamente,
el nimero reproductivo basico inicial Ro, la escala de tiempo T y el factor
de correccién F'. Se ha utilizado la funciéon de matlab “fminunc” que permi-
te optimizar mediante un método de Quasi-Newton calculando el gradiente
de la funcién utilizando diferencias finitas. A partir de unos valores iniciales
Ro=2.0,T = 2.0, F = 200, se obtiene convergencia en 21 iteraciones dando
los valores ¢ptimos para los parametros Ro = 1.61, "= 2.00 y ' = 124.85.

En la figura (5) se da un detalle de estos resultados.

Resultados con Ajuste Datos hasta dia 15-04-2020 para Islas Baleares
T T T T T

T T
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Figura 4: Resultados del ajuste en las Islas Baleares hasta el dia 15-04-2020
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Zoom Resultados con Ajuste Datos hasta dia 15-04-2020 para Islas Baleares
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Figura 5: Detalle de los resultados del ajuste en las Islas Baleares hasta el

dia 15-04-2020

2.5. Asimilacion de datos

En esta subseccién se introduce un procedimiento de asimilacién de datos
al modelo SIR anteriormente descrito. Para ello se ha utilizado el Algoritmo

de Kalman Conjuntisa y Determinista (“Deterministic Ensemble Kalman

Filter”, DEnKF), véase [4].

Algoritmo de Kalman Conjuntista Determinista: Sean X§ = [X{,, ...

un conjunto de m estados iniciales y su valor medio mediante

o —

1
—X X,
m

11

(2.9)

I

a
m,0

]



y su matriz de covarianza

1
Cl= ——m (X; — 2o))(X; — 2 (2.10)
m—1
En el siguiente algoritmo k representa los pasos en los que se toman medidas
y R es la matriz de covarianza del error en las medidas. H es la matriz
que relaciona las observaciones con los estados. K es la llamada ganacia de

Kalman.

Para k=1,2, ...

1. Prediccién:

Xifk = M1 X1 1=1,..m prediccion
1
ol = =xm X/ valor medio
m k)
Alf r = X Zf o — x£ desviaciones

2. Se calcula la matriz de covarianza del error “a priori”: Primeramente
escribimos

Al = [A],, AL
y se calcula
1
of = L alialy
3. Se calcula la ganancia de Kalman
Ky, = C{H}(H.C[H! + Ry)™

4. Se calcula el valor “a posteriori”para la media y para las desviaciones
mediante

28 = xf + Ky(dy, — Hyxl)
@ — Af — %KkaAg

5. Se calculan los nuevos valores de estado
X = A+ x5, ., 23]
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Ejemplo: Se ha aplicado el algoritmo de asimilacién de datos DEnKF a
los datos de la evolucion de la epidemia en las Islas Baleares. Se ha utilizado
el modelo re-escalado aunque sin adimensionalizar. Es decir, sustituyenddo

en (2.1)-(2.2)-(2.3), S por S/N, I por I/N, R por R/N y 3 por N3

ds

2 8] 2.11
7 BIS (2.11)
dI

& _BIS — AT 2.12
o BIS —~ (2.12)
dR

el IR S 2.1
o S (2.13)

El sistema de ecuaciones diferenciales queda reducido a las dos primeras
ecuaciones del modelo correspondientes a Susceptibles S e Infectados I puesto
que los recuperados mas fallecidos R se obtiene directamente de los anteriores
al considerar la poblacién total N constante. Como variables de estado se
toman pues S e I. A estos dos variables de estado anadimos los parametros
By v con el fin de utilizar el algoritmo para ajustar estos dos pardmetros en
el proceso de asimilacion de datos. Los datos observados son los valores de
infectados I que se observan cada dia (afectados del correspondiente factor

del correccién). De modo que el conjunto de m estados viene definido por

X(1,s), s=1,....,m S, poblacién desusceptibles
X(2,s), s=1,...,m I, poblaciéndeinfectados
X(3,s), s=1,...,m parametro (3

X(4,s), s=1,...,m pardmetro

Inicialmente se generan los m estados a partir del valor [, utilizando una
distribuciéon gaussiana de desviacion tipica ;. La distribucion inicial de re-
cuperados se hace igual a X(2,s) = 1. — X(1,s) s = 1, ..., m. Igualmente se
genera un conjunto de m valores para [y para 7y a partir de una distribuciéon
gaussiana de desviacion tipica o3 y 04. Los valores utilizados en el ejemplo

de las islas Baleares son
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» La matriz (1 x 1) de Covarianza del error en la medidas R = [107*]. La
matriz H es H = [0, 1,0, 0]

= Desviaciones tipicas de la distribuciéon normal para la poblaciéon de
estados iniciales:

o1 = l.e — 2, desviacion tipica distribucién normal, I,

03 = 2.e — 2, desviacion tipica distribuciéon normal,

o4 = 2.e — 2, desviacion tipica distribuién normal,

= Valores medios de la distribuciéon normal para la poblacién de estados
iniciales: Iy = 111/N = 9.25¢ — 5 donde N = 1200000 es la poblacién
de las Islas Baleares. Los valores medios iniciales para los parametros
B v 7 se toman del ajuste previo mediante el método descrito en la

subseccién anterior utilizando los datos de los tltimos 10 dias. f =
0.2637 y v = 0.1943

» Fl factor de correccidon sobre infectados activos es 100

Los resultados obtenidos con datos asimilados hasta el dia 63 después del
primer dia en que se contabilizaron mas de 100 casos se muestran en la

figura (6). En la figura (7) se muestra un detalle de la misma

14



Resultados asimilados con Filtro de Kalman Islas Baleares
T T
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Figura 6: Resultados en las Islas Baleares con asimilacion de datos
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Resultados asimilados con Filtro de Kalman Islas Baleares (Zoom)
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Figura 7: Detalle de los Resultados en las Islas Baleares con asimilacién de
datos

3. Modelos de epidemia con distribucién es-
pacial

Ver secciones 13.3 y 13.4 de ([2]). En esta seccién consideraremos un
modelo de epidemia que tiene en cuenta la distribucion espacial, es decir,
donde las poblaciones consideradas dependen no solo del tiempo sino también
de su situacion geografica. El punto de partida sera el modelo STR de la
seccién anterior en el que consideramos que la poblacion de infectados I es

susceptible de distribuirse espacialmente mediante un mecanismo de difusion.

Igual que en el modelo modelo STR la variacion de cada una de las po-
blaciones S,I y R responde a una dinamica del tipo

S—1—R
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Aqui las variables S, I y R representan una densidades de poblacién (nimero

de personas por unidad de superficie), para t > 0y z € R?

» S = S(z,t): Poblacién susceptible de infectarse.
» [ = I(z,t): Poblacién infectada.

» R = I(xz,t): Poblacién recuperada inmunizada o muerta.

N =S + I + R es constante, poblacion total constante.

y se rige por las ecuaciones siguientes

dsS
= — B8] 1
Y~ p1s (31)
dl
= = BIS =~ +V(DVI) (3.2)
dR

donde aparece un nuevo parametro D que es un coeficiente que determina
la difusién de la poblacién de infectados I. D puede depender de la posicion
2y en modelos no lineales de la propia I. Si D es una constante, entonces
el término de difusién es simplemente DAI. Las condiciones iniciales ahora
pueden depender de la posicion,

S(0) = So(x) >0 I(0)=Iy(z) >0 R(0)=0

El modelo con difusién de las dos poblaciones S e [ esta descrito en la seccién
13.1 de ([2]).

Si el coeficiente de difusién D es constante se pueden adimensionalizar las
ecuaciones de la siguiente manera: Introduciendo la escala de tiempo T, la
escala de longitud L, una densidad de referencia S,.r, por ejemplo la densidad

media y las nuevas variables

w " =1t/T

17



. S =5/S,es

w [*=1/Ses
» R*=R/Sef
Tomando la escala de tiempo T' = ,BS_lref y la escala de longitud L = ﬁ,

y el pardmetro A = 3 o - resulta (omitiendo los arteriscos para simplificar la

notacion)

dsS

i —IS (3.4)
I

VRN, (3.5)

dt

dR

— =\ .

o A (3.6)

3.1. Soluciones del tipo frente de onda

En esta seccién se estudian soluciones del tipo frente de onda para el
modelo distribuido en una dimensién espacial. Se sigue la seccién 10.4 de
([2]). Suponemos densidad de poblacién constante, y tomamos S,y = Sp.

Las ecuaciones en una dimensién espacial son

% — IS (3.7)
dI 91

=15+ o (3.8)
C;—]f — A\ (3.9)

Limitandonos a las dos primeras ecuaciones (3.7) y (3.8) Vamos a buscar
soluciones del tipo frente de onda, es decir,

S(z,t) =95(2), I(z,t)=1(z), z=z—ct

18



donde ¢ es la velocidad del frente de onda que hay que determinar. Esto
representa un onda viajera constante que se mueve en la direccion positiva
del eje x. Sustituyendo z en (3.7) y (3.8) obtenemos el sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias
cS"'—15=0 (3.10)
["—l—c[’+[(S—)\):0 (3.11)

Buscamos una solucién de modo que S’(z) — 0 cuando z — oo y se

requiere que I sea siempre no negativo, tal que

I(—o0) =1(c0) =0

0<S(—x) < S(o0) =1

Linealizando la ecuacién (3.11) alrededor del punto I = 0, S = 1 resulta
I"+el'+(1-MNI=0

para integrar ponemos la ecuacion en forma de sistema de primer orden

L =1
L=1T

es decir

o en forma matricial

(1)-(5 2 G)

Calculando los valores propios de la matriz del sistema

&1
det(A—1 —c—kz) =0

19



es decir, las soluciones de

E+ck—XA+1=0

que son

k12 =
y la solucion general es
I(z) = Aexp(k1z) + Bexp(ke2)

Como se requiere I(z) — 0 con I(z) > 0 no puede oscilar en un entorno de
I = 0, pues de otro modo I(z) < 0 para algin valos de z. Por ello si una
solucién de tipo frente de onda existe, la velocidad de la onda ¢ y A deben
ser tales que ky y ko sean reales, es decir

c>2V1- Ay A<

Si A > 1 no tenemos soluciones de tipo frente de onda, de modo que esta es
una condicion para que tengamos propagacion de la epidemia,

BSo
que es la misma condicién que obteniamos en el modelo compartimental.

¢ =241 — X es la velocidad minima del frente de onda.

Podemos calcular la fracciéon de susceptibles que no han sido infectados
despues del paso de la onda.De la ecuacién (3.10), I = ¢S’/S sustituyendo

en (3.11) obtenemos
!

]”—i—c[’—l—cS/—c)\% =0

integrando
I' + ¢l + ¢S — cA\log(S) = constante

obtenemos la constante con la condicién de contorno z — oo, S =1, I =
0, I’ = 0 de donde la constante es c¢. Ahora para z — —oo denotamos
o= 5(—00), I'(—00) =0, I(—o0) = 0, resulta

o—Alog(o) =1

20



ecuacion que no depende de la velocidad de la onda c. La escribimos de la
forma
o—1
log(o)

=\ (3.12)

En la figura (8) representamos y = o(\) y y = A,

0.9 —

0.8 —

0.7 =

funcion
y=XA

/

funcién
y=o(A) |

Figura 8: o(\)

y observamos que 0 < o < A < 1. Tenemos por ejemplo que para A = 0.4,
o0 =0.1,ysi A = 0.6, c = 0.3. Cuanto méas pequeno sea el valor de A un mayor
nimero de susceptibles habran sido infectados. El valor critico A = 1 indica

que si A > 1, es decir -t < 1 quiere decir que el nimero de personas que

BSo
se recuperan (y quedan inmunizadas) o fallecen es mayor que el nimero de
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personas que se infectan y la epidemia no se puede propagar. De otra manera,
si la densidad de poblacién inicial Sy es tal que Sy < v/6 la epidemia no se
va a propagar. Si A < 1 entonces se puede formar una onda de propagacion
de la epidemia y la velocidad minima del frente de onda serd ¢ = 2v/1 — X, o
bien en funcién de los parametros dimensionales (recordemos que para una

velocidad adimensional ¢* tenemos ¢ = ¢*L/T') de donde,

c= 2%\/1 —A=2/D(BSy) — ) (3.13)

siendo en la expresion anterior ¢ la velocidad dimensional de la onda.

3.2. Un Método de Diferencias Finitas

En esta subseccion se explica un método de diferencias finitas para re-
solver el sistema de ecuaciones (3.4), (3.5) y (3.6). Es un sistema no lineal
debido al término fuente ST en la ecuacién (3.5) que determina la poblacién
de personas infectadas. El método numérico consiste en el Método de Dife-
rencias Finitas centrales para aproximar el término de difusiéon y un método
de Euler semiimplicito para la integracién en el tiempo. Los términos lineales
se tratan implicitamente y el término no lineal en forma explicita. El esquema
es el siguiente:

Por una parte dado un intervalo [0, H] de la recta real dividido en J subin-
tervalos iguales de longitud h y sea z; = jh de modo que x; = Jh = H. Por
otra parte dado intervalo de tiempo [0, K], se introduce un paso de tiempo
k'y sea ty = nk con ty = Nk = K. Designamos mediante 7', ST, R} la
aproximaciones de I(xz;,t,), S(z;,t,), R(z;,t,) en el punto (z;,t) respecti-
vamente.

El esquema de integracién es el siguiente,

» Dadas las condiciones iniciales:

I =1%), j=1,...,J

J
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S?=8%xy), j=1,...,J

J

RV=0,j=1,..J

J

y las condiciones de contorno

'=0,1"=0,n=1,.,N

» Una vez obtenido
I;-‘, S;L, R? j=1,..,J

calculamos IJ’-‘H, S;-LH, R}‘“ j = 1,...,J resolviendo consecutivamente los

tres bloques de ecuaciones

Iﬂ-ﬁ-l —_ _[T}—l—l +2]'(L+1 _ ITL—H

. : ANEDY R —— h; L =18 j=1,.,J -1
(3.14)

TS gt g o1 -1 3.15

—  t5 LT =0 g=1...J- (3.15)

R Rv

% =AY =101 (3.16)

El primer bloque es un sistema lineal de J —1 ecuaciones con J — 1 incognitas
cuyo matriz es triadiagonal. El segundo y tercer bloque se resuelven explici-

tamente, pues todas las ecuaciones estan desacopladas.

Ejemplo con densidad constante: Se ha resuelto un ejemplo con los

siguientes datos:

» Densidad de referencia S,.; = 100 hab/ km?. En este ejemplo tomare-
mos una densidad inicial de poblacién de susceptibles constante e igual

a Syef, s decir, So(z) = Syes-
= 3 =0.01 dia~!
» v =0.5dia™!
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D =1 km?/dia

Escala de Tiempo, T' =1 dias

Escala de longitud, L = 1 km

= A=1 =05dia!

Los correspondientes datos numéricos son

Intervalo espacial [0, J] = [0, 200]

Intervalo temporal [0, K] = [0, 120]

Numero de pasos de tiempo, N = 1200, paso de tiempo k = 0.1

Longitud del subintervalo espacial, h = 0.2

En las siguientes figuras se representa la soluciéon correspondiente al de-
sarrollo de una onda de propagaciéon de una epidemia a partir de un una
poblacién de infectados centrada en la posiciéon x = 100 km y distribuida

segun la distribucién gaussiana:

—(z — 100)?

I(x,0) = 0.01 exp( 0005

)
A partir de esta distribuciéon de infectados se generan dos ondas, una en la

direccion de las x positivas y otra en la direccién de las x negativas. La velo-
cidad de las dos ondas viene dada por la expresion (3.13), ¢ = 2&/1— X =

V2 = 1.41 km/dfa. En la figura (9) solo se representa la onda en la direccién
de z positiva. En la figura (10) se puede estimar el valor de la velocidad del
frente de onda. En la figura se representan la sucesiva posiciéon de la onda ca-
da 100 dias. El valor de personas no infectadas después de la epidemia viene

dada por o = S(—00) dado por la ecuacién (3.12), obteniéndose o = 0.21 tal
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como se observa en las figuras (9) y (11). La figura (12) representa la evolu-
cién de personas recuperadas ( y fallecidas) y en la figura (13) se representa
una vision tridimensional de la evolucion de infectados en funcion del tiempo

y de la posicion.

despues de 40 dias
T T T
Infectados
Susceptibles
Recuperados

100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
Xkm

Figura 9: Solucién despues de 40 dias

25



Infectados
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1/S0
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0
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
X km
Figura 10: Onda Infectados
. Susceptibles
09|
0.8
0.7
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Figura 11: Onda Susceptibles
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Recuperados
0.8

i

0 80 100 120 140 160 180 200
Xkm

R/SO
o
IS

Figura 12: Onda Recuperados

Infectados

0.15
0.1

0.05 200

120

60

40
X km

Tiempo dias

Figura 13: Evolucién de la onda de Infectados en espacio y tiempo

Ejemplo con densidad variable: En este ejemplo se ha supuesto una
densidad de poblacién inicial variable con la distancia, dada por la expresion
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(figura 14)

So(z) = Syep+0.55es ((exp(—(z—200)?/1000)+0.25S, exp(—(z—300)*/1000))

Densidad de la poblacién (hab/km2 /S M)
2 T T T T

S(x,0)/S,,

0 I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Xkm

Figura 14: Densidad de poblacion inicial

La velocidad del frente de onda depende entonces de la posicién, en la

figura (15) se presenta la propagacién de la onda de infectados.

Infectados
0.4 T

—

0.35 -

03

0.25 |-

1/S0
o
)

0.15 |-

0.1

0.05 -

0 A b4
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Xkm

Figura 15: Evolucién de la onda de Infectados con densidad variable
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3.3. Un Método de Elementos Finitos

(En col. con Gabriel Winter Althaus, ULPGC)

Aqui consideramos la aplicacién del Método de Elementos Finitos pa-
ra resolver las ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.3) en dimensién 2. Se utiliza un
esquema de Euler semi-implicito para integrar las ecuaciones en el tiempo
y discretizando éstas en un Espacio de Elementos Finitos que denotamos
mediante V para la aproximacion espacial de las ecuaciones.

Se considera el intervalo de tiempo total dividido en pasos de magnitud k.
En cada paso de tiempo, conocidos los valores de I, S™ y R" correspondientes
a la aproximacién de la densidad de poblacién de infectados, susceptibles y

recuperados o fallecidos respectivamente, se calculan los valores en el paso

siguiente 1™, S"t y R™ mediante el siguiente algoritmo

1. Se calcula I"*! € V tal que

1 1
/(—+7)I”+1V+/DVI”+1VV=/BI"S”V+/ —I"V (3.17)

YWevy
2.
Sn
n+1 - - 1
S 14 kBIn+1 (3.18)
3.
R = R" 4 ky I (3.19)

Ejemplo en la isla de Mallorca: En este ejemplo se considera la evo-
lucién de una epidemia en la isla de Mallorca a partir de dos focos iniciales
de infeccién uno situado en la zona del Puerto de Pollensa y otro en el in-
terior cerca de la ciudad de Inca. En la figura (16) se presenta la malla de
elementos finitos. En la figura (17) se presenta la densidad de poblacién. La

resolucion de la densidad de poblacion es la correspondiente a una celda de
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1km x 1km. La densidad de las poblaciones se normalizan entre 0 y 1 divi-
diendo por el valor maximo de la densidad de poblacién inicial. Los valores
de los pardmetros para este cdlculo son 3 = 0.06 dia~!, v = 0.02 dfa=! y
D = 1km?/dia~!. El paso de tiempo en la integraciéon temporal es k = 0.05

dias.

Figura 16: Mallado de la Isla de Mallorca
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Figura 17: Densidad de poblacion en la Isla de Mallorca

En la figuras (18), (19), (20), (21) la densidad de infectados en distintos

momentos de evolucion de la epidemia.
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infected people in time =1 days

Figura 18: Poblacion de Infectados al cabo de 1 dia en la Isla de Mallorca

infected people intirne =10.5 davs

Figura 19: Poblacion de Infectados a los 10 dias en la Isla de Mallorca
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infected people in tirne =60.5 davs

Figura 20: Poblacion de Infectados a los 60 dias en la Isla de Mallorca

infected people in ticne =119.5 days
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Figura 21: Poblacion de Infectados a los 120 dias en la Isla de Mallorca
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Ejemplo en la isla de Gran Canaria: En este segundo ejemplo se ha
considerado la propagacién de una epidemia en la isla de Gran Canaria a
partir de dos focos. En este caso la resolucion de la densidad de poblacién es
la correspondiente a una celda de 88 m x 88 m. Los valores de los parametros
para este céalculo son 3 = 0.06 dia™*, v = 0.01 dia™' y D = 1km?/dia~!. El

paso de tiempo en la integracién temporal es k = 0.05 dias.

s0Value
- 00151515

00151515
W0 0454545
W0.07ETETE

W 19697

W0 .273
W0 257576
W0 zETaT
[ IEEH
[

Figura 22: Densidad de poblacién en la Isla de Gran Canaria
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infected peaple in tire =1 days

Figura 23: Poblacién de Infectados al cabo de 1 dia en la Isla de Gran Canaria

infected people in tirne =10 daws

Figura 24: Poblacion de Infectados a los 10 dias en la Isla de Gran Canaria
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infected people in time =30 daws

Figura 25: Poblacion de Infectados a los 30 dias en la Isla de Gran Canaria
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