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PROBLEMAS

1. Tema 1. Ecuaciones y Sistemas de Ecuaciones no
Lineales.

Localizacién y separacion de raices

1. Dado el polinomio P(z) = z* + 223 — 32% — 4z — 1, acotar las raices de P(z) = 0
tanto como se pueda, construir una sucesién de Sturm para este polinomio y separar
las raices de P(z) =0

2. Dada la ecuacién 222 — 322 — 2z — 1 = 0, aplicar Sturm para separar sus raices y
acotarlas en un intervalo de extremos enteros y una unidad de longitud.

3. Dada la ecuacién 2% — 222 —7x+3 = 0, aplicar Sturm para separar sus raices y acotarlas

en un intervalo de extremos enteros y una unidad de longitud.

Ecuaciones no lineales

4. Si {c,} es la sucesién de valores obtenida por el método de biseccién para aproximar
la raiz  de una funcién continua, jes cierto que |co —Z| > ey — T > ...7

5. Aplicar el método de Biseccién para aproximar la raiz de la ecuacién 522 + 72 —3 = 0
que estd entre —2 y —1, con un error menor que 0.01.

6. Aplicar el método de Biseccién a la ecuacién 23 — 3 = 0 para localizar la raiz ciibica
de 3 sobre un intervalo de longitud menor o igual a 0.1.

7. Aplicar el método de Biseccién a la ecuaciéon a2 — 17 = 0 para localizar la raiz cibica
de 17 con un error menor que 0.125. Iniciar con el intervalo (2, 3).

8. A fin de localizar las raices de la ecuacién z* + /z = 6:

a) Mediante evaluaciones en enteros determinar un intervalo de longitud 1 que con-
tenga una raiz.



b) Aplicar tres iteraciones del método de Biseccion para reducir la longitud de este
intervalo en un factor de 0.125.

9. Si nos dicen que hay una raiz de la ecuacién 2® + x = 6 entre 1.55 y 1.75 y si usamos
el método de bisecciéon para obtener un intervalo de longitud menor o igual a 0.0001,
jcuantas iteraciones son necesarias?

10. Hallar para cada una de las siguientes funciones un intervalo [a,b] donde se asegu-
re la convergencia del método de la biseccién y determinar el niimero de iteraciones
necesarias para que obtener la solucién con un error menor que 1079,

a) f(z)=¢€"—2—x.
b) f(x) =cos(x)+1—uz.
¢) f(z)=1log(x) — 5+ x.

11. Dada la ecuacion de Kepler z = y — eseny con 0 < € < 1, demostrar que para cada
x € [0, 7] existe un dnico y que satisface dicha ecuacién.

12. Para la ecuacién z2 + 422 — 10 = 0:

a) Evaluando en enteros determinar un intervalo de longitud 1 que contenga una
raiz.

b) Determinar cudl de las siguientes funciones de iteracién se puede utilizar para
aproximar dicha raiz de forma mads precisa:
gi(z) =z — 23 — 422 + 10
g2(x) = (3 — 42)'/?
gs(z) = 3(10 — 2%)"/?
_ (10 N\1/2
ga(x) = (m) /
c) Con la eleccién de la mejor funcién de iteracién del apartado anterior y comen-
zando en el punto medio del intervalo encontrado, efectuar 5 iteraciones.

13. Determinar si cada una de las siguientes funciones tiene un unico punto fijo en el
intervalo dado.

¢) f(z) =12, en [0.5,0.52].

14. Determinar un método de numérico basado en el método de Newton para el calculo de
raices cuadradas.

15. Dada la funcién f(z) = 2 — ; — sin(z), se pide:

a) Demostrar que la ecuacién f(z) = 0 posee una tnica raiz real, determinando
razonadamente un intervalo de amplitud 7/4 que contenga dicha solucién.

b) Aplicar la regla de Fourier para encontrar un punto inicial en el que el método de
Newton asociado a f(x) tenga garantizada la convergencia. Dar una aproximacién
de dicha raiz realizando dos iteraciones de dicho método.



16.

17.

18.

19.

Usar el método de Newton para hallar las soluciones de los siguientes problemas con
una precisién de 107 (iterar hasta que ||z, — z,_1|| < 107°),

a) e*+27"+2cos(x) —6=0 paral <z <2
b) (x —2)? —logz =0 parral <z <2ye<az<4

Para un mol de un gas perfecto, la ecuacion de estado Pv = RT establece la relacion
entre la presién P del gas (en Pascales, Pa), el volumen especifico v (en metros ctibi-
cos por kilogramo, m3kg~!) y su temperatura T' (en grados Kelvin, K), siendo R la
constante universal de los gases, expresada en J kg 1K1

Para un gas real, la desviacién de la ecuacién de estado de los gases perfectos es debida
a van der Waals y tiene en cuenta la interaccion intermolecular y el espacio ocupado
por moléculas de tamano finito.

Denotando por a y 3 las constantes del gas en el modelo de Van der Waals, para
determinar el volumen especifico v del gas, cuando P y T son conocidos, se debe
resolver la ecuaciéon no lineal,

f(v) = (P+a/v*)(v—B)— RT =0.

Usar el método de Newton, en el caso del dioxido de carbono, a presion de 10 atm
(1013250Pa), y temperatura T = 300 K, donde las constantes o = 188.33 Pam® kg~
y B =19.7710"*m3 kg~!. Usar como dato inicial el volumen especifico correspondiente
a un gas perfecto.

Sea f € C™(a,b) en las condiciones del teorema de existencia y unicidad de punto fijo
x.

a) Probar que la convergencia es de orden ¢ (< m) si se verifica,
f@=...=f@=0 7@ #0

b) Utilizar el apartado anterior para probar que el siguiente método modificado de
Newton tiene convergencia cuadratica para raices de multiplicidad m.

Tn41 = Tp —

f(zn)

En una inspeccion de los sistemas de seguridad de una empresa se ha detectado una
irregularidad en las alarmas contra incendios. El mecanismo se basa en dos indicadores
que dependen de la concentracion de humo z y la temperatura ambiente t, de modo
que:

e®/10_—=z/10

a) El indicador del humo marca oo

b) El indicador de temperatura marca 3 + t* + t.
Se pide:

a) Trabajando con un intervalo de extremos enteros y amplitud 1, determinar con
una precision de dos cifras decimales la concentracién de humo que se registraba
si el indicador correspondiente hizo saltar la alarma al tomar el valor 4.



b) Trabajando con un intervalo de extremos enteros y amplitud 1, determinar con
una precision de dos cifras decimales la temperatura que hacia si el indicador
correspondiente hizo saltar la alarma al tomar el valor 12000.

c¢) Sabiendo que los indicadores trabajan con una precisién de dos cifras decimales,
calcular a qué valores habria que ajustar los indicadores para que saltaran a una
concentracion de humo del 30 % y a una temperatura de 50°C', respectivamente.

Sistemas de ecuaciones no lineales.

20. Dado el siguiente sistema de ecuaciones no lineales,

1

3[E1 — COS(IQZEg) — 5 =0

27 —81(29 +0.1)* +sinw3 +1.06 = 0
10m — 3

eI L Y 4 — 2 —

3

a) Escribir el sistema en la forma X = G(X)

b) Elegir un dominio de R? donde se asegure la existencia de punto fijo, y decidir su
unicidad.

c¢) Cacular 2 iteraciones del método de punto fijo.
21. Demostrar que el sistema no lineal,

2, .2
i +azy—x1 = 0
2 2 _
] —x5—22 = 0
tiene solucién tnica no trivial. Aproximar la solucién graficamente. Usar la aproxima-

cion inicial para una iteracién funcional. Determinar la soluciéon para una precision de
1073 en norma .

22. Para determinar la temperatura maxima del agua X,; a la que varias especies de hidra
pueden sobrevivir sin acortar su esperanza de vida, se utiliza una aproximacién por
minimos cuadrados ponderada de la forma,

flx)=y=

(z —b)’

de una coleccion de datos experimentales. La variable x representa la temperatura del
agua, e y la esperanza de vida media a temperatura x, b es la asintota del grafico de
f(z) y una buena aproximacién de X ;.

2
a) Demostrar que elegir a,b y ¢ que minimicen ., (wiyi — ﬁ) , se reduce a
- —

resolver,

i=1 =1

Yi Wi - yzwz log(z; — b) - 1
0 —
Z (-Tz _ b)c iL' _ b 20 Z mz _ b) Z (xz _ b)Qc

=1

. - Yiwi 1 . Yiw; . 1
= Z (z; — b)° ; (a:' — b)2c+1 -2 (; — b)e+! 2 (; — b)2
log




b) Resolver el sistema no lineal para los datos siguientes usando w; = logy;

il 1 2 3 4
x| 24 38 475 21.6
yi | 31.8 315 312 302

23. La presién requerida para sumergir un objeto grande y pesado en un terreno suave y
homogéneo que se encuentre sobre un terreno de base duro, puede predecirse a partir
de la presion requerida para sumergir objetos més pequenos en el mismo suelo.

En particular la presién P para sumergir una lamina circular de radio r una distancia
d en el terreno suave, donde el terreno duro se encuentra a una distancia D > d debajo
de la superficie, puede aproximarse por una ecuacién de la forma,

P = k€™ + ks,

donde ky, ko y k3 son constantes que dependen de la consistencia del terreno, pero no
del radio de la lamina.

= Usar el método de Newton para encontrar los valores de ky, ks v ks para los
siguientes datos,

Radio (r) (pulgadas) 11213
Presion (P)(libras/pulgadas?®) | 10 | 12 | 15
Distancia (d) (pies) 1]1]1

= Usar los resultados anteriores para determinar el radio minimo de una lamina
circular que ha de sostener un peso de 50 libras/pulgada? en este terreno con un
hundimiento de a lo més un pie.

Algunos ejercicios de examenes anteriores.

24. El problema de buisqueda de soluciones de la ecuacion no lineal x — 7 — %sen(%) =0
lo transformamos en un problema de busqueda de punto fijo de la funcién g(x) =
T+ 1sen(%); es decir, deseamos encontrar un valor de z cumpliendo z = g(z).

a) Comprobar que el método de punto fijo converge en este caso para cualquier punto
inicial contenido en el intervalo [0, 27].
b) Comenzando con zy = 0, realizar dos iteraciones del método de punto fijo.

c¢) ;Cuéntas iteraciones del método de punto fijo hay que hacer para obtener una
solucién aproximada con un error absoluto < 10747

d) ;Cuéntos pasos del método de biseccion necesitariamos para obtener una solucién
aproximada con un error absoluto < 1074?

25. La ecuacién no lineal e” = 422 tiene una solucién z en [0, 1].

a) Comprobar que Z es punto fijo de las funciones g (z) = %633/2 v go(z) = In(42?).

b) Para cada una de estas funciones decidid si la iteracién es convergente o no cuando
se toma un dato inicial en el intervalo [0, 1].

c) Si converge, jcudl es el orden de convergencia?

d) Describir un método para hallar Z que tenga orden de convergencia mayor que 1.

bt



26. Considerese la ecuaciéon no lineal ze® — 1 = 0. Se pide:

Demostrar que tiene una unica solucién en el intervalo [—3, 3].

Determinar un intervalo de amplitud uno y extremos enteros que contenga dicha
solucion.

Determinar un valor de ese intervalo que, usado como valor inicial, asegure la
convergencia del método de Newton.

Realizar dos iteraciones del método de Newton, con el valor inicial del apartado
anterior.

27. Dada la funcién f(z) = e® — 2? + 3x — 2, se pide:

a)

b)

d)

Demostrar que f(z) = 0 tiene una tnica solucién real, es decir, f(z) tiene una
unica raiz real.

Establecer un intervalo de longitud uno que contenga dicha raiz y determinar la
cantidad de pasos necesarios para obtener una solucién aproximada con un error
< 1078, utilizando el método de biseccion.

Determinar un intervalo [a,b] en que convergerd la iteraciéon de punto fijo z =
ey g2 , . . . . .
26% a la raiz de f(x), y determinar cudntas iteraciones son necesarias para
calcular dicha rafz con un error < 107°.

Resolver f(x) = 0 utilizando el método de Newton con 2 iteraciones comenzando
con xg = 0.

(Nota: e* > 2z,Vr € R)



2. Tema 2. Sistemas de Ecuaciones Lineales.

Generalidades sobre matrices y vectores.

28. Determinar si la siguiente matriz es simétrica y definido positiva.

13 11 11
11 13 11
11 11 13

29. ;Para que valores de a es definido positiva la siguiente matriz ?.

ISERSE
SEN
—Q 2

30. Demostrar las siguientes propiedades del cond(A), (k(A)),
a) cond(aA) = cond(A) VA, Ya # 0.
b) cond(A) > 1.
c) condy(A) = ‘::ﬁ donde fimin, Mmaz SON Tespectivamente el mayor y menor valor

singular de A.

31. Se desea resolver un sistema de ecuaciones lineales Ax = b. Las entradas de la matriz
A se conocen de forma exacta, no asi el segundo miembro b. De éste se tienen valores
by errores 6b = b — b.

a) Probar que el error relativo de la solucién esta acotado por,

1] [160]]

< cond(A)—

] 1]

b) Considerar,
2 -1 0 0 O 1.108
-1 2 -1 0 0 B —0.625
A= 0 -1 2 -1 0 b= | 1625 |,

0O 0 -1 2 -1 —0.098
o o0 0 -1 2 2.001

con b correctamente redondeado a 3 cifras decimales. La inversa de A

5 4 3 21
1 4 8 6 4 2
At=-[36 9 6 3
6124654
1 2 3 45
Acotar el error relativo en la normas || - [|oo, || - [|1-

32. Se desea resolver un sistema de ecuaciones lineales Az = b. Demostrar que si se per-
turban las entradas de la matriz de coeficientes, es decir, si en la practica se resuelve
(A+ 5A)(z + dx) = b, se verifica:

19

[0A]|
|z + ox| —

ond(A) T4

7



Métodos directos.

33. Resolver por medio del método de Gauss.

2 1 0 4 T 2
—4 =2 3 =7 i) o -9
4 1 -2 8 2y | 2
0 -3 —-12 -1 Ty 2

34. Usar Gauss para cacular la inversa y el determinante de la siguiente matriz.

1 16

-1 29

1 -2 3

35. Considerar el siguiente sistema,

1 1 0 3 1 4
2 1 -1 1 xo | 1
3 -1 -1 2 x3 | | -3
-1 2 3 -1 x4 4

a) Resolver por medio del método de Gauss.

b) Calcular el determinante y la inversa de A.

36. Dado el sistema

T +2x2 —T3 = -5
2%1 +4SL’2 = -2
o —T3 = —5

a) Calcular la factorizacién LU de la matriz del sistema? ;Has necesitado llevar a
cabo alguna permutacién?

b) ;En qué circunstancias es més aconsejable utilizar el método LU en lugar de la
eliminacién gaussiana?

c¢) Resolver el sistema utilizando la factorizacién LU previamente calculada.

37. Calcular la factorizacion LU de la siguiente matriz,

11 0 3
2 1 -1 1
3 -1 -1 2
-1 2 3 -1

y usarla para resolver el sistema Ax = b, con b= (1,1,1,1)".

38. Dada la matriz A =

SN &~
[NCREE \)
=N O

a) Calcular su factorizaciéon LU.

b) Calcular su factorizacién LDL'.



c¢) Calcular su inversa aprovechando cualquiera de las factorizaciones anteriores.

39. Calcular la factorizaciones LDL! y de Cholesky de la siguiente matriz.

13 11 11
11 13 11
11 11 13

40. Calcular la factorizacion de Cholesky de las siguientes matrices y usarla para resolver
los correspondientes sistemas Az = b,

1 -1 1
a) A= -1 5 1 |,b=(1,1,00,
1 1 3
1 2 -1 0
| 25 11 B ,
A= |1 s | v=@662)"
01 53
S
41. Dada lamatriz A= | —p p+2 -1 , se pide:

2p -1 6p—1

a) Determinar para qué valores de p la matriz es simétrica y definido positiva.

b) Para p = 1, efectuar la descomposicién de Choleski y utilizarla para resolver el
sistema Az = b siendo b = (1,0, 3)".

42. Una compania minera trabaja en tres minas, cada una de las cuales produce minerales
de tres clases, A, B y C. La primera mina puede producir 4Tn del mineral A, 3Tn del
B y 5Tn del C por hora de trabajo. La segunda mina puede producir 1Tn de cada
mineral por hora de trabajo, y la tercera mina 2Tn del A, 4Tn del B y 3Tn del C por
hora de trabajo. ;Cuédntas horas se ha de trabajar en cada mina para satisfacer un
pedido de 19Tn de mineral A, 25Tn de B y 25Tn de C? Resolver el correspondiente
sistema lineal mediante eliminacion gaussiana.

Métodos iterativos.

43. Dado el siguiente sistema,

4 -1 1 1 7
4 =81 T2 | = 21
-2 1 5 T3 15

a) Escribir la iteracién correspondiente al método de Jacobi, y justificar si el método
es convergente.

b) Calcular 2™, 2 si (O = (0,0,0)".

c¢) Calcular el numero de iteraciones para reducir el error absoluto por debajo de
1074, si se verifica,

IB]I*

l2®*) — 2|l < =
1B

2 — 2



44. Dado el siguiente sistema,

10 3 1 7 14
2 —10 3 e | = =5
1 3 10 T3 14

a) Escribir la iteracién correspondiente al método de Gauss-Seidel y justificar si el
método es convergente.

b) Calcular 2™, 2 si (O = (0,0,0)".

c¢) Calcular el numero de iteraciones para reducir el error absoluto por debajo de
1074, si se verifica,

2 — | <
-]

45. Demostrar que para el sistema,

I
=

ar + by
cx + dy = q

una condicion necesaria y suficiente de convergencia de los métodos iterativos de Jacobi
y Gauss-Seidel es |be| < |ad)|.

46. Aplicar el método de Jacobi para resolver el sistema,

7%1 —T9 +4Z‘3 = 8
31’1 —81’2 +2£L’3 = —4
4131 “+29 —6$3 = 3

Realizar los calculos redondeando a tres cifras decimales e iterar hasta que se cumpla
|l z* ! — 2*] o < 0.03.

47. Repetir el ejercicio anterior aplicando el método de Gauss-Seidel.

48. La solucion del sistema,

3131 +29 —r3 = 2
21‘1 —41‘2 +x3 = -3
I +?L’2 +3l’3 = 12

es (1,2,3)". Determinar el nimero minimo de iteraciones necesarias para obtener un
error 107 veces inferior al error inicial si se resuelve el sistema anterior mediante el
método de Jacobi. Para estimar el error utilizar la norma || ||;.

49. Resolver, utilizando el método de S.O.R., el siguiente sistema,

3!L’1—|—$2:4
21’1—$2:1

tomando como vector inicial z(®) = (0, 0)! y teniendo en cuenta que el méximo error

admisible en el sentido de la norma || ||« es 0.05. Como pardmetros de relajacion,
tomar aquel que proporcione una mayor velocidad de convergencia en el sentido de la
norma || ||« entre los valores 0.3, 0.4, 0.5 y 0.6.

10



50. Dada la matriz,
3 0 -3/2 3/4

0o 2 1/2 0
—3/2 1/2 31/8  5/8
3/4 0 5/8 —37/16

a) Resolver el sistema Az = b usando el método de Gauss, donde b = (0,1,17/4, 2)".
b) Calcular las factorizaciones LU, LDL' de A.
c¢) Calcular el determinante de A.
d)
)

e

A la vista de los resultados obtenidos, j es A definido positiva 7. ; Por qué?.

. Es convergente el método de Jacobi?, ;Por qué?. Escribir su algoritmo para el
sistema del apartado a), y calcular dos iteraciones si (% = (0,0,0,0)".

1 a19 0
51. Se considera una matriz del tipo siguiente, A = | a2; 1 as3 |, se pide:
0 as32 1

a) Escribir las correspondientes matrices de iteracion de los métodos de Jacobi y
Gauss Seidel.

b) Calcular el radio espectral de dichas matrices de iteracion.

c) ;Qué relaciéon hay entre ambos radios espectrales?. ;Convergen o divergen si-
multaneamente ambos métodos iterativos?. ;Cuando se da la convergencia?. En
caso de convergencia, jcudl converge mas deprisa?.

Algunos ejercicios de examenes anteriores.

52. Utilizar el método de factorizacion LU para calcular el determinante de la matriz A y
resolver el sistema Ax = b.

1 « -« «
a-| @ 4+a* —2-—a? o?
Tl —a —2—a® 242 —-1—-0a* |’
a a? —1—a? 2+a?

b=(lL,a—2,—a+1,a+1)"

53. Se considera el sistema de ecuaciones lineales Ax = b.

L b=(1,2,3)".

a) Sin realizar previamente la factorizacién LU, ;puedes afirmar que se puede realizar
dicha factorizaciéon sin pivotaje?, jpor qué?.

b) Calcular la factorizacién LU de A.

c) ;Es la matriz A definido positiva? Razona tu respuesta y calcula la factorizacién
de Cholesky de A si es posible.

d) Demostrar razonadamente que el método de Gauss-Seidel es convergente para este
sistema.

11



e) Si|| L]z = 0.570, 2 = (0,0,0)' y

I k
||x(k)_$||2< [ L1]3

_MEalle o) 0

calcular el niimero de iteraciones necesarias para que el error en la norma 2 sea
menor que 1074

54. Se considera el sistema de ecuaciones lineales Ax = b.

7 -2 1
A= 1 3 1 ],b=(-254"
-1 0 5

a) Dar la matriz L de la factorizacion LU de A.
b) Dar la solucién parcial del sistema Ly = b.

¢) Demostrar razonadamente que el método de Jacobi es convergente para este sis-
tema.

d) Dar la matriz de iteracion del método de Jacobi para este sistema.

12



3.

55.

56.

o7.

58.

59.

60.

61.

Tema 3. Interpolacion.

Dada la funcién,
f(z) = sin(z)
a) Calcular su desarrollo de Taylor, P,(z) en x = 0.
b) Comprobar que si |z| < 1, entonces el Eqg(z) = |sin(z) — P,(x)| < 1/10!.

c¢) Calcular el grado del polinomio para el cual se tiene, E,(x) ~ 107°.

Usar el polinomio interpolador de Lagrange para estimar f(0.14) en la siguiente tabla,

i | 0 0.1 0.2
fr 1 01]0.1002 | 0.2013

Dada la funcién f(z) = e*, calcular, utilizando la forma de Newton, el polinomio
interpolador en los nodos, g = 0, x; = 1/2, y x5 = 1. Acotar el error cometido en
x = 3/4, y el cometido al estimar cualquier valor del intervalo.

Dada la siguiente tabla,

z, |0 1[2[3]4] 5
1254 2]2

a) Calcular la tabla de diferencias divididas.
b) Escribir Pla PQ, Pg, P4, P5.
¢) Aproximar f(z) en z =25y x = 6.

Calcular un polinomio de tercer grado que pase por los puntos (1,3), (2,2) con pen-
dientes respectivas 1 y 4.

Considerando la siguiente tabla,

1 3
2 7 8

x| flz) | [(x) | ["(z)
2
6

Construir la tabla de diferencias divididas de Newton, y calcular el polinomio interpo-
lador de Hermite.

Sea,
f(z) = 3we” — e**.

a) Aproximar f(1.03) por medio del polinomio interpolador de Hermite de grado 3,
utilizando zp =1, y x1 = 1.05.

b) Comparar el error real con la cota de error.

13



62.

63.

64.

65.

66.

67.

Dada la siguiente tabla de la funcién f(z) = €%,

/00 02 04 06
f(x)]1.0000 1.2214 1.4918 1.8221

Hallar el valor aproximado de /e por interpolacién cibica, usando el método de dife-
rencias divididas de Newton.

Construir el polinomio de menor grado que interpole a f vy f’ en dos puntos distintos xg
y x1. { Existe tal polinomio?. Si existe, jes tinico?, jde qué grado es?. ;Como se llama
este tipo de interpolacién?. Como aplicaciéon, aproximar tan22.5° usando este tipo de
interpolacién en 0° y 45°. Nota: Observar que los datos estdn dados en grados, no en
radianes.

Para los datos de la siguiente tabla,

z| 1 25 5
y [55 160 250
y 180 75 70

interpolar el valor de y(3) mediante interpolacién de Hermite.

(Viscosidad del petroleo crudo ligero en funcién de la temperatura). Se dispone de la
siguiente tabla de viscosidades a diferentes temperaturas.

T(F) 40 | 50 | 60 | 70
Viscosidad | 6.0 | 5.0 | 4.1 | 3.7

Calcular la viscosidad a T' = 55F usando el polinomio interpolador de Newton.

(Solubilidad del H3BO3 en funcién de la temperatura). Se dispone de la siguiente tabla
de solubilidad del H3BOs a diferentes temperaturas.

T(C) 0 10 |30 |40 |60 70 80 100
S(g/100g de H0) | 2.66 | 3.57 | 6.60 | 8.72 | 14.81 | 16.73 | 23.75 | 40.25

Calcular la solubilidad para T=20, T=50, y T=90 C. Especificar el nimero de puntos
usados en la iterpolacion. ;Qué ocurre si se emplean los 8 puntos?. Comparar los
resultados con los valores reales: S(20) = 5.04, S(50) = 11.54, S(90) =30.38.

La siguiente tabla muestra los litros de gasolina de un depdsito de un coche de carreras
dependiendo del nimero de vueltas realizadas a un circuito:

Numero de vueltas 2 4 6 8
Gasolina (litros) | 152.2 | 119.3 | 93.4 | 73.2

a) Construir el polinomio interpolador mediante la tabla de diferencias divididas de
Newton.

b) Estimar con dicho polinomio los litros que llevaba el depésito al empezar la ca-
rrera.
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Algunos ejercicios de examenes anteriores.

68. Razonar la certeza o falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) Existe un tnico polinomio de grado exactamente 3 que interpola a f y f’ en dos
puntos distintos xg y ;.

b) Los coeficientes del vector solucién del sistema de ecuaciones normales asociado a
un problema de minimos cuadrados son iguales, independientemente de la base de
funciones elegida para el espacio vectorial donde se busca la mejor aproximacion.

c¢) Las rectas que mejor aproximan la curva y(z) = cosmz en el sentido de los minimos
cuadrados para el conjunto de abscisas {—1/2.—1/4,0,1/4,1/2} y para el intervalo
[—1/2,1/2] son iguales.

69. El movimiento de un coche que se desplaza por una carretera ha sido estimado por un
radar. Los datos de las observaciones se muestran en la siguiente tabla,

Tiempo(seg) |0] 3| 5| 8| 13
Distancia(m) [ 0|69 | 117 | 189 | 304

Usar dichos datos para estimar la velocidad del coche y averiguar si supera en algin
momento la velocidad méxima permitida de 90km/h?

Pautas para la resolucién:

a) Construir el tridngulo de diferencias divididas de Newton.

b) Dar el correspondiente polinomio interpolador (de las distancias recorridas).

)
)
c¢) Dar el correspondiente polinomio de las velocidades.
d) Buscar la maxima velocidad (en metros/seg).

)

e) Comprobar si esta velocidad maxima supera los 90Km /h.

70. Conocido el valor de una funcién f(z) en los puntos xg, zo + h,xo + 2h, para cierto
h >0,

a) Construir el polinomio interpolador de orden 2, py(z), usando los polinomios de
Lagrange.
b) Escribir una férmula para el error, f(z) — pa(x).

¢) Deducir, utilizando el apartado a), una férmula de integracién numérica para cal-
cular el valor aproximado de f;OOHh f(x)dx. ;A qué conocida férmula de Newton-
Cotes corresponde?
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4.

71.

72.

73.

74.

75.
76.

77,

Tema 4. Aproximacion.

Dada una nube de puntos (g, Yk)k=o...m, con m > 2 calcular la recta y = ag + a1z,
que los aproxime de modo que,

m

2
E dka dk =Yk — Ao — 1 Tk,
k=0

sea minimo.

Hallar la mejor aproximacion por minimos cuadrados de los puntos,

(-3.1).00,0), (g %) (m1),

que sea del tipo f(0) = a + rsin(f + ), con a,r € Ry «a € [0, 27].

Ajustar por minimos cuadrados la siguiente tabla de datos

x| 0251050 (0.7 1.00 | 1.25|1.50 | 1.75
y | 0.40 | 0.50 | 0.90 | 1.28 | 1.60 | 1.66 | 2.02

a funciones del tipo,

a) y=ag+az.

b) y = ap+ a1 + asx?.

c) y=az®.
Encontrar la mejor aproximacién polinomial de primer y segundo grado de f(z) =
sen(x) en el intervalo [0, 7/2] mediante minimos cuadrados.

Repetir el ejercicio anterior utilizando una base ortogonal.

Determinar las rectas que aproximan la curva y(x) = cos(mz) haciendo que:

a) la norma euclidea discreta del error en el conjunto de abscisas {—%, —;11, 0, i, %}

sea minima.
b) la norma euclidea del error en intervalo [—1/2,1/2] sea minima.

El cometa Tentax, descubierto en 1968, en un sistema de coordenadas polares (r, )
centrado en el sol ocupa las siguientes posiciones medidas experimentalmente,

r | 270 2.00 1.61 1.20 1.02
48°  67°  83° 108° 126°

Las leyes de Kepler garantizan que el cometa se movera en una érbita que en dichas
coordenadas polares tendra por ecuacion,

r:—p
1+ecosp

donde p es un parametro y e es la excentricidad. Ajustar por minimos cuadrados los
valores de p y e a partir de dichas medidas.

16



78.

79.

30.

81.

82.

La ecuacion de Clasius-Clapeyron es muy ttil para la determinacién de calores de
vaporizacién y/o sublimacién,
AH
P,=Ae?T  donde B=——-
R
Ajustar A y B considerando los siguientes datos de presién de vapor del benceno en
funcién de la temperatura, para ello linealizar previamente la ecuacion.

T (K) | P, (mm Hg)
236.4 1
270.4 20
288.5 60
299.2 100
315.3 200

Una vez calculado B, calcular la entalpia de cambio de fase AH (R = 8.314473.J/mol K).

Los pesos atomicos del O y N son 16 y 14 aproximadamente. Utilizar los pesos molecu-
lares de los seis 6xidos de nitrégeno dados a continuacién para ajustarlos por minimos
cuadrados.

NO N0 NO, NoOs | NoOs No0Oy
30.006 | 44.013 | 46.006 | 76.012 | 108.010 | 92.011

Utilizar los pesos moleculares de los siguientes acidos para ajustar por minimos cua-
drados los pesos atémicos del Hidrogeno, Fosforo y Oxigeno.

HPO | HPO, | H3POs | H4P507
47.067 | 64.042 | 81.987 | 178.031

En los procesos termoadiabaticos de los gases, la presiéon P y el volumen V' siguen
una ley del tipo PV = C donde C' es constante a lo largo del proceso. Ajustar por
minimos cuadrados los valores de C' y v en un proceso termoadiabatico segtn la tabla
de medidas experimentales

P (atm) |1.62]1.00]0.75]0.62 | 0.52 | 0.46
V (litros) |05 |1 |15 |2 |25 |3

El nivel del agua en el Mar del Norte estd determinado principalmente por la marea
llamada M2, cuyo periodo es de aproximadamente 12 horas. Se han realizado las sigui-
entes mediciones:

t (horas) 02| 4]6|8]10
H(t) (metros) | 1.0 | 1.6 | 1.4 | 0.6 | 0.2 | 0.8

a) Ajustar la serie de mediciones usando una aproximaciéon por minimos cuadrados
mediante una funcién del tipo:

H*(t) = ap + aysen(2nt/12)

(1.5 puntos)
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b) Calcular el error que se comete en el apartado anterior, es decir, calcular la nor-
ma euclidea de la distancia entre los valores exactos en los nodos y los valores
aproximados por H*(t). (1 punto)

Az

83. Ajustar una curva del tipo y = £,

donde A y B son constantes, a la tabla de datos

x| 7 15 40 100
y[0.29 048 0.80 0.99

linealizando para ello previamente la expresion de la curva.

84. Para un conjunto de N + 1 puntos del espacio (2o, Yo, 20); - - - » (Tn, Yn, 2n), buscamos la
ecuacion del plano z = Ax + By + C' que mejor ajusta en el sentido de los minimos
cuadrados dicho conjunto de puntos. Deducir las correspondientes ecuaciones normales.

Pautas para la resolucién:

a) Dar el espacio vectorial de funciones donde buscamos la funcién aproximadora.
b) Dar una base de funciones de este espacio vectorial.

c¢) Dar el correspondiente producto escalar.

d) Construir las correspondientes ecuaciones normales.

Algunos ejercicios de examenes anteriores.

85. Segun la ley de Beer, la absorbancia de un complejo se obtiene a partir de la concen-
tracion mediante técnicas espectrofotométricas. Se dispone de los datos indicados en
la siguiente tabla:

Concentracién‘ 1 2 3 5 10
Absorbancia ‘0.1 0.36 0.57 1.09 2.05

Realizar un ajuste lineal en el sentido de los minimos cuadrados para estimar la ab-
sorbancia a partir de la concentracién. Aproximar la absorbancia que corresponderia
a una concentracion igual a 7.
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5.

86

87.
38.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

Tema 5. Integracién numérica.

Hallar la férmula de integracion numérica
/ f(z)cosxdr = Agf(—3m/4) + Ay f(—n/4) + Asf(n/4) + Asf(3m/4)

que sea exacta para polinomios de grado < 3.
Deducir la formula de Newton-Cotes para fol f(z)dx usando como nodos 0,1/3,2/3, 1.
Encontrar la féormula )
| #arte ~ aug0)+ Avso)
que sea exacta para todas las funciones de la forma f(x) = ae® 4 beos(mz/2).

Encontrar una expresion del tipo
2w

; (z)dx = Ao f(0) + Ay f(7)

que sea exacta para todas las funciones de la forma f(x) = a + bcos(x).

Demostrar que la férmula resultante es exacta para cualquier funcion de la forma
f(z) =377 _(akcos(2k + 1)z + bpsen2kx)

Encontrar una regla de cuadratura gaussiana para el intervalo [—1, 1], con funcién de
peso w(x) = 1y tres nodos, es decir,

e = Aof o)+ Aufan) + A (52
Repetir el ejercicio anterior con cuatro nodos.
/11 f(x)dz = Ao f(w0) + A1 f(z1) + Ao f (22) + As f(23)
Determinar la formula de integracién numérica,

/_ f@)de  Aof () + A f (@)

que sea exacta para polinomios de grado < 3.

Si fOO'S y(x)dx = 2 y tenemos los datos de la siguiente tabla:

/0 01 02 03 04 05 06038
y|5 8 6 3 0 -3 =3| 5

Utilizar la regla de Simpson compuesta para estimar y(0.7).

Suponiendo que todos los pesos son iguales Wy = W = Wy = W, hallar el valor W de
éstos y las abscisas de la formula de integracién numérica

/ g(x)dr ~ Woyg(wo) + Wig(wy) + Wag(as)

1

para que sea exacta para todos los polinomios de grado < 3.
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95. Encontrar las constantes cg, ¢1, y 1 de modo que la siguiente féormula de cuadratura
tenga el grado de precisién mas alto posible.

/0 F(@)dz ~ cof(0) + e f (1)

96. Para calcular la integral de una funcién f en el intervalo [¢t,¢ + h] se propone una
férmula numérica del tipo

t+h 2
/t fRAf@)+ B+ 2h)

Calcular los valores de las constantes A y B de modo que la férmula sea exacta para
polinomios del mayor grado posible.

Algunos ejercicios de examenes anteriores.

97. Sea una formula de integraciéon numérica de la forma

/ F(@)dr ~ Aof(a) + Af(b)

a) Hallar Ag y Ay para que su grado de precisién sea maximo. ;Cémo se llama esta
formula?

b) Aplicar dicha férmula para el cdlculo de la integral en el intervalo [—2,2] de la

funcién f(x) = 2.

c¢) Utilizando la férmula obtenida en el primer apartado, obtener una férmula de
integracion si se subdivide el intervalo de integracién en n — 1 subintervalos equi-
distantes. ;Como se llama esta féormula?

d) Empleando la férmula anterior, calcular el valor de la integral de f(x) si se conocen

los valores de f(—2),f(—1),f(0), f(1) y f(2).

98. Usando la féormula de integracién siguiente

/_ fla)de = Aof (=) + A4S (5)

a) Calcular, en funcién de s fijo, las constantes Ag y A; para que la férmula sea
exacta para polinomios de grado menor o igual que 1.

b) Encontrar el valor 6ptimo de s tal que la férmula sea exacta también para poli-
nomios de grado 2.

c¢) Encontrar el méximo valor de n tal que la férmula es exacta para todos los poli-
nomios de grado menor o igual que n.

99. Se considera una férmula de cuadratura del tipo:

/1 f(@)de ~ aof(1) + arf(2) + anf'(1)

a) Determinar los coeficientes ag, a1 y as, para que la formula sea exacta para poli-
nomios del mayor grado posible.
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b) Sea Py(z) el polinomio de interpolacién de Hermite tal que:

P(1) = f(1), R(2)=f(2), B(1)=f(1).
Demostrar que la férmula de integracion obtenida en el apartado a) es la misma
que la que se obtendria integrando el polinomio Ps(x).

c¢) Utilizar la férmula de integracién obtenida en el apartado a) para aproximar [n2.
(Pista: determinar los extremos de integracién y la funcién f(z) adecuados en la
expresion [ f(z) = In2)
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6. Tema 6. Ecuaciones diferenciales y soluciones.

100. Clasificar las siguientes ecuaciones diferenciales (EDO, EPD), indicar el orden, las
variables independientes y dependientes, si son lineales o no.

2
a) 5%F + 2% + 9z = 2 cos 3t
(vibraciones mecdnicas, circuitos eléctricos, sismologia)

b) y[1+ (%)Q] = (' donde C' es una constante
(problema de la braquistocrona, célculo de variaciones)
c) Sdt4 = z(1 — z) (deflexién de vigas)
TE+88=0
(ecuacién de Laplace, teoria del potencial, electricidad, calor, aerodindmica)
6) dy _ y(2—3x)

dx z(143y)
(competencia entre dos especies, ecologia)

f) % = k(4 —2)(1 — z) donde k es una constante
(velocidades de las reacciones quimicas)

q) 32712/ — 2915% + 2py = 0 donde p es una constante

(ecuaién de Hermite, mecédnica cudntica, oscilador arménico)

h) o284+ B4 py =0
(aerodlnamma andlisis de esfuerzos)

i) —m(ytana)*% = 12(2gy)"/? donde a, g son constantes
) —m(ytan )y 9y .9
(flujo de un hquldo que sale de un recipiente)

j) % = kp(P — p) donde k y P son constantes
(Curva logistica, epidemiologia, economia)

k) ON _ 92N | 10N
ot ‘_ Or2 r or
(fisién nuclear)

+ kN donde k£ es una constante

l) E%Z —€(1— QQ)% + 9y = Odonde € es una constante

(ecuacién de Van der Pol, triodo de vacio)

m) :1:3277; +2% 4 2(y? — 0)*? = 0 donde C es una constante
(ecuacién de las estrellas enanas blancas, potencial gravitacional en estrellas de-
generadas)

n) /11— ozydm2 + 2xdy = 0 donde « es una constante

(ecuacién de Kldder flujo de gases a través de un medio poroso)

101. En los siguientes problemas trazar las isoclinas con sus indicadores de direccion, asi
como varias curvas solucién, incluida la curva que satisfaga la condicién inicial.

a) y=v-y, y0)=1
b) y =2 —y, y(0)=0
c)y =2z, y(0)=-1
d) y =y, y(0)=1
e)y=-7 y(0)=4
fy=% y0)=-1
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9) ¥y =x+y, y0) =1
h)y =y2—y), y0)=3

102. Cuales de las siguientes ecuaciones son de variables separadas:

a) E=y"+y
b) L =sen(x +y)
o) & =¥
d) & =tIn(s*) 4 8t*
e) s?4 & =stl
)

) (zy? + 3y*)dy — 2xdz = 0

103. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden de variables

separadas.

a) oy +y =1y, Solucién: y =1, ceR

b) v =tsen’y, Solucién: tany = %, ceR

¢) ¥ =cos?y, Solucién: tany =t+c, ceR

d) 3e®tanydz + (2 — e®)sec? ydy = 0, Solucién: (e* —2)3 =ctany, ceR
e) y = %, Solucién: y? — a3+ 3x=¢, ceRN

f) ¥ =55, Solucién: y* =dlnz+ec, ceR

g) v =3zy?  Solucién: y = —m, ceR

h) iy =y(2+senx), Solucién: y = ce?* 5% ce R

i) ¥y =32%(1+y?), Solucién: y = tan(z®+¢c), ceR

7)Yy = C{fié’, Solucién: tany = arctanz +¢, ce€ R

k) (1+y*)dzx + zydy =0, Solucién: 1+ y* = (ci)Q, ceR

D (y*+2y*)y + 22 —yz®> =0, Solucién: # +y+ax= ln(’?j—ﬂ) +c¢, ceR
m) (1+y*)dz = xdy, Solucién: y =tan(lnz +c), ceR

n) e ¥(1+y)=1, Solucién: e —1=ce™¥, ceR
104. Calcular las soluciones de los siguientes problemas de Cauchy:

W = 2zxcos’y, y(0)=r/4

(14 ) wns, y(0) = V3

a)
)
¢c) L =a*1+y), y0)=3
)
)

()

S

fl—g =ysenx, y(m)=-3

dy

Y =ycosx, y(r/2)=-2

ed:c
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Algunos ejercicios de examenes anteriores.

105. Averiguar si las siguientes funciones son solucién de las correspondientes EDO’s

a) y= Colsx de ¢y —ytanx =0

b) z =cos(t),y = 2sint de yy'+4x = 0 (Nota: ¢ = Z—z, y la solucién es paramétrica)
106. Averiguar si las siguientes funciones son solucién de las correspondientes EDQO’s

sinz

a) y=*3*dewy +y=cosx

b) x =cos(t),y =e' dey + \/i7 =0 (Nota: 3y = Z—g, y la solucién es paramétrica)
107. Dada la EDO xy’ = 7 y la condicién inicial y(1) = 7, elegir la opcién correcta,

=T7h|z|+¢, ¢=T7

N~

=ln|z|+ec, c=7

7‘ -7

) Yy
b) y=g52°+c, c=
)y
)y , c=e

108. Elegir la opcién que contiene la solucién de la ecuacion diferencial <y — i) dr +

(x—l—;—z)dyzo

a) 14—&2

b) ry—2=c
c) xy— 3§ =c
)

d 1—lny+%2+%=c

109. Demostrar que el problema de Cauchy

{ y/ =t? + e_y2
y(0) =0

tiene solucién unica en un entorno de la condicién inicial. ;Qué resultado tedrico has
utilizado para demostrarlo?. Entncialo.
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7. Tema 7. EDO de primer orden y aplicaciones.

Teoremas de existencia y unicidad.

110. Considerar la ecuacién y’ = y'/3.

a) Demostrar que y = (% + C')*? es una solucién.

b) Demostrar que el problema de valor inicial dado por dicha EDO y la condicién

inicial y(0) = 0 se satisface para C' = 0 por y = (%)%2.

c) Demostrar que la funcién constante y = 0 también satisface dicho problema de
valor inicial. Por tanto, este problema de valor inicial no tiene solucién tnica.

d) Demostrar que las condiciones el teorema de Picard no se satisfacen.

Resolucién practica.

111. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden lineales o
reducibles a lineales.

a) ty + (2t + 1)y =te ®, Solucién: y = Je *(t+ <), ceR

b) (t*+ 1)y’ +4ty =t, Solucién: y = (t? +1)72 (Z—i-%—i-c), ceR
c)y =4 +a? Solucién:y:cx—I—%s, ceR

d) vy + (1 —2)y =e*, Solucién: y =< (c+e”), ceR

e) y + 2y = 2re ", Solucién: y = e (22 +¢), ceR

f) &= Wsen(%) Solucién: x = ce*"¥ —2seny —2, ceRN

g) ¥ +ycost =sentcost, Solucién: y =sent —1+ce 5" ceR
h) y +4%=3t, Solucién: y =t>+¢, ceR

i) ¥y +y=">0(t), Solucién: y =e*(c+ [e'b(t)dt), ceR

7) fl—y = x+y3, Soluciéon: x = 92—3 +cy, cER

k) y = %, Solucién: y = (& +t+c)(t+1)%, ceR

1) 3zy*y +y* — 22 =0, Solucién: y = (z+ )3, ceR

112. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden de Bernoulli.

ceR
ceR

Yy — y + 2%y =0, Solucién: y = =~

x
a ™)

b) xy' +y=y*Inz, Solucién: y = —i—,

¢)y+% =% Solucién: t*y! =c+t', ceR

y37

)
)
)
d) 1%y + 263y = y>(1 +2t%),  Solucién: y = (ce” + )71, ceR
e) 2senxy +ycosx = y3(rcosx —senx), Solucién: y = \/ﬁm, ceR
)

)y = L,;/a” Solucién: 2 = cy —y*+a®, ceR
113. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden de Ricatti.
CL) y, = y2 - x%’ v = iu SOIUCién: Yy = dc z3 + ce §R
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., 2
b) ¥ =cosx—y—y*tanxsecr, y; =cosx, Solucién: M’%ﬁLCOSL ceR

)y =(01-t)y’+(2t—-1y—t, y =1, Solucion: y = ;——+1,ceR
d) y =%+ —t°, y =t Solucién:y:—+t ceR

ce 5

l\.’:\»—‘

114. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden homogéneas
o reducibles a homogéneas.

a) Yy = ‘Hy , Solucién: y = —f—, ceRN

b) v = w, Solucién: y = ztan(c+Inz), ceR

¢) (z* +y?)dx + 2xydy = 0, Solucién: 22 + 3y*> =c/z, ceR
)

d) (y* — xy)dx + 2?°dy = 0, Solucién: y = —= ceR

c+inzx?

2 x x ez
dy _ VHIVER glncidn: y? = ’(Inz+c)?>—1), ceR

e

dx Ty ’
dy _ z2—y? Solucién: v2 = z2 —2/3 R
f = Em olucion: y* = % + cx , CE€E
y—x ce ™ arctanu _ cue” arctan u
9 VuZ+1 Y= VuZ+l cel

_ z+y-—3 s L _ c _ cu
= e, Solucion: x = o i 2,y = Nosomeein 2+1,

_ 3z—4y—2 cs —y
= Seay—3 Solucion: ce™™¥ =3x —4y+1, ceR

ceR

>

)
)
) y’ =, Solucién: z =
)Yy
i)y

115. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden exactas.

a) (sen(xy) + xy cos(zy))dr + x? cos(zy)dy = 0, Solucién: zsen(zy) =c, c € R
b) (2® + zy?)dr + (2*y +9°)dy =0, Solucién: z* +y* +22%y*> =¢, ceR
c)y = %, factor integrante costcosy, Solucion: senysent =c¢, c € R
d) 3x(xy — 2)dz + (2® 4+ 2y)dy =0, Solucién: 23y +y*> — 32> =¢, ceR
e) (22°—xy*—2y+3)dx— (2?y+2x)dy = 0, Solucién: x*—22y? —4zy+6z =c, c € R
f) (32% + 4wy)dx + (22% 4+ 2y)dy = 0,  Solucién: 2° + 2%y +y> =¢, cc R
g) 2ty + (y* — 3t?)y’ = 0, factor integrante 1/y*, ~Solucién: ;—i - i =c,ceR
h) 2tydt + (1 +t*)dy =0, Solucién: t?’y +y=c, ceR
)

i) 2tcosy + 3t2y + (2 — t?seny — y)y' = 0, Solucién: t? cosy + t3y — y =c,ceR

116. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

dy __ 3z s o3 -
Q) gz~ YyYy=¢€7, SOthlon.y___|_c6 ceR

dy _ .2 —4x _ —4:5 4z
& =x%e" —4y, Solucién: y = +ce ™, ceR

' (0) + tan(0)r(0) = sec(h), Solu(non: r=senf +ccosf, ceR

S

c

y—17

e) (2zy — 3z*)dx + (2% — 2y~ 3)dy =0, Solucién: x?y — z® + 1% =c, ceN

20y*dr — (1 —2%)dy =0, Solucion: 55 =In(1 —2) +In(1+2) +¢, ceRN

~

ceR

d_y Q_y o 2 92 I A, — ;
4 W= 202, Solucién: y = R

)

r _ 12t4+5y—9 L A _ _cu
Y = Siayrs Solucion: ¢ \/u2+5u+ —3,y= Va1 5ut6 T

=

)
)
)
d) y =< Solucién: —ye vV =e"+¢, ceR
)
)
)
)

9, ceR
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i)y + L= —%(t +1)%y3,  Solucién: y = ——F—— ce R

t+1 (t+1)4/ L2 +t+c’

= 3t Qolucion: esGY (158 — 3y)4 2 = cet, ce R

7)Y =y
k) o = %, Solucién: ye'/¥* = ct?, ce R
1) 3ty — 2y = ;—32, Solucién: y® =3 +ct?, ceR
m) y = 2tantsect —y*sent, y; = sect, Solucién: y = c?’_“'f;;ft +sect,ce R
n) (y* + 2xy)dr — x*dy =0, Solucién: z + % =c, ceN

117. Resolver los siguientes problemas de valor inicial.

a) ty + (2t + 1)y =te ®, y(1)=0

b) vy + ycost = sentcost, y(0) =0

c) W—¥=pger y(l)=e—1

d) senxy + ycosx = xsenx, y(mw/2) =2

e) 3% 4+ 322y =2, y(2)=0
Aplicaciones.

118.

119.

120.

121.

Decaimiento radioactivo

La rapidez de desintegracion de una sustancia radiactiva es proporcional a la cantidad
de sustancia presente. Se define como semivida o periodo de semidesintegracion al
tiempo transcurrido para que se desintegre la mitad de la cantidad original.

En una cueva de Sudafrica se encontré un craneo humanoide junto con los restos de
una fogata. Los arquedlogos creen que la edad del craneo es igual a la de la fogata. Se
ha establecido que solamente un 2% de la cantidad original de Carbono 14 queda en
la madera quemada de la fogata. Calcule la edad del craneo si la semivida del C-14 es
aproximadamente 5600 anos.

En 1977 la tasa de carbono 14 radiactivo de un pedazo de carbén que se encontrd en
Stonehenge, en el sur de Inglaterra, era de 4,16 desintegraciones por minuto por gramo.
Dado que la tasa de carbono 14 radiactivo de un arbol vivo es de 6,68 desintegracio-
nes por gramo por minuto y suponiendo que el arbol que se quemé para producir el
carbén que se corté durante la construccion de Stonehenge, estimar la fecha de dicha
construccion. (Semivida C-14=5600)

Si en un instante dado tenemos 300 gramos de sustancia radiactiva y al cabo de 5 anos
quedan 200 gramos. ;Cudnto tiempo debe transcurrir antes de que queden solamente
10 gramos?

Farmacologia

El Amparax es un ansiolitico indicado para el alivio a corto plazo de la ansiedad. Se
administra por via oral y se absorbe perfectamente. Las concentraciones en sangre
maximas tienen lugar 2 horas después de la administracién. La vida media del Ampa-
rax es entre 12 y 16 horas aproximadamente. Estimar el tiempo a partir del cual su
concentracién en sangre estd por debajo del 10 %.
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122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

Crecimiento bacteriano

Un cultivo tiene una cantidad inicial de Py de bacterias. Cuando ¢t = 1 hora, la cantidad
de bacterias es %PO. Si la rapidez de crecimiento es proporcional a la cantidad de
bacteria presentes, calcule el tiempo necesario para triplicar la cantidad inicial de
bacterias.

En un cierto cultivo de bacteria se sabe que la velocidad de crecimiento de la poblacién
es en cada momento directamente proporcional al nimero de bacterias existentes en
dicho momento. Se sabe también que el tamano de la pobalcion al cabo de 4 horas es
el triple de la poblacién inicial. Hallar el nimero de bacterias que habra en el cultivo
transcurridas 10 horas.

Diseminacion de una enfermedad

Una epidemia se desarrolla en una poblaciéon de forma tal que en cada instante de tiem-
po, la velocidad de desarrollo de la infeccion es directamente proporcional al nimero
de personas infectadas por el nimero de personas sanas. Si la poblacién tiene 10000
habitantes, el niimero de personas infectadas inicialmente es 50 y al cabo de tres dias
es 250 personas, averiguar el nimero de personas que se habran contagiado al cabo de
12 dias.

Modelos de poblaciéon

a) Utilizar los datos de la tabla sobre el censo de poblacién de Espana para ajustar
mediante el método de minimos cuadrados un modelo de crecimiento malthusiano.

b) Con el método anterior predecir la poblacién espanola en el afio 2050 y calcular
el periodo en que se duplica la poblacion.

c) Calcular el error cometido en el afio 2000 con este modelo. Censo de la poblacién
espanola (INE) (en millones de habitantes)

1860 | 1870 | 1880 | 1890 | 1900 | 1910 | 1920 | 1930
15.6 | 16.2 | 16.8 | 17.76 | 18.5 | 19.8 | 21.2 | 234

1940 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000
25.7 | 27.8 | 30.3 | 33.6 | 37.5 | 38.9 | 40.0

Repetir los apartados b) y ¢) del ejercicio anterior utilizando la poblacién espanola en
1900 como dato inicial y la de 1950 como dato para ajustar la constante el modelo
malthusiano.

Para s,=0.02 ajustar un modelo logistico al caso de la poblacién espanola utilizando:
a) Los datos correspondientes a 1860 (condicién inicial) y 1900 b) Los datos corres-
pondientes a 1920 (condicién inicial) y 1980 c¢) ;Cuadl seria la poblacién de equilibrio
en cada uno de los apartados anteriores? d) ;En qué ano se alcanzaria segiin el modelo
del apartado b) los 50 millones de habitantes?

En 1974, se introdujo en el Parque Nacional de Donana un lote de 1000 ejemplares de
cangrejo rojo (Procambarus clarkii) de una partida de esta especie importada desde
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129.

130.

131.

132.

133.

134.

Louisiana. En 1980, se comprobd que la especie se habia adaptado con tanto éxito
que su poblacién se habia quintuplicado. a) Estimar mediante un modelo malthusiano
su poblacién actual. b) Segin este modelo en qué ano habia en Donana un millén de
cangrejos americanos.

En el ano 1970 la poblacién de la Tierra era de 3.600 millones de personas. En 1980
habia alcanzado la cifra de 4.500 millones. a) Usando la ley de Malthus, calcule la
poblacién estimada para el afio 2010. b) ;En qué ano se alcanzaron o se alcanzarén
los 7.000 millones de habitantes? c) ;Cudnto tiempo tarda la poblacién terrestre en
doblarse segtin el modelo?

La poblacién en Estados Unidos era de 226,5 millones de habitantes en 1990 y de 275
millones en el ano 2000. Predecir la poblacién en el ano 2050 utilizando un modelo
logistico (s0=0.02)

Problemas de mezclas

En un lago que contiene un millén de metros cibicos de agua contaminada, a razén
de 0,2 partes de contaminante en cada millén de partes de masa, se descarga un rio
con agua descontaminada fluyendo a una velocidad de 3 m3/min y sale del lago con
el mismo caudal. ;Cudnto tiempo tardara en reducirse a la mitad la concentracién de
contaminante?

Considérese un gran tanque que contiene 1000 litros de agua, dentro del cual una
solucién de salmuera empieza a fluir a una velocidad constante de 6 litros por minuto.
La solucién dentro del tanque se mantiene bien agitada y fluye hacia el exterior del
tanque con el mismo caudal. Si la concentracion de sal en la salmuera que entra en el
tanque es de un gramo por litro, determina cuando la concentracion de sal en el tanque
serd de medio gramo por litro.

Una solucién salina que contiene 2 g de sal por litro fluye hacia el interior de un tanque
que se encuentra inicialmente lleno con 500 litros de agua que contiene disuelta 50 g de
sal. La solucion fluye a razon de 5 litros por minuto. La mezcla se mantiene uniforme
mediante agitacion, sale del tanque a la misma velocidad.

a) Determina la concentracién de sal en el tanque al cabo de 10 minutos.

b) Transcurridos 10 minutos, se presenta una fuga en el tanque por donde sale un
litro adicional por minuto. Calcula la concentracion de sal contenida en el tanque
en g/litro al cabo de 20 minutos.

Ley de enfriamiento/calentamiento de Newton

Considerando la ley de Newton del calentamiento de un cuerpo, que establece que la
razén de cambio de la temperatura de un cuerpo es proporcional a la diferencia entre
la temperatura del medio y la del propio cuerpo:

a) Dar la relacién de la temperatura con el tiempo, siendo Ty la temperatura inicial
del cuerpo y M la del medio. (M > Tp)
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136.

137.

138.

139.

140.

141.

b) Un vino rojo se saca de una bodega, que es un lugar frio a 10°C, y se deja reposar
en un cuarto a temperatura de 23°C'. ; En qué momento la temperatura del vino
llegard a ser de 18°C), si transcurren 10 minutos para alcanzar los 15°C'?

Una taza de chocolate caliente, que inicialmente se encuentra a 90°C' de temperatura,
se enfria hasta 75°C' en 10 minutos mientras permanece servida en una habitacién con
temperatura de 20°C'. Usando la ley de Newton del enfriamiento, calcule la temperatura
de la taza al cabo de 1 hora.

Por razones obvias, la sala de diseccién de un forense se mantiene fria a una temperatura
constante de 5°C'. Mientras se encontraba realizando la autopsia de la victima de un
asesinato, el propio forense es asesinado, y el cuerpo de la victima robado. A las 10
de la manana el ayudante del forense descubre el caddver a una temperatura de 23°C.
A las 12 del mediodia, su temperatura es de 18,5°C'". Supuesto que el forense tenia en
vida la temperatura normal de 37°C' ;A qué hora fue asesinado el forense?

En la manana de un sabado caluroso, mientras los empleados se encuentran trabajan-
do, el acondicionador de aire mantiene la temperatura interior del edificio a 24°C. A
mediodia se apaga el acondicionador y la gente regresa a casa. La temperatura externa
permanece constante en 35°C' durante el resto de la tarde. Si la constante de tiempo
del edificio es de 4 horas, ;jcudl sera la temperatura interior del edificio a las 2:00 PM?
Ly alas 6:00 PM? ; En qué momento la temperatura interior sera de 27°C?

Se va a construir un almacén que no contard con sistema de climatizacion. Dependien-
do de la cantidad de aislamiento, la constante de tiempo del edificio podra variar de 1
a b horas. Se supone que la temperatura exterior varia en forma de una onda senoidal,
durante un periodo de 24 horas, con un minimo de 15°C" a las 2:00 AM y un méaximo
de 32°C" a las 2:00 PM. Despreciando el término exponencial en la expresién de tempe-
ratura, comparar las temperaturas minimas y maximas en el interior del edificio para
constantes de tiempo de 1 y 5 horas.

Suponer que en el ejemplo anterior se instala un termostato que se utiliza para comparar
la temperatura interior del edificio con la temperatura deseada TD.

= Si T < Tp se pone en marcha el sistema de calefaccion.
» Si T >Tp se activa el sistema de refrigeracién.

La fuente especifica de calor, U(t), viene dada entonces por U(t) = Ky(Tp — T'(t)).
Repetir el ejercicio anterior con Ky = 2,Tp = 22°C.

Mecanica newtoniana

Calcular la velocidad con la que cae un cuerpo en caida libre (con velocidad inicial
nula) sometido a la fuerza de gravedad y a la resistencia del aire que supondremos
proporcional a su velocidad y opuesta a su movimiento.

Un objeto con masa de 3 kg se suelta a partir del reposo, a 500 m del suelo, y cae
por efecto de la gravedad. Suponiendo que la fuerza gravitacional es constante, esto es
g = 9.81m/seg?, y que la fuerza debida a la resistencia del aire es proporcional a la
velocidad del objeto con constante de proporcionalidad k = 3kg/seg, determinar en
qué momento el objeto golpea contra el suelo.
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142. Un paracaidista cuyo peso (masa en realidad) es de 75 kg se deja caer desde un avién
a 4000 m de altura, y caeo por efecto de la gravedad. Supdéngase que la fuerza gravita-
cional es constante, esto es g = 9.81m/seg?, y que la fuerza debida a la resistencia del
aire es proporcional a la velocidad del paracaidista con constante de proporcionalidad
k1 = 15kg/seg cuando el paracaidas estd cerrado y ks = 105kg/seg cuando el para-
caldas esta abierto. Si el paracaidas se abre un minuto después de abandonar el avion,
jal cabo de cuanto tiempo toma tierra el paracaidista?

143. Un objeto con masa de 2 kg se suelta partiendo del reposo desde una plataforma de
30 metros sobre el agua y se le deja caer bajo la influencia de la gravedad. Después
de que el objeto golpea la superficie del agua, empieza a sumergirse con la gravedad
atrayéndole hacia abajo y la fuerza de boyanza empujandolo hacia arriba. Suponiendo
que la fuerza de la gravedad es constante (g = 9.81 m/seg2), que la fuerza de boyanza
para este objeto es 1/2 de su peso, y que la fuerza debida a la resistencia del aire o a la
resistencia del agua es proporcional a la velocidad, con constante de proporcionalidad
de 10 en el aire y de 100 en el agua, encontrar la ecuaciéon del movimiento del objeto en
cada medio. ;Cudl sera la velocidad del objeto 1 minuto después de haberse soltado?,
ja qué profundidad bajo el agua estara en ese instante?

Procesos bioquimicos

144. La secrecion de hormonas en la sangre suele ser una actividad peridédica. Si se supone
un ciclo de 24 horas, entonces la tasa de variacion de la cantidad de una determinada
hormona e la sangre se puede representar por medio del siguiente problema de valor
inicial e .

% =a—PBeosiz —kx

z(0) = x

donde z(t) es la cantidad de dicha hormona contenida en la sangre a tiempo ¢, o —
BeosTy t representa la cantidad de hormona segregada por unidad de tiempo (siendo «
la secrecic’)n media por unidad de tiempo), y kx es la velocidad con la que el organismos
elimina la hormona. Resolver este problema paraa = =1, k =2y zy = 10.

Algunos ejercicios de examenes anteriores.

145. Elegir la opcién que contiene la solucion de la ecuacion diferencial

) Y
———— — = |dr + | arcsinz + dy =10
(\/1—202 1‘2) ( )

a) yarcsmx +4=c
b) \/72 3512 =cC
c¢) yarcsinw + £ =1

d) No es dlferenmal exacta.

146. Hallar la solucién general de la siguiente ecuacion diferencial ordinaria

y — xy = 2xy/?
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152.

153.

Se llama reaccién autocatalitica a aquella en la que uno de los productos actia como
catalizador. La reaccién autocatalitica mas sencilla es, A+ R — R+ R, para la que la
cinética es,

dCA(t)

dt

donde Cy y Cg son las concentraciones de las sustancias A y R. Sabiendo que la suma
de los moles de las especies A yR permanece constante en el tiempo a medida que A va
desapareciendo, y suponiendo que las concentraciones iniciales de Ay R son C4(0) = a
y Cgr(0) = r, plantear y resolver el correspondiente problema de valor inicial que de la
evolucion de la concentracién de A en cada instante de tiempo.

= kC4Chr

Hallar la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial ordinaria
(v + Va2 +y?)dr = zdy

Un cuerpo con una masa de 9.7 kg se suelta de una altura de 300 m sin velocidad
inicial. El cuerpo encuentra una resistencia al aire proporcional a su velocidad. Si la
velocidad limite debe ser 95 m/s, encontrar:

a) La velocidad del cuerpo a tiempo t.

b) La posicién del cuerpo a tiempo t.

c¢) El tiempo que necesita el cuerpo para alcanzar la velocidad de 50 m/s.

(Nota: la velocidad limite es th v(t) y permite calcular la constante de proporcionali-
— 00

dad de la resistencia al aire.)

Calcular la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial ordinaria
zy + 2y = 82%\/y

De acuerdo con una teoria cosmoldgica, habia igual cantidad de los dos is6topos de
Uranio U y 232U en el momento del Big Bang. En el momento actual hay 137,7
dtomos de 23U por cada dtomo de 2*°U. Considerando como vida media para el 233U
4,5 x 10° a nos y para el 2°U 0,71 x 10° a nos, dar una estimacién de la edad del
universo.

Dada la ecuacién diferencial ordinaria siguiente
, 3ty — 2ye
et — 2yt3
a) Encontrar el valor de la constante a para que sea una ecuacién diferencial ordinaria
exacta.

b) Hallar la solucién general de dicha ecuacién diferencial ordinaria exacta.

c¢) Hallar la solucién particular que pasa por el punto (1,0).
En una habitacién que contiene 300m? de aire limpio se va a celebrar una fiesta. En un
instante dado ¢ = 0 algunas personas comienzan a fumar, de modo que el humo empieza
a invadir la habitacién a una velocidad de 3m?/h, conteniendo una concentracién de

0.04gr/m? de monéxido de carbono. Al mismo tiempo, abrimos una ventana por la
que sale el humo a la misma velocidad. Si pide:
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a) Establecer el problema de Cauchy que modeliza la cantidad de monéxido de car-
bono y(t) que hay en la habitacién en cada instante de tiempo t.

b) Resolver dicho problema de Cauchy, es decir, encontrar una expresién para la
cantidad de monoxido de carbono y(t) que hay en la habitacién en cada instante
de tiempo t.

¢) ;Cudndo deberia abandonar una persona prudente la fiesta considerando que el
monoéxido de carbono comienza a ser peligroso con una concentracion superior a

0.0002gr/m3 ?
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154.

155.

156.

157.

158.

159.
160.
161.
162.
163.

164.

Tema 8. Métodos numéricos de resolucion de EDO
de primer orden.

Dado el problema de valor inicial 3’ = %y + %!, 1 <t <2, y(1) = 0, con solucién
exacta y(t) = t*(e! — e),

a) Usar el método de Euler con h = 0.1 para aproximar la solucién y compararla
con los valores reales de y(t).

b) Usar los valores obtenidos para aproximar por interpolacién lineal y(1.04), y(1.55)
y y(1.97.
c¢) Calcular el valor de h necesario para que |y(t;) — w;| < 0.1 en t; = 2.

La ley de Stefan de radiacion de un cuerpo viene dada por la ecuacion:

dT
et M4_T4
il )

donde T es la temperatura del cuerpo que radia, M es la temperatura (constante) del
medio que le rodea y o es la constante de Stefan-Boltzman (o = 4074(°C)~*(seg) ™).
Aproximar 7'(1) mediante el método de Euler con h = 0.1; M = 70;7°(0) = 100.

Aplicando el método de Euler (h=0.25), calcule una aproximacién de y(1):
v =y2-y) y(0)=3

Utilice 5 iteraciones del método de Euler para aproximar el valor de la soluciéon en
t=1:
y =t -y y0)=2

Usar el método de Euler para aproximar las soluciones de cada unos de los problemas
de valor inicial siguientes y comparar con la solucién exacta.

a

) te? —2y, 0 <t <1, y(0) =0, h =05, y(t) = tte’ — &3 4+ e
b)

)

)

Y =3
y=1+(—-y)?* 2<t<3,y2)=1 h=05yt)=t+(1—-1t)"
y=1+y/t, 1<t<2 y(1)=2, h=0.25, y(t) =tint + 2t

d) y = cos2t + sen3t, 0 <t <1, y(0) =1, h=0.25, y(t) = %seth — %cos3t + %

c

Repetir el ejercicio anterior usando el método de Taylor de orden 2.
Repetir el ejercicio anterior usando el método de Taylor de orden 4.
Repetir el ejercicio anterior usando el método de Punto Medio.

Repetir el ejercicio anterior usando el método de Euler modificado.

Probar que los métodos de Punto Medio, Euler modificado y Heun dan las mismas
aproximaciones para el problema de valor inicial

y/:_y+t+1,0§t§17 y(O):O

Escribir el tablero de Butcher para los métodos de Runge-Kutta de orden 2: Punto
Medio, Euler Modificado y Heun.
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165. Probar que el método de Runge-Kutta de tablero,

0l0 0 0
1/211/2 0 0
3/41 0 3/4 0

12/9 1/3 4/9

es de orden 3.

166. Demostrar que el método de Punto Medio es consistente, estable y convergente, supo-
niendo que se aplica a un problema de valor inicial con las condiciones necesarias para
que esté bien condicionado.

167. Demostrar que el método de Euler modificado es consistente, estable y convergente,
suponiendo que se aplica a un problema de valor inicial con las condiciones necesarias
para que esté bien condicionado.
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9. Tema 9. EDO de segundo orden y aplicaciones.

Reducciéon del orden.

168. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden, reduciendo
el orden.
a) zy" —1y =32*> Solucién: y = 23 + c12® + ¢z, c1,c0 € R
b) v’ + k?y =0 Solucién: y = ¢y sinkx + cycoskx, c¢j,co € R
¢) ¥+ (v)?=2eY Solucién: y = In((x +c1)? — c3), c1,c0 €R

EDO de segundo orden lineales.

169. Encuentra la solucién general de la ecuacién diferencial dada:

a) Yy +8y —9y =0 Solucién: y = c1e™% + c2e®, c1,c0 €N
b) 6y — 11y +3y =0 Solucién: y = c1e™/3 + /2, ¢, co €R
¢) ¥y’ + 11y =0 Solucién: y = ¢; cos(v/11x) + cosin(v/11z), ¢1,c € R
d) y' —2y +y=0 Solucién: y = c;e* + coxe®, c¢1,c0 €ER
)

e) v +2y +4y =0 Solucién: y = cie " cos(v/3z) + coe % sin(v/3x c1,c0 €N
Yy Y Y Y ) )

170. Encontrar la soluciéon general de las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias de
segundo orden lineales con coeficientes constantes. Para calcular una solucién particu-
lar, utilizar el método de los coeficientes indeterminados cuando sea posible, en caso
contrario, utilizar el método de variacion de constantes.

y' +3y +2y=3x+1 Solucién: y = cre™?* + cpe™® + (6x —4)/4, c1,c0 €R
Y’ + 3y +2y =3  Solucion: y = c1e” 2 + cpe™® +€32/20, c¢p,c0 €R

a

o S

S

)

)

)y +y =5 Solucién: y = ¢; + cee™ + 52, ¢, €R

) ¥ —y — 12y = e’ Solucién: y = c1e73% + coe + 2e’® /7, c1,c0 €R
)

e) y"+y = tanz Solucién: y = ¢; cos(x)+co sin(x)—cos(x) In | sec(x)+tan(z)|, ¢, ¢ €

R

145

y" —y —y = senx Solucién: y = cre” 2 cos(z) _ 2sin(a)

1—V5
Tteoe 2 T+ 5 c1,00 ER

y' + 2y — 3y = 2’cosmx

Yy — 1y = 2 — 4we”® + 10cos2z  Solucién: y = cie® + e + x?e T —
2cos(2x), c¢1,c0 €R

)
)

h) 3" + 2y — 3y =5e3  Solucién: y = c1e + e — bwe 37 /4, c¢1,cp €R
)

7) y"+y = sec(x) Solucién: y = ¢; cos(x)+cy sin(x)4cos(x) In | cos(x) |4z sin(z), 1,0 €
R
k) y" — 8y — 33y = 546sin(x)  Solucién: y = cie 3% + coe!!® + 273(4 cos(z) —
17sin(x))/305, c¢1,c0 € R
65:1; 3

1) 4y" — 12y + 9y = >+ Solucién: y = (c; + cox)e?™/? + ot %Z, c1,00 €ER

m) y' +6y +5y =e "+ 2?2 —1 Solucién: y = cie™® + cpe > + ze " /4 + %2 - 122_596 +
3L, €R
1250 1 %2
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171.

172.

n) y' +2y —3y=e*+1 Solucion: y = c1e® + cre 3 + xe®/4 —1/3, 1,00 €R
y" + 6y’ + 9y = z? —sin(z) + e  Solucion: y = (¢ + cox)e " + % —Z2+2+

;’—Ocos(x) —=sin(z) + %, a,0eR

5;

Encuentre la solucién del problema de valor inicial:
a) 4y" — 4y +5y =0, y(0) =1, ¢ (0)=—11/2 Solucién: y = e*/?(cos(z) —
6sin(z))
b) v + 4y +Ty=0, y(0)=1, 2(0)=-2 Solucién: y = e 2* cos(+v/3z)
c) y'+5y — 14y =0, y(0)= 5, y'(0) =1 Solucién: y = e~ + 4¢**

d) vy +y = sec(z), y(0) = y'(0) = 2 Solucién: y = cos(z) + 2sin(z) +
xsin(z) + cos(z) In | cos(:v)|

e) vy —y —2y = sinh(z), y(0) =0, ¥'(0) =0 Solucién: y = g€ — Le” +
%B_CE + x —CE
Encontrar las soluciones particulares de la ecuacién y” 4 2y’ — 3y = g(z) donde g(z) es

a) 7cos(3z)
b)

¢) 2% cos(mx)

d) 2ze® sm( ) — e” cos(z)
)

e

Aplicaciones.

173.

174.

175.

Una masa que pesa 2 kg estira un resorte 8 cm al llegar al reposo en equilibrio. Se tira
luego de la masa a 15 cm debajo del punto de equilibrio y se le aplica una velocidad
de 30 cm/s dirigida hacia abajo. Despreciando todas las fuerzas de amortiguacién o
externas que puedan estar presentes, determine la ecuacion de movimiento de la masa
junto con su amplitud, periodo y frecuencia natural. ;Cuanto tiempo transcurre desde
que se suelta la masa hasta que pasa por la posicion de equilibrio?

Una masa de 100kg se sujeta a un resorte suspendido del techo y hace que ese resorte
se estire 20cm al llegar al reposo en equilibrio. Se tira luego de la masa 5cm por debajo
de la posicién de equilibrio y se suelta (velocidad incicial 0). Despreciando todas las
fuerzas de amortiguacion o externas que puedan presentarse, determinar la ecuacién
del movimiento de la masa, su amplitud, periodo y frecuencia natural y trazar la grafica
de este movimiento armonico simple.

Una masa de 5kg se sujeta a un resorte suspendido del techo y hace que ese resorte se
estire 2m al llegar al reposo en equilibrio. Se eleva luego la masa 1m sobre el punto de
equilibrio y se se le aplica una velocidad dirigida hacia arriba de 1/3 m/seg. Desprecian-
do todas las fuerzas de amortiguacién o externas que puedan presentarse, determinar
la ecuacion del movimiento arménico simple de la masa. ;Cudndo alcanzara la masa
por primera vez su altura maxima después de haberse puesto en movimiento?
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176.

177.

178.

179.

180.

181.

182.

183.

184.

185.

Una masa que pesa 4 kg estira un resorte 50 cm al llegar al reposo en equilibrio. Luego
se levanta la masa a 15 cm arriba del punto de equilibrio y se le aplica una velocidad
dirigida hacia abajo, de 30 cm/s. Determina el movimiento arménico simple de la masa.
. Con qué velocidad y en qué direccion se movera la masa 10 segundos después de haber
sido soltada?

El movimiento de un sistema resorte-masa con amortiguacién esta regido por
2"(t) + b (t) + 25z(t) =0, xz(0)=1, 2'(0)=0.

Encontrar la ecuacién del movimiento para b=8, 10 y 12.

El movimiento de un sistema resorte-masa con amortiguacién esta regido por
2"(t) + ba'(t) + 16z(t) =0, z(0)=1, 2'(0)=0.

Encontrar la ecuacién del movimiento para b=6, 8 y 10.

Un circuito RLC en serie tiene una fuerza electromotriz dada por E(t) = senl00tV/,
un resistor de 0.02€2, un inductor de 0.001H y un condensador de 2F. Si la corriente
inicial y la carga inicial del condensador son cero, determinar la corriente del circuito
para t > 0.

Un sistema resorte-masa con amortiguacion consta de una masa de 7kg, un resorte
con constante 3N/m, una componente de friccién con constante de amortiguacién de
2Ns/m y una fuerza externa dada for f(t) = 10cos10tN. Usando un resistor de 102,
construir un circuito RLC en serie que sea andlogo a este sistema mecdanico, en el
sentido que ambos sistemas estén regidos por la misma ecuacion diferencial.

Una masa de 20 kg. estira un resorte 98 cm. al llegar al reposo en equilibrio. La
constante de amortiguacién del sistema es de 140 N seg/m. Si la masa se tira 25 cm
hacia abajo de la posicion de equilibrio y se le aplica una velocidad dirigida hacia arriba
de 1 m/seg, {En qué momento regresard a su posicién de equilibrio?

Una masa de 1kg estira un resorte 9,8 cm al llegar al reposo en equilibrio. La constante
de amortiguacién del sistema es de 0,2 N seg/m. Si la masa es impulsada hacia abajo
a partir de la posicién de equilibrio con una velocidad de 1m/seg, jen qué momento
alcanzara su maximo desplazamiento debajo de la posiciéon de equilibrio?

Una masa de 10 kg se sujeta a un resorte suspendido del techo. Esto ocasiona que el
resorte se estire 2 m al llegar al reposo en equilibrio. En el instante t=0, se le aplica
una fuerza externa f(t) = 20cos(4t) N al sistema. La constante de amortiguacién del
sistema es de 3 N seg/m. Determine la solucién estacionaria del sistema.

Una masa de 2 kg se sujeta a un resorte suspendido del techo. Esto ocasiona que el
resorte se estire 20 cm al llegar al reposo en equilibrio. En el instante t=0 la masa se
desplaza 5 cm debajo de la posiciéon de equilibrio y se suelta. En el mismo instante, se
aplica una fuerza externa f(t) = 0.3 cos(t) N al sistema. La constante de amortiguacién
del sistema es 5 N seg/m. Determine la ecuacién de movimiento de la masa.

Un circuito RLC en serie tiene una fuerza electromotriz dada por E(t) = 40cos2tV, un
resistor de 22, un inductor de 0.25H y un condensador de 1/13F. Si la corriente inicial
es cero y la carga inicial del condensador es 3.5C', determinar la carga del condensador
para t > 0.

38



186.

187.

188.

189.

190.

191.

192.

Algunos ejercicios de examenes anteriores.

Una masa que pesa 4 kg estira un resorte 50 cm al llegar al reposo en equilibrio. Luego
se levanta la masa a 15 cm arriba del punto de equilibrio y se le aplica una velocidad
dirigida hacia abajo, de 30 cm/s. Determina el movimiento armdnico simple de la masa.
.,Con qué velocidad y en qué direccion se movera la masa 10 segundos después de haber
sido soltada?. ;Cual es la altura maxima que alcanza la masa?

Reducir el orden de la siguiente EDO y resolverla

v W)
Y
Elegir la opcién que contiene el conjunto fundamental de soluciones de la EDO de
segundo orden lineal y homogénea y” — 2y + y = 0.

a) yi(x) = c1e”, Yy = ce™
b) yi(x) = cre”, Yo = ce”

c) yi(z) = cre”,  ya = cowe”
d) 1 (z) = c1e®, Yo = cpe*

Encontrar una solucién particular mediante el método de coeficientes indeterminados
para la EDO de segundo orden lineal 3" — 2y/ + y = 4 cos 3x — 2sin 2x. Observar que
la correspondiente EDO homogénea es la misma que en el problema anterior.

Un particula se mueve a lo largo del eje z de acuerdo con la ley:

d?x dx
— +4— 4+ 132 =0
az T Tt

Si esa particula empieza su movimiento en x = 0, con una velocidad inicial de 6 m/s
hacia la izquierda, hallar:

a) z en funcién de t.

b) Los tiempos en que se producen las paradas.

Calcular la solucién general y(t) = yu(t) + y,(t) de la siguiente ecuacién diferencial
ordinaria lineal de segundo orden (utilizar el principio de superposicién),

y" — 8y — 9y = —10e™" — 425c0s2x.
Encontrar la solucién que verifica y(0) = 13 e 3/(0) = —7.

Una caja de 196 N cuelga de un resorte suspendido del techo. Una vez en equilibrio
se tira hacia abajo de la caja haciéndola desplazar 0.25m y se suelta. Sabiendo que la
constante de restitucién es £ = 80 N/m y no hay amortiguacién, hallar:

a) la ecuacién del movimiento de la caja,

b) el tiempo necesario para que la caja se mueva desde la posicién inicial hasta
0.0625m por debajo de la posicién de equilibrio.

Nota: observar que se da el peso y no la masa, usar g = 9.8m/s>.

39



10.

Tema 10. Sistemas lineales de EDO de primer or-
den y aplicaciones.

Resolucién practica.

193. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales lineales:
¥ = 2r—3y
o {2
¥ = x4y
b) { y = 4dxr—2y
¥ = x—4
SR
y = r+y
¥ o= x—y
¥ = r—y
) { y = x+3y
¥ = x+
Ny — oY
Yy = xz+y+t
) ¥ = r+4+2y+eé
9 y = 2o +y+et
B ¥ = x+2y+t—1
y = 3r+2y—>5t—2

Aplicaciones.

194. Dos grandes tanques (A y B), cada uno de ellos con 100 litros, se encuentran interco-
nectados por medio de tubos. El liquido fluye del tanque A hacia el B a razén de 3
litros por minuto y de B hacia A a razén de 1 litros por minuto. El liquido contenido
en el interior de cada tanque se mantiene bien agitado. Una solucién de salmuera con
una concentracion de 2 kg por litro fluye hacia el tanque A a razén de 6 litros por
minuto. La solucién (diluida) fluye hacia fuera del sistema del tanque A a razén de
4 litros por minuto y del tanque B a razon de 2 litros por minuto. Si inicialmente el
tanque A solo tiene agua y el tanque B contiene 200 kg de sal, determine la cantidad
de sal contenida en cada tanque en cada instante t.

195. Dos grandes tanques (A y B), cada uno de ellos con 400 litros, se encuentran interco-

nectados por medio de tubos. El liquido fluye del tanque A hacia el B a razén de 12
litros por minuto y de B hacia A a razén de 2 litros por minuto. El liquido contenido en
el interior se mantiene bien agitado. Una solucién de salmuera con una concentracion
de 20 gramos por litro fluye hacia el tanque A a razén de 25 litros por minuto. La
solucién (diluida) fluye hacia fuera del sistema del tanque A a razén de 15 litros por
minuto y del tanque B a razén de 10 litros por minuto.

a) Si inicialmente el tanque A solo tiene agua y el tanque B contiene 8 kg de sal,
determine la cantidad de sal contenida en cada tanque en cada instante t.

b) ;Cudl serd la concentracién de sal cuando t — co?
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196. Un edificio consta de dos zonas A y B. Solamente la zona A es calentada por un
calefactor, que genera 11000 Cal por hora. La capacidad calorifica de la zona A es de
(0.25 - 1073)°C por Cal. Las constantes de tiempo de transferencia de calor son: entre
la zona A y el exterior, 4 horas, entre la zona no calentada B y el exterior, 5 horas; y
entre ambas zonas, 2 horas. Si la temperatura exterior permanece constante a 0°C' y
ambas estancias se encuentran inicialmente a 20°C'.

a) Determine la temperatura de ambas zonas.

b) (A qué temperatura puede llegar a enfriarse a lo sumo la zona B?

197. Si en el ejemplo anterior el aislamiento entre las zonas A y B fuera mejor, digamos si
la constante de tiempo de la transferencia de calor entre las zonas A y B fuera de 3
horas, entonces, ja qué temperatura podria enfriarse la zona no calentada?.

Algunos ejercicios de examenes anteriores.

198. Resolver el siguiente problema de Cauchy,

¥4+y =0
dr+y = 3

con la condicién inicial z(0) = 7/4, y(0) = 4.
199. Hallar la solucién general del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,

Y _ygedt
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