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teńıa novia. Yo les contesté que en realidad era él el maestro, que teńıa
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perdonaré que nos metiera en el mundillo de los plasmas, en el que aún brilla
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láser 95

3.1 Simulación de plasmas mediante códigos de part́ıculas . . . . . . . 95
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Introducción

En las últimas décadas ha habido un renovado interés en los estudios de la inte-

racción entre campos electromagnéticos y medios materiales. El motivo principal

es, sin lugar a dudas, la disponibilidad de láseres de pulsos cada vez más cortos

e intensos en una carrera que parece no tener fin, pues cada pocos meses se logra

reducir algún femtosegundo la duración de los pulsos y aumentar algún teravatio

su intensidad. De este modo, supuestos teóricos que no ha mucho parećıan ex-

perimentalmente imposibles, se van realizando en los laboratorios de manera casi

inevitable. A su vez, la abundancia de experimentos requiere una cada vez mayor

comprensión de los fenómenos f́ısicos para poder interpretar los datos obtenidos.

Aśı, van uniéndose a este esfuerzo investigadores procedentes de campos tan di-

versos como la óptica, la f́ısica atómica y molecular, la f́ısica de plasmas, e incluso

en los últimos tiempos la f́ısica nuclear, la electrodinámica cuántica y hasta la

astrof́ısica. Las posibilidades que ofrece un campo tan amplio son por tanto casi

infinitas.

Uno de los fenómenos más atractivos es el de la generación de armónicos, puesto

que se ha demostrado que es un proceso capaz de ofrecer fuentes de radiación

coherente y relativamente intensa con frecuencias en el rango del ultravioleta y los

rayos X blandos. Si el láser infrarrojo y visible ha tenido tanta importancia en

todo lo relativo a la estructura molecular y atómica, es de esperar que el láser de

rayos X pueda significar lo mismo en cuanto a la estructura nuclear, los fenómenos

relativistas y quizá otras aplicaciones que ahora apenas pueden vislumbrarse. Sirva

3



4 Introducción

como ejemplo el hecho de que ya se ha observado la creación de pares electrón-

positrón en experimentos con láseres, fenómeno que será tanto más probable cuanto

más elevadas sean las frecuencias con las que trabajemos. Otra posible aplicación

de los armónicos altos en la que se está trabajando es la obtención de trenes de

pulsos de duración del orden del attosegundo, para los cuales el calificativo de

ultracorto se queda largo.

La generación de armónicos altos parece estar ı́ntimamente ligada al proceso de

ionización. En un gas poco denso, como veremos, la ionización y la subsiguiente

recombinación de los electrones es la fuente de los armónicos. En un sólido o plasma

es el movimiento de los electrones ionizados (bien por el propio láser o bien por

algún otro mecanismo) el que genera la radiación armónica. Además, si queremos

obtener unas eficiencias significativas necesitamos bastante más de un átomo o

electrón radiando: hace falta un medio extenso cuyas part́ıculas, cuantas más

mejor, emitan radiación de forma coherente. Por ello, el estudio de la propagación

de los armónicos es también básico.

En este trabajo queremos aportar nuestro ”granito de arena” al estudio de la

generación y propagación de armónicos en medios ionizables. Como no somos muy

buenos en el laboratorio y los ordenadores están cada vez más baratos, nuestra

contribución será de carácter teórico, con abundante cálculo numérico, ya que las

simulaciones son una herramienta muy buena tanto para la comprensión de los

fenómenos f́ısicos como para el contraste de los resultados experimentales. Los

medios ionizables a los que nos referimos son fundamentalmente dos. En primer

lugar están los átomos aislados, relativamente fáciles de tratar. Las conclusiones

que se obtienen a partir del estudio de átomos aislados son extrapolables al caso

de gases tenues en los que es posible ignorar las interacciones átomo-átomo. Sin

embargo, si aumentamos la densidad del medio y también la intensidad del láser de

forma que la ionización sea apreciable, las interacciones átomo-átomo (o ion-ion)
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y átomo-electrones libres cambian de forma drástica la fenomenoloǵıa, provocando

que la radiación emitida sea bien distinta. Por ello hay que estudiar también otros

medios ionizables como son los sólidos, que sometidos a pulsos suficientemente

intensos generan de forma rápida plasmas. Como vamos a ver, los plasmas también

son capaces de generar armónicos altos e incluso presentan algunas ventajas con

respecto a los gases.

El problema de la interacción entre un átomo y un campo electromagnético

sólo es soluble exactamente en estos momentos en el caso de átomos o iones hidro-

genoides, que es el que nosotros vamos a suponer en este trabajo. A pesar de ello,

y en lo que se refiere a la generación de armónicos, los resultados son aplicables

con bastante generalidad a otros tipos de átomos, obteniéndose resultados expe-

rimentales parecidos con vapores alcalinos y gases nobles a baja presión. Ello es

debido sin duda a que los procesos que intervienen en la generación de armónicos,

particularmente la ionización, son cualitativamente semejantes en todos ellos. Más

dif́ıcil aún es el tratamiento de medios sólidos, en los que el número de part́ıculas

implicadas en las interacciones es a efectos prácticos infinito. De nuevo, se com-

prueba experimentalmente que los armónicos generados por medios tan distintos

como el aluminio o el plástico son semejantes para pulsos lo suficientemente cortos

e intensos, lo que no es de extrañar si nos damos cuenta de que para esos pulsos

la ionización casi total en los dos casos se produce en muy pocos ciclos ópticos

(a veces en menos de uno) y a partir de ese instante ambos no son más que un

conjunto de electrones e iones a merced del campo. Por eso es posible idealizar

nuestro medio y convertirlo en un conjunto de átomos, de nuevo hidrogenoides por

simplicidad, que tras ionizarse se convierten en un ion y un electrón independientes

que evolucionan según las leyes de la electrodinámica clásica.

En cuanto al campo eléctrico, consideraremos siempre que está linealmente po-

larizado, coincidiendo esta vez felizmente el interés cient́ıfico, ya que la generación



6 Introducción

de armónicos es más eficiente con campos linealmente polarizados tanto en gases

como en sólidos, con la simplicidad numérica, pues esto nos permitirá reducir la

dimensionalidad de nuestro problema. Los pulsos incidentes tendrán además una

única frecuencia fundamental. Tanto los campos polarizados eĺıpticamente como

los pulsos de varios colores están siendo estudiados en los últimos tiempos por su

posible utilidad en la generación de pulsos ultracortos y en el control de la eficien-

cia de los armónicos, pero no hablaremos de ellos en este trabajo. En el caso de la

interacción con átomos aislados, despreciaremos el campo secundario emitido por

el átomo frente al campo externo, porque el primero será muy débil. Por contra,

en el caso de medios extensos, la aportación del medio será fundamental y siempre

calcularemos el campo de una forma autoconsistente.

En lo que se refiere a la estructura de esta memoria, hemos dividido sus conte-

nidos en cuatro caṕıtulos. El primero tiene un carácter introductorio y nos servirá

para establecer los cimientos sobre los que construimos nuestro trabajo y para

ponernos al d́ıa en lo obtenido hasta la fecha. Repasaremos brev́ısimamente la

fenomenoloǵıa de la ionización atómica no lineal, particularmente en el régimen

de túnel, que es el más interesante para la generación de armónicos altos, recor-

dando algunos de los modelos que explican dicha generación; recuperaremos las

expresiones para las tasas de ionización que vamos a utilizar; definiremos lo que

entendemos por espectro de emisión de un sistema (clásico o cuántico); repasa-

remos también la generación de armónicos por electrones libres y para finalizar

apuntaremos varios aspectos de la generación y propagación de armónicos en me-

dios ionizables o ionizados que nos van a ser útiles más adelante. El segundo

caṕıtulo está dedicado al estudio de la generación de armónicos en un sistema

muy sencillo compuesto de dos niveles ligados cuya población puede ionizarse a

un estado del continuo y reinteraccionar posteriormente con el núcleo. El objetivo

es determinar la influencia sobre los armónicos de una ionización dependiente del
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tiempo y de las transiciones entre estados ligados, aspectos que generalmente no

se tienen en cuenta en los modelos existentes. En el tercer caṕıtulo explicaremos

cómo simulamos la interacción de un plasma con un pulso láser, centrándonos en

algunos problemas que surgen cuando la dinámica de las part́ıculas es relativista y

en la inclusión del proceso de ionización, que no es habitual en los códigos existen-

tes. En el cuarto caṕıtulo expondremos los resultados obtenidos en nuestro estudio

de los armónicos generados durante la ionización de un sólido por un láser, esta-

bleciendo la importancia relativa de los distintos procesos que contribuyen a esa

generación; veremos además los importantes efectos de la propagación en el caso

de medios suficientemente extensos, como son los desajustes de fase, los desplaza-

mientos cromáticos o el filtrado de frecuencias. Finalizaremos la memoria con un

resumen de las conclusiones obtenidas durante la elaboración de este trabajo.

Antes de entrar en materia conviene hacer un apunte sobre las unidades utili-

zadas a lo largo de la memoria. En casi toda ella se han usado unidades atómicas,

que son las más cómodas en el estudio de la interacción entre átomos y campos

electromagnéticos. Recordemos que las unidades atómicas viene definidas a partir

de e = m = h̄ = 1, c � 137, donde e y m son el valor absoluto de la carga del

electrón y su masa, y c es la velocidad de la luz en el vaćıo. En este sistema, debido

a que h̄ = 1, enerǵıa y frecuencia se expresan con la misma variable ω. En las sec-

ciones en las que abordamos cuestiones puramente clásicas hemos utilizado, por ser

más habituales en la literatura, unidades gaussianas, reseñándolo expĺıcitamente.

Las expresiones relacionadas con los campos electromagnéticos son prácticamente

iguales en ambas unidades. Además, siempre que nos referimos a datos experi-

mentales como longitudes de onda o intensidades de los láseres hemos añadido la

equivalencia en unidades del sistema internacional para una mejor comprensión

por parte de un lector no familiarizado con las unidades atómicas.
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Caṕıtulo 1

Conceptos preliminares

1.1 Ionización atómica no lineal

La fotoionización atómica es un fenómeno que ha atráıdo el interés de los cient́ıficos

desde hace casi un siglo y que aún hoy se mantiene vivo. Tras haber resultado

decisiva en la introducción y aceptación de la teoŕıa cuántica, en la actualidad

representa un ejemplo claro de la insuficiencia de las aproximaciones perturbativas

para explicar ciertos fenómenos f́ısicos.

La ionización de un sistema cuántico es no lineal cuando se verifica la condición

ω0 < Ip, siendo ω0 la frecuencia de la radiación incidente e Ip el potencial de io-

nización, esto es, la enerǵıa necesaria para extraer el electrón menos ligado del

sistema [1]. Es claro que tal tipo de proceso viola la relación de Einstein del efecto

fotoeléctrico [2], pero podemos salvar la situación recurriendo a una ionización

multifotónica que verifique Kω0 > Ip, siendo K el número entero de fotones absor-

bidos por el sistema. Por supuesto los procesos multifotónicos no están restringidos

al caso de la ionización (transición desde un estado ligado a uno del continuo) sino

que son ampliables a cualquier transición entre estados ligados, modificando el ter-

cer postulado de Bohr desde su versión inicial ω0 = Ef −Ei hasta la multifotónica

Kω0 = Ef − Ei. F́ısicamente, la posibilidad de transiciones multifotónicas se jus-

tifica en el principio de incertidumbre para la enerǵıa y el tiempo δωδt ≥ 1, que

9
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permite pasar al sistema por una serie de estados virtuales durante un tiempo δt

con un defecto de enerǵıa δω.

1.1.1 Tipos de ionización no lineal

El proceso de ionización no lineal depende principalmente de tres parámetros: la

frecuencia ω0 y la amplitud E0 del campo electromagnético y la enerǵıa de ligadura

del electrón Ip. En realidad, una combinación de estos parámetros, el parámetro

de adiabaticidad de Keldysh [3] definido como

γ =
ω0(2Ip)

1/2

E0
=

√
Ip

2Up

, (1.1)

separa los distintos reǵımenes de ionización no lineal en átomos. Up = E2
0/4ω2

0 es

la enerǵıa ponderomotriz, que es la enerǵıa que en promedio un campo armónico

cede a un electrón libre durante un ciclo óptico.

Repasemos brevemente los diferentes tipos de ionización cuando el campo elec-

tromagnético tiene una amplitud muy inferior a la del campo atómico (buenos

resúmenes de la interacción de átomos con campos intensos que incluyen numero-

sas referencias pueden encontrarse en [1, 4, 5, 6, 7]).

Ionización multifotónica

Si se verifica que γ � 1, es decir, que la enerǵıa de ionización es mucho mayor que

la ponderomotriz, lo cual ocurre para frecuencias relativamente altas (siempre por

debajo de la de ionización, por supuesto) o campos muy poco intensos, el proceso

más probable es el de ionización multifotónica (conocida por sus siglas en inglés,

MPI). En este caso podemos describir gráficamente el proceso como la absorción

por un electrón de un número entero K de fotones para pasar al continuo con una

enerǵıa cinética ωf = Kω0 − Ip. La tasa de ionización (probabilidad de ionización
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por unidad de tiempo) para campos débiles es del tipo

w = σ(K)

(
E2

0

ω0

)K

, (1.2)

donde σ(K) es la sección eficaz generalizada, que depende de la frecuencia y po-

larización del campo y de la estructura atómica, pero no de la intensidad de la

radiación. Es evidente que para K = 1 recuperamos la conocida fórmula para el

efecto fotoeléctrico en la que la dependencia es lineal con la intensidad del campo.

En principio, el número de fotones será el estrictamente necesario para que se

produzca la ionización. Sin embargo, cuando la intensidad del campo eléctrico

es lo suficientemente alta, pueden ocurrir procesos a un número de fotones supe-

rior al mı́nimo necesario con una probabilidad comparable, apareciendo la ioni-

zación sobre-umbral (ATI). La enerǵıa del electrón en el estado final será entonces

ωf = (K + S)ω0 − Ip, siendo S el número de fotones adicionales absorbidos. Los

primeros experimentos sobre ionización multifotónica fueron realizados en 1977 por

Lompré y otros [8], mientras que la ionización sobre-umbral fue descubierta por

Pierre Agostini y otros en 1979 [9].

Ionización por túnel

Vayamos ahora al caso en el que el parámetro de Keldysh es inferior a la unidad, lo

que acontece para frecuencias muy pequeñas y campos moderadamente intensos.

Entonces estaremos dentro del llamado régimen de ionización por túnel (TI), que

es el que más nos va a interesar debido a la peculiaridad de los armónicos generados

en él. Para entender qué ocurre en este caso es útil recordar cómo afecta un campo

eléctrico estático intenso a un átomo. Pensemos por simplicidad en un átomo de

hidrógeno en el estado fundamental. El paquete de ondas se encuentra entonces

fuertemente ligado por la barrera coulombiana tal y como vemos en la figura 1.1a.

Al aplicar un campo externo polarizado en la dirección x, el potencial instantáneo
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Figura 1.1: Esquema de la evolución del paquete atómico en ausencia de campo
externo (a), cuando el campo permite la ionización por túnel (b) y cuando el campo
es tan intenso que se produce ionización por supresión de barrera (c).

se ve modificado, pasando a ser V = −1/r + Ex (figura 1.1b). El electrón ve una

barrera de potencial que, si el campo es lo suficientemente intenso, puede atravesar

por efecto túnel. El cálculo de la tasa de ionización es relativamente sencillo en

este caso y nos lleva a la expresión [10]

w =
4

E
exp

(
− 2

3E

)
, (1.3)

que crece al aumentar la intensidad del campo aplicado, como es de esperar.

En el régimen de túnel no tenemos un campo estático pero la frecuencia es

tan pequeña que podemos utilizar una aproximación adiabática, válida cuando

el periodo óptico es mucho mayor que el tiempo de túnel. Este tiempo de túnel

puede estimarse de una manera simple como el cociente de la distancia entre los

puntos de corte de la barrera de potencial con la enerǵıa no perturbada del electrón

dividida por la velocidad con la que el electrón atraviesa dicha barrera [11, 12] y

que es τt ≈
√

Ip/E0. El electrón podrá atravesar la barrera cuando ese tiempo de

túnel sea menor que un ciclo óptico, es decir, precisamente cuando el parámetro

de Keldysh sea menor que la unidad [3, 13]. Puede suponerse entonces que el

electrón ”ve” una barrera de potencial que va evolucionando tan lentamente que

le permite escapar por túnel. Al cabo de medio ciclo el campo cambiará de signo y

una parte de la población ionizada por este mecanismo volverá a las proximidades

del núcleo. Más adelante veremos el importante efecto que tiene esta población en
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la generación de armónicos.

Ionización por supresión de barrera

El caso ĺımite del túnel es la ionización por supresión de barrera (figura 1.1c), que

tiene lugar cuando la amplitud del campo es lo suficientemente alta como para que

la barrera de potencial quede por debajo del nivel del potencial de ionización, pu-

diendo entonces el paquete electrónico abandonar libremente las proximidades del

núcleo. Para intensidades aún mayores, en contra de lo esperado intuitivamente,

la ionización no es más rápida sino que se puede llegar a un régimen de estabili-

zación en que gran parte de la población queda situada en los estados ligados más

próximos al continuo (estados de Rydberg) debido a efectos de interferencia en la

función de onda. Tanto la ionización por supresión de barrera como sobre todo la

estabilización son dif́ıciles de observar experimentalmente debido a que requieren

campos tan intensos que los átomos se han ionizado casi completamente por v́ıa

multifotónica o de túnel durante la primera parte de los pulsos láser antes de que

puedan llegar a interaccionar con la cresta de los pulsos.

1.2 Tasa de ionización en el régimen de túnel

Dado que es una expresión que vamos a usar frecuentemente a lo largo de este

trabajo, consideramos conveniente indicar la deducción de la fórmula para la tasa

de ionización en el régimen de túnel [1, 14, 15].

Partimos de la expresión que nos da la amplitud de probabilidad de una tran-

sición entre un estado inicial ligado |i〉 y uno final del continuo |f〉 y que viene

dada por el elemento de la matriz S en la imagen de interacción [13]:

aif(t) = −i
∫ t

0
〈Ψf | V (r, t′) | Ψ0

i 〉dt′. (1.4)

donde el término V (r, t) tiene que incluir en principio tanto el potencial coulom-
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biano como la interacción con el campo electromagnético.

La aproximación de Keldysh-Faisal-Reiss [3, 16, 17] (KFR en la literatura)

consiste en despreciar la contribución coulombiana sobre el estado del continuo.

En este caso el término de interacción en el gauge del momento se reduce a

V (r, t) =
p · A

c
+

A2

2c2 (1.5)

y el estado final es una onda de Volkov:

Ψ
(V )
f = exp

[
−ipr +

i

2

∫
(p +

A
c

)2dt
]
. (1.6)

Si queremos tener en cuenta el efecto del potencial atómico en el estado fi-

nal podemos usar la teoŕıa de perturbaciones y pasar de Ψ
(V )
f a IΨ

(V )
f donde la

corrección coulombiana viene dada por [14]

I = exp
(
−i

∫ −Z

r
dt

)
, (1.7)

siendo Z la carga del átomo o ion en cuestión. Esta corrección viene determinada

por los momentos en que el campo está cerca de sus valores extremos, que es cuando

la probabilidad de atravesar la barrera es máxima. Dependiendo del estado inicial

y de la polarización del campo electromagnético, la integral (1.4) tomará un valor

u otro. Por ejemplo, en el caso de un estado inicial con número cuántico principal

n y orbital l = 0 y un campo polarizado linealmente E = E0 cos ω0t x̂, la amplitud

de la transición para campos suficientemente pequeños se reduce a

anf(t) =
2n

n!

(CIZπ

n

)1/2
∫ t

0
exp [ig(t′)]dt′, (1.8)

donde CI = (2Z3/n3E0)
2n viene del término de interacción de Coulomb I y la

función g(t) está definida como

g(t) =

(
p2

2
+

Z2

2n2 +
E2

0

4ω2
0

)
t +

pxE0

ω2
0

cos ω0t −
E2

0

8ω3
0

sin 2ω0t. (1.9)
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Para resolver la integral (1.8) se van sumando las distintas contribuciones ciclo

a ciclo hasta llegar a la siguiente expresión para la probabilidad de transición

Wnf(t) = |anf(t)|2 =

∣∣∣∣∣anf

(
2π

ω0

)∣∣∣∣∣
2
ω2

0t

2π
δ

(
p2

2
+

Z2

2n2 +
E2

0

4ω2
0
− Nω0

)
. (1.10)

N es el número de fotones absorbidos en el proceso y la función δ de Dirac

expresa la conservación de enerǵıa. Para hallar la distribución angular y de enerǵıa

de los electrones ionizados en el proceso a N fotones basta dividir la anterior

expresión por el tiempo, multiplicar por la densidad de estados finales e integrar

en el momento, llegando a

dwN

dΩ
=

22n−1pω2
0ZCI

(2π)3nn!2

∣∣∣∫ 2π/ω0

0
exp [ig(t)]dt

∣∣∣2, (1.11)

donde el momento p debe cumplir la conservación de enerǵıa indicada en (1.10). La

integral en la expresión (1.11) no es fácil de resolver sin hacer más aproximaciones.

En el ĺımite de túnel, para campos por debajo de la supresión de barrera, puede

usarse el método del punto de ensilladura o de la fase estacionaria (véanse por

ejemplo [18, 19]) en el cuál sólo se considera la contribución a la integral de los

puntos más significativos, que son los puntos de retorno clásicos, es decir, aquellos

en los que ġ(t) = 0. Realizando esta aproximación e integrando en el momento

angular se llega a

wN =
ω2

0CI2
2n

2πZp
exp

(
− 2Z3

3En3 − p2γ3

3ω0

)
, (1.12)

donde γ es el parámetro de Keldysh. Finalmente, sumando al número de fotones

tendremos la probabilidad total de ionización por unidad de tiempo

w =
22nnCIE

4Zn!2

(3En3

πZ3

)1/2
exp

(
− 2Z3

3n3E

)
, (1.13)

donde se ha utilizado el hecho de que en el régimen de túnel γ << 1. Si com-

paramos con la tasa en el caso de polarización circular, en el que la amplitud del

campo es siempre la misma, observamos que

wl =
(3En3

πZ3

)1/2
wc, (1.14)
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quedando claro que esa diferencia aparece por haber promediado el campo eléctrico

a lo largo de un ciclo en el cálculo anterior. Por tanto, si queremos utilizar esa ex-

presión para un campo instantáneo dependiente del tiempo tendremos que eliminar

ese término.

Es posible realizar un cálculo similar para estados iniciales con momento an-

gular no nulo y átomos o iones diferentes del hidrógeno (suponiendo eso śı que es

válida la aproximación de un único electrón activo). El resultado general es [20]

w(|E|) = CI |Cnl|2f(l, m)
Z2

2n2

(n3|E|
2Z3

)m+1
exp

(
− 2Z3

3n3|E|
)
, (1.15)

donde n, l, m son los números cuánticos efectivos y las constantes f y Cnl se

definen como

f(l, m) =
(2l + 1)(l + |m|)!

2|m|(|m|)!(l − |m|)! , |Cnl|2 =
22n

n(n + l)!(n − l − 1)!
. (1.16)

Para obtener las expresiones promediadas basta sustituir |E| por E0 y añadir

el término (3E0n
3/πZ3)1/2. Es trivial comprobar que en el caso del estado funda-

mental del átomo de hidrógeno para un campo estacionario la expresión (1.15) se

reduce a (1.3).

La validez de estas fórmulas está restringida como hemos dicho al régimen

de túnel. Esto nos impone dos limitaciones sobre la intensidad del campo. Por

un lado, para que el parámetro de Keldysh sea inferior a uno y pueda aplicarse

la aproximación adiabática, el campo debe ser lo suficientemente intenso (o bien

su frecuencia muy pequeña, con lo cual estaŕıamos en el infrarrojo o incluso las

microondas, región espectral en la que se ha observado túnel desde los estados

de Rydberg [13, 21]). En este sentido, cuando γ ≈ 1 coexisten los mecanismos

de túnel e ionización multifotónica, pero se ha demostrado que las expresiones

obtenidas anteriormente funcionan bastante bien en esa zona fronteriza [22]. En

el otro extremo, sabemos que tampoco podemos excedernos en la intensidad del

campo para no pasar al régimen de supresión de barrera. El cálculo del valor
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cŕıtico para el que el campo electromagnético hace que la barrera quede superada

es muy sencillo si suponemos que el electrón escapa precisamente en la dirección

del campo eléctrico. En este caso basta igualar la enerǵıa de ligadura −Ip a la

suma del potencial atómico y el de interacción −Z/x + Ex, llegando a un campo

cŕıtico Ecr = I2
p/4Z [23]. Para el estado fundamental del hidrógeno su valor es

E1s
cr = 0.0625 u.a., que equivale a una intensidad de I � 1.4 × 1014 W/cm2. En

realidad, para un sistema tridimensional como es el hidrógeno este valor cŕıtico es

mayor puesto que el electrón se mueve no sólo en la dirección de polarización del

láser. La supresión de barrera real para su estado fundamental se produce para

un campo E1s
cr � 0.15 u.a. (I � 1015 W/cm2) [24, 25]. Por encima de este valor las

expresiones para la ionización por túnel sobreestiman las tasas de ionización reales

en el régimen de supresión de barrera [14].

En cualquier caso, estas fórmulas son utilizadas habitualmente en los cálculos

que conllevan ionización atómica, incluso fuera de su rango estricto de validez, de-

bido a su simplicidad y a que han sido contrastadas con resultados experimentales

con bastante éxito para distintos materiales [26]. A nosotros nos interesa espe-

cialmente el hecho de que dependen fuertemente del tiempo de forma indirecta a

través del campo oscilatorio.

1.3 Espectro de emisión de un sistema. Gene-
ración de armónicos

La generación de armónicos es quizá el proceso más caracteŕıstico de la óptica no

lineal. Desde las primeras observaciones de generación de segundo armónico en me-

dios cristalinos [27, 28], este fenómeno ha venido estudiándose de forma frecuente

debido a la disponibilidad de láseres cada vez más intensos. En medios gaseosos

poco densos pronto se pasó de observar armónicos de orden bajo explicables con

teoŕıas perturbativas a detectar armónicos de orden alto cuya intensidad no de-
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crećıa exponencialmente. Recientemente se han llegado a observar armónicos por

encima del orden 150 con láseres de neodimio (λ = 1053 nm) y de titanio-zafiro

(λ = 800 nm) [29, 30]. Actualmente en la generación de armónicos no se pretende

tanto batir marcas de frecuencia alta, puesto que ya se alcanza con cierta facilidad

la zona de los rayos X blandos, como conseguir mayores eficiencias en intensidad

y controlar las propiedades espaciales y temporales de los armónicos, aśı como

profundizar en el conocimiento de los distintos mecanismos que hacen posible la

emisión coherente en frecuencias tan altas.

La generación de armónicos es por tanto un fenómeno de carácter general.

Cuando iluminamos un medio material con un campo electromagnético intenso, se

producen en su interior una serie de oscilaciones no lineales, tanto en las cargas

libres como en las ligadas, que hacen que el campo secundario emitido por el medio

no tenga únicamente la frecuencia del incidente sino otras contribuciones, algunas

de las cuales tienen frecuencias múltiplos enteros de la inicial. Son precisamente

esas frecuencias las que llamamos armónicos.

Antes de describir la generación de armónicos en sistemas reales es conveniente

recordar qué entendemos por espectro de emisión de un sistema, tanto clásico como

cuántico. En la presente sección no utilizaremos unidades atómicas sino gaussianas,

por ser más habituales en la literatura.

1.3.1 Espectro de emisión de part́ıculas clásicas

Para hallar la enerǵıa radiada por una part́ıcula clásica acelerada es conveniente

utilizar los potenciales de Liénard-Wiechert. Dado que vamos a basarnos en ellos

cuando hablemos de las simulaciones en plasmas, no está de más recordar cómo se

calculan en el espacio tridimensional. Partamos directamente de las ecuaciones de

onda para los potenciales [31]

∇2φ − 1

c2

∂2

∂t2 φ = −4πρ, (1.17)
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∇2A − 1

c2

∂2

∂t2A = −4π

c
J, (1.18)

donde ρ y J son las densidades de carga y corriente, respectivamente, y se ha

impuesto la condición del gauge de Lorentz

∇ · A +
1

c

∂

∂t
φ = 0. (1.19)

Los campos eléctrico y magnético vendrán dados por

E = −∇φ − 1

c

∂

∂t
A, (1.20)

B = ∇× A. (1.21)

Para resolver la ecuación de ondas usamos el método de la función de Green.

El propagador retardado en el caso tridimensional es [32]

G+(r, t; r′, t′) =
δ(t′ − t + R/c)

R
; t > t′, R = |r − r′|, (1.22)

siendo la solución para el potencial escalar

φ(r, t) =
∫ ∫

G+(r, t; r′, t′)ρ(r′, t′)dr′dt′. (1.23)

Una expresión análoga se obtiene para el potencial vector sin más que sustituir

ρ por J/c. Para una sola part́ıcula de carga qm, posición rm y velocidad vm, las

densidades de carga y corriente pueden expresarse como

ρ(r, t) = qmδ[r − rm(t)] = qmδ
[
r − rm(0) −

∫ t

0
dτvm(τ)

]
, (1.24)

J(r, t) = qmvm(t)δ[r − rm(t)] = qmvm(t)δ
[
r − rm(0) −

∫ t

0
dτvm(τ)

]
.(1.25)

Sustituyendo (1.22) y (1.24) en (1.23) e integrando en t′ llegamos a

φm(r, t) = qm

∫ dr′

R
δ
[
r′ − rm(0) −

∫ t−R/c

0
dτvm(τ)

]
, (1.26)

y haciendo el cambio de variable

u = r′ − rm(0) −
∫ t−R/c

0
dτ vm(τ); du = (1 − βm · n)|t−R/c dr′, (1.27)
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siendo βm = vm/c, n = (r′−r)/R (el vector unitario en la dirección de observación)

e indicando |t−R/c que βm debe medirse en el tiempo retardado. Con este cambio

de variable la solución de (1.26) es ya sencilla:

φm(r, t) =
qm

Rn(1 − βm · nm)

∣∣∣∣∣
ret

, (1.28)

donde Rm = |r − rm|, nm = (rm − r)/Rm y ahora el tiempo retardado es t′m =

t−Rm(t′)/c y la posición rm(t′m) = rm(0)+
∫ t′m
0 dτvm(τ). Análogamente se obtiene

la expresión para el potencial vector, que resulta ser

Am(r, t) =
qmβm

Rm(1 − βm · nm)

∣∣∣∣∣
ret

. (1.29)

Una vez obtenidos los potenciales no hay más que utilizar (1.20) y (1.21) para

obtener las expresiones para los campos eléctrico y magnético. El cálculo es lige-

ramente tedioso y el resultado es [31]

Em(r, t) = qm

[
nm − βm

γ2
mR2

m(1 − βm · nm)3 +
nm × [(nm − βm) × β̇m]

cRm(1 − βm · nm)3

]∣∣∣∣∣
ret

, (1.30)

Bm(r, t) = nm

∣∣∣∣∣
ret

× Em(r, t), (1.31)

con β̇m = dβm/dt y γm = (1−β2
m)−1/2. Como es bien patente, hay dos contribucio-

nes distintas al campo eléctrico. El primer sumando en (1.30), que denotaremos

E(v)
m , va como R−2 y decae rápidamente según nos alejamos de la part́ıcula. Es

el llamado campo de velocidad o campo cercano. Por el contrario, el segundo,

llamado campo de aceleración o campo lejano por razones obvias, decrece como

R−1, es el más importante y el único que puede propagarse como una onda. Lo

denotaremos E(a)
m . A partir de ahora vamos a prescindir de los sub́ındices de las

part́ıculas para aligerar la notación.

El flujo de enerǵıa viene dado el vector de Poynting, S = c/4π E × B =

c/4π |E|2n. A partir de él puede obtenerse la potencia radiada por unidad de

ángulo sólido
dP (t)

dΩ
= R2|S(t)|. (1.32)
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Cuando la part́ıcula se mueve a una velocidad mucho menor que la de la luz

en nuestro sistema de referencia podemos aproximar el campo de aceleración por

E(a) =
q

c

[n × n × β̇

R

]∣∣∣∣∣
ret

, (1.33)

y entonces
dP (t)

dΩ
=

q2

4πc3 |v̇|
2 sin2 Θ, (1.34)

siendo Θ es el ángulo que forman la dirección de observación y la aceleración de

la part́ıcula. Sin más que integrar en el ángulo sólido tendremos la potencia total

instantánea radiada por la carga, obteniendo la conocida expresión de Larmor en

régimen no relativista [31]

P (t) =
2

3c3 |d̈(t)|2, (1.35)

donde d = qr es el momento dipolar de la part́ıcula. Dado que siempre vamos a

trabajar con señales de duración finita puesto que en las simulaciones (y también

en el laboratorio) no tiene sentido hablar de tiempo infinito, podemos definir el

espectro de potencia como

∑
n≥0

S(ωn) =
1

T

∫ T

0
P (t) dt, (1.36)

donde T es el tiempo de duración de la señal y ωn = nΔω = 2πn/T . Si descom-

ponemos la aceleración dipolar en serie de Fourier como

d̈(t) =
∞∑

n=−∞

¨̃d(ωn)e
−iωnt (1.37)

y utilizando la identidad de Parseval

1

T

∫ T

0
|d̈(t)|2 dt = 2

∞∑
n=0

| ¨̃d(ωn)|2, (1.38)

llegamos a

S(ωn) =
4

3c3 |
¨̃d(ωn)|

2
. (1.39)
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Esta expresión, como decimos, es válida en aproximación no relativista (v � c),

que en el caso de una carga moviéndose en un campo electromagnético externo

equivale a la aproximación dipolar, es decir, podemos usarla cuando la longitud

de onda del campo es mucho mayor que las dimensiones del sistema. En esta

aproximación, para obtener el espectro de emisión de un sistema y ver si es capaz

de generar armónicos bastará estudiar su aceleración dipolar.

En el caso relativista los cálculos se complican bastante. La fórmula de Larmor

para la potencia total emitida generalizada toma la forma [33]

P (t) =
2q2

3c3 γ6[β̇2 − (β × β̇)2]. (1.40)

Cuando el movimiento de la part́ıcula es periódico, el sistema sólo rad́ıa en

frecuencias múltiplo de la frecuencia propia, es decir emite armónicos ωl = lω0.

En ese caso la potencia por unidad de ángulo sólido radiada en cada modo en un

ciclo, suponiendo que el punto de observación está muy lejos de la zona en la que

se produce la aceleración, tiene la forma [31]

dS(ωl)

dΩ
=

q2ω4
0l

2

(2πc)3

∣∣∣∣∣
∫ 2π/ω0

0
dt n × (n × v)eilω0(t−n·r(t)/c

∣∣∣∣∣
2

, (1.41)

expresión que puede usarse para calcular la potencia en cada componente armónica

emitida por cargas libres en movimiento relativista. Cuando en lugar de cargas

aisladas tenemos densidades de carga y corriente, habrá que sustituir qv por J. En

el caso de medios extensos utilizaremos como espectro el módulo al cuadrado de la

transformada de Fourier del campo medido a una distancia suficiente del medio,

que es proporcional a dS/dΩ.

1.3.2 Espectro de un sistema cuántico

En el caso de un sistema cuántico la cosa es bastante más complicada y un estudio

profundo excede las posibilidades de este trabajo. Aqúı nos limitaremos a esbozar

un tratamiento muy simple que va a permitirnos relacionar el espectro cuántico con
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el de un electrón clásico [34, 35, 36]. Estudios muy completos sobre los espectros

clásico y cuántico pueden encontrarse por ejemplo en las referencias [37, 38].

Partamos del hamiltoniano que describe la interacción del sistema atómico con

el campo externo en aproximación dipolar

H = HA + HF − d · E. (1.42)

HA y HF son respectivamente los hamiltonianos del átomo y del campo y −d·E
es el término de interacción. El hamiltoniano del campo, sin incluir la enerǵıa del

punto cero, es HF =
∑

k,λ h̄ωka
†
k,λak,λ, siendo ωk = kc. La expresión para el

operador campo eléctrico se escribe como

E = i
∑
k,λ

(2πh̄ωk

V0

)1/2
(ak,λ − a†

k,λ)ε̂k,λ, (1.43)

donde ak,λ y a†
k,λ son los operadores destrucción y creación de una onda plana con

vector de ondas k y polarización λ, V0 es el volumen de cuantización y los vectores

reales unitarios ε̂k,λ constituyen una base de polarización lineal. El hamiltoniano

(1.42) se escribe entonces como

H = HA +
∑
k,λ

h̄ωka
†
k,λak,λ − ih̄

∑
k,λ

Ck,λdk,λ(ak,λ − a†
k,λ), (1.44)

con Ck,λ = (2πωk/h̄V0)
1/2 y dk,λ = d · ε̂k,λ. Utilizando las ecuaciones de movimiento

de Heisenberg, la evolución del operador destrucción vendrá dada por

ih̄
dak,λ

dt
= [ak,λ, H] (1.45)

Es fácil ver entonces que

ȧk,λ = −iωkak,λ + Ck,λdk,λ, (1.46)

ecuación que puede resolverse de manera formal para obtener

ak,λ(t) = ak,λ(0)e−iωkt + Ck,λ

∫ t

0
dk,λ(t

′)eiωk(t′−t)dt′. (1.47)
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Sin más que tomar complejos conjugados se obtiene la ecuación correspondiente

al operador creación. El intercambio de enerǵıa del sistema con el campo durante

el tiempo de interacción vendrá dado por

1

T

∫ T

0
dt P (t) =

1

T

∑
k,λ

h̄ωk〈a†
k,λ(t)ak,λ(t)〉. (1.48)

El número de fotones en el modo (k, λ), utilizando (1.47), será

〈a†
k,λ(t)ak,λ(t)〉 = 〈a†

k,λ(0)ak,λ(0)〉

+ 2Re
[
Ck,λ

∫ t

0
〈a†

k,λ(0)dk,λ(t
′)〉e−iωkt

′
dt′

]

+ |Ck,λ|2
∫ t

0
dt′

∫ t

0
dt′′〈d†

k,λ(t
′)dk,λ(t

′′)〉eiωk(t′′−t′). (1.49)

Es claro que el primer término representa el número de fotones en el momento

inicial y será nulo si al inicio de la interacción los modos correspondientes están

desexcitados. En cuanto al segundo sumando, corresponde a la absorción o emisión

estimulada en el modo (k, λ), es decir, en la misma frecuencia y polarización del

campo externo. Si dicho modo es inicialmente un estado coherente |αk,λ〉 tendremos

que αk,λ|αk,λ〉 = α(k,λ)|αk,λ〉 y entonces

2Re
[
Ck,λ

∫ t

0
〈α†

k,λ(0)dk,λ(t
′)〉e−iωkt

′
dt′

]
= 2Re

[
α(k,λ)Ck,λ

∫ t

0
〈dk,λ(t

′)〉e−iωkt
′
dt′

]
.

(1.50)

Por tanto el valor esperado de la proyección del dipolo en la dirección de po-

larización del campo nos da el espectro de absorción o emisión estimulada. Evi-

dentemente, este término también se anula si inicialmente el modo |ak,λ〉 está

desexcitado, aśı que el único término que nos interesa es el tercero, resultante del

escáterin y la emisión espontánea y que depende de la función de correlación del

dipolo:

〈a†
k,λ(t)ak,λ(t)〉(S) = |Ck,λ|2

∫ t

0
dt′

∫ t

0
dt′′〈d†

k,λ(t
′)dk,λ(t

′′)〉eiωk(t′′−t′) (1.51)
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Muchas veces se hace la aproximación 〈d†(t′)·d(t)〉 � 〈d†(t′)〉·〈d(t)〉 y entonces

el espectro se calcula con

〈a†
k,λ(t)ak,λ(t)〉(S) ≈ |Ck,λ|2

∣∣∣∫ t

0
dt′〈dk,λ(t

′)〉eiωkt
′ ∣∣∣2. (1.52)

La aproximación sólo está justificada si pensamos en un sistema de N átomos

en lugar de en uno aislado. En ese caso dk,λ =
∑

i dk,λ,i y tendremos que (1.51) se

convierte en

〈a†
k,λ(t)ak,λ(t)〉(S) = |Ck,λ|2

N∑
i=1

N∑
j=1

∫ t

0
dt′

∫ t

0
dt′′〈d†

k,λ,i(t
′)dk,λ,j(t

′′)〉eiωk(t′′−t′). (1.53)

Si los distintos átomos están lo suficientemente separados podremos despreciar

la interacción entre ellos, verificándose 〈d†
k,λ,i(t

′)dk,λ,j(t
′′)〉 = 〈d†

k,λ,i(t
′)〉〈dk,λ,j(t

′′)〉
para i 
= j. Tendremos entonces que 〈a†

k,λ(t)ak,λ(t)〉(S) = C
(S)
N + I

(S)
N con

C
(S)
N = |Ck,λ|2

N∑
i,j=1,i
=j

∫ t

0
dt′

∫ t

0
dt′′〈d†

k,λ,i(t
′)〉〈dk,λ,j(t

′′)〉eiωk(t′′−t′)

� N 2|Ck,λ|2
∣∣∣∫ t

0
dt′〈d†

k,λ,i(t
′)〉e−iωkt

′ ∣∣∣. (1.54)

I
(S)
N = |Ck,λ|2

N∑
i=1

∫ t

0
dt′

∫ t

0
dt′′〈d†

k,λ,i(t
′)dk,λ,i(t

′′)〉eiωk(t′′−t′)

� N |Ck,λ|2
∫ t

0
dt′′〈d†

k,λ,i(t
′)dk,λ,i(t

′′)〉eiωk(t′′−t′), (1.55)

donde hemos supuesto que todos los átomos ven el mismo campo, esto es, que la

aproximación dipolar sigue siendo válida. Cuando el número de átomos es alto, la

parte C
(S)
N , llamada coherente, es mucho mayor que la incoherente, I

(S)
N , teniendo

sentido entonces hallar el espectro a partir del valor esperado del momento dipolar

y no de su correlación. La importancia del término incoherente ha sido estudiada

para átomos de dos niveles [39] e hidrogenoides [40], pero aqúı no vamos a entrar

en ello. Con esta aproximación y utilizando (1.48) tendremos

1

T

∫ T

0
dt P (t)(S) =

∑
k,λ

2πω2
k

V0

∫ T

0
dt′

∫ T

0
dt′′〈d†

k,λ(t
′)〉〈dk,λ(t

′′)〉eiωk(t′′−t′). (1.56)
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Definiendo las componentes de Fourier del dipolo como

d̃k,λ(ωk) =
1

T

∫ T

0
dt e−iωkt〈dk,λ(t)〉, (1.57)

y transformando la suma sobre los vectores de onda en el espacio rećıproco en

suma sobre las frecuencias integrando en el ángulo sólido

∑
k

=
∑
n

∫ k2 dΩ(
2π
L0

)2 , (1.58)

llegamos a
1

T

∫ T

0
dt P (t)(S) =

∑
n≥0

ω2
n

2πc3

∫
dΩ

∑
λ

|d̃n,λ(ωn)|2, (1.59)

donde hemos usado que la longitud de cuantización es L0 = V
1/3

0 = cT , puesto que

Δk = Δω/c. Integrando en el ángulo sólido y sumando a las dos polarizaciones

tenemos que

1

T

∫ T

0
dt P (t)(S) =

∑
n≥0

S(ωn) =
∑
n≥0

4

3c3 ω4
n|d̃(ωn)|2. (1.60)

Para una señal armónica se verifica que
¨̃d(ω) = ω2d̃(ω) y recuperamos la

expresión clásica (1.39). En este caso la aceleración dipolar es la derivada segunda

del valor esperado del operador momento dipolar. En el caso general, y debido a

que en la práctica, como hemos dicho, no puede calcularse un espectro integrando

hasta tiempo infinito sino hasta un tiempo máximo T , se verifica trivialmente que

∫ T

0
e−iωtd̈(t)dt = e−iωT ḋ(T ) + iωeiωTd(T ) − ω2

∫ T

0
e−iωtd(t)dt, (1.61)

por lo que cuando el dipolo y su velocidad se anulen en t = T , la diferencia entre

el espectro calculado con la aceleración dipolar y el calculado con el dipolo será el

factor ω4 pero en general esto no será aśı, especialmente cuando hay una ionización

considerable, puesto que en ese caso el dipolo será bastante grande al final del

cálculo. Por ello se utiliza la aceleración dipolar en lugar del dipolo, aplicando
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habitualmente el teorema de Ehrenfest [41, 42, 43] y hallando la aceleración dipolar

mediante

d̈(t) = 〈−∇H〉. (1.62)

En este trabajo, cuando hablemos de espectros atómicos, utilizaremos la ex-

presión análoga a la clásica (1.39) sin el prefactor. En el caso del sistema de dos

niveles el cálculo es muy sencillo. Cuando comparemos con espectros del átomo de

hidrógeno, la aceleración dipolar se hallará con (1.62).

1.4 Generación de armónicos en átomos

Vamos a repasar ahora las principales caracteŕısticas del espectro de armónicos ge-

nerado por un átomo de hidrógeno en presencia de un pulso láser intenso. Elegimos

el hidrógeno por un motivo fundamental: es el único sistema real que ha podido si-

mularse hasta ahora de forma exacta resolviendo la ecuación de Schrödinger depen-

diente del tiempo. Recientemente ha habido intentos de resolver el siguiente átomo

en complejidad, el de helio, pero para rangos muy restringidos de los parámetros

del campo y con grandes dificultades [44, 45]. Por supuesto, los resultados del

hidrógeno son extrapolables automáticamente a los demás iones hidrogenoides sin

más que reescalar las variables atómicas, y en principio a cualquier sistema atómico

en el que la aproximación de un único electrón activo funcione correctamente (los

metales alcalinos especialmente). En cualquier caso, las caracteŕısticas generales

del espectro de armónicos del hidrógeno se han observado también en multitud

de experimentos con distintos gases. Los espectros que vamos a mostrar en este

caṕıtulo se han calculado con un pulso de forma trapezoidal de longitud diez ciclos

ópticos tal y como puede verse en la figura 1.2. Cuando hablemos de la amplitud

del campo nos referiremos a la zona de envolvente constante, que es la única que

consideramos para calcular los espectros.

Comencemos por el caso en el que el campo es tan poco intenso que la io-
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Figura 1.2: Esquema de la forma del pulso láser utilizado en el cálculo de los
espectros.

nización es despreciable. En esta situación sólo serán relevantes las transiciones

entre estados ligados. La generación de armónicos se produce cuando el electrón

absorbe un número K de fotones para pasar de un estado inicial |i〉 a otro final |f〉
a través de estados intermedios virtuales, tal y como explicábamos en la sección

1.1 y esquematizamos en la figura 1.3. Como el estado excitado no es estable, el

electrón volverá a desexcitarse emitiendo un sólo fotón de enerǵıa Kω0. Debido a

la simetŕıa del potencial coulombiano el número K deberá ser impar pues en otro

caso la transición no estará permitida. La intensidad relativa de los armónicos en

general irá decreciendo dependiendo de los parámetros del campo. La existencia de

estados intermedios (o finales) resonantes con la frecuencia del láser puede hacer

que esto no sea siempre aśı.

En la figura 1.4 podemos ver un espectro de armónicos t́ıpico de las transiciones

multifotónicas entre estados ligados. Son visibles unos pocos armónicos junto a

otras frecuencias relevantes determinadas por las distintas resonancias.
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Figura 1.3: Esquema del proceso de generación de armónicos entre estados ligados.

Figura 1.4: Espectro de armónicos del hidrógeno en el caso de un pulso con fre-
cuencia ω0 = 0.1 u.a. y amplitud E0 = 0.02 u.a.
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Figura 1.5: Esquema del proceso de generación de armónicos en régimen de io-
nización multifotónica. Los fotones representados con flechas blancas indican la
posibilidad de ionización sobre umbral.

Si nos vamos al régimen de ionización multifotónica el mecanismo será muy

parecido, pero en este caso la enerǵıa de la transición será mayor que el potencial

de ionización y el estado superior no será un estado ligado sino uno del continuo.

El esquema será el de la figura 1.5. En este caso la cantidad de armónicos visibles

aśı como su intensidad dependerán fundamentalmente de la amplitud del campo

eléctrico: cuanto mayor sea ésta, mayor probabilidad tendrán los distintos canales

de ionización sobre-umbral y por tanto los armónicos más altos. En la figura 1.6

podemos ver un ejemplo de espectro en régimen multifotónico. El aspecto es muy

parecido al caso en que no hay ionización pero los picos son bastante más intensos

y la importancia relativa de las resonancias intermedias es mucho menor. Los

armónicos a partir del séptimo corresponden a procesos sobre umbral cada vez

menos probables.

Como ya sabemos, la dinámica en el caso del régimen de ionización por túnel es

diferente a la del multifotónico y esto va a repercutir en el espectro de armónicos.

Su forma tiene unas caracteŕısticas peculiares, observadas en los experimentos y

en las primeras simulaciones realizadas por Krause y otros [42]. Puede haber unos

cuantos armónicos de orden bajo cuyas intensidades decrezcan exponencialmente

siguiendo las leyes perturbativas, a continuación de los cuales aparece una amplia
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Figura 1.6: Espectro de armónicos del hidrógeno en el caso de un pulso con fre-
cuencia ω0 = 0.1 u.a. y amplitud E0 = 0.04 u.a.

región de armónicos de intensidad parecida, que llamaremos meseta (plateau en la

literatura) y que finaliza de forma abrupta a una determinada frecuencia de corte

que sigue la ley emṕırica

ωco = Ip + 3.17Up. (1.63)

A partir de dicha frecuencia la intensidad de los armónicos decae rápidamente y

apenas son visibles. En la figura 1.7 observamos un caso de espectro en el régimen

de ionización por túnel. La diferencia con los casos anteriores resulta patente.

Observando la expresión (1.63), resulta claro que podŕıamos aumentar la fre-

cuencia máxima disminuyendo todo lo posible la frecuencia del campo y aumen-

tando su intensidad. En efecto, como ya hemos mencionado han sido observados

armónicos por encima del orden 150 para longitudes de onda incidentes en el rango

del visible. A pesar de todo, y por desgracia, este proceso no es la panacea univer-

sal. En primer lugar, si intentamos aumentar mucho la intensidad del pulso láser

sabemos que iremos al régimen de supresión de barrera. En este caso la frecuencia
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Figura 1.7: Espectro de armónicos del hidrógeno en el caso de un pulso con fre-
cuencia ω0 = 0.04 u.a. y amplitud E0 = 0.06 u.a. La flecha indica la posición de
la frecuencia dada por (1.63).

máxima no sigue la ley (1.63) y, lo que es más grave, la visibilidad de los armónicos

resulta seriamente deteriorada, tal y como podemos ver en la figura 1.8. En se-

gundo lugar, y no menos importante, los armónicos emitidos por cada átomo en

general no van a sumarse coherentemente sino que debido a efectos de desajuste de

fase van a perderse en el proceso de propagación. Como veremos, estos desajustes

serán tanto mayores cuanto más denso sea el medio y por tanto la observación de

estos armónicos altos sólo será posible en medios muy tenues y, por consiguiente,

con una eficiencia baja.

Para explicar este comportamiento extraño de los armónicos generados en el

régimen de túnel han aparecido en los últimos años varias teoŕıas. Aqúı vamos a

recordar las dos que, con innumerables añadidos posteriores, han tenido más éxito

y ofrecen una mejor comprensión del fenómeno f́ısico. Serán además en las que nos

apoyaremos cuando estudiemos el efecto de las transiciones entre estados ligados
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Figura 1.8: Espectro de armónicos del hidrógeno en el caso de un pulso con fre-
cuencia ω0 = 0.04 u.a. y amplitud E0 = 0.15 u.a. La frecuencia máxima en este
caso apenas llega a 1.6Up.

en el régimen de túnel.

1.4.1 Modelo clásico

Suele conocerse en la literatura como modelo del hombre ingenuo (simple man’s

model en inglés) y se trata del más sencillo de los modelos posibles. En esencia

consiste en suponer que una vez que una parte del paquete de ondas electrónico se

ha ionizado, se comporta como si fuera una part́ıcula clásica sometida únicamente

al campo electromagnético externo, despreciando tanto el efecto del potencial cou-

lombiano como la fenomenoloǵıa propia de un paquete de ondas cuántico (difusión,

efectos coherentes, etc.) Este modelo fue propuesto por van Linden y Muller [46],

y Gallagher [47] para estudiar la ionización sobre umbral y utilizado por Corkum

[48], y Kulander y Schafer [49] para explicar la meseta en los armónicos generados

en el régimen de túnel.
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Supongamos pues que tenemos una part́ıcula ionizada en el instante t0 sometida

a un campo externo monocromático y linealmente polarizado en la dirección x. Las

ecuaciones de evolución clásicas serán

d2x

dt2 = −E0 sin(ω0t) (1.64)

dx

dt
=

E0

ω0
[cos(ω0t) − cos(ω0t0)] + v0(t0) (1.65)

x = − E0

ω0
2 [ω0(t − t0) cos(ω0t0) + sin(ω0t0) − sin(ω0t)]

+ v0(t0)(t − t0) + x0(t0). (1.66)

Hemos despreciado los efectos relativistas (campo magnético y término de

masa) puesto que en el régimen de túnel la intensidad del campo es tan pequeña que

son apenas perceptibles. Podemos ver que la velocidad incluye dos términos, uno

de deriva, vd = v0(t0)−E0/ω0 cos(ω0t0) y otro ponderomotriz, vp = E0/ω0 cos(ω0t),

que describe la oscilación en el seno del campo externo. Debido a esto la trayectoria

depende fuertemente de la fase del campo eléctrico en el momento de la ionización,

ω0t0. Habrá part́ıculas que vuelvan a la posición inicial una, varias o ninguna vez.

Las que lo hagan habrán adquirido una determinada enerǵıa cinética del campo.

Lo que este modelo propone es que en la recolisión con el núcleo atómico hay una

probabilidad de que la part́ıcula se recombine y decaiga al estado fundamental

emitiendo un fotón cuya enerǵıa sea precisamente la de la part́ıcula: la cinética

más la potencial (el potencial de ionización). Para calcular la enerǵıa cinética en el

momento de la recolisión podemos suponer que en el régimen de túnel la velocidad

inicial es cero al tratarse de un proceso adiabático y ser el valor esperado de la

velocidad en el estado inicial nulo. La posición inicial x0(t0) vendrá dada por la

forma de la barrera de potencial, pero en primera aproximación podemos también

suponer que es muy pequeña en comparación con la excursión que experimentará

el electrón y hacer x0(t0) 
 0. En este caso basta buscar las soluciones x(t) = 0,

t > t0 en (1.66) y hallar T (t) = v2(t)/2.
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Figura 1.9: Trayectorias de las part́ıculas ionizadas en función de la fase inicial (a).
En ĺınea continua se representan las trayectorias que vuelven a cruzar por x = 0, en
ĺınea de puntos las que no vuelven nunca. La ĺınea de trazos representa la amplitud
del campo eléctrico. En la gráfica (b) representamos las enerǵıas cinéticas en el
momento de la primera recolisión de las part́ıculas que regresan.
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En la figura 1.9a hemos representado las trayectorias de las part́ıculas ioni-

zadas en medio ciclo en función de la fase inicial. Puede observarse cómo so-

lamente regresan a x = 0 aquellas que abandonan el átomo con fases iniciales

ω0t0 ∈ [π/2, π] ∪ [3π/2, 2π]. En la figura 1.9b podemos ver la enerǵıa cinética en

el momento de la primera recolisión de las part́ıculas que vuelven. El máximo

de enerǵıa toma un valor que nos es familiar, TM = 3.17Up, precisamente para

ω0t0 
 107◦, 287◦. En sucesivas recolisiones esta enerǵıa cinética máxima no au-

menta.

Vemos por lo tanto que una imagen clásica tan sencilla nos ofrece una primera

explicación de qué es lo que está ocurriendo para que se generen armónicos tan

altos en el régimen de túnel. El modelo es extrapolable a reǵımenes diferentes. En

el caso de la ionización multifotónica la diferencia es que ya no podemos considerar

nula la velocidad inicial sino que ésta vendrá dada por el exceso de enerǵıa tomada

del campo, v0(t0) = [2(Kω0 − Ip − Up)]
1/2. Debido a esta nueva contribución a la

velocidad de deriva las trayectorias estarán desplazadas y habrá menos part́ıculas

que vuelvan con enerǵıa cinética alta. Si a esto añadimos que en este régimen

la enerǵıa ponderomotriz es mucho menor en número de fotones, vemos que será

bastante más dif́ıcil obtener armónicos de orden muy alto. La única posibilidad es

aumentar la intensidad del campo y conseguir que la probabilidad de las ioniza-

ciones sobre umbral a muchos fotones sean elevadas, aunque en este caso también

decrece la probabilidad de que los electrones vuelvan al núcleo. En cuanto al caso

de supresión de barrera, los electrones ionizados antes de que el campo baje el po-

tencial hasta su nivel de enerǵıa (bien por túnel o bien por absorción multifotónica)

se comportan tal y como hemos explicado. A partir de ese momento todos que-

darán libres de forma instantánea y tendrán muy poca probabilidad de retornar al

núcleo. Esto explica la disminución en intensidad y número de los armónicos altos

en el régimen de supresión de barrera [50].
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1.4.2 Modelo cuántico

Es indudable que el modelo del hombre ingenuo resulta muy atractivo porque

ofrece una explicación sencilla y comprensible del mecanismo de generación de

armónicos durante la ionización atómica. Pese a todo, no podemos olvidar las

muchas limitaciones que lo hacen insatisfactorio y que provienen de su naturaleza

puramente clásica. Un modelo cuántico mucho más convincente fue propuesto en

1994 por Lewenstein y otros [51]. Este modelo resuelve la ecuación de Schrödinger

dependiente del tiempo del sistema atómico partiendo de cuatro aproximaciones:

(a) considera que el único estado ligado relevante es el fundamental, negando el

efecto del resto; (b) supone que la pérdida de población en el estado fundamental

debida a la ionización es despreciable; (c) el electrón en el continuo se comporta

como un paquete de ondas libre sometido al campo externo, negando el efecto

del potencial atómico y (d) se desprecia el efecto de las transiciones entre estados

del continuo de distinta enerǵıa. Estas cuatro aproximaciones limitan bastante la

validez del modelo. Respecto a la tercera, es equivalente a la teoŕıa de Keldysh,

Faisal y Reiss que ya hemos comentado y podemos aceptarla siempre que la enerǵıa

ponderomotriz sea lo suficientemente grande, por ejemplo en el régimen de túnel. Si

nos restringimos a dicho régimen la cuarta tiene bastante sentido, pero deja de ser

aceptable en el caso de la ionización sobre umbral. La (a) es bastante cuestionable y

es uno de los puntos a los que intentaremos dar respuesta en este trabajo. Lo mismo

ocurre con la (b), que en principio parece poco aceptable cuando precisamente

estamos estudiando reǵımenes de ionización. En el trabajo original se corrige el

modelo introduciendo la ionización mediante una tasa de ionización constante y

viendo que en este caso la generación de armónicos no cambia demasiado. También

estudiaremos esto más adelante. Para empezar, aceptemos las cuatro condiciones
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y pensemos que la función de onda electrónica puede ser expresada como

|ψ(t)〉 = eiIpt
(
a(t)|0〉 +

∫
dv b(v, t)|v〉

)
, (1.67)

donde a(t) 
 1 es la amplitud del estado fundamental, b(v, t) las de los estados del

continuo y la exponencial representa las oscilaciones del estado fundamental con

su frecuencia propia Ip. La ecuación de Schrödinger en aproximación dipolar en el

gauge de la posición nos dice que

i
∂

∂t
|ψ(t)〉 =

[
−1

2
∇2 + V (r) − E sin(t)x

]
|ψ(t)〉, (1.68)

donde suponemos que el campo está linealmente polarizado en la dirección x y las

unidades de frecuencia y enerǵıa son las del campo. Introduciendo (1.67) en (1.68)

llegamos a

ḃ(v, t) = −i
(v2

2
+ Ip

)
b(v, t) − E sin(t)

∂b(v, t)

∂vx

+ iE sin(t)dx(v), (1.69)

siendo d(v) = 〈v|r|0〉 el elemento de matriz dipolar de la transición cuya compo-

nente a lo largo de la dirección de polarización del campo es dx(v) y que reúne

toda la información que nos interesa sobre el átomo. La ecuación (1.69) puede

resolverse de manera formal como ya sabemos:

b(v, t) = i
∫ t

0
dt′E sin(t′)dx(v + A(t) − A(t′))

× exp
{
−i

∫ t

t′
dt′′

[
(v + A(t) − A(t′′))2/2 + Ip

]}
. (1.70)

A(t) = E cos(t)x̂ es el potencial vector del campo. Introduciendo (1.70) en (1.68)

podemos hallar el momento dipolar haciendo uso de la aproximación (d)

x(t) = 〈ψ(t)|x|ψ(t)〉 = 2Re
∫

dvd∗
x(v)b(v, t)

= 2Re

[
i
∫ t
0 dt′

∫
dpE sin(t′)dx(p − A(t′))d∗

x(p − A(t))e[−iS(p,t,t′)]

]
, (1.71)

donde hemos introducido el momento canónico p = v+A(t) y la integral de acción

S(p, t, t′) =
∫ t

t′
dt′′

( [p − A(t′′)]2

2
+ Ip

)
. (1.72)
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La interpretación de (1.71) es la siguiente: E sin(t′)dx(p − A(t′)) es la amplitud

de probabilidad de que el electrón pase del estado fundamental a uno del continuo

con momento canónico p en el instante t′. El paquete de ondas se propaga entonces

en el seno del campo adquiriendo una fase dada por la exponencial compleja de

la acción S(p, t, t′) sin variar su momento canónico (despreciamos el efecto del

potencial atómico). Finalmente, el electrón se recombina en el instante t′ con una

amplitud de probabilidad dada por d∗
x(p − A(t)).

Para resolver la integral sobre el momento en (1.71) volvemos a utilizar el

método del punto de ensilladura. La justificación está en que los momentos di-

polares vaŕıan mucho más lentamente que la acción clásica y por tanto podemos

aproximar el valor de la integral a la contribución de los puntos en que el gradiente

(en p) de ésta se anula, que son precisamente aquellos en que el electrón ionizado

en tiempo t′ vuelve a la misma posición en el instante t:

∇pS(p, t, t′) = r(t) − r(t′) = 0. (1.73)

Por otro lado, es evidente que r(t) debe estar muy cercano al origen para que las

transiciones puedan producirse. Esto se comprueba cuando tomamos el momento

dipolar dx(p − A(t′)) calculado para el potencial coulombiano y vemos que su

transformada de Fourier está localizada en torno al núcleo en la escala del radio de

Bohr. Justificamos de este modo el resultado del modelo del hombre sencillo, al ser

la contribución de los electrones que escapan del núcleo y vuelven a él tras oscilar

en el campo externo la más importante en el momento dipolar y por tanto en la

generación de armónicos. Con estas consideraciones, el resultado para el dipolo es

x(t) = 2Re

[
i
∫ ∞

0
dτ

( π

ε + iτ/2

)3/2
d∗

x(pest(t, τ) − Ax(t))

dx(pest(t, τ) − Ax(t − τ))E sin(t − τ) exp[−iSest(t, τ)]

]
. (1.74)

En la expresión anterior se ha introducido el tiempo de retorno τ = t − t′, los
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valores estacionarios de la componente x del momento

pest(t, τ) = E[sin(t) − sin(t − τ)]/τ (1.75)

y de la acción semiclásica

Sest(t, τ) =
1

2

∫ t

t−τ
dt′′(pest − A(t′′))

= (Ip + Up)τ − 2Up[1 − sin(τ)]/τ − UpC(τ) sin(2t − τ), (1.76)

siendo C(τ) = cos(τ) − 4 cos2(τ/2)/τ . El factor [π/(ε + iτ/2)]3/2 indica el efecto

del ensanchamiento del paquete de ondas durante su excursión en el continuo.

Para estudiar el espectro de emisión del átomo hay que hallar las componentes de

Fourier del dipolo, definidas como

x2K+1 =
1

2π

∫ t0+2π

t0
dt x(t)e(2K+1)it. (1.77)

Las componentes pares serán nulas debido a la simetŕıa del potencial. Para

calcular cada componente habrá que resolver una doble integral en las variables t

y τ -véanse (1.74) y (1.77)-. Dichas integrales pueden calcularse una vez más por el

método del punto de ensilladura, que será tanto mejor aproximación cuanto mayo-

res sean la enerǵıa ponderomotriz, el potencial de ionización y el orden armónico

K. Si aplicamos este método obtenemos dos condiciones añadidas a la ya conocida

(1.73)

∂S(p, t, τ)

∂τ
=

[p − A(t − τ)]2

2
+ Ip = 0, (1.78)

∂S(p, t, τ)

∂t
=

[p − A(t)]2

2
− [p − A(t − τ)]2

2
= 2K + 1. (1.79)

La primera de estas nuevas condiciones, si Ip fuera cero, lo que nos dice es

que la velocidad inicial del electrón cuando abandona el núcleo debe ser cero,

v(t − τ) = pest(t, τ) − A(t − τ) = 0. El potencial de ionización no es cero, lo que

implica que para atravesar la barrera el electrón debe tener una enerǵıa cinética
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negativa en el instante t − τ . Este problema queda resuelto si pensamos en un

τ complejo, cuya parte imaginaria seŕıa el tiempo de túnel (tiempo que tarda el

electrón en atravesar la barrera). De cualquier modo, en el régimen de túnel el

potencial de ionización es mucho menor que la enerǵıa ponderomotriz y podemos

suponer que la velocidad de partida es muy pequeña, recuperando aśı otra de las

condiciones básicas en el modelo clásico, en el que impońıamos que la velocidad

inicial de los electrones ionizados fuera cero. Por su parte, la condición (1.79) no es

más que la ley de conservación de la enerǵıa, como observamos sin más que sustituir

en ella (1.78). Lo que nos dice por tanto esta expresión es que la máxima frecuencia

emitida viene dada por la enerǵıa cinética máxima del electrón en el momento de

la recolisión, tal y como propońıa el modelo clásico. En realidad, para obtener

la ley que nos da la frecuencia de corte habŕıa que resolver de manera exacta

el sistema de ecuaciones que definen las tres condiciones de punto de ensilladura

sobre las variables p, t y τ -ecuaciones (1.73), (1.78) y (1.79)-. Anaĺıticamente

esto es bastante complicado pero numéricamente es posible hacerlo. El resultado

es ligeramente distinto al fenomenológico:

(2K + 1)max = 3.17Up + F (Ip/Up)Ip. (1.80)

El factor F (Ip/Up) toma el valor 1.32 cuando Ip/Up � 0 y va decreciendo cuando

ese cociente aumenta. La diferencia con el valor predicho clásicamente es por tanto

muy pequeña y puede deberse a varios factores: por un lado el electrón no se ioniza

exactamente en x = 0 puesto que tiene que atravesar la barrera de potencial;

además el paquete de ondas se va expandiendo y esto hace que baje ligeramente la

contribución al espectro de los electrones con mayor enerǵıa cinética; por último,

al ser el momento dipolar atómico singular en el punto de ensilladura de la integral

en el caso del potencial coulombiano, hay que añadir alguna corrección adicional a

las integrales que hace que la frecuencia de corte también baje aproximándose al

valor clásico.
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Vemos cómo este segundo modelo está mucho más trabajado y ofrece más

consistencia que el del hombre ingenuo. Sin embargo aún presenta una serie de

problemas debidos a las suposiciones iniciales.

1.4.3 Resolución de la ecuación de Schrödinger depen-
diente del tiempo

Sin duda, el camino más directo para estudiar la interacción de un átomo hi-

drogenoide con un pulso láser intenso es resolver la ecuación de Schrödinger de-

pendiente del tiempo. Esta opción no puede considerarse un modelo más como

los dos anteriores desde el momento en que suponemos que la evolución de un

sistema atómico en el régimen no relativista viene perfectamente definida por la

ecuación de Schrödinger y por lo tanto sus resultados son en este sentido exactos.

El único problema que presenta, aparte de los puramente numéricos puesto que

anaĺıticamente no ha sido posible resolverla hasta el momento, es que es dif́ıcil

desbrozar los resultados para extraer información acerca de los mecanismos f́ısicos

que los generan, ya que están incluidos todos los acoplamientos posibles entre el

campo externo y la estructura atómica. De todos modos, para contrastar la validez

de cualquier modelo más simple resulta indispensable comparar sus resultados con

la realidad dada por la ecuación de Schrödinger -en la realidad experimental no es

fácil someter a un átomo de hidrógeno aislado a un campo intenso y observar las

consecuencias prescindiendo de la interacción con el resto del universo-.

La ecuación de Schrödinger para el hidrógeno en aproximación dipolar y en el

gauge de la posición es

i
∂

∂t
ψ(r, t) =

[
−1

2
∇2 − 1

r
− E(t)x

]
ψ(r, t), (1.81)

donde hemos elegido un campo polarizado linealmente en la dirección x. Las pri-

meras soluciones numéricas de esta ecuación datan de finales de la pasada década

[52, 53, 54, 55]. Hay varios métodos para resolverla. El más usado consiste en des-
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componer la función de onda en sus partes angular y radial, reduciendo el problema

a un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales del tiempo y la coordenada ra-

dial para cada componente angular. En principio este conjunto es infinito, pero

se observa que basta considerar un número reducido de momentos angulares para

obtener resultados satisfactorios. No existe una regla fija para determinar el mo-

mento angular máximo sino que más bien se trata de probar y ver que casi toda

la población está incluida en los estados que consideramos. En nuestro caso se ha

tomado lmax = 70. La forma de resolver las ecuaciones para cada función angular

parcial tampoco es única, habiendo varios algoritmos posibles. No vamos a en-

trar en detalles puesto que únicamente resolveremos esta ecuación para contrastar

sus resultados con los de nuestros modelos y es un tema ampliamente explicado

en multitud de publicaciones (véanse por ejemplo [4, 7]). Nosotros seguiremos el

esquema desarrollado en nuestro grupo y explicado en [56].

Por tanto, la resolución de la ecuación de Schrödinger tridimensional para el

hidrógeno es relativamente sencilla hoy d́ıa, pero aún aśı requiere un tiempo de

cálculo no despreciable, más aún si el campo es muy intenso y necesitamos una

red espacial muy grande para seguir la evolución de toda la función de onda.

Por ello se han utilizado hasta la fecha modelos unidimensionales que reproducen

con mejor o peor fortuna los resultados de la ecuación tridimensional. Como en

cualquier cálculo unidimensional, para que tenga sentido es forzoso que el campo

esté linealmente polarizado y considerar que toda la dinámica importante está en

la dirección de polarización. Eso será cierto para campos bastante intensos. La

ecuación unidimensional tomará la forma

i
∂

∂t
ψ(x, t) =

[
−1

2

∂2

∂x2 + V (x) − E(t)x
]
ψ(x, t). (1.82)

El mayor problema reside en encontrar un potencial atómico que sustituya

al coulombiano. La elección más obvia es V (x) = −1/|x| pero como todo lo

que parece fácil a primera vista, en la práctica presenta problemas debido a la
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singularidad en el origen que no es posible evitar como en el caso del potencial

coulombiano tridimensional. Esta singularidad provoca una degeneración en los

niveles de enerǵıa y una gran inestabilidad [57]. Por eso se ha venido usando

un potencial no singular llamado potencial de Coulomb de núcleo blando o de

Rochester [58, 59, 60, 61] de la forma V (x) = −Z/
√

a2
0 + x2. La mayor ventaja de

este potencial es que se comporta asintóticamente como el potencial coulombiano

y es regular en el origen. Por ello reproduce bastante bien el proceso de ionización

y tiene una serie de estados de Rydberg parecidos a los del hidrógeno. Además la

enerǵıa y la paridad tienen los mismos autoestados, lo cual es una ventaja para el

estudio de las transiciones dipolares eléctricas. El aspecto más negativo es que los

autovalores de enerǵıa de los estados ligados no son iguales a los del hidrógeno, si

bien ajustando los parámetros Z y a0 podemos regular la profundidad y anchura

del potencial y elegir la posición del estado fundamental. Concretamente para

Z = 1 u.a. y a0 = 1.412 u.a. recuperamos un potencial de ionización de 0.5 u.a.

La resolución numérica de la ecuación de Schrödinger unidimensional está bien

documentada y no vamos a exponerla una vez más aqúı. Los detalles pueden

encontrarse en las referencias anteriores y en la tesis doctoral de Q. Su [62].

1.5 Generación de armónicos por electrones li-
bres

Volvamos por un momento al mundo clásico, y con él a las unidades gaussianas.

Como ya hemos dicho, una vez ionizado un electrón no es mala aproximación el tra-

tarlo como una part́ıcula clásica sujeta a las leyes de movimiento de Newton, espe-

cialmente cuando el campo es muy intenso y el efecto del núcleo apenas tiene impor-

tancia. Recuperemos entonces el viejo problema del movimiento de una part́ıcula

cargada evolucionando libremente en el seno de un campo electromagnético para

ver cómo es su espectro de emisión. Este problema ha sido abordado en infinidad
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de ocasiones, quizá la más famosa de las cuales sea el art́ıculo clásico de Sarachik

y Schappert en 1970 [63]. Aqúı vamos a hacer un tratamiento simplificado [64]

puesto que sólo nos interesa el caso de una onda plana linealmente polarizada.

El movimiento de un electrón sometido a un campo electromagnético se rige

por la ecuación de Newton-Lorentz

dp
dt

= −e
(
E +

v
c
× B

)
, (1.83)

de la que se deduce, sin más que multiplicar escalarmente por el momento, la de

evolución de la enerǵıa cinética

mc2 dγ

dt
= −eE · v, (1.84)

donde γ = (1 + p2/m2c2)1/2 y p = γmv. Supongamos que el potencial vector

es una onda plana monocromática polarizada linealmente a lo largo del eje y,

A = A0 cos η ŷ, con η = ω0t − k0x la fase. Estamos despreciando aqúı el efecto

del campo de radiación del electrón sobre su dinámica, lo cual es muy razonable

siempre que la longitud de onda de la radiación sea mucho mayor que el radio

del electrón [10]. Un estudio reciente sobre el efecto del campo de radiación en

el espectro emitido por una part́ıcula relativista puede verse en [65]. Los campos

eléctrico y magnético son entonces E = A0k0 sin η ŷ, B = A0k0 sin η ẑ. A partir de

las ecuaciones de evolución podemos encontrar dos leyes de conservación

mcγ − px = α, (1.85)

py − e/cAy = py0, (1.86)

siendo α y py0 constantes que vendrán impuestas por las condiciones iniciales. Es

útil darse cuenta de que sustituyendo γ por su valor, (1.85) puede escribirse como

px = (m2c2 − α2 + p2
y)/2α. (1.87)

Hay dos sistemas de referencia interesantes en este problema. El primero es

el del laboratorio (L), en el que la part́ıcula estará inicialmente en reposo. Las
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constantes en este sistema toman valores p(L)
y0

= 0, α(L) = mc. El otro sistema de

referencia interesante es aquel en el que la part́ıcula está en reposo en promedio a lo

largo de un ciclo (R). En este sistema las constantes de integración toman valores

p(R)
y0

= 0, α(R) = mc(1 + a2
0/2)1/2 ≡ mcγ0, lo que se comprueba fácilmente a partir

de (1.86) y (1.87). a0 = eA0/mc2 es el parámetro adimensional proporcional al

campo que rige el movimiento de la part́ıcula. Sin más que resolver las ecuaciones

de conservación llegamos a las siguientes expresiones para las componentes del

momento en el sistema R

p(R)
x =

mca2
0

4γ0
cos 2η, (1.88)

p(R)
y = mca0 cos η. (1.89)

Para hallar las órbitas del electrón basta darse cuenta de que p = k0α/c dr/dη,

lo cual resulta evidente a partir de (1.85) y de que dη/dt = ω0(1−vx/c). Integrando

(1.88) y (1.89) obtenemos

(kx)(R) =
a2

0

8γ0
sin 2η, (1.90)

(ky)(R) =
a0

γ0
sin η. (1.91)

y en el sistema del laboratorio tendremos

p(L)
x =

mca2
0

2
cos2 η, (1.92)

p(L)
y = mca0 cos η, (1.93)

(kx)(L) =
a2

0

4

(
η +

sin 2η

2

)
, (1.94)

(ky)(L) = a0 sin η. (1.95)

Se comprueba entonces que el sistema R se mueve con respecto al del laboratorio

con una velocidad de deriva vD = ca2
0(4 + a2

0)
−1. Sin más que utilizar el hecho de

que la fase es invariante Lorentz se observa que las frecuencias en ambos sistemas
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están relacionadas por la conocida expresión del efecto Doppler ωL = γ0ωR, donde

se ha utilizado la expresión para la velocidad de deriva.

Naturalmente estas soluciones para las órbitas son impĺıcitas puesto que no se

puede despejar expĺıcitamente la trayectoria r(t) al estar incluida la coordenada

x en la fase η. Sin embargo, podemos darnos cuenta de que el movimiento en el

sistema de referencia R es periódico tanto en la dirección del campo como en la

de propagación, en este último caso con frecuencia doble. Eliminando η en las

ecuaciones paramétricas (1.90) y (1.91) obtenemos la órbita

16(kx(R))2 = (ky(R))2((a0/γ0)
2 − (ky(R))2), (1.96)

que nos da la conocida figura de ocho. En el sistema de referencia del laboratorio

la trayectoria no es periódica debido a la velocidad de deriva no nula. En la figura

1.10 podemos ver la órbita del electrón en el sistema de referencia en reposo (a)

y del laboratorio (b) para tres valores distintos de a0. Se observa cómo el ocho

va ensanchándose progresivamente y la trayectoria en el sistema de laboratorio va

haciéndose más picuda.

El cálculo de la radiación emitida por el electrón es más sencillo en el sistema de

referencia R puesto que ah́ı la órbita es periódica y sabemos que la radiación cons-

tará sólo de componentes armónicas, pares e impares dependiendo de la dirección

de observación puesto que la frecuencia de oscilación es doble en una dirección que

en otra. Para hallar la dependencia espectral se utiliza la expresión (1.41). Una

vez que conocemos el espectro de radiación en el sistema de referencia R podemos

hallar por transformación de Lorentz la radiación en el sistema de referencia del

observador. Los cálculos son bastante complejos y remitimos al lector al trabajo

original [63], pero recordaremos algunas conclusiones generales. En primer lugar,

en el sistema del laboratorio el espectro no consta de armónicos de la frecuencia

inicial sino de otra que depende de la dirección de observación y de la intensidad

del campo y que viene dada por ω0[1 + 1/2a2
0 sin2(θ/2)]−1. Se observa que las fre-
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Figura 1.10: Diferencia entre las órbitas de un electrón sometido a una onda plana
polarizada linealmente en el sistema de referencia en el que en promedio está en
reposo (a) y el del laboratorio (b). La ĺınea continua corresponde a a2

0 = 0.01, la
de trazos a a2

0 = 0.1 y la de puntos a a2
0 = 1.
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cuencias tienden al rojo para campos muy intensos y ángulos grandes. Además la

mayor parte de la distribución angular se orienta hacia la dirección de propagación

debido al aumento de la velocidad de deriva. En el ĺımite a0 < 1 la potencia total

radiada integrada a todo el espacio puede hallarse en forma de desarrollo en a2
0.

Se observa que para el armónico k-ésimo Pk ∝ a2k
0 , por lo que va disminuyendo

rápidamente con el orden.

Siendo este un mecanismo tan sencillo para generar armónicos ahora que se dis-

pone de láseres ultraintensos, el lector puede preguntarse si se utiliza en la práctica.

La respuesta es no. Las evidencias experimentales de generación de armónicos por

electrones libres son muy débiles. El motivo es que la radiación por un solo electrón

es muy débil y tan pronto como se añaden más electrones, el espectro cambia de

forma radical debido a los efectos de propagación que estudiaremos a continuación.

1.6 Propagación de armónicos en medios exten-
sos. Desajuste de fase

Hasta este momento hemos hablado de la generación de armónicos en átomos

o electrones aislados, dando por supuesto que los resultados son extrapolables a

sistemas más complejos. El hecho de que los resultados experimentales concuerden

a grandes rasgos con lo predicho por la teoŕıa es sin duda un argumento de peso

para quedarnos tranquilos. Sin embargo, los procesos que influyen en la generación

y propagación de armónicos en medios extensos son mucho más complicados que

lo hasta ahora expuesto y hay una infinidad de factores que pueden tener una

influencia respetable. Los más importantes, debido al deterioro que causan a la

visibilidad de los armónicos, son los efectos de desajuste de fase.
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1.6.1 Efectos de desajuste de fase en medios neutros

Este problema ha sido especialmente estudiado en el grupo de Anne L’Huillier [66,

67, 68, 69] en el caso de gases poco densos y campos de intensidades considerables

que impiden un tratamiento perturbativo. Aqúı vamos a seguir esquemáticamente

su tratamiento del problema y a explicar las conclusiones principales. Se trata

de hallar el campo resultante de la suma coherente de los distintos dipolos de un

medio extenso. Pensemos en un haz linealmente polarizado focalizado sobre un

medio isótropo poco denso (experimentalmente puede ser un chorro de gas a baja

presión). El campo eléctrico dentro del medio viene descrito por la ecuación de

ondas

∇2E − 1

c2

∂2E

∂t2 =
4π

c2

∂2P

∂t2 , (1.97)

donde P es la polarización macroscópica. Si el campo incidente es monocromático

con frecuencia ω0 podemos desarrollar tanto el campo total como la polarización

en serie de Fourier

E(r, t) =
1

2

[∑
q

Eq(r)e−iqω0t + c.c.
]
; P (r, t) =

1

2

[∑
q

Pq(r)e−iqω0t + c.c.
]
; (1.98)

y la transformada de Fourier de (1.97) nos lleva al siguiente conjunto de ecuaciones

∇2Eq +
(qω0

c

)2
Eq = −4π

(qω0

c

)2
Pq. (1.99)

La polarización del medio puede dividirse en dos contribuciones, Pq = P L
q +

P NL
q , donde la polarización lineal P L

q constituye la respuesta del medio al campo

que se propaga con frecuencia qω0 y podemos suponer que es el producto de la

componente q del campo por la susceptibilidad y la densidad de átomos del medio,

P L
q = Nχ(−qω0, qω0)Eq. De este modo despreciamos la dependencia de la sus-

ceptibilidad con la intensidad del campo y todas las demás correcciones de orden

superior. Por su parte, la polarización no lineal engloba todos los procesos resul-

tantes de acoplamientos entre la frecuencia fundamental y los armónicos de orden
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inferior que contribuyen a generar una oscilación de orden q. Aqúı vamos a con-

siderar únicamente la contribución del campo principal E1 a las polarizaciones de

orden superior. Esta aproximación deja de ser válida en medios densos en los que

el efecto de los acoplamientos entre armónicos superiores no es despreciable [70].

En ese caso el problema de la propagación resulta absolutamente diferente porque

hay que tener en cuenta además otros efectos como el campo local, saturación de

la absorción, etc. Definimos los números de onda de los distintos modos como

kq = q
ω0

c
nq = q

ω0

c

√
1 + 4πNχ(−qω0, qω0), (1.100)

siendo nq los ı́ndices de refracción del medio para cada modo. La ecuación (1.99)

se reduce entonces a

∇2Eq + k2
qEq = −4π

(qω0

c

)2
P NL

q . (1.101)

En el caso del armónico fundamental el término de la derecha es por definición

nulo. (1.101) puede escribirse de forma equivalente como una ecuación integral.

En este caso el propagador es G(r, r′) = eikqR/R [32], siendo R = |r − r′| y la

ecuación se reduce a

Eq(r) =
(qω0

c

)2
∫ eikqR

R
P NL

q (r′)dr′. (1.102)

Para simplificar el problema podemos utilizar la aproximación paraxial, supo-

niendo que tenemos un haz que se propaga a lo largo del eje x y despreciando

la posibilidad de reflexión en el medio. Como nos interesa la radiación en campo

lejano tendremos que R � x − x′ + R2
⊥/2(x − x′), con R2

⊥ = (y − y′)2 + (z − z′)2.

Llegamos entonces a

eq(r) =
(qω0

c

)2
∫ e−iΔkqx

x − x′ exp

(
ikqR

2
⊥

2(x − x′)

)
pNL

q (r′)dr′, (1.103)

siendo eq(r) = Eqe
−ikqx y pNL

q (r) = P NL
q e−iqk1x las envolventes lentamente varia-

bles en el espacio del campo y la polarización y Δkq = kq − qk1 el desajuste de
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fase entre la polarización y el campo armónico. Hasta ahora hemos supuesto de

forma impĺıcita que el medio es homogéneo. Esto no es aśı en general y en parti-

cular en el caso de un chorro de gas, que tiene una forma más o menos ciĺındrica.

Para resolver este problema puede sustituirse la fase kx por la integral de camino

óptico
∫ x
−∞ k(x′)dx′. En la ecuación anterior no hay más que sustituir Δkqx por

〈Δkqx〉 =
∫ x
−∞ Δkq(x

′)dx′. El número de fotones emitidos en cada modo por unidad

de tiempo, suponiendo una simetŕıa de revolución en torno al eje de propagación,

vendrá dado por

Υq =
c

4h̄qω0

∫
r′|eq(r

′)|2dr′. (1.104)

El estudio anterior puede extenderse a pulsos largos (en comparación con el pe-

riodo óptico), considerando entonces las envolventes también lentamente variables

en el tiempo eq(r′, t′). En este caso el número total de fotones será Nq =
∫

Υq(t
′)dt′,

donde la integral se extenderá sobre la duración del pulso.

Para resolver la ecuación (1.103) hace falta conocer la respuesta no lineal del

medio, que vendrá dada por el momento dipolar multiplicado por la densidad de

átomos, pNL
q (x, r) = N(x)dq(x, r). En general esto no puede hacerse de forma

anaĺıtica, pero śı para campos muy débiles, cuando es válida la aproximación

perturbativa. En este caso podemos escribir la respuesta del medio como Pq =

Nχ(q)eq
1/2q−1. Si consideramos un campo incidente con perfil gaussiano, como es

lo habitual en los experimentos, tendremos que

e1 =
be0

b + 2ix
exp

(
− k1r

2

b + 2ix

)
, (1.105)

siendo b el parámetro confocal, relacionado con el tamaño del foco mediante la

expresión b = w2
0/k1; e0 es la amplitud máxima del campo. El cálculo del número

de fotones emitidos ofrece entonces como resultado

Nq =
π2b3

4h̄
τqN

2
0 |χ(q)(e0/2)q|2|Fq|2. (1.106)
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En la expresión anterior N0 es el máximo de la distribución de densidad atómica

en el medio, dada por N(x) = N0ρ(x), τq es la integral de la potencia q-ésima de la

distribución temporal de intensidad del láser (depende por tanto de la envolvente

temporal del pulso) y Fq es el llamado factor de ajuste de fase, definido como

Fq =
∫ ∞

−∞
e−i[〈Δkqx〉+φ(foc)](1 + 4x2/b2)1−q/22ρ(x)dx/b. (1.107)

φ(foc) = (q−1) arctan(2x/b) es el salto de fase de Guoy para un haz gaussiano [71],

que consiste en el cambio de fase de π que sufre el haz al atravesar el foco. Cerca

del foco el cambio de fase puede aproximarse a φ(foc) � Δk(foc)
q x = 2(q−1)/b x. En

el caso de un medio de perfil rectangular y anchura L y un haz colimado (b � L)

el factor de ajuste de fase se reduce a

Fq =
2L

b

sin([Δkq + Δk(foc)
q ]L/2)

[Δkq + Δk
(foc)
q ]L/2

. (1.108)

Vemos que el desajuste de fase aumenta con el orden armónico y con la dismi-

nución del tamaño del haz, provocando que la visibilidad de los armónicos, espe-

cialmente los altos, quede muy reducida. Para clarificar el análisis es conveniente

tener en cuenta dos longitudes caracteŕısticas del medio. La primera es la longitud

de amplificación Lamp, dada por el tamaño de la envolvente de Pq (la zona donde se

concentra la amplitud de Pq) y que no tiene por qué ser toda la anchura del medio

L; la segunda es la longitud de coherencia Lcoh, que se define como la longitud a lo

largo de la cual hay interferencia constructiva entre los armónicos y el campo fun-

damental. Convencionalmente se define como Lcoh = π/Δk. Dado que Δk tiene

dos contribuciones, las debidas a la dispersión cromática y a la fase de enfoque,

también habrá dos longitudes de coherencia, Ldisp
coh = π/Δk y Lfoc

coh � πb/2(q − 1).

La longitud de coherencia total será la media armónica de ambas. Para una mejor

propagación lo ideal seŕıa que se cancelaran los efectos de dispersión y de enfoque,

lo que nos llevaŕıa a una longitud de coherencia infinita. En realidad basta que la

longitud de coherencia y la de amplificación sean iguales puesto que más allá de
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Lamp no van a generarse armónicos. Sin embargo, cuando Lcoh < Lamp la señal a la

salida del medio es de tipo oscilatorio. Para que se cancelen las dos contribuciones,

Δkdisp debe ser negativo puesto que la otra contribución es siempre positiva y crece

con el orden armónico. En el caso de gases muy poco densos el valor de Δkdisp de-

penderá del rango de frecuencias en que nos encontremos: si la frecuencia es menor

que la de la primera resonancia, el ı́ndice de refracción aumentará ligeramente con

la frecuencia (dispersión normal) y en general Δkdisp será positivo y muy pequeño,

con lo que el desajuste de fase dependerá casi por completo de la geometŕıa del

enfoque. Si la frecuencia es más alta y estamos en zona de resonancia, la dispersión

tomará valores muy altos, positivos en zona de dispersión normal y negativos en

zona de dispersión anómala. En este último caso es posible que la dispersión can-

cele los efectos del enfoque para determinados armónicos. Para frecuencias por

encima del potencial de ionización, la aparición de electrones ionizados tiene un

papel decisivo, como veremos a continuación.

Pese a todo, los armónicos de orden alto y la estructura de meseta son bien visi-

bles en los experimentos. Es evidente por lo tanto que la aproximación perturbativa

para la propagación en campos débiles no funciona. Efectivamente, calculando el

desajuste de fase numéricamente a partir de la polarización creada por los momen-

tos dipolares obtenidos en simulaciones de átomos aislados se comprueba que el

desajuste de fase es menor y depende poco del orden armónico [68]. Esto deja de

ser cierto cuando la densidad de electrones libres es alta.

1.6.2 Efectos de desajuste de fase en medios ionizados

Cuando el campo o la frecuencia son lo suficientemente altos como para que la

ionización sea considerable, no podemos despreciar el efecto de los electrones libres

en la propagación de los armónicos. Podemos extender la ecuación (1.103) teniendo

en cuenta la absorción debida a electrones libres permitiendo que Δkq tenga una
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parte imaginaria. Entonces sustituiŕıamos Δkqx por 〈Δkqx〉 =
∫ x
−∞(Δkq(x

′) −
iκq(x

′))dx′. Un tratamiento más sencillo puede hacerse cuando la densidad de

electrones no es demasiado alta. En este caso podemos despreciar las colisiones

entre electrones y utilizar la conocida expresión para el ı́ndice de refracción [72]

nel(ω) =

√√√√1 −
(

ωp

ω

)2

, (1.109)

siendo ωp = (4πNq2/m)1/2 la frecuencia de plasma, que para los electrones se re-

duce a ωp = (4πNe)
1/2 en unidades atómicas. En el caso de los gases a baja presión

la frecuencia de plasma va a ser siempre mucho menor que las frecuencias visibles

(para un láser de longitud de onda 1 μm hace falta una densidad de electrones

mayor que 1021 cm−3 para que la frecuencia de plasma iguale a la del campo, y en

los experimentos con gases la densidad es varios órdenes de magnitud más baja).

Podemos entonces aproximar nel � 1 − ω2
p/2ω2, lo cual introduce un desajuste de

fase adicional dado por

Δkel
q =

ω2
p(q

2 − 1)

2qcω0
. (1.110)

Esta contribución es siempre positiva y para armónicos altos depende lineal-

mente de q. Para tener una idea de la magnitud del desajuste de fase causado

por los electrones libres, podemos compararlo con la contribución por desenfoque.

Se observa que para un haz de longitud de onda 1 μm y con parámetro confocal

b = 10 mm, la densidad a partir de la cual el efecto de los electrones libres es

más importante que el de enfoque es Ne ∼ 7 × 1014 cm−3, mil veces menor que la

encontrada t́ıpicamente en experimentos con gases nobles a presiones de 15 Torr.

Aśı pues, el efecto de los electrones libres es el dominante en casos reales y lleva a

desajustes de fase importantes.

Otro efecto directamente relacionado con el anterior es el desenfoque del haz.

Al ser la intensidad del campo mayor en la zona central, habrá más electrones

ionizados en ella, por lo que su ı́ndice de refracción será menor que el de la periferia.
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Esto hace que el campo tienda a propagarse por la zona externa y por ello son

visibles patrones de anillos en los campos armónicos experimentales. Cuando el

campo sea muy intenso, sin embargo, ocurrirá todo lo contrario debido a que la

fuerza ponderomotriz se hace tan grande que los electrones se apartan al paso del

haz, generándose filamentación.

Recordemos ahora los armónicos generados por electrones libres. En ese caso los

efectos de desajuste de fase son especialmente importantes puesto que la radiación

emitida es en general débil. Estos efectos pueden estimarse sin más que hallar el

campo de radiación de un conjunto de electrones sometidos a un campo intenso.

Se observa en estos cálculos que bastan densidades de electrones del orden de

1017 cm−3 para que sólo haya interferencia constructiva de cuatro o cinco armónicos,

cuya potencia depende del cuadrado de la densidad de electrones, mientras que los

de orden superior son prácticamente invisibles debido al desajuste de fase [73].

Por fortuna para nosotros, cuando la densidad crece los efectos colectivos son

importantes y aparecen otros mecanismos capaces de generar armónicos mucho

más intensos.

1.7 Generación de armónicos en plasmas

Un plasma no es más que un gas de part́ıculas ionizadas. Este gas estará com-

puesto por electrones e iones que, al tener en general una relación carga-masa

muy distinta, se comportarán de forma diferente al estar sometidos a los campos

electromagnéticos externos e internos. Lo habitual en el estudio de los plasmas es

tratar a electrones e iones como dos fluidos diferentes y descomponer la dinámica

del sistema en dos partes cuyas escalas espaciales y temporales son bien distintas

[74]. Cuando estudiamos la interacción de los plasmas con pulsos ultracortos, no

es mala aproximación suponer que los iones apenas se mueven durante el tiempo

de interacción y considerarlos como cargas fijas. El plasma puede ser entendido



Cap. 1 Conceptos preliminares 57

entonces como un gas de electrones sujeto a un potencial iónico estático y al campo

externo. Más adelante profundizaremos en estos aspectos cuando expliquemos la

simulación numérica de plasmas.

Ya hemos visto que la propagación de un campo electromagnético en un gas

de electrones depende de la llamada frecuencia de plasma, o lo que es lo mismo de

su densidad. Se define la densidad cŕıtica como aquella para la cual la frecuencia

de plasma se iguala a la del campo, Nc = mω2
0/4πq2. Observando la expresión

(1.109) vemos que si la densidad es menor que la cŕıtica el campo puede propagarse

dentro del material. Hablamos entonces de plasmas subcŕıticos o subdensos. Por

el contrario, cuando la densidad supera el valor cŕıtico el campo es totalmente

absorbido en un espacio muy corto y el medio se muestra opaco a la radiación de

esa frecuencia. Este es el caso de los plasmas supercŕıticos o sobredensos.

El estudio de la interacción entre plasmas y campos electromagnéticos intensos

tiene gran importancia en los últimos años por su interés en disciplinas tan distintas

como la astrof́ısica, la f́ısica de part́ıculas aceleradas o la fusión por confinamiento

inercial [75].

Podemos pensar que los armónicos generados en plasmas son similares a los

creados por electrones libres (sección 1.5). Esto no es aśı debido no sólo a los

efectos de propagación sino a que la dinámica de los electrones en un plasma

depende mucho de las fuerzas colectivas. El modelo más simple es considerar

que el efecto sobre un electrón del resto de las cargas es equivalente a una fuerza

recuperadora, siendo entonces la ecuación de evolución

dp
dt

= −e
(
E +

v
c
× B

)
− ω2

p0r, (1.111)

Esa nueva fuerza hace que el movimiento, y por tanto la radiación emitida, cam-

bien totalmente [76]. Lo más evidente es que debido a la fuerza recuperadora

necesariamente se anula la velocidad de deriva.

En el caso de un plasma subcŕıtico, el método más conveniente para estudiar los
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armónicos es utilizar una descripción hidrodinámica del medio, tratándolo como

un fluido. Tal estudio queda fuera de los objetivos de este trabajo, estando deta-

llado en varias referencias [64, 77]. Se observa que los armónicos se generan por

dos mecanismos distintos: el efecto del movimiento no lineal de los electrones

relativistas analizado en la sección 1.5 y las oscilaciones colectivas de la densidad

de electrones. Desgraciadamente estos dos efectos se cancelan en el orden más bajo

y por ello los armónicos generados son poco intensos. El resultado final, si tenemos

en cuenta efectos de desenfoque y dispersión cromática de los armónicos es que la

potencia radiada para armónicos bajos tiene una dependencia del tipo

P2M+1 ∝
(ωp0

ω0

)4M a4M
0

γ6M
0

P0, (1.112)

siendo P0 la potencia del campo incidente y a0, γ0 los parámetros definidos en la

sección 1.5. La potencia disminuye rápidamente con el orden puesto que el plasma

es subcŕıtico. El máximo con respecto a la intensidad del láser lo tiene para a0 = 2

y a partir de ah́ı comienza a decrecer, por lo que ni siquiera aumentando indiscri-

minadamente la intensidad del láser conseguimos más radiación armónica. A esto

hay que añadir todos los problemas de desajuste de fase debidos a la propagación

en medios extensos que ya hemos explicado. No resulta entonces extraño que expe-

rimentalmente tampoco haya evidencias precisas de generación de armónicos altos

en plasmas subdensos. La solución está en los plasmas sobredensos.

Un plasma sobredenso se caracteriza porque la frecuencia de plasma es mayor

que la del campo incidente y por consiguiente el campo no puede propagarse libre-

mente en el medio, siendo reflejado casi totalmente. A diferencia de lo que ocurre

en los plasmas subdensos, en el caso supercŕıtico hay abundantes evidencias ex-

perimentales de generación de armónicos altos. Ya en los años 70 se observaron

armónicos hasta el orden undécimo en un experimento con un láser de CO2 con

pulsos de duración 2 ns [78]. La primera revolución la produjo un experimento lle-

vado a cabo en 1980 por Carman y otros en el que irradiando láminas de plástico y
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metálicas con un láser de CO2 de intensidad superior a 1015 W/cm2 lograban crear

un plasma que radiaba armónicos detectables hasta el orden cuadragésimosexto

que no decáıan rápidamente con el orden sino que presentaban intensidades pare-

cidas [79, 80]. Los armónicos observados eran tanto pares como impares e incluso

eran visibles rayas espectrales de frecuencia semiarmónica aunque mucho menos in-

tensas. Estos experimentos atrajeron inmediatamente el interés de muchos investi-

gadores por su potencialidad como mecanismo generador de radiación coherente de

alta frecuencia con alta eficiencia. Los primeros modelos teóricos explicaron plau-

siblemente los resultados experimentales, obteniendo como conclusión que pod́ıa

obtenerse un espectro de armónicos más o menos con forma de meseta hasta una

frecuencia de corte dada por

ωco =

√
N

Nc

ω0. (1.113)

A la vista de la expresión anterior el ĺımite en frecuencia lo marca únicamente

la densidad máxima de electrones que podemos obtener y la longitud de onda

del láser, a través de Nc. Sin embargo, un reciente experimento realizado por

Norreys y otros [81] pulverizó los resultados anteriores y de paso la ley de la

frecuencia de corte. Incidiendo en una lámina de plástico con pulsos de 2.5 ps

de duración e intensidad 1019 W/cm2 procedentes de un láser de neodimio, se

observaron armónicos por encima del orden 70 con eficiencias superiores a 10−6,

es decir, se obteńıa radiación del orden de megavatios en longitudes de onda de

15 nm. De ser correcta la expresión (1.113), la densidad de electrones en el medio

debeŕıa superar en 17 veces la densidad t́ıpica de la diana en estado sólido, cosa

poco créıble. Paralelamente se han ido realizando estudios teóricos cada vez más

complejos, en muchos casos con ayuda de simulaciones cinéticas de plasma de tipo

”part́ıcula en celda” que han permitido comprender bastante bien los principales

mecanismos generadores de armónicos y reproducir los resultados experimentales

en algunos casos con gran exactitud [82, 83, 84, 85, 86]. En la figura 1.11 podemos
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Figura 1.11: Espectro del campo reflejado cuando un pulso de longitud 20 ciclos
ópticos y amplitud máxima E0 = 5 u.a. incide normalmente sobre un plasma
homogéneo de densidad cuatro veces la cŕıtica.

ver un espectro t́ıpico de la interacción de un pulso láser intenso con un plasma

sobredenso.

Los procesos capaces de generar armónicos y en general frecuencias altas en

plasmas sobredensos son varios y aqúı no vamos a referirnos a todos ellos. La

mayoŕıa son más efectivos cuando el láser no incide perpendicular sino oblicua-

mente a la superficie del objetivo y la dirección de polarización está en el plano

de incidencia (polarización p). El motivo es que en este caso el acoplamiento del

campo con las oscilaciones propias del plasma, que son longitudinales, es mucho

más importante. En el caso de incidencia normal este acoplamiento se produce a

través del término v × B de la fuerza de Lorentz, que es de segundo orden salvo

en el caso ultrarrelativista. A pesar de esto, nosotros vamos a restringirnos a esta

geometŕıa porque nuestro interés está en estudiar los efectos de la ionización, que

en principio no deben depender del ángulo de incidencia del haz. Vamos entonces a
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Figura 1.12: Evolución de la densidad de electrones libres en la frontera de un
plasma sobredenso sometido a un campo electromagnético intenso.

explicar cómo se generan los armónicos por el mecanismo referido, olvidándonos de

otros como la absorción resonante, inestabilidades paramétricas o efectos de inho-

mogeneidad transversal (véase por ejemplo [64] y las referencias alĺı incluidas).

Ya hemos dicho que en un plasma denso los electrones además de estar sujetos

al campo externo sufren una importante fuerza colectiva, en primera aproximación

de tipo armónico con la frecuencia del plasma, que les impide moverse libremente

en el seno del medio. Esto va a provocar que el movimiento de deriva en la

dirección del propagación del campo sea mucho menor y por tanto que la radiación

sea mucho más selectiva tanto en frecuencias como en dirección. Hay que tener

en cuenta además que el campo será reflejado en un espacio muy corto, tanto

menor cuanto mayor sea la densidad. La interacción se produce entonces en una
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lámina muy fina que va a oscilar colectivamente como un espejo con una frecuencia

doble que la del campo incidente (recordemos la figura de ocho con frecuencia

doble en la dirección longitudinal). Podemos ver un ejemplo de las oscilaciones

de los electrones superficiales en la figura 1.12, en la que se aprecian claramente

los movimientos colectivos. Dichas oscilaciones de superficie van a generar toda la

radiación secundaria que va a reflejarse en su mayoŕıa puesto que en el interior del

medio no puede propagarse (salvo que la lámina sea muy fina, como veremos).

Una forma sencilla de explicar cómo se generan los armónicos es el llamado

modelo del espejo oscilante [85, 86]. Consiste en suponer que la distribución de

los electrones libres tiene una superficie de separación con el vaćıo perfectamente

definida que se mueve en torno a la superficie inicial del material definida por

la posición de los iones de la frontera, tal y como véıamos en la figura 1.12. La

versión más sencilla de este modelo [86] resuelve la ecuación de movimiento para

los electrones (1.111). Las ecuaciones para un campo linealmente polarizado en

la dirección y que se propaga a lo largo del eje x, perpendicular a la superficie

frontera, las ecuaciones toman la forma

dpy

dt
= −eEy

(
t − x

c

)
+ e

vx

c
Bz

(
t − x

c

)
, (1.114)

dpx

dt
= −e

vy

c
Bz

(
t − x

c

)
− ω2

px, (1.115)

dx

dt
= vx, (1.116)

donde se supone una frecuencia de plasma constante dentro del medio. Cuando el

plasma es muy sobredenso tiene sentido imponer que la superficie frontera actúa

como un espejo ideal en el que el campo eléctrico total se anula, por lo cual se

verificará

ER

(
t +

x(t)

c

)
+

1 − βx

1 + βx

E0 sin

[
ω0

(
t − x(t)

c

)]
= 0, (1.117)

siendo ER el campo reflejado y habiendo supuesto un campo incidente de amplitud

constante y frecuencia ω0. El factor relativista (1 − βx)/(1 + βx) aparece al hacer
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una transformación de Lorentz al sistema del laboratorio puesto que la continuidad

del campo hay que imponerla en el sistema de referencia en el que el espejo está

en reposo [87].

Resolviendo las ecuaciones (1.114)-(1.117) se obtiene que el campo reflejado

contiene armónicos altos debidos al término v × B en las ecuaciones de movi-

miento y al efecto del retardo en la ecuación (1.117), que es fundamental. Para la

geometŕıa que hemos elegido, con el campo polarizado linealmente y en incidencia

normal, puede comprobarse que, en primera aproximación, en el campo reflejado

sólo aparecen armónicos impares. Puede ampliarse el estudio a otras geometŕıas,

obteniendo como resultado que en incidencia oblicua para polarización perpendi-

cular al plano de incidencia (polarización s) hay armónicos impares polarizados s

y armónicos pares polarizados p. Estos últimos son menos intensos y desapare-

cen en incidencia normal. Si el campo incidente es oblicuo y con polarización p

se obtienen armónicos pares e impares siempre con la misma polarización que el

incidente. En el caso de luz incidente polarizada circularmente pueden generarse

armónicos débiles en cualquiera de las dos direcciones de polarización en inciden-

cia oblicua pero en incidencia normal no hay armónicos puesto que el módulo del

campo incidente es siempre constante [85, 86].

Hemos visto entonces que en un plasma sobredenso con perfil de densidad bien

definido las oscilaciones colectivas de su superficie inducidas por un pulso láser

intenso (en incidencia normal por el término v×B) más otros efectos relativistas

como el retardo hacen posible la generación de armónicos altos intensos, siendo

hasta ahora una de las fuentes de radiación coherente de alta frecuencia más pro-

metedoras. En esta sección no se ha tenido en cuenta el efecto de la ionización

puesto que hemos supuesto que el plasma estaba previamente creado. Veremos

más adelante que las cosas cambiarán en el caso de campos no demasiado intensos

para los que ionizar totalmente el material necesite varios ciclos ópticos.
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Caṕıtulo 2

Generación de armónicos en un
sistema de dos niveles abierto

En este caṕıtulo vamos a intentar explicar por un lado el efecto que tiene en

la generación de armónicos en átomos el hecho de que la tasa de ionización no

sea constante sino que dependa del tiempo y por otro cuál es la función de las

transiciones entre estados ligados en los armónicos generados en el régimen de

ionización por túnel. Para ello vamos a introducir un modelo de átomo en el

que sólo tenemos en cuenta dos estados ligados cuya población puede escapar por

ionización (de ah́ı el apelativo de abierto) y volver por recombinación. Este modelo

es el más sencillo que puede imaginarse en el que haya transiciones entre estados

ligados (una) y transiciones de estados ligados a otros del continuo (dos) y por

ello lo hemos elegido. Veremos que a pesar de su simplicidad puede dar bastante

juego.

2.1 Generación de armónicos en sistemas de dos
niveles

Los sistemas de dos niveles se han usado desde hace mucho tiempo como modelo

en la interacción de campos electromagnéticos con medios materiales [88]. Aunque

es evidente que reducir la dinámica de un medio cuántico a la evolución de sólo dos

65
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de sus niveles es una simplificación sólo justificable para campos de baja intensidad

cuya frecuencia esté próxima a una resonancia, este modelo puede darnos bastante

información también fuera de su teórico rango de validez.

Recordemos las ecuaciones de evolución de un sistema de dos niveles sometido

a un campo externo en aproximación dipolar eléctrica. Partimos de la ecuación de

Schrödinger general (de nuevo en unidades atómicas)

i
∂

∂t
|ψ〉 = (H0 + Hint)|ψ〉. (2.1)

El hamiltoniano atómico H0 incluye el término de enerǵıa cinética y el potencial

electrostático atómico y el hamiltoniano de interacción en aproximación dipolar

será Hint = −E(t)x, donde ya suponemos que el campo externo estará polarizado

linealmente en la dirección x. Suponemos además que la función de onda es una

combinación lineal de dos estados propios del hamiltoniano atómico

|ψ〉 = a0(t)|0〉 + a1(t)|1〉. (2.2)

Estableciendo nuestro nivel de enerǵıa en el estado fundamental, el hamilto-

niano atómico opera sobre sus dos autoestados de la forma

H0|0〉 = 0|0〉,

H0|1〉 = ωT |1〉, (2.3)

donde ωT es la frecuencia de la transición, es decir, la diferencia entre los niveles

de enerǵıa de los dos estados. Proyectando (2.1) sobre los dos estados obtenemos

las ecuaciones de evolución de nuestro sistema

da0(t)

dt
= −iE(t)d01a1(t), (2.4)

da1(t)

dt
= −iE(t)d01a0(t) − iωTa1(t), (2.5)

donde d01 = 〈1|x|0〉, que podemos suponer real y hemos utilizado el hecho de que

debido a la simetŕıa del potencial 〈0|x|0〉 = 〈1|x|1〉 = 0. El momento dipolar
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dependiente del tiempo será d(t) = d01[a
∗
0(t)a1(t) + a0(t)a

∗
1(t)] y para calcular el

espectro se utiliza su derivada segunda. Las poblaciones de los niveles vienen

dadas por Pi(t) = |ai(t)|2. Las ecuaciones (2.4) y (2.5) son claramente no lineales

y no pueden resolverse anaĺıticamente para un campo sinusoidal. Debido a esta no

linealidad el sistema de dos niveles es capaz de generar frecuencias diferentes a la

del campo incidente y a la propia de la transición.

A partir de ahora vamos a suponer que nuestro sistema de dos niveles simula

los dos primeros estados del hidrógeno acoplados mediante una transición dipolar

eléctrica, esto es, el estado fundamental 1s y el excitado 2px. La frecuencia de

la transición será entonces ωT = 0.375 a.u. y el momento dipolar d01 = 0.745

a.u. [89]. Además vamos a partir siempre de un estado inicial en el que toda la

población está en el estado fundamental. El efecto de un estado inicial distinto

del fundamental es que la intensidad de los acoplamientos entre la frecuencia de la

transición y la del láser es mayor, lo cual se traduce en unas ĺıneas hiper-Raman

(combinaciones de la frecuencia de la transición y la del campo) más intensas en el

espectro [90]. Cuando tenemos en cuenta la ionización hay otro efecto adicional que

es la aparición de dos espectros de armónicos de diferente intensidad desplazados

por la frecuencia de la transición [91, 92]. El campo será siempre de la forma

E(t) = E0S(t) sin(ω0t), con S(t) una envolvente que en este caso va a tener forma

de trapecio con dos ciclos de rampa y el resto de amplitud constante. No vamos

a tratar aqúı el efecto de campos no monocromáticos, que ha sido extensamente

estudiado en la literatura, especialmente en el caso de pulsos de dos colores. Al

lector interesado se le remite por ejemplo a [7]. Para resolver numéricamente las

ecuaciones de evolución (2.4) y (2.5) usamos el algoritmo de Runge-Kutta de cuarto

orden con un paso suficientemente pequeño [93].

En la figura 2.1 podemos observar la evolución de las poblaciones de los dos

estados y el momento dipolar cuando sometemos al sistema de dos niveles a un
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Figura 2.1: Evolución de las poblaciones de los estados fundamental (ĺınea con-
tinua) y excitado (ĺınea de puntos) para un pulso de frecuencia ω0 = 0.04 u.a.,
amplitud E0 = 0.06 u.a. y duración diez ciclos, dos de ellos de rampa lineal (a).
En la gráfica (b) está representado el correspondiente momento dipolar.
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Figura 2.2: Espectro correspondiente a la aceleración dipolar en el mismo caso de
la figura 2.1.

pulso de frecuencia ω0 = 0.04 u.a. y amplitud E0 = 0.06 u.a., parámetros que

corresponden a un caso claro de ionización por túnel en el átomo de hidrógeno.

Podemos observar las pequeñas oscilaciones de las poblaciones, siendo la del estado

excitado nunca superior al dos por ciento del total. El momento dipolar también

oscila en apariencia armónicamente con la frecuencia del láser.

Si realizamos la transformada de Fourier de la aceleración dipolar (despre-

ciando los dos ciclos de rampa) observamos lo que aparece en la figura 2.2. Vemos

que efectivamente la componente fundamental es la más intensa y aparecen pi-

cos correspondientes al tercer y quinto armónicos y claramente la frecuencia de la

transición, que en este caso es ωT � 9.4ω0 rodeada de dos satélites en ωT − ω0 y

ωT +ω0. Este espectro no es muy estimulante pero es sabido que un sistema de dos

niveles puede generar un espectro de armónicos con caracteŕısticas muy similares a

las de un átomo real, es decir, con una meseta de armónicos de aproximadamente

la misma intensidad y una frecuencia de corte a partir de la cual caen abrupta-
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mente [36]. En las figuras 2.3 y 2.4 podemos ver qué ocurre cuando elevamos la

amplitud del campo hasta E0 = 0.5 u.a. Para empezar, las poblaciones oscilan con

mayor amplitud, llegando a tener el nivel excitado más de la cuarta parte de la

población total y se observan claramente oscilaciones más pequeñas de frecuencia

mucho más alta. Análogamente el momento dipolar oscila más fuertemente y de

forma no armónica. El resultado se deja ver en el espectro, en el que aparecen picos

mucho más intensos de armónicos impares hasta el orden trigésimo con una zona de

meseta y un decaimiento a partir del vigésimo primero aproximadamente. Además

aparecen otras frecuencias combinaciones de la del campo y la de la resonancia.

Puede darse una expresión para la frecuencia de corte de un modo bastante

riguroso [89, 94] pero podemos obtener la misma expresión con una sencilla apro-

ximación adiabática [89, 90, 95]. Para frecuencias del campo muy pequeñas (me-

nores que que la de la transición y que la de Rabi, ΩR = d01E0, como es el caso)

podemos pensar que las transiciones se producen no entre los estados no perturba-

dos sino entre los estados vestidos instantáneos, cuyas enerǵıas se calculan como

los autovalores del hamiltoniano

H =

(
0 d01E(t)

d01E(t) ωT

)
, (2.6)

que resultan ser

λ± =
ωT

2
± 1

2

√
ω2

T + 4d2
01E(t)2. (2.7)

Aśı pues, la frecuencia efectiva de la transición oscilará entre el mı́nimo y

el máximo de la diferencia de enerǵıa entre los estados vestidos, λ+ − λ− =√
ω2

T + 4 (E(t)d)2, que dan los valores de la frecuencia de inicio de la meseta, ωT

y la de corte de la misma, ωco =
√

ω2
T + 4Ω2

R. Esta fórmula nos da en este caso un

valor ωco � 20.8ω0, que se ajusta muy bien al resultado de la figura 2.4. El hecho

de que apareciera este tipo de espectro en un sistema tan sencillo hizo albergar

esperanzas de que la estructura de meseta observada en los experimentos estuviera
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Figura 2.3: Lo mismo que en la figura 2.1 pero con un campo de amplitud E0 = 0.5
u.a.
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Figura 2.4: Espectro correpondiente a los parámetros de la figura 2.3.

relacionada con las transiciones entre estados ligados. Sin embargo, a cualquiera

le resulta evidente que para una amplitud del campo de media unidad atómica

no podemos representar el átomo de hidrógeno como un sistema de dos niveles,

en particular no podemos olvidarnos del efecto de la ionización puesto que a esas

intensidades en un caso real apenas quedaŕıa población ligada al cabo de un par

de ciclos. Veamos, pues, qué ocurre cuando introducimos la ionización en nuestro

modelo.

2.2 Efecto de la ionización dependiente del tiem-
po en los armónicos generados por transi-
ciones entre estados ligados [95]

El efecto de la ionización en un sistema cerrado como un átomo de dos niveles

es la pérdida tanto de población como de coherencia. La forma más sencilla de

incluirla en nuestras ecuaciones es mediante una tasa de ionización que describa
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Figura 2.5: Esquema del sistema de dos niveles abierto. Las flechas representan la
transferencia de población.

el decaimiento en la amplitud de cada nivel. Tendremos entonces un sistema de

dos niveles abierto, tal y como puede verse en la figura 2.5, cuyas ecuaciones de

evolución son

da0(t)

dt
= −iE(t)d01a1(t) −

γ0(t)

2
a0(t), (2.8)

da1(t)

dt
= −iE(t)d01a0(t) −

[γ1(t)

2
+ iωT

]
a1(t). (2.9)

Para las tasas de ionización elegiremos las expresiones que nos da la ecuación

(1.15) para los estados 1s y 2p del hidrógeno, y que son

γ0(t) = 4E−2
0 |E(t)| exp

(
− 2

3|E(t)|

)
, (2.10)

γ1(t) = 2−7E−4
0 |E(t)| exp

(
− 1

12|E(t)|

)
. (2.11)

Ambas dependen fuertemente del tiempo a través del campo eléctrico, como

podemos ver en la figura 2.6. La ionización tiene dos máximos que corresponden

a los extremos del campo y se hace cero cuando éste cambia de signo. Para un

campo E0 = 0.06 u.a. la tasa de ionización del estado excitado es cuatro órdenes de

magnitud superior a la del estado fundamental y por ello será la más importante.

Si resolvemos las ecuaciones (2.8) y (2.9) para nuestros parámetros habituales

(E0 = 0.06 u.a., ω0 = 0.04 u.a.) obtenemos un espectro muy diferente al del átomo

de dos niveles convencional, tal y como apreciamos en la figura 2.7. Podemos ver
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Figura 2.6: Tasas de ionización a lo largo de un ciclo para un campo sinusoidal de
amplitud E0 = 0.06 u.a. En ĺınea continua la correspondiente al nivel fundamental,
dada por la fórmula (2.10) y en ĺınea discontinua la del nivel excitado, dada por
(2.11). Nótese la diferencia de escalas.

que el simple hecho de introducir una ionización dependiente del tiempo hace que

aparezcan armónicos altos (en este caso hasta cerca del orden quincuagésimo) con

intensidades mayores que los escasos picos del sistema de dos niveles. Los picos

más intensos son los cercanos a la frecuencia de la transición entre los dos niveles.

Podemos entender mejor lo que está ocurriendo si atendemos a la evolución de

las poblaciones y del momento dipolar, representados en la figura 2.8. La población

del estado fundamental disminuye de forma casi monótona (no es aśı, aunque en la

figura no se aprecien las pequeñas oscilaciones de Rabi) mientras que la del excitado

vaŕıa de forma muy brusca, sin llegar nunca a superar el valor 4×10−3. Estas agudas

variaciones tienen máximos cuando el campo se hace cero. La repercusión de estas

oscilaciones en el momento dipolar podemos observarla en la gráfica 2.8b, que

explica por śı misma la generación de armónicos altos. Las oscilaciones del estado

excitado se producen por el siguiente mecanismo: por efecto del campo externo
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Figura 2.7: Espectro correpondiente a la solución de las ecuaciones (2.8) y (2.9)
para un campo externo con los mismos parámetros que en la figura 2.2.

una pequeña parte de la población pasa del nivel fundamental al excitado y desde

éste casi inmediatamente abandona el átomo debido a la alt́ısima probabilidad de

ionización. Precisamente cuando el campo es nulo, la tasa de ionización se hace

cero y esto permite que en ese momento sobreviva algo de población en el nivel

excitado, que rápidamente desaparecerá apenas aumente el módulo del campo. De

este modo el nivel excitado actúa como un estado intermedio para que la población

del nivel fundamental se ionice. En efecto, la población ionizada directamente

desde el nivel fundamental es mucho menor que la que se ioniza desde el excitado,

como podemos ver en la figura 2.9. La mucho mayor población que hay siempre en

el estado fundamental no logra cancelar el efecto de la minúscula probabilidad de

ionización desde él. De hecho, el espectro obtenido si despreciamos la ionización

desde el primer nivel haciendo γ0(t) = 0 es prácticamente el mismo, para estos

parámetros del campo.

Los armónicos altos podŕıan interpretarse desde el punto de vista adiabático
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Figura 2.8: Lo mismo que en la figura 2.1 pero introduciendo la ionización depen-
diente del tiempo en los dos niveles.
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Figura 2.9: Poblaciones ionizadas desde el nivel fundamental (ĺınea continua) y el
excitado (ĺınea de puntos) en el caso de la figura 2.8.

más arriba empleado. La introducción de las tasas de ionización equivaldŕıa a

un ensanchamiento dinámico de los niveles de enerǵıa por un término imaginario.

Como este término es muy grande en el caso del nivel excitado cuando el campo

se hace máximo o mı́nimo, las enerǵıas instantáneas de los niveles vestidos se

ensanchan más allá de la frecuencia de la transición, pudiendo obtenerse armónicos

de orden muy elevado.

Antes de seguir avanzando conviene recalcar que la generación de armónicos

altos no depende de la forma concreta de las probabilidades de ionización, sino que

existe siempre que éstas sean dependientes del tiempo. La forma de γ1(t) dada por

la expresión (2.11) puede plantear objeciones puesto que el nivel excitado está la

mayor parte del tiempo en situación de supresión de barrera para la amplitud del

campo que estamos utilizando. Podŕıamos utilizar en este caso una aproximación

semiclásica identificando la ionización con el flujo de población que supera la bar-

rera, siendo su velocidad el momento lineal de los electrones que quedan libres,
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que viene dado por la diferencia de enerǵıa entre el nivel excitado y la altura de

la barrera, p =
√

2|Vef + ω1|. El máximo de la barrera de potencial dada por

−1/x−E(t)x es Vef = −2
√
|E| y ω1 = −ε2 = 0.125 u.a. Cuando el campo es me-

nor que el valor cŕıtico clásico E
(cr)
1 = 0.0039 y el nivel excitado queda por debajo

de la barrera podemos suponer que la ionización es despreciable. En este caso la

tasa de ionización estará dada por [95]

γ
(sc)
1 (t) =

√
4|E(t)|1/2 − 2ω1 Θ(|E(t)| > E

(cr)
1 ). (2.12)

Esta expresión nos da una tasa de ionización más pequeña en el máximo que

(2.11) pero tiene el inconveniente de que no es derivable en E
(cr)
1 . Esto influye

en el espectro de armónicos que se obtiene con ella y que podemos observar en la

figura 2.10. De nuevo obtenemos armónicos altos, y en este caso su intensidad no

va bajando sino que se mantiene hasta frecuencias muy altas sin haber un corte.

Otro ejemplo más podemos verlo en la figura 2.11. En este caso hemos elegido

la dependencia sencilla γ1(t) ∝ |E(t)|2 y vemos que hay menos armónicos pero

también existen.

Podemos inferir entonces que es un hecho general el que una ionización que

vaŕıe rápidamente en el tiempo genera armónicos altos en un sistema de dos niveles,

independientemente de su forma exacta. Este es un mecanismo alternativo al de

las transiciones entre un estado ligado y uno del continuo de alta enerǵıa causantes,

según los modelos explicados en la sección 1.4, de la meseta y la frecuencia de corte

en los espectros en régimen de túnel y que inevitablemente deben ser tenidas en

cuenta en cualquier modelo mı́nimamente realista.
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Figura 2.10: Espectro obtenido con la expresión (2.12) para la ionización desde el
nivel excitado para un campo externo con los mismos parámetros que en la figura
2.7.

Figura 2.11: Espectro obtenido con una tasa de ionización desde el nivel excitado
proporcional a |E(t)|2 para un campo externo con los mismos parámetros que en
la figura 2.7.
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2.3 Generación de armónicos en un sistema de
dos niveles con ionización y recombinación
[96]

Para recuperar la meseta de armónicos y la frecuencia de corte no hay más remedio

que tener en cuenta las transiciones entre los estados del continuo de alta enerǵıa

y los ligados. Nosotros vamos a hacerlo afinando aún más nuestro sistema de dos

niveles de modo que incluya la recombinación, pero procurando que el modelo no

se complique mucho para poder interpretar con sencillez los resultados. Supon-

dremos que la parte de población que se ioniza pasa al continuo, evolucionando

alĺı como una part́ıcula clásica pero conservando como traza cuántica una fase que

hará posible una recombinación coherente cuando retorne a la posición del núcleo.

Expliquemos paso a paso el modelo [96].

Siguiendo las ecuaciones (2.8) y (2.9), la población que se ioniza desde el nivel

|j〉 (fundamental o excitado) en un intervalo de tiempo Δt es

ΔP ion
j

Δt
= γj(t)|aj(t)|2. (2.13)

En cada instante de tiempo esa población generará un paquete de ondas cuya

amplitud será [ΔP ion
j ]1/2 con un factor de fase adecuado. Esa fase podemos hallarla

si admitimos que al estar en el régimen de túnel todo evoluciona adiabáticamente,

por lo cual deberá ser la misma que tiene en ese instante el estado de partida salvo

por un signo producido por la interacción con el campo y que cambia la paridad

del estado. Expĺıcitamente, la amplitud del paquete ionizado desde el estado |j〉
entre t0 y t0 + Δt será

aion
j (t0; t0) = [ΔP ion

j ]1/2 aj(t0)

|aj(t0)|
E(t0)

|E(t0)|
. (2.14)

Este paquete evoluciona como una part́ıcula clásica sometida al campo externo

de acuerdo con las ecuaciones (1.64)-(1.66). Despreciamos aśı el efecto del potencial
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atómico sobre el paquete de ondas en el continuo, al igual que la variación del

campo en el espacio, el campo magnético y demás efectos relativistas. Esto es

justificable puesto que la intensidad del campo en el régimen de túnel es baja y la

excursión de la part́ıcula será mucho menor que la longitud de onda del láser, del

mismo modo que su velocidad en comparación con la de la luz. Seguimos aśı en

todo momento dentro del rango de validez de la aproximación dipolar. A partir

de la expresión (1.72) obtenemos el cambio de fase de la part́ıcula en el continuo,

dado por la acción clásica,

Φ(t0, t) =
∫ t

t0
dt′

{ ẋ(t′)2

2
+ Ij

}
. (2.15)

Estamos suponiendo, de acuerdo una vez más con nuestra visión adiabática,

que la enerǵıa del estado no cambia durante la ionización y por ello el término

de enerǵıa potencial en (2.15) es I0 = 0 para el estado fundamental e I1 = ωT

para el excitado. Esto va a repercutir en la frecuencia de corte de los armónicos,

como veremos más adelante. Aśı pues, la evolución de cada paquete ionizado en

el instante t0 será

aion
j (t0; t) = aion

j (t0; t0)e
−iΦ(t0,t). (2.16)

Como ya sabemos, algunas de esas part́ıculas-estado volverán a la posición

del núcleo y otras no. Nos olvidamos de estas últimas, que no contribuirán a

la generación de armónicos del átomo, y tenemos en cuenta únicamente las que

vuelven y sólo la primera vez que lo hacen. Las sucesivas colisiones no tienen

efecto en la frecuencia de corte de los armónicos y únicamente influyen de forma

limitada en la intensidad de los de la meseta [97, 98]. Lo que suponemos es que

en el momento de su vuelta interaccionan con los estados ligados como un tercer

pseudonivel. Las ecuaciones de evolución son entonces

da0(t)

dt
= −γ0(t)

2
a0(t) − iE(t)[d01a1(t) + d0ca

cont
0 (t)], (2.17)

da1(t)

dt
= −

(γ1(t)

2
+ iωT

)
a1(t) − iE(t)[d01a0(t) + d1ca

cont
1 (t)], (2.18)
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donde las amplitudes de los estados del continuo que interaccionan con el núcleo

son

acont
j (t) =

∫ t

0
aion

j (t0; t)δ(x(t0; t))dx(t0; t). (2.19)

La delta de Dirac significa que sólo consideramos la recombinación de los esta-

dos ionizados cuando su trayectoria clásica, x(t), cruza por el origen de coordena-

das. Los elementos de matriz del momento dipolar entre los estados del continuo y

los ligados se calculan suponiendo que los estados del continuo se comportan como

ondas planas [23, 51] y su valor en nuestro caso es

d0c(v) = i
27/2α5/4

π

v

(v2 + α)3 , (2.20)

d1c(v) =
27α7/4

π

v2

(4v2 + α)3(v2 + ε1)
, (2.21)

donde α es el doble del potencial de ionización y ε1 la enerǵıa del nivel excitado.

La suposición de que la recombinación sólo se produce en el instante de tiempo

en el que la part́ıcula ionizada está en el origen nos lleva a subestimar la proba-

bilidad de transición djc(v)Δt dado que el paso de tiempo numérico Δt es mucho

menor que el tiempo de interacción, más aún si tenemos en cuenta el ensancha-

miento de la función de onda durante su excursión en el vaćıo. Para remediarlo,

corregimos ese término multiplicando djc(v) por Ti/Δt, donde Ti = lint/v es el

tiempo de interacción, proporcional a la longitud de interacción, que supondremos

t́ıpicamente una unidad atómica. Para mayor simplicidad usaremos momentos di-

polares constantes djc = djc(vprom), donde la velocidad promedio de las part́ıculas

cuando vuelven por vez primera al núcleo es vprom = 0.665E0/ω0, resultado ob-

tenido numéricamente. En cualquier caso la expresión concreta para el momento

dipolar no influye de manera decisiva en nuestros resultados.

Pues bien, resolviendo las ecuaciones (2.17) y (2.18) para los parámetros de

costumbre obtenemos un espectro como el de la figura 2.12. Podemos observar

que los primeros armónicos son muy similares a los de la figura 2.7, en la que
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hab́ıamos incluido la ionización pero no la recombinación. La novedad son los

armónicos más altos, que claramente tienen una estructura de meseta hasta una

frecuencia de corte cercana al armónico quincuagésimo quinto, y a partir de ella de-

caen rápidamente en intensidad. El espectro nos recuerda el de un átomo real en el

régimen de ionización por túnel. Podemos darnos cuenta además de que la posición

de la frecuencia de corte coincide con la dada por la expresión ωT + 3.17Up, lige-

ramente diferente a la de un átomo real, Ip + 3.17Up. Esta diferencia viene de que

consideramos que la enerǵıa potencial de los estados no vaŕıa durante la ionización

y excursión en el continuo, siendo entonces la enerǵıa máxima de los electrones

ionizados desde el nivel superior en el momento de la reinteracción con el núcleo

precisamente ωT + 3.17Up. Ya sabemos que esto puede corregirse si consideramos

que los electrones no salen de x = 0 sino de una posición algo distinta y que el en-

sanchamiento del paquete de ondas hace que la recolisión no sea tampoco en x = 0.

Tener en cuenta estos aspectos haŕıa que la posición de corte fuera algo más difusa.

En cualquier caso, para los parámetros con que nos movemos, la diferencia entre

Ip y ωT es de apenas dos o tres armónicos, prácticamente inapreciable. Podemos

separar el efecto de la ionización dependiente del tiempo del de la recombinación

coherente observando la figura 2.13, en la que hemos representado la intensidad

de los armónicos obtenidos con las ecuaciones (2.17) y (2.18) tomando una ex-

presión promediada independiente del tiempo para las tasas de ionización (véase

la sección 1.2), que en nuestro caso resultan ser γpr
0 = 4(3/πE0)

1/2 exp(−2/3E0),

γpr
1 = 2−11/2(3/π)1/2E

−5/2
0 exp(−1/12E0). En comparación con el caso general las

intensidades de los primeros armónicos son mucho más bajas, mientras que las de

los altos permanecen aproximadamente iguales, quedando claro que la forma con-

creta de esas tasas de ionización sólo tiene influencia destacada en los armónicos

más bajos.

Podemos ver también, análogamente a los casos anteriores, la evolución de las
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Figura 2.12: Espectro correpondiente a la solución de las ecuaciones (2.17) y (2.18)
para un campo externo con los mismos parámetros que en la figura 2.2.

Figura 2.13: Intensidad de los armónicos obtenidos con tasas de ionización pro-
mediadas independientes del tiempo (ćırculos negros) y dependientes del tiempo
(triángulos blancos).
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Figura 2.14: Evolución de las poblaciones (a) y el momento dipolar (b) cuando in-
cluimos ionización y recombinación en nuestro modelo. Los parámetros del campo
son E0 = 0.06 u.a. y ω0 = 0.04 u.a.
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Figura 2.15: Detalle de la figura 2.14b. En ĺınea de puntos el momento dipolar en
ausencia de recombinación.

poblaciones y el momento dipolar. La figura 2.14 nos muestra estas variables. A

primera vista son muy parecidas al caso en que sólo considerábamos la ionización

(figura 2.8). En cuanto a las poblaciones, la diferencia con el caso anterior es

mı́nima, siendo la población final del estado fundamental ligeramente superior,

debido a la población que vuelve, y la del estado excitado casi igual. En cuanto

al momento dipolar, la única variación son unas pequeñas oscilaciones cuando el

dipolo es pequeño y que podemos apreciar con más detalle en la figura 2.15. Esas

pequeñas oscilaciones son las causantes de la generación de los armónicos más

altos, que nos dan la meseta y el corte.

El hecho de que la población que vuelve del continuo a los estados ligados

sea tan pequeña nos lleva a pensar en una reinterpretación de la f́ısica de nuestro

modelo. Normalmente los armónicos se han achacado a las transiciones desde el

continuo a los estados ligados y las transiciones entre los estados ligados han sido

despreciadas. Nosotros pensamos que el papel de estas transiciones es importante
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debido a que los valores de los momentos dipolares entre estados ligados cercanos

son órdenes de magnitud superiores a los de las transiciones entre estados ligados

y estados del continuo [23]. Además de esto, la población ionizada está repartida

entre todos los estados del continuo y la fracción de población en los estados

relevantes, los que tienen enerǵıas cinéticas elevadas y generan los armónicos altos

de la meseta, es muy pequeña. Podemos analizar esto con un poco más de detalle.

El momento dipolar total de nuestro sistema tiene dos partes diferenciadas, d(t) =

db−b + db−c, donde las contribuciones de la transición ligado-ligado y las ligado-

continuo son respectivamente

db−b = d01(a0a
∗
1 + a∗

0a1), (2.22)

db−c = d0c(a0a
cont∗
0 + a∗

0a
cont
0 ) + d1c(a1a

cont∗
1 + a∗

1a
cont
1 ). (2.23)

En la figura 2.16 podemos ver el espectro generado por cada una de las contri-

buciones. El de la transición ligado-ligado es en este caso unos cuatro órdenes de

magnitud superior para los armónicos de la meseta, quedando clara su relevancia.

En nuestra opinión el mecanismo a través del cual se generan los armónicos

es el siguiente: el acoplamiento entre los estados ligados y el continuo de alta

enerǵıa induce oscilaciones rápidas en las amplitudes de los estados ligados. De este

modo el momento dipolar entre ellos oscila con esas frecuencias altas, generando

el espectro de armónicos. La transición ligado-ligado actúa aśı como resonador o

amplificador de las pequeñas oscilaciones debidas a la recombinación coherente.

El espectro de las transiciones ligado-continuo también tiene por supuesto esas

componentes altas, pero su contribución es significativamente más pequeña. En

un átomo real incluso las transiciones entre los estados del continuo, que en nuestro

modelo no están permitidas, generan un espectro con las mismas caracteŕısticas

que conocemos [99] pero en este caso también los elementos de matriz dipolares

entre estados del continuo son más pequeños y su contribución es menor. Sólo

cuando el pulso es mucho más largo que el tiempo necesario para que toda la
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Figura 2.16: Intensidad de los armónicos generados por las contribuciones a la
aceleración dipolar de las transición entre los estados ligados (ćırculos negros) y
las transiciones entre los estados ligados y los del continuo (triángulos blancos),
para los mismos parámetros del campo que la figura anterior.
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Figura 2.17: Intensidad de los armónicos generados por un potencial coulombiano
(ćırculos negros) y un potencial de Yukawa con uno (cuadrados negros), dos (cru-
ces) y cuatro (triángulos blancos) estados ligados con la misma enerǵıa del estado
fundamental. Los parámetros del campo son E0 = 0.06, ω0 = 0.04.
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población se ionice la contribución de los estados del continuo puede pasar a ser

dominante en la generación de armónicos.

Otro apoyo a esta idea nos los dan los cálculos de espectros realizados con

potenciales de corto alcance con un número limitado de estados ligados. Becker

y otros han estudiado la dinámica de un sistema con potencial de tipo delta de

Dirac regularizado [100], obteniendo espectros cualitativamente iguales a los del

hidrógeno real pero varios órdenes de magnitud menos intensos. Por su parte,

Krause y otros [42] compararon los espectros del hidrógeno con los obtenidos por

un potencial de tipo Yukawa, V (r) = −Ze−αr/r, con el que se pueden variar el

número de estados ligados y el potencial de ionización sin más que cambiar los

parámetros Z y α. En la figura 2.17 podemos ver una comparación entre los

armónicos del espectro del hidrógeno y el obtenido con el potencial de Yukawa

con uno (Z = 1.93 u.a., α = 1 u.a.), dos (Z = 1.16 u.a., α = 0.17 u.a.) y

cuatro (Z = 1.05 u.a., α = 0.05 u.a.) estados ligados y la misma enerǵıa del nivel

fundamental que el hidrógeno. Cuando sólo existe un nivel ligado los armónicos son

muy débiles, mientras que con cuatro estados ligados el parecido con el hidrógeno

es bastante alto. Esto se debe no solamente a la presencia de resonancias que hacen

que la ionización sea más eficiente sino a la amplificación de las oscilaciones por

los dipolos entre los estados ligados que hemos descrito más arriba.

Para comprobar la validez de nuestro modelo vamos a contrastarlo con los re-

sultados obtenidos con la ecuación de Schrödinger unidimensional con el potencial

de Rochester descrita en la sección 1.4.3. Al ser la dinámica de nuestro modelo

también unidimensional, pensamos que este es el mejor banco de pruebas. En este

caso elegimos como parámetros en el potencial Z = 1 u.a. y a0 = 1.412 u.a., que

nos dan el estado fundamental en el nivel de enerǵıa Ip = 0.5 u.a. El primer estado

excitado tiene una enerǵıa diferente a la del hidrógeno y por ello en nuestro modelo

debemos cambiar los parámetros a los nuevos ωT = 0.267 u.a., d01 = 1.297 a.u.
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Figura 2.18: Comparación entre los armónicos generados en nuestro modelo (ĺınea
continua) y los obtenidos con la ecuación de Schrödinger unidimensional para cam-
pos con frecuencia ω0 = 0.04 u.a. y amplitud E0 = 0.04 u.a. (a ), E0 = 0.06 u.a.
(b) y E0 = 0.08 u.a. (c).
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En la figura 2.18 puede observarse la comparación entre los resultados de nuestro

modelo y los obtenidos con la ecuación de Schrödinger unidimensional. No sólo

la posición del corte es parecida, con la única diferencia del desplazamiento de

enerǵıa potencial Ip − ωT , sino también las intensidades de los armónicos bajos e

intermedios son en muchos casos similares. De hecho la mayor discrepancia está

en el armónico fundamental y eso es debido a que nuestra aceleración dipolar no

incluye el movimiento de los estados libres cuando están alejados del núcleo, que

tiene la frecuencia del campo y que por supuesto śı que está incluido en la ecuación

de Schrödinger. Un último dato que avala la importancia de las transiciones entre

estados ligados es el hecho de que las contribuciones a la aceleración dipolar de

la transición entre los dos primeros estados ligados es mucho mayor que la de las

transiciones entre estos y el estado del continuo con momento k =
√

6Up (aproxi-

madamente el que da la frecuencia de corte) en el hidrógeno unidimensional, tal

y como podemos observar en la figura 2.19. La primera contribución es del orden

del espectro total, mientras que la segunda es varios órdenes de magnitud menos

intensa.

Como resumen de este caṕıtulo podemos decir que el papel de las transiciones

entre estados ligados en la generación de armónicos en régimen de ionización por

túnel es más importante que el que en un principio se les ha dado. Del mismo modo,

el hecho de que la ionización no sea uniforme sino que vaŕıe fuertemente a lo largo

de un ciclo óptico es un mecanismo generador de armónicos adicional, que puede

tener especial importancia en la intensidad de los armónicos bajos. El modelo de

dos niveles abierto que hemos introducido nos ha dado bastante información sobre

estos dos aspectos, pero hay que dejar muy claro que no es un modelo universal sino

sólo aplicable en el régimen de túnel puesto que no tiene en cuenta los efectos de las

transiciones multifotónicas ni de la supresión de barrera cuando el campo es más

intenso, aśı como el efecto de otros niveles ligados. A pesar de estas limitaciones, es
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Figura 2.19: Intensidad de los armónicos generados en la ecuación de Schrödinger
unidimensional para parámetros del campo E0 = 0.06 u.a. y ω0 = 0.04 u.a. Las
cruces representan la intensidad total, los cuadrados negros la contribución del
dipolo entre los dos primeros estados ligados y los ćırculos blancos la contribución
de los dipolos entre los dos primeros estados ligados y el del continuo con momento

k =
√

6Up.

aceptable cualitativamente y da unos resultados razonables cuando lo comparamos

con la ecuación de Schrödinger unidimensional.
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Caṕıtulo 3

Simulación numérica de la
interacción entre plasmas y
pulsos láser

El objetivo de este caṕıtulo es explicar los modelos y algoritmos que hemos utilizado

para simular la interacción entre un medio ionizable y un campo electromagnético

intenso. Nos centraremos en dos modelos bastante diferentes, uno de los llamados

”part́ıcula-en-celda”, ampliamente utilizados en una gran variedad de problemas

de la f́ısica de plasmas y otro mucho más sencillo pero que permite estudiar ade-

cuadamente la generación y propagación de armónicos durante la ionización de un

medio no muy denso con un campo relativamente débil.

3.1 Simulación de plasmas mediante códigos de
part́ıculas

En el campo de la simulación de plasmas hay dos posibilidades diferentes a la

hora de abordar el problema. Una de ellas es la descripción del plasma como un

fluido, olvidando completamente las caracteŕısticas particulares de sus componen-

tes. En este caso se resuelven las ecuaciones magnetohidrodinámicas del plasma,

que variarán según sea el problema a abordar. La otra posibilidad es la descripción

95
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cinética, que tiene en cuenta modelos más detallados del plasma que incluyen las

interacciones de las part́ıculas a través del campo electromagnético. Dentro de la

descripción cinética puede optarse por resolver las ecuaciones cinéticas del plasma

en el espacio de las fases (del tipo Vlasov o Fokker-Planck [74]) o bien la por la si-

mulación de part́ıculas aisladas, siguiendo la evolución de un conjunto de part́ıculas

que interaccionan entre śı y con los campos externos. Cada una de estas descrip-

ciones tiene sus ventajas y sus inconvenientes. Los códigos magnetohidrodinámicos

han sido útiles en problemas de gran escala relativos a dispositivos experimenta-

les, pero carecen del grado de detalle suficiente para explicar los fenómenos f́ısicos

básicos cuando la distribución de enerǵıa de las part́ıculas es muy diferente a una

maxwelliana (por ejemplo en un plasma fŕıo generado por fotoionización). En este

caso la descripción con part́ıculas es imprescindible. Lo mismo ocurre cuando las

trayectorias de los electrones individuales se cruzan, es decir, cuando las colisiones

son importantes. Por este motivo vamos a elegir nosotros en primera instancia la

descripción con part́ıculas, que conserva casi toda la f́ısica de los problemas reales

a costa de encarecer los cálculos.

Vamos a resumir aqúı las caracteŕısticas generales de un código de part́ıculas

sin entrar en todos los detalles. La descripción será más minuciosa en lo referente

al modelo concreto que hemos elegido nosotros. Hay en la literatura multitud

de trabajos acerca de la simulación de plasmas con códigos de part́ıculas, que

en los últimos años se ha convertido en una disciplina más, y no de las menos

importantes, de la f́ısica de plasmas. Nosotros remitimos al lector interesado a las

referencias [74, 101, 102], que son las que nosotros hemos utilizado, para procurarse

mayor información. Para un resumen de los más recientes avances en simulación

de plasmas, puede verse por ejemplo la referencia [103].

La idea de describir un plasma mediante el movimiento de sus part́ıculas parece

de todo punto descabellada si consideramos el número de ellas que hay habitual-
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mente en los experimentos (pensemos en cantidades superiores a 1020 part́ıculas en

un volumen de un cm3) y que para cada una de ellas tenemos que resolver las ecua-

ciones de movimiento y las de Maxwell para hallar los campos que ellas mismas

generan y los que nosotros aplicamos. Aún hoy es imposible con los ordenadores

que tenemos aspirar a simular el movimiento de más de 108 part́ıculas a lo largo

de unos pocos ciclos ópticos en un tiempo razonable. ¿En qué consisten entonces

los códigos de part́ıculas tan utilizados y aceptados por la comunidad cient́ıfica?

La explicación es que las ”part́ıculas” de estos códigos no son part́ıculas reales

sino macropart́ıculas o nubes de carga de tamaño finito que engloban a muchas

part́ıculas puntuales y que se mueven como un todo. Este truco de agrupar la

carga en part́ıculas grandes puede parecer injustificado, principalmente porque aśı

se pierde la información sobre las colisiones entre part́ıculas (muy perjudiciales en

las simulaciones numéricas debido a la singularidad del potencial coulombiano),

que serán muy frecuentes para densidades tan altas. Hay varias explicaciones que

nos permiten justificar, hasta cierto punto, esta aproximación. En el caso de un

plasma caliente, cuyas part́ıculas tienen una distribución de velocidades inicial con

una enerǵıa térmica, hay una longitud caracteŕıstica llamada longitud de Debye,

λD =
√

kT/4πe2N0. Esta longitud es la que define la distancia dentro de la cual

los efectos part́ıcula-part́ıcula actúan más fuertemente y fuera de la cual domi-

nan los efectos colectivos. Si nos interesan únicamente los efectos en una escala

superior a λD podremos despreciar las colisiones entre part́ıculas porque estarán

apantalladas. El segundo argumento es que numéricamente es imposible conside-

rar part́ıculas puntuales puesto que estamos constreñidos por el tamaño de nuestra

red espaciotemporal, aśı que, haciendo de la necesidad virtud, podemos aprove-

charlo para que nuestras part́ıculas tengan un tamaño superior a la longitud de

Debye y en ese caso la sección eficaz de colisiones es mucho menor que en el caso

de part́ıculas de radio cero. En el caso de plasmas fŕıos la longitud de Debye seŕıa
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teóricamente nula y el campo microscópico no se apantallaŕıa, pero podemos ir

un poco más allá hacia el terreno de la f́ısica cuántica y pensar que los electro-

nes tampoco son part́ıculas puntuales sino paquetes de onda que, sometidos a los

campos electromagnéticos, no sólo se desplazan sino que van ensanchándose, de

forma que nunca va a haber colisiones entre part́ıculas puntuales sino entre nubes

de carga, mucho más suaves. En nuestro caso el espaciado de nuestra red será

t́ıpicamente de diez o veinte unidades atómicas y el tamaño de las part́ıculas igual

o del mismo orden. El tiempo que tarda un paquete gaussiano libre en pasar de

un tamaño de una unidad atómica (el del electrón en un átomo) a diez unidades

atómicas es del orden de veinte unidades atómicas, la décima parte de un ciclo

óptico para las frecuencias que manejamos, aśı que el tratarlo como una macro-

part́ıcula no es descabellado. Todas estas justificaciones no dejan de ser parciales

y finalmente puede recurrirse al argumento de autoridad, que en este caso nos dice

que las simulaciones de part́ıculas han dado resultados muy buenos contrastados

con los experimentos. Actualmente son aceptadas y sólo hay reticencias cuando

los plasmas son muy supercŕıticos, con densidades de electrones varios órdenes de

magnitud mayores que las de un sólido, que hacen que las colisiones binarias entre

part́ıculas sean decisivas en la dinámica del sistema.

En un código de part́ıculas tenemos las siguientes variables:

- Posición rj y momento pj de cada part́ıcula.

- Densidades de carga ρi y corriente Ji en los puntos de la red espacial.

- Campos electromagnéticos Ei, Bi en los puntos de la red espacial que deberán

ser interpolados en la posición de cada part́ıcula para hallar la fuerza a la que está

sometida y poder moverla.

Por lo tanto, el código consiste en la repetición de un ciclo como el de la figura

3.1. Las variaciones aparecen cuando vamos a la resolución concreta de cada

paso. En nuestro caso vamos a ceñirnos a un código unidimensional en el espacio
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Figura 3.1: Ciclo básico de un código de part́ıculas.

y bidimensional en la velocidad (1D2V). Expliquemos esto. Si hacemos incidir

perpendicularmente una onda plana sobre una lámina delgada homogénea podemos

suponer que todas las variaciones espaciales van a producirse en la dirección de

propagación del campo porque en el plano transversal habrá simetŕıa y todas las

part́ıculas del medio se moverán igual. En un experimento real tendremos un haz

más o menos focalizado, pero si el espesor de la lámina es mucho menor que el

tamaño del haz, cosa que puede lograrse en la práctica con láminas muy finas (se

realizan experimentos con láminas de decenas de nanómetros) y con láseres muy

intensos poco focalizados (con los láseres actuales es posible conseguir intensidades

del orden de 1018 W/cm2, que son las mayores que vamos a utilizar, en secciones

de décimas de mm2), podemos hacer la aproximación de onda plana sin cometer

un error fundamental. De este modo perderemos efectos t́ıpicamente transversales

como el autoenfoque, formación de canales, etc. que ocurren a intensidades muy

altas, fuera de nuestro interés. La geometŕıa de nuestras simulaciones será la

que puede verse en la figura 3.2, en la que el campo es una onda plana que se

propaga en la dirección x y cuyo vector eléctrico está polarizado en la dirección

y. El movimiento de las cargas se producirá entonces en el plano XY , con lo
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Figura 3.2: Esquema de la geometŕıa de nuestras simulaciones.

cual no habrá componente de la velocidad vz. Consideraremos que, debido a la

simetŕıa del problema, nuestras part́ıculas son láminas de espesor a e infinitas en

sus dimensiones transversales, es decir, serán placas en lugar de part́ıculas. Por lo

tanto nuestras únicas variables serán x, vx y vy. De nuevo en esta sección y en la

siguiente vamos a utilizar unidades gaussianas puesto que son más apropiadas que

las atómicas.

Comencemos por la solución de las ecuaciones de movimiento para las part́ıculas.

Vamos a usar un método de tipo salto de rana (leapfrog en inglés), consistente en

hallar posiciones y momentos en instantes de tiempo alternativos. Si tenemos las

ecuaciones de movimiento

dp
dt

= q

[
E +

1

c
v × B

]
, (3.1)

dr
dt

= v. (3.2)

con p = mγv, supondremos conocidos los momentos en el instante t − Δt/2 y

las posiciones y fuerzas en t y entonces avanzamos los momentos hasta t + Δt/2

y las posiciones hasta t + Δt. Dentro de los métodos de salto de rana hay varios

algoritmos posibles. Nosotros utilizamos el de Boris, que es rápido y reversible en
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el tiempo [101]. Si llamamos u = γv, con γ2 = 1+u2/c2 la ecuación en diferencias

finitas a resolver para cada momento es

un+1/2 − un−1/2

Δt
=

q

m

[
En +

1

c

un+1/2 + un−1/2

2γn
× Bn

]
. (3.3)

La forma más fácil de resolver esa ecuación es separar la parte de la fuerza que

corresponde al campo eléctrico de la que corresponde al magnético. Esto se logra

definiendo dos momentos intermedios u+ y u− como

u− = un−1/2 +
qEnΔt

2m
, (3.4)

u+ = un+1/2 − qEnΔt

2m
. (3.5)

(3.6)

Sustituyendo (3.4) y (3.5) en (3.3) obtenemos

u+ − u−

Δt
=

q

2mcγn
(u+ + u−) × Bn. (3.7)

Se observa que (γn)2 = 1 + (u−/c)2 = 1 + (u+/c)2 a segundo orden en Δt. La

ecuación (3.7) no es más que una rotación de u en torno al eje definido por B un

ángulo θ = −2 arctan(qBΔt/2mcγ), que puede resolverse en dos pasos:

u′ = u− + u− × t, (3.8)

u+ = u− + u′ × s, (3.9)

siendo t = qΔtB/2mcγn, s = 2t/(1 + t2). Una vez hallada un+1/2, las posiciones

se avanzan sencillamente como

rn+1 = rn + vn+1/2Δt = rn +
un+1/2Δt

γn+1/2 , (3.10)

con γn+1/2 =
√

1 + (un+1/2/c)2. De este modo integramos las ecuaciones de movi-

miento de una forma rápida y efectiva. En nuestro caso sólo tendremos que avanzar
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vx, vy y x. Veamos ahora cómo hallar las densidades de carga y corriente a partir

de las posiciones y velocidades de las part́ıculas.

En todas nuestras simulaciones vamos a suponer que los iones están fijos de-

bido a que su masa será mucho mayor que la de los electrones y en los tiempos

de duración de nuestros pulsos apenas se van a mover. Hemos comprobado los

resultados incluyendo el movimiento de los iones y la variación, para nuestros

parámetros, no es significativa. La densidad de carga positiva será entonces cons-

tante y la calculamos inicialmente (en el caso de un plasma preionizado) para que

cancele exactamente la densidad inicial de cargas negativas, que estarán reparti-

das uniformemente a lo largo del espacio ocupado por la lámina. De este modo

en cada paso sólo habrá que calcular la densidad de cargas negativas. El método

que seguimos es una interpolación lineal. Pensemos que nuestras part́ıculas tienen

exactamente la misma anchura que el espaciado de la red, Δx, y que están unifor-

memente cargadas. Entonces repartimos su carga entre los dos puntos de la red

más cercanos a su posición tal y como está esquematizado en la figura 3.3. Si una

part́ıcula está entre los puntos i e i + 1, exactamente en la posición (i + r)Δx, la

cantidad de carga asignada al punto i será qi = q(1−r) y la asignada al punto i+1,

qi+1 = qr. Este tipo de interpolación es lo que da nombre a estas simulaciones:

part́ıcula-en-celda (PIC). El efecto de la interpolación es suavizar las interacciones

binarias entre part́ıculas y disminuir el ruido en los resultados.

Una vez que hemos asignado por interpolación la carga de cada part́ıcula a

los correspondientes puntos de la red, la densidad de carga se halla sin más que

sumar la carga total en cada punto y dividirla por el paso espacial. De este modo

no hay que hacer más que un bucle sobre las part́ıculas para tener la densidad

de carga en todo los puntos de la red. En cuanto a la densidad de corriente,

el procedimiento es el mismo y la única diferencia es que hay que multiplicar la

carga por la correspondiente velocidad. También se utiliza una interpolación lineal
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Figura 3.3: Esquema de la interpolación de la carga de una part́ıcula de tamaño
Δx.

idéntica a la explicada para hallar los campos en las posiciones de las part́ıculas

una vez que los tenemos en los puntos de la red tras resolver las ecuaciones de

Maxwell. Precisamente el punto más conflictivo es la resolución de las ecuaciones

de Maxwell, especialmente cuando la intensidad es alta y los efectos relativistas

son importantes. Vamos a verlo en la siguiente sección.

3.2 Integración de las ecuaciones de Maxwell.
Corrección relativista en los cálculos PIC
[104]

A la hora de resolver las ecuaciones de Maxwell lo más habitual es utilizar direc-

tamente las ecuaciones para los campos eléctrico y magnético

∇× E = −1

c

∂

∂t
B, (3.11)

∇× B =
1

c

∂

∂t
E +

4π

c
J, (3.12)

∇ · E = 4πρ, (3.13)

∇ · B = 0. (3.14)

La solución de las ecuaciones de Faraday y Ampère es muy sencilla en nuestra
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aproximación 1D2V, la de la ausencia de monopolos magnéticos es trivial y la ley

de Coulomb se convierte en una ecuación algebraica en el espacio rećıproco [101].

El problema reside precisamente en la ecuación (3.13), que es una ecuación no

local instantánea, esto es, el campo longitudinal en un punto en un instante de

tiempo depende de la densidad de carga en el entorno en ese mismo instante de

tiempo. Evidentemente esto es aśı porque la solución de las ecuaciones de Maxwell

incluye los términos retardado y avanzado. Este último puede llevar a errores en

el caso relativista, que es cuando el retardo es más importante. Por ello nosotros

preferimos integrar las ecuaciones de ondas para los potenciales (1.17) y (1.18) y

elegir las soluciones retardadas, que en el caso de densidades de carga y corriente

continuas y en el gauge de Lorentz pueden escribirse como [105]

φ(r, t) =
∫ ρ(r′, t′)

|r − r′|

∣∣∣∣∣
t′
dr′, (3.15)

A(r, t) =
1

c

∫ J(r′, t′)
|r − r′|

∣∣∣∣∣
t′
dr′, (3.16)

donde t′ = t − |r − r′|/c. Análogamente al caso de una sola part́ıcula (1.24), la

densidad de carga asociada a un conjunto discreto de cargas se escribe como

ρ(r, t) =
∫

dr
∑
m

qmδ[r − rm(t)]

=
∫

dr
∑
m

qmδ
[
r − rm(0) −

∫ t

0
dτvn(τ)

]
. (3.17)

Lo normal en un código de part́ıculas es calcular la densidad de carga a partir

de la ecuación (3.17) discretizada en la malla espacial

ρ(ri, t) =
1

ΔV

∑
m

xα
m=xα

i

qm. (3.18)

ΔV es el volumen de las celdas de la malla, i es el ı́ndice de dichas celdas y

el sumatorio se extiende a todas las part́ıculas cuya posición rm está dentro de

la celda en el instante t′, es decir, xα
m = xα

i , en notación tetravectorial. Una vez
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hallada de este modo la densidad de carga, la tentación es sustituirla en (3.15) y

calcular el potencial escalar como

φ(ri, t) =
∑

j

ρ(r′j, t − |ri − r′j|/c)

|ri − r′j|
ΔV, (3.19)

que es una expresión manifiestamente errónea puesto que para una sola carga nos

conduce al potencial de Coulomb retardado

φ(ri, t) =
q

|ri − r′(t′)| , (3.20)

y sabemos que la expresión correcta nos la da el potencial de Liénard-Wiechert

(1.28), en el que aparece el término de la velocidad de la part́ıcula. Hemos llegado

a (3.19) porque hemos supuesto impĺıcitamente que la integral espacial de la delta

de Dirac retardada en (3.17) es igual a la unidad, cuando en realidad

∫
δ[r′ − rm(t′)]dr′ =

∫ 1

1 − βm · n

∣∣∣∣∣
t′(u)

δ(u)du �= 1. (3.21)

En el cálculo de los campos generados por las cargas en un código de part́ıculas

el retardo debe entonces incluirse de dos formas distintas. En primer lugar hay que

utilizar las densidades de carga calculadas en los instantes de tiempo anteriores y

en segundo lugar hemos de tener en cuenta el término de velocidad caracteŕıstico de

los potenciales de Liénard-Wiechert. Una forma de hacer esto es hallar el potencial

asociado a cada carga y calcular el potencial total como la suma de los individuales,

φ(r, t) =
∑
m

φm(r, t) =
∑
m

1

1 − vm(t′m) · nm(t′m)/c

qm

|r − rm(t′m)| . (3.22)

Esta forma es absolutamente correcta pero va en contra de una de las más

importantes ventajas de los códigos PIC, como es el calcular las densidades de

carga y corriente asociadas a un conjunto de cargas y usarlas luego para hallar los

campos asociados. De este modo sólo necesitamos un bucle de tamaño Np, donde

Np es el número total de part́ıculas, para tener las densidades de carga en toda la
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malla y otro de tamaño Ng, donde Ng es el número de puntos de la malla espacial,

para integrar las ecuaciones de Maxwell en el espacio. En cambio, si hacemos

uso de la ecuación (3.22) tendremos que hacer un bucle sobre todas las part́ıculas

para tener el potencial en un solo punto de la malla de coordenada r. Esto nos

exigiŕıa un doble bucle de dimensión Np × Ng para poder tener el potencial en

todos los puntos. Evidentemente el tiempo de cálculo se disparaŕıa si nos viésemos

obligados a hacer esto. Por suerte, podemos mejorar la situación haciendo una

serie de aproximaciones.

El hecho de suponer que los iones se mantienen fijos simplifica un poco los

cálculos, haciendo el potencial iónico, φi(r), constante en el tiempo, pero el método

puede extenderse a iones móviles de forma automática. La densidad total de carga

será entonces ρ(r, t) = P (r) − N(r, t), siendo P la densidad de carga positiva y

N la negativa. Centrémonos entonces en ésta, que generará un potencial escalar

φe(r, t) y un potencial vector A(r, t) (los iones, al estar fijos, no contribuyen al

potencial vector). En primer lugar descompongamos la suma de la ecuación (3.22)

en sumas parciales de part́ıculas que están en el mismo elemento de volumen en

el mismo instante de tiempo (xα
m = x′α). Si suponemos que la carga de todas las

part́ıculas es la misma, cosa habitual en las simulaciones de plasmas preformados,

pero no cierta cuando hay ionización y cada part́ıcula tiene una carga diferente,

tendremos

φe(r, t) = −
∫

dr′
N(r′, t′)
|r − rm|

1

N (r′, t′)

∑
m

xα
m=x′α

1

1 − vm(t′) · n/c
, (3.23)

donde N (r, t) es el número de part́ıculas que comparten el mismo elemento de

volumen en el instante t. Si definimos la velocidad promedio de las part́ıculas en

cada celda como

v(r′, t′) =
1

N (r′, t′)

∑
m

xα
m=x′α

vm(t′), (3.24)
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tendremos que vm(t′) = v(r, t′) + Δvm(t′). El término de velocidad en el denomi-

nador de (3.23) puede expresarse como una serie de Taylor en Δvm(t′)/c

1

1 − vm(t′) · n/c
� 1

1 − v(t′) · n/c
×

⎧⎨
⎩1 +

Δvm(t′) · n/c

1 − v(t′) · n/c
+

[
Δvm(t′) · n/c

1 − v(t′) · n/c

]2

+ · · ·
⎫⎬
⎭ .(3.25)

En la suma en (3.23) el primer término de la serie de Taylor nos da N (r′, t′) y

el segundo se anula por definición de Δvm(t′). El tercero contiene la suma

∑
m

xα
m=x′α

(Δvm(t′) · n)
2

=
1

2

∑
m

xα
m=x′α

Δv2
m(t′) =

3N (r′, t′)
2m

kBT (r′, t′), (3.26)

donde hemos supuesto que las fluctuaciones en la velocidad son isótropas y he-

mos introducido una temperatura local dependiente del tiempo y no relativista

T (r, t) [106]. kB es la constante de Boltzmann. Quedándonos a segundo orden la

aproximación al potencial escalar útil para nuestros cálculos seŕıa

φe(r, t) � −
∫ 1

|r − r′|
N(r′, t′)

1 − v(t′) · n/c

{
1 +

3kBT (r′, t′)/2mc2

[1 − v(t′) · n/c]2

}
dr′. (3.27)

En principio esta expresión es válida únicamente si |Δv(t)| < c − v(t). Para

las part́ıculas más rápidas que la media la dinámica relativista nos asegura esa

condición. En cambio, la distribución de velocidades en régimen relativista es muy

asimétrica y puede haber part́ıculas con velocidades bastante inferiores a la media

que no cumplan la condición anterior. Pese a todo, como para ellas el término en

el denominador es más grande, esas part́ıculas lentas contribuirán mucho menos a

la integral.

En cuanto al potencial vector, podemos escribirlo como

A(r, t) = −
∫

dr′
N(r′, t′)
c|r − rm|

1

N (r′, t′)

∑
m

xα
m=x′α

v(t′) + Δvm(t′)

1 − [v(t′) + Δvm(t′)] · n/c
. (3.28)



108 Cap. 3 Simulación de plasmas

Definiendo la densidad de corriente como

J(r, t) =
∑
m

xα
m=x′α

qmvm(t′)δ(r − r′)

=
∑
m

xα
m=x′α

qmδ(r − r′)[v(t′) + Δvm(t′)] = −v(r, t)N(r, t), (3.29)

tendremos que el primer término en la suma de la ecuación (3.28) nos da la con-

tribución de la velocidad promedio al potencial vector

Av(r, t) �
∫ 1

c|r − r′|
J(r′, t′)

1 − v(t′) · n/c

{
1 +

3kBT (r′, t′)/2mc2

[1 − v(t′) · n(t′)/c]2

}
dr′. (3.30)

En cuanto al segundo término de la suma, podemos escribirlo como

∑
m

xα
m=x′α

Δvm(t′)

1 − [v(t′) + Δvm(t′)] · n/c
�

∑
mxα

m=x′α

Δvm(t′) (Δvm(t′) · n)

[1 − v(t′) · n/c]2
, (3.31)

y, para una distribución isótropa de la fluctuación de la velocidad, obtener

AΔv(r, t) � −
∫ 1

|r − r′|
N(r′, t′)n

[1 − v(t′) · n(t′)/c]2
3

2

kBT (r′, t′)
mc2 . (3.32)

El potencial vector total será entonces A(r, t) = Av(r, t)+AΔv(r, t). Estas ex-

presiones que hemos hallado serán útiles para cálculos tridimensionales con plasmas

relativistas fŕıos o calientes, siempre que sean válidas las aproximaciones que hemos

utilizado. Nosotros estamos interesados en un caso mucho más sencillo: un plasma

fŕıo y un medio unidimensional. La primera condición simplifica notablemente las

expresiones, sin más que hacer T (r, t) = 0. En particular el término AΔv(r, t) es

nulo. En cuanto a la segunda, intentemos hallar unas expresiones adecuadas para

los potenciales unidimensionales.

Para un plasma fŕıo podemos escribir la ecuación (3.27) en coordenadas ciĺındricas

(ρ, ϕ, x) (ver figura 3.4) como

φe(x, t) � − ∫
dx′ ∫ ∫

ρdρdϕN2(x′,t′)
R

×
[
N(x′, t′) + Jx(x

′, t′)x−x′

Rc
+ Jy(x

′, t′)ρ cos ϕ
Rc

+ Jz(x
′, t′)ρ sinϕ

Rc

]−1
, (3.33)
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Figura 3.4: Geometŕıa del problema unidimensional en coordenadas ciĺındricas.

donde como siempre R = |r − r′| y hemos usado (3.29) y n = (r − r′)/R. Como

R = c(t− t′) y en el plano x′ constante se verifica que RdR = ρdρ, tendremos que

φe(x, t) � −c2 ∫
dx′ ∫ t−|x−x′|/c

−∞ dt′
∫ 2π
0 dϕN 2(x′, t′)

×
{
cN(x′, t′) + Jx(x

′, t′)ζ + [Jy(x
′, t′) cos ϕ + Jz(x

′, t′) sin ϕ]
√

1 − ζ2
}−1

,(3.34)

siendo ζ = (x − x′)/[c(t − t′)]. La integral sobre el azimut puede resolverse de

forma sencilla para obtener

φe(x, t) � −2πc2 ∫
dx′ ∫ t−|x−x′|/c

−∞ dt′N 2(x′, t′)

×
{
[cN(x′, t′) + Jx(x

′, t′)ζ]2 − [J2
y (x′, t′) + J2

z (x′, t′)] [1 − ζ2]
}−1/2

. (3.35)

De forma análoga se halla la expresión para el potencial vector, que resulta ser

A(x, t) � −2πc
∫

dx′ ∫ t−|x−x′|/c
−∞ dt′N(x′, t′)J(x′, t′)

×
{
[cN(x′, t′) + Jx(x

′, t′)ζ]2 − [J2
y (x′, t′) + J2

z (x′, t′)] [1 − ζ2]
}−1/2

. (3.36)

Podemos darnos cuenta de que tanto el potencial escalar como cada componente

del potencial vector pueden escribirse de la forma

Λ(x, t) �
∫

dx′FΛ(x′, x, t − |x − x′|/c) (3.37)
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donde FΛ(x′, x, t− |x− x′|/c) es la correspondiente integral en el tiempo. Resulta

claro entonces que pese a nuestra aproximación unidimensional, la integración de

los potenciales es un problema bidimensional puesto que depende de dos variables,

x y x′. Esta bidimensionalidad refleja la anisotroṕıa del campo inducida por la

velocidad relativista. Hay situaciones en las que podemos reducir las ecuaciones

(3.35) y (3.36) a un problema unidimensional. Consideremos una lámina de plasma

muy fina cuya radiación queremos observar a una distancia mucho mayor que su

espesor. Entonces R >> |x−x′| en casi todo el dominio de integración sobre el que

se extiende FΛ(x′, x, t − |x − x′|/c). Tendremos entonces que podemos aproximar

(3.35) por

φe(x, t) � −2π
∫

dx′
∫ t−|x−x′|/c

−∞

c2N 2(x′, t′)dt′{
c2N 2(x′, t′) − [J2

y (x′, t′) + J2
z (x′, t′)]

}1/2 , (3.38)

y de forma análoga las componentes del potencial vector. Precisamente en el caso

que nos interesa el campo eléctrico externo es transversal y es de esperar que las

cargas se muevan principalmente en el plano transversal, por lo cual |J2
y (x′, t′) +

J2
z (x′, t′)| > |J2

x(x′, t′)|, que es otro argumento a favor de nuestra aproximación.

Hemos reducido entonces el problema a solucionar cuatro ecuaciones del tipo

Λ(x, t) =
∫

dx′FΛ

(
x′, t − |x − x′|

c

)
, (3.39)

que son muy fáciles de resolver numéricamente. Para hacerlo descomponemos las

integrales en una parte que se propaga hacia la derecha y otra hacia la izquierda.

Si la red espacial se extiende en el intervalo [0, L], cada integral la calcularemos

como Λ(x, t) = Λ+(x, t) + Λ−(x, t), donde

Λ+(x, t) =
∫ x

0
dx′FΛ

(
x′, t − |x − x′|

c

)
, (3.40)

Λ−(x, t) =
∫ L

x
dx′FΛ

(
x′, t +

|x − x′|
c

)
. (3.41)
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Eligiendo los pasos espacial y temporal de forma que Δx = cΔt tendremos que

Λ+(x + Δx, t + Δt) = Λ+(x, t) +
∫ x+Δx

x
dx′FΛ

(
x′, t − |x − x′|

c

)
. (3.42)

El cálculo de la integral entre x y x + Δx a segundo orden es∫ x+Δx

x
dx′FΛ

(
x′, t − |x − x′|

c

)
� Δx

2
[FΛ(x, t) + FΛ(x + Δx, t + Δt)], (3.43)

y análogamente tendremos para la parte que se propaga de derecha a izquierda

Λ−(x − Δx, t + Δt) = Λ−(x, t) +
∫ x

x−Δx
dx′FΛ

(
x′, t +

|x − x′|
c

)
, (3.44)

resolviéndose la integral como∫ x

x−Δx
dx′FΛ

(
x′, t +

|x − x′|
c

)
� Δx

2
[FΛ(x, t) + FΛ(x − Δx, t + Δt)]. (3.45)

Las condiciones de contorno son Λ+(0, t) = 0, Λ−(L, t) = 0. En cuanto a

FΛ(x, t), sabemos que en todos los casos es una integral del tipo

FΛ(x, t) =
∫ t

t0
dt′gΛ(x, t′), (3.46)

donde t0 es el instante inicial y gΛ(x, t) es una función de las densidades de carga

y corriente. Podemos propagar entonces la integral haciendo simplemente

FΛ(x, t + Δt) = FΛ(x, t) + ΔtgΛ

(
x, t +

Δt

2

)
. (3.47)

Aprovechamos que, debido al método de salto de rana, conocemos las velocida-

des y por tanto la densidad de corriente en los instantes ”semienteros” de tiempo

para utilizarlas en gΛ(x, t + Δt/2). En cuanto a la densidad de carga, tomamos

N(x, t + Δt/2) = 1/2[N(x, t) + N(x, t + Δt)]. De este modo calculamos los po-

tenciales de una forma sencilla y rápida. Para calcular los campos utilizamos las

ecuaciones (1.20) y (1.21), que para nuestra geometŕıa se reducen a

Ex = − ∂

∂x
φ − 1

c

∂

∂t
Ax, (3.48)

Ey = −1

c

∂

∂t
Ay + E0y, (3.49)

Bz =
∂

∂x
Ay + B0z, (3.50)
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donde E0y, B0z son las componentes eléctrica y magnética del campo incidente, que

tendrán la forma E0y(x, t) = B0z(x, t) = E0S(η) sin(η), con η = ω0t− k0x y S una

envolvente que a partir de ahora, salvo que digamos lo contrario, tendrá forma de

función seno cuadrado. Las ecuaciones (3.48)-(3.50) las resolvemos transformando

las derivadas en incrementos finitos a primer orden.

Antes de pasar a otra cosa vamos a estimar la importancia de las correcciones

relativistas que hemos introducido en el código para ver en qué rango de parámetros

debemos tenerlas en cuenta. Para ello hemos hecho unas simulaciones en las que

incidimos con un pulso de frecuencia ω0 = 0.05 u.a. (lo que equivale a una lon-

gitud de onda λ0 � 0.9 μm) y duración veinte ciclos ópticos sobre una lámina de

espesor 0.1λ0 (para que la aproximación hecha en la ecuación (3.38) sea correcta)

de un plasma preformado en equilibrio cuya densidad es 1.65 veces la cŕıtica. En

cada caso hemos resuelto los potenciales con la corrección de Liénard-Wiechert

-ecuación (3.38) y análoga para el potencial vector- y sin ella, usando simplemente

los potenciales de Coulomb retardados, lo que equivale a suponer v/c << 1 y por

tanto J/c << N , es decir, quedarnos con las expresiones

φe(x, t) � −2πc
∫

dx′
∫ t−|x−x′|/c

−∞
N(x′, t′)dt′, (3.51)

A(x, t) � 2π
∫

dx′
∫ t−|x−x′|/c

−∞
J(x′, t′)dt′. (3.52)

La contribución de las cargas positivas es en cualquier caso

φp(x, t) � 2πc
∫

dx′
∫ t−|x−x′|/c

−∞
P (x′, t′)dt′. (3.53)

En la figura 3.5 podemos ver el espectro de armónicos del campo transmitido a

través de la lámina (a) y reflejado por ella (b) cuando la amplitud del campo es mo-

derada (1 u.a.). Observamos que la diferencia cuando introducimos la corrección

de Liénard-Wiechert (ĺınea discontinua) con respecto al cálculo con los potenciales

de Coulomb retardados (ĺınea continua) es mı́nima, aunque en el campo trans-

mitido los armónicos son un poco más intensos, al contrario que en el reflejado.
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Figura 3.5: Espectro de armónicos del campo transmitido (a) y reflejado (b) en una
lámina delgada cuando realizamos el cálculo de los potenciales incluyendo (ĺınea de
puntos) y sin incluir (ĺınea continua) la corrección de Liénard-Wiechert. El pulso
incidente tiene una frecuencia ω0 = 0.05 u.a., una duración de veinte ciclos con
envolvente en forma de seno cuadrado y una amplitud E0 = 1 u.a.
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Figura 3.6: Lo mismo que la figura 3.5 pero con un pulso de amplitud E0 = 10
u.a.
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Figura 3.7: Evolución espaciotemporal del campo longitudinal Ex para un campo
incidente de amplitud máxima E0 = 10 u.a. cuando no consideramos la corrección
de Liénard-Wiechert en los potenciales.

Los perfiles del campo transmitido y el reflejado parecen idénticos y por eso no

los representamos. Podemos concluir entonces que para el régimen poco relati-

vista al que corresponden estos parámetros la corrección de Liénard-Wiechert no

es importante y podemos prescindir de ella.

Si incrementamos la amplitud del campo un orden de magnitud, hasta E0 = 10

u.a., con lo que la intensidad aumenta cien veces (I0 ≈ 4 × 1018 u.a.) las cosas

cambian bastante, como podemos observar en la figura 3.6. En este caso el aumento

en la intensidad de los armónicos transmitidos al incluir la corrección de Liénard-

Wiechert es de varios órdenes de magnitud, mientras que los reflejados son menos

intensos. Para aclarar lo que ocurre podemos recurrir a las figuras 3.7 y 3.8. En

la primera hemos dibujado la evolución del campo longitudinal Ex a lo largo del

espacio (eje horizontal) y del tiempo (eje vertical) en las simulaciones anteriores
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Figura 3.8: Lo mismo que en la figura 3.7 pero introduciendo la corrección de
Liénard-Wiechert.

cuando utilizamos únicamente los potenciales de Coulomb retardados. Se observan

las oscilaciones del campo en la zona central del pulso, cerca de su máximo. Estas

oscilaciones están restringidas al espacio ocupado por la lámina (entre x = 0 y

x = 0.1λ0) y son el resultado del movimiento de los electrones debido al término

v ×B de la fuerza de Lorentz, el mismo mecanismo que como ya sabemos genera

los armónicos. Cuando el campo externo vuelve a decrecer, las oscilaciones se

amortiguan y el campo longitudinal va disminuyendo. La figura 3.8 representa el

mismo campo cuando tenemos en cuenta la corrección de Liénard-Wiechert. Ahora

las oscilaciones del campo longitudinal son mucho más intensas debido a la ruptura

de la simetŕıa del potencial coulombiano. Recordemos que el campo generado por

una part́ıcula relativista en movimiento teńıa dos contribuciones -ecuación (1.30)-,

la de velocidad, o campo cercano, que teńıa una dependencia con la distancia al

punto de observación del tipo R−2 y la de aceleración, o campo lejano, que decae
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como R−1. Esta última es la que se considera generalmente como el campo de

radiación porque es la de más largo alcance y por ello podemos detectarla. En

nuestro caso es más interesante el campo de velocidad, que en una lámina delgada

es el que sienten las part́ıculas próximas a otra en movimiento. Este campo, para

una part́ıcula aislada, puede escribirse en función de su posición instantánea y en

tiempo no retardado en el sistema del laboratorio como [31]

E(r, t) =
qn

γ2R2[1 − β2 sin2 ψ]3/2
, (3.54)

donde ψ = arccos(n · v). Este campo es muy anisótropo debido a que la carga

efectiva observada en la dirección ortogonal al desplazamiento de la part́ıcula es

mucho mayor que la carga en reposo. En nuestro caso las part́ıculas se desplazan

principalmente en la dirección del campo eléctrico externo, es decir, a lo largo

del eje y. Por ello, la carga efectiva observada en la dirección x fluctúa entre su

valor en reposo y otro bastante mayor. Cuando esta carga efectiva es mayor, los

iones, que están fijos (o al menos se mueven mucho más lentamente) y por tanto

tienen carga efectiva constante, no pueden compensar el exceso de carga nega-

tiva y por lo tanto el campo longitudinal se dispara debido a esta no neutralidad

transitoria. El resultado es el aumento de las oscilaciones del plasma y por tanto

de la radiación secundaria. Además, debido a la no neutralidad, hay un campo

longitudinal residual que logra propagarse a cierta distancia de la lámina.

Vemos por tanto que la corrección de Liénard-Wiechert puede ser importante

para campos muy intensos, pero para campos cuya amplitud es del orden de la

unidad atómica o inferior, su influencia es débil. Por ello y a fin de simplificar los

cálculos, a partir de ahora vamos a prescindir de dicha corrección y todas nuestras

simulaciones las haremos con los potenciales de Coulomb retardados.
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3.3 Ionización en un código PIC

Hasta ahora no hemos hablado para nada de la ionización, que es el punto clave

de nuestro trabajo. Para incluirla en un código de part́ıculas habrá que introducir

en el bucle de la figura 3.1 un paso adicional en el que calculemos la ionización

del medio e introduzcamos las correspondientes part́ıculas. Nosotros hacemos esto

justo después de hallar los campos resolviendo las ecuaciones de Maxwell y antes

de mover las part́ıculas. Partimos de una configuración inicial en la que a cada

punto de la lámina le asignamos una carga ligada Q0 y la correspondiente densidad

Nb(x, 0) = N0 = Q0/Δx. Tanto la carga positiva como la negativa libres son nulas

(podŕıamos partir también de una situación de ionización parcial, pero no hemos

considerado esta posibilidad aqúı). A cada paso temporal calculamos la densidad

de carga que se ioniza a partir de la ecuación

∂

∂t
Nb(x, t) = −W (x, t)Nb(x, t), (3.55)

donde W es la tasa de ionización. Tendremos entonces que la densidad de carga

que se ioniza entre t y t + Δt será ΔNb(x, t + Δt) = W (x, t)Nb(x, t)Δt. Una

vez que sabemos la cantidad de carga ionizada creamos una part́ıcula de carga

q = ΔNb(x, t + Δt)Δx y la colocamos en el punto de la malla correspondiente a la

posición x. Al mismo tiempo aumentamos la densidad de carga positiva en dicho

punto lo mismo que disminuye la densidad de carga ligada.

Todo nuestro trabajo se centra en el efecto de la fotoionización. Debido a esto

vamos a considerar que la tasa de ionización está determinada exclusivamente por

el campo eléctrico, es decir, despreciamos la ionización por colisiones entre elec-

trones e iones. La ionización por colisiones puede ser importante en determinados

reǵımenes y a tiempos relativamente largos. En nuestro caso el principal motivo

para despreciar la ionización por colisiones es que este tipo de ionización depende

de la sección eficaz de las colisiones y esta es más importante cuanto más grandes
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son los iones. Nosotros vamos a considerar los iones más ligeros, los de hidrógeno,

para los cuales la probabilidad de ionización por colisiones es muy baja, como

vamos a ver. Hay que explicar que elegimos el hidrógeno por la simplicidad de

las probabilidades de ionización para dicho átomo, que ya conocemos, y porque al

ser un átomo con un solo electrón libre hay únicamente una etapa de ionización,

lo que simplifica mucho los cálculos. Tomaremos como tasa de ionización la ex-

presión más sencilla, dada por la fórmula (1.3) con la amplitud del campo variable

en tiempo y espacio, que es la expresión más utilizada en la literatura:

W (x, t) =
4

|E(x, t)| exp

(
− 2

3|E(x, t)|

)
, (3.56)

donde volvemos a utilizar unidades atómicas. La tasa de ionización por colisiones

vendrá dada por la expresión [107] Wcol = Nv̄σ(v̄), donde N es la densidad de

electrones, v̄ la velocidad media, que para nosotros será v̄ = |J/N | y σ(v̄) la sección

eficaz de colisiones, que depende de la velocidad de los electrones incidentes. No

hay una expresión teórica universal para las secciones eficaces de colisiones puesto

que dependen de bastantes factores. Normalmente se utilizan interpolaciones de

datos experimentales ajustados a curvas sencillas. Lo habitual es elegir una sección

del tipo [108, 109]

σ(K) =
1

IpK

[
A ln

(
K

Ip

)
+

N∑
i=1

Bi

(
1 − Ip

K

)i]
, (3.57)

donde K es la enerǵıa cinética del electrón, Ip el potencial de ionización del átomo

o ion y A, Bi constantes propias de cada especie. Para el hidrógeno basta tomar

cuatro términos en el sumatorio para obtener una sección eficaz con una fiabilidad

del 7%. Los datos concretos son: Ip = 13.6, A = 0.1845, B1 = −0.0186, B2 =

0.1231, B3 = −0.1901 y B4 = 0.9527. Ip está dado evidentemente en electronvoltios

y las unidades de las demás constantes son 10−13eV2cm2.

Podemos ver el valor de la tasa de fotoionización en función de la amplitud del

campo en la figura 3.9a en el rango en que esta es válida. También la utilizaremos
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Figura 3.9: Tasa de fotoionización en función de la amplitud del campo eléctrico
dada por la ecuación 3.56 (a). Tasa de ionización por colisiones en función de la
velocidad del electrón incidente dada por la expresión 3.57 (b).
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para campos mayores porque, aunque deja de ser correcta, en esos casos la ioni-

zación total se produce mucho antes de que el campo alcance su valor máximo,

durante la primera parte del pulso, como ya veremos, y no cometeremos un error

importante. En la figura 3.9b podemos ver la tasa de ionización por colisiones

electrón-ion en el caso de un medio compuesto de hidrógeno a una densidad igual

a la cŕıtica. Observamos cómo incluso cuando la tasa de ionización por colisiones es

máxima, para electrones cuya velocidad esté en torno a las tres unidades atómicas,

su valor es órdenes de magnitud inferior a la probabilidad de fotoionización cuando

la amplitud del campo eléctrico es del orden de 0.1 unidades atómicas. Si la den-

sidad fuera diez veces superior a la cŕıtica, la ionización por colisiones seguiŕıa

siendo irrelevante y por ello no la consideraremos. Para más información al res-

pecto nos remitimos a anteriores trabajos en los que ha quedado claro que el efecto

de la ionización por colisiones en la propagación de campos electromagnéticos en

medios ionizables es menor que el de la fotoionización para iones pequeños, densi-

dades moderadas y campos con intensidades del orden de los que vamos a utilizar

[107, 110, 111].

Del mismo modo no vamos a considerar la posibilidad de recombinación por

un motivo fundamental: cuando las densidades son altas la pérdida de coherencia

debida al desajuste de fase y a las interacciones entre los electrones libres hace

que los armónicos altos que hemos estudiado en el caso de átomos aislados, y que

también se observan en medios muy poco densos, desaparezcan, es decir, no hay

recombinación coherente. Por otro lado, el paso de población, aunque sea de forma

incoherente (por colisiones, etc.) desde el continuo a los estados ligados va a ser

insignificante para campos suficientemente intensos porque la enerǵıa cinética de

los electrones será muy alta y los núcleos atómicos no podrán capturarlos. Por

idénticas razones despreciamos la contribución a la propagación del campo de la

población ligada, que será mucho menos importante que la de los electrones libres,
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a menos, quizá, que hubiera alguna resonancia, hecho que supondremos que no

se produce. En ausencia de resonancias el efecto de la población ligada puede

asimilarse a una permitividad dieléctrica de fondo, ε, distinta de la del vaćıo y

la solución de las ecuaciones de propagación es exactamente igual salvo por una

renormalización de las variables. Por ello suponemos que el medio es transparente

cuando está totalmente desexcitado.

3.4 Modelo de cargas fijas para la formación de
un plasma por un láser

Vamos ahora a describir un modelo much́ısimo más sencillo que nos permitirá

estudiar con comodidad los efectos de la ionización en el caso no relativista y poco

denso. Este modelo fue introducido por Brunel en 1990 [112] y desde entonces ha

sido utilizado con asiduidad, en su forma original o con algún cambio, en trabajos

sobre propagación en medios ionizables [107, 110, 113, 114, 115, 116]. De nuevo

vamos a considerar únicamente la contribución a la polarización atómica de los

electrones libres, negando cualquier efecto del potencial atómico, aśı como todos

los efectos relativistas (lo que sólo es válido para campos poco intensos) y de

movimiento de cargas en el medio (lo que sólo es válido para densidades no muy

altas). El problema es entonces unidimensional puesto que la geometŕıa sigue

siendo la del esquema 3.2 pero sin campo magnético. Supondremos que en el

semiplano x < 0 el medio es el vaćıo y que en el intervalo [0, L] se extiende un

medio ionizable inicialmente transparente. La ecuación de ondas para el campo

eléctrico, polarizado en la dirección y, es entonces muy sencilla

∂2E

∂x2 − 1

c2

∂2E

∂t2 =
4π

c2

∂J

∂t
, (3.58)

donde la densidad de corriente no es más que

J(t) = −Nv̄ = − 1

ΔV

N (t)∑
i=1

vi(t). (3.59)
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Como siempre, N es la densidad de electrones, v̄ es la velocidad promedio del

fluido, N es el número de electrones libres en el volumen ΔV y vi la velocidad del

i-ésimo electrón situado dentro de ese volumen. La corriente en el instante t + Δt

vendrá dada por

J(t + Δt) = − 1

ΔV

N (t)∑
i=1

vi(t + Δt) − 1

ΔV

N (t+Δt)∑
i=N (t)+1

vi(t + Δt). (3.60)

El segundo de los dos sumandos en el lado derecho de (3.60) representa los

electrones que se han ionizado en el intervalo [t, t + Δt], puesto que negamos el

movimiento de los electrones de una celda a otra (de ah́ı que llamemos a este modelo

de cargas fijas). Si nos ceñimos al régimen de ionización por túnel sabemos que

podemos aproximar la velocidad de los electrones ionizados a cero, con lo cual ese

segundo sumando es nulo. Por tanto, restando (3.59) de (3.60), dividiendo por

Δt y pasando al ĺımite tenemos que la evolución de la densidad de corriente viene

dada por

∂J

∂t
= − 1

ΔV

N (t)∑
i=1

dvi

dt
. (3.61)

Como todos los electrones de la celda tienen la misma ecuación de movimiento

v̇i = −E, la ecuación de evolución para J será entonces

∂J

∂t
= NE =

ω2
p0

4π
nE, (3.62)

siendo ωp0 =
√

4πN0 la frecuencia de plasma máxima alcanzada cuando toda la

población está ionizada y n = N/N0 la densidad de electrones libres normalizada

o grado de ionización, cuya evolución vendrá dada por la ecuación

∂n

∂t
= W (1 − n), (3.63)

donde W (x, t) es la tasa de ionización, dada por la ecuación (3.56). Hemos hecho

uso de que en este caso, al no haber movimiento de cargas, la población ligada

es Nb = N0 − N . Las tres ecuaciones (3.58), (3.62) y (3.63) nos dan la evolución
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completa de nuestro modelo, en el que sólo está incluido el efecto de la ionización

en la propagación del campo, que podemos separar aśı de todos los otros efectos

existentes en un plasma real y que śı están incluidos, con mayor o menor exactitud,

en los códigos de part́ıculas.

Si escribimos (3.58) en su forma integral

E(x, t) = Ei(x, t) − 2π

c

∫ L

0
dx′J

(
x′, t − |x − x′|

c

)
, (3.64)

donde Ei(x, t) es el campo incidente, vemos más claramente que el campo total es

la suma del incidente más el de reacción inducido por J y el campo reflejado será

sencillamente Er(t) = E(0, t) − Ei(0, t). La resolución numérica de las ecuaciones

(3.62) y (3.63) la hacemos mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden

y la de (3.64) descomponiendo la integral en una parte que se propague hacia la

izquierda y otra hacia la derecha, tal y como se ha explicado en la sección 3.2.

De este modo se reduce el tamaño necesario de la malla espacial, acelerándose de

forma considerable los cálculos.



Caṕıtulo 4

Propagación de armónicos en
plasmas generados por un láser

Una vez conocidas todas nuestras herramientas teóricas y numéricas vamos a estu-

diar cómo se generan y propagan los armónicos durante la ionización de un medio

denso por un pulso láser intenso. Comenzaremos hablando de la generación de los

armónicos y pasaremos más adelante a comentar algunos efectos de propagación.

4.1 Generación de armónicos por ionización inho-
mogénea [114, 115]

Para estudiar si pueden generarse armónicos durante la propagación de un pulso

láser en un medio ionizable retomemos el modelo simplificado descrito en la sección

3.4. Si el campo incidente tiene una forma Ei(x, t) = 2Fi(x, t) cos(ω0t−k0x), con la

envolvente Fi(x, t) lentamente variable en el tiempo y el espacio, podemos buscar

soluciones a las ecuaciones (3.62), (3.63) y (3.64) en forma de desarrollo de Floquet

E(x, t) =
∞∑

q=−∞
E2q+1(x, t) exp[−i(2q + 1)ω0t], (4.1)

J(x, t) =
∞∑

q=−∞
j2q+1(x, t) exp[−i(2q + 1)ω0t], (4.2)

n(x, t) =
∞∑

q=−∞
n2q(x, t) exp[−i2qω0t], (4.3)

125
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W (x, t) =
∞∑

q=−∞
w2q(x, t) exp[−i2qω0t]. (4.4)

La tasa de ionización W tiene únicamente componentes pares puesto que de-

pende del módulo del campo, lo mismo que N . Por el contrario E y J tienen

únicamente componentes impares. Suponemos que todas las amplitudes de los

armónicos vaŕıan lentamente en el tiempo, pero no en el espacio puesto que para

densidades altas puede haber una considerable reflexión. Sustituyendo estos de-

sarrollos en las ecuaciones (3.62)- (3.64) y asumiendo que: (a) la tasa de ionización

es mucho menor que la frecuencia del láser, es decir, que durante un ciclo óptico

sólo se ioniza una pequeña parte de la población electrónica; (b) debido a esto los

posibles armónicos serán débiles y podemos despreciar su efecto sobre el funda-

mental que (c) es la única fuente de los demás (ignoramos los acoplamientos entre

armónicos altos). Todas estas condiciones se resumen en que el campo sea poco

intenso para que la ionización sea muy lenta y el medio poco denso para que los

acoplamientos sean débiles. Suponiendo esto cierto llegamos al siguiente sistema

de ecuaciones [115]

E1(x, t) = Ei(x, t) exp(ik0x)

− 1

2
ik0

(
ωp0

ω0

)2 ∫ ∞

0
dx′ exp(ik0|x − x′|)n0E1(x

′, τ), (4.5)

∂n0

∂t
= w0(1 − n0), (4.6)

E2q+1(x, t) =
1

2
ik2q+1

(
ωp0

ω2q+1

)2 ∫ ∞

0
dx′ exp(ik0|x − x′|)

×
[
w2q

ω2q

E1(x
′, τ) +

w2(q+1)

ω2(q+1)
E−1(x

′, τ)

]
, (4.7)

donde τ = t − |x − x′|/c, kr = rk0, ωr = rω0 y E−1 = E∗
1 . Sin más que observar

la ecuación (4.7) nos damos cuenta de que habrá generación de armónicos siempre

que la tasa de ionización tenga componentes de Fourier altas, es decir, siempre

que tenga una dependencia rápida con el tiempo. Este es el caso de la expresión
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que usamos en el régimen de túnel, tal y como vimos en el caṕıtulo 2. Además,

durante la propagación el campo no será uniforme en todo el medio, por lo que

W también variará apreciablemente en el espacio. Esta inhomogeneidad hace que

los armónicos se generen únicamente en los lugares donde se va produciendo la

ionización. La ecuación (4.7) puede resolverse de forma aproximada cuando la

densidad del medio es muy baja y apenas hay reflexión, siendo posible entonces

hacer un desarrollo de Floquet también en la coordenada x [112]. No vamos a

hacerlo aqúı puesto que la aproximación de la envolvente lentamente variable falla

para describir la propagación en el medio en los casos que más nos interesan,

cuando las densidades son próximas a la cŕıtica y la reflexión apreciable, debido

a efectos de desajuste de fase y dispersión [115]. El hecho es que una vez más

la dependencia temporal de la tasa de ionización es un mecanismo eficiente en la

generación de armónicos.

Inicialmente se pensó en que los armónicos podŕıan ser visibles durante la trans-

misión de un pulso a lo largo de un gas poco denso [112, 113] y fueron observados

experimentalmente haciendo incidir un láser de CO2 sobre gases nobles [117]. Sin

embargo, ya sabemos que durante la propagación se produce un desajuste de fase

que hace que se pierda por completo la visibilidad de los armónicos al cabo de

una distancia muy corta, especialmente cuando hay electrones libres. Nosotros

hemos propuesto utilizar medios más densos, con densidades iguales o superiores a

la cŕıtica, en los que los armónicos se generen por el mismo procedimiento pero se

reflejen en lugar de transmitirse [114, 115]. La ventaja de los armónicos reflejados

es que se propagarán prácticamente en el vaćıo y los efectos de desajuste de fase

serán mı́nimos.

En la figura 4.1a podemos observar el campo reflejado y la ionización en la

frontera cuando incidimos con un pulso de amplitud máxima E0 = 0.08 u.a.,

duración 15 ciclos y frecuencia ω0 = 0.05 u.a. (que será la que usemos a partir de
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Figura 4.1: (a) Campo reflejado (ĺınea continua gruesa) al incidir un pulso de
frecuencia ω0 = 0.05 u.a., longitud 15 ciclos ópticos y amplitud máxima E0 = 0.08
u.a. sobre un medio ionizable cuya densidad es igual a la cŕıtica en condiciones
de ionización total y cuyo espesor es 20λ0. En ĺınea de trazos hemos representado
el campo incidente y en ĺınea continua fina la densidad de electrones libres en la
frontera. (b) Espectro correspondiente al campo reflejado de (a).
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Figura 4.2: Evolución espaciotemporal de la densidad de electrones libres en el
medio para el caso de la figura 4.1.

ahora salvo que se indique lo contrario) sobre una lámina de densidad N0 = Nc

cuando está totalmente ionizada y de espesor 20λ0. Vemos que no hay reflexión

hasta que el máximo del pulso incidente no llega a la superficie frontera, momento

en el cual la amplitud del campo es suficiente para ionizar el medio, que pasa de ser

transparente a tener, al menos en la zona próxima a la frontera, una densidad de

plasma igual a la cŕıtica. Por ello el pulso reflejado es menos intenso y más corto

que el incidente. Comprobamos también lo que anticipábamos antes: la ionización

se produce mayormente cuando el campo eléctrico está cerca de sus extremos y por

ello el perfil de la densidad de electrones libres aumenta escalonadamente. Debido

a ello aparecen los armónicos en el campo reflejado que podemos observar en la

figura 4.1b. Los armónicos no son muy intensos en comparación con el fundamental

pero śı son perfectamente visibles hasta órdenes relativamente altos. Podemos ver

algunas caracteŕısticas generales como son la anchura de los picos y el corrimiento
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Figura 4.3: Lo mismo que la figura 4.1a para valores de la densidad máxima 0.1Nc

(a), 0.4Nc (b), 2Nc (c) y 5Nc (d).

hacia frecuencias más altas, que más tarde analizaremos. En la figura 4.2 podemos

ver la evolución espaciotemporal de la densidad de electrones libres. Se observa

cómo va propagándose el frente de ionización y cómo decrece en el espacio también

escalonadamente la densidad de plasma final debido a la absorción del campo en

el medio. De todos modos, vamos a centrarnos ahora en el campo reflejado y a

dejar los efectos de propagación para más adelante.

Para que el pulso reflejado en la frontera tenga una intensidad razonable la

densidad del medio debe ser cercana a la cŕıtica, pues si es mucho menor la reflexión

será muy baja. En la figura 4.3 podemos ver los pulsos reflejados y los perfiles de

densidad para cuatro valores de la densidad máxima distintos del cŕıtico y en la

figura 4.4 los correspondientes espectros. Cuando N0 = 0.1Nc (a) casi no hay
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reflexión y ni siquiera hay ionización total en la frontera. Los armónicos reflejados

son muy débiles. Al aumentar la densidad hasta N0 = 0.4Nc (b) tenemos un campo

reflejado algo mayor, aunque sigue sin estar totalmente ionizada la frontera. Los

armónicos también aumentan en número e intensidad. Para valores supercŕıticos,

N0 = 2Nc (c) y N0 = 5Nc (d) la reflexión crece notablemente y la amplitud máxima

del pulso reflejado es casi la misma que la del incidente, pero como ya dijimos es

más corto y cada vez más asimétrico. Este efecto podŕıa ser utilizado para obtener

pulsos con un perfil de subida rápido. En cuanto a los armónicos, son más intensos

que en los casos subcŕıticos pero su calidad es mucho menor debido a efectos de

desajuste de fase provocados por la ionización tan rápida y la alta densidad de

electrones libres cerca de la frontera. A la vista de las figuras 4.1b y 4.4 podemos

decir que la mejor situación para que este tipo de armónicos sean visibles es una

densidad igual o ligeramente inferior a la cŕıtica.

En cuanto al efecto de la intensidad del pulso incidente, es similar al de la

densidad del medio. En la figura 4.5 podemos ver los campos reflejados, densidades

en la frontera y espectros para amplitudes máximas del pulso incidente E0 = 0.06 y

E0 = 0.1 u.a. cuando la densidad máxima del medio es igual a la cŕıtica. En el caso

del campo menos intenso, la ionización es lógicamente más baja y en consecuencia

el campo reflejado es más pequeño y su espectro tiene pocos armónicos, pero son

bien visibles. El resultado es muy parecido al que obteńıamos con un campo

E0 = 0.08 u.a. y una densidad N0 = 0.1Nc. Por el contrario, para un campo de

amplitud E0 = 0.1 u.a. la ionización es más rápida, comenzando antes de que el

máximo del pulso incidente llegue a la frontera. Por ello el pulso reflejado es más

largo e intenso. Del mismo modo los armónicos tienen mayor intensidad pero son

muy anchos. Es como si la densidad del medio fuera mayor y el campo menor.
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Figura 4.4: Espectros correspondientes a los campos reflejados de la figura 4.3.
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Figura 4.5: Campos reflejados y densidades de electrones libres en las fronteras
en el caso de una lámina de densidad máxima igual a la cŕıtica para pulsos con
amplitudes máximas E0 = 0.06 (a) y 0.1 (b) u.a. (c) y (d) muestran los espectros
correspondientes.
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4.2 Efecto de la ionización en el caso de campos
intensos [118]

Hasta ahora hemos utilizado el modelo de cargas fijas para explicar la generación de

armónicos debida a la ionización dependiente de tiempo y espacio. Sin embargo,

pudiera ser que un modelo tan simple, que trata los electrones libres como un

fluido sin interacciones y por tanto no incluye ningún efecto colectivo, ofreciera

unos resultados poco créıbles. Vamos a comprobar ahora la validez de este modelo

comparándolo con los resultados obtenidos en las simulaciones de part́ıcula en celda

[118].

Es de suponer que para medios muy sobredensos el modelo de cargas fijas falla

de forma clara porque en ese caso los efectos colectivos son los más relevantes,

aśı que vamos a ocuparnos del caso de medios ligeramente sobredensos, que es

también el más interesante en la generación de armónicos, tanto por ionización

como por los efectos relativistas. Además vamos a utilizar ahora láminas muy

finas porque los armónicos se generan en un espacio corto y aumentar el espesor

de la diana nos lleva únicamente a alargar los ya de por śı costosos cálculos. De

todas formas veremos más adelante los efectos en la propagación del campo de

medios más gruesos cuando la densidad y el campo no son muy altos.

Consideremos fijos los parámetros propios de la lámina, cuyo espesor será 0.1λ0

y su densidad en el caso de ionización total N0 = 1.69Nc (ωp0 = 1.3ω0). El pulso

incidente tendrá una duración de veinte ciclos y su amplitud máxima tomará tres

valores: E0 = 0.1, 0.4 y 4 u.a. En la figura 4.6 mostramos los pulsos reflejados

para las tres intensidades del campo incidente obtenidos con los dos modelos, el

PIC y el de cargas fijas. Puede verse cómo el resultado es casi idéntico en el caso

del campo más débil y en los otros dos aparecen ligeras diferencias. Podŕıamos

concluir que el modelo sencillo funciona muy bien para campos pequeños y bastante

bien incluso con campos de amplitud grande... y estaŕıamos equivocados, o, mejor
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Figura 4.6: Campos reflejados en una lámina de espesor 0.1 λ0 y densidad N0 =
1.69 Nc cuando incidimos sobre ella con un pulso de veinte ciclos de duración y
amplitud máxima E0 = 0.1 (a), 0.4 (b) y 4 (c) u.a. La ĺınea continua representa
los resultados obtenidos con un cálculo de tipo PIC y la de trazos los del modelo
de cargas fijas.
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dicho, depende de qué es lo que le pidamos. A nosotros nos interesan los armónicos,

aśı que hemos hallado el espectro de estos campos reflejados, que mostramos en

las figuras 4.7, 4.8 y 4.9. En todas ellas comparamos los resultados obtenidos con

el cálculo de part́ıculas (a), con el modelo sencillo (b) y con el cálculo de part́ıculas

considerando que no hay ionización sino que la lámina está totalmente ionizada

antes de la interacción con el láser (c).

Para el campo de 0.1 u.a. (figura 4.7) puede verse que los armónicos obte-

nidos con los dos tipos de modelos son casi idénticos, con la diferencia de que

en el cálculo PIC son menos visibles, debido al efecto de las interacciones entre

part́ıculas que provoca un aumento de ruido. Por lo demás la intensidad y la

forma de los armónicos visibles es exactamente la misma. Por el contrario, cuando

la lámina está preionizada el resultado es bien distinto, apareciendo sólo un t́ımido

apunte de tercer armónico tres órdenes de magnitud menos intenso que cuando

hay ionización. Podemos decir ya con seguridad que en este caso la radiación pro-

cedente del plasma está controlada por el proceso de ionización y que el modelo

de cargas fijas reproduce bien los resultados del más complejo cálculo PIC. En

este caso la aproximación habitual en los cálculos PIC de considerar que la lámina

está completamente ionizada antes de la interacción con el láser es absolutamente

errónea.

Cuando la amplitud del campo incidente crece hasta 0.4 u.a. (figura 4.8) los

resultados comienzan a cambiar. Todav́ıa son visibles los armónicos fruto de la

ionización, pero hay una diferencia de casi un orden de magnitud en la intensidad

del tercer armónico entre el cálculo PIC (a) y el modelo sencillo (b). Esa intensi-

dad coincide además con la que obtenemos en el caso de la lámina preionizada (c),

aunque en este caso el pico es mucho más ńıtido debido a la ausencia de los efectos

de desajuste de fase de la ionización. En esta situación podemos decir que necesi-

tamos incluir la ionización para describir correctamente la radiación generada por
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Figura 4.7: Espectros correspondientes al caso de la figura 4.6(a) obtenidos con
un cálculo PIC (a), el modelo sencillo (b) y un cálculo PIC suponiendo la lámina
preionizada.
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Figura 4.8: Lo mismo que la figura 4.7 para un campo de amplitud 0.4 u.a.
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el medio pero los efectos colectivos comienzan a jugar el papel más importante.

Por último, cuando nos vamos a una amplitud de 4 u.a. (figura 4.9) los espectros

obtenidos con la lámina no ionizada (a) y preionizada (c) son casi iguales, mientras

que el resultado del modelo sencillo (b) es totalmente distinto, siendo por tanto

dicho modelo poco apto para describir la interacción para campos tan intensos. En

este caso la ionización es muy poco importante y podŕıamos obviar su contribución,

como se ha hecho en trabajos anteriores [84, 85].

La naturaleza de los armónicos generados en los dos casos ĺımites es muy dis-

tinta, como ya sabemos. Para que quede aún más claro, hemos representado en la

figura figura 4.10 la evolución espaciotemporal de la densidad de electrones libres

en ambos casos. Para el campo más pequeño los armónicos se generan durante la

etapa de ionización, tal y como hemos explicado. Puede verse cómo la ionización va

progresando a saltos en el medio cuando el pulso se acerca a su máximo. Cuando

la ionización es completa el único mecanismo de generación de armónicos es el de

la fuerza magnética relativista, que para este campo tan débil es casi inapreciable.

Sin embargo, para el pulso de E0 = 4 u.a. la ionización es muy rápida, ocurriendo

de forma prácticamente instantánea en todo el material al cabo del primer ciclo del

campo (cuando su valor es mucho menor que el del máximo y por tanto podemos

usar la fórmula de túnel para la tasa de ionización) y en cuanto se ha producido

los electrones comienzan a oscilar como un espejo móvil. La inhomogeneidad de la

densidad de electrones en el medio es también mucho mayor.

El peso de cada mecanismo (ionización y campo magnético) en la generación de

armónicos total está relacionado con el tiempo que requiere el medio para ionizarse

completamente y, por tanto, con la intensidad del láser. Cuando este tiempo es

comparable a la duración total del pulso los armónicos serán generados principal-

mente por la ionización y tendrán esa forma ensanchada caracteŕıstica. Por contra,

cuando ese tiempo sea muy corto el espectro tendrá picos más agudos generados
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Figura 4.9: Lo mismo que la figura 4.7 para un campo de amplitud 4 u.a.
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Figura 4.10: Evolución de la densidad de electrones libres cuando el campo inci-
dente tiene una amplitud de 0.1 (a) y 4 (b) u.a.
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Figura 4.11: Evolución de la densidad de electrones ligados en el centro de la
lámina para amplitudes incidentes 0.1 (ĺınea de puntos), 0.4 (ĺınea de trazos) y 4
(ĺınea continua) u.a.

por la fuerza magnética. En la figura 4.11 hemos representado la evolución de la

población de electrones ligados en el centro de la lámina para las tres amplitudes

del pulso incidente. Podemos ver que en el caso más intenso (E0 = 4 u.a.) la

ionización se lleva a cabo en menos de un ciclo, tal y como véıamos antes, y por

ello no hay armónicos debidos a la ionización; en el más débil (E0 = 0.1 u.a.) el

tiempo de ionización es de unos cuatro ciclos, suficiente para generar armónicos; en

el caso intermedio (E0 = 0.4 u.a.) el tiempo de ionización es de dos ciclos. Resulta

patente que para tener armónicos debidos a la ionización, ésta debe durar más de

un ciclo. Del mismo modo, para que existan los otros armónicos, los debidos a

la fuerza v × B, hace falta que un campo suficientemente intenso actúe sobre los

electrones durante varios ciclos.

La importancia relativa de los dos reǵımenes dependerá de la parte del tiempo

de interacción durante la que sean efectivos. Para incidir más en esto, en la figura
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Figura 4.12: Espectro del campo reflejado cuando incidimos en la lámina con un
pulso de amplitud máxima E0 = 0.4 u.a. y duración 40 ciclos, diez de ellos de
subida veinte de amplitud constante y diez de bajada (ĺınea continua). En ĺınea de
puntos representamos el resultado de la figura 4.8 en la que el pulso teńıa veinte
ciclos, sin parte de amplitud constante en el centro.

4.12 se ha representado el espectro obtenido para el campo intermedio para un

pulso de 40 ciclos con la misma envolvente en su primera parte que en el caso de

la figura 4.8, es decir, diez ciclos de crecimiento en forma de seno cuadrado, veinte

de amplitud constante y otros diez de decrecimiento en forma de seno cuadrado.

El hecho de que la primera parte del pulso sea idéntica nos asegura que el proceso

de ionización en ambos casos es igual, mientras que el añadido de esos veinte

ciclos a máxima intensidad aumenta el intervalo en el que el medio totalmente

ionizado genera armónicos. Podemos ver que hay un incremento en la altura

del pico correspondiente al tercer armónico y una pequeña reducción de los picos

anchos debidos a la ionización, lo que confirma nuestra anterior aseveración.

Podemos concluir que hay dos diferentes reǵımenes de ionización con relación

a la generación de armónicos, cuya importancia depende de la relación entre el
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tiempo de ionización y la duración total del pulso. En el caso de campos poco

intensos el tiempo de ionización es de varios ciclos ópticos y los armónicos se

generan precisamene por esa ionización dependiente de tiempo y espacio. Para

estos valores el modelo de cargas fijas de Brunel es suficiente para explicar los

resultados. Cuando el campo es más intenso el tiempo de ionización se reduce y se

observan armónicos más intensos debidos a la componente magnética de la fuerza

que actúa sobre los electrones. El papel de la ionización es entonces despreciable

y podemos suponer que el plasma está preionizado antes de la interacción con la

parte importante del pulso, que es la cercana al máximo.

4.3 Efectos de propagación

Vamos ahora a comentar algunos de los tantas veces pospuestos efectos de pro-

pagación. Vamos a centrarnos concretamente en dos efectos cromáticos como son

el desplazamiento al azul y el filtro de frecuencias bajas, y, más brevemente, en

los efectos de desajuste de fase en el caso de medios con densidades de electrones

altas.

4.3.1 Variaciones de longitud de onda. Corrimiento al
azul

En los espectros de armónicos debidos a la ionización que hemos mostrado hasta

ahora hay una caracteŕıstica que se repite: los picos son asimétricos y tienen una

falda que tiende hacia las frecuencias altas. Incluso es perceptible en algunos casos

que la posición del máximo no coincide con el múltiplo entero de la frecuencia inci-

dente sino que es mayor. Este efecto se conoce como corrimiento al azul (blueshift

en inglés) y es consecuencia directa de la ionización. Expliquemos de la forma más

sencilla posible este desplazamiento de frecuencia [119, 120].

Según el campo va propagándose en el medio, éste se va ionizando, lo que hace
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variar su ı́ndice de refracción η (no utilizamos la notación más común n para que

no se produzca confusión con la densidad de electrones normalizada). Esto produce

un cambio de fase durante la propagación a lo largo de un intervalo δx dado por

φ = kδx = k0ηδx. El cambio de frecuencia será simplemente δω = −dφ/dt =

−k0∂η/∂t δx. El salto de frecuencia total que sufre el campo al propagarse entre

0 y L será

Δω = −ω0

c

∫ L

0
dx

∂η(x, t)

∂t
. (4.8)

Esta ecuación sólo es válida cuando la variación de ı́ndice de refracción es lenta

y si suponemos que el campo es inicialmente monocromático, lo cual no es muy

buena aproximación para pulsos muy cortos cuya curva espectral es ancha. En

medios muy poco densos podemos utilizar para el ı́ndice de refracción la expresión

(1.109), aproximando la ráız de forma que η � 1 − ω2
p/2ω2

0 = 1 − N/2Nc. El salto

en frecuencia será entonces

Δω � ω0

2cNc

∫ L

0
dx W (x, t)(N0 − N). (4.9)

donde para la variación de la densidad de electrones en el tiempo hemos usado la

ecuación (3.63). Resulta evidente a partir de la expresión anterior que hay un des-

plazamiento en frecuencia de signo positivo y que este desplazamiento será mayor

cuanto más rápida sea la ionización, más denso el medio y más larga la longitud

de interacción. Es claro además que al aumentar la frecuencia fundamental, los

armónicos que se generen también estarán desplazados.

En la figura 4.13 podemos ver cómo se generan y propagan los armónicos más

bajos en un medio de densidad máxima N0 = 0.1Nc en el caso de un pulso de

amplitud máxima E0 = 0.08 u.a. Podemos ver el progresivo ensanchamiento de

los picos y su leve desplazamiento hacia frecuencias más altas. La simulación está

hecha con el modelo de cargas fijas.

En realidad el fenómeno no es tan sencillo. El desplazamiento al azul ocurre

únicamente en la parte del pulso que va ionizando el medio, mientras que el resto
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Figura 4.13: Evolución espacial de los armónicos en un medio de densidad máxima
N0 = 0.1Nc para un campo incidente de amplitud E0 = 0.08 u.a.

no lo sufre. En la figura 4.14 podemos ver dos momentos de la propagación del

pulso dentro del medio, en este caso para una densidad máxima N0 = 0.4Nc

para la que los efectos de propagación son más acusados. Es bien visible una

fuerte modulación de fase. La parte cercana al máximo, que es la que ioniza el

material, se comprime, propagándose con una longitud de onda mucho más corta

que la del campo incidente. Por su parte, la cola del pulso se va propagando sobre

un medio cuya densidad, y por tanto su ı́ndice de refracción, vaŕıa suavemente.

Como dicho ı́ndice es menor que la unidad, la longitud de onda es mayor que la

del vaćıo. Esta modulación de fase y los continuos cambios en la ”longitud de

onda instantánea” repercuten en la frecuencia del pulso transmitido. Podemos

ver la evolución temporal de ese campo transmitido en la figura 4.15. La amplitud

máxima del pulso es un poco menor que el campo incidente, como es lógico, debido

a la parte que se refleja, que para densidades subcŕıticas es pequeña (figura 4.3b).
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En los dos detalles puede verse el aumento de la frecuencia cerca del centro del

pulso y la pequeña disminución en su cola, que estaŕıa desplazada hacia el rojo.

Esto hace que el espectro total de los picos esté ensanchado, aunque al ser mucho

más importante el corrimiento hacia el azul cuando el campo tiene la máxima

amplitud, en promedio la frecuencia del pulso aumenta.

Hay bastantes referencias en la literatura sobre desplazamientos de frecuencias

durante la propagación de campos no muy intensos en medios ionizables poco

densos, tanto de carácter teórico [107, 110, 116, 119, 120, 121] como experimental

[122, 123, 124].

Cuando el campo es muy intenso los desplazamientos de frecuencia son dife-

rentes. En este caso la ionización es muy rápida, como ya hemos visto, y tiene

lugar durante la falda inicial del pulso. Esta falda va arrastrando los electrones

debido a la fuerza ponderomotriz y el resto del pulso se va encontrando una densi-

dad menor que la media. El efecto es entonces el contrario al que hemos descrito

antes y el desplazamiento medio se produce hacia frecuencias más bajas, siendo

visible un pequeño corrimiento al rojo de los picos [85, 116]. Precisamente esa

inhomogeneidad es la que genera las ondas de choque en un plasma. Otro caso

distinto se produce cuando no es el propio pulso el que ioniza el medio sino que se

encuentra con un frente de ionización (provocado por un pulso anterior o por cual-

quier otro medio) que se desplaza con velocidad relativista en sentido contrario.

En este caso hay un desplazamiento al azul muy fuerte porque la frecuencia inicial

no se propaga en el medio sino que cambia hasta una frecuencia final dada por la

relación de dispersión en el plasma ω2
f = ω2

0 +ω2
p [125, 126, 127]. Un efecto más que

aparece con campos intensos es el Doppler, que también modifica la radiación de

los electrones en movimiento, como ya hemos visto en la sección 1.5. Sin embargo,

su contribución es generalmente menos importante que las anteriores.
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Figura 4.14: Propagación de un pulso de amplitud máxima E0 = 0.08 u.a. dentro
de un medio con densidad máxima N0 = 0.4Nc. La gráfica (a) muestra el campo
dentro del medio (ĺınea continua gruesa), el campo tal y como se propagaŕıa en el
vaćıo (ĺınea discontinua) y el perfil de densidad de electrones dentro del medio (ĺınea
continua fina) diez ciclos después de que el pulso incidente alcance la superficie
frontera. La gráfica (b) representa la situación veinte ciclos después del inicio.
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Figura 4.15: Pulso transmitido en el caso anterior tras atravesar una lámina de
espesor 20λ0 (a). Las gráficas (b) y (c) muestran detalles de la zona cercana al
máximo del pulso y de su cola, respectivamente.
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4.3.2 Desajustes de fase

Paralelamente a los cambios de frecuencia aparecen los desajustes de fase debidos

al proceso de ionización y a la presencia de electrones libres, que como sabemos son

muy importantes. Este desajuste de fase provocará un deterioro de los armónicos,

que al cabo de una longitud de propagación más o menos larga desaparecerán. En

el caso de un medio poco denso esta zona puede ser de bastantes longitudes de

onda y el desajuste de fase depende del producto de la densidad de electrones por

la longitud de propagación [113], pero para medios densos esto deja de ser cierto.

En la figura 4.16 podemos ver cómo se propagan los armónicos bajos para den-

sidades mayores que la de la figura 4.13. Según aumenta la densidad los armónicos

se van creando más cerca de la frontera y se ensanchan más rápidamente, por lo

que muy pronto se pierde su visibilidad. Para densidades mayores que la cŕıtica

la variación es poco significativa puesto que gran parte del pulso se refleja y la

ionización sólo es importante en una capa muy fina de la lámina, propagándose el

resto del pulso en un medio con una densidad de electrones muy baja.

Debido al gran desajuste de fase que sufren los armónicos transmitidos en el

medio cuando este tiene una densidad considerable, serán de mayor calidad los que

se reflejan, que se generan en la capa fina en que hay ionización alta y luego se

propagan en el vaćıo.

4.3.3 Filtro de armónicos en plasmas sobredensos [128]

Hemos estudiado en la sección anterior un efecto relacionado con la frecuencia de

propagación del campo en un plasma poco denso, el desplazamiento hacia el azul.

Cuando el medio es sobredenso el pulso incidente no puede propagarse en principio

a lo largo de él, siendo reflejado casi totalmente y disminuyendo su amplitud dentro

del medio de forma exponencial. Cuando el campo es lo suficientemente intenso

para generar armónicos por el mecanismo de la fuerza magnética y dependiendo
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Figura 4.16: Propagación de los armónicos debidos a la ionización en el medio para
densidades N0 = 0.4Nc (a), Nc (b), 2Nc (c) y 5Nc (d). La amplitud del campo es
siempre E0 = 0.08 u.a.
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de la densidad del medio, alguna de las frecuencias armónicas puede ser mayor

que la frecuencia del plasma, pudiendo propagarse sin problemas. De este modo

puede ocurrir que los armónicos más bajos se reflejen, mientras que el campo

transmitido sólo contenga armónicos altos, actuando el medio como un filtro de

las frecuencias bajas. Este efecto ha sido observado en simulaciones numéricas

[129] y experimentalmente [130] y puede ser utilizado para estimar la densidad de

electrones del medio de una manera directa.

Esto es aśı en el caso de un plasma preformado pero si el plasma es generado por

el propio pulso e inicialmente el medio es transparente, el campo puede penetrar

en él hasta que la densidad de electrones ionizados supere el valor cŕıtico para su

frecuencia, como ya hemos visto más arriba. Dependiendo entonces de la rapidez

con la que se ionice el material la transmisión del campo incidente será mayor

o menor. Además hay que tener en cuenta que la ionización no es homogénea,

especialmente cuando el espesor del medio es suficientemente grande. En este caso

habrá una capa muy delgada de medio completamente ionizada que atenuará el

campo transmitido. El resultado es que el pulso será inicialmente absorbido pero

la parte evanescente que logra atravesar la capa ionizada, tan pronto como tenga

una intensidad tan baja que no le permita seguir ionizando la lámina, se propagará

a través de un medio transparente y no quedará totalmente filtrada.

Vamos a comenzar con el caso de una lámina preionizada, que es el más sencillo.

El grosor de la lámina será igual a una longitud de onda del campo incidente, cuya

frecuencia es como siempre ω0 = 0.05 u.a. En la figura 4.17 podemos ver el espectro

del campo transmitido cuando E0 = 0.5 u.a. y N0 = 7Nc (a) y E0 = 4 u.a. y

N0 = 15Nc. Dado que la densidad cŕıtica para los armónicos es N (m)
c = ω2

m/4π =

m2Nc, en el caso (a) el medio es sobredenso para la frecuencia fundamental pero

subdenso para todos sus armónicos impares, mientras que en el caso (b) también es

sobredenso para el tercer armónico y subdenso para los siguientes. Los resultados
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Figura 4.17: Espectro del campo transmitido a través de una lámina preionizada
de espesor λ0. La densidad del medio y la amplitud máxima del pulso incidente
son respectivamente N0 = 7Nc, E0 = 0.5 u.a. (a); N0 = 15Nc, E0 = 4 u.a. (b).
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de las simulaciones están perfectamente de acuerdo con lo esperado en ambos casos

y los armónicos son bastante visibles, sobre todo en el caso del campo más intenso

y el medio más denso.

En la figura 4.18 podemos ver los pulsos transmitidos cuyos espectros hemos

mostrado antes. Se ve cómo inicialmente no se propaga nada pero luego va apa-

reciendo un pulso más corto y mucho menos intenso de frecuencia la del armónico

correspondiente. El máximo del pulso transmitido corresponde aproximadamente

con el máximo del pulso incidente, lo cual es lógico pues es en ese momento cuando

mayores serán las oscilaciones de la superficie y por tanto los armónicos (el retraso

de aproximadamente tres ciclos se debe a que estamos midiendo el pulso transmi-

tido en un punto situado dos longitudes de onda más allá del fin de la lámina, cuyo

espesor es otra longitud de onda).

Vayámonos ya al caso en que el medio no está preionizado sino que es el propio

pulso el que genera el plasma. La figura 4.19 muestra el pulso transmitido y su

espectro cuando E0 = 0.5 u.a. y N0 = 7Nc. Se observa cómo el pulso se pro-

paga, aunque su amplitud vaŕıa de forma un tanto extraña y en el espectro no hay

señales de filtro sino que aparecen los picos caracteŕısticos de la ionización, anchos

y desplazados al azul. En la figura 4.20 podemos ver la evolución de la densidad de

electrones correspondiente a este caso, que puede ayudarnos a comprender mejor lo

que ocurre. El campo incidente entra en el medio sin encontrar resistencia pues su

amplitud inicial no es suficiente para ionizarlo (esto corresponde al pico inicial en

el campo transmitido). Sin embargo, una vez que la amplitud aumenta, el medio

se ioniza no de forma homogénea sino decreciente a lo largo del medio. Aproxima-

damente cuando el pulso alcanza su máximo se alcanza un régimen estacionario

con una capa totalmente ionizada de pequeño espesor. Si ese espesor es menor que

la longitud de penetración del campo, la parte evanescente es capaz de atravesarlo

y propagarse sin mayor problema pues su amplitud es insuficiente para provocar
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Figura 4.18: Pulsos transmitidos cuyos espectros eran los de la figura 4.17.
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Figura 4.19: Pulso transmitido (a) y su espectro (b) para un campo de amplitud
E0 = 0.5 u.a. que incide sobre una lámina inicialmente transparente de espesor λ0

y densidad N0 = 7Nc.
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Figura 4.20: Evolución espaciotemporal de la densidad de electrones correspon-
diente a los parámetros de la figura 4.19.

una ionización apreciable en el resto de la lámina y sólo sufrirá efectos de desajuste

de fase, pero no una fuerte atenuación. Eso es precisamente lo que ocurre en este

caso.

Si aumentamos la amplitud del campo hasta E0 = 4 u.a. obtenemos los resul-

tados de las figuras 4.21 y 4.22. El pulso comienza a propagarse pero tan pronto

como va ionizando el medio, la parte transmitida tiene una frecuencia triple de la

inicial. En el espectro se aprecia esto claramente, pues el tercer armónico es dos

órdenes de magnitud más intenso que el fundamental, que ha sido filtrado. En la

gráfica de la densidad vemos cómo la ionización se produce lentamente hasta que

llega el máximo del pulso, cuya parte evanescente tiene intensidad suficiente para

ionizar toda la lámina. Aśı, la capa sobredensa de la lámina es más larga que la

longitud de penetración de la componente fundamental, que es filtrada, pero no

afecta a la propagación del resto de armónicos, que se generan principalmente en
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Figura 4.21: Pulso transmitido (a) y su espectro (b) para un campo incidente
sobre una lámina inicialmente transparente de espesor λ0 y densidad N0 = 7Nc

cuya amplitud es E0 = 4 u.a.
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Figura 4.22: Evolución espaciotemporal de la densidad de electrones correspon-
diente a los parámetros de la figura 4.21.

la superficie frontera.

Un último ejemplo aún más interesante es el de las figuras 4.23 y 4.24, en

las cuales el campo sigue teniendo E0 = 4 u.a. pero el medio es aún más denso,

N0 = 15Nc. Si mirásemos únicamente el espectro podŕıamos pensar que, a pesar de

la alta densidad de la lámina, el filtro no es perfecto y deja pasar parte del primer y

tercer armónicos. Pero en la evolución del campo transmitido se ve claramente que

lo que ocurre es algo más complicado y que el pulso a la salida tiene una frecuencia

claramente variable en el tiempo, lo que en la literatura recibe el nombre de chirp,

aunque en este caso no es una variación suave: la primera parte tiene la frecuencia

del campo incidente, luego cambia a una frecuencia 3ω0 y finalmente hay otro salto

hasta 5ω0. El mecanismo generador de estos cambios de frecuencia es la evolución

temporal de la propiedad filtradora de la lámina según el proceso de ionización va

aumentando la densidad de electrones hasta valores sobrecŕıticos en primer lugar
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Figura 4.23: Pulso transmitido (a) y su espectro (b) para un campo incidente sobre
una lámina inicialmente transparente de espesor λ0 y densidad N0 = 15Nc cuya
amplitud es E0 = 4 u.a.
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Figura 4.24: Evolución espaciotemporal de la densidad de electrones correspon-
diente a los parámetros de la figura 4.23.

para la frecuencia fundamental y luego para su tercer armónico.

Este filtro dependiente del tiempo puede entenderse bien a partir de la figura

4.24. La primera parte del pulso entra en el medio, ionizando una capa muy fina.

Esto corresponde al pico inicial de máxima amplitud en el pulso transmitido. En

unos dos ciclos, la amplitud del campo incidente crece lo suficiente para ionizar una

zona de espesor mayor que la longitud de penetración del armónico fundamental,

que se refleja totalmente. En ese momento ocurre el primer salto de frecuencia de

ω0 a 3ω0. El tercer armónico, generado en la superficie, se propaga en el medio

hasta el octavo ciclo, cuando la capa ionizada es sobredensa para él en una distancia

superior a su longitud de penetración. Esto corresponde al décimo ciclo del campo

transmitido. Después de ese momento el plasma filtra el primer y tercer armónicos,

siendo transparente para los restantes.

Otro punto importante que conviene remarcar es que los pulsos transmitidos
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cuando la lámina no está preionizada son bastante más intensos que cuando lo

está, cosa lógica puesto que inicialmente el medio es transparente y además su

espesor efectivo al final es menor que el total de la lámina. Esto hay que tenerlo

en cuenta a la hora de estimar la transmitividad en los experimentos, en algunos

de los cuales se ha encontrado que el campo transmitido es mucho mayor de lo que

cabŕıa esperar [131, 132]. Esta alta transmitividad debe estar también influida por

efectos relativistas tales como la transparencia autoinducida por la disminución

de la frecuencia de plasma efectiva debida al aumento de masa inercial de los

electrones o la formación de canales debido a efectos transversales de autoenfoque

del haz, e incluso a la presencia de campos magnéticos muy intensos provocados

por la propia ionización, pero ninguno de estos factores explica por śı solo una

transmitividad tan alta para intensidades del láser por debajo de 1018W/cm2, en

principio menores del valor cŕıtico para el cual comienzan a aparecer.

Hemos visto entonces que la dinámica de la ionización es importante no sólo

para la propia generación de armónicos sino para su propagación en el medio

ionizado. Este último ejemplo del filtrado de los armónicos puede ser útil para

obtener pulsos de caracteŕısticas muy especiales tanto en su perfil temporal como

en su frecuencia, además de ser un excelente método de medida de densidades

máximas de plasma.



Conclusiones

A lo largo del presente trabajo hemos estudiado la interacción de un campo elec-

tromagnético intenso con medios ionizables tratando de entender mejor la gene-

ración y propagación de armónicos en dichos medios. Nuestro estudio ha tenido

un carácter puramente teórico y de simulación numérica, integrando las ecuacio-

nes de evolución correspondientes a cada modelo. Estos modelos han consistido en

simplificaciones bastante drásticas de la realidad, pero los resultados obtenidos con

ellos son consistentes, al menos de forma cualitativa, con resultados de modelos

más complicados e incluso con los experimentos.

Recapitulemos las conclusiones que podemos extraer de nuestro trabajo:

Respecto a la generación de armónicos en átomos [95, 96]

Hemos propuesto un nuevo modelo que enriquece el de un sistema de dos niveles

incorporando la ionización y la recombinación coherente.

• Se ha comprobado la importancia de la dependencia temporal de las tasas

de ionización en la generación de armónicos, factor que no se hab́ıa tenido

en cuenta hasta la fecha en el estudio de este proceso. La variación rápida

de las poblaciones de los estados genera nuevas oscilaciones en el dipolo que

se traducen en armónicos de orden alto. Este mecanismo es imprescindible

para entender las frecuencias intermedias del espectro.

163
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• Incorporando la recombinación mediante una aproximación semiclásica, se

ha visto el papel fundamental que desempeñan las transiciones entre estados

ligados en los armónicos generados por átomos incluso cuando la ionización

es importante, en particular en el régimen de túnel. Podemos decir que

dichas transiciones actúan como resonadores de las oscilaciones inducidas

por los estados del continuo al recombinarse, amplificándolas y aumentando

la intensidad de los armónicos.

Respecto a la simulación de la interacción de campos intensos con

sólidos [104]

• Se ha desarrollado un código de part́ıculas para estudiar la evolución de un

plasma. En dicho código hemos resuelto las ecuaciones para los campos

electromagnéticos utilizando las soluciones retardadas para los potenciales,

respetando aśı los efectos de causalidad.

• Se ha añadido en el código la posibilidad de fotoionización, permitiendo aśı un

estudio de la dinámica de formación del plasma que no hab́ıa sido realizado

hasta la fecha.

• Se ha observado la importancia de ciertos efectos relativistas que aparecen

en las simulaciones como consecuencia de la inclusión de los potenciales re-

tardados de Liénard-Wiechert. Estos efectos no hab́ıan sido estudiados con

anterioridad, hasta donde nosotros sabemos.

• Se ha desarrollado otro código más sencillo, que llamamos de cargas fijas,

para estudiar la propagación de un pulso en un medio ionizable que nos

permite desligar el efecto de la ionización de los propios de los fenómenos

colectivos en un plasma.
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Respecto a la generación de armónicos en plasmas [114, 115, 118]

La generación de armónicos en plasmas puede deberse a dos procesos bien distintos,

la ionización y la dinámica relativista de los electrones. El estudio de ambos

mecanismos nos conduce a las siguientes conclusiones:

• Se han estudiado los armónicos generados por ionización inhomogénea y de-

pendiente del tiempo en medios extensos, observando que pueden ser visibles

no sólo en el campo transmitido en gases subcŕıticos sino también en los cam-

pos reflejados en medios con densidades próximas y superiores a la cŕıtica.

• Se ha investigado la importancia relativa de los dos procesos, estableciendo

los reǵımenes en los que cada uno de ellos es más importante, encontrando

que el cociente entre el tiempo de ionización y la duración total del pulso es

un buen parámetro para discriminar dichos reǵımenes. Si el campo no es lo

suficientemente intenso como para generar armónicos debidos al movimiento

relativista de los electrones, la ionización es decisiva puesto que será el único

mecanismo generador de armónicos. Cuando el campo śı tiene intensidad

suficiente para generar armónicos relativistas, la ionización es importante

cuando el tiempo durante el cual se produce es al menos una quinta parte de

la duración total del pulso. La aproximación habitual de suponer un plasma

preionizado es en este caso absolutamente errónea.

Respecto a los efectos de propagación [128]

• En el caso de los armónicos generados por la ionización, hemos observado el

efecto de corrimiento al azul según se se van propagando en el medio y la

pérdida de visibilidad debida al desajuste de fase que hace que los armónicos

desaparezcan al cabo de unas pocas longitudes de onda. Los armónicos

reflejados, al propagarse en el vaćıo, no sufren efectos de desajuste de fase y
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son más fácilmente visibles que los que se propagan dentro del medio.

• En el caso de medios preionizados muy densos hemos visto cómo los armónicos

debidos a la dinámica relativista de los electrones pueden ser filtrados y no

aparecer en el campo transmitido para láminas lo suficientemente gruesas.

En el caso de láminas no preionizadas el filtrado es dependiente del tiempo

al ir creciendo la densidad de electrones libres a medida que el pulso ioniza

el medio. El resultado es un pulso transmitido cuya frecuencia aumenta de

forma escalonada.
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[30] Véase P. Salières, A. L’Huillier, Ph. Antoine y M. Lewenstein, Adv. in At.,
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[130] W. Theobald, R. Häßner, C. Wülker y R. Sauerbrey, Phys. Rev. Lett. 77,

298 (1996).



Bibliograf́ıa 177

[131] D. Giulietti, L. A. Gizzi, A. Giulietti, A. Macchi, D. Teychenné, P. Chessa,
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