UNIVERSIDAD DE SALAMANCA
FACULTAD DE CIENCIAS
Departamento de Fisica Aplicada
Area de ()ptica

Sobre la generacién y propagacion de

armonicos en medios ionizables

Enrique Conejero Jarque

Salamanca, Abril 1998



UNIVERSIDAD DE SALAMANCA
FACULTAD DE CIENCIAS
Departamento de Fisica Aplicada
Area de ()ptica

Sobre la generacién y propagacion de

armonicos en medios ionizables

Memoria que presenta Enrique Conejero Jarque ante la
Facultad de Ciencias de la Universidad de Salamanca para

optar al Grado de Doctor en Ciencias Fisicas

Salamanca, Abril 1998



LUIS PLAJA RUSTEIN, AYUDANTE DE FACULTAD DEL AREA DE
OPTICA DE LA UNIVERSIDAD DE SALAMANCA, CERTIFICA:

Que la presente Memoria, "Sobre la generacién y pro-
pagacion de armoénicos en medios ionizables” ha sido
realizada bajo su direccion en el Area de Optica del Departa-
mento de Fisica Aplicada de la Universidad de Salamanca por
el Licenciado Enrique Conejero Jarque y constituye su Tesis

para optar al grado de Doctor en Ciencias Fisicas.

Salamanca, Abril de mil novecientos noventa y ocho.



A todos los que me han hecho reir



Maiorum more rite secuto in cuiuslibet operis capite locus

ex scriptis alicuius illustris auctoris depromptus interdum imponitur.
Quae quidem sententia ad rem expositam saepius nihil prorsus refert,
sed tantummodo ad scriptoris scientiam ostendendam eruditionemque
etus ingentem windicandam adlatam esse comperimus.

Cui rei populi uox accedit opportuna:

quae de te gloriose praedicas, ipsis indiges.

CAIUS FACETUS



Lista de publicaciones

Trabajos en los que se basa la presente memoria:

e E. Conejero Jarque y L. Plaja, ” Effect of time-dependent ionization on

the harmonics generated by bound-bound transitions”, J. Opt. Soc.

Am. B 13, 2724 (1996).

E. Conejero Jarque y L. Plaja, "Harmonic generation with ionizing

two-level atoms”, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 31, 1687 (1998).

L. Plaja y E. Conejero Jarque, "Introduction of the Liénard-Wiechert
correction to the particle simulation of relativistic plasmas”, aceptado

en Phys. Rev. E.

V. Malyshev, E. Conejero Jarque y L. Roso, ”Self-reflection of an in-
tense ultrahort laser pulse by tunnel ionization on a solid surface”, J.

Opt. Soc. Am. B 14, 163 (1997).

E. Conejero Jarque, V. Malyshev y L. Roso, ”Self-reflection and high-
order harmonic generatin due to plasma effect on the surface of a solid

insulator: normal incidence”, J. Mod. Opt. 44, 563 (1997).

E. Conejero Jarque y L. Plaja, "Harmonic generation during the ioni-
zation of a thin target irradiated by a strong laser field”, enviado a J.

Opt. Soc. Am. B.

E. Conejero Jarque y L. Plaja, ”Harmonic filtering in a laser generated

thin plasma”, enviado a Phys. Rev. E.



Otros trabajos realizados en periodo predoctoral y no reflejados en la

presente memoria:

V. Malyshev y E. Conejero Jarque, J. Opt. Soc. Am. B 12, 1868

(1995).

V. Malyshev y E. Conejero Jarque, J. Opt. Soc. Am. B 14, 1167

(1997).

E. Conejero Jarque y V. Malyshev, Opt. Comm. 142, 66 (1997).
e V. A. Malyshev y E. Conejero Jarque, Opt. and Spectr. 82, 582 (1997).
e V. Malyshev y E. Conejero Jarque, J. Lumin. 72-74, 822 (1997).
e L. Plaja, E. Conejero Jarque y L. Roso, enviado a Astrophys. J. Suppl.

e E. Conejero Jarque y L. Plaja, en Superstrong fields in plasmas, M.
Lontano, G. Mourou, F. Pegoraro y E. Sindoni, eds., AIP Conf. Proc.

426, 360 (1998).

e F. Cornolti, A. Macchi y E. C. Jarque, en Superstrong fields in plasmas,
M. Lontano, G. Mourou, F. Pegoraro y E. Sindoni, eds., AIP Conf.

Proc. 426, 55 (1998).



Agradecimientos y demas

Tentado estoy de omitir estas paginas, tan importantes o mas que las
conclusiones en una tesis. Y no es la ingratitud la que me mueve a ello sino
el hecho de que si tuviera que agradecer todo lo que debo, esto pareceria el
listin telefénico y la memoria simple apéndice suyo. La fuerza de la costumbre
y, como digo, el miedo a parecer ingrato, me empujan a cumplimentar este
requisito. Ademads, esto es lo tinico que no pasa censura, asi que ahi va la
letania.

Comenzando por el terreno cientifico, debo agradecer la labor de las tres
personas con las que tengo el honor de firmar los articulos en los que se
basa este trabajo. Ellas han conseguido la incomparable hazana de que
un holgazan, ametddico, descreido, somnoliento, irracionalista, aficionado
al fatbol y telespectador compulsivo, amén de otros muchos calificativos que
pueden aplicdrseme y que no vienen al caso, han conseguido, digo, que pueda
presentar este trabajo, esperando, con la venia del tribunal, obtener el grado
de doctor.

En primer lugar, y vergiienza me da decirlo puesto que él es el principal
autor de lo que de bueno tiene este trabajo y yo simple escribano, agradezco al
director de la tesis la arriesgada eleccion de su primer discipulo, tal vez, todo
hay que decirlo, por falta de otro (discipulo) mejor en ese momento. Durante
el tiempo que ha llevado la realizacion de esta tesis el iinico enfrentamiento
resenable que hemos tenido ocurrié el pasado verano en Varenna, tranquilo
pueblecillo a la vera del lago de Como, cuando dos simpaticas conserjes de
nuestro hotel me abordaron en un ascensor para sonsacarme si mi estudiante

tenia novia. Yo les contesté que en realidad era él el maestro, que tenia



la edad de Cristo, dos hijos y estaba divorciado. En aquel mismo instante
me di cuenta de lo viejo que soy y lo joven que parece. Las chicas no se
creyeron nada pero €l las rechazé porque no eran demasiado agraciadas. Jurd
venganza, eso si.

También soy, creo, el primer discipulo del ex-capitan del Ejército Rojo
que se atrevio a dirigirme la tesina y me ensené que para inventar la bicicleta
hace falta pensar mucho. Nunca le agradeceré lo suficiente todo lo que ha
hecho por desasnarme cientificamente. Espero que lo siga haciendo.

Poco puedo decir del dilectisimo y adoradisimo gran jefe. Le agradezco
no solo el dinero que consigue para ordenadores sino sus sabios y ponderados
consejos en todos los terrenos y la oportunidad que me dio de unirme a un
grupo entonces pequeno pero muy prometedor. Es tan entranable que ahora
incluso se preocupa por mi deteriorada salud mental.

A continuacién agradezco a todos los que han sido y son miembros del
grupo subversivo El foton charro especialmente por aguantarme cuando in-
vado su territorio profiriendo blasfemias en alta voz. No nombro a todos
por si me dejo alguno. Mencién especial merece aquél que me ha proporcio-
nado los programas del hidrégeno y su propia tesis, sobre la que he escrito
esta. Es una de las pocas personas con las que he compartido cama, en su
caso por obligaciéon. También la merece el otro que ha compartido conmigo
habitacién y lavabo, pero no cama, durante tres largos anos en el Bartolo,
aparte de dieciséis en las aulas, y sin el cual me temo que todavia estaria
intentando ejecutar mi primer programa (el famoso Hello, world!) en una
maquina UNIX. Debo recordar también a las dos personas que me abrieron
las puertas de la éptica antes incluso de que hubiera acabado la carrera,
cuando aun no sabia qué queria ser de mayor. Ellos y mi companera de
despacho, que escucha paciente mis diarias imprecaciones por los cuelgues de
blas.usal.es y me deja el diccionario de inglés, han soportado y soportan con
resignacion mi ineptitud experimental sin una mala queja.

Gracias también a ti, querido lector, por haber llegado al menos hasta



este punto de los agradecimientos. jAdelante, ya falta poco!

Por una vez, quiero agradecer ptblicamente al vicario del Magnifico en la
Tierra, 1éase el Director de nuestro Departamento, la impagable ayuda pres-
tada en aspectos administrativo-burocraticos. Es mas, en su honor escribiré
aqui las palabras lentes y gafas, que, creo, no vuelven a aparecer en toda la
memoria.

Debo recordar también, porque me lo exigié expresamente, a ese ex-
anarquista y ahora suspendedor de aprendices de optometria en tierras mur-
cianas que se paso seis horas de reloj fotocopiandome unas tablas de secciones
eficaces de colision en las frias tierras germanas. He cumplido.

No puedo dejar de hacer menciéon al amigo italiano, amantisimo padre
de familia y gran estudioso de la receta del bacalao al pil-pil, a quien nunca
perdonaré que nos metiera en el mundillo de los plasmas, en el que atin brilla
mas nuestra ignorancia. Y en este capitulo internacional, obligada es también
la referencia al corrector de la version inglesa de la tesis, quien practicamente
la ha reescrito con rotulador verde sobre un penoso borrador de mi cosecha
que parecia producto de uno de esos abominables programas traductores con
los que pretenden subdesarrollarnos.

Y en el terreno amistoso, aunque no se descarta alguna colaboracién
cientifica, me acuerdo también de mis coleguillas de francachelas y tertu-
lias, por desgracia cada vez menos frecuentes a medida que crecen nuestros
ingresos (de algunos) y disminuye nuestro pelo (de todos).

Finalmente, y no por ser lo menos importante sino todo lo contrario, paso
a lo afectivo. Me refiero aqui a mi familia, tanto biolégica como adquirida,
porque, como decia don Vito Corleone, la familia es lo mas importante en la
vida. Todos ellos han soportado, e incluso han echado de menos, mi habitual
desidia comunicativa, se han preocupado por mi mas que yo mismo y hasta
han llorado de vez en cuando por mi causa. Un beso para cada uno y dos,

pues si no se queja, para Laura.



Indice

Introduccion

1 Conceptos preliminares

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5
1.6

Ionizacién atémica no lineal . . . . . . .. . ... ...
1.1.1 Tipos de ionizacién no lineal . . . . . . . . . ..

Tasa de ionizacion en el régimen de tinel . . . . . . ..

Espectro de emisién de un sistema. Generacion de arménicos . . .

1.3.1 Espectro de emision de particulas clasicas . . . .
1.3.2  Espectro de un sistema cuantico . . . . . . . ..
Generacion de armonicos en dtomos . . . . . . ... ..
1.4.1 Modeloclasico . . . . .. ... ... ... ....
1.4.2 Modelo cuantico . . . . . . .. ...

1.4.3 Resolucién de la ecuacion de Schrodinger dependiente del

Propagacion de armoénicos en medios extensos. Desajuste de fase .

1.6.1 Efectos de desajuste de fase en medios neutros .

1.6.2 Efectos de desajuste de fase en medios ionizados

10
13
17
18
22
27
33
37

42
44
49
50
54



1.7

Generacion de armonicos en plasmas . . . . . ... oL 56

Generacion de armonicos en un sistema de dos niveles abierto 65

2.1
2.2

2.3

Generacion de armonicos en sistemas de dos niveles . . . . . . .. 65
Efecto de la ionizacion dependiente del tiempo en los armoénicos
generados por transiciones entre estados ligados [95] . . . . . . .. 72
Generacion de armonicos en un sistema de dos niveles con ionizacién

y recombinacién [96] . . .. ..o oo 80

Simulacién numérica de la interaccion entre plasmas y pulsos

laser 95
3.1 Simulacién de plasmas mediante cédigos de particulas . . . . . . . 95
3.2 Integracion de las ecuaciones de Maxwell. Correccién relativista en

los calculos PIC [104] . . . . . . ... ... L. 103
3.3 Ionizacion en un codigo PIC . . . . . . .. ... 118
3.4 Modelo de cargas fijas para la formacién de un plasma por un laser 122

Propagacién de armoénicos en plasmas generados por un laser 125

4.1
4.2
4.3

Generacién de arménicos por ionizacién inhomogénea [114, 115] . 125
Efecto de la ionizacion en el caso de campos intensos [118] . . . . 134
Efectos de propagacion . . . . . .. ... oo 144
4.3.1 Variaciones de longitud de onda. Corrimiento al azul . . . 144
4.3.2 Desajustesdefase . . . . .. ... 150
4.3.3 Filtro de arménicos en plasmas sobredensos [128] . . . . . 150

Conclusiones 163



Introduccion

En las ultimas décadas ha habido un renovado interés en los estudios de la inte-
raccién entre campos electromagnéticos y medios materiales. El motivo principal
es, sin lugar a dudas, la disponibilidad de laseres de pulsos cada vez mas cortos
e intensos en una carrera que parece no tener fin, pues cada pocos meses se logra
reducir algin femtosegundo la duracién de los pulsos y aumentar algin teravatio
su intensidad. De este modo, supuestos tedricos que no ha mucho parecian ex-
perimentalmente imposibles, se van realizando en los laboratorios de manera casi
inevitable. A su vez, la abundancia de experimentos requiere una cada vez mayor
comprension de los fendmenos fisicos para poder interpretar los datos obtenidos.
Asi, van uniéndose a este esfuerzo investigadores procedentes de campos tan di-
versos como la Optica, la fisica atomica y molecular, la fisica de plasmas, e incluso
en los tdltimos tiempos la fisica nuclear, la electrodindamica cuantica y hasta la
astrofisica. Las posibilidades que ofrece un campo tan amplio son por tanto casi

infinitas.

Uno de los fenémenos mas atractivos es el de la generacién de arménicos, puesto
que se ha demostrado que es un proceso capaz de ofrecer fuentes de radiacion
coherente y relativamente intensa con frecuencias en el rango del ultravioleta y los
rayos X blandos. Si el laser infrarrojo y visible ha tenido tanta importancia en
todo lo relativo a la estructura molecular y atémica, es de esperar que el laser de
rayos X pueda significar lo mismo en cuanto a la estructura nuclear, los fenémenos

relativistas y quiza otras aplicaciones que ahora apenas pueden vislumbrarse. Sirva
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como ejemplo el hecho de que ya se ha observado la creacién de pares electrén-
positron en experimentos con laseres, fenémeno que sera tanto més probable cuanto
mas elevadas sean las frecuencias con las que trabajemos. Otra posible aplicacién
de los arménicos altos en la que se estd trabajando es la obtencion de trenes de
pulsos de duracién del orden del attosegundo, para los cuales el calificativo de

ultracorto se queda largo.

La generacién de armonicos altos parece estar intimamente ligada al proceso de
ionizacion. En un gas poco denso, como veremos, la ionizacién y la subsiguiente
recombinacién de los electrones es la fuente de los arménicos. En un sélido o plasma
es el movimiento de los electrones ionizados (bien por el propio ldser o bien por
algiin otro mecanismo) el que genera la radiacién arménica. Ademds, si queremos
obtener unas eficiencias significativas necesitamos bastante més de un atomo o
electréon radiando: hace falta un medio extenso cuyas particulas, cuantas méas
mejor, emitan radiacién de forma coherente. Por ello, el estudio de la propagacion

de los armoénicos es también basico.

En este trabajo queremos aportar nuestro ”granito de arena” al estudio de la
generacién y propagacién de arménicos en medios ionizables. Como no somos muy
buenos en el laboratorio y los ordenadores estan cada vez mas baratos, nuestra
contribucion sera de caracter tedrico, con abundante calculo numérico, ya que las
simulaciones son una herramienta muy buena tanto para la comprensién de los
fenémenos fisicos como para el contraste de los resultados experimentales. Los
medios ionizables a los que nos referimos son fundamentalmente dos. En primer
lugar estan los atomos aislados, relativamente faciles de tratar. Las conclusiones
que se obtienen a partir del estudio de atomos aislados son extrapolables al caso
de gases tenues en los que es posible ignorar las interacciones atomo-atomo. Sin
embargo, si aumentamos la densidad del medio y también la intensidad del laser de

forma que la ionizacién sea apreciable, las interacciones atomo-atomo (o ion-ion)
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y atomo-electrones libres cambian de forma drastica la fenomenologia, provocando
que la radiacién emitida sea bien distinta. Por ello hay que estudiar también otros
medios ionizables como son los sélidos, que sometidos a pulsos suficientemente
intensos generan de forma rapida plasmas. Como vamos a ver, los plasmas también
son capaces de generar armonicos altos e incluso presentan algunas ventajas con

respecto a los gases.

El problema de la interacciéon entre un atomo y un campo electromagnético
solo es soluble exactamente en estos momentos en el caso de dtomos o iones hidro-
genoides, que es el que nosotros vamos a suponer en este trabajo. A pesar de ello,
y en lo que se refiere a la generaciéon de arménicos, los resultados son aplicables
con bastante generalidad a otros tipos de atomos, obteniéndose resultados expe-
rimentales parecidos con vapores alcalinos y gases nobles a baja presion. Ello es
debido sin duda a que los procesos que intervienen en la generacién de armonicos,
particularmente la ionizacién, son cualitativamente semejantes en todos ellos. Més
dificil aun es el tratamiento de medios sélidos, en los que el niimero de particulas
implicadas en las interacciones es a efectos préacticos infinito. De nuevo, se com-
prueba experimentalmente que los armonicos generados por medios tan distintos
como el aluminio o el plastico son semejantes para pulsos lo suficientemente cortos
e intensos, lo que no es de extranar si nos damos cuenta de que para esos pulsos
la ionizacion casi total en los dos casos se produce en muy pocos ciclos opticos
(a veces en menos de uno) y a partir de ese instante ambos no son més que un
conjunto de electrones e iones a merced del campo. Por eso es posible idealizar
nuestro medio y convertirlo en un conjunto de atomos, de nuevo hidrogenoides por
simplicidad, que tras ionizarse se convierten en un ion y un electréon independientes

que evolucionan segtn las leyes de la electrodinamica clasica.

En cuanto al campo eléctrico, consideraremos siempre que esta linealmente po-

larizado, coincidiendo esta vez felizmente el interés cientifico, ya que la generacion
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de armoénicos es mas eficiente con campos linealmente polarizados tanto en gases
como en solidos, con la simplicidad numérica, pues esto nos permitira reducir la
dimensionalidad de nuestro problema. Los pulsos incidentes tendran ademaés una
unica frecuencia fundamental. Tanto los campos polarizados elipticamente como
los pulsos de varios colores estan siendo estudiados en los tltimos tiempos por su
posible utilidad en la generacién de pulsos ultracortos y en el control de la eficien-
cia de los arménicos, pero no hablaremos de ellos en este trabajo. En el caso de la
interaccién con atomos aislados, despreciaremos el campo secundario emitido por
el atomo frente al campo externo, porque el primero sera muy débil. Por contra,
en el caso de medios extensos, la aportacion del medio sera fundamental y siempre

calcularemos el campo de una forma autoconsistente.

En lo que se refiere a la estructura de esta memoria, hemos dividido sus conte-
nidos en cuatro capitulos. El primero tiene un caracter introductorio y nos servira
para establecer los cimientos sobre los que construimos nuestro trabajo y para
ponernos al dia en lo obtenido hasta la fecha. Repasaremos brevisimamente la
fenomenologia de la ionizacién atémica no lineal, particularmente en el régimen
de tunel, que es el més interesante para la generacion de armonicos altos, recor-
dando algunos de los modelos que explican dicha generacion; recuperaremos las
expresiones para las tasas de ionizacion que vamos a utilizar; definiremos lo que
entendemos por espectro de emisién de un sistema (cldsico o cuédntico); repasa-
remos también la generacién de armoénicos por electrones libres y para finalizar
apuntaremos varios aspectos de la generacién y propagacién de armoénicos en me-
dios ionizables o ionizados que nos van a ser utiles mas adelante. El segundo
capitulo estd dedicado al estudio de la generaciéon de armoénicos en un sistema
muy sencillo compuesto de dos niveles ligados cuya poblacién puede ionizarse a
un estado del continuo y reinteraccionar posteriormente con el nicleo. El objetivo

es determinar la influencia sobre los armdnicos de una ionizacién dependiente del
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tiempo y de las transiciones entre estados ligados, aspectos que generalmente no
se tienen en cuenta en los modelos existentes. En el tercer capitulo explicaremos
como simulamos la interacciéon de un plasma con un pulso laser, centrandonos en
algunos problemas que surgen cuando la dindmica de las particulas es relativista y
en la inclusion del proceso de ionizacion, que no es habitual en los cédigos existen-
tes. En el cuarto capitulo expondremos los resultados obtenidos en nuestro estudio
de los armonicos generados durante la ionizacion de un sélido por un laser, esta-
bleciendo la importancia relativa de los distintos procesos que contribuyen a esa
generacién; veremos ademas los importantes efectos de la propagacién en el caso
de medios suficientemente extensos, como son los desajustes de fase, los desplaza-
mientos cromaticos o el filtrado de frecuencias. Finalizaremos la memoria con un
resumen de las conclusiones obtenidas durante la elaboracion de este trabajo.
Antes de entrar en materia conviene hacer un apunte sobre las unidades utili-
zadas a lo largo de la memoria. En casi toda ella se han usado unidades atémicas,
que son las més comodas en el estudio de la interaccion entre atomos y campos
electromagnéticos. Recordemos que las unidades atomicas viene definidas a partir
dee=m =h =1, ¢c ~ 137, donde e y m son el valor absoluto de la carga del
electron y su masa, y c es la velocidad de la luz en el vacio. En este sistema, debido
a que h = 1, energia y frecuencia se expresan con la misma variable w. En las sec-
ciones en las que abordamos cuestiones puramente clésicas hemos utilizado, por ser
mas habituales en la literatura, unidades gaussianas, resenandolo explicitamente.
Las expresiones relacionadas con los campos electromagnéticos son practicamente
iguales en ambas unidades. Ademads, siempre que nos referimos a datos experi-
mentales como longitudes de onda o intensidades de los laseres hemos anadido la
equivalencia en unidades del sistema internacional para una mejor comprension

por parte de un lector no familiarizado con las unidades atémicas.
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Capitulo 1

Conceptos preliminares

1.1 Ionizacion atémica no lineal

La fotoionizacion atomica es un fenémeno que ha atraido el interés de los cientificos
desde hace casi un siglo y que ain hoy se mantiene vivo. Tras haber resultado
decisiva en la introduccion y aceptacién de la teoria cudntica, en la actualidad
representa un ejemplo claro de la insuficiencia de las aproximaciones perturbativas
para explicar ciertos fendmenos fisicos.

La ionizacién de un sistema cuantico es no lineal cuando se verifica la condicion
wo < I, siendo wy la frecuencia de la radiacién incidente e I, el potencial de io-
nizacién, esto es, la energia necesaria para extraer el electrén menos ligado del
sistema [1]. Es claro que tal tipo de proceso viola la relacién de Einstein del efecto
fotoeléctrico [2], pero podemos salvar la situacién recurriendo a una ionizacién
multifoténica que verifique Kwy > I,,, siendo K el nimero entero de fotones absor-
bidos por el sistema. Por supuesto los procesos multifotonicos no estan restringidos
al caso de la ionizacién (transicién desde un estado ligado a uno del continuo) sino
que son ampliables a cualquier transicion entre estados ligados, modificando el ter-
cer postulado de Bohr desde su versién inicial wy = Ey — E; hasta la multifoténica
Kwy = Fy — E;. Fisicamente, la posibilidad de transiciones multifoténicas se jus-

tifica en el principio de incertidumbre para la energia y el tiempo dwdt > 1, que
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permite pasar al sistema por una serie de estados virtuales durante un tiempo 4t

con un defecto de energia dw.

1.1.1 Tipos de ionizacién no lineal

El proceso de ionizacién no lineal depende principalmente de tres parametros: la
frecuencia wy y la amplitud Ej del campo electromagnético y la energia de ligadura

del electréon I,. En realidad, una combinacién de estos pardmetros, el pardmetro

de adiabaticidad de Keldysh [3] definido como

u)0(2110)1/2 Iy

_ _ 1.1
v E, 20 (1.1)

separa los distintos regimenes de ionizacién no lineal en dtomos. U, = E} /4w es
la energia ponderomotriz, que es la energia que en promedio un campo arménico
cede a un electrén libre durante un ciclo 6ptico.

Repasemos brevemente los diferentes tipos de ionizacion cuando el campo elec-
tromagnético tiene una amplitud muy inferior a la del campo atémico (buenos
resumenes de la interaccién de atomos con campos intensos que incluyen numero-

sas referencias pueden encontrarse en [1, 4, 5, 6, 7]).

Ionizacion multifoténica

Si se verifica que v > 1, es decir, que la energia de ionizacién es mucho mayor que
la ponderomotriz, lo cual ocurre para frecuencias relativamente altas (siempre por
debajo de la de ionizacién, por supuesto) o campos muy poco intensos, el proceso
més probable es el de ionizacién multifoténica (conocida por sus siglas en inglés,
MPI). En este caso podemos describir graficamente el proceso como la absorcién
por un electrén de un nimero entero K de fotones para pasar al continuo con una

energfa cinética wy = Kwy — I,. La tasa de ionizacién (probabilidad de ionizacién
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por unidad de tiempo) para campos débiles es del tipo

o\ K
w = o'® <&> : (1.2)

Wo

donde o) es la seccién eficaz generalizada, que depende de la frecuencia y po-
larizacion del campo y de la estructura atémica, pero no de la intensidad de la
radiacion. Es evidente que para K = 1 recuperamos la conocida férmula para el
efecto fotoeléctrico en la que la dependencia es lineal con la intensidad del campo.
En principio, el nimero de fotones sera el estrictamente necesario para que se
produzca la ionizacién. Sin embargo, cuando la intensidad del campo eléctrico
es lo suficientemente alta, pueden ocurrir procesos a un nimero de fotones supe-
rior al minimo necesario con una probabilidad comparable, apareciendo la ioni-
zacién sobre-umbral (ATI). La energia del electrén en el estado final serd entonces
wy = (K + S)wy — I,, siendo S el nimero de fotones adicionales absorbidos. Los
primeros experimentos sobre ionizacion multifotonica fueron realizados en 1977 por
Lompré y otros [8], mientras que la ionizacién sobre-umbral fue descubierta por

Pierre Agostini y otros en 1979 [9)].

Ionizacién por tinel

Vayamos ahora al caso en el que el parametro de Keldysh es inferior a la unidad, lo
que acontece para frecuencias muy pequenas y campos moderadamente intensos.
Entonces estaremos dentro del llamado régimen de ionizacién por tinel (TT), que
es el que mas nos va a interesar debido a la peculiaridad de los arménicos generados
en él. Para entender qué ocurre en este caso es util recordar como afecta un campo
eléctrico estatico intenso a un atomo. Pensemos por simplicidad en un atomo de
hidrégeno en el estado fundamental. El paquete de ondas se encuentra entonces
fuertemente ligado por la barrera coulombiana tal y como vemos en la figura 1.1a.

Al aplicar un campo externo polarizado en la direccién x, el potencial instantaneo
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Figura 1.1: Esquema de la evolucion del paquete atomico en ausencia de campo
externo (a), cuando el campo permite la ionizacién por tinel (b) y cuando el campo
es tan intenso que se produce ionizacién por supresién de barrera (c).

se ve modificado, pasando a ser V' = —1/r + Ex (figura 1.1b). El electrén ve una
barrera de potencial que, si el campo es lo suficientemente intenso, puede atravesar
por efecto tunel. El calculo de la tasa de ionizacién es relativamente sencillo en

este caso y nos lleva a la expresién [10]

4 2 (1.3)
w—Eexp Yok .

que crece al aumentar la intensidad del campo aplicado, como es de esperar.

En el régimen de tunel no tenemos un campo estatico pero la frecuencia es
tan pequena que podemos utilizar una aproximacién adiabatica, valida cuando
el periodo 6ptico es mucho mayor que el tiempo de tunel. Este tiempo de tinel
puede estimarse de una manera simple como el cociente de la distancia entre los
puntos de corte de la barrera de potencial con la energia no perturbada del electrén
dividida por la velocidad con la que el electrén atraviesa dicha barrera [11, 12] y
que es T; \/I; /Ey. El electrén podra atravesar la barrera cuando ese tiempo de
tunel sea menor que un ciclo éptico, es decir, precisamente cuando el parametro
de Keldysh sea menor que la unidad [3, 13]. Puede suponerse entonces que el
electron ”ve” una barrera de potencial que va evolucionando tan lentamente que
le permite escapar por tunel. Al cabo de medio ciclo el campo cambiara de signo y
una parte de la poblacién ionizada por este mecanismo volverd a las proximidades

del nuicleo. Mas adelante veremos el importante efecto que tiene esta poblacion en
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la generacién de armoénicos.

Ionizacion por supresién de barrera

El caso limite del tinel es la ionizacién por supresion de barrera (figura 1.1c), que
tiene lugar cuando la amplitud del campo es lo suficientemente alta como para que
la barrera de potencial quede por debajo del nivel del potencial de ionizacién, pu-
diendo entonces el paquete electrénico abandonar libremente las proximidades del
nicleo. Para intensidades atin mayores, en contra de lo esperado intuitivamente,
la ionizacién no es mas rapida sino que se puede llegar a un régimen de estabili-
zacion en que gran parte de la poblacion queda situada en los estados ligados méas
préximos al continuo (estados de Rydberg) debido a efectos de interferencia en la
funcién de onda. Tanto la ionizacién por supresién de barrera como sobre todo la
estabilizacion son dificiles de observar experimentalmente debido a que requieren
campos tan intensos que los atomos se han ionizado casi completamente por via
multifoténica o de tunel durante la primera parte de los pulsos laser antes de que

puedan llegar a interaccionar con la cresta de los pulsos.

1.2 Tasa de ionizacion en el régimen de tinel

Dado que es una expresion que vamos a usar frecuentemente a lo largo de este
trabajo, consideramos conveniente indicar la deduccién de la férmula para la tasa
de ionizacion en el régimen de tinel [1, 14, 15].

Partimos de la expresién que nos da la amplitud de probabilidad de una tran-
sicién entre un estado inicial ligado |i) y uno final del continuo |f) y que viene

dada por el elemento de la matriz S en la imagen de interaccién [13]:

ai(t) = —Z'/Ot (O | Ve, t) | Ot (1.4)

donde el término V' (r,t) tiene que incluir en principio tanto el potencial coulom-
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biano como la interaccion con el campo electromagnético.
La aproximacién de Keldysh-Faisal-Reiss [3, 16, 17] (KFR en la literatura)
consiste en despreciar la contribucion coulombiana sobre el estado del continuo.

En este caso el término de interaccién en el gauge del momento se reduce a

A A
P22 (1.5)

c 2c2

Vr,t) =

y el estado final es una onda de Volkov:
] A
V") = exp [~ipr + %/ (p+ ?)th]. (1.6)

Si queremos tener en cuenta el efecto del potencial atémico en el estado fi-
nal podemos usar la teoria de perturbaciones y pasar de \Ilgcm a l \Ilgcv) donde la

correccién coulombiana viene dada por [14]

I =exp (—i/_TZdt), (1.7)

siendo Z la carga del atomo o ion en cuestion. Esta correccion viene determinada
por los momentos en que el campo esté cerca de sus valores extremos, que es cuando
la probabilidad de atravesar la barrera es méaxima. Dependiendo del estado inicial
y de la polarizacién del campo electromagnético, la integral (1.4) tomard un valor
u otro. Por ejemplo, en el caso de un estado inicial con nimero cuantico principal
n y orbital [ = 0 y un campo polarizado linealmente E = E, cos wyt z, la amplitud

de la transicién para campos suficientemente pequenos se reduce a

o 2" (C[ZT('

T onl

) / " explig ()], (1.8)

ang(t) -

donde C; = (223 /n3Ey)*" viene del término de interaccién de Coulomb I y la

funcién g(t) esta definida como

2 A E? o E?
g(t) = (p_ N —02>t + Po0 o wot — 8—0 sin 2wot. (1.9)

2 2 3
2  2n dw; wp wy
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Para resolver la integral (1.8) se van sumando las distintas contribuciones ciclo

a ciclo hasta llegar a la siguiente expresién para la probabilidad de transicion
2
2 2t /A E?
Clnf<_7T> “o 5<p——|——+—0—Nwo . (110)
Wo

er t) = lany(t 2= o
N es el nimero de fotones absorbidos en el proceso y la funcién ¢ de Dirac

expresa la conservacion de energia. Para hallar la distribucion angular y de energia
de los electrones ionizados en el proceso a N fotones basta dividir la anterior
expresion por el tiempo, multiplicar por la densidad de estados finales e integrar

en el momento, llegando a

dwy 22" 'pwlZCr | /e .
aQ (27)3nn!? ’A exp ig(t)]dt

donde el momento p debe cumplir la conservacién de energia indicada en (1.10). La

2
)

(1.11)

integral en la expresién (1.11) no es facil de resolver sin hacer mas aproximaciones.
En el limite de tunel, para campos por debajo de la supresion de barrera, puede
usarse el método del punto de ensilladura o de la fase estacionaria (véanse por
ejemplo [18, 19]) en el cuél sélo se considera la contribucién a la integral de los
puntos mas significativos, que son los puntos de retorno clasicos, es decir, aquellos
en los que ¢(t) = 0. Realizando esta aproximacién e integrando en el momento

angular se llega a

wSCIQQ” ( 223 pz’)/?’)
Wy = ————— — _gr
N 2w Zp P\ 3ER 3wy 7’

donde ~ es el parametro de Keldysh. Finalmente, sumando al nimero de fotones

(1.12)

tendremos la probabilidad total de ionizacién por unidad de tiempo
22'nCrE /3En3\1/2 273
- 2 ( 3 ) xp (_ 3 )’
47n! wZ 33k

(1.13)

donde se ha utilizado el hecho de que en el régimen de tinel v << 1. Si com-
paramos con la tasa en el caso de polarizacién circular, en el que la amplitud del

campo es siempre la misma, observamos que

= (SEHS)I/QUJC, (1.14)

T Z3
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quedando claro que esa diferencia aparece por haber promediado el campo eléctrico
a lo largo de un ciclo en el célculo anterior. Por tanto, si queremos utilizar esa ex-
presion para un campo instantaneo dependiente del tiempo tendremos que eliminar
ese término.

Es posible realizar un célculo similar para estados iniciales con momento an-
gular no nulo y atomos o iones diferentes del hidrégeno (suponiendo eso si que es

vélida la aproximacién de un unico electrén activo). El resultado general es [20]

22 7’1,3’E‘ m-+1 2Z3
_ 2
w(|E|) = C;|Cl f(l,m)2—n2( o )" exp (_3n3\E])’ (1.15)

donde n, [, m son los nimeros cuanticos efectivos y las constantes f y C); se

definen como

@+ D+ |m))! ) _ 2%
Em) = o= i Dy

(1.16)

Para obtener las expresiones promediadas basta sustituir |E| por E, y ahadir
el término (3Eyn®/mZ*)'/2. Es trivial comprobar que en el caso del estado funda-
mental del dtomo de hidrégeno para un campo estacionario la expresién (1.15) se
reduce a (1.3).

La validez de estas formulas esta restringida como hemos dicho al régimen
de tunel. Esto nos impone dos limitaciones sobre la intensidad del campo. Por
un lado, para que el parametro de Keldysh sea inferior a uno y pueda aplicarse
la aproximacién adiabética, el campo debe ser lo suficientemente intenso (o bien
su frecuencia muy pequena, con lo cual estariamos en el infrarrojo o incluso las
microondas, regién espectral en la que se ha observado tunel desde los estados
de Rydberg [13, 21]). En este sentido, cuando v ~ 1 coexisten los mecanismos
de tunel e ionizacién multifotonica, pero se ha demostrado que las expresiones
obtenidas anteriormente funcionan bastante bien en esa zona fronteriza [22|. En
el otro extremo, sabemos que tampoco podemos excedernos en la intensidad del

campo para no pasar al régimen de supresion de barrera. El calculo del valor
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critico para el que el campo electromagnético hace que la barrera quede superada
es muy sencillo si suponemos que el electrén escapa precisamente en la direccion
del campo eléctrico. En este caso basta igualar la energia de ligadura —I, a la
suma del potencial atémico y el de interacciéon —Z/x + Ex, llegando a un campo
critico E,, = I7/4Z [23]. Para el estado fundamental del hidrégeno su valor es
E's = 0.0625 w.a., que equivale a una intensidad de I ~ 1.4 x 10 W/cm®. En
realidad, para un sistema tridimensional como es el hidrégeno este valor critico es
mayor puesto que el electrén se mueve no sélo en la direccion de polarizacion del
laser. La supresion de barrera real para su estado fundamental se produce para
un campo EY ~ 0.15 u.a. (I ~ 10" W/Cm2) [24, 25]. Por encima de este valor las
expresiones para la ionizacion por tinel sobreestiman las tasas de ionizacion reales
en el régimen de supresién de barrera [14].

En cualquier caso, estas formulas son utilizadas habitualmente en los célculos
que conllevan ionizaciéon atémica, incluso fuera de su rango estricto de validez, de-
bido a su simplicidad y a que han sido contrastadas con resultados experimentales
con bastante éxito para distintos materiales [26]. A nosotros nos interesa espe-
cialmente el hecho de que dependen fuertemente del tiempo de forma indirecta a

través del campo oscilatorio.

1.3 Espectro de emision de un sistema. Gene-
racion de armoénicos

La generacion de armoénicos es quiza el proceso mas caracteristico de la éptica no
lineal. Desde las primeras observaciones de generacién de segundo armoénico en me-
dios cristalinos [27, 28], este fendmeno ha venido estudidndose de forma frecuente
debido a la disponibilidad de laseres cada vez mas intensos. En medios gaseosos
poco densos pronto se pasd de observar armonicos de orden bajo explicables con

teorias perturbativas a detectar armoénicos de orden alto cuya intensidad no de-
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crecia exponencialmente. Recientemente se han llegado a observar arménicos por
encima del orden 150 con laseres de neodimio (A = 1053 nm) y de titanio-zafiro
(A =800 nm) [29, 30]. Actualmente en la generacién de arménicos no se pretende
tanto batir marcas de frecuencia alta, puesto que ya se alcanza con cierta facilidad
la zona de los rayos X blandos, como conseguir mayores eficiencias en intensidad
y controlar las propiedades espaciales y temporales de los armoénicos, asi como
profundizar en el conocimiento de los distintos mecanismos que hacen posible la
emision coherente en frecuencias tan altas.

La generaciéon de armonicos es por tanto un fenémeno de caracter general.
Cuando iluminamos un medio material con un campo electromagnético intenso, se
producen en su interior una serie de oscilaciones no lineales, tanto en las cargas
libres como en las ligadas, que hacen que el campo secundario emitido por el medio
no tenga unicamente la frecuencia del incidente sino otras contribuciones, algunas
de las cuales tienen frecuencias multiplos enteros de la inicial. Son precisamente
esas frecuencias las que llamamos armonicos.

Antes de describir la generacion de arménicos en sistemas reales es conveniente
recordar qué entendemos por espectro de emisién de un sistema, tanto clasico como
cuantico. En la presente seccion no utilizaremos unidades atémicas sino gaussianas,

por ser mas habituales en la literatura.

1.3.1 Espectro de emision de particulas clasicas

Para hallar la energia radiada por una particula clasica acelerada es conveniente
utilizar los potenciales de Liénard-Wiechert. Dado que vamos a basarnos en ellos
cuando hablemos de las simulaciones en plasmas, no estd de mas recordar cémo se
calculan en el espacio tridimensional. Partamos directamente de las ecuaciones de

onda para los potenciales [31]

1 9?
Vip — 20 = —, (1.17)
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1 0? 4
2

donde p y J son las densidades de carga y corriente, respectivamente, y se ha
impuesto la condicion del gauge de Lorentz

10
VAt S 6=0. (1.19)

Los campos eléctrico y magnético vendran dados por

10
B = -Vo-o

B = VxA. (1.21)

A, (1.20)

Para resolver la ecuacién de ondas usamos el método de la funcién de Green.

El propagador retardado en el caso tridimensional es [32]

/ —
G (r,t;0' 1) = ot tR+ R/C); t>t, R=|r—r|, (1.22)
siendo la solucién para el potencial escalar
o(r,t) = //G*(r, t;r' ) p(r' t)dr'dt’. (1.23)

Una expresion analoga se obtiene para el potencial vector sin mas que sustituir
p por J/c. Para una sola particula de carga g, posicién r,, y velocidad v,,, las

densidades de carga y corriente pueden expresarse como

p(r,t) = @gno[lr —r,(t)] = qmé{r —1,(0) — /Ot dTVm<7')}, (1.24)

J(,t) = guvn(D)0[r = Tn(t)] = guva(t)3|r = 1,,(0) = [ drvi,(7)].(1.25)

0
Sustituyendo (1.22) y (1.24) en (1.23) e integrando en t' llegamos a

dr’

Ou(r,t) = g [ FO[' = ru(0) = [ o drv,u(7)], (1.26)

y haciendo el cambio de variable

t—R/c
u=r—r,(0)— / dr v (7);  du=(1— B, -n)|i_g/ dr', (1.27)
0
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siendo B, = v;,/c, n = (r'—r)/R (el vector unitario en la direccién de observacion)
e indicando |;,_g/. que B, debe medirse en el tiempo retardado. Con este cambio

de variable la solucién de (1.26) es ya sencilla:

m
Gm(r,t) = , 1.28
(r,t) Bl = B 1)), (1.28)
donde R,, = |r —r,|, n, = (r,, — r)/R,, y ahora el tiempo retardado es t/ =

t—R,,(t')/cy la posicién r,,(t,) = r,,(0) + S drv,, (7). Analogamente se obtiene
la expresién para el potencial vector, que resulta ser

%nﬁm
Rm(l - 6777/ : nm)

Una vez obtenidos los potenciales no hay més que utilizar (1.20) y (1.21) para

A,(r,t) = (1.29)

ret

obtener las expresiones para los campos eléctrico y magnético. El calculo es lige-

ramente tedioso y el resultado es [31]

n, — 5m n, X [(nm - ﬁm) X Bm]
E,(r,t) = gn . (1.30
20 = R e e A ()
B, (r,t) = n,| xE,(rt), (1.31)
ret

con By, = dBp/dt y vm = (1—£2)""/2. Como es bien patente, hay dos contribucio-
nes distintas al campo eléctrico. El primer sumando en (1.30), que denotaremos

E®

) va como R™? y decae rdpidamente segiin nos alejamos de la particula. Es

el llamado campo de velocidad o campo cercano. Por el contrario, el segundo,
llamado campo de aceleracion o campo lejano por razones obvias, decrece como
R7!, es el més importante y el dnico que puede propagarse como una onda. Lo
denotaremos E(®. A partir de ahora vamos a prescindir de los subindices de las
particulas para aligerar la notacion.

El flujo de energia viene dado el vector de Poynting, S = ¢/47 E x B =
c/4m |E|’n. A partir de él puede obtenerse la potencia radiada por unidad de
angulo sélido

dP(t)

0 R?*|S(2)). (1.32)
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Cuando la particula se mueve a una velocidad mucho menor que la de la luz

en nuestro sistema de referencia podemos aproximar el campo de aceleracién por

E@ — 4q Lnxﬂ 1.
C[ R :| ret’ ( 33)
y entonces
dP(t) ¢ ..
W = R|V|281n2 @, (134)

siendo O es el dngulo que forman la direcciéon de observaciéon y la aceleracion de
la particula. Sin méas que integrar en el angulo sélido tendremos la potencia total
instantanea radiada por la carga, obteniendo la conocida expresiéon de Larmor en

régimen no relativista [31]

P(t) = % d(t)?, (1.35)

donde d = ¢qr es el momento dipolar de la particula. Dado que siempre vamos a
trabajar con senales de duracién finita puesto que en las simulaciones (y también
en el laboratorio) no tiene sentido hablar de tiempo infinito, podemos definir el
espectro de potencia como

Y S(wn) = % / " P ar, (1.36)

n>0

donde T es el tiempo de duracién de la senal y w,, = nAw = 2an/T. Si descom-
ponemos la aceleracion dipolar en serie de Fourier como
dt) = Y d(w,)e ™! (1.37)

y utilizando la identidad de Parseval

7 [ AR dt =23 dw)P (1.38)
llegamos a
S(wn) = —=|d(w,)] (1.39)
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Esta expresién, como decimos, es vélida en aproximacion no relativista (v < ¢),
que en el caso de una carga moviéndose en un campo electromagnético externo
equivale a la aproximacion dipolar, es decir, podemos usarla cuando la longitud
de onda del campo es mucho mayor que las dimensiones del sistema. FEn esta
aproximacién, para obtener el espectro de emisién de un sistema y ver si es capaz
de generar armonicos bastard estudiar su aceleracion dipolar.

En el caso relativista los calculos se complican bastante. La féormula de Larmor
para la potencia total emitida generalizada toma la forma [33]

20° 4140 22
P(t) = 250182 — (8 % B)2. (1.40)
3¢

Cuando el movimiento de la particula es periddico, el sistema sélo radia en
frecuencias multiplo de la frecuencia propia, es decir emite armonicos w; = lwy.
En ese caso la potencia por unidad de angulo sdlido radiada en cada modo en un
ciclo, suponiendo que el punto de observacion esta muy lejos de la zona en la que

se produce la aceleracién, tiene la forma [31]

2

dS(wl) q2w312 /Qﬂ/wo dt n % (Il % V)ez’lwo(tfnr(t)/c 7 (1‘41)
0

dQ (2mc)?

expresion que puede usarse para calcular la potencia en cada componente armonica
emitida por cargas libres en movimiento relativista. Cuando en lugar de cargas
aisladas tenemos densidades de carga y corriente, habra que sustituir gv por J. En
el caso de medios extensos utilizaremos como espectro el médulo al cuadrado de la
transformada de Fourier del campo medido a una distancia suficiente del medio,

que es proporcional a dS/df).

1.3.2 Espectro de un sistema cuantico

En el caso de un sistema cudntico la cosa es bastante mas complicada y un estudio
profundo excede las posibilidades de este trabajo. Aqui nos limitaremos a esbozar

un tratamiento muy simple que va a permitirnos relacionar el espectro cuantico con
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el de un electrén clésico [34, 35, 36]. Estudios muy completos sobre los espectros
clasico y cudntico pueden encontrarse por ejemplo en las referencias [37, 38].
Partamos del hamiltoniano que describe la interaccion del sistema atémico con

el campo externo en aproximacion dipolar
H=H,+Hr—d-E. (1.42)

H, v Hr son respectivamente los hamiltonianos del atomo y del campoy —d-E
es el término de interaccion. El hamiltoniano del campo, sin incluir la energia del
punto cero, es Hp = > i, hwkaL \0k,\, siendo wy, = kc. La expresion para el

operador campo eléctrico se escribe como

. 2mhwi\ 1/2 R
Ezlz( o ’“) (akr — af \)éxns (1.43)
kA 0

donde ay ) y aL , son los operadores destruccion y creacién de una onda plana con
vector de ondas k y polarizacién A, V; es el volumen de cuantizacion y los vectores
reales unitarios €y ), constituyen una base de polarizacion lineal. El hamiltoniano
(1.42) se escribe entonces como
H=H,+)_ hwkaL/\ak7,\ —ih Y Cyadipa(aky — aLA), (1.44)
kA KA
con Cx \ = (2mwy/hVp)Y? y di\ = d-éx.. Utilizando las ecuaciones de movimiento

de Heisenberg, la evolucion del operador destruccion vendra dada por

d
A _ (g, H] (1.45)
dt ’
Es facil ver entonces que
ag )y = —twpak  + Ci\di y, (1.46)

ecuacion que puede resolverse de manera formal para obtener

) t o
ax (1) = ax,(0)e ™+ + C’kA/ di (e at. (1.47)
’ ' 0
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Sin mas que tomar complejos conjugados se obtiene la ecuacién correspondiente
al operador creacion. El intercambio de energia del sistema con el campo durante

el tiempo de interaccién vendra dado por
/ dt P(t ank al () (1)). (1.48)

El nimero de fotones en el modo (k, A), utilizando (1.47), sera

<a1T<,,\(t)ak,/\(t)> = <aL/\(0)ak7)\(0)>
+ 2Re [Ck)\ /t <CLI( )\(O)dk )\(t’)>€*iwkt'dt/}

4Ok / dt’ / AL () i (E) e . (1.49)

Es claro que el primer término representa el nimero de fotones en el momento
inicial y serd nulo si al inicio de la interaccién los modos correspondientes estan
desexcitados. En cuanto al segundo sumando, corresponde a la absorcién o emision
estimulada en el modo (k, A), es decir, en la misma frecuencia y polarizacién del
campo externo. Sidicho modo es inicialmente un estado coherente |y ) tendremos

que ay ,|ag,) = a(k’A)|ak,,\) y entonces

2Re [CM /0 t (ak NI t))e dt’} _ QRe[a(k,/\)CkM\ /0 ! (o)) e ™ dt’].
(1.50)
Por tanto el valor esperado de la proyeccién del dipolo en la direccién de po-
larizacion del campo nos da el espectro de absorciéon o emision estimulada. Evi-
dentemente, este término también se anula si inicialmente el modo |ak,) esta
desexcitado, asi que el tinico término que nos interesa es el tercero, resultante del
escaterin y la emisién espontanea y que depende de la funcién de correlacion del

dipolo:

(af (DA () = |Cic,? /dt/dt”d )i A (2")) e E0) (1.51)
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Muchas veces se hace la aproximacién (df(#)-d(¢)) ~ (d'(#'))-(d(t)) y entonces

el espectro se calcula con

fo INgE A
(ajer (B () ~ \C'k,x|2’/0 dt'(dicA(t')) ™" (1.52)

La aproximacion sélo esta justificada si pensamos en un sistema de N atomos
en lugar de en uno aislado. En ese caso dy , = >_; dk; ¥ tendremos que (1.51) se
convierte en

(al (D) = (Gl / dr / A, (8 )dier (8“1, (1.53)
i=1 j=1

Si los distintos atomos estan lo suficientemente separados podremos despreciar
la interaccién entre ellos, verificdndose <dk,\ ()dy () = <dkm( ) (dir;(t"))

para i # j. Tendremos entonces que (aiA(t)akA(t))(S) =CP + 1 con

C = 10l S [t [ ) e (¢

1,j=1,i#j

= N2|Ck | ’/ dt dk}\z( )> _kat/~ (154)
(S) S ' ! ; "4t
= ‘Ck’A‘ZZ/ dt// dt”<d{<Ai(t/)dk.,\,z'(t”»e“’k(t —t)
=170 0 :
t y " /
~ N(Gol” [ i (i () (1.55)

donde hemos supuesto que todos los atomos ven el mismo campo, esto es, que la
aproximacién dipolar sigue siendo valida. Cuando el niimero de atomos es alto, la
parte C](\}g), llamada coherente, es mucho mayor que la incoherente, I](VS), teniendo
sentido entonces hallar el espectro a partir del valor esperado del momento dipolar
y no de su correlacién. La importancia del término incoherente ha sido estudiada
para atomos de dos niveles [39] e hidrogenoides [40], pero aqui no vamos a entrar

en ello. Con esta aproximacion y utilizando (1.48) tendremos

1 T 2 . " !
- / gt P(1)S) = 3 2T / dt’ / de{dl (1)) (dier (E)) ). (1.56)
0
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Definiendo las componentes de Fourier del dipolo como

i (wp) = / dt e (dy (1)), (1.57)

y transformando la suma sobre los vectores de onda en el espacio reciproco en

suma sobre las frecuencias integrando en el angulo sélido

k? dQ

DD / (1.58)

llegamos a

1
- P(t / 1.
Lt > 0314, (1.59)

0 n>0
donde hemos usado que la longitud de cuantizacion es Ly = Vl/ =T , puesto que
Ak = Aw/c. Integrando en el dngulo sélido y sumando a las dos polarizaciones
tenemos que

/ dt P()S =Y S(wn) = 3 %wma(wn)ﬁ (1.60)

n>0 n>0

Para una senal armonica se verifica que El(w) = w?d(w) y recuperamos la
expresion clasica (1.39). En este caso la aceleracién dipolar es la derivada segunda
del valor esperado del operador momento dipolar. En el caso general, y debido a
que en la practica, como hemos dicho, no puede calcularse un espectro integrando
hasta tiempo infinito sino hasta un tiempo maximo 7', se verifica trivialmente que

T o ) T
/ e ' d(t)dt = e d(T) +iwe™"d(T) — w* / e 'd(t)dt, (1.61)

0 0

por lo que cuando el dipolo y su velocidad se anulen en ¢ = T, la diferencia entre
el espectro calculado con la aceleracién dipolar y el calculado con el dipolo sera el
factor w! pero en general esto no serd asi, especialmente cuando hay una ionizacién
considerable, puesto que en ese caso el dipolo serda bastante grande al final del

calculo. Por ello se utiliza la aceleracién dipolar en lugar del dipolo, aplicando
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habitualmente el teorema de Ehrenfest [41, 42, 43] y hallando la aceleracién dipolar
mediante

d(t) = (~VH). (1.62)

En este trabajo, cuando hablemos de espectros atémicos, utilizaremos la ex-
presién andloga a la clasica (1.39) sin el prefactor. En el caso del sistema de dos
niveles el cdlculo es muy sencillo. Cuando comparemos con espectros del atomo de

hidrégeno, la aceleracién dipolar se hallard con (1.62).

1.4 Generacion de armonicos en atomos

Vamos a repasar ahora las principales caracteristicas del espectro de armoénicos ge-
nerado por un atomo de hidrégeno en presencia de un pulso laser intenso. Elegimos
el hidrégeno por un motivo fundamental: es el inico sistema real que ha podido si-
mularse hasta ahora de forma exacta resolviendo la ecuacién de Schrodinger depen-
diente del tiempo. Recientemente ha habido intentos de resolver el siguiente atomo
en complejidad, el de helio, pero para rangos muy restringidos de los parametros
del campo y con grandes dificultades [44, 45]. Por supuesto, los resultados del
hidrégeno son extrapolables automaticamente a los demés iones hidrogenoides sin
mas que reescalar las variables atomicas, y en principio a cualquier sistema atémico
en el que la aproximacién de un tnico electrén activo funcione correctamente (los
metales alcalinos especialmente). En cualquier caso, las caracteristicas generales
del espectro de armonicos del hidrégeno se han observado también en multitud
de experimentos con distintos gases. Los espectros que vamos a mostrar en este
capitulo se han calculado con un pulso de forma trapezoidal de longitud diez ciclos
Opticos tal y como puede verse en la figura 1.2. Cuando hablemos de la amplitud
del campo nos referiremos a la zona de envolvente constante, que es la tinica que
consideramos para calcular los espectros.

Comencemos por el caso en el que el campo es tan poco intenso que la io-
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Figura 1.2: Esquema de la forma del pulso léser utilizado en el cdlculo de los
espectros.

nizacién es despreciable. En esta situacion sélo seran relevantes las transiciones
entre estados ligados. La generacion de armonicos se produce cuando el electréon
absorbe un nimero K de fotones para pasar de un estado inicial |i) a otro final | f)
a través de estados intermedios virtuales, tal y como explicdbamos en la seccion
1.1 y esquematizamos en la figura 1.3. Como el estado excitado no es estable, el
electrén volvera a desexcitarse emitiendo un sélo fotén de energia Kwy. Debido a
la simetria del potencial coulombiano el nimero K deberd ser impar pues en otro
caso la transicion no estara permitida. La intensidad relativa de los armoénicos en
general ird decreciendo dependiendo de los parametros del campo. La existencia de
estados intermedios (o finales) resonantes con la frecuencia del ldser puede hacer
que esto no sea siempre asi.

En la figura 1.4 podemos ver un espectro de arménicos tipico de las transiciones
multifoténicas entre estados ligados. Son visibles unos pocos armoénicos junto a

otras frecuencias relevantes determinadas por las distintas resonancias.
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Figura 1.3: Esquema del proceso de generaciéon de armoénicos entre estados ligados.
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Figura 1.4: Espectro de armonicos del hidrégeno en el caso de un pulso con fre-
cuencia wy = 0.1 u.a. y amplitud Ey = 0.02 u.a.
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Figura 1.5: Esquema del proceso de generacion de armoénicos en régimen de io-
nizacién multifoténica. Los fotones representados con flechas blancas indican la
posibilidad de ionizacion sobre umbral.

Si nos vamos al régimen de ionizacién multifoténica el mecanismo serd muy
parecido, pero en este caso la energia de la transicion serd mayor que el potencial
de ionizacion y el estado superior no sera un estado ligado sino uno del continuo.
El esquema serd el de la figura 1.5. En este caso la cantidad de armoénicos visibles
asi como su intensidad dependeran fundamentalmente de la amplitud del campo
eléctrico: cuanto mayor sea ésta, mayor probabilidad tendran los distintos canales
de ionizacion sobre-umbral y por tanto los armoénicos més altos. En la figura 1.6
podemos ver un ejemplo de espectro en régimen multifoténico. El aspecto es muy
parecido al caso en que no hay ionizacion pero los picos son bastante més intensos
y la importancia relativa de las resonancias intermedias es mucho menor. Los
armonicos a partir del séptimo corresponden a procesos sobre umbral cada vez

menos probables.

Como ya sabemos, la dinamica en el caso del régimen de ionizacion por tunel es
diferente a la del multifoténico y esto va a repercutir en el espectro de armoénicos.
Su forma tiene unas caracteristicas peculiares, observadas en los experimentos y
en las primeras simulaciones realizadas por Krause y otros [42]. Puede haber unos
cuantos armoénicos de orden bajo cuyas intensidades decrezcan exponencialmente

siguiendo las leyes perturbativas, a continuacion de los cuales aparece una amplia
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Figura 1.6: Espectro de armonicos del hidrégeno en el caso de un pulso con fre-
cuencia wy = 0.1 u.a. y amplitud Ey = 0.04 u.a.

region de arménicos de intensidad parecida, que llamaremos meseta (plateau en la
literatura) y que finaliza de forma abrupta a una determinada frecuencia de corte
que sigue la ley empirica

weo = I, + 3.17U,, (1.63)

A partir de dicha frecuencia la intensidad de los arménicos decae rapidamente y
apenas son visibles. En la figura 1.7 observamos un caso de espectro en el régimen
de ionizacién por tunel. La diferencia con los casos anteriores resulta patente.

Observando la expresién (1.63), resulta claro que podriamos aumentar la fre-
cuencia maxima disminuyendo todo lo posible la frecuencia del campo y aumen-
tando su intensidad. En efecto, como ya hemos mencionado han sido observados
armonicos por encima del orden 150 para longitudes de onda incidentes en el rango
del visible. A pesar de todo, y por desgracia, este proceso no es la panacea univer-
sal. En primer lugar, si intentamos aumentar mucho la intensidad del pulso laser

sabemos que iremos al régimen de supresion de barrera. En este caso la frecuencia
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Figura 1.7: Espectro de armonicos del hidrégeno en el caso de un pulso con fre-
cuencia wy = 0.04 w.a. y amplitud £y = 0.06 u.a. La flecha indica la posicion de
la frecuencia dada por (1.63).

méxima no sigue la ley (1.63) y, lo que es mas grave, la visibilidad de los arménicos
resulta seriamente deteriorada, tal y como podemos ver en la figura 1.8. En se-
gundo lugar, y no menos importante, los armonicos emitidos por cada atomo en
general no van a sumarse coherentemente sino que debido a efectos de desajuste de
fase van a perderse en el proceso de propagacion. Como veremos, estos desajustes
seran tanto mayores cuanto mas denso sea el medio y por tanto la observaciéon de
estos armonicos altos sélo serd posible en medios muy tenues y, por consiguiente,

con una eficiencia baja.

Para explicar este comportamiento extrano de los armoénicos generados en el
régimen de tunel han aparecido en los ultimos anos varias teorias. Aqui vamos a
recordar las dos que, con innumerables anadidos posteriores, han tenido mas éxito
y ofrecen una mejor comprensién del fenomeno fisico. Serdn ademés en las que nos

apoyaremos cuando estudiemos el efecto de las transiciones entre estados ligados
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Figura 1.8: Espectro de armonicos del hidrégeno en el caso de un pulso con fre-
cuencia wy = 0.04 w.a. y amplitud Ey = 0.15 u.a. La frecuencia maxima en este
caso apenas llega a 1.6U,,.

en el régimen de tinel.

1.4.1 Modelo clasico

Suele conocerse en la literatura como modelo del hombre ingenuo (simple man’s
model en inglés) y se trata del més sencillo de los modelos posibles. En esencia
consiste en suponer que una vez que una parte del paquete de ondas electronico se
ha ionizado, se comporta como si fuera una particula clasica sometida tnicamente
al campo electromagnético externo, despreciando tanto el efecto del potencial cou-
lombiano como la fenomenologia propia de un paquete de ondas cuédntico (difusion,
efectos coherentes, etc.) Este modelo fue propuesto por van Linden y Muller [46],
y Gallagher [47] para estudiar la ionizacién sobre umbral y utilizado por Corkum
48], y Kulander y Schafer [49] para explicar la meseta en los arménicos generados

en el régimen de tinel.
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Supongamos pues que tenemos una particula ionizada en el instante ¢, sometida
a un campo externo monocromatico y linealmente polarizado en la direccion x. Las

ecuaciones de evolucién clasicas seran

A’z )
3 = —Dosin(w) (1.64)
d E
= = Z2cos(wot) — cos(woto)] + vo(to) (1.65)
dt (O%)
E
r = ——OQ[wo(t — to) cos(woto) + sin(woto) — sin(wpt)]
Wo
+ wo(to)(t — to) + xo(to)- (1.66)

Hemos despreciado los efectos relativistas (campo magnético y término de
masa) puesto que en el régimen de tinel la intensidad del campo es tan pequena que
son apenas perceptibles. Podemos ver que la velocidad incluye dos términos, uno
de deriva, vy = vo(ty) — Ey/wo cos(wpty) y otro ponderomotriz, v, = Ejy/wy cos(wpt),
que describe la oscilaciéon en el seno del campo externo. Debido a esto la trayectoria
depende fuertemente de la fase del campo eléctrico en el momento de la ionizacion,
woty. Habra particulas que vuelvan a la posicion inicial una, varias o ninguna vez.
Las que lo hagan habran adquirido una determinada energia cinética del campo.
Lo que este modelo propone es que en la recolision con el nicleo atémico hay una
probabilidad de que la particula se recombine y decaiga al estado fundamental
emitiendo un fotén cuya energia sea precisamente la de la particula: la cinética
maés la potencial (el potencial de ionizacién). Para calcular la energia cinética en el
momento de la recolisién podemos suponer que en el régimen de tunel la velocidad
inicial es cero al tratarse de un proceso adiabatico y ser el valor esperado de la
velocidad en el estado inicial nulo. La posicién inicial zy(ty) vendra dada por la
forma de la barrera de potencial, pero en primera aproximacién podemos también
suponer que es muy pequeiia en comparacion con la excursion que experimentara
el electrén y hacer zy(ty) ~ 0. En este caso basta buscar las soluciones z(t) = 0,

t >ty en (1.66) y hallar T'(t) = v%(¢)/2.
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Figura 1.9: Trayectorias de las particulas ionizadas en funcién de la fase inicial (a).

En linea continua se representan las trayectorias que vuelven a cruzar por x = 0, en
linea de puntos las que no vuelven nunca. La linea de trazos representa la amplitud

del campo eléctrico. En la grafica (b) representamos las energias cinéticas en el
momento de la primera recolision de las particulas que regresan.
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En la figura 1.9a hemos representado las trayectorias de las particulas ioni-
zadas en medio ciclo en funcién de la fase inicial. Puede observarse cémo so-
lamente regresan a x = 0 aquellas que abandonan el atomo con fases iniciales
woty € [7/2, 7] U [37/2,2x]. En la figura 1.9b podemos ver la energia cinética en
el momento de la primera recolisién de las particulas que vuelven. El maximo
de energia toma un valor que nos es familiar, Ty, = 3.17U,, precisamente para
woty ~ 107°,287°. En sucesivas recolisiones esta energia cinética maxima no au-
menta.

Vemos por lo tanto que una imagen clasica tan sencilla nos ofrece una primera
explicacién de qué es lo que esta ocurriendo para que se generen armonicos tan
altos en el régimen de tunel. El modelo es extrapolable a regimenes diferentes. En
el caso de la ionizacién multifoténica la diferencia es que ya no podemos considerar
nula la velocidad inicial sino que ésta vendra dada por el exceso de energia tomada
del campo, vy(tg) = [2(Kwy — I, — U,)]"/?. Debido a esta nueva contribucién a la
velocidad de deriva las trayectorias estaran desplazadas y habra menos particulas
que vuelvan con energia cinética alta. Si a esto anadimos que en este régimen
la energia ponderomotriz es mucho menor en nimero de fotones, vemos que sera
bastante mas dificil obtener arménicos de orden muy alto. La tnica posibilidad es
aumentar la intensidad del campo y conseguir que la probabilidad de las ioniza-
ciones sobre umbral a muchos fotones sean elevadas, aunque en este caso también
decrece la probabilidad de que los electrones vuelvan al nticleo. En cuanto al caso
de supresién de barrera, los electrones ionizados antes de que el campo baje el po-
tencial hasta su nivel de energia (bien por tinel o bien por absorcién multifoténica)
se comportan tal y como hemos explicado. A partir de ese momento todos que-
daran libres de forma instantanea y tendran muy poca probabilidad de retornar al
nicleo. Esto explica la disminucién en intensidad y niimero de los armoénicos altos

en el régimen de supresién de barrera [50].
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1.4.2 Modelo cuantico

Es indudable que el modelo del hombre ingenuo resulta muy atractivo porque
ofrece una explicacién sencilla y comprensible del mecanismo de generacion de
armoénicos durante la ionizacion atémica. Pese a todo, no podemos olvidar las
muchas limitaciones que lo hacen insatisfactorio y que provienen de su naturaleza
puramente clasica. Un modelo cudntico mucho mas convincente fue propuesto en
1994 por Lewenstein y otros [51]. Este modelo resuelve la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo del sistema atémico partiendo de cuatro aproximaciones:
(a) considera que el unico estado ligado relevante es el fundamental, negando el
efecto del resto; (b) supone que la pérdida de poblacién en el estado fundamental
debida a la ionizacién es despreciable; (c) el electrén en el continuo se comporta
como un paquete de ondas libre sometido al campo externo, negando el efecto
del potencial atémico y (d) se desprecia el efecto de las transiciones entre estados
del continuo de distinta energia. Estas cuatro aproximaciones limitan bastante la
validez del modelo. Respecto a la tercera, es equivalente a la teoria de Keldysh,
Faisal y Reiss que ya hemos comentado y podemos aceptarla siempre que la energia
ponderomotriz sea lo suficientemente grande, por ejemplo en el régimen de tinel. Si
nos restringimos a dicho régimen la cuarta tiene bastante sentido, pero deja de ser
aceptable en el caso de la ionizacién sobre umbral. La (a) es bastante cuestionable y
es uno de los puntos a los que intentaremos dar respuesta en este trabajo. Lo mismo
ocurre con la (b), que en principio parece poco aceptable cuando precisamente
estamos estudiando regimenes de ionizacién. En el trabajo original se corrige el
modelo introduciendo la ionizacién mediante una tasa de ionizacién constante y
viendo que en este caso la generacion de arménicos no cambia demasiado. También

estudiaremos esto mas adelante. Para empezar, aceptemos las cuatro condiciones
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y pensemos que la funcién de onda electronica puede ser expresada como

(1)) = € (a(®)]0) + / av b(v,1)|v)), (1.67)

donde a(t) ~ 1 es la amplitud del estado fundamental, b(v,t) las de los estados del
continuo y la exponencial representa las oscilaciones del estado fundamental con
su frecuencia propia I,. La ecuacién de Schrodinger en aproximacion dipolar en el

gauge de la posicién nos dice que
.0 1 .
za\w(t» = [—§V2 + V(r) — Esm(t)x} [(t)), (1.68)

donde suponemos que el campo esta linealmente polarizado en la direccion x y las
unidades de frecuencia y energia son las del campo. Introduciendo (1.67) en (1.68)

llegamos a

2 ob(v,t)

b(v.t) = —z(% +1,)b(v, 1) — Esin(t) o T B sin(0)d.(v), (1.69)

siendo d(v) = (v|r|0) el elemento de matriz dipolar de la transicién cuya compo-
nente a lo largo de la direccién de polarizacién del campo es d,(v) y que retne
toda la informacién que nos interesa sobre el atomo. La ecuacién (1.69) puede

resolverse de manera formal como ya sabemos:

t
b(v,t) =1 | dt'Esin(t)d,(v+ A(t) — A(t))
0
! 2
x exp{—i/ at"[(v + A(t) - A(t")*/2 + L] }. (1.70)
t/
A(t) = Ecos(t)z es el potencial vector del campo. Introduciendo (1.70) en (1.68)

podemos hallar el momento dipolar haciendo uso de la aproximacién (d)

x(t) = (Y(t)|z[Y(t)) = 2Re [ dvdi(v)b(v,t)
= 2Re [Z Jydt' [dpEsin(t)d,(p — At))d:(p — A(t))e“s(pvt’t/”] o (171)

donde hemos introducido el momento candénico p = v+ A(t) y la integral de accién

S(p,t,t) = /ﬂt dt”(w +1,). (1.72)
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La interpretacion de (1.71) es la siguiente: E'sin(t')d,(p — A(t')) es la amplitud
de probabilidad de que el electrén pase del estado fundamental a uno del continuo
con momento canénico p en el instante t’. El paquete de ondas se propaga entonces
en el seno del campo adquiriendo una fase dada por la exponencial compleja de
la accién S(p,t,t') sin variar su momento canénico (despreciamos el efecto del
potencial atémico). Finalmente, el electrén se recombina en el instante ¢’ con una
amplitud de probabilidad dada por d(p — A(?)).

Para resolver la integral sobre el momento en (1.71) volvemos a utilizar el
método del punto de ensilladura. La justificacién estda en que los momentos di-
polares varian mucho mas lentamente que la accion clasica y por tanto podemos
aproximar el valor de la integral a la contribucién de los puntos en que el gradiente
(en p) de ésta se anula, que son precisamente aquellos en que el electrén ionizado

en tiempo t’ vuelve a la misma posicién en el instante ¢:
VpS(p,t,t') =r(t) —r(t') =0. (1.73)

Por otro lado, es evidente que r(t) debe estar muy cercano al origen para que las
transiciones puedan producirse. Esto se comprueba cuando tomamos el momento
dipolar d,(p — A(t')) calculado para el potencial coulombiano y vemos que su
transformada de Fourier estd localizada en torno al nticleo en la escala del radio de
Bohr. Justificamos de este modo el resultado del modelo del hombre sencillo, al ser
la contribucion de los electrones que escapan del nicleo y vuelven a él tras oscilar
en el campo externo la mas importante en el momento dipolar y por tanto en la

generacién de armoénicos. Con estas consideraciones, el resultado para el dipolo es

z(t) = 2Re [z /O h df(ﬁ)g’/ "0 (Dot (8, 7) — Au(1))
Ay (Pest(t,7) — Ay (t — 7)) E'sin(t — 7) exp[—iSes(t, 7)] |- (1.74)

En la expresion anterior se ha introducido el tiempo de retorno 7 =t — t/, los
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valores estacionarios de la componente x del momento
Pest(t, 7) = E[sin(t) — sin(t — 7)]/7 (1.75)

y de la accion semiclasica

1 t
Sest(t77—) = 5 . dt”(pest_A(tN))

= (I, +U,)1 —2U,[1 —sin(7)]/7 — U,C(7)sin(2t — 1), (1.76)

siendo C(7) = cos(T) — 4cos?(7/2)/7. El factor [r/(e + i1/2)]*/? indica el efecto
del ensanchamiento del paquete de ondas durante su excursion en el continuo.
Para estudiar el espectro de emision del atomo hay que hallar las componentes de
Fourier del dipolo, definidas como

1 pto+2r

Lokl = 5 dt x(t)ePEDi, (1.77)

™ Jto

Las componentes pares seran nulas debido a la simetria del potencial. Para
calcular cada componente habra que resolver una doble integral en las variables ¢
y T -véanse (1.74) y (1.77)-. Dichas integrales pueden calcularse una vez mds por el
método del punto de ensilladura, que sera tanto mejor aproximacién cuanto mayo-
res sean la energia ponderomotriz, el potencial de ionizacién y el orden armoénico
K. Si aplicamos este método obtenemos dos condiciones anadidas a la ya conocida

(1.73)

aS(p,t,7) [P A{lt—1) _
—5 — = 5 +1,=0, (1.78)
oSp,t,7) _ P-AWP P-At-7]

o = 5 — 5 =2K +1. (1.79)

La primera de estas nuevas condiciones, si I, fuera cero, lo que nos dice es
que la velocidad inicial del electrén cuando abandona el nticleo debe ser cero,
v(t — 7) = pest(t,7) — A(t — 7) = 0. El potencial de ionizacién no es cero, lo que

implica que para atravesar la barrera el electron debe tener una energia cinética
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negativa en el instante ¢ — 7. Este problema queda resuelto si pensamos en un
T complejo, cuya parte imaginaria serfa el tiempo de tunel (tiempo que tarda el
electrén en atravesar la barrera). De cualquier modo, en el régimen de tunel el
potencial de ionizacién es mucho menor que la energia ponderomotriz y podemos
suponer que la velocidad de partida es muy pequena, recuperando asi otra de las
condiciones basicas en el modelo clasico, en el que imponiamos que la velocidad
inicial de los electrones ionizados fuera cero. Por su parte, la condicién (1.79) no es
mas que la ley de conservacion de la energia, como observamos sin mas que sustituir
en ella (1.78). Lo que nos dice por tanto esta expresion es que la maxima frecuencia
emitida viene dada por la energia cinética maxima del electrén en el momento de
la recolisién, tal y como proponia el modelo clasico. En realidad, para obtener
la ley que nos da la frecuencia de corte habria que resolver de manera exacta
el sistema de ecuaciones que definen las tres condiciones de punto de ensilladura
sobre las variables p, t y 7 -ecuaciones (1.73), (1.78) y (1.79)-. Analiticamente
esto es bastante complicado pero numéricamente es posible hacerlo. El resultado

es ligeramente distinto al fenomenolégico:
(2K + 1)pae = 3.17U, + F(1,/U,)1,. (1.80)

El factor F'(I,/U,) toma el valor 1.32 cuando I,,/U, ~ 0y va decreciendo cuando
ese cociente aumenta. La diferencia con el valor predicho clasicamente es por tanto
muy pequena y puede deberse a varios factores: por un lado el electrén no se ioniza
exactamente en x = (0 puesto que tiene que atravesar la barrera de potencial;
ademas el paquete de ondas se va expandiendo y esto hace que baje ligeramente la
contribucion al espectro de los electrones con mayor energia cinética; por ultimo,
al ser el momento dipolar atémico singular en el punto de ensilladura de la integral
en el caso del potencial coulombiano, hay que anadir alguna correccién adicional a
las integrales que hace que la frecuencia de corte también baje aproximandose al

valor clasico.
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Vemos como este segundo modelo estd mucho mas trabajado y ofrece mas
consistencia que el del hombre ingenuo. Sin embargo atin presenta una serie de

problemas debidos a las suposiciones iniciales.

1.4.3 Resolucion de la ecuacion de Schrodinger depen-
diente del tiempo

Sin duda, el camino més directo para estudiar la interaccién de un atomo hi-
drogenoide con un pulso laser intenso es resolver la ecuaciéon de Schrodinger de-
pendiente del tiempo. Esta opcién no puede considerarse un modelo mas como
los dos anteriores desde el momento en que suponemos que la evolucién de un
sistema atémico en el régimen no relativista viene perfectamente definida por la
ecuacion de Schrodinger y por lo tanto sus resultados son en este sentido exactos.
El tnico problema que presenta, aparte de los puramente numéricos puesto que
analiticamente no ha sido posible resolverla hasta el momento, es que es dificil
desbrozar los resultados para extraer informacion acerca de los mecanismos fisicos
que los generan, ya que estan incluidos todos los acoplamientos posibles entre el
campo externo y la estructura atomica. De todos modos, para contrastar la validez
de cualquier modelo mas simple resulta indispensable comparar sus resultados con
la realidad dada por la ecuacion de Schrodinger -en la realidad experimental no es
facil someter a un atomo de hidrogeno aislado a un campo intenso y observar las
consecuencias prescindiendo de la interacciéon con el resto del universo-.

La ecuacién de Schrodinger para el hidrogeno en aproximaciéon dipolar y en el
gauge de la posicién es

1 1

z'%;z;(r,t) = [—§v2 - E(t)z](r, ), (1.81)

donde hemos elegido un campo polarizado linealmente en la direcciéon z. Las pri-
meras soluciones numéricas de esta ecuacion datan de finales de la pasada década

[52, 53, 54, 55]. Hay varios métodos para resolverla. El mds usado consiste en des-
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componer la funcién de onda en sus partes angular y radial, reduciendo el problema
a un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales del tiempo y la coordenada ra-
dial para cada componente angular. En principio este conjunto es infinito, pero
se observa que basta considerar un ntimero reducido de momentos angulares para
obtener resultados satisfactorios. No existe una regla fija para determinar el mo-
mento angular maximo sino que mas bien se trata de probar y ver que casi toda
la poblacién esta incluida en los estados que consideramos. En nuestro caso se ha
tomado [,,,, = 70. La forma de resolver las ecuaciones para cada funcién angular
parcial tampoco es unica, habiendo varios algoritmos posibles. No vamos a en-
trar en detalles puesto que tinicamente resolveremos esta ecuacion para contrastar
sus resultados con los de nuestros modelos y es un tema ampliamente explicado
en multitud de publicaciones (véanse por ejemplo [4, 7]). Nosotros seguiremos el
esquema desarrollado en nuestro grupo y explicado en [56].

Por tanto, la resolucién de la ecuacion de Schrodinger tridimensional para el
hidrégeno es relativamente sencilla hoy dia, pero atin asi requiere un tiempo de
calculo no despreciable, mas ain si el campo es muy intenso y necesitamos una
red espacial muy grande para seguir la evolucién de toda la funciéon de onda.
Por ello se han utilizado hasta la fecha modelos unidimensionales que reproducen
con mejor o peor fortuna los resultados de la ecuacién tridimensional. Como en
cualquier calculo unidimensional, para que tenga sentido es forzoso que el campo
esté linealmente polarizado y considerar que toda la dindmica importante esta en
la direccion de polarizacién. Eso serd cierto para campos bastante intensos. La

ecuacion unidimensional tomard la forma

.0
i (e t) = [——7 +V(x) = B(t)z|v(x, ). (1.82)

El mayor problema reside en encontrar un potencial atémico que sustituya
al coulombiano. La elecciéon mds obvia es V(x) = —1/|z| pero como todo lo

que parece facil a primera vista, en la practica presenta problemas debido a la
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singularidad en el origen que no es posible evitar como en el caso del potencial
coulombiano tridimensional. Esta singularidad provoca una degeneracion en los
niveles de energia y una gran inestabilidad [57]. Por eso se ha venido usando
un potencial no singular llamado potencial de Coulomb de nicleo blando o de
Rochester [58, 59, 60, 61] de la forma V (z) = —Z/\/a? + x2. La mayor ventaja de
este potencial es que se comporta asintoticamente como el potencial coulombiano
y es regular en el origen. Por ello reproduce bastante bien el proceso de ionizacién
y tiene una serie de estados de Rydberg parecidos a los del hidrégeno. Ademas la
energia y la paridad tienen los mismos autoestados, lo cual es una ventaja para el
estudio de las transiciones dipolares eléctricas. El aspecto mas negativo es que los
autovalores de energia de los estados ligados no son iguales a los del hidrégeno, si
bien ajustando los parametros Z y ay podemos regular la profundidad y anchura
del potencial y elegir la posicién del estado fundamental. Concretamente para
Z =1 ua. y ap = 1.412 u.a. recuperamos un potencial de ionizacién de 0.5 u.a.
La resolucién numérica de la ecuacién de Schrodinger unidimensional estd bien
documentada y no vamos a exponerla una vez mas aqui. Los detalles pueden

encontrarse en las referencias anteriores y en la tesis doctoral de Q. Su [62].

1.5 Generacion de armonicos por electrones li-
bres

Volvamos por un momento al mundo clésico, y con él a las unidades gaussianas.
Como ya hemos dicho, una vez ionizado un electréon no es mala aproximacién el tra-
tarlo como una particula clasica sujeta a las leyes de movimiento de Newton, espe-
cialmente cuando el campo es muy intenso y el efecto del nticleo apenas tiene impor-
tancia. Recuperemos entonces el viejo problema del movimiento de una particula
cargada evolucionando libremente en el seno de un campo electromagnético para

ver como es su espectro de emision. Este problema ha sido abordado en infinidad
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de ocasiones, quiza la mas famosa de las cuales sea el articulo clasico de Sarachik
y Schappert en 1970 [63]. Aqui vamos a hacer un tratamiento simplificado [64]
puesto que solo nos interesa el caso de una onda plana linealmente polarizada.

El movimiento de un electron sometido a un campo electromagnético se rige
por la ecuacién de Newton-Lorentz

‘2_1;’ = —c(E+ % x B), (1.83)

de la que se deduce, sin mas que multiplicar escalarmente por el momento, la de

evolucion de la energia cinética

me' = —eE - v, (1.84)

donde v = (1 4 p*/m?c*)'? y p = ymv. Supongamos que el potencial vector
es una onda plana monocromatica polarizada linealmente a lo largo del eje y,
A = Aycosn g, con n = wyt — kox la fase. Estamos despreciando aqui el efecto
del campo de radiacién del electron sobre su dindmica, lo cual es muy razonable
siempre que la longitud de onda de la radiacién sea mucho mayor que el radio
del electrén [10]. Un estudio reciente sobre el efecto del campo de radiacién en
el espectro emitido por una particula relativista puede verse en [65]. Los campos
eléctrico y magnético son entonces E = Agkysinn gy, B = Agkgsinn 2. A partir de

las ecuaciones de evolucién podemos encontrar dos leyes de conservacion
mey —p, = a, (1.85)
py —€/cA, = Py, (1.86)

siendo a y p,, constantes que vendran impuestas por las condiciones iniciales. Es

util darse cuenta de que sustituyendo v por su valor, (1.85) puede escribirse como
pe = (m’c® — o + p)) /2. (1.87)

Hay dos sistemas de referencia interesantes en este problema. El primero es

el del laboratorio (L), en el que la particula estard inicialmente en reposo. Las
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constantes en este sistema toman valores p%) =0, ') = me. El otro sistema de
referencia interesante es aquel en el que la particula esta en reposo en promedio a lo
largo de un ciclo (R). En este sistema las constantes de integracion toman valores
pl(jf) =0, a'® = me(1 4 a2/2)"? = meyy, lo que se comprueba ficilmente a partir
de (1.86) y (1.87). ay = eAg/mc? es el pardametro adimensional proporcional al
campo que rige el movimiento de la particula. Sin més que resolver las ecuaciones
de conservacion llegamos a las siguientes expresiones para las componentes del

momento en el sistema R

2
(R) meag

py = cos 21, 1.88
479 ( )
pZ(/R) = mcagcos. (1.89)

Para hallar las érbitas del electrén basta darse cuenta de que p = koa/c dr/dn,
lo cual resulta evidente a partir de (1.85) y de que dn/dt = wy(1—v,/c). Integrando
(1.88) y (1.89) obtenemos

2

(kz)® = 8“—%5111277, (1.90)
(ky)® = %Smn. (1.91)

y en el sistema del laboratorio tendremos

2
I e
péL) = mcag cos, (1.93)

a? sin 2n
(k)P = Z“(nJr . ), (1.94)
(ky)H = agsinn. (1.95)

Se comprueba entonces que el sistema R se mueve con respecto al del laboratorio
con una velocidad de deriva vp = cad(4 + a3)~'. Sin mds que utilizar el hecho de

que la fase es invariante Lorentz se observa que las frecuencias en ambos sistemas
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estan relacionadas por la conocida expresion del efecto Doppler w; = yywg, donde
se ha utilizado la expresion para la velocidad de deriva.

Naturalmente estas soluciones para las orbitas son implicitas puesto que no se
puede despejar explicitamente la trayectoria r(t) al estar incluida la coordenada
x en la fase 7. Sin embargo, podemos darnos cuenta de que el movimiento en el
sistema de referencia R es periédico tanto en la direccién del campo como en la
de propagacion, en este ultimo caso con frecuencia doble. Eliminando 7 en las

ecuaciones paramétricas (1.90) y (1.91) obtenemos la drbita
16(kz'™)? = (ky™)*((a0/70)" = (ky"™)?), (1.96)

que nos da la conocida figura de ocho. En el sistema de referencia del laboratorio
la trayectoria no es periddica debido a la velocidad de deriva no nula. En la figura
1.10 podemos ver la érbita del electrén en el sistema de referencia en reposo (a)
y del laboratorio (b) para tres valores distintos de ag. Se observa cémo el ocho
va ensanchandose progresivamente y la trayectoria en el sistema de laboratorio va
haciéndose mas picuda.

El célculo de la radiacion emitida por el electron es mas sencillo en el sistema de
referencia R puesto que ahi la érbita es periddica y sabemos que la radiacion cons-
tard sélo de componentes armonicas, pares e impares dependiendo de la direcciéon
de observacion puesto que la frecuencia de oscilacion es doble en una direccion que
en otra. Para hallar la dependencia espectral se utiliza la expresién (1.41). Una
vez que conocemos el espectro de radiacién en el sistema de referencia R podemos
hallar por transformacién de Lorentz la radiacién en el sistema de referencia del
observador. Los cédlculos son bastante complejos y remitimos al lector al trabajo
original [63], pero recordaremos algunas conclusiones generales. En primer lugar,
en el sistema del laboratorio el espectro no consta de armonicos de la frecuencia
inicial sino de otra que depende de la direcciéon de observacién y de la intensidad

del campo y que viene dada por wp[l + 1/2a2sin?(6/2)]7". Se observa que las fre-



48 Cap. 1 Conceptos preliminares

1.0
05 - L @
> | *-\\/ \»"
poS) 0.0 - )8( i
e ( ) -
0.5 I -
_10 | | - \N |
-0.125 -0.05 0.025 0.1
k x
0
[
1.0 ~ —
(b)
>
xC)

0 0.25 0.5

kx/(am)?

Figura 1.10: Diferencia entre las érbitas de un electrén sometido a una onda plana
polarizada linealmente en el sistema de referencia en el que en promedio esta en
reposo (a) y el del laboratorio (b). La linea continua corresponde a a2 = 0.01, la
de trazos a a2 = 0.1 y la de puntos a a2 = 1.



Cap. 1 Conceptos preliminares 49

cuencias tienden al rojo para campos muy intensos y angulos grandes. Ademas la
mayor parte de la distribucion angular se orienta hacia la direccién de propagacion
debido al aumento de la velocidad de deriva. En el limite ay < 1 la potencia total
radiada integrada a todo el espacio puede hallarse en forma de desarrollo en a?.
Se observa que para el arménico k-ésimo Py, o< a2f, por lo que va disminuyendo

rapidamente con el orden.

Siendo este un mecanismo tan sencillo para generar armdnicos ahora que se dis-
pone de laseres ultraintensos, el lector puede preguntarse si se utiliza en la practica.
La respuesta es no. Las evidencias experimentales de generacién de arménicos por
electrones libres son muy débiles. El motivo es que la radiacion por un solo electrén
es muy débil y tan pronto como se anaden mas electrones, el espectro cambia de

forma radical debido a los efectos de propagacion que estudiaremos a continuacion.

1.6 Propagacion de armoénicos en medios exten-
sos. Desajuste de fase

Hasta este momento hemos hablado de la generacién de armonicos en atomos
o electrones aislados, dando por supuesto que los resultados son extrapolables a
sistemas més complejos. El hecho de que los resultados experimentales concuerden
a grandes rasgos con lo predicho por la teoria es sin duda un argumento de peso
para quedarnos tranquilos. Sin embargo, los procesos que influyen en la generacion
y propagacién de armonicos en medios extensos son mucho mas complicados que
lo hasta ahora expuesto y hay una infinidad de factores que pueden tener una
influencia respetable. Los mé&s importantes, debido al deterioro que causan a la

visibilidad de los arménicos, son los efectos de desajuste de fase.
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1.6.1 Efectos de desajuste de fase en medios neutros

Este problema ha sido especialmente estudiado en el grupo de Anne L’Huillier [66,
67, 68, 69] en el caso de gases poco densos y campos de intensidades considerables
que impiden un tratamiento perturbativo. Aqui vamos a seguir esquematicamente
su tratamiento del problema y a explicar las conclusiones principales. Se trata
de hallar el campo resultante de la suma coherente de los distintos dipolos de un
medio extenso. Pensemos en un haz linealmente polarizado focalizado sobre un
medio is6tropo poco denso (experimentalmente puede ser un chorro de gas a baja
presién). El campo eléctrico dentro del medio viene descrito por la ecuacién de
ondas

1 0°FE A7 O*P

vep_ 48 _mos
c? Ot? c ot2’

donde P es la polarizaciéon macroscépica. Si el campo incidente es monocromatico

(1.97)

con frecuencia wy podemos desarrollar tanto el campo total como la polarizacion

en serie de Fourier

S[S R el (198)

1 .
E(r,t) = 5D Ey(r)e ™ eels Prt) =
q q

y la transformada de Fourier de (1.97) nos lleva al siguiente conjunto de ecuaciones

P, (1.99)

V2E, + (£2)'E, = ~an(L2)’

C

La polarizacién del medio puede dividirse en dos contribuciones, P, = PqL +
PqN L donde la polarizacién lineal PqL constituye la respuesta del medio al campo
que se propaga con frecuencia qwy y podemos suponer que es el producto de la
componente g del campo por la susceptibilidad y la densidad de d&tomos del medio,
PqL = Nx(—qwo, qwy)E,. De este modo despreciamos la dependencia de la sus-
ceptibilidad con la intensidad del campo y todas las demas correcciones de orden
superior. Por su parte, la polarizacion no lineal engloba todos los procesos resul-

tantes de acoplamientos entre la frecuencia fundamental y los armoénicos de orden
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inferior que contribuyen a generar una oscilacién de orden g. Aqui vamos a con-
siderar unicamente la contribucion del campo principal F; a las polarizaciones de
orden superior. Esta aproximacion deja de ser valida en medios densos en los que
el efecto de los acoplamientos entre arménicos superiores no es despreciable [70].
En ese caso el problema de la propagacion resulta absolutamente diferente porque
hay que tener en cuenta ademéds otros efectos como el campo local, saturacion de

la absorcién, etc. Definimos los niimeros de onda de los distintos modos como

w w
by = a4 ny = g /1 AN X(—qwo, qwo), (1.100)

siendo n, los indices de refraccién del medio para cada modo. La ecuacién (1.99)

se reduce entonces a

2
V2E, + k2E, = —4n(T2) PN, (1.101)
c

En el caso del armoénico fundamental el término de la derecha es por definicion
nulo. (1.101) puede escribirse de forma equivalente como una ecuacién integral.
En este caso el propagador es G(r,r') = e*ff/R [32], siendo R = |[r — 1| y la
ecuacion se reduce a

ik

E,(r) = (£2)°

PNE(x")dr'. (1.102)
C

R ¢

Para simplificar el problema podemos utilizar la aproximacién paraxial, supo-
niendo que tenemos un haz que se propaga a lo largo del eje x y despreciando
la posibilidad de reflexién en el medio. Como nos interesa la radiacion en campo
lejano tendremos que R~z — 2’ + R* /2(x — '), con R? = (y — y')* + (2 — 2')*.
Llegamos entonces a

—iAkyx . 2
_/QuWoN2 [ € ‘ quRL NL( I\ g/
eu(r) = (£2) /x_x, exp(Q(x_m/)>pq (r')dr, (1.103)

siendo e,(r) = E,e ™ y pNt(r) = PNle %" las envolventes lentamente varia-

bles en el espacio del campo y la polarizacion y Ak, = k, — gk, el desajuste de
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fase entre la polarizacion y el campo armoénico. Hasta ahora hemos supuesto de
forma implicita que el medio es homogéneo. Esto no es asi en general y en parti-
cular en el caso de un chorro de gas, que tiene una forma mas o menos cilindrica.
Para resolver este problema puede sustituirse la fase kz por la integral de camino
éptico [* k(x')dx’. En la ecuacién anterior no hay més que sustituir Ak,z por
(Akyx) = [* Ak, (2')dz’. El nimero de fotones emitidos en cada modo por unidad
de tiempo, suponiendo una simetria de revolucién en torno al eje de propagacion,

vendra dado por
o
T dhquy

/ leg () [2dr. (1.104)

El estudio anterior puede extenderse a pulsos largos (en comparacién con el pe-
riodo 6ptico), considerando entonces las envolventes también lentamente variables
en el tiempo e, (r’,t'). En este caso el niimero total de fotones sera N, = [ T, (¢')dt’,
donde la integral se extenderd sobre la duracién del pulso.

Para resolver la ecuacién (1.103) hace falta conocer la respuesta no lineal del
medio, que vendra dada por el momento dipolar multiplicado por la densidad de
dtomos, p)*(xz,r) = N(zx)dy(z,r). En general esto no puede hacerse de forma
analitica, pero si para campos muy débiles, cuando es valida la aproximacion
perturbativa. En este caso podemos escribir la respuesta del medio como P, =

NxWef /2971 Si consideramos un campo incidente con perfil gaussiano, como es

lo habitual en los experimentos, tendremos que

b k2
er c exp< 1 ) (1.105)

T b+2ix C\ b+ 2ix
siendo b el parametro confocal, relacionado con el tamano del foco mediante la

expresion b = w3 /ki; ey es la amplitud méxima del campo. El célculo del niimero

de fotones emitidos ofrece entonces como resultado

b’ 21 (q) 2 |2
Ny = = TaNo X (eo/2) 7| 4" (1.106)
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En la expresion anterior Ny es el maximo de la distribucion de densidad atéomica
en el medio, dada por N(z) = Nyp(x), 7, es la integral de la potencia g-ésima de la
distribucién temporal de intensidad del laser (depende por tanto de la envolvente

temporal del pulso) y Fj, es el llamado factor de ajuste de fase, definido como
F, = / il@k)+ 67 () 4 402 J2Y1-029 () da: b, (1.107)

7% = (g—1) arctan(2x/b) es el salto de fase de Guoy para un haz gaussiano [71],
que consiste en el cambio de fase de m que sufre el haz al atravesar el foco. Cerca
del foco el cambio de fase puede aproximarse a ¢/ ~ Akl*)z = 2(q—1)/b . En
el caso de un medio de perfil rectangular y anchura L y un haz colimado (b > L)
el factor de ajuste de fase se reduce a
2L sin([Ak, + AkYIL/2)
b [Ak+ AL/

(1.108)

Vemos que el desajuste de fase aumenta con el orden arménico y con la dismi-
nucion del tamano del haz, provocando que la visibilidad de los arménicos, espe-
cialmente los altos, quede muy reducida. Para clarificar el andlisis es conveniente
tener en cuenta dos longitudes caracteristicas del medio. La primera es la longitud
de amplificacién L,,,, dada por el tamafio de la envolvente de P, (la zona donde se
concentra la amplitud de P,) y que no tiene por qué ser toda la anchura del medio
L; la segunda es la longitud de coherencia L., que se define como la longitud a lo
largo de la cual hay interferencia constructiva entre los arménicos y el campo fun-
damental. Convencionalmente se define como L., = 7/Ak. Dado que Ak tiene
dos contribuciones, las debidas a la dispersién cromatica y a la fase de enfoque,
también habré dos longitudes de coherencia, LY = 7 /Ak y LY ~ 7b/2(q — 1).
La longitud de coherencia total sera la media armoénica de ambas. Para una mejor
propagacién lo ideal seria que se cancelaran los efectos de dispersion y de enfoque,

lo que nos llevarfa a una longitud de coherencia infinita. En realidad basta que la

longitud de coherencia y la de amplificacién sean iguales puesto que més alla de
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Lqmp no van a generarse armoénicos. Sin embargo, cuando Ly, < L, la senial a la
salida del medio es de tipo oscilatorio. Para que se cancelen las dos contribuciones,
AEk% P debe ser negativo puesto que la otra contribucién es siempre positiva y crece
con el orden arménico. En el caso de gases muy poco densos el valor de Ak%*? de-
penderd del rango de frecuencias en que nos encontremos: si la frecuencia es menor
que la de la primera resonancia, el indice de refracciéon aumentara ligeramente con
la frecuencia (dispersién normal) y en general Ak%*? serd positivo y muy pequeiio,
con lo que el desajuste de fase dependera casi por completo de la geometria del
enfoque. Si la frecuencia es mas alta y estamos en zona de resonancia, la dispersion
tomara valores muy altos, positivos en zona de dispersion normal y negativos en
zona de dispersién anémala. En este ltimo caso es posible que la dispersion can-
cele los efectos del enfoque para determinados armonicos. Para frecuencias por
encima del potencial de ionizacion, la aparicion de electrones ionizados tiene un
papel decisivo, como veremos a continuacién.

Pese a todo, los armoénicos de orden alto y la estructura de meseta son bien visi-
bles en los experimentos. Es evidente por lo tanto que la aproximacion perturbativa
para la propagacién en campos débiles no funciona. Efectivamente, calculando el
desajuste de fase numéricamente a partir de la polarizacién creada por los momen-
tos dipolares obtenidos en simulaciones de atomos aislados se comprueba que el
desajuste de fase es menor y depende poco del orden arménico [68]. Esto deja de

ser cierto cuando la densidad de electrones libres es alta.

1.6.2 Efectos de desajuste de fase en medios ionizados

Cuando el campo o la frecuencia son lo suficientemente altos como para que la
ionizacion sea considerable, no podemos despreciar el efecto de los electrones libres
en la propagacion de los arménicos. Podemos extender la ecuacién (1.103) teniendo

en cuenta la absorcién debida a electrones libres permitiendo que Ak, tenga una
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parte imaginaria. Entonces sustituirfamos Ak,x por (Ak,xz) = [T (Ak,(2') —
ik,(2'))dx’. Un tratamiento mds sencillo puede hacerse cuando la densidad de
electrones no es demasiado alta. En este caso podemos despreciar las colisiones
entre electrones y utilizar la conocida expresién para el indice de refraccién [72]

na(w) = |1 — (ﬁy (1.109)

w

siendo w, = (4rNq?/ m)'/? la frecuencia de plasma, que para los electrones se re-
duce a w, = (47N,)"? en unidades atémicas. En el caso de los gases a baja presién
la frecuencia de plasma va a ser siempre mucho menor que las frecuencias visibles
(para un laser de longitud de onda 1 pum hace falta una densidad de electrones
mayor que 102 cm ™2 para que la frecuencia de plasma iguale a la del campo, y en
los experimentos con gases la densidad es varios érdenes de magnitud més baja).
Podemos entonces aproximar n., ~ 1 — wg /2w?, lo cual introduce un desajuste de

fase adicional dado por
wy(q* — 1)

Akel —
4 2qcwy

(1.110)

Esta contribucion es siempre positiva y para armoénicos altos depende lineal-
mente de g. Para tener una idea de la magnitud del desajuste de fase causado
por los electrones libres, podemos compararlo con la contribucién por desenfoque.
Se observa que para un haz de longitud de onda 1 ym y con parametro confocal
b = 10 mm, la densidad a partir de la cual el efecto de los electrones libres es
méas importante que el de enfoque es N, ~ 7 x 10 cm ™, mil veces menor que la
encontrada tipicamente en experimentos con gases nobles a presiones de 15 Torr.
Asi pues, el efecto de los electrones libres es el dominante en casos reales y lleva a
desajustes de fase importantes.

Otro efecto directamente relacionado con el anterior es el desenfoque del haz.
Al ser la intensidad del campo mayor en la zona central, habra mas electrones

ionizados en ella, por lo que su indice de refraccién serd menor que el de la periferia.
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Esto hace que el campo tienda a propagarse por la zona externa y por ello son
visibles patrones de anillos en los campos armonicos experimentales. Cuando el
campo sea muy intenso, sin embargo, ocurrird todo lo contrario debido a que la
fuerza ponderomotriz se hace tan grande que los electrones se apartan al paso del
haz, generandose filamentacion.

Recordemos ahora los armoénicos generados por electrones libres. En ese caso los
efectos de desajuste de fase son especialmente importantes puesto que la radiacién
emitida es en general débil. Estos efectos pueden estimarse sin mas que hallar el
campo de radiacion de un conjunto de electrones sometidos a un campo intenso.
Se observa en estos calculos que bastan densidades de electrones del orden de
10'7 cm 3 para que sélo haya interferencia constructiva de cuatro o cinco arménicos,
cuya potencia depende del cuadrado de la densidad de electrones, mientras que los
de orden superior son practicamente invisibles debido al desajuste de fase [73].
Por fortuna para nosotros, cuando la densidad crece los efectos colectivos son
importantes y aparecen otros mecanismos capaces de generar armoénicos mucho

mas intensos.

1.7 Generacion de armoénicos en plasmas

Un plasma no es mas que un gas de particulas ionizadas. Este gas estara com-
puesto por electrones e iones que, al tener en general una relacion carga-masa
muy distinta, se comportaran de forma diferente al estar sometidos a los campos
electromagnéticos externos e internos. Lo habitual en el estudio de los plasmas es
tratar a electrones e iones como dos fluidos diferentes y descomponer la dindmica
del sistema en dos partes cuyas escalas espaciales y temporales son bien distintas
[74]. Cuando estudiamos la interaccién de los plasmas con pulsos ultracortos, no
es mala aproximacion suponer que los iones apenas se mueven durante el tiempo

de interaccion y considerarlos como cargas fijas. El plasma puede ser entendido
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entonces como un gas de electrones sujeto a un potencial idnico estatico y al campo
externo. Més adelante profundizaremos en estos aspectos cuando expliquemos la
simulacién numérica de plasmas.

Ya hemos visto que la propagacién de un campo electromagnético en un gas
de electrones depende de la llamada frecuencia de plasma, o lo que es lo mismo de
su densidad. Se define la densidad critica como aquella para la cual la frecuencia
de plasma se iguala a la del campo, N, = mw]/4mq*. Observando la expresién
(1.109) vemos que si la densidad es menor que la critica el campo puede propagarse
dentro del material. Hablamos entonces de plasmas subcriticos o subdensos. Por
el contrario, cuando la densidad supera el valor critico el campo es totalmente
absorbido en un espacio muy corto y el medio se muestra opaco a la radiacion de
esa frecuencia. Este es el caso de los plasmas supercriticos o sobredensos.

El estudio de la interaccion entre plasmas y campos electromagnéticos intensos
tiene gran importancia en los tltimos anos por su interés en disciplinas tan distintas
como la astrofisica, la fisica de particulas aceleradas o la fusién por confinamiento
inercial [75].

Podemos pensar que los armonicos generados en plasmas son similares a los
creados por electrones libres (seccién 1.5). Esto no es asi debido no sélo a los
efectos de propagacion sino a que la dindmica de los electrones en un plasma
depende mucho de las fuerzas colectivas. El modelo mas simple es considerar
que el efecto sobre un electrén del resto de las cargas es equivalente a una fuerza

recuperadora, siendo entonces la ecuacién de evolucion

dp \4 9
== —e(E+ - x B) — i, (1.111)

Esa nueva fuerza hace que el movimiento, y por tanto la radiacién emitida, cam-
bien totalmente [76]. Lo més evidente es que debido a la fuerza recuperadora
necesariamente se anula la velocidad de deriva.

En el caso de un plasma subcritico, el método mas conveniente para estudiar los
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armonicos es utilizar una descripcién hidrodinamica del medio, tratandolo como
un fluido. Tal estudio queda fuera de los objetivos de este trabajo, estando deta-
llado en varias referencias [64, 77]. Se observa que los armdénicos se generan por
dos mecanismos distintos: el efecto del movimiento no lineal de los electrones
relativistas analizado en la seccién 1.5 y las oscilaciones colectivas de la densidad
de electrones. Desgraciadamente estos dos efectos se cancelan en el orden mas bajo
y por ello los arménicos generados son poco intensos. El resultado final, si tenemos
en cuenta efectos de desenfoque y dispersién cromatica de los armonicos es que la

potencia radiada para arménicos bajos tiene una dependencia del tipo
am M

w

0

Popryr o (—) 60
Wo Y0

siendo P, la potencia del campo incidente y ag, 7o los pardmetros definidos en la

P, (1.112)

secciéon 1.5. La potencia disminuye rapidamente con el orden puesto que el plasma
es subcritico. El maximo con respecto a la intensidad del laser lo tiene para ag = 2
y a partir de ahi comienza a decrecer, por lo que ni siquiera aumentando indiscri-
minadamente la intensidad del laser conseguimos mas radiacién arménica. A esto
hay que anadir todos los problemas de desajuste de fase debidos a la propagacion
en medios extensos que ya hemos explicado. No resulta entonces extrano que expe-
rimentalmente tampoco haya evidencias precisas de generacion de armoénicos altos
en plasmas subdensos. La solucion esta en los plasmas sobredensos.

Un plasma sobredenso se caracteriza porque la frecuencia de plasma es mayor
que la del campo incidente y por consiguiente el campo no puede propagarse libre-
mente en el medio, siendo reflejado casi totalmente. A diferencia de lo que ocurre
en los plasmas subdensos, en el caso supercritico hay abundantes evidencias ex-
perimentales de generacién de armonicos altos. Ya en los anos 70 se observaron
armonicos hasta el orden undécimo en un experimento con un laser de CO, con
pulsos de duracién 2 ns [78]. La primera revolucién la produjo un experimento lle-

vado a cabo en 1980 por Carman y otros en el que irradiando ldminas de plastico y
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metdlicas con un ldser de CO, de intensidad superior a 10'> W /cm® lograban crear
un plasma que radiaba armoénicos detectables hasta el orden cuadragésimosexto
que no decaian rapidamente con el orden sino que presentaban intensidades pare-
cidas [79, 80]. Los armdnicos observados eran tanto pares como impares e incluso
eran visibles rayas espectrales de frecuencia semiarmonica aunque mucho menos in-
tensas. Estos experimentos atrajeron inmediatamente el interés de muchos investi-
gadores por su potencialidad como mecanismo generador de radiaciéon coherente de
alta frecuencia con alta eficiencia. Los primeros modelos tedricos explicaron plau-
siblemente los resultados experimentales, obteniendo como conclusién que podia
obtenerse un espectro de arménicos mas o menos con forma de meseta hasta una

frecuencia de corte dada por

Y (1.113)
Weo = NCCU(). .

A la vista de la expresion anterior el limite en frecuencia lo marca tinicamente
la densidad maxima de electrones que podemos obtener y la longitud de onda
del laser, a través de N.. Sin embargo, un reciente experimento realizado por
Norreys y otros [81] pulverizé los resultados anteriores y de paso la ley de la
frecuencia de corte. Incidiendo en una lamina de plastico con pulsos de 2.5 ps
de duracién e intensidad 10 W/ cm” procedentes de un ldser de neodimio, se
observaron arménicos por encima del orden 70 con eficiencias superiores a 1075,
es decir, se obtenia radiacion del orden de megavatios en longitudes de onda de
15 nm. De ser correcta la expresién (1.113), la densidad de electrones en el medio
deberia superar en 17 veces la densidad tipica de la diana en estado sélido, cosa
poco creible. Paralelamente se han ido realizando estudios tedricos cada vez mas
complejos, en muchos casos con ayuda de simulaciones cinéticas de plasma de tipo
"particula en celda” que han permitido comprender bastante bien los principales
mecanismos generadores de arménicos y reproducir los resultados experimentales

en algunos casos con gran exactitud [82, 83, 84, 85, 86]. En la figura 1.11 podemos
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Figura 1.11: Espectro del campo reflejado cuando un pulso de longitud 20 ciclos
Opticos y amplitud maxima E;, = 5 u.a. incide normalmente sobre un plasma
homogéneo de densidad cuatro veces la critica.

ver un espectro tipico de la interaccién de un pulso laser intenso con un plasma

sobredenso.

Los procesos capaces de generar armoénicos y en general frecuencias altas en
plasmas sobredensos son varios y aqui no vamos a referirnos a todos ellos. La
mayoria son mas efectivos cuando el laser no incide perpendicular sino oblicua-
mente a la superficie del objetivo y la direcciéon de polarizaciéon esta en el plano
de incidencia (polarizacién p). El motivo es que en este caso el acoplamiento del
campo con las oscilaciones propias del plasma, que son longitudinales, es mucho
mas importante. En el caso de incidencia normal este acoplamiento se produce a
través del término v x B de la fuerza de Lorentz, que es de segundo orden salvo
en el caso ultrarrelativista. A pesar de esto, nosotros vamos a restringirnos a esta
geometria porque nuestro interés esta en estudiar los efectos de la ionizacion, que

en principio no deben depender del dngulo de incidencia del haz. Vamos entonces a
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Figura 1.12: Evolucién de la densidad de electrones libres en la frontera de un
plasma sobredenso sometido a un campo electromagnético intenso.

explicar cémo se generan los armonicos por el mecanismo referido, olvidandonos de
otros como la absorcién resonante, inestabilidades paramétricas o efectos de inho-

mogeneidad transversal (véase por ejemplo [64] y las referencias alli incluidas).

Ya hemos dicho que en un plasma denso los electrones ademés de estar sujetos
al campo externo sufren una importante fuerza colectiva, en primera aproximacion
de tipo arménico con la frecuencia del plasma, que les impide moverse libremente
en el seno del medio. Esto va a provocar que el movimiento de deriva en la
direccion del propagacién del campo sea mucho menor y por tanto que la radiacion
sea mucho mas selectiva tanto en frecuencias como en direccién. Hay que tener
en cuenta ademas que el campo serd reflejado en un espacio muy corto, tanto

menor cuanto mayor sea la densidad. La interaccién se produce entonces en una
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lamina muy fina que va a oscilar colectivamente como un espejo con una frecuencia
doble que la del campo incidente (recordemos la figura de ocho con frecuencia
doble en la direccién longitudinal). Podemos ver un ejemplo de las oscilaciones
de los electrones superficiales en la figura 1.12, en la que se aprecian claramente
los movimientos colectivos. Dichas oscilaciones de superficie van a generar toda la
radiacion secundaria que va a reflejarse en su mayoria puesto que en el interior del
medio no puede propagarse (salvo que la ldmina sea muy fina, como veremos).
Una forma sencilla de explicar como se generan los armonicos es el llamado
modelo del espejo oscilante [85, 86]. Consiste en suponer que la distribucién de
los electrones libres tiene una superficie de separacién con el vacio perfectamente
definida que se mueve en torno a la superficie inicial del material definida por
la posiciéon de los iones de la frontera, tal y como veiamos en la figura 1.12. La
versién més sencilla de este modelo [86] resuelve la ecuacién de movimiento para
los electrones (1.111). Las ecuaciones para un campo linealmente polarizado en
la direccién y que se propaga a lo largo del eje x, perpendicular a la superficie

frontera, las ecuaciones toman la forma

dp, x Vs x

— = —eE,|t—— —B,|t——|, 1.114
dt ¢ J< c) e c ( c) ( )
dp, v x 9

i —e?sz <t — E) —wy, (1.115)
dx

— =, 1.116

donde se supone una frecuencia de plasma constante dentro del medio. Cuando el
plasma es muy sobredenso tiene sentido imponer que la superficie frontera actia

como un espejo ideal en el que el campo eléctrico total se anula, por lo cual se

ER<t+ xi”) + ;g”EO sinlw()(#)] —0, (1.117)

siendo Ey el campo reflejado y habiendo supuesto un campo incidente de amplitud

verificard

constante y frecuencia wy. El factor relativista (1 — 3,)/(1 + (,) aparece al hacer
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una transformacion de Lorentz al sistema del laboratorio puesto que la continuidad
del campo hay que imponerla en el sistema de referencia en el que el espejo esta
en reposo [87].

Resolviendo las ecuaciones (1.114)-(1.117) se obtiene que el campo reflejado
contiene armoénicos altos debidos al término v x B en las ecuaciones de movi-
miento y al efecto del retardo en la ecuacién (1.117), que es fundamental. Para la
geometria que hemos elegido, con el campo polarizado linealmente y en incidencia
normal, puede comprobarse que, en primera aproximacion, en el campo reflejado
solo aparecen arménicos impares. Puede ampliarse el estudio a otras geometrias,
obteniendo como resultado que en incidencia oblicua para polarizacién perpendi-
cular al plano de incidencia (polarizacién s) hay arménicos impares polarizados s
y armoénicos pares polarizados p. Estos ultimos son menos intensos y desapare-
cen en incidencia normal. Si el campo incidente es oblicuo y con polarizacién p
se obtienen armonicos pares e impares siempre con la misma polarizacion que el
incidente. En el caso de luz incidente polarizada circularmente pueden generarse
armonicos débiles en cualquiera de las dos direcciones de polarizacién en inciden-
cia oblicua pero en incidencia normal no hay armoénicos puesto que el médulo del
campo incidente es siempre constante [85, 86].

Hemos visto entonces que en un plasma sobredenso con perfil de densidad bien
definido las oscilaciones colectivas de su superficie inducidas por un pulso laser
intenso (en incidencia normal por el término v x B) més otros efectos relativistas
como el retardo hacen posible la generacién de arménicos altos intensos, siendo
hasta ahora una de las fuentes de radiaciéon coherente de alta frecuencia mas pro-
metedoras. En esta seccion no se ha tenido en cuenta el efecto de la ionizacion
puesto que hemos supuesto que el plasma estaba previamente creado. Veremos
mas adelante que las cosas cambiaran en el caso de campos no demasiado intensos

para los que ionizar totalmente el material necesite varios ciclos épticos.
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Capitulo 2

Generacion de armonicos en un
sistema de dos niveles abierto

En este capitulo vamos a intentar explicar por un lado el efecto que tiene en
la generacién de armoénicos en dtomos el hecho de que la tasa de ionizacién no
sea constante sino que dependa del tiempo y por otro cudl es la funcién de las
transiciones entre estados ligados en los armonicos generados en el régimen de
ionizacion por tunel. Para ello vamos a introducir un modelo de dtomo en el
que solo tenemos en cuenta dos estados ligados cuya poblacién puede escapar por
ionizacién (de ahi el apelativo de abierto) y volver por recombinacién. Este modelo
es el mas sencillo que puede imaginarse en el que haya transiciones entre estados
ligados (una) y transiciones de estados ligados a otros del continuo (dos) y por
ello lo hemos elegido. Veremos que a pesar de su simplicidad puede dar bastante

juego.

2.1 Generacion de armonicos en sistemas de dos
niveles

Los sistemas de dos niveles se han usado desde hace mucho tiempo como modelo
en la interaccién de campos electromagnéticos con medios materiales [88]. Aunque

es evidente que reducir la dindamica de un medio cudntico a la evolucion de sélo dos

65
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de sus niveles es una simplificacién sélo justificable para campos de baja intensidad
cuya frecuencia esté proxima a una resonancia, este modelo puede darnos bastante
informacion también fuera de su tedrico rango de validez.

Recordemos las ecuaciones de evolucién de un sistema de dos niveles sometido
a un campo externo en aproximacion dipolar eléctrica. Partimos de la ecuacién de

Schrodinger general (de nuevo en unidades atémicas)

.0
iz 1¥) = (Ho + Hin)[9). (2.1)

El hamiltoniano atéomico Hj incluye el término de energia cinética y el potencial
electrostatico atémico y el hamiltoniano de interacciéon en aproximacién dipolar
serd H;,, = —E(t)x, donde ya suponemos que el campo externo estara polarizado
linealmente en la direcciéon x. Suponemos ademas que la funcién de onda es una

combinacion lineal de dos estados propios del hamiltoniano atéomico

[¥) = ao(£)[0) + a1 ()]1). (2.2)

Estableciendo nuestro nivel de energia en el estado fundamental, el hamilto-

niano atémico opera sobre sus dos autoestados de la forma

Hol0) = 0]0),
Hyll) = wrl1), (2.3)
donde wyr es la frecuencia de la transicion, es decir, la diferencia entre los niveles

de energia de los dos estados. Proyectando (2.1) sobre los dos estados obtenemos

las ecuaciones de evolucién de nuestro sistema

d“:;bft) i) dyar(8), (2.4)
dCLl (t) . . .
— = —iE(t)dpao(t) — iwrai (1), (2.5)

donde dy; = (1|z]0), que podemos suponer real y hemos utilizado el hecho de que

debido a la simetria del potencial (0|x]|0) = (1|z|1) = 0. El momento dipolar
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dependiente del tiempo serd d(t) = doi[ag(t)ar(t) + ao(t)ai(t)] y para calcular el
espectro se utiliza su derivada segunda. Las poblaciones de los niveles vienen
dadas por P(t) = |a;(t)]*. Las ecuaciones (2.4) y (2.5) son claramente no lineales
y no pueden resolverse analiticamente para un campo sinusoidal. Debido a esta no
linealidad el sistema de dos niveles es capaz de generar frecuencias diferentes a la

del campo incidente y a la propia de la transicion.

A partir de ahora vamos a suponer que nuestro sistema de dos niveles simula
los dos primeros estados del hidrogeno acoplados mediante una transicion dipolar
eléctrica, esto es, el estado fundamental 1s y el excitado 2p,. La frecuencia de
la transicion serd entonces wr = 0.375 a.u. y el momento dipolar dy; = 0.745
a.u. [89]. Ademds vamos a partir siempre de un estado inicial en el que toda la
poblacién esta en el estado fundamental. El efecto de un estado inicial distinto
del fundamental es que la intensidad de los acoplamientos entre la frecuencia de la
transicion y la del laser es mayor, lo cual se traduce en unas lineas hiper-Raman
(combinaciones de la frecuencia de la transicién y la del campo) més intensas en el
espectro [90]. Cuando tenemos en cuenta la ionizacion hay otro efecto adicional que
es la aparicion de dos espectros de armonicos de diferente intensidad desplazados
por la frecuencia de la transicién [91, 92]. El campo serd siempre de la forma
E(t) = EyS(t) sin(wpt), con S(t) una envolvente que en este caso va a tener forma
de trapecio con dos ciclos de rampa y el resto de amplitud constante. No vamos
a tratar aqui el efecto de campos no monocromaticos, que ha sido extensamente
estudiado en la literatura, especialmente en el caso de pulsos de dos colores. Al
lector interesado se le remite por ejemplo a [7]. Para resolver numéricamente las
ecuaciones de evolucion (2.4) y (2.5) usamos el algoritmo de Runge-Kutta de cuarto

orden con un paso suficientemente pequetio [93].

En la figura 2.1 podemos observar la evoluciéon de las poblaciones de los dos

estados y el momento dipolar cuando sometemos al sistema de dos niveles a un
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Figura 2.1: Evolucién de las poblaciones de los estados fundamental (linea con-
tinua) y excitado (linea de puntos) para un pulso de frecuencia wy = 0.04 u.a.,
amplitud Ey = 0.06 u.a. y duracién diez ciclos, dos de ellos de rampa lineal (a).
En la gréfica (b) estd representado el correspondiente momento dipolar.
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Figura 2.2: Espectro correspondiente a la aceleracién dipolar en el mismo caso de
la figura 2.1.

pulso de frecuencia wy = 0.04 u.a. y amplitud Ey = 0.06 u.a., pardmetros que
corresponden a un caso claro de ionizacion por tunel en el atomo de hidrégeno.
Podemos observar las pequenas oscilaciones de las poblaciones, siendo la del estado
excitado nunca superior al dos por ciento del total. El momento dipolar también

oscila en apariencia armoénicamente con la frecuencia del laser.

Si realizamos la transformada de Fourier de la aceleracién dipolar (despre-
ciando los dos ciclos de rampa) observamos lo que aparece en la figura 2.2. Vemos
que efectivamente la componente fundamental es la mas intensa y aparecen pi-
cos correspondientes al tercer y quinto armoénicos y claramente la frecuencia de la
transicién, que en este caso es wr ~ 9.4wy rodeada de dos satélites en wr —wy y
wr +wy. Este espectro no es muy estimulante pero es sabido que un sistema de dos
niveles puede generar un espectro de armonicos con caracteristicas muy similares a
las de un atomo real, es decir, con una meseta de armoénicos de aproximadamente

la misma intensidad y una frecuencia de corte a partir de la cual caen abrupta-
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mente [36]. En las figuras 2.3 y 2.4 podemos ver qué ocurre cuando elevamos la
amplitud del campo hasta Fy; = 0.5 u.a. Para empezar, las poblaciones oscilan con
mayor amplitud, llegando a tener el nivel excitado més de la cuarta parte de la
poblacién total y se observan claramente oscilaciones mas pequenas de frecuencia
mucho mas alta. Analogamente el momento dipolar oscila mas fuertemente y de
forma no armoénica. El resultado se deja ver en el espectro, en el que aparecen picos
mucho més intensos de arménicos impares hasta el orden trigésimo con una zona de
meseta y un decaimiento a partir del vigésimo primero aproximadamente. Ademaés
aparecen otras frecuencias combinaciones de la del campo y la de la resonancia.

Puede darse una expresion para la frecuencia de corte de un modo bastante
riguroso [89, 94] pero podemos obtener la misma expresién con una sencilla apro-
ximacién adiabética [89, 90, 95]. Para frecuencias del campo muy pequenas (me-
nores que que la de la transiciéon y que la de Rabi, Qp = dy Ey, como es el caso)
podemos pensar que las transiciones se producen no entre los estados no perturba-
dos sino entre los estados vestidos instantdneos, cuyas energias se calculan como
los autovalores del hamiltoniano

0 de(t)
H:(de(t) - ) (26)

que resultan ser

wr

AL 5

1
+ 5\/w% + 42, E(t)2. (2.7)

Asi pues, la frecuencia efectiva de la transicion oscilard entre el minimo y

el maximo de la diferencia de energia entre los estados vestidos, A, — A\_ =

\/ w2 + 4 (E(t)d)?, que dan los valores de la frecuencia de inicio de la meseta, wr
y la de corte de la misma, w., = \/cm. Esta férmula nos da en este caso un
valor w., ~ 20.8wy, que se ajusta muy bien al resultado de la figura 2.4. El hecho
de que apareciera este tipo de espectro en un sistema tan sencillo hizo albergar

esperanzas de que la estructura de meseta observada en los experimentos estuviera
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Figura 2.3: Lo mismo que en la figura 2.1 pero con un campo de amplitud £y = 0.5
u.a.
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Figura 2.4: Espectro correpondiente a los parametros de la figura 2.3.

relacionada con las transiciones entre estados ligados. Sin embargo, a cualquiera
le resulta evidente que para una amplitud del campo de media unidad atémica
no podemos representar el atomo de hidrégeno como un sistema de dos niveles,
en particular no podemos olvidarnos del efecto de la ionizacién puesto que a esas
intensidades en un caso real apenas quedaria poblacion ligada al cabo de un par
de ciclos. Veamos, pues, qué ocurre cuando introducimos la ionizacion en nuestro

modelo.

2.2 Efecto de la ionizacién dependiente del tiem-
po en los armodnicos generados por transi-
ciones entre estados ligados [95]

El efecto de la ionizacién en un sistema cerrado como un atomo de dos niveles
es la pérdida tanto de poblacion como de coherencia. La forma mas sencilla de

incluirla en nuestras ecuaciones es mediante una tasa de ionizacién que describa
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Figura 2.5: Esquema del sistema de dos niveles abierto. Las flechas representan la
transferencia de poblacién.

el decaimiento en la amplitud de cada nivel. Tendremos entonces un sistema de
dos niveles abierto, tal y como puede verse en la figura 2.5, cuyas ecuaciones de

evolucion son

d“doit) _ —iE(t>d01a1(t)—Voét)a()(t), (2.8)
d“;}ft) LB (t)dyran(t) — [712“) T ioor]an (1) (2.9)

Para las tasas de ionizacién elegiremos las expresiones que nos da la ecuacién

(1.15) para los estados 1s y 2p del hidrégeno, y que son

() = AE?E(t)] exp (-3’;@)'), (2.10)
W) = 2B B exp (—m) (211)

Ambas dependen fuertemente del tiempo a través del campo eléctrico, como
podemos ver en la figura 2.6. La ionizacion tiene dos méximos que corresponden
a los extremos del campo y se hace cero cuando éste cambia de signo. Para un
campo Ey = 0.06 u.a. la tasa de ionizacion del estado excitado es cuatro érdenes de
magnitud superior a la del estado fundamental y por ello seré la mas importante.
Si resolvemos las ecuaciones (2.8) y (2.9) para nuestros parametros habituales
(Ey = 0.06 u.a., wy = 0.04 u.a.) obtenemos un espectro muy diferente al del 4&tomo

de dos niveles convencional, tal y como apreciamos en la figura 2.7. Podemos ver
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Figura 2.6: Tasas de ionizacion a lo largo de un ciclo para un campo sinusoidal de
amplitud Ey = 0.06 u.a. En linea continua la correspondiente al nivel fundamental,
dada por la férmula (2.10) y en linea discontinua la del nivel excitado, dada por
(2.11). Nétese la diferencia de escalas.

que el simple hecho de introducir una ionizacién dependiente del tiempo hace que
aparezcan armoénicos altos (en este caso hasta cerca del orden quincuagésimo) con
intensidades mayores que los escasos picos del sistema de dos niveles. Los picos

mas intensos son los cercanos a la frecuencia de la transicién entre los dos niveles.

Podemos entender mejor lo que estd ocurriendo si atendemos a la evolucion de
las poblaciones y del momento dipolar, representados en la figura 2.8. La poblacién
del estado fundamental disminuye de forma casi mondtona (no es asi, aunque en la
figura no se aprecien las pequenas oscilaciones de Rabi) mientras que la del excitado
varfa de forma muy brusca, sin llegar nunca a superar el valor 4x 1073, Estas agudas
variaciones tienen maximos cuando el campo se hace cero. La repercusion de estas
oscilaciones en el momento dipolar podemos observarla en la grafica 2.8b, que
explica por si misma la generacion de armoénicos altos. Las oscilaciones del estado

excitado se producen por el siguiente mecanismo: por efecto del campo externo
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Figura 2.7: Espectro correpondiente a la solucién de las ecuaciones (2.8) y (2.9)
para un campo externo con los mismos parametros que en la figura 2.2.

una pequena parte de la poblacién pasa del nivel fundamental al excitado y desde
éste casi inmediatamente abandona el atomo debido a la altisima probabilidad de
ionizacion. Precisamente cuando el campo es nulo, la tasa de ionizacién se hace
cero y esto permite que en ese momento sobreviva algo de poblacion en el nivel
excitado, que rapidamente desaparecera apenas aumente el modulo del campo. De
este modo el nivel excitado actia como un estado intermedio para que la poblacion
del nivel fundamental se ionice. En efecto, la poblacién ionizada directamente
desde el nivel fundamental es mucho menor que la que se ioniza desde el excitado,
como podemos ver en la figura 2.9. La mucho mayor poblaciéon que hay siempre en
el estado fundamental no logra cancelar el efecto de la mintiscula probabilidad de
ionizacién desde él. De hecho, el espectro obtenido si despreciamos la ionizacién
desde el primer nivel haciendo 7y(¢) = 0 es practicamente el mismo, para estos

parametros del campo.

Los armoénicos altos podrian interpretarse desde el punto de vista adiabatico
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Figura 2.8: Lo mismo que en la figura 2.1 pero introduciendo la ionizacién depen-
diente del tiempo en los dos niveles.
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Figura 2.9: Poblaciones ionizadas desde el nivel fundamental (linea continua) y el
excitado (linea de puntos) en el caso de la figura 2.8.

méas arriba empleado. La introduccién de las tasas de ionizacién equivaldria a
un ensanchamiento dinamico de los niveles de energia por un término imaginario.
Como este término es muy grande en el caso del nivel excitado cuando el campo
se hace maximo o minimo, las energias instantaneas de los niveles vestidos se
ensanchan mas alld de la frecuencia de la transicion, pudiendo obtenerse armoénicos

de orden muy elevado.

Antes de seguir avanzando conviene recalcar que la generacion de armoénicos
altos no depende de la forma concreta de las probabilidades de ionizacién, sino que
existe siempre que éstas sean dependientes del tiempo. La forma de v;(t) dada por
la expresién (2.11) puede plantear objeciones puesto que el nivel excitado estd la
mayor parte del tiempo en situacion de supresion de barrera para la amplitud del
campo que estamos utilizando. Podriamos utilizar en este caso una aproximacion
semiclasica identificando la ionizacién con el flujo de poblacién que supera la bar-

rera, siendo su velocidad el momento lineal de los electrones que quedan libres,
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que viene dado por la diferencia de energia entre el nivel excitado y la altura de
la barrera, p = /2|V.; +wi|. El maximo de la barrera de potencial dada por
—1/x— E(t)z es Vo = —2,/|E| y w1 = —€3 = 0.125 u.a. Cuando el campo es me-

) =0.0039 y el nivel excitado queda por debajo

nor que el valor critico clésico Efcr
de la barrera podemos suponer que la ionizacién es despreciable. En este caso la

tasa de ionizacién estard dada por [95]

W) = JAB®)Y? — 201 O(IE@®)] > E"). (2.12)

Esta expresion nos da una tasa de ionizaciéon mas pequena en el maximo que
(2.11) pero tiene el inconveniente de que no es derivable en EW). Esto influye
en el espectro de armoénicos que se obtiene con ella y que podemos observar en la
figura 2.10. De nuevo obtenemos armonicos altos, y en este caso su intensidad no
va bajando sino que se mantiene hasta frecuencias muy altas sin haber un corte.
Otro ejemplo mas podemos verlo en la figura 2.11. En este caso hemos elegido
la dependencia sencilla v,(t) o« |E(t)|* y vemos que hay menos arménicos pero
también existen.

Podemos inferir entonces que es un hecho general el que una ionizacién que
varie rapidamente en el tiempo genera armoénicos altos en un sistema de dos niveles,
independientemente de su forma exacta. Este es un mecanismo alternativo al de
las transiciones entre un estado ligado y uno del continuo de alta energia causantes,
segun los modelos explicados en la seccion 1.4, de la meseta y la frecuencia de corte

en los espectros en régimen de tiunel y que inevitablemente deben ser tenidas en

cuenta en cualquier modelo minimamente realista.
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Figura 2.10: Espectro obtenido con la expresién (2.12) para la ionizacién desde el
nivel excitado para un campo externo con los mismos parametros que en la figura

2.7.
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Figura 2.11: Espectro obtenido con una tasa de ionizacion desde el nivel excitado
proporcional a |E(t)|> para un campo externo con los mismos pardmetros que en
la figura 2.7.
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2.3 Generacion de armoénicos en un sistema de
dos niveles con ionizacién y recombinacion
[96]

Para recuperar la meseta de arménicos y la frecuencia de corte no hay mas remedio
que tener en cuenta las transiciones entre los estados del continuo de alta energia
y los ligados. Nosotros vamos a hacerlo afinando ain mas nuestro sistema de dos
niveles de modo que incluya la recombinacion, pero procurando que el modelo no
se complique mucho para poder interpretar con sencillez los resultados. Supon-
dremos que la parte de poblacion que se ioniza pasa al continuo, evolucionando
alli como una particula clasica pero conservando como traza cuantica una fase que
hard posible una recombinacién coherente cuando retorne a la posicion del ntcleo.
Expliquemos paso a paso el modelo [96].

Siguiendo las ecuaciones (2.8) y (2.9), la poblacién que se ioniza desde el nivel

|7) (fundamental o excitado) en un intervalo de tiempo At es

Ap?on
L =00 (213)

En cada instante de tiempo esa poblacién generara un paquete de ondas cuya
amplitud sera [AP}O"W 2 con un factor de fase adecuado. Esa fase podemos hallarla
si admitimos que al estar en el régimen de tinel todo evoluciona adiabaticamente,
por lo cual debera ser la misma que tiene en ese instante el estado de partida salvo
por un signo producido por la interaccién con el campo y que cambia la paridad
del estado. Explicitamente, la amplitud del paquete ionizado desde el estado |j)
entre ty y to + At serd
12 aj(to) E(to) ‘

|a;(to)| [E(to)]

Este paquete evoluciona como una particula clasica sometida al campo externo

a;on(to; tO) — [APJ@OH]

(2.14)

de acuerdo con las ecuaciones (1.64)-(1.66). Despreciamos asi el efecto del potencial
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atémico sobre el paquete de ondas en el continuo, al igual que la variacion del
campo en el espacio, el campo magnético y demas efectos relativistas. Esto es
justificable puesto que la intensidad del campo en el régimen de tunel es baja y la
excursion de la particula serd mucho menor que la longitud de onda del laser, del
mismo modo que su velocidad en comparacién con la de la luz. Seguimos asi en
todo momento dentro del rango de validez de la aproximacion dipolar. A partir
de la expresion (1.72) obtenemos el cambio de fase de la particula en el continuo,

dado por la accién clasica,

®(ty, 1) = /tt dt’{gb(g)z +1,}. (2.15)

Estamos suponiendo, de acuerdo una vez mas con nuestra vision adiabatica,
que la energia del estado no cambia durante la ionizacién y por ello el término
de energia potencial en (2.15) es Iy = 0 para el estado fundamental e I} = wr
para el excitado. Esto va a repercutir en la frecuencia de corte de los arménicos,
como veremos mas adelante. Asi pues, la evolucién de cada paquete ionizado en
el instante t; sera

C‘L;-on(t[); t) = C‘L;-on(t(); t())eiiq)(to’t). (216)

Como ya sabemos, algunas de esas particulas-estado volveran a la posiciéon
del nucleo y otras no. Nos olvidamos de estas ultimas, que no contribuiran a
la generacion de armonicos del atomo, y tenemos en cuenta unicamente las que
vuelven y sélo la primera vez que lo hacen. Las sucesivas colisiones no tienen
efecto en la frecuencia de corte de los armdnicos y tnicamente influyen de forma
limitada en la intensidad de los de la meseta [97, 98]|. Lo que suponemos es que
en el momento de su vuelta interaccionan con los estados ligados como un tercer

pseudonivel. Las ecuaciones de evolucion son entonces

da(;)t(t) _ _’702@) CL()(t) _ ZE(t>[d()1CL1(t) 4 d()ca(c]ont(t)]7 (217)
da(;ft) _ _(712(?5) +in)CL1<t)—iE(t)[dOlao(t>_‘_dlcaiont(t)], (2.18)
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donde las amplitudes de los estados del continuo que interaccionan con el ntcleo
son

a;™(t) = /0 t ai (to; )8 (x(to; 1)) da(to; t). (2.19)

La delta de Dirac significa que solo consideramos la recombinacién de los esta-

dos ionizados cuando su trayectoria clasica, x(t), cruza por el origen de coordena-

das. Los elementos de matriz del momento dipolar entre los estados del continuo y

los ligados se calculan suponiendo que los estados del continuo se comportan como

ondas planas [23, 51] y su valor en nuestro caso es

27/2a5/4 v
doo(v) = i : 2.20
0c(v) T @ ta) (2.20)
97 7/4 2
di(v) = - (2.21)

T (40 +a)’ (v + )
donde « es el doble del potencial de ionizacién y €, la energia del nivel excitado.

La suposicién de que la recombinacion sélo se produce en el instante de tiempo
en el que la particula ionizada estd en el origen nos lleva a subestimar la proba-
bilidad de transicién d;.(v)At dado que el paso de tiempo numérico At es mucho
menor que el tiempo de interacciéon, més aun si tenemos en cuenta el ensancha-
miento de la funcién de onda durante su excursion en el vacio. Para remediarlo,
corregimos ese término multiplicando d;.(v) por T;/At, donde T; = l;/v es el
tiempo de interaccion, proporcional a la longitud de interacciéon, que supondremos
tipicamente una unidad atémica. Para mayor simplicidad usaremos momentos di-
polares constantes dj. = d;c(Vprom), donde la velocidad promedio de las particulas
cuando vuelven por vez primera al nicleo es vy = 0.665E)/wy, resultado ob-
tenido numéricamente. En cualquier caso la expresion concreta para el momento
dipolar no influye de manera decisiva en nuestros resultados.

Pues bien, resolviendo las ecuaciones (2.17) y (2.18) para los pardmetros de
costumbre obtenemos un espectro como el de la figura 2.12. Podemos observar

que los primeros arménicos son muy similares a los de la figura 2.7, en la que
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habiamos incluido la ionizacién pero no la recombinacion. La novedad son los
armonicos mas altos, que claramente tienen una estructura de meseta hasta una
frecuencia de corte cercana al arménico quincuagésimo quinto, y a partir de ella de-
caen rapidamente en intensidad. El espectro nos recuerda el de un atomo real en el
régimen de ionizacion por tinel. Podemos darnos cuenta ademas de que la posicion
de la frecuencia de corte coincide con la dada por la expresién wy + 3.17U,,, lige-
ramente diferente a la de un atomo real, I, 4+ 3.17U,. Esta diferencia viene de que
consideramos que la energia potencial de los estados no varia durante la ionizacion
y excursion en el continuo, siendo entonces la energia maxima de los electrones
ionizados desde el nivel superior en el momento de la reinteraccién con el ntcleo
precisamente wr + 3.17U,. Ya sabemos que esto puede corregirse si consideramos
que los electrones no salen de z = 0 sino de una posicion algo distinta y que el en-
sanchamiento del paquete de ondas hace que la recolisién no sea tampoco en x = 0.
Tener en cuenta estos aspectos haria que la posicién de corte fuera algo mas difusa.
En cualquier caso, para los parametros con que nos movemos, la diferencia entre
I, y wr es de apenas dos o tres armoénicos, practicamente inapreciable. Podemos
separar el efecto de la ionizacién dependiente del tiempo del de la recombinacion
coherente observando la figura 2.13, en la que hemos representado la intensidad
de los armoénicos obtenidos con las ecuaciones (2.17) y (2.18) tomando una ex-
presion promediada independiente del tiempo para las tasas de ionizacién (véase
la seccién 1.2), que en nuestro caso resultan ser 75 = 4(3/mFy)"/? exp(—2/3Ey),
A = 27123 /)2, exp(—1/12E,). En comparacién con el caso general las
intensidades de los primeros armoénicos son mucho mas bajas, mientras que las de
los altos permanecen aproximadamente iguales, quedando claro que la forma con-
creta de esas tasas de ionizacion sélo tiene influencia destacada en los armoénicos

mas bajos.

Podemos ver también, analogamente a los casos anteriores, la evolucion de las



84 Cap. 2 Sistema de dos niveles abierto

10 LI e B B O B |

100 L. | -

102 |- -

Intensidad (unid. arb.)

10- 6 | | - ‘ I ‘ I \ 11 J I - ‘ N ‘ 11 J | -
1 117 21 31 41 51 61 71

Orden armonico

Figura 2.12: Espectro correpondiente a la solucién de las ecuaciones (2.17) y (2.18)
para un campo externo con los mismos parametros que en la figura 2.2.
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Figura 2.13: Intensidad de los armoénicos obtenidos con tasas de ionizacién pro-
mediadas independientes del tiempo (circulos negros) y dependientes del tiempo
(tridngulos blancos).
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cluimos ionizacién y recombinacién en nuestro modelo. Los parametros del campo
son Fy = 0.06 u.a. y wy = 0.04 u.a.
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Figura 2.15: Detalle de la figura 2.14b. En linea de puntos el momento dipolar en
ausencia de recombinacion.

poblaciones y el momento dipolar. La figura 2.14 nos muestra estas variables. A
primera vista son muy parecidas al caso en que sélo considerabamos la ionizacién
(figura 2.8). En cuanto a las poblaciones, la diferencia con el caso anterior es
minima, siendo la poblacion final del estado fundamental ligeramente superior,
debido a la poblacion que vuelve, y la del estado excitado casi igual. En cuanto
al momento dipolar, la tnica variacién son unas pequenas oscilaciones cuando el
dipolo es pequeno y que podemos apreciar con mas detalle en la figura 2.15. Esas
pequenas oscilaciones son las causantes de la generacion de los armoénicos més

altos, que nos dan la meseta y el corte.

El hecho de que la poblaciéon que vuelve del continuo a los estados ligados
sea tan pequena nos lleva a pensar en una reinterpretacion de la fisica de nuestro
modelo. Normalmente los arménicos se han achacado a las transiciones desde el
continuo a los estados ligados y las transiciones entre los estados ligados han sido

despreciadas. Nosotros pensamos que el papel de estas transiciones es importante
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debido a que los valores de los momentos dipolares entre estados ligados cercanos
son ordenes de magnitud superiores a los de las transiciones entre estados ligados
y estados del continuo [23]. Ademds de esto, la poblacién ionizada esta repartida
entre todos los estados del continuo y la fraccion de poblacién en los estados
relevantes, los que tienen energias cinéticas elevadas y generan los armoénicos altos
de la meseta, es muy pequena. Podemos analizar esto con un poco més de detalle.
El momento dipolar total de nuestro sistema tiene dos partes diferenciadas, d(t) =
dy_p + dy_., donde las contribuciones de la transicion ligado-ligado y las ligado-

continuo son respectivamente

dp-y = dop(agaj + agay), (2.22)

contx * _cont contx * _cont

En la figura 2.16 podemos ver el espectro generado por cada una de las contri-
buciones. El de la transicion ligado-ligado es en este caso unos cuatro érdenes de
magnitud superior para los arménicos de la meseta, quedando clara su relevancia.

En nuestra opinion el mecanismo a través del cual se generan los armoénicos
es el siguiente: el acoplamiento entre los estados ligados y el continuo de alta
energia induce oscilaciones rapidas en las amplitudes de los estados ligados. De este
modo el momento dipolar entre ellos oscila con esas frecuencias altas, generando
el espectro de arménicos. La transicion ligado-ligado actia asi como resonador o
amplificador de las pequenas oscilaciones debidas a la recombinacién coherente.
El espectro de las transiciones ligado-continuo también tiene por supuesto esas
componentes altas, pero su contribucién es significativamente mas pequena. En
un atomo real incluso las transiciones entre los estados del continuo, que en nuestro
modelo no estan permitidas, generan un espectro con las mismas caracteristicas
que conocemos [99] pero en este caso también los elementos de matriz dipolares
entre estados del continuo son mas pequenos y su contribuciéon es menor. Sélo

cuando el pulso es mucho mas largo que el tiempo necesario para que toda la
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Figura 2.16: Intensidad de los armoénicos generados por las contribuciones a la
aceleracién dipolar de las transicién entre los estados ligados (circulos negros) y
las transiciones entre los estados ligados y los del continuo (tridngulos blancos),
para los mismos parametros del campo que la figura anterior.



Cap. 2 Sistema de dos niveles abierto 89

. 10_7 | (1] ]
g Zg.ZZA Z.Z . ¢
® o | X A QXA XAKQ ARAQAR o AZ i
é 107 - « ><><>< X XX » ® XAX —
5, - i . x A.X. . &“ XXQ |
7 101t - m W= .l-.. . By '.xﬁA .
S - u Lone
% .l... .QQX i'
1 10—13 | X . XAQ”
= N - o
10-15 ‘ 1 Il Il Il ‘ L L L L ‘ Il 1 1 1 | 1 1 Il Il ‘ Il L L L ‘ L Il Il 1 | 11 1 1 ‘ \>\<\ Il

1 11 21 31 41 51 61 71

Orden armonico

Figura 2.17: Intensidad de los armdnicos generados por un potencial coulombiano
(circulos negros) y un potencial de Yukawa con uno (cuadrados negros), dos (cru-
ces) y cuatro (tridngulos blancos) estados ligados con la misma energia del estado
fundamental. Los parametros del campo son Ey = 0.06, wy = 0.04.
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poblacién se ionice la contribucion de los estados del continuo puede pasar a ser

dominante en la generacién de armoénicos.

Otro apoyo a esta idea nos los dan los cédlculos de espectros realizados con
potenciales de corto alcance con un nimero limitado de estados ligados. Becker
y otros han estudiado la dindmica de un sistema con potencial de tipo delta de
Dirac regularizado [100], obteniendo espectros cualitativamente iguales a los del
hidrégeno real pero varios érdenes de magnitud menos intensos. Por su parte,
Krause y otros [42] compararon los espectros del hidrégeno con los obtenidos por
un potencial de tipo Yukawa, V(r) = —Ze *"/r, con el que se pueden variar el
nimero de estados ligados y el potencial de ionizacién sin mas que cambiar los
pardmetros Z y «. En la figura 2.17 podemos ver una comparacion entre los
armonicos del espectro del hidrogeno y el obtenido con el potencial de Yukawa
con uno (Z = 193 uwa., a = 1 ua.), dos (Z = 1.16 wa.,, « = 0.17 uwa.) y
cuatro (Z = 1.05 u.a., « = 0.05 u.a.) estados ligados y la misma energia del nivel
fundamental que el hidrégeno. Cuando sélo existe un nivel ligado los armoénicos son
muy débiles, mientras que con cuatro estados ligados el parecido con el hidrogeno
es bastante alto. Esto se debe no solamente a la presencia de resonancias que hacen
que la ionizacién sea mas eficiente sino a la amplificacién de las oscilaciones por

los dipolos entre los estados ligados que hemos descrito més arriba.

Para comprobar la validez de nuestro modelo vamos a contrastarlo con los re-
sultados obtenidos con la ecuacién de Schrodinger unidimensional con el potencial
de Rochester descrita en la seccién 1.4.3. Al ser la dindmica de nuestro modelo
también unidimensional, pensamos que este es el mejor banco de pruebas. En este
caso elegimos como parametros en el potencial Z = 1 u.a. y ag = 1.412 u.a., que
nos dan el estado fundamental en el nivel de energia I, = 0.5 u.a. El primer estado
excitado tiene una energia diferente a la del hidrégeno y por ello en nuestro modelo

debemos cambiar los pardmetros a los nuevos wr = 0.267 u.a., dy; = 1.297 a.u.
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Figura 2.18: Comparacién entre los arménicos generados en nuestro modelo (linea
continua) y los obtenidos con la ecuacién de Schrédinger unidimensional para cam-
pos con frecuencia wy = 0.04 u.a. y amplitud Ey = 0.04 u.a. (a ), Ey = 0.06 u.a.
(b) y Ey = 0.08 u.a. (c).
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En la figura 2.18 puede observarse la comparacién entre los resultados de nuestro
modelo y los obtenidos con la ecuaciéon de Schrodinger unidimensional. No sélo
la posicién del corte es parecida, con la tnica diferencia del desplazamiento de
energia potencial I, — wr, sino también las intensidades de los arménicos bajos e
intermedios son en muchos casos similares. De hecho la mayor discrepancia esta
en el armonico fundamental y eso es debido a que nuestra aceleracién dipolar no
incluye el movimiento de los estados libres cuando estan alejados del nicleo, que
tiene la frecuencia del campo y que por supuesto si que esta incluido en la ecuacién
de Schrodinger. Un iltimo dato que avala la importancia de las transiciones entre
estados ligados es el hecho de que las contribuciones a la aceleracion dipolar de
la transicion entre los dos primeros estados ligados es mucho mayor que la de las
transiciones entre estos y el estado del continuo con momento k£ = \/671']1, (aproxi-
madamente el que da la frecuencia de corte) en el hidrégeno unidimensional, tal
y como podemos observar en la figura 2.19. La primera contribucién es del orden
del espectro total, mientras que la segunda es varios érdenes de magnitud menos

intensa.

Como resumen de este capitulo podemos decir que el papel de las transiciones
entre estados ligados en la generacion de arménicos en régimen de ionizacion por
tunel es mas importante que el que en un principio se les ha dado. Del mismo modo,
el hecho de que la ionizacién no sea uniforme sino que varie fuertemente a lo largo
de un ciclo éptico es un mecanismo generador de armonicos adicional, que puede
tener especial importancia en la intensidad de los arménicos bajos. El modelo de
dos niveles abierto que hemos introducido nos ha dado bastante informacién sobre
estos dos aspectos, pero hay que dejar muy claro que no es un modelo universal sino
solo aplicable en el régimen de tinel puesto que no tiene en cuenta los efectos de las
transiciones multifotonicas ni de la supresién de barrera cuando el campo es méas

intenso, asi como el efecto de otros niveles ligados. A pesar de estas limitaciones, es
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Figura 2.19: Intensidad de los arménicos generados en la ecuacion de Schrodinger
unidimensional para parametros del campo Ey, = 0.06 uw.a. y wy = 0.04 u.a. Las
cruces representan la intensidad total, los cuadrados negros la contribucion del
dipolo entre los dos primeros estados ligados y los circulos blancos la contribucién
de los dipolos entre los dos primeros estados ligados y el del continuo con momento

k= \/6U,

aceptable cualitativamente y da unos resultados razonables cuando lo comparamos

con la ecuacién de Schrodinger unidimensional.
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Capitulo 3

Simulacion numérica de la
interaccion entre plasmas y
pulsos laser

El objetivo de este capitulo es explicar los modelos y algoritmos que hemos utilizado
para simular la interaccién entre un medio ionizable y un campo electromagnético
intenso. Nos centraremos en dos modelos bastante diferentes, uno de los llamados
"particula-en-celda”, ampliamente utilizados en una gran variedad de problemas
de la fisica de plasmas y otro mucho mas sencillo pero que permite estudiar ade-
cuadamente la generacién y propagacion de armoénicos durante la ionizacion de un

medio no muy denso con un campo relativamente débil.

3.1 Simulacién de plasmas mediante cédigos de
particulas

En el campo de la simulacién de plasmas hay dos posibilidades diferentes a la
hora de abordar el problema. Una de ellas es la descripcién del plasma como un
fluido, olvidando completamente las caracteristicas particulares de sus componen-
tes. En este caso se resuelven las ecuaciones magnetohidrodinamicas del plasma,

que variaran segun sea el problema a abordar. La otra posibilidad es la descripcion

95
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cinética, que tiene en cuenta modelos mas detallados del plasma que incluyen las
interacciones de las particulas a través del campo electromagnético. Dentro de la
descripcion cinética puede optarse por resolver las ecuaciones cinéticas del plasma
en el espacio de las fases (del tipo Vlasov o Fokker-Planck [74]) o bien la por la si-
mulacién de particulas aisladas, siguiendo la evolucion de un conjunto de particulas
que interaccionan entre si y con los campos externos. Cada una de estas descrip-
ciones tiene sus ventajas y sus inconvenientes. Los cddigos magnetohidrodinamicos
han sido ttiles en problemas de gran escala relativos a dispositivos experimenta-
les, pero carecen del grado de detalle suficiente para explicar los fenémenos fisicos
bésicos cuando la distribucién de energia de las particulas es muy diferente a una
maxwelliana (por ejemplo en un plasma frio generado por fotoionizacién). En este
caso la descripcion con particulas es imprescindible. Lo mismo ocurre cuando las
trayectorias de los electrones individuales se cruzan, es decir, cuando las colisiones
son importantes. Por este motivo vamos a elegir nosotros en primera instancia la
descripcion con particulas, que conserva casi toda la fisica de los problemas reales

a costa de encarecer los cdlculos.

Vamos a resumir aqui las caracteristicas generales de un codigo de particulas
sin entrar en todos los detalles. La descripcién sera mas minuciosa en lo referente
al modelo concreto que hemos elegido nosotros. Hay en la literatura multitud
de trabajos acerca de la simulacién de plasmas con codigos de particulas, que
en los ultimos anos se ha convertido en una disciplina mas, y no de las menos
importantes, de la fisica de plasmas. Nosotros remitimos al lector interesado a las
referencias [74, 101, 102], que son las que nosotros hemos utilizado, para procurarse
mayor informacion. Para un resumen de los mas recientes avances en simulacion

de plasmas, puede verse por ejemplo la referencia [103].

La idea de describir un plasma mediante el movimiento de sus particulas parece

de todo punto descabellada si consideramos el nimero de ellas que hay habitual-
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mente en los experimentos (pensemos en cantidades superiores a 10%° particulas en
un volumen de un cm?) y que para cada una de ellas tenemos que resolver las ecua-
ciones de movimiento y las de Maxwell para hallar los campos que ellas mismas
generan y los que nosotros aplicamos. Atun hoy es imposible con los ordenadores
que tenemos aspirar a simular el movimiento de més de 10® particulas a lo largo
de unos pocos ciclos 6pticos en un tiempo razonable. ;En qué consisten entonces
los codigos de particulas tan utilizados y aceptados por la comunidad cientifica?
La explicacién es que las "particulas” de estos codigos no son particulas reales
sino macroparticulas o nubes de carga de tamano finito que engloban a muchas
particulas puntuales y que se mueven como un todo. Este truco de agrupar la
carga en particulas grandes puede parecer injustificado, principalmente porque asi
se pierde la informacién sobre las colisiones entre particulas (muy perjudiciales en
las simulaciones numéricas debido a la singularidad del potencial coulombiano),
que seran muy frecuentes para densidades tan altas. Hay varias explicaciones que
nos permiten justificar, hasta cierto punto, esta aproximacién. En el caso de un
plasma caliente, cuyas particulas tienen una distribucion de velocidades inicial con
una energia térmica, hay una longitud caracteristica llamada longitud de Debye,
Ap = /kT/4we?Ny. Esta longitud es la que define la distancia dentro de la cual
los efectos particula-particula actian mas fuertemente y fuera de la cual domi-
nan los efectos colectivos. Si nos interesan tnicamente los efectos en una escala
superior a Ap podremos despreciar las colisiones entre particulas porque estaran
apantalladas. El segundo argumento es que numéricamente es imposible conside-
rar particulas puntuales puesto que estamos constrenidos por el tamano de nuestra
red espaciotemporal, asi que, haciendo de la necesidad virtud, podemos aprove-
charlo para que nuestras particulas tengan un tamano superior a la longitud de
Debye y en ese caso la seccion eficaz de colisiones es mucho menor que en el caso

de particulas de radio cero. En el caso de plasmas frios la longitud de Debye seria
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tedricamente nula y el campo microscépico no se apantallaria, pero podemos ir
un poco mas alla hacia el terreno de la fisica cudntica y pensar que los electro-
nes tampoco son particulas puntuales sino paquetes de onda que, sometidos a los
campos electromagnéticos, no solo se desplazan sino que van ensanchandose, de
forma que nunca va a haber colisiones entre particulas puntuales sino entre nubes
de carga, mucho mas suaves. En nuestro caso el espaciado de nuestra red serd
tipicamente de diez o veinte unidades atomicas y el tamano de las particulas igual
o del mismo orden. El tiempo que tarda un paquete gaussiano libre en pasar de
un tamano de una unidad atémica (el del electrén en un dtomo) a diez unidades
atémicas es del orden de veinte unidades atomicas, la décima parte de un ciclo
optico para las frecuencias que manejamos, asi que el tratarlo como una macro-
particula no es descabellado. Todas estas justificaciones no dejan de ser parciales
y finalmente puede recurrirse al argumento de autoridad, que en este caso nos dice
que las simulaciones de particulas han dado resultados muy buenos contrastados
con los experimentos. Actualmente son aceptadas y sélo hay reticencias cuando
los plasmas son muy supercriticos, con densidades de electrones varios érdenes de
magnitud mayores que las de un sélido, que hacen que las colisiones binarias entre

particulas sean decisivas en la dindamica del sistema.
En un cédigo de particulas tenemos las siguientes variables:
- Posicién r; y momento p; de cada particula.
- Densidades de carga p; y corriente J; en los puntos de la red espacial.

- Campos electromagnéticos E;, B; en los puntos de la red espacial que deberan
ser interpolados en la posicién de cada particula para hallar la fuerza a la que esta

sometida y poder moverla.

Por lo tanto, el cédigo consiste en la repeticion de un ciclo como el de la figura
3.1. Las variaciones aparecen cuando vamos a la resolucién concreta de cada

paso. En nuestro caso vamos a cenirnos a un codigo unidimensional en el espacio
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Figura 3.1: Ciclo bésico de un cédigo de particulas.

y bidimensional en la velocidad (1D2V). Expliquemos esto. Si hacemos incidir
perpendicularmente una onda plana sobre una lamina delgada homogénea podemos
suponer que todas las variaciones espaciales van a producirse en la direccién de
propagaciéon del campo porque en el plano transversal habra simetria y todas las
particulas del medio se moveran igual. En un experimento real tendremos un haz
mas o menos focalizado, pero si el espesor de la lamina es mucho menor que el
tamano del haz, cosa que puede lograrse en la préctica con ldminas muy finas (se
realizan experimentos con laminas de decenas de nanémetros) y con laseres muy
intensos poco focalizados (con los laseres actuales es posible conseguir intensidades
del orden de 10'8 W/ ch, que son las mayores que vamos a utilizar, en secciones
de décimas de mm?), podemos hacer la aproximacién de onda plana sin cometer
un error fundamental. De este modo perderemos efectos tipicamente transversales
como el autoenfoque, formacién de canales, etc. que ocurren a intensidades muy
altas, fuera de nuestro interés. La geometria de nuestras simulaciones serd la
que puede verse en la figura 3.2, en la que el campo es una onda plana que se
propaga en la direccion x y cuyo vector eléctrico estd polarizado en la direccién

y. El movimiento de las cargas se producira entonces en el plano XY, con lo
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Figura 3.2: Esquema de la geometria de nuestras simulaciones.

cual no habra componente de la velocidad v,. Consideraremos que, debido a la
simetria del problema, nuestras particulas son laminas de espesor a e infinitas en
sus dimensiones transversales, es decir, seran placas en lugar de particulas. Por lo
tanto nuestras tnicas variables serdn x, v, y v,. De nuevo en esta seccion y en la
siguiente vamos a utilizar unidades gaussianas puesto que son més apropiadas que
las atémicas.

Comencemos por la solucion de las ecuaciones de movimiento para las particulas.
Vamos a usar un método de tipo salto de rana (leapfrog en inglés), consistente en
hallar posiciones y momentos en instantes de tiempo alternativos. Si tenemos las

ecuaciones de movimiento

dp 1
dr
ar 2

con p = m~yv, supondremos conocidos los momentos en el instante t — At/2 y
las posiciones y fuerzas en t y entonces avanzamos los momentos hasta t + At/2
y las posiciones hasta t + At. Dentro de los métodos de salto de rana hay varios

algoritmos posibles. Nosotros utilizamos el de Boris, que es réapido y reversible en
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el tiempo [101]. Si llamamos u = yv, con 42 = 1+ u?/c? la ecuacién en diferencias
finitas a resolver para cada momento es

n+1/2 n—1/2

u 1 un—i—l/? T un—l/Q

= L |gn
At m - c 24n

x B"|. (3.3)

La forma mas facil de resolver esa ecuacion es separar la parte de la fuerza que
corresponde al campo eléctrico de la que corresponde al magnético. Esto se logra

definiendo dos momentos intermedios u™ y u~ como

E"At
- = g2y 4

u Sy (3.4)
E"At
u+ = u"H/Q — q% (35)
(3.6)
Sustituyendo (3.4) y (3.5) en (3.3) obtenemos
ut —u” q N i "
N 2m0fy”(u +u’) xB". (3.7)

Se observa que (v")> =1+ (u™/¢)? =1+ (u"/c)? a segundo orden en At. La

ecuacién (3.7) no es més que una rotacién de u en torno al eje definido por B un

angulo § = —2arctan(qBAt/2mcy), que puede resolverse en dos pasos:
u = u +u xt, (3.8)
u"” = u +u xs, (3.9)

siendo t = gAtB/2mey", s = 2t/(1 + t?). Una vez hallada u"/2, las posiciones

se avanzan sencillamente como

un+1/2 At

rn+1 —r" 4+ V7L+1/2At =" 4+ 7
,yn+1/2

(3.10)

con y"*+1/2 = \/ 1+ (u"t1/2/c)2. De este modo integramos las ecuaciones de movi-

miento de una forma rapida y efectiva. En nuestro caso sélo tendremos que avanzar
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Uy, Uy ¥ . Veamos ahora como hallar las densidades de carga y corriente a partir

de las posiciones y velocidades de las particulas.

En todas nuestras simulaciones vamos a suponer que los iones estan fijos de-
bido a que su masa serd mucho mayor que la de los electrones y en los tiempos
de duracién de nuestros pulsos apenas se van a mover. Hemos comprobado los
resultados incluyendo el movimiento de los iones y la variacion, para nuestros
parametros, no es significativa. La densidad de carga positiva serd entonces cons-
tante y la calculamos inicialmente (en el caso de un plasma preionizado) para que
cancele exactamente la densidad inicial de cargas negativas, que estaran reparti-
das uniformemente a lo largo del espacio ocupado por la lamina. De este modo
en cada paso s6lo habra que calcular la densidad de cargas negativas. El método
que seguimos es una interpolacién lineal. Pensemos que nuestras particulas tienen
exactamente la misma anchura que el espaciado de la red, Az, y que estan unifor-
memente cargadas. Entonces repartimos su carga entre los dos puntos de la red
mas cercanos a su posicion tal y como esta esquematizado en la figura 3.3. Si una
particula estd entre los puntos i e i + 1, exactamente en la posicién (i + r)Azx, la
cantidad de carga asignada al punto i serd ¢; = q(1—r) y la asignada al punto i+1,
qi+1 = qr. Este tipo de interpolacion es lo que da nombre a estas simulaciones:
particula-en-celda (PIC). El efecto de la interpolacién es suavizar las interacciones

binarias entre particulas y disminuir el ruido en los resultados.

Una vez que hemos asignado por interpolacion la carga de cada particula a
los correspondientes puntos de la red, la densidad de carga se halla sin mas que
sumar la carga total en cada punto y dividirla por el paso espacial. De este modo
no hay que hacer mas que un bucle sobre las particulas para tener la densidad
de carga en todo los puntos de la red. En cuanto a la densidad de corriente,
el procedimiento es el mismo y la tnica diferencia es que hay que multiplicar la

carga por la correspondiente velocidad. También se utiliza una interpolacion lineal
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Figura 3.3: Esquema de la interpolacion de la carga de una particula de tamano
Ax.

idéntica a la explicada para hallar los campos en las posiciones de las particulas
una vez que los tenemos en los puntos de la red tras resolver las ecuaciones de
Maxwell. Precisamente el punto mas conflictivo es la resolucién de las ecuaciones
de Maxwell, especialmente cuando la intensidad es alta y los efectos relativistas

son importantes. Vamos a verlo en la siguiente seccién.

3.2 Integracién de las ecuaciones de Maxwell.
Correccién relativista en los calculos PIC
[104]

A la hora de resolver las ecuaciones de Maxwell lo mds habitual es utilizar direc-

tamente las ecuaciones para los campos eléctrico y magnético

10

E = ———B 11

V x peviid (3.11)
10 47

B = ——E+—J 12

VX c Ot + c (3.12)

V-E = d4nup, (3.13)

V-B = 0. (3.14)

La solucion de las ecuaciones de Faraday y Ampere es muy sencilla en nuestra
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aproximacién 1D2V, la de la ausencia de monopolos magnéticos es trivial y la ley
de Coulomb se convierte en una ecuacién algebraica en el espacio reciproco [101].
El problema reside precisamente en la ecuacién (3.13), que es una ecuacién no
local instantanea, esto es, el campo longitudinal en un punto en un instante de
tiempo depende de la densidad de carga en el entorno en ese mismo instante de
tiempo. Evidentemente esto es asi porque la solucion de las ecuaciones de Maxwell
incluye los términos retardado y avanzado. Este iltimo puede llevar a errores en
el caso relativista, que es cuando el retardo es mas importante. Por ello nosotros
preferimos integrar las ecuaciones de ondas para los potenciales (1.17) y (1.18) y
elegir las soluciones retardadas, que en el caso de densidades de carga y corriente

continuas y en el gauge de Lorentz pueden escribirse como [105]

p(r, )|
_ 1
o(r,t) v, dr’, (3.15)
1 It
A = 1[I0 (3.16)
c) |r—r/| Y

donde ¢ =t — |r — r'|/c. Andlogamente al caso de una sola particula (1.24), la

densidad de carga asociada a un conjunto discreto de cargas se escribe como

plr,t) = [ dr> qudlr —r(0)]
_ / dr Y gud[r —1,,(0) /Otdfvn(f)] (3.17)

Lo normal en un cédigo de particulas es calcular la densidad de carga a partir

de la ecuacion (3.17) discretizada en la malla espacial

1

O’m (e
m=Z;

AV es el volumen de las celdas de la malla, 7 es el indice de dichas celdas y

el sumatorio se extiende a todas las particulas cuya posicién r,, esta dentro de

fo
70

la celda en el instante t/, es decir, % = z%, en notacién tetravectorial. Una vez
) ) m
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hallada de este modo la densidad de carga, la tentacién es sustituirla en (3.15) y

calcular el potencial escalar como

N

J

AV, (3.19)

|r; — ]

que es una expresion manifiestamente errénea puesto que para una sola carga nos

conduce al potencial de Coulomb retardado

q

P(ri,t) = m, (3.20)

y sabemos que la expresion correcta nos la da el potencial de Liénard-Wiechert
(1.28), en el que aparece el término de la velocidad de la particula. Hemos llegado
a (3.19) porque hemos supuesto implicitamente que la integral espacial de la delta

de Dirac retardada en (3.17) es igual a la unidad, cuando en realidad

/ O — 1, (1))’ = / pﬁﬁ

En el calculo de los campos generados por las cargas en un coédigo de particulas

d(u)du # 1. (3.21)

v(u)

el retardo debe entonces incluirse de dos formas distintas. En primer lugar hay que
utilizar las densidades de carga calculadas en los instantes de tiempo anteriores y
en segundo lugar hemos de tener en cuenta el término de velocidad caracteristico de
los potenciales de Liénard-Wiechert. Una forma de hacer esto es hallar el potencial

asociado a cada carga y calcular el potencial total como la suma de los individuales,

O t) = Y dulr,t) = Y - ! I (399)

 L=vpu(t,) - nn(t,)/clr —rn(t),)]

Esta forma es absolutamente correcta pero va en contra de una de las mas
importantes ventajas de los cédigos PIC, como es el calcular las densidades de
carga y corriente asociadas a un conjunto de cargas y usarlas luego para hallar los
campos asociados. De este modo sélo necesitamos un bucle de tamarnio N, donde

N, es el nimero total de particulas, para tener las densidades de carga en toda la
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malla y otro de tamano N, donde N, es el niimero de puntos de la malla espacial,
para integrar las ecuaciones de Maxwell en el espacio. En cambio, si hacemos
uso de la ecuacién (3.22) tendremos que hacer un bucle sobre todas las particulas
para tener el potencial en un solo punto de la malla de coordenada r. Esto nos
exigirfa un doble bucle de dimensién N, x N, para poder tener el potencial en
todos los puntos. Evidentemente el tiempo de calculo se dispararia si nos viésemos
obligados a hacer esto. Por suerte, podemos mejorar la situaciéon haciendo una
serie de aproximaciones.

El hecho de suponer que los iones se mantienen fijos simplifica un poco los
célculos, haciendo el potencial i6nico, ¢;(r), constante en el tiempo, pero el método
puede extenderse a iones méviles de forma automatica. La densidad total de carga
serd entonces p(r,t) = P(r) — N(r,t), siendo P la densidad de carga positiva y
N la negativa. Centrémonos entonces en ésta, que generarda un potencial escalar
¢e(r,t) y un potencial vector A(r,t) (los iones, al estar fijos, no contribuyen al
potencial vector). En primer lugar descompongamos la suma de la ecuacion (3.22)

en sumas parciales de particulas que estan en el mismo elemento de volumen en

«Q

@ = x*). Si suponemos que la carga de todas las

el mismo instante de tiempo (z
particulas es la misma, cosa habitual en las simulaciones de plasmas preformados,
pero no cierta cuando hay ionizacién y cada particula tiene una carga diferente,

tendremos

B N )1 1
QSG(I', t) - _/dr |I‘ B rm| N(r’,t’) a; ]_ _ Vm(t/) . n/C, (323)

T 1,/0(

mT

donde N (r,t) es el nimero de particulas que comparten el mismo elemento de
volumen en el instante ¢. Si definimos la velocidad promedio de las particulas en

cada celda como

v(r' t') = m %: Viu(t'), (3.24)

@ .l
Ty =T
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tendremos que v,,(¥') = v(r,t') + Av,,(t'). El término de velocidad en el denomi-
nador de (3.23) puede expresarse como una serie de Taylor en Av,,(t')/c

1 N 1 o
l—v,(t) -n/c  1—=v() -n/c

{1 n Av,(t') -n/c I [Avm( ) - n/cl + .. } (3.25)

1—v(t)-n/c |[1—v(t')-n/c

En la suma en (3.23) el primer término de la serie de Taylor nos da N (r',¢') y

el segundo se anula por definicién de Av,,(t'). El tercero contiene la suma

> (Ava(t) m) = 3 A=

m

o —
Ty =T Inz I

3N (¢
%kBT(r,,t/), (326)
donde hemos supuesto que las fluctuaciones en la velocidad son isétropas y he-
mos introducido una temperatura local dependiente del tiempo y no relativista
T(r,t) [106]. kp es la constante de Boltzmann. Queddndonos a segundo orden la
aproximacién al potencial escalar 1til para nuestros calculos seria

1 Nt kgT(r' t") /2mc?
__/yr—r'|1— (r,t) {1+3B (. 6)/ mc}dr'. (3.27)

v(t') -n/c [1—v(t)-n/d’

En principio esta expresién es vélida inicamente si |Av(t)| < ¢ — v(t). Para
las particulas mas rapidas que la media la dindmica relativista nos asegura esa
condicién. En cambio, la distribucién de velocidades en régimen relativista es muy
asimétrica y puede haber particulas con velocidades bastante inferiores a la media
que no cumplan la condicién anterior. Pese a todo, como para ellas el término en
el denominador es mas grande, esas particulas lentas contribuiran mucho menos a
la integral.

En cuanto al potencial vector, podemos escribirlo como

/d , N(r', ) 1 3 v(t') + Av,,(t) (3.29)
clr — v, | N(x/, t) 1= V() + Av,(t')] -n/c

:Z'/Q

L
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Definiendo la densidad de corriente como

J(r,t) = %: GV (t)0(r — ')

@ .l
Ty, =T

= ; 4nd(r — ) [v(t') + Av,,(t')] = —v(r,t)N(r,t), (3.29)

a o
m=7

x

tendremos que el primer término en la suma de la ecuacién (3.28) nos da la con-

tribucién de la velocidad promedio al potencial vector

T Y 2
AI,(r,t):/ 1 J(r',t) { 3kpT(r',t')/2mc

cr—r|1—v(@)-n/c| | [=v(t) @)/
En cuanto al segundo término de la suma, podemos escribirlo como

Av,,(t)
; 1—[v(t)+ Av,(t)] -n/c mxzzm

} dr'.  (3.30)

AV, (1) (AV, () - 1)
[1—v() -n/c? ~

(3.31)

y, para una distribucién isétropa de la fluctuacion de la velocidad, obtener

5 1 N(r',t)n 3kpT(r',t')
Asilr,t) = _/ r—r[[1—v(#) - n(t)/d2 me

(3.32)

El potencial vector total serd entonces A(r,t) = A,(r,t) + Aa,(r,t). Estas ex-
presiones que hemos hallado seran ttiles para calculos tridimensionales con plasmas
relativistas frios o calientes, siempre que sean validas las aproximaciones que hemos
utilizado. Nosotros estamos interesados en un caso mucho mas sencillo: un plasma
frio y un medio unidimensional. La primera condicién simplifica notablemente las
expresiones, sin mas que hacer T'(r,t) = 0. En particular el término A, (r,t) es
nulo. En cuanto a la segunda, intentemos hallar unas expresiones adecuadas para
los potenciales unidimensionales.

Para un plasma frio podemos escribir la ecuacion (3.27) en coordenadas cilindricas

(p,,x) (ver figura 3.4) como

N2(z' t'
el t) ~ — [da' [ [ pdpdp™5")

/ ; —1
X NG ) + Jo(a ) 552+ Ty (2, 1) 22 + (!, ) 52|, (3.33)
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y

Figura 3.4: Geometria del problema unidimensional en coordenadas cilindricas.

donde como siempre R = |r — r'| y hemos usado (3.29) y n = (r — r’)/R. Como

R =c(t—1t') y en el plano 2’ constante se verifica que RdR = pdp, tendremos que
Ge(m,t) ~ —c2 [ da’ [Tl Ve qp J&mdeN?*(z',t)
X {CN(:L”, )+ Jo (2 )+ [Ty (2, t) cos o + J. (2, ) sinp]y/1 — CQ}_I (3.34)

siendo ¢ = (z — 2')/[e(t — t)]. La integral sobre el azimut puede resolverse de

forma sencilla para obtener

Ge(m,t) ~ =21 [ da’ [TV a N2 ()

~1/2

< [N (@, ) + T, (2 )P — [ ) + T2 )] [ — ] (3.35)

De forma andloga se halla la expresién para el potencial vector, que resulta ser

A(z,t) ~ —2mc [da’ [V qy N (@, ¢)I (2, 1)

—1/2

x ([N (@' ) + Jo(a )¢ = [T (@ 1) + P2 )] [ = 1 (3.36)

Podemos darnos cuenta de que tanto el potencial escalar como cada componente

del potencial vector pueden escribirse de la forma

A(z,t) ~ /dx']:,\(ac',mt — |z —2'|/c) (3.37)
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donde Fy(a', x,t — |z — 2’| /c) es la correspondiente integral en el tiempo. Resulta
claro entonces que pese a nuestra aproximacion unidimensional, la integracion de
los potenciales es un problema bidimensional puesto que depende de dos variables,
x y x'. Esta bidimensionalidad refleja la anisotropia del campo inducida por la
velocidad relativista. Hay situaciones en las que podemos reducir las ecuaciones
(3.35) y (3.36) a un problema unidimensional. Consideremos una ldmina de plasma
muy fina cuya radiacion queremos observar a una distancia mucho mayor que su
espesor. Entonces R >> |z —2'| en casi todo el dominio de integracién sobre el que
se extiende Fy(2', z,t — |x — 2’| /c). Tendremos entonces que podemos aproximar

(3.35) por

(3.38)

t—|z—2a'|/c 2N2(2 ) dt
Ge(T,t) = —27r/dx’/ CN (@ t) 77

 {eNa ) - [ + 2 )

y de forma andloga las componentes del potencial vector. Precisamente en el caso
que nos interesa el campo eléctrico externo es transversal y es de esperar que las
cargas se muevan principalmente en el plano transversal, por lo cual ]J;(:c’ )+
J2(2 V)] > |J2(2', )|, que es otro argumento a favor de nuestra aproximacion.

Hemos reducido entonces el problema a solucionar cuatro ecuaciones del tipo

Az, t) = / dz' Fy (a: o= “’/|>, (3.39)

C

que son muy faciles de resolver numéricamente. Para hacerlo descomponemos las
integrales en una parte que se propaga hacia la derecha y otra hacia la izquierda.
Si la red espacial se extiende en el intervalo [0, L], cada integral la calcularemos

como A(x,t) = At (z,t) + A (z,t), donde

A (z,t) = ' dx' Fa (:L'/, t— M), (3.40)
C

L _ /

A (z,t) = [ da'Fy <x t+ u) (3.41)

T C
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Eligiendo los pasos espacial y temporal de forma que Ax = cAt tendremos que

+ + rrAr / / |$_xl|
A* (2 + Aa,t + AL) = A (x,t)—l—/ dr' Fo 2t — L (342)

C

El calculo de la integral entre z v « + Az a segundo orden es

r+Ax !
/ da' Fy (:I:’,t — @) o~ %[FA(:I:, t) + Fa(x + Az, t + At)], (3.43)

y anadlogamente tendremos para la parte que se propaga de derecha a izquierda

A (x— Az, t + At) = A" (z,t) + /IA dx' Fa (zv', t+ M), (3.44)

C

resolviéndose la integral como

/IA dx' Fi (:1;’,75 + 2 _c v |> ~ %[}"A(a:,t) + Falz — Az, t + At)].  (3.45)

Las condiciones de contorno son A*(0,¢#) = 0, A~ (L,t) = 0. En cuanto a

Fa(z,t), sabemos que en todos los casos es una integral del tipo

t
Fa(z,t) = [ dt'ga(z,t), (3.46)

to
donde ¢; es el instante inicial y gj(x,t) es una funcién de las densidades de carga

y corriente. Podemos propagar entonces la integral haciendo simplemente
At
Falz,t + At) = Fa(z,t) + Atga (x,t+ ?> (3.47)

Aprovechamos que, debido al método de salto de rana, conocemos las velocida-
des y por tanto la densidad de corriente en los instantes ”semienteros” de tiempo
para utilizarlas en gj(x,t + At/2). En cuanto a la densidad de carga, tomamos
N(z,t + At/2) = 1/2[N(z,t) + N(z,t + At)]. De este modo calculamos los po-
tenciales de una forma sencilla y rdpida. Para calcular los campos utilizamos las

ecuaciones (1.20) y (1.21), que para nuestra geometria se reducen a

0 10

B, = —¢—-—A 4
10

B. = gAy + B, (3.50)
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donde FEj,, By, son las componentes eléctrica y magnética del campo incidente, que
tendran la forma Ey,(z,t) = By.(z,t) = EyS(n)sin(n), con n = wet — kyz y S una
envolvente que a partir de ahora, salvo que digamos lo contrario, tendra forma de
funcion seno cuadrado. Las ecuaciones (3.48)-(3.50) las resolvemos transformando
las derivadas en incrementos finitos a primer orden.

Antes de pasar a otra cosa vamos a estimar la importancia de las correcciones
relativistas que hemos introducido en el codigo para ver en qué rango de parametros
debemos tenerlas en cuenta. Para ello hemos hecho unas simulaciones en las que
incidimos con un pulso de frecuencia wy = 0.05 w.a. (lo que equivale a una lon-
gitud de onda Ay ~ 0.9 pum) y duracién veinte ciclos épticos sobre una ldmina de
espesor 0.1\ (para que la aproximacién hecha en la ecuacién (3.38) sea correcta)
de un plasma preformado en equilibrio cuya densidad es 1.65 veces la critica. En
cada caso hemos resuelto los potenciales con la correcciéon de Liénard-Wiechert
-ecuacion (3.38) y andloga para el potencial vector- y sin ella, usando simplemente
los potenciales de Coulomb retardados, lo que equivale a suponer v/c << 1y por

tanto J/c << N, es decir, quedarnos con las expresiones
t—|z—a'|/c
Ge(x,t) =~ —27rc/d:v’/ N(',t)dt', (3.51)
t—|z—a'|/c
Al t) ~ 27T/dx// I, t)dt. (3.52)

La contribucion de las cargas positivas es en cualquier caso
t—|z—a'|/c
bp(x,t) 27rc/d:v'/ Pz’ t)dt'. (3.53)
En la figura 3.5 podemos ver el espectro de arménicos del campo transmitido a
través de la lamina (a) y reflejado por ella (b) cuando la amplitud del campo es mo-
derada (1 u.a.). Observamos que la diferencia cuando introducimos la correccién
de Liénard-Wiechert (linea discontinua) con respecto al calculo con los potenciales

de Coulomb retardados (linea continua) es minima, aunque en el campo trans-

mitido los armonicos son un poco mas intensos, al contrario que en el reflejado.
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Figura 3.5: Espectro de armonicos del campo transmitido (a) y reflejado (b) en una
lamina delgada cuando realizamos el calculo de los potenciales incluyendo (linea de
puntos) y sin incluir (linea continua) la correccién de Liénard-Wiechert. El pulso
incidente tiene una frecuencia wy = 0.05 u.a., una duraciéon de veinte ciclos con
envolvente en forma de seno cuadrado y una amplitud Ey = 1 u.a.
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Figura 3.6: Lo mismo que la figura 3.5 pero con un pulso de amplitud E, = 10
u.a.
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Figura 3.7: Evolucion espaciotemporal del campo longitudinal E, para un campo
incidente de amplitud maxima Ejy = 10 u.a. cuando no consideramos la correccién
de Liénard-Wiechert en los potenciales.

Los perfiles del campo transmitido y el reflejado parecen idénticos y por eso no
los representamos. Podemos concluir entonces que para el régimen poco relati-
vista al que corresponden estos parametros la correccion de Liénard-Wiechert no

es importante y podemos prescindir de ella.

Si incrementamos la amplitud del campo un orden de magnitud, hasta Ey = 10
w.a., con lo que la intensidad aumenta cien veces (Iy &~ 4 x 10'® w.a.) las cosas
cambian bastante, como podemos observar en la figura 3.6. En este caso el aumento
en la intensidad de los arménicos transmitidos al incluir la correccién de Liénard-
Wiechert es de varios 6rdenes de magnitud, mientras que los reflejados son menos
intensos. Para aclarar lo que ocurre podemos recurrir a las figuras 3.7 y 3.8. En
la primera hemos dibujado la evolucién del campo longitudinal E, a lo largo del

espacio (eje horizontal) y del tiempo (eje vertical) en las simulaciones anteriores
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Figura 3.8: Lo mismo que en la figura 3.7 pero introduciendo la correccién de
Liénard-Wiechert.

cuando utilizamos tinicamente los potenciales de Coulomb retardados. Se observan
las oscilaciones del campo en la zona central del pulso, cerca de su maximo. Estas
oscilaciones estén restringidas al espacio ocupado por la ldmina (entre z = 0y
x = 0.1)) y son el resultado del movimiento de los electrones debido al término
v X B de la fuerza de Lorentz, el mismo mecanismo que como ya sabemos genera
los arménicos. Cuando el campo externo vuelve a decrecer, las oscilaciones se
amortiguan y el campo longitudinal va disminuyendo. La figura 3.8 representa el
mismo campo cuando tenemos en cuenta la correccion de Liénard-Wiechert. Ahora
las oscilaciones del campo longitudinal son mucho mas intensas debido a la ruptura
de la simetria del potencial coulombiano. Recordemos que el campo generado por
una particula relativista en movimiento tenfa dos contribuciones -ecuacién (1.30)-,
la de velocidad, o campo cercano, que tenia una dependencia con la distancia al

punto de observacién del tipo R~2 y la de aceleracién, o campo lejano, que decae
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como R~!. Esta tltima es la que se considera generalmente como el campo de
radiacién porque es la de mas largo alcance y por ello podemos detectarla. En
nuestro caso es mas interesante el campo de velocidad, que en una lamina delgada
es el que sienten las particulas préximas a otra en movimiento. Este campo, para
una particula aislada, puede escribirse en funcién de su posicién instantanea y en
tiempo no retardado en el sistema del laboratorio como [31]

an

E(r,t) =
0 = R = @ant P

(3.54)

donde ¢ = arccos(n - v). Este campo es muy anisétropo debido a que la carga
efectiva observada en la direcciéon ortogonal al desplazamiento de la particula es
mucho mayor que la carga en reposo. En nuestro caso las particulas se desplazan
principalmente en la direccién del campo eléctrico externo, es decir, a lo largo
del eje y. Por ello, la carga efectiva observada en la direccién x fluctiia entre su
valor en reposo y otro bastante mayor. Cuando esta carga efectiva es mayor, los
iones, que estan fijos (o al menos se mueven mucho mas lentamente) y por tanto
tienen carga efectiva constante, no pueden compensar el exceso de carga nega-
tiva y por lo tanto el campo longitudinal se dispara debido a esta no neutralidad
transitoria. El resultado es el aumento de las oscilaciones del plasma y por tanto
de la radiacién secundaria. Ademads, debido a la no neutralidad, hay un campo
longitudinal residual que logra propagarse a cierta distancia de la lamina.

Vemos por tanto que la correccién de Liénard-Wiechert puede ser importante
para campos muy intensos, pero para campos cuya amplitud es del orden de la
unidad atémica o inferior, su influencia es débil. Por ello y a fin de simplificar los
calculos, a partir de ahora vamos a prescindir de dicha correccién y todas nuestras

simulaciones las haremos con los potenciales de Coulomb retardados.
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3.3 Ionizacién en un cédigo PIC

Hasta ahora no hemos hablado para nada de la ionizacién, que es el punto clave
de nuestro trabajo. Para incluirla en un cédigo de particulas habra que introducir
en el bucle de la figura 3.1 un paso adicional en el que calculemos la ionizacion
del medio e introduzcamos las correspondientes particulas. Nosotros hacemos esto
justo después de hallar los campos resolviendo las ecuaciones de Maxwell y antes
de mover las particulas. Partimos de una configuracion inicial en la que a cada
punto de la lamina le asignamos una carga ligada )y y la correspondiente densidad
Ny(z,0) = Ny = Qo/Azx. Tanto la carga positiva como la negativa libres son nulas
(podriamos partir también de una situacién de ionizacién parcial, pero no hemos
considerado esta posibilidad aqui). A cada paso temporal calculamos la densidad

de carga que se ioniza a partir de la ecuacion

9
o Vil 1) = =W (2, ) Ny(z, 1), (3.55)

donde W es la tasa de ionizacién. Tendremos entonces que la densidad de carga
que se ioniza entre t y t + At serd ANy(x,t + At) = W(x,t)Ny(z,t)At. Una
vez que sabemos la cantidad de carga ionizada creamos una particula de carga
q = ANy(x,t+ At)Ax y la colocamos en el punto de la malla correspondiente a la
posicion x. Al mismo tiempo aumentamos la densidad de carga positiva en dicho
punto lo mismo que disminuye la densidad de carga ligada.

Todo nuestro trabajo se centra en el efecto de la fotoionizacién. Debido a esto
vamos a considerar que la tasa de ionizacion estd determinada exclusivamente por
el campo eléctrico, es decir, despreciamos la ionizacién por colisiones entre elec-
trones e iones. La ionizacion por colisiones puede ser importante en determinados
regimenes y a tiempos relativamente largos. En nuestro caso el principal motivo
para despreciar la ionizacion por colisiones es que este tipo de ionizacién depende

de la seccion eficaz de las colisiones y esta es méas importante cuanto mas grandes
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son los iones. Nosotros vamos a considerar los iones mas ligeros, los de hidrégeno,
para los cuales la probabilidad de ionizacién por colisiones es muy baja, como
vamos a ver. Hay que explicar que elegimos el hidréogeno por la simplicidad de
las probabilidades de ionizacién para dicho atomo, que ya conocemos, y porque al
ser un atomo con un solo electréon libre hay tnicamente una etapa de ionizacion,
lo que simplifica mucho los cédlculos. Tomaremos como tasa de ionizacion la ex-
presién mas sencilla, dada por la férmula (1.3) con la amplitud del campo variable

en tiempo y espacio, que es la expresion mas utilizada en la literatura:

4 2
W)= 5a eXp<_3|E<x,t>|>’ (3.56)

donde volvemos a utilizar unidades atémicas. La tasa de ionizacién por colisiones
vendrd dada por la expresién [107] W, = Nuo(v), donde N es la densidad de
electrones, v la velocidad media, que para nosotros serd v = |JJ/N|y o(v) la seccién
eficaz de colisiones, que depende de la velocidad de los electrones incidentes. No
hay una expresién tedrica universal para las secciones eficaces de colisiones puesto
que dependen de bastantes factores. Normalmente se utilizan interpolaciones de
datos experimentales ajustados a curvas sencillas. Lo habitual es elegir una seccion

del tipo [108, 109]

o(K) = J%K lA 111(%) + §3i<1 - %)1 (3.57)

donde K es la energia cinética del electrén, I, el potencial de ionizacién del dtomo
o ion y A, B; constantes propias de cada especie. Para el hidrogeno basta tomar
cuatro términos en el sumatorio para obtener una seccion eficaz con una fiabilidad
del 7%. Los datos concretos son: I, = 13.6, A = 0.1845, B; = —0.0186, By =
0.1231, By = —0.1901 y By = 0.9527. I, esta dado evidentemente en electronvoltios
y las unidades de las demds constantes son 10~ 3eVZem?.

Podemos ver el valor de la tasa de fotoionizacién en funcién de la amplitud del

campo en la figura 3.9a en el rango en que esta es valida. También la utilizaremos
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Figura 3.9: Tasa de fotoionizacién en funcion de la amplitud del campo eléctrico
dada por la ecuacién 3.56 (a). Tasa de ionizacién por colisiones en funcién de la
velocidad del electrén incidente dada por la expresion 3.57 (b).
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para campos mayores porque, aunque deja de ser correcta, en esos casos la ioni-
zacion total se produce mucho antes de que el campo alcance su valor maximo,
durante la primera parte del pulso, como ya veremos, y no cometeremos un error
importante. En la figura 3.9b podemos ver la tasa de ionizacién por colisiones
electrén-ion en el caso de un medio compuesto de hidrégeno a una densidad igual
a la critica. Observamos cémo incluso cuando la tasa de ionizacién por colisiones es
maxima, para electrones cuya velocidad esté en torno a las tres unidades atomicas,
su valor es 6rdenes de magnitud inferior a la probabilidad de fotoionizacién cuando
la amplitud del campo eléctrico es del orden de 0.1 unidades atéomicas. Si la den-
sidad fuera diez veces superior a la critica, la ionizacion por colisiones seguiria
siendo irrelevante y por ello no la consideraremos. Para més informacion al res-
pecto nos remitimos a anteriores trabajos en los que ha quedado claro que el efecto
de la ionizacién por colisiones en la propagacién de campos electromagnéticos en
medios ionizables es menor que el de la fotoionizacion para iones pequenos, densi-
dades moderadas y campos con intensidades del orden de los que vamos a utilizar

(107, 110, 111].

Del mismo modo no vamos a considerar la posibilidad de recombinacién por
un motivo fundamental: cuando las densidades son altas la pérdida de coherencia
debida al desajuste de fase y a las interacciones entre los electrones libres hace
que los armonicos altos que hemos estudiado en el caso de atomos aislados, y que
también se observan en medios muy poco densos, desaparezcan, es decir, no hay
recombinacién coherente. Por otro lado, el paso de poblacion, aunque sea de forma
incoherente (por colisiones, etc.) desde el continuo a los estados ligados va a ser
insignificante para campos suficientemente intensos porque la energia cinética de
los electrones serda muy alta y los nicleos atémicos no podran capturarlos. Por
idénticas razones despreciamos la contribucién a la propagacion del campo de la

poblacién ligada, que sera mucho menos importante que la de los electrones libres,
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a menos, quiza, que hubiera alguna resonancia, hecho que supondremos que no
se produce. En ausencia de resonancias el efecto de la poblacion ligada puede
asimilarse a una permitividad dieléctrica de fondo, e, distinta de la del vacio y
la solucién de las ecuaciones de propagacion es exactamente igual salvo por una
renormalizacion de las variables. Por ello suponemos que el medio es transparente

cuando estd totalmente desexcitado.

3.4 Modelo de cargas fijas para la formacion de
un plasma por un laser

Vamos ahora a describir un modelo muchisimo més sencillo que nos permitira
estudiar con comodidad los efectos de la ionizacién en el caso no relativista y poco
denso. Este modelo fue introducido por Brunel en 1990 [112] y desde entonces ha
sido utilizado con asiduidad, en su forma original o con algin cambio, en trabajos
sobre propagacién en medios ionizables [107, 110, 113, 114, 115, 116]. De nuevo
vamos a considerar unicamente la contribucién a la polarizacion atomica de los
electrones libres, negando cualquier efecto del potencial atéomico, asi como todos
los efectos relativistas (lo que sélo es vélido para campos poco intensos) y de
movimiento de cargas en el medio (lo que sélo es vélido para densidades no muy
altas). El problema es entonces unidimensional puesto que la geometria sigue
siendo la del esquema 3.2 pero sin campo magnético. Supondremos que en el
semiplano = < 0 el medio es el vacio y que en el intervalo [0, L] se extiende un
medio ionizable inicialmente transparente. La ecuaciéon de ondas para el campo

eléctrico, polarizado en la direccién y, es entonces muy sencilla

OE  10°E 4w dJ

— == = 3.58
or? otz ¢ ot’ (3:58)
donde la densidad de corriente no es mas que
1 N(t)
J(t)=—Nuv = v; (t). (3.59)

AV S
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Como siempre, N es la densidad de electrones, v es la velocidad promedio del
fluido, AV es el niimero de electrones libres en el volumen AV y v; la velocidad del
i-ésimo electron situado dentro de ese volumen. La corriente en el instante ¢t + At

vendra dada por

N(t) N (t+At)
t+At) = ——— (4 At) — —— i(t+ At). :
J(t + At) AV 2 vi(t + At) AV i_NE(;)Hv,( + At) (3.60)

El segundo de los dos sumandos en el lado derecho de (3.60) representa los
electrones que se han ionizado en el intervalo [¢,t + At], puesto que negamos el
movimiento de los electrones de una celda a otra (de ahi que llamemos a este modelo
de cargas fijas). Si nos cenimos al régimen de ionizacién por tiunel sabemos que
podemos aproximar la velocidad de los electrones ionizados a cero, con lo cual ese
segundo sumando es nulo. Por tanto, restando (3.59) de (3.60), dividiendo por
At y pasando al limite tenemos que la evolucién de la densidad de corriente viene

dada por
oJ . 1 N d’Ui
ot AV & dt’

Como todos los electrones de la celda tienen la misma ecuacién de movimiento

(3.61)

v; = —F, la ecuacién de evolucion para J serd entonces
o.J w?
—~ = NE="2nE, 3.62
ot e (3:62)

siendo wyy = V41N la frecuencia de plasma méxima alcanzada cuando toda la
poblacién estd ionizada y n = N/Nj la densidad de electrones libres normalizada

o grado de ionizacion, cuya evolucion vendra dada por la ecuaciéon

on
i W(1l —n), (3.63)

donde W (z,t) es la tasa de ionizacién, dada por la ecuacién (3.56). Hemos hecho
uso de que en este caso, al no haber movimiento de cargas, la poblacién ligada

es N, = Ny — N. Las tres ecuaciones (3.58), (3.62) y (3.63) nos dan la evolucién
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completa de nuestro modelo, en el que sélo esta incluido el efecto de la ionizacion
en la propagacion del campo, que podemos separar asi de todos los otros efectos
existentes en un plasma real y que si estan incluidos, con mayor o menor exactitud,
en los coédigos de particulas.

Si escribimos (3.58) en su forma integral

L _ /
E(z,t) = By, t) — 2" d.r’J(:c’,t - M) (3.64)

c Jo C

donde E;(z,t) es el campo incidente, vemos més claramente que el campo total es
la suma del incidente més el de reaccion inducido por J y el campo reflejado sera
sencillamente E,(t) = E(0,t) — E;(0,t). La resoluciéon numérica de las ecuaciones
(3.62) y (3.63) la hacemos mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden
y la de (3.64) descomponiendo la integral en una parte que se propague hacia la
izquierda y otra hacia la derecha, tal y como se ha explicado en la seccion 3.2.
De este modo se reduce el tamano necesario de la malla espacial, acelerandose de

forma considerable los calculos.



Capitulo 4

Propagacion de armonicos en
plasmas generados por un laser

Una vez conocidas todas nuestras herramientas tedricas y numéricas vamos a estu-
diar como se generan y propagan los armoénicos durante la ionizacién de un medio
denso por un pulso laser intenso. Comenzaremos hablando de la generaciéon de los

armoénicos y pasaremos mas adelante a comentar algunos efectos de propagacion.

4.1 Generacion de armoénicos por ionizacién inho-
mogénea [114, 115]

Para estudiar si pueden generarse armonicos durante la propagacion de un pulso
laser en un medio ionizable retomemos el modelo simplificado descrito en la seccion
3.4. Si el campo incidente tiene una forma F;(z,t) = 2F;(x,t) cos(wot—koz), con la
envolvente Fj(x,t) lentamente variable en el tiempo y el espacio, podemos buscar

soluciones a las ecuaciones (3.62), (3.63) y (3.64) en forma de desarrollo de Floquet

E(x,t) = i Esyi1(z,t) exp|—i(2q + 1)wpt], (4.1)
J(z,t) = i Jog+1(x, t) exp[—i(2q + 1)wyt], (4.2)
n(x,t) = _f: Ny (z, t) exp[—i2quwyt], (4.3)

125
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W(z,t) = i wWay(, 1) exp[—i2quwyt]. (4.4)
g=—o0

La tasa de ionizacién W tiene tinicamente componentes pares puesto que de-
pende del médulo del campo, lo mismo que N. Por el contrario F y J tienen
unicamente componentes impares. Suponemos que todas las amplitudes de los
armonicos varian lentamente en el tiempo, pero no en el espacio puesto que para
densidades altas puede haber una considerable reflexion. Sustituyendo estos de-
sarrollos en las ecuaciones (3.62)- (3.64) y asumiendo que: (a) la tasa de ionizacién
es mucho menor que la frecuencia del laser, es decir, que durante un ciclo éptico
sélo se ioniza una pequena parte de la poblacién electrénica; (b) debido a esto los
posibles arménicos seran débiles y podemos despreciar su efecto sobre el funda-
mental que (c) es la tnica fuente de los demés (ignoramos los acoplamientos entre
armonicos altos). Todas estas condiciones se resumen en que el campo sea poco
intenso para que la ionizacion sea muy lenta y el medio poco denso para que los
acoplamientos sean débiles. Suponiendo esto cierto llegamos al siguiente sistema

de ecuaciones [115]

Ei(xz,t) = FEi(x,t)exp(ikor)

2
1 00
— —iko<@> / dx' exp(iko|z — 2'|)noEr (2, 7), (4.5)
2 Wy 0
on
—8t0 = U)O(l—n()), (46)
1 w 2 oo
Esyia(z,t) = §ik2q+1<—p0> / dx’ exp(iko|lz — 2'|)
Wag+1 0
X [—qu E\(«',7)+ 2art) E (2, 'r)], (4.7)
Wagq Wa(q+1)

donde 7 =t — |z — 2'|/c, k. = rky, w, = rwo y E_; = Ej. Sin més que observar
la ecuacion (4.7) nos damos cuenta de que habré generacién de armonicos siempre
que la tasa de ionizacion tenga componentes de Fourier altas, es decir, siempre

que tenga una dependencia rapida con el tiempo. Este es el caso de la expresion
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que usamos en el régimen de tunel, tal y como vimos en el capitulo 2. Ademas,
durante la propagacion el campo no sera uniforme en todo el medio, por lo que
W también variara apreciablemente en el espacio. Esta inhomogeneidad hace que
los arménicos se generen Unicamente en los lugares donde se va produciendo la
ionizacién. La ecuacion (4.7) puede resolverse de forma aproximada cuando la
densidad del medio es muy baja y apenas hay reflexion, siendo posible entonces
hacer un desarrollo de Floquet también en la coordenada x [112]. No vamos a
hacerlo aqui puesto que la aproximacion de la envolvente lentamente variable falla
para describir la propagaciéon en el medio en los casos que més nos interesan,
cuando las densidades son préximas a la critica y la reflexiéon apreciable, debido
a efectos de desajuste de fase y dispersién [115]. El hecho es que una vez mas
la dependencia temporal de la tasa de ionizacién es un mecanismo eficiente en la

generacion de armoénicos.

Inicialmente se pensoé en que los arménicos podrian ser visibles durante la trans-
misién de un pulso a lo largo de un gas poco denso [112, 113] y fueron observados
experimentalmente haciendo incidir un laser de CO; sobre gases nobles [117]. Sin
embargo, ya sabemos que durante la propagacion se produce un desajuste de fase
que hace que se pierda por completo la visibilidad de los armoénicos al cabo de
una distancia muy corta, especialmente cuando hay electrones libres. Nosotros
hemos propuesto utilizar medios méas densos, con densidades iguales o superiores a
la critica, en los que los arménicos se generen por el mismo procedimiento pero se
reflejen en lugar de transmitirse [114, 115]. La ventaja de los arménicos reflejados
es que se propagaran practicamente en el vacio y los efectos de desajuste de fase

seran minimos.

En la figura 4.1a podemos observar el campo reflejado y la ionizacion en la
frontera cuando incidimos con un pulso de amplitud maxima E, = 0.08 u.a.,

duracién 15 ciclos y frecuencia wy = 0.05 u.a. (que serd la que usemos a partir de
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Figura 4.1: (a) Campo reflejado (linea continua gruesa) al incidir un pulso de
frecuencia wy = 0.05 u.a., longitud 15 ciclos 6pticos y amplitud maxima E, = 0.08
u.a. sobre un medio ionizable cuya densidad es igual a la critica en condiciones
de ionizacién total y cuyo espesor es 20)\;. En linea de trazos hemos representado
el campo incidente y en linea continua fina la densidad de electrones libres en la
frontera. (b) Espectro correspondiente al campo reflejado de (a).
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Figura 4.2: Evolucién espaciotemporal de la densidad de electrones libres en el
medio para el caso de la figura 4.1.

ahora salvo que se indique lo contrario) sobre una ldmina de densidad Ny = N,
cuando estd totalmente ionizada y de espesor 20)\;. Vemos que no hay reflexion
hasta que el maximo del pulso incidente no llega a la superficie frontera, momento
en el cual la amplitud del campo es suficiente para ionizar el medio, que pasa de ser
transparente a tener, al menos en la zona proxima a la frontera, una densidad de
plasma igual a la critica. Por ello el pulso reflejado es menos intenso y més corto
que el incidente. Comprobamos también lo que anticipabamos antes: la ionizacion
se produce mayormente cuando el campo eléctrico esté cerca de sus extremos y por
ello el perfil de la densidad de electrones libres aumenta escalonadamente. Debido
a ello aparecen los armoénicos en el campo reflejado que podemos observar en la
figura 4.1b. Los armoénicos no son muy intensos en comparacion con el fundamental
pero si son perfectamente visibles hasta 6rdenes relativamente altos. Podemos ver

algunas caracteristicas generales como son la anchura de los picos y el corrimiento
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Figura 4.3: Lo mismo que la figura 4.1a para valores de la densidad maxima 0.1},

(a), 0.4N, (b), 2N, (¢) y 5N, (d).

hacia frecuencias més altas, que mas tarde analizaremos. En la figura 4.2 podemos
ver la evolucién espaciotemporal de la densidad de electrones libres. Se observa
cémo va propagandose el frente de ionizacién y cémo decrece en el espacio también
escalonadamente la densidad de plasma final debido a la absorcién del campo en
el medio. De todos modos, vamos a centrarnos ahora en el campo reflejado y a

dejar los efectos de propagacién para mas adelante.

Para que el pulso reflejado en la frontera tenga una intensidad razonable la
densidad del medio debe ser cercana a la critica, pues si es mucho menor la reflexién
serd muy baja. En la figura 4.3 podemos ver los pulsos reflejados y los perfiles de
densidad para cuatro valores de la densidad méxima distintos del critico y en la

figura 4.4 los correspondientes espectros. Cuando Ny = 0.1N, (a) casi no hay
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reflexion y ni siquiera hay ionizacion total en la frontera. Los armoénicos reflejados
son muy débiles. Al aumentar la densidad hasta Ny = 0.4N,. (b) tenemos un campo
reflejado algo mayor, aunque sigue sin estar totalmente ionizada la frontera. Los
armonicos también aumentan en nimero e intensidad. Para valores supercriticos,
Ny =2N, (c) y Ny = 5N, (d) la reflexién crece notablemente y la amplitud méxima
del pulso reflejado es casi la misma que la del incidente, pero como ya dijimos es
mas corto y cada vez mas asimétrico. Este efecto podria ser utilizado para obtener
pulsos con un perfil de subida rapido. En cuanto a los armoénicos, son més intensos
que en los casos subcriticos pero su calidad es mucho menor debido a efectos de
desajuste de fase provocados por la ionizacion tan rapida y la alta densidad de
electrones libres cerca de la frontera. A la vista de las figuras 4.1b y 4.4 podemos
decir que la mejor situacién para que este tipo de armoénicos sean visibles es una
densidad igual o ligeramente inferior a la critica.

En cuanto al efecto de la intensidad del pulso incidente, es similar al de la
densidad del medio. En la figura 4.5 podemos ver los campos reflejados, densidades
en la frontera y espectros para amplitudes maximas del pulso incidente Ey = 0.06 y
FEy = 0.1 u.a. cuando la densidad maxima del medio es igual a la critica. En el caso
del campo menos intenso, la ionizacion es logicamente més baja y en consecuencia
el campo reflejado es mas pequeno y su espectro tiene pocos arménicos, pero son
bien visibles. El resultado es muy parecido al que obteniamos con un campo
FEy = 0.08 u.a. y una densidad Ny = 0.1N,.. Por el contrario, para un campo de
amplitud Ey = 0.1 u.a. la ionizacién es mas rapida, comenzando antes de que el
maximo del pulso incidente llegue a la frontera. Por ello el pulso reflejado es mas
largo e intenso. Del mismo modo los armonicos tienen mayor intensidad pero son

muy anchos. Es como si la densidad del medio fuera mayor y el campo menor.
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4.2 Efecto de la ionizacion en el caso de campos
intensos [118]

Hasta ahora hemos utilizado el modelo de cargas fijas para explicar la generaciéon de
armoénicos debida a la ionizaciéon dependiente de tiempo y espacio. Sin embargo,
pudiera ser que un modelo tan simple, que trata los electrones libres como un
fluido sin interacciones y por tanto no incluye ningin efecto colectivo, ofreciera
unos resultados poco creibles. Vamos a comprobar ahora la validez de este modelo
comparandolo con los resultados obtenidos en las simulaciones de particula en celda
[118].

Es de suponer que para medios muy sobredensos el modelo de cargas fijas falla
de forma clara porque en ese caso los efectos colectivos son los mas relevantes,
asi que vamos a ocuparnos del caso de medios ligeramente sobredensos, que es
también el mas interesante en la generaciéon de armonicos, tanto por ionizaciéon
como por los efectos relativistas. Ademads vamos a utilizar ahora laminas muy
finas porque los armoénicos se generan en un espacio corto y aumentar el espesor
de la diana nos lleva tnicamente a alargar los ya de por si costosos calculos. De
todas formas veremos mas adelante los efectos en la propagacion del campo de
medios mas gruesos cuando la densidad y el campo no son muy altos.

Consideremos fijos los parametros propios de la lamina, cuyo espesor serd 0.1\
y su densidad en el caso de ionizacién total Ny = 1.69N, (w0 = 1.3wy). El pulso
incidente tendra una duracion de veinte ciclos y su amplitud méxima tomara tres
valores: Fy = 0.1, 0.4 y 4 u.a. En la figura 4.6 mostramos los pulsos reflejados
para las tres intensidades del campo incidente obtenidos con los dos modelos, el
PIC y el de cargas fijas. Puede verse como el resultado es casi idéntico en el caso
del campo mas débil y en los otros dos aparecen ligeras diferencias. Podriamos
concluir que el modelo sencillo funciona muy bien para campos pequenos y bastante

bien incluso con campos de amplitud grande... y estariamos equivocados, o, mejor
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Figura 4.6: Campos reflejados en una lamina de espesor 0.1 )y y densidad Ny =
1.69 N. cuando incidimos sobre ella con un pulso de veinte ciclos de duracién y
amplitud maxima Ey, = 0.1 (a), 0.4 (b) y 4 (¢) u.a. La linea continua representa
los resultados obtenidos con un calculo de tipo PIC y la de trazos los del modelo
de cargas fijas.



136 Cap. 4 Propagacion de arménicos en plasmas

dicho, depende de qué es lo que le pidamos. A nosotros nos interesan los arménicos,
asi que hemos hallado el espectro de estos campos reflejados, que mostramos en
las figuras 4.7, 4.8 y 4.9. En todas ellas comparamos los resultados obtenidos con
el calculo de particulas (a), con el modelo sencillo (b) y con el célculo de particulas
considerando que no hay ionizacién sino que la lamina esta totalmente ionizada

antes de la interaccién con el laser (c).

Para el campo de 0.1 u.a. (figura 4.7) puede verse que los arménicos obte-
nidos con los dos tipos de modelos son casi idénticos, con la diferencia de que
en el cdlculo PIC son menos visibles, debido al efecto de las interacciones entre
particulas que provoca un aumento de ruido. Por lo demés la intensidad y la
forma de los armodnicos visibles es exactamente la misma. Por el contrario, cuando
la lamina estd preionizada el resultado es bien distinto, apareciendo sélo un timido
apunte de tercer armoénico tres érdenes de magnitud menos intenso que cuando
hay ionizacién. Podemos decir ya con seguridad que en este caso la radiacion pro-
cedente del plasma estd controlada por el proceso de ionizacién y que el modelo
de cargas fijas reproduce bien los resultados del mas complejo calculo PIC. En
este caso la aproximacion habitual en los célculos PIC de considerar que la lamina
esta completamente ionizada antes de la interaccién con el laser es absolutamente

erronea.

Cuando la amplitud del campo incidente crece hasta 0.4 u.a. (figura 4.8) los
resultados comienzan a cambiar. Todavia son visibles los arménicos fruto de la
ionizacion, pero hay una diferencia de casi un orden de magnitud en la intensidad
del tercer armoénico entre el célculo PIC (a) y el modelo sencillo (b). Esa intensi-
dad coincide ademds con la que obtenemos en el caso de la ldmina preionizada (c),
aunque en este caso el pico es mucho mas nitido debido a la ausencia de los efectos
de desajuste de fase de la ionizacion. En esta situacién podemos decir que necesi-

tamos incluir la ionizacion para describir correctamente la radiacion generada por
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Figura 4.7: Espectros correspondientes al caso de la figura 4.6(a) obtenidos con
un célculo PIC (a), el modelo sencillo (b) y un célculo PIC suponiendo la ldmina
preionizada.
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Figura 4.8: Lo mismo que la figura 4.7 para un campo de amplitud 0.4 u.a.
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el medio pero los efectos colectivos comienzan a jugar el papel mas importante.

Por ltimo, cuando nos vamos a una amplitud de 4 u.a. (figura 4.9) los espectros
obtenidos con la ldmina no ionizada (a) y preionizada (c) son casi iguales, mientras
que el resultado del modelo sencillo (b) es totalmente distinto, siendo por tanto
dicho modelo poco apto para describir la interaccién para campos tan intensos. En
este caso la ionizacion es muy poco importante y podriamos obviar su contribucion,

como se ha hecho en trabajos anteriores [84, 85].

La naturaleza de los armonicos generados en los dos casos limites es muy dis-
tinta, como ya sabemos. Para que quede ain mas claro, hemos representado en la
figura figura 4.10 la evolucién espaciotemporal de la densidad de electrones libres
en ambos casos. Para el campo mas pequeno los armdnicos se generan durante la
etapa de ionizacion, tal y como hemos explicado. Puede verse cémo la ionizacion va
progresando a saltos en el medio cuando el pulso se acerca a su maximo. Cuando
la ionizacién es completa el inico mecanismo de generacién de arménicos es el de
la fuerza magnética relativista, que para este campo tan débil es casi inapreciable.
Sin embargo, para el pulso de Ey = 4 u.a. la ionizacién es muy rapida, ocurriendo
de forma préacticamente instantdnea en todo el material al cabo del primer ciclo del
campo (cuando su valor es mucho menor que el del méximo y por tanto podemos
usar la férmula de tinel para la tasa de ionizacién) y en cuanto se ha producido
los electrones comienzan a oscilar como un espejo movil. La inhomogeneidad de la

densidad de electrones en el medio es también mucho mayor.

El peso de cada mecanismo (ionizacién y campo magnético) en la generacion de
armonicos total estd relacionado con el tiempo que requiere el medio para ionizarse
completamente y, por tanto, con la intensidad del laser. Cuando este tiempo es
comparable a la duracion total del pulso los armoénicos serdn generados principal-
mente por la ionizacion y tendran esa forma ensanchada caracteristica. Por contra,

cuando ese tiempo sea muy corto el espectro tendra picos mas agudos generados
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Figura 4.9: Lo mismo que la figura 4.7 para un campo de amplitud 4 u.a.
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Figura 4.10: Evolucién de la densidad de electrones libres cuando el campo inci-
dente tiene una amplitud de 0.1 (a) y 4 (b) u.a.
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Figura 4.11: Evolucion de la densidad de electrones ligados en el centro de la
lamina para amplitudes incidentes 0.1 (linea de puntos), 0.4 (linea de trazos) y 4
(linea continua) u.a.

por la fuerza magnética. En la figura 4.11 hemos representado la evolucion de la
poblacién de electrones ligados en el centro de la ldmina para las tres amplitudes
del pulso incidente. Podemos ver que en el caso mas intenso (Fy = 4 u.a.) la
ionizacion se lleva a cabo en menos de un ciclo, tal y como veiamos antes, y por
ello no hay arménicos debidos a la ionizacién; en el mas débil (Ey = 0.1 u.a.) el
tiempo de ionizacién es de unos cuatro ciclos, suficiente para generar armonicos; en
el caso intermedio (Ey = 0.4 u.a.) el tiempo de ionizacién es de dos ciclos. Resulta
patente que para tener armonicos debidos a la ionizacion, ésta debe durar mas de
un ciclo. Del mismo modo, para que existan los otros armoénicos, los debidos a
la fuerza v x B, hace falta que un campo suficientemente intenso actie sobre los

electrones durante varios ciclos.

La importancia relativa de los dos regimenes dependera de la parte del tiempo

de interaccion durante la que sean efectivos. Para incidir més en esto, en la figura
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Figura 4.12: Espectro del campo reflejado cuando incidimos en la lamina con un
pulso de amplitud méxima E; = 0.4 u.a. y duracién 40 ciclos, diez de ellos de
subida veinte de amplitud constante y diez de bajada (linea continua). En linea de
puntos representamos el resultado de la figura 4.8 en la que el pulso tenia veinte
ciclos, sin parte de amplitud constante en el centro.

4.12 se ha representado el espectro obtenido para el campo intermedio para un
pulso de 40 ciclos con la misma envolvente en su primera parte que en el caso de
la figura 4.8, es decir, diez ciclos de crecimiento en forma de seno cuadrado, veinte
de amplitud constante y otros diez de decrecimiento en forma de seno cuadrado.
El hecho de que la primera parte del pulso sea idéntica nos asegura que el proceso
de ionizacién en ambos casos es igual, mientras que el anadido de esos veinte
ciclos a maxima intensidad aumenta el intervalo en el que el medio totalmente
ionizado genera armonicos. Podemos ver que hay un incremento en la altura
del pico correspondiente al tercer arménico y una pequena reduccién de los picos

anchos debidos a la ionizacién, lo que confirma nuestra anterior aseveracion.

Podemos concluir que hay dos diferentes regimenes de ionizaciéon con relacion

a la generacién de armonicos, cuya importancia depende de la relaciéon entre el
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tiempo de ionizacion y la duracion total del pulso. En el caso de campos poco
intensos el tiempo de ionizacién es de varios ciclos 6pticos y los armonicos se
generan precisamene por esa ionizacion dependiente de tiempo y espacio. Para
estos valores el modelo de cargas fijas de Brunel es suficiente para explicar los
resultados. Cuando el campo es mas intenso el tiempo de ionizacién se reduce y se
observan arménicos més intensos debidos a la componente magnética de la fuerza
que actia sobre los electrones. El papel de la ionizacién es entonces despreciable
y podemos suponer que el plasma esta preionizado antes de la interaccién con la

parte importante del pulso, que es la cercana al maximo.

4.3 Efectos de propagacion

Vamos ahora a comentar algunos de los tantas veces pospuestos efectos de pro-
pagacion. Vamos a centrarnos concretamente en dos efectos cromdaticos como son
el desplazamiento al azul y el filtro de frecuencias bajas, y, mas brevemente, en
los efectos de desajuste de fase en el caso de medios con densidades de electrones

altas.

4.3.1 Variaciones de longitud de onda. Corrimiento al
azul

En los espectros de armoénicos debidos a la ionizacién que hemos mostrado hasta
ahora hay una caracteristica que se repite: los picos son asimétricos y tienen una
falda que tiende hacia las frecuencias altas. Incluso es perceptible en algunos casos
que la posicién del maximo no coincide con el multiplo entero de la frecuencia inci-
dente sino que es mayor. Este efecto se conoce como corrimiento al azul (blueshift
en inglés) y es consecuencia directa de la ionizacién. Expliquemos de la forma més
sencilla posible este desplazamiento de frecuencia [119, 120].

Segun el campo va propagandose en el medio, éste se va ionizando, lo que hace
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variar su indice de refraccién 1 (no utilizamos la notacién mas comun n para que
no se produzca confusién con la densidad de electrones normalizada). Esto produce
un cambio de fase durante la propagacion a lo largo de un intervalo dz dado por
¢ = kdx = koyndz. El cambio de frecuencia serd simplemente dw = —dp/dt =
—koOn/ot dz. El salto de frecuencia total que sufre el campo al propagarse entre

0y L sera

_wo b On(x,t)
Aw = c/o dz 5 (4.8)

Esta ecuacion sélo es valida cuando la variacion de indice de refraccion es lenta
y si suponemos que el campo es inicialmente monocromatico, lo cual no es muy
buena aproximaciéon para pulsos muy cortos cuya curva espectral es ancha. En
medios muy poco densos podemos utilizar para el indice de refraccién la expresion
(1.109), aproximando la raiz de forma que n ~ 1 — w? /2w = 1 — N/2N.. El salto

en frecuencia serd entonces

Wo
2¢N, Jo

donde para la variacién de la densidad de electrones en el tiempo hemos usado la

Aw =~ ' dx W(x,t)(Ny — N). (4.9)

ecuacién (3.63). Resulta evidente a partir de la expresién anterior que hay un des-
plazamiento en frecuencia de signo positivo y que este desplazamiento serd mayor
cuanto mas rapida sea la ionizacién, mas denso el medio y més larga la longitud
de interaccion. Es claro ademaés que al aumentar la frecuencia fundamental, los
armoénicos que se generen también estaran desplazados.

En la figura 4.13 podemos ver cémo se generan y propagan los armoénicos mas
bajos en un medio de densidad maxima Ny = 0.1N. en el caso de un pulso de
amplitud méxima E, = 0.08 u.a. Podemos ver el progresivo ensanchamiento de
los picos y su leve desplazamiento hacia frecuencias mas altas. La simulacién estd
hecha con el modelo de cargas fijas.

En realidad el fenémeno no es tan sencillo. El desplazamiento al azul ocurre

unicamente en la parte del pulso que va ionizando el medio, mientras que el resto
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Figura 4.13: Evolucién espacial de los armoénicos en un medio de densidad maxima
Ny = 0.1N, para un campo incidente de amplitud E, = 0.08 u.a.

no lo sufre. En la figura 4.14 podemos ver dos momentos de la propagacién del
pulso dentro del medio, en este caso para una densidad méaxima N, = 0.4N,
para la que los efectos de propagacién son mas acusados. Es bien visible una
fuerte modulacion de fase. La parte cercana al maximo, que es la que ioniza el
material, se comprime, propagandose con una longitud de onda mucho mas corta
que la del campo incidente. Por su parte, la cola del pulso se va propagando sobre
un medio cuya densidad, y por tanto su indice de refraccién, varia suavemente.
Como dicho indice es menor que la unidad, la longitud de onda es mayor que la
del vacio. Esta modulacién de fase y los continuos cambios en la ”longitud de
onda instantanea” repercuten en la frecuencia del pulso transmitido. Podemos
ver la evolucion temporal de ese campo transmitido en la figura 4.15. La amplitud
maxima del pulso es un poco menor que el campo incidente, como es logico, debido

a la parte que se refleja, que para densidades subcriticas es pequena (figura 4.3b).
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En los dos detalles puede verse el aumento de la frecuencia cerca del centro del
pulso y la pequena disminucién en su cola, que estaria desplazada hacia el rojo.
Esto hace que el espectro total de los picos esté ensanchado, aunque al ser mucho
mas importante el corrimiento hacia el azul cuando el campo tiene la maxima
amplitud, en promedio la frecuencia del pulso aumenta.

Hay bastantes referencias en la literatura sobre desplazamientos de frecuencias
durante la propagacién de campos no muy intensos en medios ionizables poco
densos, tanto de cardcter tedrico [107, 110, 116, 119, 120, 121] como experimental
(122, 123, 124].

Cuando el campo es muy intenso los desplazamientos de frecuencia son dife-
rentes. En este caso la ionizacion es muy rapida, como ya hemos visto, y tiene
lugar durante la falda inicial del pulso. Esta falda va arrastrando los electrones
debido a la fuerza ponderomotriz y el resto del pulso se va encontrando una densi-
dad menor que la media. El efecto es entonces el contrario al que hemos descrito
antes y el desplazamiento medio se produce hacia frecuencias mas bajas, siendo
visible un pequeno corrimiento al rojo de los picos [85, 116]. Precisamente esa
inhomogeneidad es la que genera las ondas de choque en un plasma. Otro caso
distinto se produce cuando no es el propio pulso el que ioniza el medio sino que se
encuentra con un frente de ionizacién (provocado por un pulso anterior o por cual-
quier otro medio) que se desplaza con velocidad relativista en sentido contrario.
En este caso hay un desplazamiento al azul muy fuerte porque la frecuencia inicial
no se propaga en el medio sino que cambia hasta una frecuencia final dada por la
relacién de dispersion en el plasma w} = wi+w) [125, 126, 127]. Un efecto més que
aparece con campos intensos es el Doppler, que también modifica la radiacion de
los electrones en movimiento, como ya hemos visto en la seccién 1.5. Sin embargo,

su contribucion es generalmente menos importante que las anteriores.
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Figura 4.14: Propagacién de un pulso de amplitud maxima Fy = 0.08 u.a. dentro
de un medio con densidad maxima Ny = 0.4N,. La grafica (a) muestra el campo
dentro del medio (linea continua gruesa), el campo tal y como se propagaria en el
vacio (linea discontinua) y el perfil de densidad de electrones dentro del medio (linea
continua fina) diez ciclos después de que el pulso incidente alcance la superficie
frontera. La grafica (b) representa la situacién veinte ciclos después del inicio.
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4.3.2 Desajustes de fase

Paralelamente a los cambios de frecuencia aparecen los desajustes de fase debidos
al proceso de ionizacion y a la presencia de electrones libres, que como sabemos son
muy importantes. Este desajuste de fase provocara un deterioro de los arménicos,
que al cabo de una longitud de propagacién mas o menos larga desapareceran. En
el caso de un medio poco denso esta zona puede ser de bastantes longitudes de
onda y el desajuste de fase depende del producto de la densidad de electrones por
la longitud de propagacién [113], pero para medios densos esto deja de ser cierto.

En la figura 4.16 podemos ver como se propagan los armonicos bajos para den-
sidades mayores que la de la figura 4.13. Segtin aumenta la densidad los armoénicos
se van creando mas cerca de la frontera y se ensanchan mas rapidamente, por lo
que muy pronto se pierde su visibilidad. Para densidades mayores que la critica
la variacién es poco significativa puesto que gran parte del pulso se refleja y la
ionizacion sélo es importante en una capa muy fina de la lamina, propagandose el
resto del pulso en un medio con una densidad de electrones muy baja.

Debido al gran desajuste de fase que sufren los arménicos transmitidos en el
medio cuando este tiene una densidad considerable, seran de mayor calidad los que
se reflejan, que se generan en la capa fina en que hay ionizacién alta y luego se

propagan en el vacio.

4.3.3 Filtro de arménicos en plasmas sobredensos [128]

Hemos estudiado en la seccién anterior un efecto relacionado con la frecuencia de
propagacion del campo en un plasma poco denso, el desplazamiento hacia el azul.
Cuando el medio es sobredenso el pulso incidente no puede propagarse en principio
a lo largo de él, siendo reflejado casi totalmente y disminuyendo su amplitud dentro
del medio de forma exponencial. Cuando el campo es lo suficientemente intenso

para generar armoénicos por el mecanismo de la fuerza magnética y dependiendo
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de la densidad del medio, alguna de las frecuencias armoénicas puede ser mayor
que la frecuencia del plasma, pudiendo propagarse sin problemas. De este modo
puede ocurrir que los armoénicos mas bajos se reflejen, mientras que el campo
transmitido sélo contenga armédnicos altos, actuando el medio como un filtro de
las frecuencias bajas. Este efecto ha sido observado en simulaciones numéricas
[129] y experimentalmente [130] y puede ser utilizado para estimar la densidad de

electrones del medio de una manera directa.

Esto es asi en el caso de un plasma preformado pero si el plasma es generado por
el propio pulso e inicialmente el medio es transparente, el campo puede penetrar
en él hasta que la densidad de electrones ionizados supere el valor critico para su
frecuencia, como ya hemos visto méas arriba. Dependiendo entonces de la rapidez
con la que se ionice el material la transmision del campo incidente serd mayor
o menor. Ademdas hay que tener en cuenta que la ionizaciéon no es homogénea,
especialmente cuando el espesor del medio es suficientemente grande. En este caso
habra una capa muy delgada de medio completamente ionizada que atenuara el
campo transmitido. El resultado es que el pulso serd inicialmente absorbido pero
la parte evanescente que logra atravesar la capa ionizada, tan pronto como tenga
una intensidad tan baja que no le permita seguir ionizando la lamina, se propagara

a través de un medio transparente y no quedara totalmente filtrada.

Vamos a comenzar con el caso de una lamina preionizada, que es el mas sencillo.
El grosor de la lamina sera igual a una longitud de onda del campo incidente, cuya
frecuencia es como siempre wy = 0.05 u.a. En la figura 4.17 podemos ver el espectro
del campo transmitido cuando Ey = 0.5 wa. y Ny = 7TN. (a) y Ey = 4 ua. y
Ny = 15N... Dado que la densidad critica para los arménicos es N\™ = w2 /4m =
m?N,, en el caso (a) el medio es sobredenso para la frecuencia fundamental pero

subdenso para todos sus arménicos impares, mientras que en el caso (b) también es

sobredenso para el tercer armoénico y subdenso para los siguientes. Los resultados
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de las simulaciones estan perfectamente de acuerdo con lo esperado en ambos casos
y los arménicos son bastante visibles, sobre todo en el caso del campo mas intenso

y el medio mas denso.

En la figura 4.18 podemos ver los pulsos transmitidos cuyos espectros hemos
mostrado antes. Se ve cémo inicialmente no se propaga nada pero luego va apa-
reciendo un pulso més corto y mucho menos intenso de frecuencia la del arménico
correspondiente. El maximo del pulso transmitido corresponde aproximadamente
con el maximo del pulso incidente, lo cual es logico pues es en ese momento cuando
mayores seran las oscilaciones de la superficie y por tanto los arménicos (el retraso
de aproximadamente tres ciclos se debe a que estamos midiendo el pulso transmi-
tido en un punto situado dos longitudes de onda més alla del fin de la lamina, cuyo

espesor es otra longitud de onda).

Vayamonos ya al caso en que el medio no esta preionizado sino que es el propio
pulso el que genera el plasma. La figura 4.19 muestra el pulso transmitido y su
espectro cuando Fy = 0.5 uw.a. y Ny = 7N.. Se observa cémo el pulso se pro-
paga, aunque su amplitud varia de forma un tanto extrana y en el espectro no hay
senales de filtro sino que aparecen los picos caracteristicos de la ionizacién, anchos
y desplazados al azul. En la figura 4.20 podemos ver la evolucién de la densidad de
electrones correspondiente a este caso, que puede ayudarnos a comprender mejor lo
que ocurre. El campo incidente entra en el medio sin encontrar resistencia pues su
amplitud inicial no es suficiente para ionizarlo (esto corresponde al pico inicial en
el campo transmitido). Sin embargo, una vez que la amplitud aumenta, el medio
se ioniza no de forma homogénea sino decreciente a lo largo del medio. Aproxima-
damente cuando el pulso alcanza su méaximo se alcanza un régimen estacionario
con una capa totalmente ionizada de pequeno espesor. Si ese espesor es menor que
la longitud de penetracion del campo, la parte evanescente es capaz de atravesarlo

y propagarse sin mayor problema pues su amplitud es insuficiente para provocar
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Figura 4.20: Evolucién espaciotemporal de la densidad de electrones correspon-
diente a los pardametros de la figura 4.19.

una ionizacion apreciable en el resto de la lamina y sélo sufrira efectos de desajuste
de fase, pero no una fuerte atenuacién. Eso es precisamente lo que ocurre en este

caso.

Si aumentamos la amplitud del campo hasta Ey = 4 u.a. obtenemos los resul-
tados de las figuras 4.21 y 4.22. El pulso comienza a propagarse pero tan pronto
como va ionizando el medio, la parte transmitida tiene una frecuencia triple de la
inicial. En el espectro se aprecia esto claramente, pues el tercer arménico es dos
ordenes de magnitud mas intenso que el fundamental, que ha sido filtrado. En la
grafica de la densidad vemos c¢émo la ionizacion se produce lentamente hasta que
llega el maximo del pulso, cuya parte evanescente tiene intensidad suficiente para
ionizar toda la lamina. Asi, la capa sobredensa de la lamina es mas larga que la
longitud de penetracion de la componente fundamental, que es filtrada, pero no

afecta a la propagacion del resto de arménicos, que se generan principalmente en
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Figura 4.21: Pulso transmitido (a) y su espectro (b) para un campo incidente
sobre una ldmina inicialmente transparente de espesor Ay y densidad Ny = 7N,
cuya amplitud es Fy = 4 u.a.
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Figura 4.22: Evolucién espaciotemporal de la densidad de electrones correspon-
diente a los parametros de la figura 4.21.

la superficie frontera.

Un dltimo ejemplo ain més interesante es el de las figuras 4.23 y 4.24, en
las cuales el campo sigue teniendo Fy = 4 u.a. pero el medio es ain mas denso,
Ny = 15N,. Si mirdsemos tnicamente el espectro podriamos pensar que, a pesar de
la alta densidad de la lamina, el filtro no es perfecto y deja pasar parte del primer y
tercer armoénicos. Pero en la evolucion del campo transmitido se ve claramente que
lo que ocurre es algo mas complicado y que el pulso a la salida tiene una frecuencia
claramente variable en el tiempo, lo que en la literatura recibe el nombre de chirp,
aunque en este caso no es una variacién suave: la primera parte tiene la frecuencia
del campo incidente, luego cambia a una frecuencia 3wy y finalmente hay otro salto
hasta bwy. El mecanismo generador de estos cambios de frecuencia es la evoluciéon
temporal de la propiedad filtradora de la lamina segin el proceso de ionizacién va

aumentando la densidad de electrones hasta valores sobrecriticos en primer lugar
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Figura 4.23: Pulso transmitido (a) y su espectro (b) para un campo incidente sobre
una lamina inicialmente transparente de espesor Ay y densidad Ny = 15N, cuya
amplitud es Fy = 4 u.a.
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Figura 4.24: Evolucién espaciotemporal de la densidad de electrones correspon-
diente a los pardametros de la figura 4.23.

para la frecuencia fundamental y luego para su tercer armonico.

Este filtro dependiente del tiempo puede entenderse bien a partir de la figura
4.24. La primera parte del pulso entra en el medio, ionizando una capa muy fina.
Esto corresponde al pico inicial de maxima amplitud en el pulso transmitido. En
unos dos ciclos, la amplitud del campo incidente crece lo suficiente para ionizar una
zona de espesor mayor que la longitud de penetracién del arménico fundamental,
que se refleja totalmente. En ese momento ocurre el primer salto de frecuencia de
wy a 3wy. El tercer armoénico, generado en la superficie, se propaga en el medio
hasta el octavo ciclo, cuando la capa ionizada es sobredensa para él en una distancia
superior a su longitud de penetracion. Esto corresponde al décimo ciclo del campo
transmitido. Después de ese momento el plasma filtra el primer y tercer arménicos,

siendo transparente para los restantes.

Otro punto importante que conviene remarcar es que los pulsos transmitidos
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cuando la lamina no esta preionizada son bastante més intensos que cuando lo
esta, cosa logica puesto que inicialmente el medio es transparente y ademas su
espesor efectivo al final es menor que el total de la lamina. Esto hay que tenerlo
en cuenta a la hora de estimar la transmitividad en los experimentos, en algunos
de los cuales se ha encontrado que el campo transmitido es mucho mayor de lo que
cabria esperar [131, 132]. Esta alta transmitividad debe estar también influida por
efectos relativistas tales como la transparencia autoinducida por la disminucién
de la frecuencia de plasma efectiva debida al aumento de masa inercial de los
electrones o la formacién de canales debido a efectos transversales de autoenfoque
del haz, e incluso a la presencia de campos magnéticos muy intensos provocados
por la propia ionizaciéon, pero ninguno de estos factores explica por si solo una
transmitividad tan alta para intensidades del ldser por debajo de 10"¥W /cm?, en
principio menores del valor critico para el cual comienzan a aparecer.

Hemos visto entonces que la dinamica de la ionizacién es importante no sélo
para la propia generacién de armonicos sino para su propagacion en el medio
ionizado. Este ultimo ejemplo del filtrado de los armdnicos puede ser 1til para
obtener pulsos de caracteristicas muy especiales tanto en su perfil temporal como
en su frecuencia, ademas de ser un excelente método de medida de densidades

maximas de plasma.



Conclusiones

A lo largo del presente trabajo hemos estudiado la interaccién de un campo elec-
tromagnético intenso con medios ionizables tratando de entender mejor la gene-
racion y propagacién de armonicos en dichos medios. Nuestro estudio ha tenido
un caracter puramente tedrico y de simulacién numérica, integrando las ecuacio-
nes de evolucién correspondientes a cada modelo. Estos modelos han consistido en
simplificaciones bastante drasticas de la realidad, pero los resultados obtenidos con
ellos son consistentes, al menos de forma cualitativa, con resultados de modelos

mas complicados e incluso con los experimentos.

Recapitulemos las conclusiones que podemos extraer de nuestro trabajo:

Respecto a la generacién de arménicos en atomos [95, 96]

Hemos propuesto un nuevo modelo que enriquece el de un sistema de dos niveles

incorporando la ionizacién y la recombinacién coherente.

e Se ha comprobado la importancia de la dependencia temporal de las tasas
de ionizacién en la generacién de armoénicos, factor que no se habia tenido
en cuenta hasta la fecha en el estudio de este proceso. La variacion rapida
de las poblaciones de los estados genera nuevas oscilaciones en el dipolo que
se traducen en armoénicos de orden alto. Este mecanismo es imprescindible

para entender las frecuencias intermedias del espectro.

163



164

Conclusiones

e Incorporando la recombinacién mediante una aproximacion semiclasica, se

ha visto el papel fundamental que desempenan las transiciones entre estados
ligados en los arménicos generados por atomos incluso cuando la ionizacién
es importante, en particular en el régimen de tunel. Podemos decir que
dichas transiciones actian como resonadores de las oscilaciones inducidas
por los estados del continuo al recombinarse, amplificindolas y aumentando

la intensidad de los armoénicos.

Respecto a la simulacién de la interaccion de campos intensos con

sélidos [104]

e Se ha desarrollado un cédigo de particulas para estudiar la evolucion de un

plasma. En dicho cédigo hemos resuelto las ecuaciones para los campos
electromagnéticos utilizando las soluciones retardadas para los potenciales,

respetando asi los efectos de causalidad.

Se ha anadido en el codigo la posibilidad de fotoionizacion, permitiendo asi un
estudio de la dinamica de formacién del plasma que no habia sido realizado

hasta la fecha.

Se ha observado la importancia de ciertos efectos relativistas que aparecen
en las simulaciones como consecuencia de la inclusién de los potenciales re-
tardados de Liénard-Wiechert. Estos efectos no habian sido estudiados con

anterioridad, hasta donde nosotros sabemos.

Se ha desarrollado otro cédigo mas sencillo, que llamamos de cargas fijas,
para estudiar la propagacion de un pulso en un medio ionizable que nos
permite desligar el efecto de la ionizacién de los propios de los fenémenos

colectivos en un plasma.
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Respecto a la generacién de armdnicos en plasmas [114, 115, 118]

La generacion de armonicos en plasmas puede deberse a dos procesos bien distintos,
la ionizacion y la dindmica relativista de los electrones. El estudio de ambos

mecanismos nos conduce a las siguientes conclusiones:

e Se han estudiado los arménicos generados por ionizacién inhomogénea y de-
pendiente del tiempo en medios extensos, observando que pueden ser visibles
no so6lo en el campo transmitido en gases subcriticos sino también en los cam-

pos reflejados en medios con densidades préximas y superiores a la critica.

e Se ha investigado la importancia relativa de los dos procesos, estableciendo
los regimenes en los que cada uno de ellos es méas importante, encontrando
que el cociente entre el tiempo de ionizacién y la duracién total del pulso es
un buen pardametro para discriminar dichos regimenes. Si el campo no es lo
suficientemente intenso como para generar armoénicos debidos al movimiento
relativista de los electrones, la ionizacion es decisiva puesto que sera el tinico
mecanismo generador de armoénicos. Cuando el campo si tiene intensidad
suficiente para generar armonicos relativistas, la ionizacién es importante
cuando el tiempo durante el cual se produce es al menos una quinta parte de
la duracion total del pulso. La aproximacién habitual de suponer un plasma

preionizado es en este caso absolutamente erronea.

Respecto a los efectos de propagacién [128]

e En el caso de los armoénicos generados por la ionizacion, hemos observado el
efecto de corrimiento al azul segiin se se van propagando en el medio y la
pérdida de visibilidad debida al desajuste de fase que hace que los armdnicos
desaparezcan al cabo de unas pocas longitudes de onda. Los armoénicos

reflejados, al propagarse en el vacio, no sufren efectos de desajuste de fase y
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son mas facilmente visibles que los que se propagan dentro del medio.

En el caso de medios preionizados muy densos hemos visto cémo los arménicos
debidos a la dindmica relativista de los electrones pueden ser filtrados y no
aparecer en el campo transmitido para laminas lo suficientemente gruesas.
En el caso de laminas no preionizadas el filtrado es dependiente del tiempo
al ir creciendo la densidad de electrones libres a medida que el pulso ioniza
el medio. El resultado es un pulso transmitido cuya frecuencia aumenta de

forma escalonada.
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