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Capitulo 0

Introduccion.

0.1. Motivacion y desarrollo historico.

Durante los afios 77 — 81, Sato encontré una equivalencia entre las soluciones del sistema
KP y puntos de una Grassmanniana infinita ([40]) y Krichever observé una estrecha relacién
entre esta teoria y las funciones theta de Jacobianas de curvas ([22]). En el mismo periodo y
con las mismas herramientas, Mumford ([30]) desarrollé completamente un diccionario en-
tre diferentes objetos geométricos (curvas punteadas, haces de linea, fibrados parabdlicos, ...)
y subanillos conmutativos de cierto anillo no conmutativo de operadores. Todas estas aporta-
ciones contribuyeron a desarrollar un nuevo e interesante punto de vista algebro-geométrico
del estudio de la conmutatividad de operadores diferenciales llevada a cabo por Burchnall y
Chaudy ([[11]]) en los afios 20.

Teniendo en cuenta estas ideas y su relacién con el problema de Schottky, en [27]] (1984)
Mulase caracterizé las Jacobianas como 6rbitas finito-dimensionales de determinados flujos
en la Grassmanniana de Sato, y Shiota di6 en [44] una condicién necesaria y sufienciente
para que la funcidn theta de una variedad abeliana principalmente polarizada fuera la funcién
theta de la Jacobiana de una curva. En 1985 Segal y Wilson formalizaron en [42] el morfismo
de Krichever (aplicacion entre ciertos objetos geométricos y la Grassmanniana de Sato) e
hicieron un especial énfasis en cémo los grupos de lazos (loop groups) podian encajar en
estos sistemas infinitos.

En el afio 1991, Mulase contribuy$ de nuevo a desarrollar estas ideas dando una equiva-
lencia categorial entre fibrados vectoriales sobre curvas y la Grassmanniana de Sato ([28])).
En [24], Li y Mulase presentan el sistema KP como ciertos flujos conmutativos en la Grass-
manniana de Sato y prueban que toda 6rbita finito-dimensional de estos flujos es canénica-
mente isomorfa a la Jacobiana de una curva (y reciprocamente). Ademds, ellos relacionan
las variedades de Prym y el sistema BKP. En la misma linea, Adams y Bergvelt estudiaron
el caso de revestimientos finitos de curvas con haces de linea ([1], 1992), demostrando que



2 0.1. MOTIVACION Y DESARROLLO HISTORICO.

las dlgebras de Heisenberg definen flujos en la Grassmanniana de Sato y producen clases
de soluciones de jerarquias KP. Dieron ademds, una detallada correspondencia entre datos
geométricos, dlgebras de Heisenberg y puntos de la Grassmanniana de Sato.

En [3]] (1996), Alvarez Vizquez, Muiioz Porras y Plaza Martin dotan a la Grassmanniana
de Sato de una estructura algebraica, la convierten en un esquema. Este hecho, les permit6
dar una teoria algebraica de la jerarquia KP sobre un cuerpo de caracteristica arbitraria,
construir algebraicamente las funciones Tau y de Baker-Akhiezer (lo que les permite calcular
explicitamente ecuaciones de tipo KP) y dotar de una estructura de esquema a determinados
espacios de moduli ([33} [37]]). Siguiendo las ideas de Segal ([41]]), Mufioz Porras y Plaza
Martin se encargan de estudiar el grupo automorfismos del cuerpo de desarrollos formales
de Laurent, presentan dicho grupo (grupo de Virasoro) como generador local del moduli
de curvas y, dado que su teoria es independiente del género, esto les permite formular una
Teoria Conforme de Campos no perturbativa ([34]). Asi mismo, el grupo I' de invertibles en
el cuerpo de desarrollos formales de Laurent (que aparece en [3,42]]) uniformiza la Jacobiana
de una curva y permite linearizar ciertos flujos en la Grassmanniana de Sato. Este esquema
en grupos I es la versién algebraica del loop group de S*.

En [31]] las jerarquias de soliton aparecen de manera natural al estudiar los esquemas de
Hurwitz, estdn dadas por flujos en la Grassmanniana definidos por dlgebras de Heisenberg.
Utilizan para ello la aplicacién traza como ingrediente clave para caracterizar la imagen del
morfismo de Krichever y calcular las ecuaciones diferenciales de los esquemas de Hurwitz,
aportando asi una aproximacion diferente a los problemas tratados en [[1, 24]. Estos espacios
de Hurwitz son espacios de revestimientos ¥ — X finitos entre curvas (integras y lisas), y
por tanto, podemos pensar el cuerpo de funciones de Y como una extension del cuerpo de
funciones de X, lo que permite dar una visén geométrica de la Teoria de Cuerpos de Clases
y encajar ciertos resultados dentro del Programa de Langlands (como una versién no abe-
liana de la la Teorfa de Cuerpos de Clases). En esta direccién, hay resultados enormemente
interesantes, entre los que cabe destacar los trabajos de Frenkel y Ben-Zvi ([8} [15] [14} [13])),
donde ademads se pone de manifiesto la utilidad de las herramientas que nos proporciona la
Grassmanniana infinita.

Por ultimo, otro factor clave para este trabajo es la teoria de los pares de Higgs. Explique-
mos brevemente por qué determinados matematicos decidieron atacar el sistema integrable
que de ellos surge desde el punto de vista de la Grassmanniana infinita. Retrocedamos has-
ta 1988, en ese afio, y motivado por una abelianizacion (o linearizacién) del estudio de los
fibrados vectoriales (lo que actualmente se conoce como el Programa de Abelianizacién de
Hitchin), Hitchin centra su investigacion en la Geometria Simpléctica del espacio cotangen-
te al moduli de fibrados vectoriales sobre una superficie de Riemann compacta, sus puntos
le llevaron a introducir un nuevo, y actualmente relevante concepto: la nocién de pares de
Higgs. Desde el punto de vista de la Geometria Simpléctica, la aplicacién que va desde di-
cho espacio contangente a un espacio afin de secciones globales (ahora llamada morfismo
de Hitchin), resultd ser un sistema Hamiltoniano algebraicamente completamente integrable,
que esencialmente significa que las fibras del morfismo de Hitchin son Jacobianas de cier-
tas curvas (las curvas espectrales). Como el propio autor dijo en [21], queda una cuestion
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abierta: como realizar, de una manera concreta, estas ecuaciones diferenciales Hamiltonia-
nas. Teniendo en mente esta pregunta, Li y Mulase resuelven parcialmente el problema en
[23]] utilizando la Grassmanniana de Sato como un espacio de soluciones para la jerarquia
KP. Ellos responden a la cuestién de cémo recuperar el sistema de Hitchin a partir del sistema
KP en el caso en que el revestimiento espectral es no ramificado. Paralelamente, y usando
técnicas similares (morfismo de Krichever, Grassmanniana de Sato, ...), Donagi y Markman
estudian este tépico ([12]) probando la existencia de una cierta compatibilidad para los flujos
KP que provienen de datos espectrales asociados a pares de Higgs en una curva fija. Recien-
temente, Mulase y Hodge han puesto de manifiesto ([29]]) la utilidad de estas herramientas
tanto en el contexto del Programa de Langlands como en el de la llamada Mirror Symmetry.

0.2. Objetivos y resultados.

Los objetivos marcados para este trabajo han sido, en primer lugar profundizar en la
pregunta de Hitchin que antes mencionamos, complementando los resultados de [23} [12],
y buscar otros sistemas integrables que se comporten de modo andlogo; en segundo lugar,
calcular esquemas en grupos que generen localmente los espacios de moduli. Este segundo
objetivo no soélo tiene interés en si mismo o en el Programa Geométrico de Langlands, sino
que puede enmarcarse también dentro de la teoria de cuerdas bosénicas (como se pone de
manifiesto en [34]), resultar beneficioso a la hora de calcular la cohomologia de espacios
de moduli estandar (esto es, sin trivializaciones formales), como se hace en [4], y también
permite pensar los espacios de moduli estandar como stacks cocientes de estos grupos, lo
que se puede aprovechar, por ejemplo, para demostrar determinadas “dualidades extrafias”
(strange dualities) de la Fisica.

La tictica general que hemos seguido consiste en hacer uso de la estructura de esque-
ma de la Grassmanniana de Sato, para sumergir en ella (gracias al morfismo de Krichever)
espacios de moduli y dotarlos de una estructura de esquema, probando que son espacios de
moduli finos. Una de las grandes ventajas del morfismo de Krichever, es que permite codi-
ficar complicados espacios de moduli en condiciones algebraicas ciertamente sencillas, que
los caracterizan plenamente dentro de Grassmannianas de Sato, y demostrar asi mismo la
existencia de espacios de moduli finos (como el moduli de fibrados) sin imponer las condi-
ciones de estabilidad de la Teorfa Geométrica de Invariantes de Mumford. Ademds, esto es
tan util como efectivo en las dos aplicaciones que hemos escogido: el cdlculo de espacios
tangentes y el célculo de ecuaciones de tipo KP.

Los resultados obtenidos en esta tesis son los siguientes:

1. Dar un morfismo de Krichever para el moduli /*° de fibrados vectoriales y curvas con
trivializaciones formales (no admitiendo una estructura local de revestimiento ciclico
alrededor del punto fijado, complementado asi los resultados de Mulase en [28]]) y
dotar a este moduli de una estructura de esquema. Obtenemos de este modo una ca-
racterizacién a la Mulase de los puntos de la imagen del morfismo de Krichever sélo
en términos del punto de la Grassmanniana infinita definido por el fibrado vectorial.
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. Calcular el espacio tangente a /*° y encontrar un esquema en grupos que lo genere
localmente. Este nuevo esquema en grupos es el grupo de automorfismos semilineales
de un cuerpo de desarrollos de Laurent, y su dlgebra de Lie es un dlgebra de operadores
diferenciales. Generalizamos asi algunos de los resultados de [4] y [32], donde se
estudia este problema para haces de linea.

. Caracterizar la imagen del morfismo de Krichever para el moduli Higgss de pares de
Higgs sobre una curva lisa X con trivializaciones formales y representar dicho moduli
como un subesquema dentro de una Grassmanniana infinita. La Grassmanniana que
necesitamos para definir el morfismo de Krichever es una fibraciéon de Grassmannia-
nas infinitas Gr sobre el espacio afin A de los polinomios ménicos con coeficientes en
k[[z]], que no es sino un andlogo formal a la llamada base de Hitchin. Demostramos
que HiggsS es representable, que el morfismo de Krichever es inyectivo y caracteri-
zamos su imagen. Esto nos permite demostrar a la postre que Higgs$ es representable
por un subesquema cerrado de U x A.

. Caracterizar la imagen del morfismo de Krichever para el moduli Cov®™ de reves-
timientos finitos y punteados de curvas y el moduli Pic* de haces de linea sobre
dichos revestimientos (siempre con trivializaciones formales). La diferencia principal
con los espacios de moduli estudiados en [32, 31] radica en el hecho de que noso-
tros no imponemos compatibilidad entre las trivializaciones formales, recuperamos
por tanto sus resultados como casos particulares. Usando técnicas similares a las de
(32} 131]] dotamos a estos espacios de moduli con una estructura de esquema dentro de
la Grassmanniana relativa gr.

. Encontrar un sistema integrable con propiedades andlogas al sistema de Hitchin. Si
fijamos la curva base X y nos restringimos al subconjunto @ de A de las funciones
algebraicas, la construccién de Pic> implica la existencia de un esquema Picy — O
que parametriza los esquemas de Picard de todos los revestimientos finitos algebraicos
de X, esto es, la existencia de un sistema integrable con propiedades similares a las del
sistema de Hitchin. Ademads, resulta que Pics es un subesquema de U/ y se tiene un
morfismo epiyectivo Pic§ — Ux, donde Ux denota el stack de fibrados vectoriales
sobre X, por lo tanto, encontramos aqui una relacién con el programa de Abelianiza-
cién de Hitchin. Hemos también de destacar que Higgss es un subesquema de Pics.
Esperamos ademads que estos resultados nos permitan dar una nueva construccién de
la curvas espectrales en el sentido de [7]].

. Calcular los espacios tangentes a Cov™ y Pic™ y encontrar esquemas en grupos que
los generen localmente. Estos esquemas en grupos son, en el primer caso, una gene-
ralizacion del grupo de Virasoro estudiado en [34} 32] (es un grupo de automorfismos
de un cuerpo de desarrollos de Laurent), y en el segundo, un grupo de automorfismos
semilineales cuya dlgebra de Lie es un dlgebra de operadores diferenciales, que puede
obtenerse como una extension del dlgebra de Heisenberg estudiada en [1]].
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7. Calcular jerarquias de ecuaciones diferenciales que caracterizan el moduli de pares de
Higgs, Higgsk . Esta jerarquia es equivalente a las ecuaciones algebraicas de Higgss
como subesquema de la Grassmanniana. Los ingredientes clave para dar estas ecua-
ciones son, por un lado la caracterizacion de la imagen del morfismo de Krichever
del punto 3 y por otro, el hecho de reformular la geometria formal descrita en [3] y
[31]], lo que nos ha permitido dar las ecuaciones en términos de funciones de Baker-
Akhiezer. Recuperamos asi, y de un modo distinto, el caso estudiado en [23]] (revesti-
miento espectral no ramificado). Ademds, para el subesquema de HiggsS en el que el
revestimiento espectral estd totalmente ramificado en el punto que fijamos, damos las
ecuaciones sélo en términos de los coeficientes del polinomio caracteristico del campo
de Higgs.

0.3. Estructura del trabajo.

Este trabajo consta de cuatro partes destacadas. La primera de ellas agrupa dos capitu-
los dedicados al estudio de ciertos esquemas en grupos y sus dlgebras de Lie. Algunos de
ellos son generalizaciones del grupo de Virasoro ([34, 31]), otros son generalizaciones de
la versién algebraica de loop group de S* ([42, [3]), y los restantes pueden obtenerse como
extensiones de estos esquemas en grupos. Ademds, estos dltimos resultan ser grupos de au-
tomorfismos semilineales de determinados cuerpos de desarrollos de Laurent y sus dlgebras
de Lie se revelan, de manera natural, como algebras de operadores diferenciales de orden
uno. Cabe también destacar que el grupo de Weyl puede entenderse como un grupo de auto-
morfismos en un cuerpo de desarrollos de Laurent.

La segunda parte engloba tres capitulos (numerados del 3 al 5), en los que se realiza
un estudio sistemdtico del morfismo de Krichever para diferentes espacios de moduli. El
primero de estos capitulos (el nimero 3) lo hemos destinado al moduli de fibrados vectoriales
y curvas, y detalla los resultados expuestos en el punto 1; el capitulo 4 estudia el moduli de
pares de Higgs con trivializacion formal sobre una curva lisa fija (resultados del punto 3); y
en el capitulo 5 entramos de lleno en la biisqueda de otro sistema integrable analogo al de
Hitchin, detallando los resultados del punto 4 anterior.

La tercera parte es un estudio infinitesimal de los espacios de moduli tratados, y tiene
dos capitulos (6 y 7) bien diferenciados. En el primero nos dedicamos a calcular los espacios
tangentes a los espacios de moduli (resultados 2 y 5), computdndolos desde dos puntos de
vista: con técnicas clasicas de cohomologia e hipercohomologia y con las sencillas herra-
mientas algebraicas que nos sugiere el morfismo de Krichever. Justificamos en este capitulo
el estudio de los esquemas en grupos y sus dlgebras de Lie realizado en la primera parte,
pues, como ya hemos comentado, resulta que dichos grupos hacen las veces de generadores
locales para los espacios de moduli (en el sentido de que actiian en ellos y el morfismo 6r-
bita es epiyectivo a nivel de espacios tangentes). En el capitulo 7 ofrecemos el ultimo de los
resultados (punto 6): cdlculo explicito de la jerarquia de ecuaciones que describen el espacio
de moduli de pares de Higgs con trivializaciones formales.



6 0.3. ESTRUCTURA DEL TRABAIJO.

Finalmente, en la cuarta parte hemos incluido cuatro apéndices, el primero dedicado a
la construccién algebraica de la Grassmanniana de Sato, el segundo orientado a detallar la
construccién inversa del morfismo de Krichever para el moduli de curvas, el tercero, que
resume algunos resultados acerca de la teoria de operadores diferenciales desarrollada por
Grothedieck. El cuarto apéndice es un resumen en Inglés de los resultados de esta memoria.



Parte 1

Esquemas en grupos y sus algebras de
Lie.






Capitulo 1

Grupos formales.

1.1. Grupo de invertibles.

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica nula.
Definicion 1.1. ([3]]) Se define el functor contravariante:

k:((z))* Ck—esq - Cgrp
S k((2))*(S) = H(S, 0s)((2))*

donde para una k-dlgebra R, R((z))* es el grupo de invertibles del anillo R[[2]][z~}].

Usando los resultados de [3]] puede verse que este functor es representable por un k-
esquema formal en grupos cuya componente conexa del origen denotamos I', y donde la ley
de grupo es la multiplicacion de series de Laurent. Ademds podemos dar una descomposi-
cién:

=TI xG,, xI'"

y v € T'(R) se escribe v = (-, 70, 7+ ) con:

-1
o =1+ Z ;2! a; € Rad(R)

j=—m
7o invertible en R
7+:1+Zajzj aj € R
Jj=1
Observacion 1.2. En [3] se calcula explitamente el representante del functor de invertibles
k((2))", que es:

. 1
thSPf (k{{l‘l,l‘z, s }}[y07 %ﬂyl: e 7yl]) )
l
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donde
k{{z1,20,... }} = lmEklzy, .. zm]/(21, . 2m)™
m
parametriza los coeficientes nilpotentes (los de I'™), k[yo, ] los invertibles (los de G,,) y
lim k[y1,...,y] los restantes (los de rh.

Sea V una k((z))-dlgebra separable de dimensién n y:
VVix---xV,
una descomposicion en k((z))-dlgebras irreducibles. Como en [31] se tiene:
Iy =Ty, x---xTy, con Ty =T xGmxI‘J‘Z_
De otro modo:
Ty =Ty x G, xT{, donde Ty, =Ty x---xIy y TH=0Fx---xTf

Observacion 1.3. Como en la Observacion @] y siguiendo los resultados de [3] y [31], se
sigue que I'}, es el espectro formal del anillo:

{2V, e ek{a” 27, 1),

donde ‘
K 2, 3} —hmknxﬁ”,...,x“n

1.2. Grupos de automorfismos.

Podemos dotar a V' con una estructura de espacio linealmente topolégico definiendo
como entornos del origen los subespacios {z™V " },,cz, donde V' es una k((z))-subélgebra
de V' que fijamos a partir de ahora. Para cada k-esquema S, denotemos:

Vg := V@kOS = lin (V/ZmV+) ® Og
m
donde ® representa el producto tensorial completado (respecto de la topologia definida por
{va+ }mGZ)-
Definicion 1.4. ([3])

» Un sub-Og-médulo U es un entorno si existe un subespacio B en la topologia tal que
Bs C Uy U/Bg es localmente libre de tipo finito.

= Un automorfismo g (de 1//; como Og-mddulo) se dice bicontinuo si g(étg) y g‘l(l/{g)
son entornos para todo B en la topologia.
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= Se define el grupo lineal, Gl (V'), como el functor contravariante sobre la categoria de
k-esquemas dado por:

S — Gl (V)(S) := {automorfismos bicontinuos de Vg como Og-médulo}

Definicion 1.5. Se define el grupo de automorfismos de k-dlgebras de V; como el functor en
grupos sobre la categoria de k-esquemas dado por:

S — Gy, (S) == Aut go(g,04)—atg(Vi)s

(se entiende automorfismos bicontinuos) donde la ley de grupo viene dada por la composi-
cién de automorfismos.

Observacion 1.6. Nétese que Gy, =% I'y, como esquemas, pero no como grupos, pues la ley
de grupo en Gy, es la composicion de series y en I'y; el producto de series. Se tiene ademds
que Gy; es un subgrupo de G1(V') (véase [34]).

Denotemos G al representante el functor de automorfismos de k-dlgebras de k((2)) (que
es un k-esquema conexo, véase [34]) y consideremos G x Z.x G.El grupo simétrico de r
letras, S, actia en G x .=. X G (como subgrupo de Gl (k((2))")) del modo siguiente:
S, x(Gx.7.xG)—Gx.7.xG
(U) (gla s 797“)) = (90(1)7 e 790’(7“))

De este modo podemos entender el producto semidirecto:
(Gx 7. xG)xS,

que no es sino el menor subgrupo de Gl (k((z))") que contiene a ambos subgrupos.

Definicién 1.7. Definimos el grupo de automorfismos de k-dlgebras de V,Aut;(V'), como
el functor que a cada k-esquema S asocia:

S = Autyq1y(V)(S) := Autgo(s.0g)—alg Vs

Siguiendo los pasos de [32] y teniendo en cuenta la descomposicién de V' en k((2))-
dlgebras irreducibles V;, se tiene que Aut, (V') es representable por el k-esquema formal en
grupos:

(Gix--xGp) xS,

que denotaremos Gy . En particular esto dice que la componente conexa del origen (dada por
la permutacion trivial) es isomorfa a:

Gy x---x G, (1.2.1)
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Definicion 1.8. La estructura de k((z))-dlgebra de V, w: k((z)) — V, nos permite definir
un subfunctor en grupos de Gy
1%
Gr(z) = Gv

como sigue:
GX(( 2) = {automorfismos de V' que inducen un automorfismo de k((2))}

de modo mads explicito, automorfismos g € Gy haciendo conmutativo el siguiente diagrama:

2| @i

v

‘|

k((2)) —== k((2))

con g € G((2)) % G. El elemento de G,‘Cf(( 2) dado por el diagrama se denotard g.

Observacion 1.9. Esta definicion es ligeramente distinta a la dada en [32, Sec.5], alli se
define este grupo como un subgrupo de la componente conexa del origen de Gy y se pierde,
por tanto, la combinatoria del grupo S, que en nuestro trabajo necesitamos mantener para
resultados posteriores.

Otra diferencia ciertamente significativa es que en [32, 5.4] se fija una estructura de
k((z))-dlgebra en V concreta, mientras que nosotros vamos a permitir que varie. Veamos
qué es lo que queremos decir con esto.

Para el resto del trabajo supondremos que V' es una k((z))-dlgebra separable de dimen-
sién n, fijaremos una particiéon n = (n1,...,n,) (conny + - - - +n, = n) y utilizaremos las
siguientes notaciones:

= Denotaremos V), al producto k((z1)) X --- X k((z)) con la siguiente estructura de
k((z))-dlgebra:

k((2)) = k((21)) x -+ x k((2r)) (12.2)
z— (22 (1.2.3)
(esta es la estructura usada en [32, 5.4]). Para abreviar, el grupo GZ(E(Z)) se denotara

por Gy,.

= Seap(T') € k[[z]][T] un polinomio ménico de grado n de modo que su descomposicon
en factores irreducibles es:

p(T)=p1(T) - pr(T), donde p;(T) = T" — zu;(z,T)

y u;(z, T) € k[[2]][T] son polinomios de grado menor que n; tales que existe u;(z, 7)™
y 4;(0,0) = 1.
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Denotaremos V;, ,, al producto [[:_, k((2))[T]/pi(T) con la siguiente estructura de
k((z))-dlgebra:

k((2)) = k((2)[T]/p1(T) x - -+ x k((2))[T]/pr(T) (1.2.4)
2= (T (2, 7)Y T (2, T)7Y) (1.2.5)

(estas descomposiciones vienen motivadas por hechos geométricos, véase la Proposi-

cién|5.3|y la Observacion . Para abreviar, denoteremos GZ(E(;? ) por G p-

= Reservaremos la notacién V' para los casos en los que, o bien no sea necesaria la
estructura de k((z))-dlgebra de V, o bien fijar la misma sea irrelevante.

Proposicion 1.10. Se tiene un isomorfismo natural de functores en grupos:
Gp = Gpp -
Demostracion. Basta demostrarlo para n = (n). Sea h el siguiente morfismo de V,, a V;, ,,:

h: k((2)[T])T" — z — k((2))[T]/T" — zu(z,T)
T — Tu(z,T)" /"

Z 2z
Se tiene que h es un isomorfismo de k((z))-dlgebras, por lo que el morfismo:

I Gp = Gpp
gthognohil

estd bien definido y es un isomorfismo de grupos. Ademads, el hecho de suponer que u(0,0) =
1 implica que u(0,0)~! = 1y por lo tanto escogemos u(z, T') ~ /™ de modo que (0, 0) /™ =
1. En este sentido, hay un isomorfismo A distiguido y decimos que la eleccién de f3, es natu-
ral. O

Observacion 1.11. Si en vez de trabajar sobre k decidimos hacerlo directamente sobre un
k-esquema .S, el resultado anterior (el isomorfismo h) depende de la existencia de raices
n;-ésimas en Og, y por lo tanto, la proposicion es cierta si consideramos en la categoria de
S-esquemas la topologia étale (este tipo de topologias en categorias se llaman topologias de
Grothendieck).

Sea Tr: V' — k((2)) el morfismo traza de V' como k((z))-dlgebra finita. El morfismo
m: k((z)) — V define una seccién de Tr de modo que Tror = nld (donde n es la di-
mensién V' sobre k((z)) ) y por lo tanto, un elemento a € k((z)) viene caracterizado por
verificar Tr(a) = na. Se tiene entonces una descomposicion de k-espacios vectoriales (no
de k-édlgebras):
V = k((z)) ® ker Tr .
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Proposicion 1.12. Sea g € Gy. Entonces:

Demostracion. Basta verlo para V' % k((2))[T]/p(T) donde p(T) = T — a1 T 1 4+ -+
(—=1)"a,, es un polinomio ménico e irreducible con coeficientes en k((z)).
En primer lugar, veamos que:

9 € Gy <= (Trog—goTr)j(z) =0 (1.2.6)

En efecto, si g € G,‘Cf(( »))» por definicién es gom — mo g = 0. Componiendo con la aplicacién
Tr por laizquierda y teniendo en cuenta que Tr omr = n se deduce que (Tr 0g—goTr) ((z)) =
0. De modo andlogo se demuestra el sentido opuesto.

El reciproco del enunciado resulta ahora de (I.2.6)). Para el directo, teniendo en cuenta
que el morfismo Tr es k((z))-lineal, basta ver que (Trog)(T*) = (g o Tr)(T") para todo
g€ GZ((Z)). Abhora bien, dado g € GX((Z)), como p(T') = 0 en V, entonces g(p(T")) = 0,
por lo tanto:

0= g(p(r) "= H germy 4+ 3 (~1)glan)g(T) “EY g(T)" + Y (~1)'glan)g(T)',
=1

(recuérdese que g(1) = 1) de donde deducimos que g(a;) son los coeficientes caracteristicos
de 1a homotecia multiplicar por g(7) en V' (recordemos que estos coeficientes caracteristicos
vienen dados por la férmula g(a;) = Tr(A'g(T))).

Utilizando las férmulas de Newton-Girard (véase [25} 1.2]) (que expresan Tr(g(7%)) en
funcién de los coeficientes caracteristicos g(a;)):

g(az) 1 0
2g(a2) g(a) 1 0

Tr(g(T")) = ' : | €k((z),  VizO0  (127)

ig(ai) glai-1) - - - gla1)

(donde g(a;) = 0 para i > n) y teniendo en cuenta que g es un automorfismo de k-dlgebras
de k((z)), concluimos que:

aq 1 o -
2a2 al 1 0

Tr(g(T") =g| - = g(Tx(T"))
a; -1 - - - a1
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Observacion 1.13. Esta proposicon generaliza el Lema 5.8 de [32], pues permite variar la
estructura de k((z))-dlgebrade V.

Proposicion 1.14. Se tiene una sucesion exacta de functores en grupos:

0 — Autg((z))—atg V — GkV((Z)) S G0

donde p(g) = g.

Demostracion. Veamos primero que el nicleo de p es el grupo de automorfismos de k((2))-
algebras de V. En efecto:

gekerp <= g(2) =2z <= g(zv) =g(2)g(v) = zg(v) Yv eV <=
— g€ AUtk((z))—alg \%4
En el caso GkV( () = Gy, la epiyectividad se sigue de la propia definicién. Para el resto, basta

usar la topologfa étale (véase la Observacién [I.TT). O

1.2.1. Estudio en el caso de V..

Estudiemos primero el caso n = (n).
B((2)) = Vi = k((20)) 1= K((2))[T)/T" — =

El grupo p,, de las raices n-ésimas de la unidad actia en V;, por la férmula:

£xq(T) == q(ET)

de modo que para cada ¢ € p,, el endomorfismo k-lineal:

&V, =V,

definido por £(q(T)) := q(£T') es un automorfismo de k-dlgebras, es decir, un punto de Gy,
Y no sélo eso, sino que como £" = 1 se tiene que:

§Im) =1",
o lo que es lo mismo, £(z) = 2. De aqui deducimos dos cosas:
» ¢ define un elemento en Auty((2))—alg Va-

= ¢ define un automorfismo de k-algebras en k((2)) que es la identidad, es decir, define
un elemento del nicleo de la proyeccion:

T G, —>G—0
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Observemos ademads que el niicleo de 7 estd formado por los automorfismos g tales que
g(T") = T™ luego:
g € pn;

por la misma razén es g(z) = z, es decir:
g € Auty((z))—alg Vn -
En definitiva, se tiene un isomorfismo:
P = Auty(2))—atg Va
y por tanto, recuperamos la sucesion exacta:
0— up—G,—>G—0

de la Porposicion 5.6 de [32].

Para el caso general n = (ny,...,n;):
k((2)) = Va = k((21)) x -+ x k((z))
z— (21,20

escribamos V; = k((z;)) = k((2))[T]/T™ — z y sea uy, el grupo de las raices n;-ésimas de
la unidad. Como antes, definimos una accién de fip,, X - -+ X iy, en V:

(fy X+ X i, ) X (Vi X o X V) = Vi x - x V,
((517---757“)’(QI(TI):-“7QT(TT))) = (%(51 'TI):---aQT(gr'Tr))

Consideremos el grupo simétrico de r letras, S, y sea 0 € S,. Definimos la siguiente
accion de S, en iy, = fin; X -+ X p,:

ox (&1, &) = (&o1)s -+ Eo(r) -
Para que esta accién esté bien definida es necesario que paratodo ¢ = 1,...,r sea:
Eo(i) € M, -
Definimos entonces el subgrupo S,, de S, como aquel generado por las transposiciones
(1,7) € S, tales que n; = n;, es decir:

S0 =< {(i,§) € S |ni =y} >

Se tiene entonces una accién bien definida de S, en ji,, que nos permite definir el producto
semidirecto:
fn X Sp .

En definitiva, queda probada la siguiente:
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Proposicion 1.15. Se tiene una sucesion exacta de esquemas formales en grupos:

0 — Auty((2))—atg Vo G, —"=G 0

Y un isomorfismo:
AUty((z))—atg Va = Hn X Sp

Observacion 1.16. Sitomamos V' = k((z))™ con la estructura trivial de k((z))-dlgebra, los
elementos g € GX((Z)) se escriben:

g=1(9,",9) g€G.

Por lo tanto Gkv(( 2) coincide, en este caso, con laimagen de G en G x.”. x GG por la inclusion
diagonal.

1.3. Grupo de Heisenberg y grupo de Weyl.

Sea Vel functor que a cada k-esquema S asocia V' (.5) y Gly((.)) (V') el functor en gru-
pos (“loop group™) que a cada k-esquema S asocia los automorfismos de H°(S, Og)((2))-
médulos de V' (S) (nétese que para n = 1 es precisamente el functor de invertibles k((2))*).
Es un subfunctor en grupos de Gl (V). Este functor es representable por un esquema formal
en grupos que denotaremos igual y tiene tres subgrupos distinguidos Gly(.y) (V) ™, Gl(n, k),
Gli((z)) (V)™ de modo que la “big cell”:

Gli((2))(V)? = Gly((2)) (V)™ - Gl(n, k) - Gl (V)T

es un subesquema abierto de la componente conexa del origen de le((z))(V) (véase [38|,
Ch. 8.1.2], [6] Prop. 1.11]).
La accidén por homotecias de V* en V induce una inclusién de functores en grupos:

V™ = Gl (V).

Definicion 1.17. Se define el functor en grupos de Heisenberg, Heisy, como la imagen de
I'y por la inclusién anterior (recuérdese que I'y es la componente conexa del origen del
representante del functor V).

Definicion 1.18. Se define el functor en grupos de Weyl como el cociente:
W = Nk((z))(Heisv)/HeisV
siendo Ny, ()) (Heisy ) el normalizador de Heisy en Gl (V).

Teorema 1.19. Se tiene que:
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1. La siguiente sucesion es exacta:

0 — Heisy — Nk((z))(HeiSV) — AUtk((z))—alg V-0

2 W= Autk((z)),alg V.
3. La accion por conjugacion de Auty(,))_q4 V en Heisy induce un isomorfismo:

Nk((z))(HeiSV) = Heisv xW

Demostracion. Consideremos la sucesion exacta:
0— Heisv - Nk((z))(HelSV) - Nk((z))(HeisV)/HeisV — 0.

Observemos en primer lugar que si g € Ny((»)) (Heisy ), en cada 6rbita g Heisy existe un tni-
co elemento tal que g(1) = 1, pues basta considerar la accién de Heisy en Ny(,))(Heisy ):

Pv*¥gi=pyog="1v-g

y tomar v = g~ (1), donde p, € Heisy es la homotecia multiplicar por v € I'y .

Veamos entonces que si g € Ny (;))(Heisy) y g(1) = 1 entonces g € Auty((z))—arg V
(el reciproco es inmediato). En efecto, como por definicién g es k((z))-lineal, es suficiente
demostrar que si v, w € V entonces:

g(v-w) =g(v) - g(w).
Pero esto se sigue diractemente de:
g(v-w) = (g o pu)(w) = (pgw) © 9)(w) = g(v) - g(w).
De aqui se deducen 1y 2, esto es, la siguiente sucesion es exacta:
0 — Heisy — Ny(,)) (Heisy ) 5 Auty(zy—atgV — 0

e induce un isomorfismo W =% Auty((.y)—a1g V-
Para probar 3, basta observar que la inclusién natural:

AUtk((z))—alg V — Nk((z))(HeiSV)

(Auty((2))—a1g V actia en Heisy por conjugacion) define una seccion de grupos de 7, por lo
tanto la sucesion exacta rompe. En particular (véase [10, IV.6]):

Nk((z))(HeiSV) =~ Heisv xW
donde la ley de grupo de Heisy x WV es:
(P 9) * (P, 9') = (pu o cg(pr), g0 g")

siendo ¢4(p,) = g o py 0 g~ 1 la accién de Auty () V en Heisy .

)—alg
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1.4. Grupos de automorfismos semilineales.

Definicién 1.20. Se define el functor en grupos SGl((.)) (V) de los automorfismos semili-
neales de V como el functor de automorfismos k-lineales:

v V=V
para los que existe un automorfismo de k-dlgebras de k((2)), g € G, de modo que:
V(z-v) =g(2) - 7(v)
Proposicion 1.21. Se tiene una sucesion exacta de functores en grupos:
0 — Gly((2) (V) = SGlyz)) (V) =G —0
de modo que la accion de G en Gly(,)) (V') induce un isomorfismo:
SGly((z) (V) = Gl (V) x G

Demostracion. Veamos en primer lugar la epiyectividad. Sea ¢ € G y fijemos una identifi-
cacion V' =% k" ®y, k((z)). Se tiene entonces que:

Ideg: V= k'@, k((2) = k" k((2) =V
es un elemento de SGly(2)) (V'), de donde se sigue la epiyectividad. El nicleo de:
SGlyzp(V) = G — 0

es Gly((z))(V), pues son automorfismos v € SGl((.)) (V) tales que el automorfismo g € G
que definen es la identidad, o sea, aquellos que verifican:

1(z-0) = z-7(v),

lo que significa que son k((z))-lineales.
Para ver que SGl((,)) (V') = Gli((2)) (V) x G observemos que la extension:

0— le((z))(V) — Sle((z))(V) —-G—0
tiene nuicleo no abeliano y por tanto define un morfismo de grupos:
P G — Out (le((z))(V))

(donde Out ( Gly((»))(V)) denota el grupo de automorfismos externos de Gly(,))(V), es
decir, el cociente de los automorfismos por los automorfismos internos). En particular, no
tendremos el producto semidirecto SGly((z)) = Gly((z)) (V) % G salvo si ¢ levanta a un
morfismo de grupos: )

¥v: G — Aut (le((z))(V))
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(véase [10, Capitulo IV.6]). Sea entonces s: G — SGly((.))(V') una seccién de conjuntos
de:
SGly((z)(V) = G — 0,

1 levanta a un morfismo de conjuntos:
P: G — Aut (Gl (V)
g {1 s(g)ovos(g)™}

que es morfismo de grupos si y sélo si la seccidn s es de grupos. Ahora bien, dado g € G la
seccion definida por s(g) = Id ®g es una seccién de grupos, lo que implica que en nuestro
caso 1 es de grupos y por lo tanto:

Sle((Z))(V) = le((z))(V) x G .
]

Observacion 1.22. En particular, para V' = k((2)) el grupo SGl,(;))(k((2))) es exactamen-
te el grupo I' x G utilizado en [32], Section 6].

Definicién 1.23. Se define el functor en grupos SHeisy como el subfunctor de SGly,((.)) (V')
formado por aquellos automorfismos k-lineales:

NV 2V
para los que existe un automorfismo de k-dlgebras de V', g € Gy, yunw € V* tales que:
V() =w-g(v)
El inverso de v € SHeisy viene dado por:
7w = (7 ) g W),
donde v~1(1) = (g (w))
A la postre se deduce que w = (1) € V*.

Proposicion 1.24. Se tiene una sucesion exacta de functores en grupos:
0 — Heisy — SHeisy — Gy — 0
de modo que la accion de Gy en Heisy induce un isomorfismo:
SHeisy =% Heisy % Gy

Demostracion. Se demuestra de modo andlogo a la Proposicién[I.21] Cabe destacar que en
este caso es sencillo ver que:

Gy := {v € SHeisy |~(1) = 1}.
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Proposiciéon 1.25. La inclusion natural Gy — Ny (Heisy ) induce un isomorfismo:
Ny (Heisy )/ Heisy = Gy,
donde Ny, (Heisy ) es el normalizador de Heisy en Gl (V).
Demostracion. Se sigue directamente de la demostracién de la proposicién [I.19] O

Corolario 1.26. Se tiene un isomorfismo:
SHeisy =% Ni(Heisy)

Demostracion. En virtud de las proposiciones y se tiene un diagrama:

0 Heisy SHeisy Gy 0

0 Heisy Ni (Heisy) —= Gy ——=0

Basta entonces ver que existe un morfismo de grupos:
SHeisV — Nk(HeisV) .
En efecto, sea v € SHeisy y p,, € Heisy, entonces:

Hwy(1)g(v)) =77 (1)g~ (wy(1)g(v)) =
"W () g w)v = g7 w)v = py-1w) (V)

v o pyoy(v) =

N
N

es decir, v € Ny (Heisy ).
O

Definicion 1.27. Se define el functor en grupos SHeiskV((z)) como el functor de automorfis-

mos k-lineales:
v V=V

para los que existe un automorfismo g € GX(( gy yunw € V* de modo que:
Y(v) = w-g(v)
Proposicion 1.28. Se tiene una sucesion exacta de functores en grupos:
. -V 14
0— HelSV — SHelSk((z)) — Gk((z)) — 0
de modo que la accion de G‘k/(( 2)) en Heisy induce un isomorfismo:

SHeis,L/((Z)) ~ Heisy x G,‘Cf((z))
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Demostracion. Es consecuencia inmediata de [[.24] O

Observacion 1.29. Este tipo de grupos pueden englobarse en construcciones ain mas gene-
rales. Resumimos aqui algunos de los resultados e ideas en esta direccion.
Se tiene que:

Vv

;
Gr()) N Gli((2)) (V) = Autbi((z))-alg

(como subgrupos de Gl (V')) y un diagrama conmutativo:

0

Glg(2) (V) SGly(z)(V) —=G —=0

J J

0 —— Autg((z))—ag V Gk((Z)) G 0

Donde la inclusién GZ((Z)) — SGly(2)) (V) se sigue de la propia definicién de GL/((Z))
(Definicion [L.8).
Puede verse asi mismo que se tiene una inclusién de subfunctores en grupos:

szv((z)) — Nj (le((z))(v)) ’

(donde Ny, ( Gly((»))(V)) es el normalizador de Gly () (V) en Glx(V')) que nos permite dar
una accion de Gkv((z)) en Gly((z)) (V) por la férmula:

GY(()) X Gli((2) (V) = Gli(z (V) (1.4.1)
(9:7) = cg(7) =g ooy (1.4.2)

Se define entonces el functor:
G * Cliap(V)

como el menor subfunctor en grupos de Gl (V') que contiene a ambos, equivalentemente, el

subfunctor en grupos de Gl (V') generado por ambos. La ley de grupo viene dada por:
(91:71) * (92,72) = (91 © 92, ¢go(M1) ©72) ,

y el inverso de (g,7) es (g1, ¢y-1 (7).

En particular, si en vez de tomar Glj(.))(V') tomamos el subgrupo Heisy (imagen del
grupo 'y, de invertibles en V'), la ley de grupo se simplifica:

(91,7) * (92,72) = (91 © 92,95 " (1) - 72)

y cuando V' = k((z)) obtenemos la ley de grupo de I' x G dada en [32] Section 6].
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Por ultimo, puede demostrarse que se tiene una sucesion exacta:
00— Autk((z)),alg \% 4Z> G}c/((z)) X le((z)) (V) L> Sle((z))(V) —0

que induce un isomorfismo:

V,0
G7

k() X Gli(2) (V) = SGly2)) (V)

donde GZ&?Z)) denota la componente conexa del origen de G,‘Cf(( »))» que por la proposicién

[[LT4]es isomorfa a G.
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Capitulo 2

Algebras de Lie de los grupos
formales.

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica nula y V' una k((z))-dlgebra
finita y separable de dimensién n.

Sea Gl (V) el functor en grupos de los automorfismos de k-espacios vectoriales de V/,
definimos su 4lgebra de Lie por:

End, V' := Gl (V) (kle]) X qi, vy {Id}

donde denotamos k|e] al anillo de los nimeros duales k€] /€?. Asf mismo, definimos Endy,((.), V/
como el dlgebra de Lie de Gly((.))(V), es decir:

Gli((2)) (V) (Ke]) X a1, .y, vy {1d} = Endy)) V (2.0.1)
v =1d, +ey— ¥ (2.0.2)

El paréntesis de Lie [¥1, 72| es el elemento que verifica:
1,92 == 701 et = Tdn +erealn, Aol
donde ; = Id,, +€5; € Gly((2)) (V) (klei]) X Gl 2y (V) (k) {Id}. Explicitamente:
Y1, ¥2) == 172 = o1 -
En particular:

Ly (kle]) xpy ) {1d} =V (2.0.3)

2.1. Algebra de Lie de los grupos de automorfismos.
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Proposicion 2.1. Se tiene un isomorfismo de dlgebras de Lie:
Lie(Gy) =% Derg(V,V).
Demostracion. Por definicidon tenemos que:
Lie Gy : = G(k[e]/€%) x ) {1d}) =
—{g: V@ eV = V@ eV de kle-dlgebras | g_,: V SV}
es decir, g = Id +€egg. Como g es de k[e]-dlgebras, ha de ser:
g(l)=1 = go(1) =0

glw') = g(u)g(u') = go(ur') = ugo(u') + go(u)u’.

Lo que implica que go € Dery(V, V). Resumiendo, se tiene un isomorfismo de k-espacios
vectoriales:

Lie Gy =% Derg(V,V)
1+ €go — go

Puede compromprobarse que los paréntesis de Lie coinciden (véase [34, Thm 3.5]). O
Proposicion 2.2. Si V = Vj x --- x V,. es producto directo de k-dlgebras, entonces:
Dery(V,V) = Dery(V1,V1) © - - - @ Derg(V,., V7).

Demostracion. Basta verlo para el caso r = 2. Las proyecciones V' — V; inducen morfismos
Qv — Qy, k. con lo que se tienen un morfismo Oy, — Qy, /1 & Qyy, . que verifica
d(v1,v9) = (dv1, dve), siendo d la diferencial correspondiente en cada caso. Las inmersiones
Vi — V dan lugar a un morfismo Qy; /1, &y, /. — Qv que verifica (dvy, dva) = d(v1, v2)
y es el inverso del anterior. Es decir, tenemos un isomorfismo:

Qv = Qv e © Quy i, -
Por otra parte tenemos un isomorfismo de V-médulos:

Homy (Qy/x, V) = Derg(V, V)
n—mnod

siendo d la diferencial en V. De este modo:
Dery(V, V) = Homvy; xvs, (Qv; /1 © Qs i, Vi X V2)
Sea ahora D: (), /D Qy, Jk— V1 x Vo un morfismo Vj X Va-lineal, se tiene entonces que:

D(f1,0) = D((1,0)(f1, f2)) = (1,0)D(f1, f2) € V1,
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andlogamente:
D(0, f2) = D((0,1)(f1, f2)) = (0,1)D(f1, f2) € V2,
luego:
Homvy; v, (Qv; /5 © Qv /i, V1 X V) = Homyy, (Qy, /1, V1) © Homy, (v, /i, V2)

y se concluye:
Dery(V,V) = Dery(V1, V1) & Derg(Va, Va) .

Proposicion 2.3. Se tiene el siguiente isomorfismo de dlgebras de Lie:
Lie Gk((z)) =~ LieG
Demostracion. La proposicion|l.14/nos da una sucesion exacta:
O — Autk((z))_alg V — G}Cf((z)) — G — 0

y como el dlgebra de Lie de Auty,((;))—ayy V' es trivial, pues es un grupo discreto, se tiene el
isomorfismo:
O

Definicién 2.4. Sea 7: k((z)) — V la estructura de k((z))-dlgebra de V. Se definen las
derivaciones compatibles con w, Der(V, V)™, como las derivaciones D € Der(V, V') para
las que existe D’ € Dery(k((2)), k((2))) verificando:

Dor=moD .
Sea Tr: V — k((2)) el morfismo traza. De modo andlogo se define Dery (V, V) 1"
Corolario 2.5. Se tienen los siguientes isomorfismos de dlgebras de Lie:
Lie Gy((.y) = Der(V,V)™ = Der(V,V)™ = LieG

Demostracion. El primer isomorfismo se sigue de la Proposicién 2.1] y la definicién de
Gkv(( ) (Definicion ; el segundo se deduce usando ademds la Proposicion m; el dl-
timo es consecuencia de la proposicién anterior. O

2.2. Operadores diferenciales como algebras de Lie.

En esta seccion veremos que ciertos operadores diferenciales tienen una estructura natu-
ral de dlgebra de Lie y seremos ademads capaces de integrar estas dlgebras, concluyendo que
son las dlgebras de Lie de los grupos de automorfismos semilineales del capitulo anterior.
Utilizaremos frecuentemente las definiciones y propiedades de los operadores diferenciales,
resumidas en el Apéndice[C|
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2.2.1. Operadores diferenciales y Lie ( SGly((.))(V)).

De modo andlogo al apéndice [C| pueden definirse los operadores diferenciales de orden
< 1de V en V sobre k((2)), Diff}c((z))/k(v, V). Recordemos ademds que se tiene una
sucesion exacta:

0 — Endy(()) V = Diffy () 1(Vo V) = Derg(k((2)), k((2))) @p((z)) Endgzyy V — 0
(2.2.1)
siendo o el morfismo simbolo.
Denotemos Di((z)) / «(V, V) alos operadores en Diff ,16(( 2n/k(V> V) con simbolo escalar,
es decir, aquellos cuya derivacién asociada via el morfismo simbolo valora en:

Der (k((2))) ®k((2)) k((2)) = Dery(k((2))) @x((z)) Endg(z)) V

donde k((2)) < Endy(.)) V es el morfismo canénico. Equivalentemente, los operadores
Pe Di((z)) /k(V, V') vienen caracterizados por la férmula:

P(zv) = D(2)v,
donde D = o(P). De la sucesion se deduce:
0 — Endg((z)) V = Doy u(Vs V) = Dery(k((2))) — 0. (2.2.2)

Los operadores con simbolo escalar, D,i((z)) /k(V, V'), poseen ademds una estructura natural
de subdlgebra de Lie dentro de Endy V, pues su paréntesis de Lie vuelve a ser un elemento
de Dj (e (V:V):

[Pl,PQ](Z’U) = P1P2(Z’U) — PQPl(ZU) = Pl(ZPQ( )+ DQ( ) ) — PQ(ZPl('U) + Dl(z)v) =
= 2P1P3(v) + D1(2) P2(v) + D2(2) P1(v) + D1Da(2)v—

— 2Py P1(v) — D2(2) P1(v) — D1(2) P2(v) — D2D1(2)v =
= 2[P1, P(v) + [D1, Do) (2)v,

siendo Dy = o(P;),Dy = o(P,) las derivaciones asociadas, via el morfismo simbolo, a los
operadores diferenciales Py y P, y por tanto o ([P1, P»]) = [D1, D2].

Observacion 2.6. No es cierto sin embargo que Diff}C(( 2) /k(V, V') tenga estructura de dlge-
bra de Lie, nétese que en el calculo anterior se utiliza fuertemente que la derivacién asociada
a un operador diferencial con simbolo escalar es una homotecia de razén un elemento de

k((2))-

Proposicion 2.7. Se tiene un isomorfismo canonico de dlgebras de Lie:
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Demostracion. Sea kle] el anillo de los nimeros duales. Por definicion:
Lie (SGly(()) (V) = SGly(()) (V) (kle]) Xsay ., vy 11d}
luego sus elementos corresponden a automorfismos:
VRV 2V eV
k[e]-lineales tales que 7.—o = Id y para los que existe un automorfismo:
9: k((2)) @ ek((2)) = k() @ ek((2))

de kle]-dlgebras tal que gjc—g = 1y y(2v) = g(2)7(v).
Como ~ es un automorfismo k|e]-lineal podemos escribir:

v =1d+eyo
donde vy € Endy, V. Por ser g un automorfismo de k|e]-dlgebras, se tiene que:
g=1+c¢€go
con go € Deri(k((z))) y la condicién:
(Id +e70)(z0) = (1 + €go)(2)(Id +€y0) (v)

nos dice que:
Y0(2v) = 270(v) + go(2)v

es decir, 9 € D,}:((z)) /k(V, V) y su derivacién asociada via el morfismo simbolo es go.
Tenemos entonces un isomorfismo de k-espacios vectoriales:

Id +€eYo — Yo -

Ver que los paréntesis de Lie coinciden es inmediato. O
Observacion 2.8. Tomando dlgebras de Lie en la sucesion:

0 — Glg((2))(V) = SGly(z))(V) = G =0
de la Proposicién [I.21]se deduce la sucesion (2.2.2)):

0 — Endy((2)) V = Dy i (Vs V) = Derg(k((2)), k((2))) = 0.
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2.2.2. Operadores diferenciales y Lie ( SHeisy ).

Denotemos Diff}, 11 (V, V) alos operadores diferenciales de orden < 1 de V en V' sobre
V' (es decir, V como V-mddulo). Se tiene una sucesion exacta:

0 — V — Diffy, , (V,V) % Derg(V, V) — 0 (2.2.3)

siendo o el morfismo simbolo.

Observacion 2.9. El morfismo P +— P(1) es un retracto de:
V — Diff‘l//k(V, V)

y por lo tanto la sucesion (2.2.3]) rompe. Podemos entonces escribir todo operador diferencial
Pe Diff%//k(v, V') como:

P=v+ D, v eV, D e Derg(V,V)

Observacion 2.10. Observemos que en este caso Diff%,/k(V, V)~ D‘l//k(V, V) y por lo
tanto, como en la seccidn anterior, puede verse que tiene una estructura natural de dlgebra de
Lie.

Proposicion 2.11. Se tiene un isomorfismo candnico de dlgebras de Lie:
Lie (SHeisy ) & Dy, (V,V)
Demostracion. Recordemos (véase la Definicion[1.23) que si v € SHeisy, entonces:
y(w) =w-g(v) weV*, geGy.
En virtud de la proposicién se tiene un isomorfismo de k-espacios vectoriales:

Lie (SHeisy ) & Dy, (V,V)
1d+€70 = 0
donde yo(v) = wov + go(v), go € Dery(V,V) = Lie Gy es la derivacién asociada via el
morfismo simbolo y wg € V = Lie V* (véase la ecuacién (2.0.3) para este isomorfismo).
Ver que los paréntesis de Lie coinciden es inmediato en virtud de la sucesion (2.2.3)). O
Observacion 2.12. Tomando algebras de Lie en la sucesion:

0 — Heisyy — SHeisy — Gy — 0

de la Proposicién [I.24] se deduce la sucesion (2.2.3).
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2.2.3. Operadores diferenciales y Lie ( SHeisy.)) ).

Definimos ahora una nueva versién de los operadores diferenciales de orden < 1 de V'
en V sobre V, Diff{, /,(V, V), haciendo uso de la estructura 7 de k((z))-dlgebra de V.

Definicion 2.13. Llamaremos operadores diferenciales de orden < 1 de V en V sobre V'
compatibles con m, Dift %/ Ik (V, V)™, aaquellos cuyo morfismo simbolo valora en Dery (V, V)™
(Definicién [2.4).De este modo, se tiene un diagrama:

0 —V — Diffy, ,(V, V) —— Dery,(V, V) —0

J ]

0 —= vV — Diffy, , (V, V)™ — Dery(V, V)" —0

donde el segundo cuadrado es cartesiano.
Proposicion 2.14. Se tiene un isomorfismo candnico de dlgebras de Lie:

Lie ( SHeisy,), ) = Dy (V, V)"
Demostracion. Se sigue de la Proposicion [2.11]y el Corolario[2.3] O
Observacion 2.15. Tomando dlgebras de Lie en la sucesion:

0 — Heisy — SHeisX((Z)) — Gkv((z)) — 0
de la Proposicion [1.28]se deduce la sucesion:
0 — V — Diffy,, (V, V)™ — Derp(V, V)™ — 0.

Observacion 2.16. Dado que Dery,(V, V)™ 2% Der,(V, V)T (Corolario , se sigue que:

Diffy, ), (V, V)™ = Ditfy, , (V, V)T

(donde se define Diff%//k(V, V)T como lo operadores cuyo morfismo simbolo valora en
Der,(V, V).
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Parte 11

Espacios de Moduli






Capitulo 3

Moduli de curvas y fibrados.

Estudiamos en este capitulo el moduli de curvas y fibrados con trivializaciones formales
(permitiendo variar ambos datos). Abordaremos este problema de un modo ligeramente dis-
tinto al dado por Mulase en [28]], puesto que nosotros no permitiremos una estructura local
de revestimiento ciclico alrededor de un punto fijo de la curva. Caracterizamos 4 la Mulase la
imagen del morfismo de Krichever, lo que nos permite demostrar que este espacio de moduli
tiene estructura de subesquema dentro de una Grassmanniana infinita. Incluimos un dltimo
apartado en el que se generalizan los resultados al caso en el que la curva pueda ser singular.
Lo que hace posible definir el morfismo de Krichever en el caso singular, es el hecho de
imponer que el punto marcado sea un punto no singular.

3.1. Morfismo de Krichever.

Trabajaremos siempre sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de caracteristica nula.
El objetivo es definir el morfismo de Krichever para un espacio de moduli cuyos puntos ra-
cionales sean datos (X, x, z, F, ¢), donde X es una curva lisa sobre & con un punto marcado
x € X, z es un pardmetro formal en x o, equivalentemente, un isomorfismo:

2: Ox o ™ K[[2]],
F es un fibrado vectorial de rango n en X y ¢ es un isomorfismo de O x,z-m0ddulos:
o: B, ™~ @}@
Definamos primero el espacio de moduli de curvas punteadas con trivializacién formal.

Definicion 3.1. ([33] Def.6.2]) Se define el functor M sobre la categoria de k-esquemas
como el hacificado de:

S~ {familias (X, D, z) sobre S}/ ~
donde:
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1. w: X — S es un morfismo propio y plano cuyas fibras geométricas son curvas lisas e
integras.

2. 0: S — X es una seccién de 7 tal que su divisor de Cartier asociado, D = o(.5), es
liso, de grado relativo uno y plano sobre S. (Entenderemos que D C X es liso sobre
S cuando para cada punto cerrado = € D exista un entorno U de x en X de modo que
el morfismo U — S es liso).

3. z es una trivializacién formal de X a lo largo de D; esto es, una familia de morfismos
epiyectivos de anillos:

Ox — 0.(0g[z]/2"Ogz]) neN
compatibles con las proyecciones candnicas:
Oglz]/2"Oglz] — Osl2]/2" Oslz]  n>n'
y tal que para n = 1 coincida con o.

4. Diremos que dos familias (X, D, z) y (X', D', 2') son equivalentes cuando exista un
isomorfismo f: X — X' sobre S tal que:

= f*D' =D.

= f es compatible con las trivializaciones formales z y z’; esto es, el siguiente
diagrama ha de ser conmutativo:

OX f*OX

/| -

7,(0s[z]/2"Os[z]) == f.0+(Os]z]/2" Os]z])

Sus puntos racionales son ternas formadas por una curva lisa X con un punto marcado x € X
y un parametro formal z en el punto.

Definicion 3.2. Se define el functor I/ sobre la categoria de k-esquemas como el hacificado
de:

S ~~ {familias (X, D, z, E, ¢) sobre S}/ ~
donde:
1. (X,D,z) € M>=(S).

2. F esuna familia de fibrados vectoriales de rango n en X plana sobre S.
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3. ¢ es una trivializacién formal de F a lo largo de D; esto es, una familia de morfismos
epiyectivos de Ox-modulos:

E — (Ox/Ox(—mD))" m e N
compatibles con los morfismos naturales:
Ox/Ox(—mD) — Ox/Ox(—(m —1)D)

4. Fijado un k-esquema S, diremos que dos familias (X, D, z, E, ¢)y (X', D', 2/, E', ¢)
son equivalentes si existe un isomorfismo f: X =% X’ sobre S tal que (X, D, z) ~
(X', D', 2, y si existe ademds un isomorfismo g: f*E’ = FE compatible con las tri-
vializaciones formales ¢ y q5/; esto es, el siguiente diagrama ha de ser conmutativo:

~

F*E' E

¥ w

f*(Ox1/Ox:(=mD))" = (Ox /Ox(—mD))"

donde el isomorfismo de la segunda fila se sigue de la identificacién f*D’ = D.

Se tiene que la trivializacion formal ¢ induce una epiyeccion:

E — lim Ox /Ox(—mD) = O% p,— 0

que factoriza por la completacién de E a lo largo de D:
ED — 6?{,D
y es de hecho un isomorfismo, pues ambos son O x,p-médulos localmente libres de rango n
ylim E(—mD) =0.
«—m . .
Un punto racional de U/*° corresponde a una quintupla de datos (X, z, z, F, ¢), don-

de X es una curva lisa con un punto marcado x € X, z es un parametro formal en x o,
equivalentemente, un isomorfismo:

2: Ox. 2 K[[2]],

E es un fibrado vectorial de rango n en X y ¢ es una trivializacion formal en x, es decir, un
isomorfismo de O x ,-mddulos:
. - ~, ATL

Definicion 3.3. Se define el morfismo de Krichever para el functor /*° como el morfismo
de functores:
Kr:U™(S) — Gr (k((2)")(S)
(X’DaZ’Evgb) = (Z ° ¢)@W*E(m,D)

m/

donde Gr(k((z))™) es la Grassmanniana infinita algebraica construida en el apéndice
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Veamos que en efecto este limite define un punto de Gr(k((z))™). Consideremos el dia-
grama:

z

(OX/(’)X(—m))n — (a*(OS[z]/szS[z]))n

P

E
Puede demostrarse que la siguiente sucesion es exacta:
0 — E(=mD) — B — (0.(Os[z]/="Os[z]))" = 0.
y en consecuencia, se tiene también la sucesion exacta:
0 — E(—mD) — E(m'D) — (0*(z_m/(95[z]/zm(95[z]))n —0 m,m' > 0.
Siguiendo los pasos de la construccién del morfismo de Krichever de [2] se concluye que:

(z0¢) h_n}nuE(m’D) € Gr (k((2))")(5)

ml

Observacion 3.4. Para ilustrar el argumento anterior, detallaremos en el caso de puntos ra-
cionales, S = Spec k, cémo ver que el morfismo de Krichever:

(X,2,2,B,¢) = (z0¢) H(X —z,E)

define un punto de Gr(k((2))"). Denotemos W = (z o0 ¢) H*(X — z, E) y veamos que W
es de hecho un punto de:

son k-espacios vectoriales de dimensidn finita

Gr (k((2))") (k) = { W C k((2))" tales que W N E[[z]]" y k((2))" /W + k[[z]]"}

Mandando una seccién en HO(X — z,F) a su germen en z (usando z y ¢) tenemos una
inclusion: R
W= (209)H(X — 2, E) — (Ox,2)§ = k((2))"
Consideremos la sucesion exacta de haces:
0— E — E(mx) — (Opa(ma))” — 0
y tomemos cohomologia:

0—H%X,E) = HX, E(mz)) = (Onz(mz))"” = H (X, E) = HY(X, E(mz)) =0

donde el dltimo 0 se deduce por ser O,,,,,(ma)un haz flasgo (estd concentrado en x). Sabemos
ademds que para m suficientemente grande es H' (X, E(max)) = 0, luego tenemos:

0 — HY(X,E) — H(X, E(mz)) — (Opme(mz))” — H(X,E) — 0 (3.1.1)
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Como O,,,(mz) es el cociente entre la funciones meromorfas en X con posible polo en z
de orden a lo mds m y las funciones regulares en X, se sigue que:

Ome(maz) = (71 ... 27™)
Tomando hm en la sucesion obtenemos:
0 — H(X, E) — W — k()" /k[[2]]" — H'(X, E) — 0
pues:

lim Oy (ma) = k((2))/M[2]] vy lmHO(X, E(ma)) = H(X — 2, E) = W.

m

En virtud de la finitud de la cohomologia se concluye que:
W =HX —=z,E) e Cr (k:((z))”)(k:) .

Definimos ahora un morfismo de Krichever para U/*° que valora en dos Grassmannianas,
que nos serd de utilidad a la hora de representar L/*°.

Definicion 3.5. Se define el morfismo de Krichever para el functor /°° como el morfismo
de functores:

Kry: UP(S) — Gr (k:((z))")(S) x Gr (k z)))
(X,D,z2,E,¢) — ((z 0 ¢) limm. E(m'D), (Lnrr (’)X(m D)))

m/

Observacion 3.6. Cuando S = Spec k, el morfismo viene definido por:
(X,2,2,E,¢) = ((z0¢) H'(X — 2, B), 2H(X — z,0x))

Observacion 3.7. Sea V un k-espacio vectorial, V' un subespacio destacado de V' 'y W €
Gr (V). Se define la funcién indice:

i: Gr(V) = Z

por i(W) = dimg(W NV*) — dimy(V/W + V). Tenemos entonces una descomposicion
de la Grassmanniana en componentes conexas (véase [3]]):

= H Gr™
meZ

Si (X, z,2) € Mg°(k), es decir, si hemos fijado ademds el género g de nuestra curva X,
se tiene una descomposicién en componentes conexas:

= [T M5
g
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y la funcién indice equivale, via Krichever, a la caracteristica de Euler-Poincaré del haz es-
tructural O, luego el morfismo de Krichever M® a la componente conexa Gr'9(k((2))).
Andlogamente, si denotamos I/I;f;l al moduli en el que las curvas tiene género arimético
g y los fibrados tienen grado d (el rango ya lo tenemos fijo), entonces los morfismos de
Krichever se escriben:
Kr: UG — Grni=9)+d (k((z))™)

Kra: Uy — Gr"=9F 4 (k((2))™) x Gr' ™9 (k((2)))
3.2. Caracterizacion de la imagen.

En esta seccion nos proponemos demostrar que el morfismo de Krichever es inyectivo
y caracterizar su imagen, es decir, dar condiciones para comprobar cudndo un punto de la
Grassmanniana proviene de datos en /*°. La idea es la siguiente, sea W un punto racional
de la Grassmanniana Gr(k((z))") y Aw C k((2)) el conjunto de f € k((z)) tales que
f+W C W (estabilizador de W en k((z))). Por definicién W es Ay-médulo y Ay es una
sub-k-dlgebra de k((z)). Daremos una construccién inversa del morfismo de Krichever, de-
mostrando que con Ayy recuperamos una curva, un punto y un parametro formal del mismo,
y con W construiremos un fibrado sobre dicha curva y una trivializacién formal en el punto.
Necesitaremos primero dar una serie de resultados técnicos, que nos permitirdn extrapolar
esta idea al caso de puntos con valores en cualquier k-esquema, y por lo tanto, hacerla valida
para familias de curvas y fibrados.

Sea S un k-esquema.

z))/A
)((2))

Lema 3.8. Sea A — Og((z)) un subhaz cuasicoherentes (como Og-mddulo). Si Os/((
es plano sobre S, entonces A es plano sobre S y para cada punto s € S, As C k(s
(donde As = A ®og4 k(s) es el cambio de base de A a s).

Demostracion. Como Og((z)) es plano sobre S'y Og((2))/A es plano por hipétesis, resulta
que A es plano sobre S. En particular, TOT?S(Os((Z))/A, k(s)) = 0, luego se tiene una
sucesion exacta:

0 = Tor{* (0s((2))/A, i(s) = 0 = As = £(s)((2)) = A(s)((2))/As = 0
y por tanto Ag C k(s)((2))- O

Definicién 3.9. Sea W € Gr (k((z))™)(S) un punto de la Grassmaniana con valores en S.
Se dice que una sub-Og-dlgebra A de Og((z)) estabiliza W si verifica:

1. Og((#))/A es plano sobre S.
2.A-WCW.

Se llama estabilizador de W a la mdxima subdlgebra de Og((z)), Aw, que estabiliza .
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El estabilizador existe por el lema de Zorn, pues la familia de sub-Og-dlgebras que esta-
biliza W no es vacia (contiene a Og ) y una unién de subdlgebras que estabilizan W también
estabiliza W. Ademds Og C U para toda subdlgebra U de Og((z)) que estabiliza W.

Si S = Speck, con k cuerpo, la condicién de platitud es automatica y el estabilizador es
simplemente:

Aw ={f e k(()If - W S W}.

Observacion 3.10. Si A estabiliza W, entonces para todo cambio de base ' — S y en virtud
de la platitud de Og((2))/A, se tiene que Ar C Or((z)). Ademds A estabilizaa Wr y en
particular (Ay )7 estabiliza Wy, luego (Aw )7 C Aw,.. No obstante, esta inclusién no tiene
porqué ser una igualdad.

Observemos que esta ultima afirmacién nos dice que en realidad el estabilizador Ay no
es una familia buena, en el sentido de que cambiando de base T — S, (Aw ) podria dejar
de ser la maxima dlgebra que estabiliza a Wr. Sin embargo, veremos que en los casos en que
Ay W vienen de datos geométricos (vedse el Lema [3.14] y la Observacién [3.23), siempre
se verifica que (Aw)r = Aw,. Resulta asi que el estabilizador representa una familia de
estabilizadores. Finalmente, si A C A estabilizan a W, se tiene también que A7 C AT

En lo que sigue escribiremos V' = k((z))"™.

Proposicion 3.11. Sea S un k-esquema, A una sub-Og-dlgebra no trivial de Og((z)) y
W € Gr(V)(S) un A-médulo. Entonces:

rkaW =n < AecGr(k((2)))(S)
Demostracion. Recordemos que se define el rango de W sobre A por:
rtkaW =n-d
siendo d el grado de la extension:
(A)o = Os((2))-

Veamos en primer lugar que como W € Gr(V')(S) es A-médulo entonces ANOgl[z]] =
Og. En efecto, sea VT = k[[z]]" y consideremos las filtraciones:

AW = AN 27 0g][2]]
w9 =wn: vy,

por ser W un punto de Gr(V)(S) se tiene que W) es un haz de @g-médulos localmente
libre de tipo finito, luego existe M € Z tal que:

WM cw© w2 oy wM=D = (o}
Como W es por hipétesis A-médulo se sigue:

ACD D) c wM=D) — 1) — A = {0}
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A @) c M) — 40 = o
Luego A¥) := AN Og][z]] = Os.
Supongamos que tka W = ny que A ¢ Gr (k((2)))(S). Como A # Osy AN
Osl[z]] = Og se sigue que:
A= (1,21 + O(z5Th), 2%2 + O(2%2Th), 2% + O(2% 1Y), ...) 5 <0.
Por ser A una sub-Og-dlgebra de Og((z)) existe un m tal que:
25 4 025 € (250 4+ 0>z, .., 2% + O(2* 1)) Vj>>0
es decir, basta un nimero finito:

{z°t + O(zsl+1), R AL O(zs’”"'l)}

para generar A.
Si el maximo comun divisor de sy, . . ., S;, €S Uno:

MCD(s1,...,8m) =1,

entonces es facil ver que para k >> 0 se tiene que sxr1 = S; + 1 y por lo tanto A €
Gr (k((2)))(S), que no es nuestro caso, luego podemos suponer que:

MCD(s1,...,8m) =7 # 1.

Se tiene asi que s; = r§; para todo j = 1,...,m, y MCD(5y,...,5,) = 1. Podemos
entonces escribir:

A= (1,27 4 O 252 L O(2m%2 1), 2758 4 O (23T ).
Se sigue entonces que el grado de la extension:
(A)o = Os((2))

es al menos r, y por lo tanto es estrictamente mayor que uno, con lo que llegamos a contra-
diccion con que el rango de W sea n. En consecuencia A € Gr (k((2)))(S5).
El reciproco es anélogo. 0

Corolario 3.12. Sea S un k-esquemay W € Gr(V)(S) tal que Ayw # Os. Entonces:
tka, W=n < Aw € Gr (k((2)))(5)

Lema 3.13. Sean A y A dos puntos de Gr (k((2)))(S) tales que A C Ay para cada punto
cerrado s € S es Ay = A,. Entonces A = A.
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Demostracion. Consideremos la sucesion exacta:
0—-A—-A—A/A—0

Sabemos que al tensorializar por x(s) (s = Speck(s) € S punto cerrado) se tiene que

A, = A, luego (A/A), = 0. Veamos entonces que A/A es de tipo finito y por Nakayama
concluiremos que A JA = 0 (esto es, A = fl). Para lo cual basta con que sea localmente
de tipo finito, pues es haz. En efecto, como ambos son puntos de Gr (k((z2)))(S), para cada
punto s € S existe un entorno abierto U de s en Sy subespacios C, D en la topologia 7 de
conmensurables (que podemos elegir de modo que C' C D) tales que:

Ay & Cy = Ou((2)
Ay ® Dy = Op((2))
Luego (A/A)y = (D/C)y que es localmente libre de tipo finito pues C, D € 7. O

Lema 3.14. Sean (X, D, z, E, ¢) € U (k) un punto racional y W € Gr(V')(k) el punto
que define via el morfismo de Krichever. Entonces:

H)(X —2,0x) = Ay € Cr (k((2))) (k).

Demostracion. En efecto, sea A € Gr (k((2)))(k) el punto que define la terna (X, z, z) y
denotemos X x el cuerpo de funciones de X . Sabemos que:

A=H(X —2,0x%)

y como E es Ox mddulo, entonces A C Ayp. Recordemos en qué sentido usamos las
trivializaciones:
W=H(X —z,E) & % 2 k((2))"

Por definicion:
Aw ={fek((2)|f-W W}

luego f € X x (e induce una homotecia en X% ) y tiene un posible polo sélo en z. Como la
curva X es lisa entonces f € H'(X — z,Ox), es decir A = Ay € Gr (k((2))) (k). O

Teorema 3.15. Sea S un k-esquema, (X, D, z, E,¢) € UX(S), W € Gr(V)(S) el punto
que define via el morfismo de Krichevery A el punto que define (X, D, z) en Gr (k:((z))) (S).
Para cada morfismo de k-esquemas T — S es:

Ar = (Aw)r = Aw, € Gr (k:((z)))(T) )
Demostracion. Por la Observacion se tiene una cadena de inclusiones:
Ar C (Aw)r € Aw,

de puntos en Gr (k((2)))(T), que por lema anterior coinciden sobre los puntos cerrados
t = Speck(t) € T:

Ay = (Aw): = Aw, € Gr (k((2))) (k(2)).
Se concluye usando el Lema[3.13] O
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Observacion 3.16. Recordemos (Observacién [3.10) que para cada morfismo de k-esquemas,
T — S, se tiene que (Aw)r € Aw,., y no siempre es una igualdad, lo que significa que
(Aw)r dejaria de ser la méxima dlgebra que estabilizara Wr. Lo que acabamos de ver es
que si partimos de datos geométricos donde la curva es lisa, esta inclusion es siempre una
igualdad y por tanto el estabilizador sigue siendo estabilizador para cualquier cambio de
base. Y reciprocamente, si partimos de datos algebraicos Wy Ay en Gr(V) y Gr (k((2))),
respectivamente, y suponemos que Ay es regular, entonces Ay sigue siendo el estabilizador
para cualquier cambio de base.

Definicion 3.17. Sea S un k-esquema y A una Og-dlgebra. Diremos que el anillo A es
relativamente regular sobre .S, cuando para cada punto cerrado s € S se verifique que el
cambio de base A; de A a s € S sea un anillo regular.

Observacion 3.18. Observemos que la condicién de regularidad relativa corresponde a la
lisitud de las fibras de la familia de curvas X — S, pues paracada s € Ses X; — x5 =
Spec As.

Teorema 3.19. Un punto W € Gr(V')(S) estd en la imagen del morfismo de Krichever para
el functor U si'y solo si Ay € Gr(k((t)))(S), Aw # Og y es un anillo relativamente
regular sobre S.

Demostracion.
=) Si W estd en la imagen del morfismo de Krichever es

W =limn,.E(nD)
—

donde m: X — S es una familia propia y plana de curvas integras y lisas. Ademds A =
lim 7,0x(nD) es también un punto de Gr (k((2)))(S) que es una sub-Og-dlgebra de
Os((z)) integra y relativamente regular, tal que W es A-médulo de rango n y que, en vir-
tud del Lema [3.§] verifica automdticamente la condicién de platitud de la Definicién [3.9]
Por maximalidad A C Ayy. Se concluye entonces, por el Teorema que A = Ay €
Gr (k((2)))(S).

<) Si Ay € Gr (k((2)))(S), como es una sub-Og-dlgebra de Og((z)) no trivial, por
el Apéndice Bl Ay define una familia propia y plana de curvas integras 7: X — Sy una
seccion o de m de modo que D = o(.S) es un divisor de Cartier liso de grado relativo uno.
Ademds X — S es una familia de curvas lisas ya que Ay es relativamente regular.

Sabemos que X = Proj.A, con A := @izoxﬁAg/) y A(V;) = Aw N 27'Og][2]]. Se
construye un haz quasi-coherente £ sobre X como el haz de localizaciones homogéneas del
A-médulo graduado:

W = EBiW(i) ,

con W = W N 27%Og][[z]]*. Ademas W es plano sobre S (por ser W un punto de la
Grassmanniana y en virtud del Lema3.8), luego también lo es E.

Los teoremas 2.4.3, 2.4.4 y 2.4.5 de [2] demuestran que E es un haz de localmente libre
sobre X haciendo una aclaracién:
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En [2] se parte de una curva X sobre k, luego al cambiar de base al k-esquema S se
obtiene una familia de curvas X xj S sobre S, de modo que para cada punto cerrado s € S
las fibras X s son la propia curva X, luego si N, m;; = 0, al cambiar de base a .S esto también
ocurre (esto se utiliza en el teorema 2.4.5 de [2]). En nuestro caso tenemos una familia de
curvas X sobre S posiblemente distintas, luego aunque en cada fibra sea N,m; = 0, no
tendria por que pasar que N, /7, = 0 (donde Ip es el ideal del divisor D). Veamos que sin
embargo esto ocurre. En efecto, hemos recuperado el divisor D como el subesquema cerrado
de X definido por el ideal x1.A, luego:

N Ip = Npazt A

tenemos que ver que N, x7.A = 0. Ahora bien, todo elemento a € A = @iZO:C’iA(Vé,) puede
escribirse:

2
a=ag+xia] + 702 + -

conaiEA(Vi/),yaExTAsiysélosiaoz-~-:am,1:O.Seaa;&()dadopor:

1
a=alam + 27 amr + -

con a,, # 0, entonces a € " Aya ¢ :J:{”“A, luego:
a & Npal A

y por tanto 0 = N,z

Por ultimo, E tiene rango n sobre X en virtud del Corolario y para obtener una
trivializacién formal a lo largo del divisor D no tenemos mds que tensorializar por E' en la
siguiente sucesion exacta:

0— Ox(—nD) - Ox — Ox/Ox(—nD) — 0.
O

Es facil ahora comprobar que también se tiene el siguiente teorema de caracterizacion.

Teorema 3.20. Una pareja de puntos (W, A) € Gr(V)(S) x Gr (k((2)))(S) estd en la
imagen del morfismo de Krichever para la definicion si y solo si A es una sub-Og-
dlgebra de Og((z)) relativamente regular y W es A-mddulo.

3.3. Representabilidad.

En este apartado demostramos que el espacio de moduli (/*° es representable por un
k-esquema.
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Lema 3.21. ([2)]) Sea S un k-esquema y sea F un haz de Og-modulos sobre la categoria
de S-esquemas. Sean F1 y Fa dos subhaces cuasi-coherentes de F tales que localmente
F|Fy = linl L;, donde los L; son haces coherentes y libres.

Entonces los puntos f: S" — S tales que f*(F1) C f*(Fa), como subhaces de [*(F),
son los puntos de un cerrado de S.

Demostracion. Como la cuestion es local puede suponerse que S es afin, S = Spec A.
Entonces F/Fy = @Z LiyF=2Fé linl L; donde los L; son A-mddulos libres. Se
deduce ademds que para un morfismo f: S" — Ses f*(F/F2) = f*(F)/f*(Fa).

Dado el morfismo inyectivo de haces:

Ji(Fi+F)/Fa— F/Fy = liﬂlLi

1

todo punto f: S’ — S induce un homomorfismo de haces sobre S’:

Q) (P4 Fo) [ Fo) = [7(F/F2) = fH(F)) 7 (F2),

cuya imagen vale:
Im(f*(5)) = (f*(F1) + 7 (F2) /[ (F2) -

Luego el conjunto de los puntos f: S’ — Spec A tales que f*(F;) C f*(F2) estd formado
por lo puntos f que verifican:

Im(f*(7)) = (f*(F2) + [ (F2)) /7 (F2) = £ (F2)/ f*(F2) = O

Denotemos M = (F1 + F2)/F2, que es un A-médulo, y escribamos j: M < lim, L;. Para
cadam € M se tiene que j(m) = lim, (a;(m)) con a;(m) € L; = Alr | es decir:

a;(m) = (a;(m),...,a;.(m)) donde a;, (m) € A.
Entonces, un punto f: S’ — Spec A verifica que Im(f*(j)) = 0 si y sélo si, para todo

m € M las funciones a;, (m) son todas nulas (pensadas como funciones sobre S’ a través
de f). Esto ocurre si y solo si f factoriza a través de:

S’ Spec A

|

Spec(A/I) ——= (I)o
donde I es el ideal de A generado por las a;, (m), con lo que se concluye. O

Teorema 3.22. El functor de moduli U™ es representable por un subesquema localmente
cerrado de Gr(V) x Gr (k((2))).
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Demostracion. El Teorema[3.20]demostr6 la existencia de un morfismo inyectivo de functo-
res:
Kry: U™ — Gr(V) x Gr (k((2))) .

Por otro lado, dado que tanto Gr(V') como Gr (k((2))) son representables por k-esquemas
(véase el Teoremal[A.20), existen subespacios discretos universales:

We € Gr(V)(Gr(V))
Ag € Gr (k((2))) (Gr (k((2))))

En estos términos, un punto proviene de U si y sélo si Ag - Ag = Ag, Ag - Wg C
We y Ag relativamente regular. Tomando entonces S = Gr(V) x Gr (k((2))), F = Vs,
Fi1 = Ag - Wg y Fo = Wq en el lema anterior se sigue que los puntos f: S’ — S
tales que f*(F1) C f*(F2), como subhaces de f*(F), son los puntos de un cerrado C' de
S = Gr(V) x Gr (k((2)))- Los puntos de C' que proviene de familias de curvas lisas forman
un abierto dentro de este cerrado. O

3.4. Caso singular.

Como al principio de este capitulo, podemos definir el functor de moduli que sobre un
k-esquema S parametriza datos (X, D, z, E, ¢), donde ahora las fibras geométricas de la
familia X — S pueden ser curvas singulares, D sigue siendo liso y £ es un haz libre de
torsién de rango n sobre X . Del mismo modo podemos definir el morfismo de Krichever en
Gr (k((2))") (pues D es liso).

Se plantea entonces el problema de que el morfismo de Krichever pueda dejar de ser
inyectivo. Vedmoslo con el siguiente ejemplo. Sean (X, z, 2, E, ¢) y (X', 2/, 2/, E', ¢') dos
puntos racionales y supongamos que existe un unico punto singular p # z en X de modo
que X' es la normalizacion de X . Denotemos f: X’ — X al morfismo birracional de nor-
malizacién y supongamos que 2’ = f~!(x). Supongamos ademds que existe un isomorfismo
E >~ f,E’ compatible con las trivializaciones formales ¢ y ¢'. Entonces se tiene que:

(209) H'(X 2, E) = (20 fu¢)) ' (X —, f. E') = (/0 ¢/) H* (X' —p/, B) € Gr (k((2))") (k) ,

es decir, los puntos de Gr (k((2))™) que definen los datos (X, p, z, E, @) y (X', p/, 2/, E', ¢/)
via el morfismo de Krichever, son iguales, fallando en consecuencia la inyectividad del mor-
fismo de Krichever. Esto sugiere dar la siguiente definicion (vedse [42]):

Definicion 3.23. Diremos que un dato (X, D, z, E, ¢) sobre k es maximal cuando cada
vez que exista (X', D', 2/, E', ¢') sobre k y un morfismo f: X’ — X birracional tal que
7'~Y(D)= D'y E ~ f,E’ de modo compatible con las trivializaciones formales, entonces
X = X'. Diremos que un dato sobre un k-esquema S es maximal cuando lo sea para cada
punto cerrado s € S. Denotaremos U al moduli de datos maximales.

Motivados por esta definicion introducimos la siguiente:
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Definicion 3.24. Diremos que una pareja:
(W, A) € Gr(V)(k) x Gr (k((z)))(k)

tal que A-W C W es maximal cuando, cada vez que exista A’ C k((z)) talque A”-W C W,
entonces A" C A. Diremos que una pareja sobre .S es maximal cuando lo sea para cada punto
cerrado de S.

Observacion 3.25. Puede generalizarse la nocién de cambio de base del estabilizador para
datos maximales y se verifican también en este caso los resultados [3.14] y 3.15] Es decir,
cuando la pareja (A, W) es maximal, entonces Ayy sigue siendo el estabilizador después de
cualquier cambio de base.

Teorema 3.26. Sea S un k-esquema. Los puntos L?OO(S ) se corresponden, via el morfismo
de Krichever:

Kr: U™ — Gr(V)(S),
conlos W € Gr(V)(S) tales que Ay € Gr (k((2)))(S) y la pareja (W, Aw) es maximal.

Teorema 3.27. Sea S un k-esquema. Los puntos LNIOO(S ) se corresponden, via el morfismo
de Krichever: o
Kry: U™ — Gr(V)(S) x Gr (k((2)))(S),

con las parejas maximales (W, A) € Gr(V)(S) x Gr (k((2)))(S) tales que A- W C W.

Teorema 3.28. El functor de moduli U™ es representable por un subesquema cerrado de

Gr(V) x Gr (k((2))).

Demostracién. Razonando como en el Teorema [3.22] obtenemos un cerrado C' en Gr(V) x
Gr (k((z))) formado por las parejas (W, A) tales queA- A = Ay A- W C W. Dentro de
este cerrado, la condicidon de maximalidad se traduce en A = Ayy. Tenemos asi dos puntos
de la Grassmanniana de k((z)), Ay Aw tales que A C Ay, luego serdn iguales si tienen el
mismo indice (vedse la Observacion y por lo tanto U° es representable por el corte de
C' con unas cuantas componentes conexas de Gr(V) x Gr (k((z))), que es cerrado. O



Capitulo 4

Pares de Higgs y Grassmanniana
Infinita.

Este capitulo pretende caracterizar la imagen del morfismo de Krichever para el modu-
li de pares de Higgs sobre una curva lisa con trivializaciones formales, y representar dicho
moduli como un subesquema dentro de una Grassmanniana infinita. Dado un punto de este
espacio de moduli, resulta claro que la Grassmanniana a la que debemos enviar el fibrado es
Gr(k((z))™. No obstante, no es tan trivial imaginarse en qué espacio debemos codificar el
campo de Higgs, y por tanto, deducir en qué espacio debe valorar el morfismo de Krichever.
El ingrediente clave para definirlo consiste en introducir una fibracién de Grassmannianas
infinitas sobre un espacio afin, que esencialmente mide la variacién del polinomio caracte-
ristico del campo de Higgs, y que no es sino un andlogo formal a la llamada base de Hitchin.

4.1. Preliminares.

Comenzamos este capitulo hablando brevemente de algunos de los ingredientes que va-
mos a necesitar de la teoria de pares de Higgs. Trabajaremos sobre un cuerpo k algebraica-
mente cerrado de caracteristica nula.

Denotemos por U el moduli de fibrados vectoriales de rango n sobre una curva propia,
lisa e integra X. Dar un par de Higgs en X consiste en dar un punto £ € Ux junto con un
morfismo de haces de O x-mddulos:

p: F—- E®uwx.
Es bien sabido que el espacio tangente al moduli de fibrados vale:
TpUx ~ H'(X,Endx E)
y por dualidad de Serre:
ThUx ~ H(X,Endx F @ wy).
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Es decir, el espacio cotangente al moduli de fibrados parametriza pares de Higgs en X. Un
hecho importante es la existencia del llamado morfismo de Hitchin:

H: T"U — @ H(X, 0
(E,¢) — ch(p) = (Tr(p), Tr(A%p), ..., Tr(A"p))

donde ch(¢p) son los coeficientes caracteristicos de . Su importancia radica en el hecho de
que, para un punto genérico a = (ay,...,a,) € &, HO(X,w§"), la fibra del morfismo
de Hitchin corresponde (uno a uno) a haces de linea en otra curva X, llamada curva espec-
tral. Describimos brevemente la construccion de X, (véase [21],[7],[45]). Consideremos el
fibrado cotangente:

T* X := Spec S'w;(l
donde S'w;{I es el dlgebra simétrica de w)}l. Sea Z, el haz de ideales de S 'w)_(l generado

por la imagen del morfismo de haces de O x-médulos:

n XR—1

wy' — S'w)_(l = @i>ow
5’_) (£®an7£®an_17'"7€®a17€70707"‘)

El cociente S’w)_(l /Z, es un haz de Ox-dlgebras y definimos la curva espectral como los
ceros de Z, en T* X, es decir:

X, = Spec S'w;(l/Ia
El morfismo:
m: Xg— X

es un revestimiento (posiblemente ramificado) de grado n, donde n es el rango de E, y
para un punto genérico a, X, es una curva no singular. Para a genérico, la biyeccién en-
tre Jac(X,) y H~'(a) es la siguiente. El campo de Higgs ¢ puede interpretarse como un
morfismo de haces de O x-mddulos:

wy! ~E®E*
o0 equivalentemente, como un morfismo de O x -dlgebras:
Swyt = E®E*.

Por el teorema de Hamilton-Cayley, el morfismo anterior factoriza por Ox, = S'w;(l /Zq si
y s6lo si ch(y) = a. Luego dado un punto en H~!(a), esto es, dado un par de Higgs (E, ©)
con ch(y) = a, podemos pensar E' como un haz de linea L en X,,. Claramente 7. L = E.

Reciprocamente, dado un haz de linea L en X,, sea £ = m, L. E es un fibrado de rango
n en X y admite una estructura de 7,0 x,-médulo que induce:

Swit — S*wy'/Z, —~ E®E*

Pero esto es equivalente a dar un morfismo de O x-médulos w}l — E® E* tal que ch(y) =
a.
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4.2. Moduli de pares de Higgs con trivializaciones formales.

En lo que sigue, supondremos fijos los siguientes datos:

= X curva proyectiva, lisa e integra sobre k.
m € X.

= t: Ox, = k[[2]] una trivializacién formal de X en z.

Por ser X una curva lisa, el haz dualizante wx es de linea y la trivializaciéon formal ¢ induce
de modo natural una trivializacién formal de wx en z ([34]):

dt: Wx , = k[[z]]dz (4.2.1)

(obviaremos, cuando no sea necesario, el generador dz). Nuestro objetivo es definir un espa-
cio de moduli que parametrice ternas (E, ¢, ¢) formadas por:

= Un fibrado E de rango n sobre X.
» Un campo de Higgs ¢: £ — F Q wx.
» Una trivializacién formal ¢ de E en z, ¢: EQC = 6}30

Veremos que hemos de imponer una cierta compatibilidad entre la trivializacion formal y el
campo de Higgs.

4.2.1. Definicion y representabilidad.

Denotemos @ a la completacién en x del campo de Higgs ¢. Dada la terna (X, z,z) y
una trivializacion formal ¢ de E en z, los coeficientes a; del polinomio caracteristico pz(T")
de @ yacen en k[[z]].

Definicién 4.1. Se define el functor HiggsS como el hacificado de:

Ck—esq ~ Cets

S—={(E,¢,0)}/ ~
donde:
1. E es un fibrado de rango n sobre X x S.

2. 91 F — F®@uwxxg/s es un campo de Higgs relativo, es decir, un morfismo Ox x s-
modulos.
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3. ¢ es una trivializacion formal de £ alo largo de = x S:

~

R O;LXS

para la que existe una matriz:

0 (_1)n+1an
1 - (_1)nan—1
M= ! :
-0 —ag
0 01 a1
(donde (ay,...,a,) € Og[[z]]™) haciendo compatible el siguiente diagrama:
- g = ~
exS T LigxS @ Wrxs
¢l2 Zj/d)@dt
Os|[#]]" —*— Osl[=]"

4. Diremos que (F, ¢, @) ~ (E',¢', ¢') cuando exista un isomorfismo de fibrados f: £ = E’
compatible con todos los datos, es decir:

= f es compatible con ¢ y ¢’ y, por lo tanto, tenemos un diagrama conmutativo:

F
N
Osl[=]]"

= f es compatible con ¢ y ¢/, o sea, el siguiente diagrama es conmutativo:

~

EmXS

E/

XS

E—>Fow

flz zlf@ld

E’i>E/®w

Observacion 4.2. Dado (E, ¢, ) € HiggsS(S), los elementos (a1, ...,ay) de la tercera
condicién son, forzosamente, los coeficientes del polinomio caracteristico formal definido

por @.
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Observacion 4.3. Cuando dos ternas (E, p, ¢), (E', ¢, ¢’) son equivalentes, los coeficientes
de los polinomios caracteristicos de los campos de Higgs formales son los mismos y se tiene
un diagrama conmutativo:

F E®Rw

Fow
O]

Escribiremos Uy para el stack de fibrados vectoriales sobre X y /5 al espacio de moduli
de fibrados vectoriales sobre X con trivializacién formal (recordemos que es dltimo espacio
de moduli puede obtenerse como limite del espacio de moduli de fibrados con estructura de
nivel,[43] 4eme partie], y el Teorema [3.22] demuestra en particular que es un moduli fino).
Es facil ver que para todo fibrado vectorial E/ sobre X, podemos escoger una trivializacion
formal en un punto marcado x € X, ¢: E’x = @}x Es decir, podemos elegir un punto en
Usy.

Denotemos Higgsx al stack de pares de Higgs sobre X.

Proposicién 4.4. Sea S un k-esquema. Dado (E, p) € Higgsx (S), existe una trivializacion
formal de E alo largo de x x S que satisface la condicion de compatibilidad de la Definicion

Demostracion. Sea (E, @) un punto en Higgsx (S) y fijemos una trivializacién formal ¢ de
E enz x S. Tomando (ay,...,a,) € Og[[z]]" como los coeficientes caracteristicos de la
completacion @ del campo de Higgs en = x S, puede verse facilmente que ¢ es compatible
con & en el sentido de la Definicién[4.1] ]

Teorema 4.5. El functor Higgss es representable por un k-esquema.

Demostracion. Dado que U es un moduli fino, existe el objeto universal (£, ®), donde £
es el fibrado universal de rango n sobre X x U5° y ® una trivializacién formal del mismo a
lo largo de {z} x US.
Consideremos el fibrado vectorial V asociado al siguiente haz localmente libre sobre
X xUF:
HOH]XXM;}O(S, 5 & w) y

siendo w el pullback de wx a X x U .

Se tiene que dar un punto de V con valores en un k-esquema S, g: S — V, equivale a
dar una terna (Es, s, ¢5), donde (Eg, ¢g) es el punto de U con valores en .S dado por la
composicion:

S—V—XxUg B ug
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(siendo po la proyeccién en el segundo factor) y g es el punto con valores en .S definido
por g.

Dela Deﬁnicic’)n se sigue que los puntos de Higgs con valores en S, son los puntos
de V con valores en S, (Eg, ps, ¢s), tales que la composicion:

b5 = Ps N dt
Os[[2]]" 255 Egaxs 25 Boaxs @ Baxs 2245 Og[l2])"

viene dada por una matriz del tipo:

0 - -0 (=1)"a,

1 0 - . (—1)”an_1

010 . .

- - 010 —as

o - - 01 al
para cualesquiera (ay, . ..,a,) € Og][z]]". Puede comprobarse que esta condicién define un
subesquema cerrado de V. O

4.2.2. Morfismo de Hitchin formal.

Como ya dijimos, los coeficientes a; del polinomio caracteristico p3(7") de @ viven en
k[[z]]. Introduzcamos entonces un k-esquema que parametrice dichos coeficientes.
Sea A* el k-esquema definido en [3, Def. 4.13]:

liLnAl = Speclim k[yo, . .., yi| = Specklyo, 1, - . -]
! !

Sea R una k-algebra. La correspondencia:

so+ s1z+ -+ € R[[z]] < (s0,51,...) € A®(R)

implica que el functor k[[z]], que asocia a cada k-dlgebra R el anillo de series formales
R][Z]], es representable por A>°. De este hecho se deduce la siguiente proposicion.

Proposicion 4.6. El functor sobre la categoria de k-esquemas:
S~ @ HO(X, x S,5%1 )

es representable por el k-esquema:
A= (A")" = Speck[y(()l)7 e ,y(()z), . ,y(()n), o
Observacion 4.7. Pensaremos los puntos de A con valores en .S como polinomios:
T —a T+ 4 (—=1)"a,

con coeficientes en Og|[z]].
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Definido el functor de pares de Higgs con trivializacion formal, nos proponemos dar una
version formal del morfismo de Hitchin:

H: T*U — @ HO(X, w%)
Definicion 4.8. Se define el morfismo de Hitchin formal:
Hoo: Higgsk — A

como el morfismo de esquemas que asocia a cada triple (£, ¢, ¢) € Higgss (S) los coefi-
cientes caracteristicos:

(a1,...,an) € A(S), a; = Tr(Aia/ﬁ)

del campo de Higgs formal .

4.2.3. Morfismo de Krichever.

Denotemos V = k((2))" y V' = k[[z]]™ y recordemos que la Grassmanniana infinita
Gr(V) asociada a la pareja (V, V1) es el k-esquema infinito cuyos puntos racionales son
subespacios vectoriales W de V tales que W NV 'y V/IWW + V' son espacios vectoriales
de dimension finita (véase el apéndice [A).

Recordemos también (véase [2], [28]], o el capitulo[3)) que el morfismo de Krichever:

usy — Gr(V)
se define mandando (E, ¢) a (¢t o ¢)lim 7, E(m) y para puntos racionales es:
Definicion 4.9. Sea (E, ¢, p) € Higgs®(S). Definimos el morfismo de Krichever por:

HiggsX (S) — Gr(k((2))")(S) x A(S)
(E,¢,) = ((to¢)limm.E(m),ps(T))

m

donde m: X x S — Sy ps(T) es el polinomio caracteristico del campo de Higgs formal .
Para puntos racionales manda (E, ¢, ) a ((t o0 ¢) H*(X — z, E), p3(T)).

Teorema 4.10. El morfismo de Krichever es inyectivo.

Demostracion. Sean (E, ¢, ), (E',¢',¢’) dos puntos de Higgs¥ con valores en el k-
esquema Sy supongamos que:

(to¢)limm, E(m) = (t o ¢/)limm, E'(m)

m m
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pa(T) = pe(T).

Como el morfismo de Krichever es inyectivo para el moduli U/’ de fibrados con trivializacion
formal (véase [2]), existe un isomorfismo E =% E’ compatible las trivializacién formales ¢
y ¢'. Dado que las ambas familias verifican la tercera condicién de la Definicion 4.1| para la
misma matriz M (pues p3(T") = pg (1)), se deduce que el diagrama:

E L4 EQuw

N e

v OsllA) = Os]A)" z

LN

Fow

El
es conmutativo, y por lo tanto (E, ¢, p) ~ (E', ¢, ¢') (vedse la Observacion 4.3)). O

Nos disponemos ahora a caracterizar la imagen del morfismo de Krichever. Considere-
mos la aplicacién natural:

V@rk((2) =V =V @) k((2)) -

Si W'y U son subespacios vectoriales de V' y k((z)) respectivamente, denotaremos W - U a
laimagende W @, U — V.

Proposicion 4.11. Sea L un haz de linea en X y ¢, una trivializacion formal de L en .
Dado un punto racional (E, ¢g) de U, sean:

W=HX —2,E) € Gr(V), U=H"X -z L)c Gr(k((2)))
los puntos definidos por el morfismo de Krichever. Entonces:
W.-U=H"(X —2,FE®0, L) € Gr(V).
Demostracion. Basta demostrar que:
HY (X — 2, B) @, H(X — z,L) — (X — 2, E ®0, L)

es epiyectiva. En efecto, como X — x = Spec A es un abierto afin de X y el haz producto
tensorial coincide con su prehaz sobre los abiertos afines, se tiene que:

H)(X — 2, F) OHO (X —2,0x) HO(X —z,L) = H(X — 2, E ®o, L),

de donde se sigue el enunciado. O
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Proposicion 4.12. Sea S un k-esquema, L un haz de linea en X x S'y ¢, una trivializacion
formal del mismo a lo largo de x x S. Dado un punto (E,¢g) de UY con valores en S,
sean:

— —

U =limnm.L(m) € Gr(k((2)))(5), W =limnm,E(m) € Gr(V)(95)

los puntos que definen por el morfismo de Krichever (donde w: X x S — S). Entonces:

WU = h_n}mr*(E ®oy L(m)) € Gr(V)(S).

m

En particular se tiene un morfismo:

hy: U — UT
Wi—W.-U

Demostracion. Como en la proposicion anterior, basta demostrar que el morfismo

limy 7. F(m) Oy .0y I 7 L(m) — lim 7. (B 90 L(m))

es isomorfismo. Ahora bien, como es un morfismo de haces, basta que lo sea en sobre los
puntos cerrados y esto se sigue de la proposicién anterior. O

Observacion 4.13. Nétese que no tenemos sin embargo, un morfismo de esquemas bien
definido:

Gr(k((2))) x Gr(V) — Gr(V)
AQuWi— A- W,

como ilustra el siguiente ejemplo. Sea A el subespacio vectorial de k((z)) generado por

A = Kk[z1] es precisamente el anillo del abierto afin P! — {p} de P!, siendo p el punto del
infinito. Es decir, A = H°(P' — p, Op1) € Gr(k((2))) es un punto geométrico.

Sea W el k-espacio vectorial generado por 2% + 2%, que es un punto de Gr(k((2))) que
no viene de datos geométricos. Entonces z~'W estd generado por:

2 —4

1+z_2,z+z_3,z + z ,23+z_5,...
ycomo1-W C A-Wyz~'W C A-W, podemos obtener cualquier potencia de z en A-W,
es decir, el k-espacio vectorial de dimension infinita k[z] estd contenido en (A - W) N k[[z]],

de lo que se deduce que A - W no es un punto de Gr(k((z))). O
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Nos proponemos ahora caracterizar la imagen del morfismo de Krichever. Sabemos (véa-
se [28] o el Teorema [3.19) que la imagen del morfismo de Krichever:

Uy — Gr(V)

estd formada por aquellos puntos W € Gr(V) tales que A - W C W (donde A = HY(X —
x, Ox)). Como el morfismo:

Higgsxk — Gr(V) x A
valora en USY x A, basta con estudiar la imagen de:
Higgsk — UF x A.

Proposicion 4.14. Sea S un k-esquema, Ag el punto de Gr(k((2))(S) que define la familia
de curvas X xS — S por el morfismo de Krichever, y sea T un automorfismo Og((z))-lineal
de Os((2))". Dado W € U (S), se verifican las siguientes condiciones:

1. T(W) € Gr(V)(S5).

2. T(W) es un Ag-mddulo.

3. Se tiene una igualdad de estabilizadores Apyy = Aw = Ag € Gr(k((2)))(9).
En consecuencia, T(W) € UF(S).

Demostracion. La primera condicién se sigue por ser 1" Og((z))-lineal; para la segunda hay
que tener en cuenta que 7" es Og((2))-lineal y que Ag C Og((z)); para la tercera basta tener
en cuenta la cadena de inclusiones:

As € Arawy C© Aw
y las propiedades de los estabilizadores (véase el Lema y el Teorema|3.15). 0
Podemos definir ahora el siguiente endomorfismo de U5’

T:UY — UY
W — T(W).
Teorema 4.15. Sea ) el punto de Gr(k((2)))(S) que define el haz dualizante wx  g/s,
(W,p(T)) € (U x A)(S) y T el automorfismo Og((z))-lineal de Os((z))"™ dado por la

matriz:

0 0 (-1)"*a,
1 - . (—1)”an_1
T 1 .
0 —an



CAPITULO 4. PARES DE HIGGS Y GRASSMANNIANA INFINITA. 59

donde (ai,...,a,) € A(S) son los coeficientes de p(T'). Entonces, (W, p(T)) estd imagen
del morfismo:
Higgsk — UT X A

si y solo si la restriccion de T a W valora en W - Q):

Os((2))" —= Os((2))"
IJ;/ T WJ-Q

Para puntos cerrados la condicion anterior se traduce en T(W) C W - Q.

Demostracion. El directo se sigue de la definicién del morfismo de Krichever. Veamos el
reciproco. Sea (W, p(T")) € UF(S) x A(S) tal que T'|yy valora en W - €. Por hipétesis W
es geométrico, es decir, W viene por el morfismo de Krichever de un punto en ¢/$°(.S). En
consecuencia, tenemos un fibrado vectorial £ de rango n sobre X X Sy una trivializacion
formal ¢ del mismo a lo largo de = x S. Por la Proposicion 4.12] se tiene que W - €2 es el
punto de Gr(k((2))")(S5) definido por el haz £ ®o wx /s, €s decir:

W-Q=lim7g.(EQoy wxxs/s)(m(z x 5)),

m

luego el morfismo 7’|y se traduce en :

Tlw: lim7s E(m(z x §)) — limmg.(E ®oy wxxsys)(m(z x 5))

donde mg: X x S — S. Teniendo en cuenta que 7" es Og((z))-lineal y la correspondencia
inversa del morfismo de Krichever, podemos recuperar el campo de Higgs:

E_>E®WX><S/S'

Por construccién ¢ es compatible con la trivializacién formal ¢ en el sentido de la definicion

4.1l O
Este resultado nos permite demostrar el siguiente:
Teorema 4.16. El functor Higgss es representable por un subesquema cerrado de U x A.
Demostracion. Por el Teoremal.15] la imagen del morfismo:
Higgsk — UT x A

estd formada por los (W, p(T')) tales que T'|yy (W) C W -€. Por la Proposicion tenemos
que W - Q € Gr(V). El resultado se sigue entonces del Lema O
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4.3. Construccion espectral y la Grassmanniana infinita relativa.

El objetivo de este apartado es dar una definicién del morfismo de Krichever en términos
de los datos espectrales asociados a un par de Higgs, es decir, en términos de la curva espec-
tral y del haz de linea sobre la misma que define el fibrado. La clave estd en ver que dado un
punto (E, ¢, ¢) de HiggsS, podemos elegir una trivializacién formal de £ pensado como
haz de linea sobre la curva espectral.

Definicién 4.17. Llamaremos curva formal base a Spf k[[z]]. Dado p(T") € A(k), se define
la curva espectral formal sobre k como:

Spf k[[2]][T1/p(T) -

Sea (E, ¢, ¢) un punto de HiggsS con valores en un k-esquema S. Recordemos que el
morfismo de Hitchin formal (4.8):

Hoo: Higgs¥ — A
asocia a (E, ¢, p) el polinomio caracteristico ps(1") € A(S) del campo de Higgs formal @.

Proposicion 4.18. Sea S un k-esquema. Dado (E, ¢, p) € HiggsS(S), existe una triviali-
zacion formal de E a lo largo de x x S

~

Ezxs = Os[2]][T]/pe(T)

de modo que la matriz M de la Definicion corresponde a la multiplicacion por T en
Os[[2)][T)/ps(T) respecto de la base {1,T, ..., T" '}

Demostracion. La demostracion usa la correspondencia clasica entre pares de Higgs y haces
de linea en la curva espectral (véase [7] o la secciéon[d.I)). El campo de Higgs formal ¢ dota a
E, s de una estructura de haz de linea sobre la curva espectral formal Spf Og/[2]][T]/ pa(T).
Podemos entonces elegir una trivializacién:

Euxs % Og[2)][T)/ps(T) .
Usando la trivializacion formal:
¢: Epxs =% Ogl[2]]"

podemos definir una estructura de Og|[z]]-dlgebra en Og[[z]]" y, de la condicién de compa-
tibilidad de ¢ y ¢ de la Definicién[4.1] se deduce que la matriz M corresponde a la multipli-
cacion por T en Og|[[2]][T]/pe(T). O

Acabamos de ver que es posible elegir una trivializacién formal de E pensado como haz
de linea sobre la curva espectral, en otras palabras, hemos visto directamente que existe una
trivializacién formal (en el caso de puntos racionales):

E, > (m.0x,), = K[[2))[T)/ps(T)

donde Ox,, denota el anillo de la curva espectral : X, — X.
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4.3.1. Grassmanniana infinita relativa.

Observemos que para cada p(T') € A(S) el Og((z))-médulo Vs = Og((2))™ puede
enriquecerse con una estructura de Og((z))-dlgebra:

Vs = Os((2)[T]/p(T) -

Tomemos ahora un punto racional (E, ¢, ¢) € Higgss (k) y denotemos por 7: X, —
X al revestimiento espectral.
Usando la trivializacion formal de la Proposicién [4.18}

Gt Bz 2 K[[2]][T]/p5(T)

es facil comprobar que:
W= ¢ H(X, — 7 (z), E)

es un punto racional de la Grassmanniana infinita Gr(k((2))[T]/pz(T)).

El objetivo ahora es dejar variar el polinomio p(7'), lo que nos llevard a definir una
Grassmanniana infinita relativa. Dado que la construccién es similar a la de la Grassmannia-
na infinita definida en [3, Seccion 2] (véase también el Apéndice @, nos permitiremos la
licencia de omitir las demostraciones y dirigimos al lector interesado a consultar [36]).

Sea p“"*(T) al polinomio universal de A, esto es, el punto que corresponde al morfismo
identidad Id: A — A (recordemos que la Proposicién 4.6 nos dice que A es representable).
Pensaremos O, [[2]][T]/p*"* (T') como el anillo de la curva espectral formal universal.

Denotemos:

V = Ou(()[T)/p“(T) VT = Ou[[)[T]/p"™ (T)

como haces de O4-mddulos.
Existe una nocién de conmensurabilidad para sub-Ox-médulos de V' y verifica propie-
dades equivalentes a aquellas de la conmensurabilidad estandar.

Definicion 4.19. Definimos el functor Grassmanniana infinita relativa para la terna (V, V', 17)
como aquel que asocia a cada A-esquema S el conjunto:

sub-Og-mdédulos cuasicoherentes W C Vg t.q. Vg /W es
plano y para cada punto de S existe un entorno U y
C conmensurable con V' tal que Vi /(W + Cp) = 0
y Wy N Cyr es loc. libre de tipo finito

Gr(V)(S) :=

Teorema 4.20. El functor Gr(V') es representable por un A-esquema que seguiremos deno-
tando Gr(V'). En particular es representable por un k-esquema.
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Teorema 4.21. Para todo A-esquema S escribamos Vg = V@)OA Og. Se verifica que:
Gr(Vg) = Gr(V) xua S.
En particular, para cada punto racional p(T'): k — A se tiene que:
Gr(Ve) = Gr(k((2))[T]/p(T))
Esto significa ademads que:
Gr(Oa(())[T]/p*"*(T)) — A
es una fibracion de Grassmannianas infinitas.

Observacion 4.22. Observemos que se tiene un isomorfismo de O4-modulos:
Oa(()[T)/p"™(T) = Oa((2))",
luego si consideramos la fibracion trivial de k-esquemas:
Gr(k((2))") x A — A
se tienen isomorfismos de A-esquemas:

Gr(k((2))") x A = Gr(O4((2))") = Gr(O4((2))[T)/p""™ (T)) @3.0)

4.3.2. Morfismo de Krichever via la construccion espectral.

Una vez construida la Grassmanniana infinita relativa, estamos en condiciones de dar
un morfismo de Krichever que haga uso de ella. Utilizamos la construccién espectral para
definirlo y, en virtud del isomorfismo anterior (4.3.1)), resulta ademds que es equivalente al
ya dado.

Dado un punto (E, ¢, ) € Higgs¥(S), podemos usar la trivializacién formal de E
como haz de linea en la curva espectral (véase la Proposicién [#.18)) y definir un morfismo de
Krichever:

Higgs(S) — Gr(Oa((2))[T1/p"™(T))(S) (43.2)
(E,¢,0) — ¢¢(h_n>1 W;Etp(m)) (4.3.3)

donde ’': X, — Sy E,, es el fibrado E pensado como haz de linea en la curva espectral.
Para puntos racionales vale:

Higgs (k) — Gr(Oa((2))[T]/p"""(T)) (k) (4.3.4)
(E,¢:¢) = 6, H'(Xy =7 (p), Elp) (43.5)
siendo 7m: X, — X el revestimiento espectral. Teniendo en cuenta el isomorfismo (#.3.1):
Gr(k((2)") x A = Gr(Ox((2))[T)/p""*(T))

se sigue que este morfismo de Krichever es en realidad equivalente al morfismo de Krichever
de la Definicién y por el Teorema es inyectivo.



Capitulo 5

Moduli de haces de linea en
revestimientos y sistemas integrables.

Este capitulo consta de 4 secciones. En las dos primeras construiremos el espacio de
moduli de revestimientos y el espacio de moduli de haces de linea sobre revestimientos,
y demostraremos que son subesquemas de la Grassmanniana relativa. Utilizaremos estos
espacios para las dos dltimas secciones, en las que demostramos la existencia de un sistema
integrable con propiedades andlogas a las del sistema de Hitchin, y hacemos un estudio sobre
fibrados sobre una curva X que son imagen directa de un haz de linea sobre un revestimiento
finito de X, encontrando asi una relacién con el Programa de Abelianizacion de Hitchin.

5.1. Moduli de revestimientos de grado n.

Estudiamos en esta seccién el moduli de revestimientos 7: Y — X punteados de curvas
lisas e integras con parametros formales. Nuestro punto de vista serd distinto al dado en
[31} 32], pues no fijaremos una compatibilidad entre los pardmetros formales en el punto
marcado = de X y los parametros formales en los puntos de 7! (z). Es precisamente este
hecho, el hecho de permitir variar la estructura local de revestimiento, lo que nos obligard
a definir el morfismo de Krichever valorando en una Grassmanniana relativa (como pasaba
con los pares de Higgs del capitulo anterior). Utilizando las ideas de [32}131]] demostraremos
que este espacio de moduli es representable por un subesquema dentro la Grassmanniana
relativa.

Restringimos el estudio a los siguientes tipos de revestimientos. Sea 7: ¥ — X un
morfismo finito de grado n y separable de curvas propias y lisas sobre un cuerpo algebraica-
mente cerrado k, donde Y es reducida y X es integra. Sea € X un punto liso. Definimos
A:=HYX —2,0x), B:= H(Y — 77 1(x),0y), S el cuerpo de funciones de Ay Xy
el anillo total de cocientes de B. Denotemos por Tr la traza de >y como X x-algebra finita.

Diremos que la terna (Y, X, x) tiene la propiedad (*) cuando Tr(B) C A.
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Observacion 5.1. Si w es un morfismo plano, entonces m,Oy es un O x-mddulo localmente
libre (y de tipo finito por ser 7 finito), y por tanto B es un A-médulo localmente libre de tipo
finito. Sean U; abiertos de Spec A tales que By, es libre sobre Ay, si b € By,, tomando una
base de By, sobre Ay, y denotando por M a la matriz del endomorfismo multiplicar por b
en esa base, se sigue la traza de b es el coeficiente de grado m — 1 del polinomio caracteristico
det(xI — M) de grado m, que estd en Ay,. Como la traza es estable por cambios de base
planos y localizar lo es, se tiene que las trazas Tr; y Tr; (Tr;: By, — Ay,) coinciden en
Ui N Uj, con lo pegan y dan una traza Tr: B — A tal que Tr)y;, = Tr;. Luego Tr(B) C A.

Observacion 5.2. Si X es una curva integra y lisa entonces 7 es plano, luego por la observa-
cién anterior también es Tr(B) C A. En efecto, por ser Y reducida se deduce que los puntos
asociados a Y (aquellos tales que todo elemento del maximal del anillo local del punto que
definen es un divisor del cero) son precisamente los puntos genéricos de sus componentes
irreducibles Y;. Ademds, como 7 es un morfismo finito se tiene que 7;: ¥Y; — X son fini-
tos (y por tanto cerrados), luego si m;(Y;) # X entonces seria un conjunto finito de puntos
{z1,..., 2} y por tanto:

Y =m Ha) U Ung ()

Como Y] es irreducible tiene que ser h = 1, lo que es una contradiccién con que 7; sea finito.
Es decir, toda componente irreducible de Y domina a X (en el sentido de que su imagen es
densa) y por tanto los puntos genéricos de las componentes irreducibles van a parar al punto
genérico de X por 7. Se sigue entonces que 7 es plano ([19, III, 9.7]).

Proposicion 5.3. Sea w: Y — X revestimiento separable de grado n entre curvas lisas,
integras y propias sobre k. Sea x € X un punto tal que 1 (z) = >.I_, njy; cony; € Y,
yi # y; paratodoi # j,y Y . n; = n. Entonces:

» Existe un pardmetro formal de X en , i.e., existe un isomorfismo:

2zt (/I)\X,x = k[[z]]

» Seay = 7 l(z) = YI_inwy conyi_yn; = n. Para cada y; € 7, existe un
pardmetro formal de 'Y en y;:

2yt Oy, = K[[21]]

= Dadas z, y {zyi};“:l existen, de modo canonico, polinomios monicos, irreducibles
de grado n;, p;(T), con coeficientes en k|[z]], tales que el siguiente diagrama es un
diagrama conmutativo de k-dlgebras:

~ ~

Oy

kl[2]] — iz KINT1/pi(T)
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Demostracion. Localizando el morfismo Ox — Oy en el punto x se tiene un morfismo:
Ox i OY,:L‘

y como la fibra de x es un conjunto finito {y1, ..., y,} de puntos no singulares de Y (que
forman el espectro maximal de Oy ;) se tiene que Oy, es un anillo de Dedekind y por lo
tanto se tiene una descomposicién primaria:

mwOY,;r :mTILl ceeeem
de modo que el anillo de la fibra vale:
OY,m/meY,m = EB;:IOY,W /m;ﬂz :
Por lo tanto, los maximales m; son los maximales m,, de los puntos y; en la fibra de z y se
tiene:

ng

myOyy, = my’.

Es facil entonces ver que:
~ . oA
OY,m = @izl OY,y,- .

Como Ox , y Oy,y, son k-algebras locales, regulares y completas de dimensién uno, por el
teorema de Cohen se sigue que:

Oxao = kll2]],  Oyy, = K[z

A través del morfismo de k-dlgebras:

se deduce que k[[z;]] es una extension irreducible y separable de k[[z]] de grado n;, luego
z; verifica un polinomio minimo, p;(7’), con coeficientes en k[[z]] de grado n;, es decir,
tenemos un isomorfismo de k[[z]]-dlgebras:

kl[zi]] = K[[=]][T]/pi(T)

Observacion 5.4. Observemos ademds que podemos escoger:
pi(T) =T" — zu;(z,T),

donde u;(z,T') € k[[2]][T] es de grado menor que n; y u;(0,0) = 1. En efecto, se tiene que
m, Oy, = m;" y por el teorema de Cohen Oy, = k[[z;]]. Por lo tanto, en Oy, se tiene:

z = z"vi(z)
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siendo v;(z;) un elemento invertible en Oy, , es decir:
2
vi(zi) =00t vi12 + V2%, + - con V;,0 75 0.

Como k es algebraicamente cerrado de caracteristica nula, podemos hacer el cambio z; =

vi{ ém zj, y por tanto suponer directamente que v; o = 1. Por otro lado, k[[z]] — k[[2;]] es un

morfismo entero, luego se tiene la siguiente relacion:

(0 —

ng

T + BT
donde bgi) € kl[[z]]. Es decir:

k[[z]] 2 K[[2])[T)/T™ + 60Tt 4+ 4 b

n;
donde ademés,‘si hacemos z = 0 hemos de obtener un punto contado n; veces, lo que
significa que by) = zl_)y) con l_);z) € k[[2]]. De lo que resulta:
T = — (BT 4 4 50).

Si denotamos entonces u;(z,T) av;(z,T) ™!, se tiene que u;(z, T) es en realidad un polino-
mio en 7" con coeficientes en k[[z]] tal que u;(0,0) = 1y:

kllz]] = K[[NT]/T™ = zui(2,T) -

Observacion 5.5. Si en vez de k tomamos directamente un esquema .S, el cambio z; =
1/n; . . Lo
v, % no puede hacerse a menos que existan raices n;-ésimas en Og. Este problema se

arregla dotando a la categoria de S-esquemas de la topologia étale.

Definicion 5.6. Definimos el functor de revestimientos con indices de ramificaciéon n =
(n1,...,n.), Covy®, como el hacificado del functor contravariante sobre la categoria de k-
esquemas que asigna, a cada k-esquema S el conjunto de clases de equivalencia de los datos
(Y, X, 7, 2,9, 2, 25), donde:

1. py: Y — S es un morfismo propio y plano cuyas fibras son curvas geométricamente
lisas e integras.

2. px: X — S es un morfismo propio y plano cuyas fibras son curvas geométricamente
lisas e integras.

3. m: Y — X es un morfismo finito y separable de S-esquemas de grado n tal que sus
fibras sobre los puntos cerrados de S verifican (*).

4. z: S — X esunasecciéon de px.

5. y={wv1,-..,yr} es un conjunto de secciones disjuntas de py tales que:

71 (2(S)) = naya(S) + - + ey (S).
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6. z, es un pardmetro formal a lo largo de x(.5):

2o Ox ags) ™ Os[]]

7. z5 = {2y, } es una trivializacién formal en :
z5: Oyy(s) = Oslz1]] X -+ x Os][z]]

de modo que para cada y;(S) € 7(5), zy, es un pardmetro formal de Y a lo largo de

yi(S):

2t Oy i) = Osllz]].

8. (Y, X,m, 2,4, 2z, 25) y (Y, X', 7', &', ¥, 2y, z5) se dice que son equivalentes cuando
exista un diagrama de S-esquemas:

Yy —=Y!

T

X $ Xl
compatible con todos los datos. Para abreviar, denotaremos ) a sus puntos.

Observacion 5.7. La diferencia que existe entre esta definicion y la definicién del functor
de Hurwitz ([31, Definition 4]), es que nosotros no fijamos una compatibilidad entre los
pardmetros formales z y z;, mientras que en [31]] se fija la relacién: z;" = z. Es decir, el
polinomio en su caso es fijo y se escribe p;(T") = T™ — z y en nuestro caso permitimos que
varie.

En lo que sigue escribiremos V;, = k((21)) X - -+ x k((2r)).
Como en [31] definimos el morfismo de Krichever:

Definicion 5.8. Se define el morfismo de Krichever por:

Kr(S): Covy(S) — Gr(Vy)(S)

Y = zzlim py,. Oy (my)

(5.1.1)

Para puntos racionales vale:

Kr(k): Cov,” (k) — Gr(Vy) (k)
Y~ 2y HO(Y -, Oy)

Definicion 5.9. Dada una particiéon n = (nq, ..., n, ), definimos:

A@::Anl@"'@AnM
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donde A,,, es el k-esquema que representa al functor:
S~ Os[[=]]™

y cuyos puntos interpretaremos como polinomios ménicos, irreducibles y separables de gra-
do n; con coeficientes en Og][[z]] del tipo de la Observacion [5.4 (véanse la Proposicion
y la Observacion . A,, es un subesquema abierto de A.

Gracias a la Proposicién [5.3] podemos definir un morfismo:

C: Covy’ — A,
N - (5.1.2)
y por lo tanto tenemos un morfismo de Krichever:
Cov,”(S) — Gr(Vyp)(S) x Ay(S)
(5.1.3)

Y = (zglim py. Oy (my), p(T))

m

que nos permitird ademads controlar la variacién del polinomio p(7'), la estructura local de
revestimiento.

Denotaremos V;“" al producto []}_, O, (()[T1/ P4 (T') con la siguiente estructu-
ra de Oy, ((2))-dlgebra:

Ou,((2)) = Oa,, ()[T]/p{™(T) x -+ x Ou, ((2))[T]/p™(T)

1 1 (5.1.4)
z= (T"uy(2,T) ., T (2, 7))

UNLY

donde p}"***(T") son los polinomios universales de A,,, (correspondientes al punto Id: A,,, —
Ap,), y que escribimos pu™(T) = T™ — zu;(z,T), con u;(2,T) € O, [[2]][T].

Teniendo en cuenta el isomorfismo de la ecuacion (4.3.1)), puede verse que:
Gr(Va) x Ap ™ Gr(Vym), (5.1.5)

siendo Gr(V,“"") la Grassmanniana infinita relativa definida en [4.19} De este modo, po-
demos reinterpretar el morfismo de Krichever de la ecuacion , definiendo su versién
relativa:

Covzo & gr(vﬁum‘v)

x lpZ

Ap

donde C'(Y) = p(T') y, en virtud del isomorfismo (5.1.5), p2 es la proyeccién en el segundo
factor.
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Observacion 5.10. Noétese que la fibra de C' en el punto racional:

p(T)=(T" —z,...,T" — 2)

de A,,, es precisamente el moduli revestimientos punteados con trivializacién formal tratado
en [31]]; las fibras de p2 en dicho punto son Grassmannianas del tipo:

Gr(k((z1)) > -+ X k((2r)))

donde la estructura de k((z))-dlgebra de k((z1)) x --- X k((2,)) viene dada por z —
(21, ..., 2'), y el morfismo inducido por Kr entre las fibras es el morfismo de Kriche-
ver definido en [31]]. O

El estudio recogido en [31] nos va a permitir caracterizar la imagen de este morfismo de
Krichever relativo. Para cada A,,-esquema S, denotamos:

Vs = V2" &0, Os.

Sea Tr: Vg — Og((z)) el morfismo traza, que es una aplicaciéon Og((z))-lineal. Para
cada sub-Og-dlgebra B de Vg escribiremos Tr(B) C Og((z)) como la imagen de B via la
aplicacién traza. Recordemos (Definicién que una sub-Og-dlgebra B de Vg es relati-
vamente regular sobre S, cuando para cada punto cerrado s € S se verifique que el cambio
de base B, de B a s € S sea un anillo regular (condicién que geométricamente se traducira
en la lisitud de las fibras de la familia de curvas).

Teorema 5.11. Un punto B € Gr(V,“"")(S) estd en la imagen del morfismo de Krichever
para el functor Covy° si'y sélo si B es una sub-Og-dlgebra de Vs integra y relativamente
regular, y Tr(B) C B. En particular, el morfismo de Krichever es inyectivo.

Demostracion.

=) Dado que Gr(V,%") es un haz, podemos suponer que S = Spec O es el espectro de
un anillo local. Sea ) € Cov® tal que B = Kr()). Por la propia definicién del morfismo de
Krichever se tienen las siguientes propiedades:

OcB, B-BCB, ACBNO((z)CTx(B),

siendo A = Kr(X, z, z, ). La estabilidad por cambio de base del morfismo traza, y la condi-
cién 3 de la Definicién [5.6|nos dicen que, para cada punto cerrado s € S, se verifica:

As = BsNk(s)((2)) = Tr(Bs) = Tr(B)s,

luego (Tr(B)/A)s = 0. Como B es un A-mdédulo finito, Tr(B) también lo es (pues es
un cociente suyo) y por lo tanto Tr(B)/A es finito. Aplicando Nakayama se sigue que
Tr(B)/A = 0. De donde se deduce:

A=BnNO((z)) =Tr(B),
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lo que implica Tr(B) C B.

<) Si B € Gr(V,“™")(S) es una sub-O-dlgebra de Vs, entonces podemos recuperar la
terna (Y, g, z5) (véase el Apédice . El Lema 4.4 de [31] demuestra que si B € Qr(Vﬂunw)
y Tr(B) C B, entonces:

Tr(B) = BN O((2)) € Gr(k((2)))(5) -

En particular, Tr(B) es una sub-O-dlgebra de O((z)), por lo que usando de nuevo la cons-
truccioén inversa del morfismo de Krichever para curvas (apéndice recuperamos (X, x, 2z, ).
Finalmente, es facil comprobar que la inclusién Tr(B) C B es compatible con las filtracio-
nes definidas en O((z)) y Vs respectivamente, de lo que obtenemos el morfismo7: ¥ — X.
La condicién de regularidad se traduce simplemente en la lisitud de las fibras geométricas de
la familia de curvas Y — S. Idem para la condicién de anillo integro. 0

Teorema 5.12. El functor Covy’ es representable por un subesquema localmente cerrado de
la Grassmanniana relativa Gr(V,¥"),

Demostracion. Por el Lema|3.21] las condiciones Tr(B) C By B - B C B (condicion de
ser subdlgebra de Vg) son cerradas en Qr(Vﬂ“m“). Los puntos de este cerrado tales que B es
relativamente regular forman un abierto. O

Observacion 5.13. La condicién de que B sea una anillo integro equivale a que:

T
B ¢ H gr(Vanzv) 7
i=1
que es un subesquema cerrado de Gr(V,“"").

Podemos considerar ahora el morfismo de olvido Cov;® — M que manda cada punto
de Covy®, (Y, X, 7, 2,7, 22, 2y,), a la terna (X, z, 2,) € M. Se tiene entonces que para
cada ()? , T, 2g) € M, 1a fibra es precisamente el moduli Cov$,, de revestimientos sobre
(X, z, z,) con trivializacién formal a lo largo de la fibra de x. De modo anélogo a la seccion
anterior se demuestran los siguientes resultados.

Teorema 5.14. Sea A € Gr(k((z)))(S) el punto que define la terna (X, x, z) € M>(S)
por el morfismo de Krichever ordinario y B € Gr(V,"™V)(S). B estd en la imagen del
morfismo de Krichever para C ovj’gﬂ siy solo si:

= ACB.
= B es una sub-Og-dlgebra de Vg relativamente regular.
En particular el morfismo de Krichever es inyectivo.

Teorema 5.15. El functor Covs,, es representable por un subesquema localmente cerrado

de la Grassmanniana relativa Gr(V,"™v).
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5.2. Moduli de haces de linea sobre revestimientos.

Veamos ahora que el moduli de haces de haces de linea (con trivializacién formal) sobre
los revestimientos de la seccidn anterior, es representable por un subesquema de la Grass-
manniana relativa.

Definicién 5.16. Sea ) el objeto universal de Covy® (que existe en virtud de . Defi-
nimos el functor PicZ como el hacificado del functor contravariante sobre la categoria de
k-esquemas que asigna, a cada k-esquema S el conjunto de clases de equivalencia de datos
(Y, X, 7, 2,9, 2z, 25, L, ¢y), donde:

L (Y, X, 7, 2,7, 22, 25) € Covp°(S). Es decir, si denotamos f: .S — Covy° al morfismo
inducido por S — 732'03’30, entonces f*j/ =Y, X, 7, 2,9, 2z, 2g)-
2. LesunhazdelineaenY.

3. ¢y = {¢y, } es una familia de trivializaciones formales L a lo largo de y;:
by, : Eyi = @Yvyi .

4. (K X, 7,2, Y, 2, 2y, L, (bﬂ) y (Y/7 X,v 7T/7 xlv g,v Rz!y 2yl L/7 ¢Q’) se dice que son equi-
valentes cuando existan isomorfismos Y =~ Y’ y L =~ L' compatibles con todos los
datos (véase la definicién [3.2)). Para abreviar, denotaremos a sus puntos Yry,.

Definicion 5.17. Se define el morfismo de Krichever:
Kr(S): 7371033)0(5) — Gr(V,m)(S)

Vi — (25 0 ¢g) lim my,, L(my)

Para puntos racionales:
Kr(k): Pic (k) — Gr(V"") (k)
Vi = (250 ¢p) H(Y — 3, L)
Observacion 5.18. Como en la seccidn anterior, podemos entender el morfismo de Krichever
como:
Kr(9): Picgf(S) — Gr(Vp)(S) x A(S)
Vi = ((zg 0 ¢g) lim my,. L(my), p(T))

m

donde, como en la ecuacién li Picy — A manda Yy a p(T).

La nocién de estabilizador de un punto de la Grassmanniana de la Definicién 3.9 se
generaliza para este caso como sigue.
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Definicién 5.19. Sea W € Gr(V,“"™")(S). Se dice que una sub-Og-dlgebra B de Vs estabi-
liza W si verifica las siguientes condiciones:

1. Vg /B es plano sobre S.
2. B-WCW.
Se llama estabilizador de W a la maxima subdlgebra de Vg, By, que estabiliza W.

Como en el Teorema [3.15] se tiene que si partimos de YV, € PicS (), el estabilizador
By coincide con el anillo de la curva Y menos el divisor § = 7~ 1(z). Y si Tr(Bw) C Bw
entonces Ay = Tr(Byy) (donde Ay es el estabilizador de W en Og((z)), Definicién 3.9)

Teorema 5.20. Un punto W € Gr(V,i""*)(S) estd en la imagen del morfismo de Krichever

para el functor Pic%o siy solo si:

= By € Gr(V,i"")(S) y es relativamente regular.
u TI‘(BVV) C Bw.
En particular el morfismo de Krichever es inyectivo.

Demostracion. Para el directo basta tener en cuenta el teorema [3.15] que en este caso dice
que la imagen por el morfismo de Krichever del dato (Y, X, 7, x, 7, 24, 2y, ) es precisamente
Byy . Para el reciproco, si By € Gr(V,“"v)(S), es relativamente regular y Tr(By) C By,
por el teoremarecuperamos los datos (Y, X, 7, @, , 2z, 2y,) € Covp®(S). Como W €
Gr(V,2mv)(S) y es Byy-médulo, usando el teoremarecuperamos el haz de linea L sobre
Y y la trivializacién formal del mismo a lo largo de § = 7! (x). O

Observacion 5.21. Como estamos suponiendo que la familia de curvas es lisa (y en la Grass-
manniana, que el punto es relativamente regular), la pareja (W, Byy) es maximal (Definicion

B29).

Teorema 5.22. 'PZ'CSZ}O es representable por un subesquema de gr(Vﬂ“"i”).

Demostracion. Se sigue de los Teoremas [5.12]y [3.22] O

Observacion 5.23. Con esto completamos los resultados de la dltima seccién de [32], pues
si fijamos la estructura local de revestimiento, es decir, si nos quedamos en la fibra del mor-
fismo PicY — A,,, obtenemos uno de los problemas de moduli alli estudiados: moduli de
haces de linea sobre revestimientos finitos y punteados con trivializaciones formales, parti-
cién de ramificacion fija y cierta compatibilidad entre los pardmetros formales. Obtenemos
entonces como caso particular la caracterizaciéon de la imagen del morfismo de Krichever
para dicho moduli, lo cual nos permitird ademds en capitulos posteriores calcular explicita-
mente el espacio tangente a este espacio de moduli en términos de operadores diferenciales
y calcular un grupo que uniformice este moduli, que coincidiréd con el dado en [32].
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Observacion 5.24. Para cada W € Gr(k((2))")(S) podemos definir su estabilizador en
Os((2))™, Sw, como la maxima sub-Og-dlgebra (no necesariamente conmutativa) de:

Endog((x)) Os((2))"
que estabiliza a W, es decir, la mayor entre las que verifican:
f(W)CW para fe€ Endpg((2)) Os((2))" .
El estudio recogido en [1]] puede entenderse aqui como el estudio de las fibras de:
Picg’f — A

Erminos w. Desde su pu vista, i ue permite recuper urv
hecho en términos de Sy . Desd nto de vista, el anillo que permite recuperar la curva
que reviste resulta de cortar Sy con un dlgebra de Heisenberg. Con nuestras técnicas, esta
situacion se recupera del siguiente modo. La imagen de la inclusion natural:

Vs — Endog((z)) Os((2))"

es precisamente el dlgebra de Lie del grupo de Heisenberg (véase la Definiciéon y la
ecuacion[2.0.3) y es facil comprobar que:

Sw N Vs = By

Ademas, Sy N Ogs((z)) = Aw, donde Ay es el estabilizador de W en Og((2)) y si
partimos de un dato geométrico (Y, X, 7, , 2., 2y,, L, ¢5) € 732'03220(5 ), por el teoremaw
se tiene que Ay = A, siendo A € Gr(k((2)))(S) el punto que define el dato (X, z, z). [

ey

Consideremos el morfismo de olvido:
Pic%o — M™>®
(K X7 ﬂ-axvga Zx,Zg,L, (bﬂ) = (X, :1;7 Z:I?) .

Se define el moduli Pic%o de haces de linea con trivializacién formal sobre revestimientos

X
de X como la fibra en (X, z,2;) € M>(k) del morfismo Picy — M. Como en la
seccion anterior se tienen los siguientes resultados.

Teorema 5.25. Sea A € Gr(k((2)))(S) el punto que define la terna (X x S,z x S, z) por
el morfismo de Krichever ordinario. Un punto W € Gr(V,“"V)(S) estd en la imagen del
morfismo de Krichever para Pic;}o siy solo si:

X

= By € Gr(V,"")(S) y es relativamente regular.
= AC By.

En particular el morfismo de Krichever es inyectivo.
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Teorema 5.26. PicZ es representable por un subesquema de gr(vﬂuniv).

0
Yx
Observacion 5.27. Fijado el polinomio p(7'), es decir, si nos quedamos en una fibra de
Pic%ox — A, estamos en condiciones de comparar también nuestros resultados con los de
[24] y afirmar que mejoramos, en algunos casos, la caracterizacién dada en [24]. Alli se es-
tablece una equivalencia categorial entre los datos geométricos (revestimientos con fibrados
vectoriales y trivializaciones formales) y unos datos algebraicos, (Ao, A, W), donde A es-
td relacionado con la curva de abajo, A,, con la de arriba y W con el fibrado vectorial. Desde
nuestro punto de vista, esta terna queda caracterizada por W, eliminando asi la referencia a
puntos de Grassmannianas distintas.

5.3. Sistemas integrables.

Vamos a ver ahora que, si fijamos la curva base X' y nos quedamos dentro de Pic5 ,
existe un sistema integrable con propiedades andlogas a las del sistema de Hitchin.
Recordemos (Definicion [4.8) que tenemos definido el andlogo formal al morfismo de
Hitchin:
Higgs§k — A

(recordemos que nos estamos restringiendo al abierto de A en los que k((2))[7"]/p(T') es una
k((z))-dlgebra integra, separable y regular) y consideremos el siguiente diagrama:

Higgs§

| "X

BC—Z>A

donde B = @, H’(X, w¥) es la base del morfismo de Hitchin ordinario, F es el morfismo
composicion:
HiggsX — Higgsx — B,

que consiste en olvidar primero la trivializacion formal y componer luego con el morfismo de
Hitchin ordinario y z es el morfismo de completacién (recordemos que fijada la trivializacién
formal de Ox en = podemos definir una trivializacién formal de wx en x). Abusando de
notacion, denotaremos b € B a los puntos con valores en cualquier k-esquema.

Teniendo en cuenta los resultados clasicos ([21} [7, [12]]), es facil comprobar que Ho €s
un sistema integrable, pues se tiene que para cada punto b € B en la imagen de H o, la fibra
de z(b) por el morfismo H, es en la Jacobiana J°°(X}) de la curva espectral que define
el punto b (los puntos de J°°(X}) son parejas (L, ¢5) donde L es un haz de linea en X,
y ¢ es una trivializacién formal de L a lo largo de §j = 7~ '(z), siendo 7: X, — X el
revestimiento espectral).

De modo andlogo podemos considerar el morfismo:

I: Picy, — Covgk,,,
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que consiste en olvidar el haz de linea y su correspondiente trivializacién formal, y afirmar
que también es un sistema integrable, ya que la fibra sobre un punto (Y, Y}, zy, ) de Covy,
es J°°(Y"). Si vamos un poco mads lejos y tenemos en cuenta que el k-esquema A nos permite
variar la estructura local de revestimiento, tenemos un diagrama:

. 00 I o]
Plcyx . Conﬂ

RN

Ay

donde (por la Observacién [5.10) las fibras en los puntos p(7") de A,, por el morfismo C' son
isomorfas a los moduli H;?T) (X) de revestimientos punteados sobre X con trivializaciones

formales estudiado en [31]. Se tiene entonces que la fibra de J en p(T") € A,, es una familia
de Jacobianas de haces de linea sobre el revestimiento universal )}, sobre X definido por
p(T) (y con trivializaciones formales). Al contrario de lo que pasa en el sistema de Hitchin,
donde la fibra es una Jacobiana, ahora tenemos una familia de Jacobianas.

Con el proposito de establecer una analogia entre J y el sistema de Hitchin (formal):

Higgs§k — A,

vamos a reducir la fibracion:
. e o)
J: Picy, — Ay

a una fibracién en la que la fibra en un punto sea una Jacobiana.
Sea Ox , el anillo local de X en el punto x y consideremos el producto:

n
OXJ Xoeee XOX@.
Para cada k-esquema S definimos el functor:
n
S~ Oxxsaxs X+ X Oxxszxs -

Este functor no es representable por un k-esquema, pues Ox ;. son las funciones en el cuerpo
de funciones de X sin polo en z y por lo tanto:

Ox.= lm H(X,0x(D)).
D>0,2¢D

Es decir, el functor define un Ind-esquema que denotaremos O,. Pensaremos sus puntos
(01,...,0,) como polinomios:

p(T)=T"+0:T" '+ +o,

y nos restringiremos en lo que sigue al abierto en que Ox ,[T]/p(T) es una Ox ,-dlgebra
integra, separable y regular, que seguiremos denotando igual.
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Observacion 5.28. Se tiene que @, C A es el morfismo de completacion.

Proposicién 5.29. Sea (ay,...,a,) € A. Si (a1,...,a,) € O, entonces existe un ini-
co revestimiento finito de grado n, Y — X,y la fibra de PicS;, — A sobre el punto
(a1,...,an) € Oy es la Jacobiana T*(Y).

Demostracion. Si (a1, ...,a,) € O, entonces podemos construir una extension finita y
separable:

Ox,z — Ox[T]/p(T)

de modo que Ox ,[T']/p(T) es una Ox ,-dlgebra integra. Por lo tanto, la localizacion en el
origen de Ox ,[T|/p(T') define el cuerpo de funciones ¥y de una tinica curva lisa e integra
Y y el morfismo ¥ x — Xy, que se obtiene a partir de Ox , — Ox ,[T]/p(T), define un
tinico revestimiento finito y separable de grado n, Y — X. Es inmediato comprobar que la
fibra sobre (ay, ..., an) € Oy de PicSy, — A es entonces J*(Y). O

. > . oo ]
Si denotamos ahora chyx 0. a la restriccion de chyx —AaQ, C A:

PiCS)’OX |O% 'PiCS)}OX

L

0y A

hemos visto en la proposicion anterior que las fibras de PicS;, 0, O son Jacobianas,
x
luego es un sistema algebraicamente integrable y ademads se tiene el siguiente diagrama:

H'ngsg(oc—> P’L.CS)OX ‘©z

.

(O

donde las fibras de sendos morfismos verticales son Jacobianas de curvas y la fibra de puntos
de Higgs¥ — O, son las Jacobianas de los revestimientos espectrales.

Observacion 5.30. Nétese que la base del morfismo de Hitchin ordinario B = @} HO(X, w_iX
esta contenida en Q.

5.4. Fibrados que son imagen directa de haces de linea.

Veamos ahora la relacién que existe entre los fibrados sobre una curva X y los haces
de linea en revestimientos finitos de X (véase [7, 21] para los resultados clasicos). Estudia-
remos también qué es lo que pasa cuando rigidificamos los espacios de moduli afiadiendo
trivializaciones formales.
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Denotemos Ux el stack de fibrados vectoriales de rango n sobre una curva lisa, integra
y propia sobre k y por Picy, el stack de parejas (7: Y — X, L), donde Y es una curva lisa
e integra, 7 es un morfismo finito de grado n y L es un haz de linea sobre Y.

Teorema 5.31. El morfismo natural:

Picy, — Ux
(Y,L) — 7L

es epiyectivo.

Demostracion. Denotemos 7 al punto genérico de X y X x al cuerpo de funciones de X.
Sea E un punto de Ux, entonces E, es un X x-espacio vectorial de dimension n. Fijemos un
isomorfismo:
. ~, n
¢77 . E77 — EX

y sea 7 = (7;;) una matriz en Gl(n, X x ). Via la trivializacién ¢,,, 7 define un isomorfismo
de X x-espacios vectoriales:
T: By, > E,.

que extiende a un morfismo de haces de O x-médulos:
p: E— E®op, Ox(D)

donde D = Zl j Do (7i5) es el divisor en X definido por la suma de los divisores de polos
de las funciones meromorfas 7;; € Y.

Pensando entonces la pareja E, p como un par de Higgs (¢ es lo que en [[7] llaman
endomorfismo twisted) y aplicando la construccién espectral, es claro que obtenemos un
revestimiento 7, : Y, — X finito de grado n y un haz de linea E, sobre Y, es decir,
obtenemos en particular un punto de Picy, tal que 7w, F, = E. O

Observacion 5.32. Si denotamos Higgsy al stack de pares de Higgs (F,p: F — E® L)
sobre X, donde permitimos variar el haz de linea L del campo de Higgs ¢ (twisted endo-
morphism en el sentido de [7]), la demostracién anterior de hecho prueba que el morfismo:

Higgsx — Ux

es epiyectivo. Claramente Higgsx — Picy,.

El mismo resultado es cierto si consideramos trivializaciones formales en el revestimien-
to y el haz de linea:

Corolario 5.33. La siguiente composicion:
Picy, — Picy, — Ux

es epiyectiva.
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Demostracion. Se sigue del teorema anterior teniendo en cuenta que el morfismo PicSy —
‘Picy, , que consiste en olvidar las trivializaciones formales, es epiyectivo. O

Estudiamos ahora qué sucede si afiadimos ademds una trivializacién formal al fibrado
vectorial £ en X.

Sea V' = k((2))". Recordemos que el morfismo de Krichever para el moduli /S de
fibrados de rango n con triviliazacion formal sobre el dato fijo (X, p, z) es inyectivo, luego
tenemos el siguiente morfismo:

Krx1: UF x A — Gr(V) x A.
Recordemos también que Gr(V') x A =% Gr(Ox((2))[T]/p(T)).
Teorema 5.34. El morfismo natural:
Picy, — UT x A
que a cada (Y, 7,2y, L, ¢5) € Pic§, (S) asocia:
(7L, meiby), p(T)) € UK (S) x A(S)
es inyectivo.

Demostracion. Se sigue de la inyectividad de Pic§y — Gr(V) x A (teorema [5.25) y
de UP x A — Gr(V) x A, pues si dos datos (Y, 7,25, L, ¢g) y Y, 7', 25, L, ¢y) de
PicSs, (S) definen la misma clase de equivalencia en U5°(.5), entonces los puntos (W, p(T'))
y (W', p(T)") que definen por el morfismo

Krx1: U x A — Gr(V) x A

son iguales, es decir, W = W'y p(T') = p(T)’. De estas dos condiciones se deduce que los
estabilizadores que definen son el mismo By y vive en Gr(V,%"%)(S).

Asi, por el teorema tanto los revestimientos que recuperamos con By = By
como los haces de linea que recuperamos con W = W’ son isomorfos y compatibles con las
correspondientes trivializaciones formales, es decir, estdn en la misma clase de equivalencia.

O

Corolario 5.35. El morfismo Pic, 0, Uy x Oy es inyectivo.

Observacion 5.36. La importancia de este teorema radica en el hecho de que no es cierto si
no afadimos las trivializaciones formales, hecho que se deduce de los resultados de [7]]. No
obstante, ilustremos con un ejemplo que Picy, — Ux no es inyectivo. En efecto, sea N un
haz de linea en una curva lisa, integra y propia X sobre k y consideremos los revestimientos
espectrales m: Xy — X y7': Xy — X asociados a (véase la seccion :

s=(s1,...,8,) € ® H'(X,N")



CAPITULO 5. MODULI DE HACES DE LINEA EN REVESTIMIENTOS Y SISTEMAS
INTEGRABLES. 79

s'=(0,...,0,s) € @ H'(X,N"),

con s’ # 0y, por ejemplo, algin s; # 0 parai = 1,...,n — 1. Se sigue que Xy Xy
son distintos revestimientos de X y sin embargo, es claro que se tiene un isomorfismo de
O x-mobdulos:

mO0x, 3 Ox @ N® N’ @®---& N ' 2% 1,0x,

(como Ox-algebras no son isomorfas). Es decir, tenemos la siguiente situacion:

Picy, — Ux
(Ox,, Xs) = (m0x,)
(Ox,, Xy) — (1.0x,)

donde los fibrados vectoriales de rango n que definen por imagen directa los haces de linea
triviales Ox, y Ox_, son isomorfos mientras que Ox, y Ox_, (y los respectivos revestimien-
tos que definen) son distintos. Luego Picy, — Ux no es inyectivo. 0

Consideremos ahora el siguiente diagrama:

Pic&’fx‘ 0, = UF x Oy

U

Ux

Como la flecha diagonal es epiyectiva (corolario [5.33), la razén por la que el morfismo
Picy, 0., U x O (que es inyectivo por el corolario i no puede ser epiyectivo,

es que no toda trivializacién formal de E en el punto z € X, E, = k[[2]]", es imagen
directa (por el revestimiento finito 7: ¥ — X)) de una trivializacién formal del haz de linea
L (cuya imagen directa es E) en 771 (x), Efl(m) = Ek[[2]][T)/p(T). En términos de de los
esquemas en grupos estudiados en el capitulo [T} podemos interpretar esta afirmacién de la
siguiente manera. Consideremos el diagrama:

g

0y

Para cada p(T") € O, el functor en grupos que actia en Y cambiando las trivializaciones
formales del fibrado E en el punto = es Gl .y (k[[2]]") (donde pensamos USF como la fibra
en p(T) deUP x Op — Oy).

Por otro lado, sea J°°(Y),) la fibra de PicS;, 0, O, enel punto p(T) € O. El functor

en grupos que actda en J°°(Y},) variando las trivializaciones formales de los haces de linea
es I'y+ (donde V™ = k[[2]][T]/p(T)).
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La imagen de I'y,+ por la inmersién:
V5 = Gl (K[[2]]™)

(donde V™* es el functor de invertibles de V1) es el grupo de Heisenberg Heis + (véase
la secci6n [I.3), que precisamente es el grupo que actda en las trivializaciones formales del
fibrado F en x que son imagen directa de trivializaciones formales del haz de linea del
que E procede. Es claro entonces que existen trivializaciones formales de E en z que no
provienen de trivializaciones formales en 7~ (x) (con 7: Y, — X) del haz de linea L tal
que = L.

En virtud de la proposicién anterior y el teorema de caracterizacién de Picy,
podemos dar un criterio para decidir cudndo un fibrado vectorial (con trivializacién formal)
sobre X es imagen directa de un haz de linea (con trivializacién formal) sobre un revesti-
miento finito de X (con trivializacion formal):

Corolario 5.37. Una pareja (W, p(T)) € UF(S) x A(S) estd en la imagen de:
Picy, — UT x A

siy solo si By, € Gr(V"")(S) y es relativamente regular.
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Estudio infinitesimal.






Capitulo 6

Espacios tangentes y generadores
locales.

Este capitulo estd dedicado al cdlculo del espacio tangente de espacios de moduli, asi
como a demostrar que ciertos esquemas en grupos (estudiados en el primer capitulo) hacen
las veces de generadores locales para dichos espacios.

En primer lugar reescribiremos algunos resultados conocidos acerca del calculo del es-
pacio tangente al moduli de curvas lisas o de fibrados vectoriales sobre una curva lisa. Usare-
mos técnicas cldsicas de cohomologia e hipercohomologia para el cdlculo de dichos espacios
tangentes. Ademds, describiremos estos espacios tangentes dentro del espacio tangente a la
Grassmanniana infinita.

Recordamos que si K: £ — F' un complejo de haces localmente libres sobre una curva
lisa y propia sobre k, la hipercohomologia de K se define como la cohomologia del complejo
simple asociado al bicomplejo de Cech que define K (véase [16]).

Sea X una curva lisa sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica nula k,
E un fibrado vectorial sobre la misma y / = (U;); un recubrimiento abierto de X . A lo largo
de este capitulo utilizaremos las siguientes notaciones:

U; = Spec A; Uij =U;N Uj = Spec Aij

M; = F(UZ‘, E) Mij = F(Uij, E)

Los abiertos afines U;[e] = Spec A;[e] constituyen un recubrimiento abierto de la curva
deformada X, (donde A;[¢] = A; ®p k[e] y k[e] denota el anillo de los nimeros duales
k[e]/€2).

Sea M el moduli de curvas lisas, proyectivas e integras y X un punto racional. Es cono-
cido que el espacio tangente a M en X vale:

Tx M = HY(X,Der(Ox,Ox))

Sea M™ el functor de curvas punteadas con estructura de nivel al orden m. Un punto de
M con valores en un k-esquema S es una terna (X, D, t,,) donde X — S es un morfismo
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propio y plano cuyas fibras geométricas son curvas lisas e integras; o : S — X es una seccion
de X — S que considerada como divisor de Cartier D sobre X es liso de grado relativo 1y
plano sobre S; t,,: Ox — Ox/Ox(—mD) es un morfismo epiyectivo de anillos.

El moduli M (véase la Definicién [3.1)) puede expresarse como el limite:

M® 2% Tim M™
—

m

y sus puntos racionales son ternas (X, z,t) donde X es una curva lisa, z € X un punto y ¢
es una trivializacién formal:
t: Oxq = k[[2]].

Proposicion 6.1. Sea X = (X, z,t) un punto racional de M. Se tiene un isomorfismo de
k-espacios vectoriales:

Ty M® @Hl (X,Derk(OX,OX(*m)))

m

Y una sucesion exacta:

0 — H%(X, Dery(Ox, Ox)) — lim H°(X, Der(Ox, Ox /Ox(—m))) = Ty M> — Tx M — 0

m

Demostracion. Es conocido que T M™ =% H' (X, Dery,(Ox, Ox(—m))) (véase por ejem-
plo [46] Sec.1.2]). Para concluir basta tomar cohomologia y llnm en la sucesion exacta de
haces:

0— Derk((’)x,(’)x(—m)) — Derk(OX, Ox) — Derk(OX, Ox/OX(—m)) — 0

y tener en cuenta que, al variar m, los morfismos del sistema proyectivo son epiyectivos, y
por tanto, tomar @m es exacto por la derecha. O

Observacion 6.2. Nétese que el espacio:

liinHO(X, Derk((’)x,(’)X/OX(—m)))/HO(X, Derk((’)X,(’)X))

m

mide las deformaciones infinitesimales de primer orden de la trivializacién formal ¢ : O X,z = k[[2]].
Cuando gx > 2, se tiene que:

H(X, Der,(Ox, Ox)) =0

y por lo tanto, estas deformaciones vienen dadas por la completacion en x del haz tangente
Der;(Ox, Ox), es decir, por:
Dery (k[[2]], k[[2]]) -

Estas derivaciones tienen una estructura de algebra de Lie, y de hecho son el dlgebra de Lie
del grupo de automorfismos de dlgebras Gy, (véase la proposicion .
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Observacion 6.3. Puede también calcularse este espacio tangente utilizando la hipercoho-
mologia. Se tiene el siguiente resultado:

T M = limH'(13,)

m

donde ¢, es el complejo epiyectivo de haces en X:
t:n: Derk((’)x, Ox) — Derk((’)x, Ox/OX(—m{L'))

definido por t?,(D) := t,, o D. Es decir, deformar (X, z,t,,) € M™(k) consiste en dar
parejas:

({0:;3,18:}) € C*(U, Dery(Ox)) & C°U, Dery(Ox, Ox /Ox (—mz)))

tales que 6;; € HY (X, Der,(Ox))y dB; = —tm o 0;;, siendo d la diferencial de Cech.

La relacién que existe entre H' (¢,,,) y H! (X, Dery,(Ox, Ox(—m))) puede verse en tér-
minos de la sucesién espectral (pues el primer grupo de hipercohomologia de ¢, se aglutina
entre el HY del conicleo de t,,, que es nulo, y el H! del nicleo) o construyendo el morfismo
de connecting que resulta de tomar la sucesion exacta larga de cohomologia en:

0— Derk((’)X,(’)X(—m)) L> Derk((’)X) ti> Derk((’)X, Ox/OX(—m)) — 0

Teorema 6.4. [34) Thm. 4.11] La accion por composicion de G en Gr(k((z))) induce una
accion en M®™ que es localmente transitiva.

Recordemos ahora la interpretacion de este espacio tangente en términos del tangente a
la Grassmanniana infinita.

Proposicion 6.5. (Prop. Sea W € Gr(V') un punto racional. Existe un isomorfismo
de k-espacios vectoriales:

Tw Gr(V) = Homy (W, V/W)

Proposicion 6.6. (/32| Prop.4.2]) Sea (X, x, z) un punto racional de M y A su imagen
por el morfismo de Krichever. Se tiene un isomorfismo de k-espacios vectoriales:

T(X,:v,z) M = Derk(A7 k((z))/A) :

Ademds:

k((2))/A = H(X - p,wx)”.

Demostracion. La caracterizacion de la imagen del morfismo de Krichever para el moduli
M (véase [33]) nos da la manera de calcular este espacio tangente. Se tiene que:

TaM>® ={A € TaGr(k((2))) talesque A- A C Ay k[e] C A}
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donde €2 = 0y estamos escribiendo kle] % k @ € - k.
Por la proposicién anterior:

T Gr(k((z))) = Homy(A, k((2))/A),
luego existe una aplicacién f € Homy (A, k((z))/A) tal que:
A={a+ef(a)lac A}.
La condicién A - A C A nos dice que para todo a, a’ € A, existe a” € A satisfaciendo:

(a+ef(a)) (a' +ef(d)) =a" +ef(a”)
esto es:
fl@") = fla-d)=af(d) +d f(a)

Por otro lado, la condicién k[e] C A implica que existe ag € A tal que ag + ef(ag) = 1,
luego f(1) = 0. En definitiva, f define una derivacion Dy € Dery(A, k((2))/A) (nétese
que k((z))/A es un A-médulo).

Para la segunda parte, consideremos la sucesion de haces:

0 — Ox(—mz) — Ox(nzx) — Ox(nz)/Ox(—mz) — 0
tomando cohomologia resulta:

0 — H(X,Ox(—mz)) — H*(X, Ox (nz)) — Ox(nz)/Ox(—mz) —
— HY(X,O0x(-mz)) — H'(X, Ox(nz)) — 0

Se tiene que:

liLnHO(X, Ox(-mz))=0 y HY(X,0Ox(nz))=0,n>>0

luego tomando linm y hLQn se deduce que:
0— A H(X —2,0x) = k((2) = (Ox)o — limH (X, Ox(~mz)) — 0
y por lo tanto:

B((2))/A4 = lim H' (X, Ox(~ma))  lim ( H(X, wy (ma))") =

m

= (li_n}HO(X, wx(mx)))* = H(X — z,wx)*
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6.1. Moduli de fibrados sobre una curva lisa fija.

Sea Ux el moduli de fibrados vectoriales de rango n sobre una curva fija X € My E
un punto racional de /x . Es conocido que:

TelUx =~ HY(X,Endx E) .

Fijemos (X, z,t,,) € M™ y sea U} el moduli de parejas (E, ¢,,) donde E € Ux y
¢m es una estructura de nivel en E de orden m, es decir, un morfismo epiyectivo de Ox-
modulos:

¢m: E — (Ox/Ox(—mz))" — 0

siendo n el rango de E. Denotemos O,,,, = Ox/Ox(—mz) y nétese que, al estar concen-
trado en z, su deformacion es trivial. Calculamos en este apartado el espacio tangente a U/
en (E, ¢,,) de una manera distinta a la dada en [12].

Proposicién 6.7. Sea (E, ¢y,) un punto racional de US. Se tiene un isomorfismo de k-
espacios vectoriales:

T(g.om U = H'(X,Endx E(—m)).
Demostracion. Deformar (E, ¢,,) consiste en dar una familia de morfismos:
Pei s Mile] = Opygle]
tales que:
Ge; = Pm + €0;, 6; € C°(U, Homx (E, (Ox /Ox(—m))™))

y tales que sean compatibles con los morfismos 1 + en;; € End(M;;[e]) con lo que se
construye E.. Es decir, hemos de imponer que el siguiente diagrama sea conmutativo:

b
Mij [6] - Omx [6] .

1+eni;
Mijle]
Resulta entonces:
(6 = 8w, = —Pm o Mij 5
y por lo tanto (véase la observacién [6.3)):
T, UK % H ($ms) = H' (X, Endx E(-m)),

siendo ¢, . el siguiente complejo epiyectivo de haces de O x-mddulos:

¢m,«: Endx E — Homy (E, (Ox/Ox(—m))")

N ¢mon
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Observacion 6.8. Consideremos la sucesion:
0 — &ndx E(—m) — éndx E — Homy (E, (Ox/Ox(—m))") — 0.
Si suponemos m >> 0 y tomamos cohomologia resulta:
0— T{pm} — TUY — TUx — 0,

donde:
T{¢m} = H'(Homx (E, (Ox/Ox(-m))"))/H(éndx E)

mide las deformaciones infinitesimales de primer orden de las estructuras de nivel ¢,,. Si
tomaramos E simple, tendriamos ademdas que H(Endx E) = k.

El moduli U$¥ (cuya definicién se sigue de la Definicén [3.2] fijando (X, z,t)) puede
expresarse como el limite:
Uy = limUy
m

y sus puntos racionales corresponden a parejas (£, ¢) formadas por un fibrado vectorial de
rango n sobre X, y una trivializacién del mismo en z:

~ ~

E; = O% -
Se deduce entonces que:

T(gpUT = limH' (X, Endx E(—m)) 6.1.1)

Observacion 6.9. Como en la Observacién[6.8] se tiene una sucesion exacta:
0= T4, {0} = T(p o, UX — TelUx — 0

donde, si F es simple, la deformaciones infinitesimales de primer orden, T{¢m}{¢}, de las
trivializaciones formales, son el dlgebra de Lie, Endy,(, (k[[2]]"), del grupo Gly g (k[[2]]")
de automorfismos k[[z]]-lineales de k[[2]]™ (véase el capitulo[2).

Denotemos V' = k((2))".

Teorema 6.10. La accion de Gly(,)) (V) en Gr(V') induce una accion en U que es local-
mente transitiva.

Demostracion. Recordemos que via el morfismo de Krichever U — Gr(V), un punto
W € Gr(V) estd en USF siy solo si W es A-médulo (donde A = H*(X — z,0x)).

Para ver que Glj((.y)(V) actiia en US basta ver que (W) es A-médulo para todo vy €
Gli((2))(V). En efecto, por ser W un A-médulo es:

Ya-W)Sy(W) VaecA,
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ycomo A C k((z)) y 7y es un automorfismo k((z))-lineal de V' se tiene que:
Y(a-W)=a-~(W) Va € A.

Resulta asi que Ay(W) C ~(W), es decir, v(WW) es A-médulo.
Como en [34], para ver que la accién es localmente transitiva basta demostrar que el
morfismo érbita:

Gl (V) = UY
v =y (W)

es epiyectivo a nivel de espacios tangentes. En efecto, consideremos la sucesion exacta de
haces en X:

0 — &ndx E(—m) — Endy E(m) — Homx (E, (Ox(m)/Ox(—m))") — 0
donde m,m > 0. Tomando cohomologia, lim _ y lim se tiene la siguiente sucesion exacta:
—m 7 —m

0 — HY(X — p,Endx E) — Endy(.)) V — limH' (éndx E(—m)) — 0.

m

En virtud de las ecuaciones (6.1.1) y (2.0.)), esta sucesién se transforma en:
0 — H°(X — p,Endx E) — Lie Gly((2)) (V) = T( {4 1m) US — 0,
de donde se sigue el resultado. O

Proposicion 6.11. Sea (E, ¢) € U un punto racional y W su imagen por el morfismo de
Krichever. Se tiene un isomorfismo de k-espacios vectoriales:

T(E,(j)) Z/{?{O =~ HOHlA(W V/W) 5

siendo A el punto racional de Gr(k((z))) que define la terna (X, x,z) € M por el mor-
fismo de Krichever. Ademads:

V/W >~ HY (X —p, E* @ wx)*.
Demostracion. Sabemos que (Teorema [3.19):
UT(S) ={W € Gr(V)(S) talesque A- W C W}

luego: B o -
TwUs ={W € Ty Gr(V) talesque A- W C W}.

Por la Proposici(’)n el espacio tangente a Gr(V') en W vale:

Tw Gr(V) = Homg(W,V/W),
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luego existe una aplicacién f € Homy (W, V/W) tal que:
W ={w+ef(w)|weW},

(donde €2 = 0), y dado que la terna (X, x, z) € M™ est4 fijada, su deformacién es trivial y
por tanto, la derivacioén que induce (por la proposicén es nula, es decir, A = A + €A.
En consecuencia, la condicién A - W C W equivale a:

A-WCW,
lo que nos dice que paracadaa € Ay w € W, existe w’ € W satisfaciendo:
a-(w+ef(w) =uw'+ef(uw),

esto es:
aw = w'

f') = flaw)=af(w).
Es decir, hemos probado que f es un morfismo de A-mddulos. En definitiva, se tiene un

ismorfismo:

Para la segunda parte basta razonar de igual modo que en la Proposicién[6.6|usando la suce-
si6én de haces:
0— E(—m) — E(n) - E(n)/E(—m) — 0.

6.2. Moduli de fibrados y curvas lisas.

Denotemos U al functor que a cada k-esquema .S asocia la pareja (X, E') formada por
una familia de curvas lisas e integras X — S y un fibrado vectorial F sobre X. El siguiente
teorema calcula el espacio tangente a U/ en un punto racional (véase [4] o [48] para otro
enfoque en el caso de haces de linea).

Teorema 6.12. Sea (X, E) € U un punto racional. Se tiene un isomorfismo de k-espacios
vectoriales:
Tx,pU = H'(X, Dy (E, E)),

donde D' denota el haz de operadores diferenciales de orden < 1 con simbolo escalar (véase
el apéndice|C)).

Demostracion. Deformar la pareja (X, F) equivale a deformar F teniendo en cuenta que
es un haz de Ox-modulos, y que ahora la deformacién de Ox puede no ser trivial. Por la
secci6n[6.1 sabemos que deformar E equivale a dar una familia de morfismos:

1+ enij: Mijle] — M;je]
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donde 7;; € HY(X,Endy E); deformar X consiste en dar una familia:
1+ Eeij: Az’j [6] — Aij [6]

con 6;; € H'(Dery,(Ox)). Hacer estas dos familias compatibles (es decir, tener en cuenta la
estructura de Ox,-médulo de E;) equivale a la conmutatividad del siguiente diagrama:

Ajle] ® Myjle] —2> Mijle]
(1+€9ij)®(1+€m‘j)i J{H‘Eﬂz’j

Ayjle] ® Mijle] — > Mi;]e]

donde p es la estructura de A;;[e]-médulo de M;;[e]. Dados a,a € A;; y m,m € M;j, la
composicién (1 + en;;) o p vale:

(1 + enij)(pla+ ea,m+em)) = (1 + eny;)(am + e(am + am)) =

= am + e(am + am + n;;(am))
y la composicion p o ((1 + €f;;) ® (1 + en;;)) viene dada por:

p((1 4 €0;5) x (1 + enij)(a + ea,m + em)) =
=pla+e(@a+bii(a)),m+e(m+n;(m))) =
= am + e(am + an;j(m) + am + 0;;(a)m) .

Como el diagrama anterior ha de ser conmutativo, tiene que verificarse que:
nij(am) = angj(m) + Oi(a)m .
En virtud de la Proposicién [C.3]se concluye que:
nij € H (X, Dx (B, E)).

Ademds, su imagen por el morfismo simbolo D}, Ik (E,FE) — Deri(Ox,Ox) es la deriva-
cién 9” ]

Sea U™ el functor que a cada k-esquema S asocia los datos (X, D, t,,, E, ¢,,) donde
(X,D,ty,) € M™(S), E es un fibrado vectorial de rango n sobre X y ¢, es una estructura
de nivel de orden m de E.

Teorema 6.13. Sea &, = (X, p,tm, E, ¢m) € U™ un punto racional. Se tiene un isomor-
fismo de k-espacios vectoriales:

Te, U™ =% H'(X, Dk, (E, E(—m)))
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Demostracion. Por la Observacion tenemos que deformar (X, x, t,,) equivale a dar pa-
rejas:

({6i},{8:}) € C' (U, Dery(Ox)) & C°(U, Der(Ox, Ox /Ox (—ma))

tales que 6;; son 1-cociclos y (8 — /Bi)|Uij = —ty, o 0;;. Por otra parte, la Proposicién
afirma que para deformar (F, ¢,,) hemos de dar elementos:

({mi;}.{6:}) € C* (U, Endx E) & C°(U, Homx (E, (Ox/Ox(—mz))"))

tales que 7);; son 1-cociclos y (0; — 6i)|Uij = —®m O Nij.

Deformar la quintupla al completo significa tener en cuenta la estructura de Ox, -mddulo
de E, que por el Teorema anterior implica que 7;; € HY(X,DY(E, E)), y que dicha estruc-
tura ha de ser compatible con las deformaciones de las estructuras de nivel ¢,, y ¢.,,. Es decir,
el siguiente diagrama tiene que ser conmutativo:

Al % Myl 220, x On ]

P,k

M;jle] Onalel

donde:
te =t+eBi B € COU,Derp(Ox, Omz))

De; = Om + €05 0; € CO(Z/l,HomX (E, (’)?,w))

y hemos denotado O,,,, = Ox/Ox(—mx).
De esto se deduce que, para todo a,a € A;;, m, m € M;; se tiene que:

di(am) = tin(a)di(m) + Bi(@)pm(m),

es decir,
6; € C°U, DY (E, O},,)) -

Resumiendo, deformar (X, p, t,,, E, ¢, ) consiste en dar parejas:
({mi},{6:}) € C*(U,D"(E, E)) & C°U,D'(E, O},,))

tales que 7;; son 1-cociclos y (§; — 5i)|Uij = —¢pm © 1;j, que es precisamente un elemento
de H!(¢,,) donde ¢,,, denota ahora el complejo epiyectivo:

¢m: D'(E, B) — D'(E, (Ox/Ox(-m))")
P ¢moP

Teniendo en cuenta la Observacién[6.3]se sigue el resultado:

Te,, U™ = HY(X, D (E, E(-m))).
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Sea U*° el moduli de curvas y fibrados (con trivializaciones formales) definido en [3.2]
Se tiene que:
U = limU™
—
m
y, en un punto racional £ € UP (k), su espacio tangente vale:
TeU™ = @Hl (X, D}(/k(E7 E(-m))).

m

Como en la Observacién[6.9] puede verse que se tiene una sucesién exacta:
0 — Lie Sle[[ZH(kZ[[ZHn) - TPZ/{OO - T(E,X) Uu— 0,

donde SGl;(k[[2]]") es el grupo de automorfismos semilineales (definicién (1.20) y su
dlgebra de Lie es, en virtud de la la proposicion [2.7} isomorfa a Dl[[z]] /k(k[[z]]", El[Z]]™).
Ademds, este espacio mide simultaneamente las deformaciones infinitesimales de primer
orden del pardmetro formal z y de la trivializacion formal ¢.

Escribamos V' = k((2))".

Teorema 6.14. El grupo SGly(.)) (V) actiia en U™ y esta accion es localmente transitiva.

Demostracion. Recordemos (Teorema[3.19) que los puntos de U corresponden a los pun-
tos W € Gr(V) tales Ay € Gr(k((2))) siendo Ay el dlgebra estabilizadora de W (definida

en[3.9).

Para ver que SGlj(.)) (V') actda en /> hemos de comprobar si para todo y € SGly(.y) (V)
se verifica que v(W) € Gr(V) y A,y € Gr(k((2))). Ahora bien, como SGl(.)) (V) ac-
tda en Gr(V) se tiene que si W € Gr(V) entonces (W) € Gr(V). Por otro lado:

Aywy ={a € k((2)) [ a-y(W) SH(W)} =

={a € k((x) [ 7 Ha-v(W)) S W} =

={a€k((x) g7 (a) WCW} =g (Aw)
(recordemos que por la Definicion es y(zv) = g(z)y(v) con g € Gy nétese que lo
mismo vale para puntos con valores en un k-esquema S) y como G actda en Gr(k((z))), si
Aw € Gr(k((z))) entonces g~ (Aw) € Gr(k((z))). Veamos que la accion de SGly () (V)
es localmente transitiva, lo que equivale a ver que el morfismo 6rbita:

Sle((z))(V) — U™
7= (W)

es epiyectivo a nivel de espacios tangentes, es decir, que el morfismo:

6.2.1)

es epiyectivo. En efecto, consideremos la siguiente sucesion exacta:

0 — DY (E, E(~m)) — D (B, E(m)) 2 D} (B, (Ox (m)/Ox(~m))") — 0,
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tomando cohomologfia, lim y lim _ se tiene:
—m —m

0 — H(X —p, Dy ;,(E)) — imDy ;. (E, (Ox (m)/Ox (~m))") — Lim H' (X, D 1.(E, B(~m))) — 0

—

donde:
lim H'(X, DY (B, E(~m))) = TU>

Utilizando los Teoremas|[6.4]y [6.10]y el diagrama:
Endx E(—m)——— = &ndx E(m) Homyx (E, (Ox(m)/Ox(—m))"™)

[ [

DY (B, E(—=m))———— DX, (E, E(m))

: i

Derk((’)X, Ox(—m))(—> Derk<OX> Ox (m))

Dery(Ox,0x(m)/Ox(—m))

(donde filas y columnas son exactas y las epiyecciones verticales son los morfismos simbolo),
obtenemos el siguiente diagrama:

0 0 0
0——HX — p,Endx E) Lie Gl (1)) (V) TUY 0
0 —>H(X — p, D (E)) — HmDy (B, (Ox (m)/Ox (=m))") Ty 0

0 — H%(X — p, Dery(Ox)) Lie G T M>® —0

0 0 0

En virtud de la Observacion|[C.6]y la Proposicién [2.7] se sigue que:

limDy ;. (B, (Ox (M) /Ox (=m))") % Dy ()1, (V, V) = Lie(SGly((2)) (V) -

—

De donde se deduce que el morfismo érbita (6.2.1)) es epiyectivo a nivel de espacios tangen-
tes:
Lie(SGly((z))(V)) — Tw U™ — 0.
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Observacion 6.15. Con el teorema anterior hemos generalizado, al caso en el que el rango
del fibrado es mayor que 1, alguno de los resultados expuestos en [4] y [32], pues damos una
caracterizacion del espacio tangente a U/ en términos de operadores diferenciales (luego
en particular para haces de linea, que es lo que alli se trata). Ademads, hemos conseguido
integrar el dlgebra de operadores diferenciales de Laurent, lo que nos permite dar un grupo
que genera localmente el moduli y coincide, en el caso de haces de linea, con el dado en [32]
(véase la Observacion [I.22). El estudio de la cohomologia de estos espacios de moduli, con
el fin de obtener informacién sobre la cohomologia del moduli estandar (sin trivializaciones
formales), como se hace en [4], serd objeto de futuras investigaciones.

Observacion 6.16. La sucesion
0—-TUT - TU® - TM>* —0

puede también deducirse tomando la sucesion exacta larga de hipercohomologia en la suce-
sién de complejos verticales (que consisten en componer con las estructuras de nivel corres-
pondientes):

0——¢&ndy E DYE) Dery(Ox)
| | |

0 — Homx (E,Om,) — D' (E, 0" ) — Derg(Ox, Omy) —=0

donde Oy, = Ox/Ox(—m).

Reinterpretamos ahora el espacio tangente en términos de la Grassmanniana infinita.

Proposicion 6.17. Sea & € U un punto racional y W € Gr(V') su imagen por el morfismo
de Krichever. Se tiene un isomorfismo de k-espacios vectoriales:

TeU>® =Dy (W, V/W).
Demostracion. Por el Teorema y dado que la condicién de regularidad es abierta:
TeU™ = {W € Tw Gr(V) tales que Ay, € Ta,, Gr(k((2)))}.

Tenemos que Ay es kle]-dlgebra (donde €2 = 0y k[e] % k @ ¢ - k) y es una defor-
macién del estabilizador, Ay, de . Se sigue entonces de la Proposicién [6.6] que existe
g € Deri(Aw, k((z))/Aw) tal que:

Ay ={a+eg(a), a € Aw}.

Por otro lado, como W € Ty Gr(V) existe f € Homy (W, V/W) (Proposicién|6.5) tal que:
W ={w+ef(w), we W}.

Dado que W es Ay-médulo, para cadaa € Ay y w € W, existe w’ € W tal que:

(a+ eg(a))(w + ef (w)) = w' +ef (w'),
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igualdad que se traduce en:
af(w) + g(a)w = f(aw).

En consecuencia, f € D}4W /k(I/V, V/W) y g es su derivacién asociada via el morfismo
simbolo:
Dl sk (WsV/W) — Dery,(Aw, k((2))/Aw) — 0.

Observacion 6.18. La sucesion:
0 — Homy (W, V/W) — Dilw/k(W’ V/W) — Dergp(Aw, k((2))/Aw) — 0
es el andlogo, en términos del espacio tangente a la Grassmanniana infinita, a la sucesion:
0—-TUTY - TU® - TM>® =0

obtenida en el Teorema
Asi mismo, en virtud del Teorema [6.14] obtenemos un diagrama:

0 0 0

00— EndAW W — Endk((z)) 14

Homa,, (W, V/W)

0

0—— Dixw/k(W) — D,i((z))/k(V) Dilw/k,(VV, V/W) 0

0 — Dery(Aw) —— Derg(k((z))) —— Derg(Aw, k((2))/Aw) —=0

donde ademas:

= Enda,, W es el espacio tangente al estabilizador de W por la accién de Gly,((;))(V),
y coincide con el dlgebra estabilizadora:

Sw={f € Endy()) V| f(W) C W}
deWenV.
. Dilw Ik (W) es el espacio tangente al estabilizador de W por la accién de SGl () (V).

= Der,(Aw) es el espacio tangente al estabilizador de Ay por la accién de G.
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6.3. Moduli de revestimientos.

Denotemos Cov al moduli de revestimientos 7: Y — X finitos y separables entre curvas
lisas e integras.

Sea m: Y — X un punto racional de Cov. Siguiendo las notaciones de las secciones
anteriores, sean U = {U;}; y V = {V;}; recubrimientos afines de X e Y respectivamente
y denotemos A; = I'(U;, Ox), Aij = I'(Usj, Ox), B; = I'(V;,Oy) y Bij = I'(Vij, Oy).
Sabemos que deformar X equivale a dar 1 + eGX con HX € H'(X, Dery(Ox, Ox)); andlo-
gamente, deformamos Y dando 1 + 69Y con HY € Hl(Y Der(Oy, Oy)).

Definicién 6.19. Se definen las derivaciones de Y equivariantes por 7, Dery(Oy, Oy )7,
como las derivaciones de Oy en Oy compatibles con el morfismo natural 7: Ox — 7w, Oy,
es decir, las derivaciones 6 € Dery,(Oy, Oy) para las que existe #% € Dery(Ox, Ox)
haciendo el siguiente diagrama conmutativo:

(’)y%(’)y

I,

Observacion 6.20. Nétese que Derg(Oy, Oy )™ es un haz de Ox-mdbdulos, no de Oy-
modulos, pues 7 es s6lo Ox-lineal.

Proposicion 6.21. Sea Y € Dery(Oy, Oy)", entonces el siguiente diagrama es conmuta-
tivo:
6Y
Oy — Oy

W

Ox —=0Ox

Demostracién. Denotemos Dery,(Oy, Oy)™ al subhaz de Dery,(Oy, Oy)™ de las deriva-
ciones A" tales que TrofY = 6% o Tr. Veamos que este subhaz es de hecho el total.

En primer lugar observemos que tanto Dery, (Oy, Oy)™ como Dery (Oy, Oy)™ son sub-
haces de 7, Derg(Oy, Oy ), y que como éste dltimo es coherente y Ox es noetheriano, en-
tonces también son coherentes.

En segundo lugar, como Ox es noetheriano, para todo haz de Ox-mddulos coherente,
M, ytodo z € X se tiene que:

M ®0X 6){,7; = Mwa

donde O x,. denota la completacion m,-ddica, siendo m,, el maximal del anillo local Ox .
Para todo x € X se tiene que Ox ; es un anillo de Zarisky, lo que implica que Ox , es
un Ox-mdédulo fielmente plano (véase [S, Ex.6 y Ex.7, Ch.10]).
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De esto se deduce que la inclusién natural Dery,(Oy, Oy )™ < Dery,(Oy, Oy )™ es un
isomorfismo de haces de O x-mddulos si y sélo si lo es al completar en cada z € X:

(Derk((’)y, Oy)Tr)x =~ (Derk(Oy, Oy)ﬂ)x . (6.3.1)
Ahora bien, dado que se tienen isomorfismos canénicos:
(Del‘k(Oy, Oy)Tr); = Derk(@yﬂ;, 6y’x)Tr = Derk(V+, V+)Tr
(Derk((’)y, Oy)ﬁ); =~ Derk(@y@, @yﬂ;yr A Derk(V+, V+)Tr N
la ecuacion (6.3.1)) es cierta en virtud del Corolario [2.5] O

Proposicion 6.22. Sea 7: Y — X un punto racional de Cov, que denotaremos (X,Y, ).
Se tiene un isomorfismo de k-espacios vectoriales:

T (x,v.m) Cov = H'(X,Derj,(Oy, Oy)") @ H’(X, Der,(Ox, Oy)).

Demostracion. Deformar la terna (X, Y, ) equivale a deformar X e Y de manera compati-
ble con la deformacién del morfismo 7. Esta dltima, equivale a dar una familia:

T+ €Y Ajle] — Bile]

donde, como dichos morfismos han de ser de anillos, se tiene que 95( Y e CO%(U, Dery(Ox, Oy)).
Por lo tanto, hemos de imponer que el siguiente diagrama sea conmutativo:
1+69i);
Bijle] — Bijle]
7r+69iXY ‘Uij T TW‘H@XY ‘Uij
1+e0%
ijle] — Ayjle]

de donde se sigue que:

(HJXY — QiXY)W = 92; om —To (9%{ .

Ademads, como queremos que los morfismos 7 + eO;X v
global Ox, — Oy, su diferencial de Cech, (HJX Y —9XY)
ser {QZXY} S HO(X, Derk((’)x, Oy))

Resumiendo, deformar la terna (X, Y, 7) equivale a dar parejas:

peguen para dar un morfismo

|ij» ha de ser nula, luego tiene que

({63:3.{6;°7}) € H'(X, Der(Oy, Oy)™) @ H(X, Der(Ox, Oy)) .

Corolario 6.23. Si gx > 2, entonces:

T(x,y.x)Cov = H!(X,Der;,(Oy, Oy)7).
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Demostracion. Obsérvese que de la demostracién anterior se deduce que el espacio:
H°(X, Dery,(Ox, Oy))

mide las deformaciones infinitesimales de primer orden del morfismo 7. Como fijada la
curva Y el espacio de revestimientos finitos sobre X con gx > 2 es discreto (véase [39]), se
deduce que su espacio tangente en un punto es nulo, es decir:

H%(X, Der,(Ox,0y)) =0

Observacion 6.24. Si fijamos las dos curvas, X e Y, la anulacion de la clase:
w(m) = 63; om—mo 95- € H' (X, Dery(Ox, Oy)),

es una condicion necesaria y suficiente para la existencia de la deformacién del morfismo 7

(de hecho esta clase vive en H! (X, Dery(Ox, Ox) ® ker Tr), véase [47, Corollary 1.11]).
Cuando w(7) = 0, el espacio tangente esté clasificado por H(X, Dery(Ox, Oy)) (véa-

se también [20, Prop. 24.2]). L]

Denotemos Covx al moduli de revestimientos finitos y separables de curvas lisas sobre
una curva fija X ysea (Y, 7: Y — X) un punto racional.

Proposicion 6.25. Se tiene un isomorfismo de espacios vectoriales:
T(Y,ﬂ') COUX =~ HO(Y, OR)*

(siendo R el divisor de ramificacion de ) y una sucesion exacta:

0— HO(}/7 Derk(OX, Oy)) — T(y;n.) COUX — Hl(Y, Derk(Oy, Oy)) — Hl(X, Derk(OX, Oy)) — 0.

En particular, si nos restringimos al moduli de revestimientos con comportamiento de rami-
ficacion de T fijo, entonces el espacio tangente a Covx en (Y, m) es nulo.

Demostracion. Consideremos la sucesion exacta de diferenciales:
0 — m'wx — wy — wy;x — 0,
y tomemos duales:
0 — Dery(Oy, Oy) o, Der;(Ox,Oy) — Sxtl(wy/x, Oy)—0.
Teniendo en cuenta que:
H(Ext (wy/x, Oy)) = Ext!(wy/x,Oy) % Ext'(Op @ wy',Oy) 2 Ext!(Og,wy) =
~ BExt’(wy,Op @ wy)* =% Ext’(Oy,Ogr)* = H(Y, Or)*

y tomando la sucesién exacta larga en cohomologia de la sucesién anterior, se deduce el
enunciado (véase [19, Remark 24.6] y [18| pag.96] para més detalles). Resulta claro que si
fijamos toda la ramificacién de 7w entonces el espacio tangente es nulo. O
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Consideremos ahora el functor de olvido:
F:Cov— M

(X,Y,m) — X. (63.2)

Por definicidn, el functor Covx es precisamente la fibra de F' en X € M. De esto se
deduce la siguiente:

Proposicion 6.26. Se tiene una sucesion exacta de espacios vectoriales:
0— T(y},r) COUX - T(X,Y,Tr) Cov — TX M —0

En particular, si nos restringimos al moduli de revestimientos con comportamiento de rami-
ficacion de T fijo, se tiene que:
T(y,x Covx = {0}
T(X,Y,ﬂ) Cov = TX M

Sea ahora Cov;' el moduli de revestimientos punteados y con estructura de nivel de
orden m e indices de ramificacién n = (ny,...,n,). Un punto racional consiste en dar un
un conjunto de datos Y™ = (X, Y, 7, x,y, 22", z;j”), donde 7: Y — X es un punto racional
de Cov, z € X, 2 es una estructura de nivel de orden m de X en z, i.e., un morfismo
epiyectivo de anillos:

Z;n: OX — (’)X/(’)X(—mx) 3
z%” es una estructura de nivel de Y en §j = a1 () = n1y1 + - - - + nyy, (nétese que estamos
fijando la ramificaciéon en x € X, no de todo 7).
Como en las secciones anteriores puede verse que si gx > 2 entonces:

Tym Covy =% H'(X, Der(Oy, Oy (—my))"™)

y por lo tanto:
~ T TTL _
Ty Cov,” = lim H* (X, Derg(Oy, Oy (—my))"™)
m
donde Covy° es el moduli de revestimientos con trivializaciones formales e ) es un punto
racional del mismo (véase la Definicion [5.6).

Proposicion 6.27. Se tiene una sucesion exacta de espacios vectoriales:

0 — H°(X,Dery(Oy, Oy)™) — lim Dery (Oy, Oy /Oy (—m))™ — Ty Covy” — T(x y,x) Covy — 0.

m

Demostracion. Basta tener en cuenta los resultados anteriores y tomar cohomologia y limm
en la sucesién:

0— Derk((’)y, (’)y(—m))ﬂ — Derk(Oy, Oy)ﬂ — Derk((’)y, Oy/OY(—m))ﬂ —0
Noétese ademds que:

(1&11 Derk((’)y, Oy/@y(—m))ﬂ-) / HO(X, Derk(Oy, Oy)ﬂ-)

m

mide las deformaciones infinitesimales de primer orden de las trivializaciones formales z, y
Zy. O
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Observacion 6.28. Si gy > 2, entonces:
H°(X, Dery,(Oy, Oy)™) =0

y por lo tanto, las deformaciones infinitesimales de primer orden de las trivializaciones for-
males son:

lim Der Oy, Oy /Oy (—m))™ = ([ [ k[[2:]]0=)" = Lie Gl‘f/[[trﬂ’
i1

m

donde denotamos V' al producto []\_; k[[zi]] y GX[[Z” al grupo de automorfismos de V'

compatibles con la estructura de k[[z]]-dlgebra (véase la Definicién 1.8y el Corolario [2.3).
0

Recordemos que denotamos V;, a k((z1)) X ...k((2)) con la siguiente estructura de
k((z))-dlgebra (véase la ecuacion (1.2.2)):

k((2)) = k((z1)) x - - x k((2r))

z— (21 20

y pensamos V}, , como k((2))[T]/p1(T) x --- x k((2))[T]/p,(T) con la estructura (véase
la ecuacion (1.2.4)):

k((2)) = k(()[T]/pL(T) > - x k((2)[T]/pr(T)
2= (T"uy (2, 7)Y T (2, T)7Y)

Los grupos de automorfismos compatibles con la estructura de k((z))-dlgebra (Definicién
@ se escriben Gy, y Gy, respectivamente. Recordemos también que por la Proposicion
[[.10]estos grupos son isomorfos.

Veamos ahora que la importancia de este grupo de automorfismos radica en el hecho de
que ejerce las veces de generador local para el espacio de moduli Covy°.

Teorema 6.29. El grupo G, actiia en Cov,° y esta accion es localmente transitiva.

Demostracion. Por el Teorema un punto racional B € Gr(V,#") yace en Covy® (k),
si y s6lo si B es una sub-k-dlgebra regular de V,, , y Tr(B) € B. Como hemos dicho, el
punto racional B ha de vivir en V, ;, luego a priori, el grupo que debiera actuar es G, p.
Ahora bien, en virtud del isomorfismo natural G,, =% Gy, ; de la Proposici6n|I.T0} basta ver
que G, actiia en Covy’. En definitiva, hemos de comprobar si se verifica g(B) € Gr(V,“™"),
g(B)-g(B) C g(B)y Tr(g(B)) C §(B) paratodo g € G,,. En efecto: -

= Es ficil ver que G, actda en Gr(V,“""), luego g(B) € Gr(V,2"™).

= Como g es un automorfismo de k-algebras:

9(B)-g(B) = g(B-B) C g(B).
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= Por la Proposicion[I.12]se tiene que:
g€ G, < Trog=goTr,

luego:
Tr(g(B)) = g(Tx(B)) € 9(B) -

Para ver que la accidn es localmente transitiva basta ver que el morfismo 6rbita:
Gy, — Covy®
g— g(B)
es epiyectivo a nivel de espacios tangentes, esto es, si se verifica:
Lie G, — TpCov,” — 0.
Pero esto se sigue tomando cohomologia, lim _ y lim en la sucesioén:
—m «—m
0— Derk(Oy, Oy(—m))ﬂ— — Derk((’)y, Oy (TTL))TF — Derk((’)y, Oy(’fn)/Oy(—m))ﬂ' — 0.

y teniendo en cuenta que:

— —
m

limlimDerk(Oy,Oy(m)/(’)y(—m))” = Derk(VQ, VQ)Tr =~ Lie GQ

(véase el Corolario [2.5)). O

Observacion 6.30. Para hacer vélida la proposicién en el caso de puntos con valores en un
esquema S basta usar la topologfa étale (véase la Observaci6n [I.TT).

Otro modo de solventar este problema técnico es el siguiente. Definamos, como en[I.8] el
functor en grupos G de automorfismos de dlgebras de V,“"*¥ compatibles con la estruc-
tura de OAQ((z))—élgebra definida en . De manera analoga a la Proposicién anterior,
puede verse que G actiia en CovS® y dicha accién es localmente transitiva. En particular,
para puntos racionales se recupera el resultado de la Proposicién y obtenemos directamente
la generalizacion a puntos con valores en un A,-esquema 5. Se verifica ademds que, para
puntos racionales o trabajando en la topologia étale, el morfismo natural:

UNIv
GrE — A,

es un fibrado principal trivial de grupo Gy,.

El objetivo de escribir la proposicién anterior en términos sélo de Gy, no es otro que
destacar que para puntos racionales (o si trabajamos en la topologia étale), no son necesarias
estas complicaciones técnicas, ni hacer uso de un grupo “tan grande” como G“™%.

Conviene también recordar aqui que el morfismo traza, Tr, cambia de base. O
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Interpretamos ahora el espacio tangente a Cov;° en términos de la Grassmanniana infinita
relativa Gr(V,%"%%) en la que se sumerge. Para ello, necesitaremos primero calcular el espacio
tangente a Gr(V,“™"). Recordemos que se tiene un isomorfismo (véase la ecuacién ):

Gr(Vymvy = Gr(V) x Ay,
de este modo, pensaremos cada punto racional B de gr(Vﬁ“m”) como una pareja de puntos
racionales (B, p(T)) en Gr(Vy,p) X Ay,

Proposicion 6.31. Sea B un punto racional de gr(Vﬂ“m”) yp(T) € A, el punto que define
por el morfismo gr(vﬂumv) — A,,. Se tiene un isomorfismo de espacios vectoriales:

Tg Qr(Vﬂ“m”) = Homg(By, Vap/Bp) © Tp(r) An

Demostracién. Basta tener en cuenta que Gr(V,“") — A,, es una fibracién trivial de Grass-
mannianas y que el tangente a la fibra es, por la Proposicién isomorfo a Homy, (By, V,, p/ Bp).
O

Observacion 6.32. Nétese que como A, es un espacio afin, se tiene que T,y A, = A,

Definicion 6.33. Sea B una subélgebra de una k((z))-dlgebra V tal que Tr(B) C B. Defini-
mos Dery, (B, V/B)™ como el conjunto de derivaciones equivariantes por la traza, es decir,
derivaciones D: B — V/B haciendo conmutativo el siguiente diagrama:

B P . v/B

o] I

Tr(B) —2- k((2))/ Tx(B)

donde Tr! es la aplicacién inducida por la traza (que est4 bien definida porque Tr(B) C B).

Teorema 6.34. Sea ) un punto racional de Covy,°, B su imagen por el morfismo de Kri-
chevery sea p(T) € Ay, el punto que define por el morfismo C: Covy® — Ay,. Se tiene un
isomorfismo de k-espacios vectoriales:

Ty Covy® = Dery(By, Vap/Bp)™ & Ty Im(C) .

Demostracion. En primer lugar, recordemos que estamos identificando cada punto B de
Gr(V,umv) con la pareja (B, p(T')) de Gr(Vy,p) X Ay. Observemos que el morfismo:

. o)
C: Cov,” — Ay
induce un morfismo a nivel de espacios tangentes:

dp(T)Ci Ty CO’U&O - Tp(T) AE
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cuyo niicleo denotaremos Ty, Cov,,. Con esto, se obtiene un isomorfismo:

n,p*

Ty Cov,” = Ty, Covyo, © Ty Im(C)
Para deducir el resultado basta ver que:

Ty, Covy, = Dery(By, Vup/By) ™ .

En efecto, el espacio Cov;’Lop(T) (fibra de C en p(T)) es el moduli de revestimientos con

trivializaciones formales y compatibilidad fija entre los pardmetros formales (en su expresion
mas sencilla, cuando p(7') = (T™ — z,...,T™ — z), dicha fibra es el moduli tratado
en [32, 31] y por tanto, el siguiente calculo puede deducirse de [32, Thm.3.4.9]). Usando
el Teorema se tiene que, via el morfismo de Krichever, los puntos de Ty, Cov;°, se

n,p

identifican con los puntos B, de Tp, Gr(Vp,y) tales que k[e] C By, (cone? = 0), B, - B, C
B,y Tr(Bp) C By,. Como en el Teorema puede verse que las dos primeras condiciones
implican que existe g € Dery(B), V4, ,/ Bp) tal que:

={b+g(b) con be Bp}.

P
Por dltimo, la condicién Tr(Bp) C Bp equivale a que para cada b € B, exista b’ € B,
satisfaciendo:

Tr(b+ef(b) =V +ef(V),

y como Tr(B;,) C By, por ser B, un punto de Cov;®,, esta condicién se traduce en:
1
T (f(b) = f(Tx()  Vbe B,.
En definitiva, g € Dery(By, Vy,p/Bp) ™. O
Observacion 6.35. El morfismo Tr! se corresponde con:

Tt HO(Y — g, wy)* — HY(X — 2,wx)*

y es inducido canénicamente por la traza 7,0y — Ox (véase [32, Thm.3.4.9]).

6.4. Moduli de revestimientos y haces de linea.

Sea Picy, el moduli de revestimientos finitos y separables de curvas lisas, m: ¥ — X
(con gx > 2), con haz de linea Len Y y sea (X, Y, 7, L) un punto racional.

Proposicion 6.36. Se tiene un isomorfismo de espacios vectoriales:
T(x,yx 1) Picy, = H'(Y, Dy, (L, L)")

donde Dy, Ik (L, L)™ denota los operadores diferenciales en Dy, Ik (L, L) tales que el morfis-
mo simbolo valora en Dery(Oy, Oy )™ — Derg(Oy, Oy).
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Demostracion. Se sigue del Teoremal6.12]y el Corolario[6.23] O
Corolario 6.37. Se tiene una sucesion exacta de espacios vectoriales:
0 — H'(Y,0y) — H'(Y, Dy (L, L)™) — H'(X, Dery(Oy, Oy)™) — 0
que se traduce geométricamente en:
0 — TrJac(Y) — T(xyrr) Picy, — T(xy,nCovn — 0

Demostracion. Se sigue de la Proposicion [6.22]y la sucesién exacta de operadores diferen-
ciales:
0— Oy — D}l//k(L,L)7T — Derg(Oy,0y)" — 0.

O

Denotemos Picy, - al moduli de revestimientos con haz de linea fijada la curva base X,
y sea (Y, 7, L) un punto racional.

Corolario 6.38. Se tiene un isomorfismo de espacios vectoriales:
T(ym.p) Picy, = H(Y,0r)" @ H(Y, Oy)
Y una sucesion exacta:
0— T(YJr,L) 'PZ'C)}X — T(X,Y,mL) 'PZ‘C:)*)ﬂ — TX M — 0
Si ademds se fija la ramificacion del revestimiento m, entonces:
T(y,x1) Picy, = H'(Y,Oy)
Demostracion. Se sigue de las Proposiciones [6.36]y [6.26] O

Denotemos ch)} el moduli de revestimientos con haz de linea y estructuras de nivel y

sea V' = (X, Y, 7, x, 2", 9, 2y L, ¢'") un punto racional. Puede demostrarse que se tiene
un isomorfismo de espacios vectoriales:

Typ Pic = H'(Y, DY, (L, L(~mp))")

y, si denotamos Pic% al moduli de revestimientos con haz de linea y trivializaciones forma-

n

les y tomamos un punto racional Yy, = (X, Y, 7, x, 25, , 25, L, ¢1.), se deduce:

Ty, Pic3 ~ lm (Y, Dy, (L, L(~mg))")
m

Antes de abordar el siguiente resultado (que proporciona un generador local para el
espacio de moduli 772000) recordemos que por la Proposicién @ y sea cual sea la es-
tructura de k((2))- algebra que pongamos en V, se tiene que el grupo SHelsk ) (Defi-

nicién D es una extension de Gk((z)) y Heisy. Por tanto, fijada una pamclon @ y te-
niendo en cuenta que G, =% Gy, (y de modo andlogo Heisy,, =% Heisy, ,) se tiene que
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SHeiskV(Q(z)) =~ SHeisZ(ﬁ(’i’ )- Para abreviar, denotaremos a estos grupos SHeis,, y SHeis,, ;,

respectivamente. Asi mismo, si k es un anillo, basta dotar a la categoria de esquemas de
la topologia étale para extender el resultado SHeis,, =~ SHeis,, , (véanse las Observacio-
nes [I.11]y[6.30). Hechos estos comentarios, podremos centrar la demostracién del siguiente
resultado en el caso de puntos racionales.

Teorema 6.39. El grupo SHeis,, actiia en Picgif y esta accion es localmente transitiva. Es

decir; el grupo SHeis,, es un generador local del moduli Pic% .

n

(o}

Yn

Demostracion. Recordemos que la imagen de Pic
definida por los W ¢ gr(VQ“"i”) tales que:

por el morfismo de Krichever, estd

k C By € Gr(V"™™) y Tr(Bw) C Bw

(vedse el Teorema[5.20]y nétese que W es By -médulo y By verifica By - By C Byy). Para
ver que SHeis,, actia en Pz’cg}o hemos de comprobar si se verifican las siguientes condiciones

n

para todo v € SHeisy,:
- (W) € Gr(Vnin).
L] B’y(W) S gr(VQ“’”'”)‘
= Tr(Byaw)) € Byw).

Es facil comprobar que SHeis, actda en Gr(V,“"""), luego y(W) € Gr(V,4""). Para el resto,
teniendo en cuenta la Definicién de SHeis,, se deduce que:

Bywy:={f € Vs|f-r1(W)C W} =
={feVs|g '(f) WCW}=g'(Bw),

donde g € Gy. Como Gy, actda en Gr(V,“""") se sigue que:

Byw) =g (Bw) € Gr(Vim).

La tltima de las condiciones se deduce de lo anterior y del Teorema[6.29]
Para ver que la accién es localmente transitiva basta ver que el morfismo 6rbita:

SHeis, — Pic3;
7= (W)
es epiyectivo a nivel de espacios tangentes, esto es, si se verifica:

Lie SHeis,, — Tw Pic;}o — 0.
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En efecto, basta tomar cohomologia, lim 'y lim en la sucesion:
0 — Dy, (Oy, Oy (=m))™ = Dy, (Oy, Oy (m))™ — Dy, (Oy, Oy (i) /Oy (=m))™ — 0
y tener en cuenta que:

Lie (SHeis, ) % Dy, (V.V)™ = limlim D, (Oy, Oy (m) /Oy (~m))".

m m

donde el primer isomorfismo es la Proposicién [2.14]y el segundo se deduce de[C.6 O

Observacion 6.40. Pueden hacerse consideraciones andlogas a las hechas en la Observacion

univ
n

6.30|si definimos el grupo SHeisOA (2))"

Calculamos ahora el espacio tangente a Pic¥ en funcién del espacio tangente a la Grass-

manniana infinita relativa, en la que se sumerge via el morfismo de Krichever.
Denotemos D': Picg}o — A,, el morfismo que manda cada punto )y, de 'PZ'CSZ]O al po-

linomio p(T') que define la estructura local del revestimiento (véase la Observacién [5.18).
Recordemos que podemos identificar un punto W de Gr(V,“"**) con la pareja (W, p(T)) de
Gr(Vip) x Ay,

Teorema 6.41. Sea YV; € 731'03’70 un punto racional y W su imagen por el morfismo de

Krichever. Se tiene un isomorfismo de k-espacios vectoriales:
Ty, Pic3 * D f(Wp: Vap/Wp) ™ @ Ty(ry Im(D).

Demostracion. Se demuestra de modo andlogo al Teorema [6.34] teniendo en cuenta la Pro-
posicion para calcular el tangente a la fibra de D en p(T). O

Observacion 6.42. Se tiene un diagrama:

Endy V TJS® 0
0——> D}Bw/k(W, W) — Dlv/k(v, |78 L — TPic;,‘; — =0

0 — Dery(Bw, By ) — Der(V, V) —— T Cov” ——0
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6.5. Moduli de pares de Higgs.

Sea Higgsx el moduli de pares de Higgs sobre X . Es conocido (véase por el ejemplo [9,
Prop. 3.1.3]) que, si (E, ¢) € Higgsx (k), se tiene un isomorfismo de k-espacios vectoriales:

T (5, Higgsx = H'([,¢]),

donde [ ,¢]: Endx E — Endx E ® wy es el complejo definido por:

[ el(n) :==[n, ¢l =(m&®1)op—pon.
Otro modo de calcular este espacio tangente consiste en usar el morfismo de Hitchin:

H: Higgsx — M = & H(X,w¥)
(E,¢) — ch(p),

cuyas fibras estdn en correspondencia con la Jacobiana de la curva espectral X . De este
modo, puede verse que:

T(E,go) Higgsx = H! (X<P7 Oxw) 5>} Tch(w) H.

Ademds, dado que H es un espacio afin, se tiene que T,(,) H = H y, esencialmente por
dualidad de Serre, es H* ~ H! (Xw O XW) (véanse la ecuaciones (2.19) y (2.22) de [29]).
Teniendo en mente esta segunda caracterizacion, si tomamos el moduli HiggsS de pares
de Higgs sobre X con trivializacién formal (Definicion4.1]) y el morfismo de Hitchin formal
definido en 4.8t
Hoo: Higgsk — A

(cuya imagen es H y la fibra en p(T") € Im(Hoo) es isomorfa a la Jacobiana Jac)), se tiene
que, si £ es un punto racional de Higgs, existe un isomorfismo de k-espacios vectoriales:

Te Higgs¥ = limH' (X, Ox, (—m)) & H
m
(el célculo del espacio tangente a JacS es un caso particular del resultado (6.1.1)).

Interpretemos el espac%o tangente);wHi 9955 derll)tro del espacio tangentrassman—
niana relativa, en la que se sumerge via el morfismo de Krichever.

Sea & = (E, ¢, ¢) un punto racional de Higgs, denotemos E,, al fibrado £ pensado
como haz de linea en la curva espectral X, y escribamos ¢, para referirnos a su trivializacion
formal (véase la Proposicién . Sea W), el punto racional de Gr(V¥v) que define E,
via el morfismo de Krichever de la definicién[4.3.4 Recordemos que se tiene un diagrama:

Nl

A
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y un isomorfismo Gr(V*™) ~ Gr(k((z))™) x A. La fibra de H en un punto racional p(T')
de A es isomorfa a J acg(ow, y por lo tanto, se tiene un isomorfismo de k-espacios vectoriales:

Te HiggsX = T(m,.,) Jack, © Tpr) Im(Hoo) -

Usando la Proposicién , tenemos que el espacio tangente a Jacs  (en términos del es-
. . . ¥
pacio tangente a la Grassmanniana) es isomorfo a:

Hompy, (Wp, Vy/Wp),

donde By, denota el dlgebra estabilizadora de W), en V), y corresponde al punto de la Grass-
manniana que define la curva espectral X.
En definitiva, se tiene un isomorfismo de k-espacios vectoriales:

Te Higgsk = Homp, (W, Vp/Wp) ®H.

Observacion 6.43. Puede también calcularse el espacio tangente a HiggsS en términos de
hipercohomologfa como sigue. Denotamos Higgs'y el moduli de triples (E, ¢, ¢,,) donde
(E,p) € Higgsx Y ¢m es una estructura de nivel de ' de orden m compatible con el campo
de Higgs en el sentido de que el siguiente diagrama es conmutativo:

E—"" (0x/Ox (—m))" —0

E®wy 2 (0x/Ox(—m))" —0,

donde czNSm es la estructura de nivel inducida (recordemos que al fijar (X, z, t,,) tenemos de
manera natural una estructural de nivel en wx) y ¢ consiste en multiplicar por la matriz de
orden n cuyas entradas son b;11; = 1, b;,, = —a; = —(—1)* Tr(A%) y 0 en otro caso.

A partir del diagrama de compatibilidad del campo de Higgs con la estructura de nivel
construimos el siguiente cuadro:

Endy E—2"% Homy (E, (Ox /Ox (—m))") —=0

[,w]i J{@o

Endy E ® wx 2% Homy (B, (Ox /Ox (—m))") — 0

(que ya no tiene por qué ser conmutativo) y definimos el siguiente complejo de haces en X:
K™: &ndy E — Homy (E, (Ox/Ox(—m))")
= $0Gmon+ dmon, .
Su primer grupo de hipercohomologia, H' (K™), viene dado por parejas:

({Uij}a {71}) € Cl (U, Endyx E) S CO(“? HomX(E7 (OX/OX(_m))n))
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tales que 7;; es un 1-cociclo y:
B 0 Gm 0 1ij + Im © Mg, 0] = — (75 — V),

en C'(U, Homx (E, (Ox /Ox(—m))™)). Puede demostrarse que, si (E, ¢, ) € Higgsg(k),
se tiene un isomorfismo de k-espacios vectoriales:

T(Ep.6m) Higgs'y = Hl(Km) .
Dado que Higgss = linm Higgs'y, si £ es un punto racional de HiggsS, se deduce que:

Te Higgsk = @Hl (K™)

m



Capitulo 7

Ecuaciones del moduli de pares de
Higgs.

En este capitulo damos las ecuaciones del moduli de pares de Higgs con trivializacién
formal. Antes de ello, adaptaremos algunos de los resultados acerca de funciones Tau y
funciones de Baker descritos en [3, 133, 31], en los que se basa el cdlculo de las ecuaciones
en cuestion.

7.1. Geometria formal.

Trabajaremos sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de caracteristica nula. Como
en capitulos anteriores, dado un punto racional p(7") € A, denotaremos:

Vo = k(()I[T/p(T) Voo = k[lZ[T]/p(T) .

A partir de ahora supondremos que se tiene la siguiente descomposicion de V, como k((z2))-
dlgebra separable:
Vp =2 Vix--xV,,

donde V; = k((2))(T3]/T" — zu;(T;), ni + - - - +n, = n'y u;(T;) son invertibles en k[[T;]].
Ademas, es facil ver que se tiene un isomorfismo:

k((Ti) = KDL/ T] — 2ui(T5) (7.1.1)
donde z pensada como serie en 7T; vale 1" wi(Ty) L.
Esta eleccién viene motivada por el siguiente hecho geométrico:

Proposicién 7.1. Sea (E, ¢, ¢) un punto racional de HiggsS, y sea n: X, — X el reves-
timiento espectral asociado. Supongamos que 7™ (z) = > iy niyi, donde Z; n; =mne
Y; # yj para todo © # j. Entonces se tiene que:

Ox,m () = (REIT/T = 2un(Th)) - x (R{NT/ T = 2un(T)
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donde u;(T;) € k[[2]][T;].
Demostracion. Se sigue de la Proposicién[5.3]y la Observacién [5.4] O

7.1.1. Jacobiana formal y morfismo de Abel.

En virtud de los isomorfismos de la ecuacién (7.1.1)) y la seccién [T} el functor de inver-
tibles V; es representable por un k-esquema formal en grupos cuya componente conexa del

origen descompone como:
—_ T T +
Iy, = va x Gy, X va

donde, si tenemos en cuenta la descomposicién de V), en k-dlgebras irreducibles V;, resulta:

+ ~ +
I‘Vp—>1‘v1><---><I’VT.

Ademds, la Jacobiana formal de la curva espectral formal X v, J ()A( V), es isomorfa a
F‘_/p (véase [3| Teorema 4.14] y también [31]).

Sea 1&00 el esquema formal en grupos:

Aso = lim Speck([t, ..., ta]]

n

dotado de la ley de grupo aditiva. Definimos:

k{{t1,t2,...}} == lmE[[t1, ..., t,]]

como el anillo O3,y escribiremos:
o0
. ~
Al = A X .T. X Ay .

Como estamos suponiendo que la caracteristica de k es cero, la aplicacién exponencial
es el isomorfismo de k-esquemas formales en grupos ([3, Definicion 4.11]):

exp: 1&20 — j()A(V)

(1) (n) i a;”
({a; " }is0,- -, {05 }is0) = (exp(d = ),...,exp(Zﬁ))
i>0 ~1 i>0 T

Por lo tanto, identificaremos el grupo J ()? v) con el espectro formal del anillo:

e ek{{,

y su elemento universal serd:
()
b

v = il;IleXP(Z F)v

j>1 i
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El morfismo de Abel de grado uno ([31]):
¢1: Xy — J(Xv)

es el correspondiente a la r-upla de series:

donde estamos distinguiendo las variables:
T, € Og, = k[[Ti]] x - x k[[T;]] = V'

y las variables T; € j()A(V).
Equivalentemente, el morfismo de Abel es el inducido por el morfismo de anillos:

K ), e ek, 68,3 — KT x - x K([T]
19 o 70

i

7.1.2. Funciones Tau.

En esta seccién recordamos la definicion y propiedades de las funciones Tau de puntos
de Grassmannianas infinitas dadas en [3, [31]]. Estas funciones hacen las veces de funciones
Theta de la Jacobiana dentro del contexto de la Geometria formal.

Consideremos la fibracion de Grassmannianas infinitas:

Gr(k((2))") x A — A

y sea p(T’) un punto racional de A. La fibraen p(T") es Gr(V},), donde V,, = k((2))[T]/p(T).
Consideremos la accién por homotecias de I'y, en Gr(V}):

i Ty, x Gr(Vp) — Gi(V,)
y definamos un haz de Poincaré en I'y;, x Gr(V},) como:
P := p* Dety, ,

(donde Det*vp es el dual del haz determinante definido en [3]]). Para cada punto racional
W € Gr(V}), se tiene un haz de linea sobre I'y; dado por:

Lr(W) :=Pr,, <{w}
y un morfismo natural:

HO(T'y;, x Gr(V,), P) — HO(Ty, x {W}, L (W)). (7.1.2)
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Definicion 7.2. Llamaremos seccién Tau del punto W, que denotaremos 7y, a la imagen de
1§24 por el morfismo (7.1.2), donde €2 es la seccion global candnica de Dety, definida en
[3, Definicién 3.14].

Nétese que Ty no se puede interpretar como una verdadera funcién sobre I'y;, x {W},

pues ZT(W) no es en general trivial. El andlogo algebraico de la funcion Tau definida por
Segal y Wilson ([42]), se obtiene restringiendo £, (W) al subgrupo formal F‘_,p ~ J(Xy) C
I'y,. Detallemos un poco mas esta tltima afirmacion:

Definimos L, (W) := ET(W)llT/ «{w}> que es trivial sobre I'y, {W} (véase [3]). La
siguiente seccion global se encarga de darnos una trivializacién de dicho haz:
00(ge) = go * pW ,

siendo py un elemento no nulo en la fibra de £, (W) sobre el punto (1, W) € Ly, x {W}.

La funcion Tau se define como la restriccion de 7y a I'y, .
g

Definicion 7.3. Se define la funcidn Tau del punto W, 77, como la funcién:
N, I A 1 5 S
W€ Or, 2 Oz = kiR, Ne- ekl )

dada por:
rw(ge) = 7w (ge) _ 12 (ge) _ Q4 (ge - W)
Wide O'o(g.) 00(90) Ge - PW

o) -~ _
para go = [[;_; exp(32;51 Z5) € T(Xv) = Ty, .

Observacion 7.4. Cuando estamos trabajando sobre la curva formal base X = Spf E[[z]], si
2 € Gr(k((2))), su funcién 7 sobre J(X) = I'™ = Spf k{{t1,...}} vale ([3]):

rolg) = 1219 _ 1) _ Q(gW)
a0(9) o0(9) gpw

para g = exp(_ ;> %) €J(X) T

7.1.3. Funciones de Baker-Akhiezer.

Consideremos la composicion:

B: Xy x Ty, x Gr(V,) STy x Ty x Gr(V,) ™3 Ty x Gr(V)
donde ¢ : )A(V — Ty, es el morfismo de Abel de grado uno (con valores en I“_/p ~ T ()? v) C
I'v,) y mes laley de grupo en I'y;, . Dado un punto racional W € Gr(V},), denotaremos Bw
ala restriccion de B a Xy x Iy, x {W}.
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Definicién 7.5. La seccién Baker-Akhiezer (BA) de W € Gr(V},) es ¥y := v~ 1 - B (fw),
donde:

Biy: H(Ty, x {W}, L (W)) — H(Xy x Ty, x {W}, By L (W)

es el morfismo inducido por ;. Es decir, la estamos normalizando de modo que:

- _ -1
¢W|méz>xrvp =,

donde xéi) es el origen de X v, Y v es v; en la componente X v, de X V.
La funcion BA de un punto W € Gr(V},) se define por la férmula:

17w (ge - 91(26))

¢W(T07go) =0 TW(Q.)

donde Ty = (T1,...,T,) y ge € F‘_/p

Para dar una expresi6n explicita de esta funcion, identificamos la Jacobiana formal J ()? V)
con A’ (via el isomorfismo exponencial) y usamos el morfismo de Abel:
~ ¢1 ~
Xy = j(XV) )

que manda 75 al punto de J ()/f v') con coordenadas:

T2 T3
[15] == ((0,...),...,(1},7’,?J,...),...,(O,...))

0, equivalentemente, la aplicacidn estd inducida por el siguiente morfismo de anillos:

K, 10 ak{{t, ... 3} — KT x - x k[[T}]]
T

Es claro que se tiene un morfismo suma:

Xy x J(Xy) — JT(Xv)
(T.yt.) — te + [To]

donde Ty = (T1,...,T;), te = (M, t")) y ty + [T,] denota el punto de j()?v) con
coordenadas (. .. ,tl(j) + %, S
De este modo, definimos la funcién BA de un punto W € Gr(V,) (en caracteristica cero)
por la férmula ([33} 31]):
(o) H (3l I,
. exp(— _—
T] ™ (to)

7j>1
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Observacion7.6. Si Q) € Gr(k((z))), su funcion de Baker en caracteristica cero es ([3,33]):

Ya(z,t) = exp(— Z ii]) . (
j=1

Ta(t + [2]) )
TQ(t)

Observacion 7.7. Si bien cuando trabajamos con un punto 2 € Gr(k((2))) la funcién Tau
genera el subespacio €2 de k((z)) ([33]]), no es cierto que la funcién Tau de un punto W €
Gr(V,) genere W. Con el propésito de arreglar este problema se da la siguiente definicién
en [31] y [26].

Recordemos la descomposicion V), =V x --- x V..

Definicion 7.8. La u-ésima funcion BA de un punto W € Gr(V},) es la funcién:

£ 7w (ta + [T1]) 1 (te + 1)
u T.7 o) = (Su - L-VVM.—I,..., ur — LVVW'—T
(Tt = (6 el 30 2 P (- 30 P b
donde
w1 <u<r.

s Wy i=(1,...,Ty,...., T ... 1) - W.
w te + [T] =tV 0 4 [T,), ..t
m Eyivale —1sit>uylsii <.

El siguiente teorema afirma que W estd generado (como subespacio infinito de V},) por
la funciones u-ésimas de BA.

Teorema 7.9. [31| Theorem 3.6] Sea W € Gr°(V,,). Entonces:

buw (Toste) = (L. Ty 1) - > (W05 (T0), - 08 (1)) puiw ()

1>0

donde {(@ZJZ’IW(Tl), e ,waW(TT)) |4 > 0,1 <u < n} esunabasede Wy py; w(te) son
funciones en t,.

Observacion 7.10. Recordemos que el superindice 0 en Gro(Vp) denota que estamos en la
componente conexa de donde la funcién indice de W toma valor 0 (véase la Observacion
3.7).

Observacion 7.11. Para estudiar la componente conexa de indice m (m > 0), Gr™(V},),
necesitamos elegir un elemento v, tal que dimg Vj / vmVp+ = m con el fin de conseguir
un isomorfismo Gr™(V,,) =% Gr°(V,,) que permita definir la seccién global Q7" del dual del
haz determinante de Gr" (V) como la imagen de la seccién candnica 2, de Deti‘/p (véase
[3] y [33, Remark 4]). Tomamos v,,, como sigue:
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= param < %(r—n), sean p, ¢, s, t nimeros enteros definidos por —m = q-(n—7r)+p,
0<p<n-r,p=s-r+t 0<t <r. Tomamos:

v 1= (2 T TR T

= param > %(r —n), elegimos:

Uy 1= (z_l - T) - v;}n,m

Teorema 7.12. [31| Theorem 3.7] Sea W € Gr™(V},). Se tiene que:

Yuw (Tayte) = v (Lo T 1) Y (05T, - AT ) puiw (L)

>0

donde {(w(l 1)( Ti),...,0 ”)( 1)) |i > 0,1 < u < t} es una base de Wy pyi.w (te) son
funciones en t,.

En particular, un elemento de V), yace en W si'y solo si se puede expresar como una
combinacion lineal de:

¢1,W(TO7 t0)7 ceey ¢T’,W(T07 to)

para ciertos valores de los pardmetros t,.

Observacion 7.13. Si Q) € Gr®(k((z))) entonces ([33]):
wzt]”Z%

>0

donde {wg)(z)}i es una base de Q2 y p;(t) funciones en t. En particular, si €2 es el punto
definido por wx entonces s = g — 1, siendo g el género de la curva lisa X. Si denotamos
Q! al punto definido por w)_(l, entonces s = 1 — 3g.
Funcion de Baker adjunta.
Dado que V}, es una k((z))-dlgebra separable, la métrica de la traza:
Tr: V, x V), — k((2)),
es no degenerada. Con esto, definimos el siguiente pairing:

TQZ V}) X V}) — k
(a,b) — Res,—o(Tr(a,b))dz.

Lema 7.14. [33|31] El pairing Ty induce un isomorfismo de k-esquemas:

R: Gr(V,) — Gr(V})
Wi— W,

donde W denota el ortogonal a W respecto de T.
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Se tienen las siguientes propiedades:
n R(Gr™(V)) = Gr™™(V}).

= R* Detvp = Detvp.

(g- W)t =g - W paraW € Gr(V,) y g € T(Xv).

RAQT = Q™.
mwi(g) =Twlg™).

Wj;) = (Wl)vu

Definicion 7.15. Se define la u-ésima funcién adjunta de Baker-Akhiezer de un punto W €
Gr(V},) por:
Vuw (Teste) =y wi(Te, —te)

Explitamente:
tW s (—te + [T1]) ) o (—te + [T))
) To °) :— u g ]7 ul sy Sun E Ji W ° " =
Vo) = (& 1exp(j>1 Tf) T (—ta) . eXp(j>1 T ) Tip (—te) )
S~ Gt~ 1) ik -
_ i Wi (te — [T i\ W (te = [T7])
B (£u1 exp(j>1 le) Tw (te) oo aur exp(j>1 Trj) Tw (te) )

Teorema 7.16. Sea W € Gr™ (V). Se tiene que:

* — *(1,1 *(2,r *
Vow (Tayte) =08 (L Ty 1)) (@5 @), 057 (1) 0w ()
i>0
donde {(1/12%{,1)(T1), . 7¢ZE%)(TH) li > 0,1 <u <r}esunabase de W+ Y Piw (te)
son funciones en t,.

En particular, un elemento de V), yace en W siy sélo si se puede expresar como una
combinacion lineal de:

wiW(Th t')? tre w;f,W(Th t')

para ciertos valores de los pardmetros t,.

7.1.4. Producto de funciones de Baker-Akhiezer.

Sean Q € Gr(k((z))) y W € Gr(V},) puntos racionales. Consideremos sus funciones
BA:

’(ﬁg(z,t) dJW(T‘?tO)a

que vivenen X x I'" y Xy x F(/p respectivamente.
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La grifica del morfismo 7 : X v — X induce una aplicacion:
[ Xy x Ty xT'™ — (Xy xF"/p) X (X xT7).

Observacion 7.17. Obsérvese que el morfismo gréifica es el inducido por el morfismo de
anillos:

kllz]] @& (K[[T1]] > -+ X K[[T}]]) — K[[T1]] x - - - X K[[T7]]
2 Rk (Tl,...,TT) — (ZTl,...,ZTT>

Esta expresion tiene sentido gracias a la ecuacion (7.1.1)), que expresa z como serie en 7;.

Definicion 7.18. Se define el producto de funciones BA de los puntos 2 € Gr(k((2))) y
W e Gr(V,) por la formula:

Yw (o, te) * Ya(z,t) == f*(Yw (Lo, te) @k Ya(z,1))

De modo andlogo se define el producto de ¥q(z,t) por la funcién u-ésima de BA de W,
¢u,W(Tou t.).

Proposicion 7.19. Sean W € Gr(V,) y Q € Gr(k((z))) tales que @ - W € Gr(V},).
Entonces:

{T/JQ(ZJ) * 1/11,W(T.,t.), ceey wg(z,t) * wr,W(To,to)}

son un sistema de generadores de §) - W, y se tiene:

Yoz t) * buw(To,te) = (Yalzt) -0 (T1ta), ... oz 1) - 0 (T, 1))

donde:
To(t + [2]) )

QO (t)

(4)
% t;
YOy = Cuexp(— > )

;
s L

W, (te + [Ti])
Tw (te) '

Demostracion. Son un sistema de generadores por el Teorema y la Observacioén
La férmula explicita se sigue de la Observacion de la Definicién[7.8]y de la definicién
del morfismo gréfica. O

7.2. Ecuaciones del moduli.

Recordemos que el Teorema dice que un punto racional (W, p(T)) € U x A estd
en la imagen del morfismo:
Higgsk — UT x A
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siysélosi T(W) C W -, donde Q € Gr(k((z))) es el punto que define el haz dualizante
wx via el morfismo de Krichever, y T" es la homotecia multiplicar por 7" en V). Teniendo
en cuenta la descomposicion V), = Vi x --- x V;,, la homotecia multiplicar por 7" en V), se
traduce en la homotecia multiplicar por 7o = (11,...,7;) y por lo tanto, si pensamos T’
como operador en V), es facil deducir que 7' es autoadjunto respecto del pairing T'> definido

en la seccion[7.1.3] esto es:
To(Te - v,0") = To(v,Te -v')  Vo,0' €V, 2 Vi x---V,.

Teorema 7.20. Sea (W, p(T)) € UP x A un punto racional, Q € Gr9~*(k((2))) y supon-
gamos que W € Gr™(V,,)) (conm # 3(r —n)).
(W, p(T)) estd en la imagen de Higgs¥ — U x A siy solo si:

T (Ur—n—m T, - ¢27W(Tnto) Um, wg—l(z,t) . wv,W(Thto))
2 (1, . T.,....1) ' 29.(1,....T,,...1)

Demostracion. Por el teoremald. 15| (W, p(T')) € UF x A estd en la imagen de Higgsy —
UF x AsiysélosiT - W C W - Q. Ahora bien:

=0 1<u,v<r.

T-WCW-Q <= W-QlcT!' W = (T '-W)tcw.aht,

donde | denota el ortogonal con respecto a T's.
Por ser T" autoadjunto, se tiene que:

(T W)t ={weV,| Tow, T w)=0 YweW}=
={weV,| To(T ™ v,w)=0 YweW}=
={veV,|T b vewt=T-wt.

Como multiplicar por 7" equivale a multiplicar por 7, usando el Teorema[7.16]se tiene que:

Vi (Torte), sy (Teste)

son un sistema de generadores para 1. Por lo tanto:

To - i w(Teste), -, To - Yy (Tos te)

son un sistema de generadores de 7" - W+ y (por el Teorema|7.16):

* — '71 '7 *
Topyw (Toste) = vty (Lo T 1D (Ten ) (T0), o T G () s (8)
i>0

Teniendo en cuenta que Ty es no degenerada, la Observacion y los Teoremas

y , se concluye que 7 - W+ C (Q~1 - W)L si y sélo si se verifican las siguientes
ecuaciones:

T (Ur—n—m T - wZ,W(TM t') Um - @ZJQ—I('Z’ t) : d}v,W(Th t')
2 (1, . Tu,...,1) ' 29.(1,....T,,...1)

)=0 1<u,v<r.

O]



CAPITULO 7. ECUACIONES DEL MODULI DE PARES DE HIGGS. 121

7.2.1. Ecuaciones para polinomios irreducibles.

Describimos ahora las ecuaciones de HiggsS en el caso en que el revestimiento espec-
tral m: X, — X estd totalmente ramificado en z € X (esto es, 7~ !(x) = ny). Calculamos
esta ecuaciones en términos de los coeficientes caracteristicos del campo de Higgs formal.

Asumir que el revestimiento espectral estd totalmente ramificado en € X implica que
el polinomio caracteristico del campo de Higgs formal es irreducible. Luego, a partir de
ahora, supondremos que tenemos un polinomio irreducible:

p(T)=T" —a;T" ' + -+ (=1)"a,

La multiplicacion por 7" en V), = k((z))[T]/p(T) se expresa, con respecto a la base
{1,T,...,T" 1}, como la matriz:

0 0 (-1)"*a,

1 - . (—1)”an_1
T = 1 '

: -0 —as

0 - 0 1 ax

En virtud de la ecuacidn (7.1.1)), estamos en el siguiente caso:
Vo = K((2)[T]/p(T) = k((2)[T]/T" — 2u(T) = k((T)),

donde u(7T") puede calcularse explicitamente en términos de a1, . . ., a,. Nétese ademds que
multiplicar por 7! tiene sentido en V) (pero no en V;r).
Si W e Gr™(V},) entonces su funcién BA estd dada por la férmula:

Yw(Totn) = TS i (T)pi(tn) (7.2.1)

>0

donde {@ZJI(/IZ/) (T")}i es una base de W'y p;(t,,) son funciones en t,, (véase la Observaciénm
y nétese que estamos escribiendo t,, para las coordenadas de I'y;). Ademds, el ortogonal
W+ aW (respecto de la métrica To definida en la seccién | yace en Gr~ (V). Por lo
tanto:

Uy (T tn) = TH™ S 7w (1) (8) (7.2.2)
>0
donde {w;{/(i) (T)}; es una base de W+ y pi(t,,) son funciones en t,,.
Ademds, como en la seccién podemos definir el producto de la funciéon BA g1 (z, t)

de Q7! € Gr(k((2))) por la funcién BA Wy (T, t,) de W € Gr(V,) teniendo en sélo en
cuenta que ahora la estructura de k((z))-dlgebra de V), = k((T")) estd dada por:

k((2)) — k((T))
2 T"u(T) ™}
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y que el morfismo gréfica es el inducido por:

k([z]] @k K[[T]] — E[[T1]
2@ T — 2T
Para calcular explicitamente las ecuaciones de HiggsS, pensaremos las funciones de

BA meramente como funciones en V), esto es, como polinomios en 7' con coeficientes en
k((z)). De este modo, podemos escribir:

n—1

Uy (T) =) Uwi()T",  Tw(z) € k((2)) (7.2.3)
=0
n—1

Ui (T) = > Wiy (2)T7, w,i(2) € k((2)) (7.2.4)
1=0

Sea (E, ¢, ¢) un punto racional de Higgss'y
pe(T)=T" —a;T" '+ + (=1)"a, € A

su polinomio caracteristico formal. La férmulas de Newton-Girard (véase [23} 1.2]) expresan
Tr(T") en funcién de los coeficientes a; = Tr(A*T) como sigue:

al 1 o -
2&2 aj 1 0

Te(T7)=| | €k((z), Viz0 (7.2.5)
jaj aj—l . . . aq

donde a; = 0 para j > n.
Denotemos HiggsS (n) al subesquema de HiggsS en el que el revestimiento espectral
estd totalmente ramificado (7~ (z) = ny).

Teorema 7.21. Sea (W, p(T')) un punto racional de UY x A. Entonces, (W, p(T')) yace en
la imagen de Higgss (n) — U x A siy solo si p(T') es irreducible y:

2n—2
1\ dz
> Rese—g (Tiy(2)Tg-1(2) i (2) Te(TF ) il
k=0 i-+j—k
donde Tr(T*~1) se expresa en funcion de los coeficientes de p(T') por la ecuacion .

Demostracion. En efecto, usando las expresiones (7.2.1), (7.2.2), la Observacién [7.13]y el
Teorema|7.20 obtenemos que (W, p(T')) estd en la imagen de Higgss (n) — U x Asiy
sélo si:

To (T - T hiy (Toty,), T ™ tpg1(2,t) - hw (T 1) - 27%9) = 0 (7.2.6)
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Para hacer los cédlculos, observemos que la estructura de k-dlgebra de V), no es sino la mul-
tiplicacion estandar de polinomios médulo p(7"). Luego utilizando las expresiones polin6-

micas (7.2.3), (7.2.4) y la definicién de T9 (seccidn [7.1.3)), la ecuacidn (7.2.6) se convierte

en:
2n—2

Res.— (Tr( Y > Wiyi(2)¥q1(2)Uy(2)TF27%))dz = 0
k=0 i+j=k

Teniendo en cuenta que la aplicacién traza es k((z))-lineal y la linealidad del residuo se
deduce el resultado. O

Observacion 7.22. Esta técnicas pueden usarse también para calcular las ecuaciones del
subesquema Higgs¥(1,...,1) de HiggsS en el que el revestimiento espectral es no rami-
ficado, que es el caso estudiado en [23]].
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Apéndice A
Grassmanniana Infinita.

Sea k un cuerpo y V un k-espacio vectorial. Nos proponemos construir un k-esquema,
que llamaremos Grassmanniana de V, cuyos puntos racionales sean precisamente los subes-
pacios vectoriales discretos de V' (definicién[A.5)). Para ello definiremos su functor de puntos
(definicién y demostraremos que es representable en la categoria de k-esquemas (teo-
rema[A.20). Todos los resultados de este apéndice estdn en [2]], [35] y [3].

Lo primero que tenemos que saber es como trabajar con subespacios de V' de dimensién
infinita. La siguiente definicién da una manera de comparar tales subespacios afirmando que
dos ellos son equivalentes cuando su “diferencia” es algo finito.

Definicion A.1. Dados dos subespacios A y B de V, diremos que son conmensurables, y
lo denotaremos por A ~ B, cuando A + B/A N B sea un k-espacio vectorial de dimensién
finita.

Se verifica que las sumas finitas e intersecciones finitas de conmensurables (con un sub-
espacio fijado) son conmensurables (con dicho subespacio).
Sea V' un k-espacio vectorial, definimos el conjunto de subespacios 7 tales que:

m Si A, B € 7entonces A ~ B.

SiA,BeTentonces A+ ByANB € T.

L mBeTB = (0)
= V= @BET V/B

Dado A € 7, la topologia inducida en V//A contiene a todos los subespacios de di-
mension finita.

(nos referiremos a ellas como las condiciones de 7). Esto dota a V' de una estructura de
k-espacio vectorial linealmente topolégico, donde dichos subespacios forman una base de
entornos de (0), respecto de la cual es separado (tercera condicién) y completo (cuarta con-
dicién). Si A es un subespacio de V, la topologia inducida en A es la definida por la base
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de entornos {A N B : B € 7}; la inducida en V/A es la definida por la base de entornos
{A+B/A:Ber}.

Recuerdese que la completacion de V' con respecto a 7 es V' = lim Ber V/B. Andloga-
_AJANByV/A=1lim___V/A+ B.Sedice que V es

completo cuando el morfismo canénico V' — V' es isomorfismo.

mente, si A C V es A = lim
«~——B

Observacion A.2. Dada una sucesion exacta:
0—-B—-V-—->V/B—D0,

la sucesion exacta entre los completados respecto 7 es exacta, pues los morfismos del sistema
proyectivo de B son epiyectivos.

Proposicion A.3. Para cualquier A C 'V se tiene un isomorfismo candnico A JA ~ v JV.
En particular, V' es completo si y solo si un subespacio A C 'V (y por tanto todos) es
completo.

Demostracion. Fijado A € V tenemos el diagrama:

0 A Vv V/A——0

L

0 A % V/A—=0

Donde las inclusiones son consecuencia de que la topologia es separada. Como:

V/A=1lmV/A+B=V/A,
Ber

aplicando el lema de la serpiente se concluye.

Ejemplo A 4.

1. Sea V un k-espacio vectorial y 7 el conjunto de todos los subespacios de dimension
finita, entonces se verifican todas las condiciones de 7.

2. Sea V = k((z)) y 7 el conjunto de todos los subespacios conmensurables con V1 =
E[[z]]- Se verifican todas las condiciones excepto la completitud.

3. Sea V. = k((z)) y 7 el conjunto de todos los subespacios conmensurables con el
subespacio V1 = k[[2]] tales que contienen a 2" k[[z]] para algin n € Z. Se verifican
todas las condiciones.

Fijemos un subespacio V' € 7. A partir de ahora consideraremos (V, 7, V).
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Definicion A.5. Un subespacio vectorial L de V se dice discreto si LNV yV/L + VT
son k-espacios vectoriales de dimensién finita. Nétese que no depende la eleccién de V',
s6lo de su clase de conmesura.

Definimos entonces la Grassmanniana de V', como puro conjunto, por:
Gr(V, 1) = {Subespacios discretos de V'}

Dotemos a este conjunto de una estructura de esquema sobre k. Sea .S un k-esquema y
(V,7) como antes, el Og-médulo:

Vs :=V ®, Ogs
tiene una topologia natural definida por la base de entornos:
{Ag tales que A € 7}
Y definimos su completacién (primero se cambia de base y luego se completa) por:

Vs = lim(V/A @ Os).

Aer
Si B es un subespacio de V' se sigue:
Bs=lm((B/BNA)®,0s)  (V/B)s =lm((V/A+ B) @ Os)
AeT Aet

Observacion A.6. El morfismo (B)gs — Bg no es en general un isomorfismo. Un caso en el
que si lo es, es cuando S es el espectro de una k-dlgebra finita.

Tenemos ahora una generalizacién de la proposicién|A.3

Proposicion A.7. Si B € T entonces:
(V/B)s =Vs/Bs = (V/B & Os),
con lo que I//E / é; es un haz de Og-modulos cuasicoherente.

Demostracion. Es Vg — X//E inyectivay Vg — V/B ®;, Og epiyectiva. Ademds sabemos
que (‘7/%) s = (V/B)s =V/B ® Os. Luego de la siguiente sucesion exacta se deduce el
enunciado: P -

0— Bg—Vg— (V/B)s — 0

O]

Para generalizar la nocion de subespacio discreto necesitamos en primer lugar que, si
L C Vg sea Lg: C Vg para todo morfismo de k-esquemas S’ — S (pues queremos que la
definicién sea functorial, estable por cambios de base). Esta condicidn equivale a que X//E /L
sea plano sobre S. Antes de dar la definicién de submddulo discreto empezamos dando una
serie de resultados previos.
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Lema A.8. Sea:
0—-L —>L—>M-=—0

una sucesion exacta de médulos sobre un anillo local O, donde L' y L son libres de tipo
finito y verifican que para cada s € S = Spec O se tiene L', — Ls (Ls = L Q0 £(s)).
Entonces M es libre de tipo finito.

Demostracion. M es el conicleo de dos libres de tipo finito, luego es de presentacion finita
(y por tanto de tipo finito). Como L/, — L entonces Tor"(M, x(s)) = 0, luego M es plano,
y por ser de tipo finito es libre, ya que O es un anillo local. U

Sea L un sub-Og-mdédulo de X//E y A, B € 7T talesque A C B C V. Para demostrar las
siguientes proposiciones haremos uso del siguiente diagrama:

0 Ag Bg B/A®, O —0
0—=Vg/L=—=Vs/L 0 0

Aplicando el lema de la serpiente se deduce la siguiente sucesién exacta:
O — LNAg— LNBg— (B/A)g — Vg/L+Ag — Vs/L+Bs—0  (A0.)

Proposicion A.9. Sea L un submddulo cuasicoherente de 1//'; tal que 1//; /L es plano y su-
pongamos que existe A € T tal que LN Ag localmente libre de tipo finitoy Vs /L + Ag = 0.
Se verifica:

1. Paratodo s € S existe un entorno abierto U de s en S tal que (LN ;l;;)(] =LyN //l\U

2. Si B es un subespaczo deV tal que A C By B/A es de dimension finita sobre k,
entonces L N BS localmente libre de tipo finito y VS/L + BS =0.

3. Vs /L + BS es localmente de presentacion finita.
4. Si VE/L + B; = 0 entoces L N 1/3; es localmente libre de tipo finito.
Demostracion.
1. Como I//E /L + ;fg = 0 se tiene la sucesion exacta:
O—>Lﬂ21?g—>L—>(v/A\)s—>0

y por ser (17/14\)5 = X//E/;fg = (V/A)g plano se deduce que para todo s € S es
(LN Ag)s = Ls N Ag. Por Nakayama, al ser L N Ag de tipo finito, existe un entorno
abierto U de s en S tal que:

(LN Ag)y = Ly N Ay



APENDICE A. GRASSMANNIANA INFINITA. 131

2. Se tiene que (B/A)g es localmente libre de tipo finito, ‘//;/L +Ag=0yque LNAg
localmente libre de tipo finito por hipétesis. Se concluye sustituyendo en la sucesién

(A.0.1).

3.SeaC=A+ B(C € Tpor A, B € 7),entonces A C C'y C'/A de dimension finita
sobre k (pues A/g C) y aplicando el apartado 2. resulta que L N 55 localmente libre
de tipo finito y Vg /L + Cs = 0. También tenemos que B C C'y C/B de dimensién
finita, aplicando a B C (' se concluye que ‘//E /L + Eg es el conucleo de dos
moédulos localmente libres de tipo finito, luego localmente de presentacién finita.

4. Sea C' como antes, si T//E /L + é; =0, de |i se deduce la sucesion:
0— LN Bs— LNCs — (C/B)s —0
por lo que se concluye.

O]

Lema A.10. Sea L C Vg un sub-Og-mddulo cuasicoherente tal que Vg /L es plano. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. Paratodo s € S existe un entorno abierto U de s en S'y un subespacio A € 7 tal que
Ly N Ay y Vi /Ly + Ay son localmente libres de tipo finito.

2. Paratodo s € S existe un entorno abierto U de s en Sy un subespacio A € T tal que
Ly N Ay =0y Vy/Ly + Ay localmente libre de tipo finito.

3. Paratodo s € S existe un entorno abierto U de s en Sy un subespacio A € T tal que
LU &) AU ~ VU.

4. FPara todo s € S existe un entorno abierto U de s en S y un subespacio A € 7 tal que
Ly N Ay localmente libre de tipo finito y Vi; /Ly + Ay = 0.

Ademds, si se verifica cualquiera de ellas, L es localmente libre y completo.

Demostracion. —
1.=-2. Como la topologia es separada, existe B € 7 contenido en A tal que LN Bg = 0.
Teniendo en cuenta la sucesion (A.0.1) se deduce:

— ¥~ —~ ¢~ —
0—>LynAy — Av/Bv —= Vi /Ly + By —> Vi /Ly + Ay —=0
Veamos que 1//[\1 /Ly + EE es libre de tipo finito. Para ello rompemos la sucesion anterior

en dos: . . . .
0 —ker¢ — Vy/Ly+ By — Vy/Ly + Ay — 0 (A.0.2)

0— LyNAy — Ay/By — Ime — 0 (A.0.3)
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Se tiene que l//E /Ly + ;1; es libre finito generado, luego proyectivo, y por tanto la sucesién

(A.0.2)) rompe dando:

‘//E/LU + E?] ~ ker ¢ ® ‘//;/LU + ;1(\]
Ademis, ker¢ = Imi), y como I'my es de presentacion finita y por el lema Imiy es
puntualmente libre, resulta que es localmente libre de tipo finito . Asi, Viy /Ly + By es suma

directa de dos libres de tipo finito, con lo que se concluye.
2.=3. Por ser Ly N Ay = 0 se tiene la sucesion:

0— Ly — (V/A)y — Vo /Ly + Ay — 0

Como ‘7(; /Ly + 1@ es libre de tipo finito y V//A contiene a todos los subespacios de dimen-
sion finita (condiciones de la topologia), existe un subespacio de dimension finita que por
la proyeccion (V/A)y — Vi/Ls 4+ A, — 0 es isomorfo a V, /L + Aj. Asf pues, podemos
elegir B € 7 tal que: R .

(A+ BJA)s = Vs/Ls + As
y por Nakayama, también en un entorno abierto U’ de U conteniendo a s. Tomando C' =
A + By aplicando la sucesion ti a/fl C C'yU',resultaque Ly; @ Cf; ~ V.

3.=4. Trivial, pues si Ly & Ay ~ Vyy, entonces:

Lyn Ay =Vy/Ly + Ay =0

4.=1.Trivial.
Ademas, si Ly @ AU VU, entonces se tiene que:

v (V/Ay = (V/A)y
de lo que se sigue que L es localmente libre y completo. O

Definicién A.11. Dado un k-esquema S, se llama submédulo discreto de I//E a todo haz de
sub-Og-mddulos cuasicoherente L C Vg tal que:

1. I//E/L es plano.

2. Paracada s € S (Ly(s) C (I//;) k(s)) existe un entorno abierto U de s y un subespacio
vectorial A de V con A € 7 tal que 17(; /Ly + Z& y Ly N ;1; son libres de tipo finito.

Observacion A.12. Si bien esta definicidon es una generalizaciéon natural de la nocién de
subespacio discreto, a la hora de comprobar cudndo un submdédulo es discreto sustituiremos
la segunda condicién por 4. del lema[A.T0]

Definicion A.13. Dado un k-espacio vectorial linealmente topolégico (V, 1), el functor
Grassmanniana, Gr(V, 7), es el functor contravariante sobre la categoria de k-esquemas de-
finido por:

de Vg con respecto a T

Sub-Og-médulos discretos
Gr(V,7)(S) =

para cada k-esquema S.
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Para ver que nuestro functor Grassmanniana es representable utilizaremos, a la Grothen-
dieck, que todo functor contravariante que es haz es representable si y sélo si lo es localmen-
te, esto es, si admite un recubrimiento por subfunctores abiertos representables.

Definicion A.14. Dado un subespacio vectorial A € 7, definimos el subfunctor F 4 sobre la
categoria de k-esquemas por:

F 4(S) = {Sub-Og-médulos L C Vs tales que L & Ag = X//E}
(estoes, L N f/lgv =(0), L+ ;1; = 1//5).

Proposicion A.15. Los subfunctores {F 4, A € 7} son representables por un k-esquema
afin e integro.

Demostracion. Es facil comprobar que fijado un punto racional L € F 4(Spec k) se tiene un
isomorfismo:
Homy (L, A) = F4

donde la asignacion consiste en mandar cada morfismo a su grafica en V. La representabili-
dad se sigue de los siguientes isomorfismos:

Hom(Lsg, lim (A/AN B)g) = lim Hom(Lg, (A/AN B)g) =
Ber Ber
= lim Hom(L, A/AN B)*(S)
Ber

que es limite proyectivo de afines, luego afin (vease [17]).

Nétese que como V' es completo también lo es A, y por tanto A = lim i A/ANB

Be
siendo A/A N B un k-espacio vectorial de dimension finita.

O
Observacion A.16. Recuérdese que Homy (L, A/A N B) es canénicamente isomorfo a:
L*®, (A/JANB)

Tomemos su dual L ®; (A/A N B)* y consideremos su dlgebra simétrica S®(L ® (A/AN
B)*); si {ei}ier esunabase de Ly a?, . .. ,afB una base de (A/A N B)* (donde dp es la
dimensién de A/A N B) entoces:

S*(L &y (A/JANB)*) =klz] a8 =e¢®a?
y tiene un espacio asociado:

Spec S*(L ®y, (A/AN B)¥)

que como variedad algebraica es L* @ (A/A N B).
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Se tiene entonces que:
U = lim Spec k:[a:g] = Spec lim k[a:g]

donde el limite se toma en los subespacios B conmensurables con V.

Para calcular ese limite hay que tener en cuenta que solo se hace limite en B, L no se
mueve. Asi que la base de L estd fija. Pero el sistema inductivo {(A/A N B)*} g+ se
obtiene tomando duales en el sistema proyectivo {(A/A N B)} gy +. Los morfismos del
sistema proyectivo existen cada vez que B’ C B,y son los epimorfismos:

A/ANB — AJANB — 0.

Pasando al dual tenemos los morfismos (inyectivos) del sistema inyectivo dual:

0= (A/AN B)* 222 (4/AN B)*

Por tanto, al hacer el limite inductivo hi>n k [mg], tenemos que identificar 2B =¢® af

B~V + 1]

con su imagen e; ® ¢pp (aJB ) cada vez que tengamos B’ C B. Si escribimos:

dpgs
B § BB’ B’ BB’
¢BB/(aj ) = )\h_] ap )\h] ek.
h=1

. . d /B! e . . .
tenemos que identificar a:f; con ), %) )\EjB xﬁl en el limite inductivo. En resumen si escri-
bimos el anillo de polinomios:

P:=klzl, i€l ,B~V" 1< j<dg]

de todas las variables que nos han aparecido hasta ahora, se tiene que:

lim k[z]] = P/J
B~V

siendo J el ideal generado por las relaciones:

dgr
B BB’ B’
5 = > Ny i
h=1
para cualesquiera subespacios B’ C B conmensurables con V1 y para todo i € I, j =
1,...,dp.
Proposicion A.17. {F 4, A € 7} son subfunctores abiertos de Gr(V, ).

Demostracion. Tenemos que demostrar que dado L € Gr(V, 7)(5) existe, paracada s € S
con Ly € F4(Spec£(s)), un subconjunto abierto U de s en S tal que:

LU S FA(U)



APENDICE A. GRASSMANNIANA INFINITA. 135

Como L € F 4(Speck(s)) es:

luego al ser Y//E /L + ;1; localmente de presentacion finita (proposicién , el lema de
Nakayama afirma que existe un entorno abierto U de s en S tal que:

Vi/Ly + Ay =0

Por otra parte, aplicando de nuevo la proposicion Ly N ;1?] es de tipo finito y como
LsN Ag = 0 (pues Ls € F4(s)), por Nakayama existe un entorno abierto U’ C U de s tal
que:

Ly N Ay =0
por lo que Ly € F4(U’), como queriamos demostrar.
O
Proposicion A.18. Los subfunctores abiertos {F 4, A € T} recubren Gr(V, ).
Demostracion. Se deduce del lemalA.T0l O

Basta entonces con probar si Gr(V, 7) es contravariante y haz para ver que es represen-
table.

Proposicion A.19. Gr(V, 1) es functor contravariante y fijado un k-esquema S el functor
U ~ Gr(V,7)(U) sobre la categoria de abiertos de S es haz.

Demostracion. Dado f: U — S con U abierto de .S definimos el morfismo:
Gr(V,7)(S5) — Gr(V,7)(U)

que manda L — L. Para ver que es functorial basta ver que si U’ — S es otro abierto de S

y U’ C U entonces (I//(\J)Ul o~ f(; , lo que se sigue del hecho de que L es localmente libre y
completo.

Veamos que el functor U ~~ Gr(V, 7)(U) sobre la categoria de abiertos de S es haz. Sea
{U,}ic1 un recubrimiento por abiertos de U, la siguiente sucesion es exacta:

— — Jisti —
0—=Gr(V)(U) 1 [Licr Gr(V)(Us) == 11;z; Gr(V)(Ui;)

donde si L € Gr(V)(U) y {Li}icr € [1ic; Gr(V)(Us) se define:

(L) =L,  fillLiYier) = Liy, ., fillLi}ier) = Ly,

siendo U;; = U; N Uj. En efecto:
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Sean L, L' € Gr(V)(U) tales que existen isomorfismos (de subhaces de ‘A/|Ui) ai: Ly, Li U,
que hacen conmutativo el diagrama:

o
~N /
L|UZ. AN L‘Ui

Si denotamos por 3;; = /Bz‘U y / =0

iy, » S€ Sigue que:
/ — .. / . — ..
ﬁz‘j o ai‘Ui]. = 52]7 ﬁij © aj|Uij = ﬂz] s

y como
OC‘UZ. = 5.

/
] son inyectivos se tiene que iy = Qs luego existe a: L =% L’ tal que

Sea {Li}ier € [Lic; Gr(V)(Us) tal que ajj: Ly, = L;

iU, Juy, - Se tiene que 5i|Uij =

ﬂj\U~~ o aj, donde:
ij
Bi: Li = Vg, Bj: Lj =V,

Del mismo modo ﬂiujij = Bk‘Uij ok y ﬂj‘% = Bkqu_j o aji, luego:

. — 0 s
ﬂ”Uijk ﬁk\Uuk ajk“]ij lezgk

Como (3, es inyectivo se tiene que o;; verifica la condicion de cociclo o, = g, © o
en Ujjk, por lo tanto existe un subhaz L de V| tal que Ly, = L;. Ademds L €

@(V)(U) yaque L; € évr(V)(UZ) paratodo i € I.
OJ

Queda demostrado el siguiente:

Teorema A.20. El functor Gr(V, ) es representable por un k-esquema que denotaremos
Gr(V).

Calculamos ahora su espacio tangente (véase 32, Prop.4.1]).

Proposicion A.21. Sea L € Gr(V') un punto racional. Existe un isomorfismo candnico:

Ty Gr(V) = Homy(L,V/L)

Demostracion. El espacio tangente es un nocién local, por tanto para calcular Ty, Gr(V)
basta calcular Tz, F4 (recordemos que el functor Grassmanniana estaba recubrierto por los
subfuntores abiertos representables F 4(S) = {L C Vs tales que L & Ag = VS} con A ~
V.1). Es bien sabido que F 4 es isomorfo al espacio afin Hom(L, A) y que la inclusién:

Hom(L, A) = F4 — Gr(V)
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manda f: L — Aasugréfical'y = {{+ f(l) }. Calculemos el espacio tangente a Hom(L, A)
en la aplicacion 0: L — A. Por definicion:

To Hom(L, A) := Hom(L @ €L, A ® €A) Xgom(r,4) 10}
con €2 = 0. Sus elementos son aplicaciones de k[e]-médulos:
g: L®del - AdeA

haciendo conmutativo el siguiente diagrama:

LEBeL—>§ ADeA

Y por tanto pueden escribirse como matrices g de la forma:

(51)
Z><;>(fdﬁﬁm>:
N

e(f(1) + h(m))

Estas matrices han de ser lineales en ¢, es decir, tienen que verificar:

de modo que sil,m € L, es:

gt +m) =

= g(m)

- o

gle(l+em)) =eg(l+em).
Como:
gle(l+em)) =g(el) =g(l) +en(l) 'y  eg(l+em)=eg(m),

tiene que ser:
g() =0y h(l) = g(m)
y por tanto h = g = 0. Es decir, g es de la forma:

_ (00
Se tiene entonces un isomorfismo de k-espacios vectoriales:

Hom(L, A) = ToHom(L, A)

0 0
fH(fO)
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y por tanto:
Hom(L, A) = ToHom(L, A) = ToGr(V) =% Gr(V)(k[e]/€?) X Gr(vy(ky 1L}

mandando f € Hom(L, A) al punto de Gr(V') con valores en k[e] /€2 dado por la gréfica de

- 0 0 .
f—(f O>,esdemr,a.

Lg={l+em+ef(l)|l,me L}
que como k[e]-médulo equivale a:
Le={l+ef(l) [l €L}

(nétese que €(I + em + €f(l)) = €l). Componiendo la inversa de esta aplicacion con el
isomorfismo:

Hom(L, A) = Hom(L,V/L)
feL'"Yrea~y SvL

obtenemos el isomorfismo del enunciado (nétese que no depende de la eleccion de A). [



Apéndice B

De la Grassmanniana al moduli de
curvas.

Recordamos en este apédice como recuperar una curva, un divisor de Cartier liso y una
trivializacién formal de la curva en el divisor a partir de un dato en la Grassmanniana infinita
de k((z)) (véase [33], [28] y [33]).

Sea S un k-esquemay A € Gr(k((2)))(S). Como Gr(k((z))) es haz podemos suponer
sin pérdida de generalidad que S = Spec O es el espectro de un anillo local. Supongamos
que A es una sub-O-dlgebra no trivial de O((z)).

Definimos una filtracién en A poniendo:

AD = Anz70[[2]] para cada entero i > 0
e C A(iil) C A(Z) C A(i+1) C -

y recordemos (apéndice que k((z)) tiene un topologia 7 formada por el conjunto de
subespacios conmensurables con k[[z]] que contienen a z™k[[z]] para algin m € Z (donde
se dice que dos subespacios, By C, de k((z)) son conmensurables si B + C'/B N C es un
k-espacio vectorial de dimensioén finita).

Lema B.1. Para i > 0, existe un elemento en AW de la forma:
DA = 2" 4 términos de grado mayor en z .

Demostracion. Como S es local, se tiene O((2)) = A @ Bg para B en la topologfa. Por
tanto Bg tiene una base sobre O de la forma:

mo .mi m; my
(Mo M 2™ 2T )

donde mg < my < --+ < m; y mjyp, = mj + h para h > 0 (pues B ha de contener a
2"k[[2]] para algiin n € N). Si —i < my, al escribir 27! € O((z)) = A @& Bg como:

2 =paitaq, pri€A, ¢ €Bs,

el elemento ¢; no puede tener coeficiente en 2%, luego p A, es de la forma pedida. O
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Consideremos la inclusion natural:
AD /A 27 0[[2]] /27N O[2]] 2 270
Lema B.2. Para ¢ > 0 como en el Lema anterior, la inclusion anterior es una igualdad:

AD /AT ~ 270[[2]) /2~ D O[[2]] % 27O

que transforma la clase p; de p; en A(i)/A(i_l) en 27"
Demostracién. Como 2" = pi+q;y ¢ € 2~ T1O[[2]],1aclase p; de p; en 22 O[[z]] /2~ D O][2]]
es igual a la clase de 2. O

Lema B.3. Fijado m, para i —m > 0 como en el Lema anterior, se tiene:

AD A6 o O[]} /6O = 20 @ - @ 20O,

Demostracion. Se procede por recurrencia sobre m, siendo el caso m = 1 el Lema anterior.
Se tiene un diagrama:

00— AG=m+) jAl=m) 5 AW jAG=m) — 5 A(G) JAG=m+1) 5

| | |

0= 2= D]}/ O[] > 2O O[]} 20~ O[[2]) = 2O O[[] /26 +O[]] = 0

La primera columna es isomorfismo por el Lema anterior, y la dltima por recurrencia, luego
también es isomorfismo la columna central.
O

Sea A := @izgxﬁA(i) el algebra graduada a esta filtracién (donde x; es una variable
independiente que introducimos para graduar con el fin de distinguir un elemento de A de
él mismo pensado dentro de A1), Como A es una sub-k-dlgebra no trivial de k((z)) se
sigue que X = Proj.A es una curva sobre S. Veamos que tenemos definida de modo natural
una seccién o: S — X cuyo divisor de Cartier asociado, D = o(.5), es el subesquema de
X definido por el ideal 1.4 y que recuperamos la trivializacién formal de X a lo largo de D
dando A — A/x".

Observacion B.4. Si consideramos el anillo graduado A" := @;>¢2} A™), 1a multiplicacién
por z7 es una inclusion A" C A cuya imagen es el anillo graduado truncado Al Tuego
tienen el mismo Proj, es decir, dan la misma familia de curvas Proj .4 = Proj . A".

Gracias a la variable 7 es fécil ver que la localizacién homogénea de A en x; es preci-
samente A. En efecto:

AL = {mlzqivai € A" paratodo i} = U;»A® = A (B.0.1)
- >

1
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Asi, el abierto basico V| definido por z; es isomorfo a Spec A y por tanto, el complemen-
tario de Spec A en X se corresponde con los ceros homogéneos de x;. Veamos que de modo
natural tenemos definida una seccién de 7: X — S. Consideremos:

0— A[—1] 25 A — @i50AD /40D ¢ (B.0.2)

donde el paso de A[—1] a A consiste en multiplicar por 1. Aplicando los lemas y
resulta que se tiene A /A=) =~ >~'@ para i > 0, luego considerando una nueva variable
independiente x¢ podemos definir, para n >> 0, un morfismo homogéneo:

Olxo)™ — (@izoﬂcﬁA(i)/A(i_l))["]

(donde [ denota tomar la truncacién de grado n) mandando xf a %2~ parai > 0y a
cero en otro caso, que es de hecho un isomorfismo para grados altos (de nuevo x; sirve para
graduar). Tomando Proj resulta:

Proj @2201‘7114(1)/14(2_1) =~ Proj @izoxinA(in)/A(i_l)n =
~ Proj Ozo)™ = Proj Ofzo] = SpecO = §

y teniendo en cuenta la sucesién exacta (B.0.2)) construimos la seccion:
0:58—=ProjA=X

cuyo divisor de Cartier asociado, D = o(5), es el subesquema cerrado de X definido por
el ideal z1.A, y da para cada punto geométrico s = Speck(s) € S un verdadero punto
p = Projk(s)[zo] en la fibra X; = X xg Speck(s) de X sobre s (donde denotamos por
k(s) al cuerpo residual del punto s € S).

Para probar que p es un punto liso en X, o més en general que X es liso a lo largo de D,
bastard ver que la completacion formal del haz Ox a lo largo de D es isomorfa a un anillo
de series formales. En efecto, D es el subesquema de X dado por el ideal (z1) y 2o & (1),
luego D € X — (z0)§ = Spec A, y el ideal que define en AJ, es (z1)], = (£5). Se tiene
asi:

@X,D = l%n((A/xT);—O)(%)

Consideremos .A/(x""); la componente homogénea de grado ¢ de este anillo graduado
viene dada por z¢ - A /A(i_m), donde de nuevo se pone la variable x| para graduar. Por el
lema A® /A(=m) eg isomorfo para todo i > m > 0 a:

OO = 20 @ - @ 2O

Por tanto:
zh - AW fAGmm) (h, wl Ty, ah

(donde zg = 2z 1x1), que es isomorfo a su vez a la componente de grado i de O[zg, 1]/z]".
Luego:
A/(z1") = Olzo, 1]/ (21")
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param > 0y entonces:

Se concluye que:

Ox.p = Im(O[Z]/(2)™) 21, = Ol[Z ]}z, = O[] = O]

Hemos visto ademads que se puede elegir z como parametro formal.



Apéndice C
Operadores diferenciales.

Exponemos aqui un breve repaso de la teoria de operadores diferenciales desarrollada en
[17, 16.8.8].

Definicion C.1. Sea f: X — S un morfismo de esquemas y denotemos:
Ap: X - X xg X

la inmersion diagonal. Denotamos Py /s al haz de partes principales:

Oxxgx /A"
de orden n del S-esquema X.

Denotamos p1, p2 las dos proyecciones candnicas en X del producto X xg X. Como
Ay es una X-seccion de X xg X para ambas proyecciones, se sigue que p; y po definen,
para todo n, dos estructuras de O x-dlgebra en Py /s Mientras no se diga lo contrario, P /s
serd considerado como O x-dlgebra via p; y denotaremos d": Ox — P /s al morfismo de
anillos que induce ps. Para todo abierto U de X y todo a € I'(U, Ox), llamamos d"a a la
parte principal de orden n de a. Escribiremos da = d'a — a y diremos que es la diferencial
de a (elemento de I'(U, Qk/s)).

Denotemos X gl) el n-ésimo entorno infinitesimal de X por el morfismo diagonal A: X —

X xg X y escribamos:
ho: X0 5 X xg X

Consideremos el siguiente diagrama:

(n)
XA
/ N\
/ l AN
o/ N
X XS X
/ \
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de manera que pgn) corresponde al morfismo de haces de anillos Ox — Py /s que hemos

(n)

elegido para definir la estructura de O x-dlgebra de P /50 py " al morfismo d": Ox —

% /s Como X(An) y X tiene el mismo espacio subyacente, podemos escribir:

Px/s = pgfl*)pgn)’*OX )

o en general, para un haz de O x-médulos E:
P s(E) = pl")ps"" E
de manera que Py /s = Py / 5(Ox). Existe entonces un morfismo de haces:
dp: E — PQ/S(E)
e—1®e
para e € I'(U, E), luego estamos tomando:
do=d'a—a=1a—-a®1.

Y /8 (E) tiene una estructura de O x-bimédulo, tomamos la estructura por la izquierda como
la definida por el morfismo Ox — P /g Y por la derecha la dada por d”. Sia € U, Ox),
p e (U Py / g)y e € I'(U, E) se tienen las siguientes relaciones:

a(p®e) = (ap) Ve, (p@e)a=(pd*a)®e=p® (ae) = (d"a)(p®e)
di(ae) = (1®e)a = (dre)a, dp(ae) = d"a(l®e) = d"adge

Definicion C.2. Sea f: X — S un morfismo de esquemas localmente de presentacion fi-
nita, £ y F' dos haces de Ox-mddulos cuasi-coherentes con E de presentacion finita y n
un entero > 0. Diremos que un morfismo de haces de grupos aditivos P: ' — F' es un
operador diferencial de orden < n (relativo a S) si existe un morfismo de O x-moédulos
u: Py, ¢(E) — F (donde dotamos a P} ) ¢(E) de su estructura de Ox-mddulo por la iz-
quierda) tal que P = u o d'g.

Denotaremos Diff’ / s(E, F) el haz de operadores diferenciales de orden < n de E en
F.

Se tiene que:
Homoy (Py/s(E), F') = Diff'y ,o(E, F).

Proposicion C.3. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. P € Diffy 4(E, F).



APENDICE C. OPERADORES DIFERENCIALES. 145

2. Sea U un abierto de X. Para todo a € T'(U, Ox) el morfismo:
D(a): By — Fu
que para cada seccion e de ! en un abierto V- C U estd definido por:
D(a)(e) = P(ae) — aP(e),
define un operador diferencial de orden < n — 1.

Estudiemos con un poco més de detalle el caso n = 1, pues es el que nos interesa para
este trabajo. Tomaremos E' y F' localmente libres.
Se tiene la siguiente sucesion sucesion exactaen X X X:

0— A/A? = Oxyygx/A* = Oxxox/A —0
que se traduce en la siguiente sucesion exacta en X =2 A:
0—Qx/g —>73)1(/S — Ox — 0.
Tensorializando esta tltima sucesién exacta por E/ obtenemos:

00— Qx/5 ®ox ELP;(/S(E) —=F——>0,

y tomando Homop, (—, F') resulta:
0 — Homop, (E,F) — HomoX(P)l(/S(E),F) — Homoy (Qx/5 @ £, F) — 0,

donde el tltimo morfismo manda u € Homo (P}(/S(E), Flauoa=1.
Observemos los diagramas:

a d
Qﬁf/S@EHP}(/S(E) Ox Qﬁ(/s
wJJ / x lw
F HOH]OX(E,F)

donde d es la diferencial ordinaria de X y:
b(w)(e) == p(w®e) 1(da) = D(a).
Se tienen los siguientes isomorfismos:
Homo (Qﬁ(/s@E, F) =~ Homo, (Qk/s, Homo, (E, F)) = Derp,(Ox)®Homop, (E, F)

definidos por:
Y Y— D



146 PARTE IV. APENDICES.

Se tiene entonces una sucesion:
0 — Homo, (E,F) —— Diffﬁ(/s(E, F) 2= Derp,(0Ox) ® Homp, (E, F) —=0

donde el morfismo ¢ manda « a D. El morfismo o se llama morfismo simbolo.
Observemos ademds que:

D(a)(e) = (¢(da))(e) = P(da® e) = (uo a)(da®e) =
=u((l®a—a®l)®e)=u(l®@ac—a®e).

Veamos, de acuerdo con la proposicién anterior, que todo operador:
P € Diffy 4(E, F) = Homo, (Px,s(E), F)
esta caracterizado por la férmula:
P(ae) = aP(e) + D(a)(e).
En efecto, como P = d%, o u (con u € Home,, (P}(/S(E), F)) se tiene:
P(ae) = u(ds(ae)) =u(l®ae) =u(l®@ae —a®@e+a®e) =

=u(l®ae—a®e)+ula®e) = D(a)(e) +au(l ®e) =
= D(a)(e) + aP(e).

Observacion C.4. En particular, podemos tomar £ = F'y considerar los operadores dife-
renciales con simbolo escalar:

D,s(E) := {P € Diffy 4(E, E) | o(P) € Derog(Ox) ®oy Ox}

donde Ox se mete en Endx F por la diagonal. Se tiene entonces la siguiente sucesion exac-
ta:
0 —= &ndx E —> Dy,5(E) = Derpg (Ox) —0

y por lo tanto D(a) es simplemente una homotecia:
D(a)(e) = D(a)-e.
En consecuencia, todo operador diferencial P € D}( / 5(F) estd caracterizado por la férmula:
P(ae) = aP(e) + D(a)e, D = o(P) € Derp,(Ox) .
Observacion C.5. Tomando E = Ox se tiene:
0 — F — Diffy 4(Ox, F) — Ders(Ox) @ F — 0

y el morfismo P — P(1) es un retracto de F' — Diffﬁ(/s((’)X,F), es decir, todo P €

Diff;/s(OX, F’) se escribe de manera unica f + D con f: Ox — F Ox-lineal y D una
derivacién sobre S.
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Observacion C.6. Tomando S =k, E = Ox y G = Ox(m)/Ox(—m) tenemos:

ling i Dt (O, O () Osx (=1m)) = Dy (K{(2)): K(2))
Andlogamente:

lim lim D/, (E, (Ox (1) /Ox (=m))") 2% Dy (V. V)

m m
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Apéndice D

Quick overview of the work.

Let us summarize in this appendix the contents of the work{ﬂ
D.0. Introduction.

During the years 77 — 81, Krichever realized about the close relationship between the
theory of KP systems and the theta functions of Jacobians of curves ([22]) and Mumford
([30l) wrote down a complete dictionary among different geometric data (pointed curves,
line bundles, parabolic bundles, ...) and commutative subrings of some big non-commutative
ring of operators. Sato also found an equivalence between the solutions of the KP system
and points of an infinite Grassmannian ([40]]). All these results have contributed to develop a
new algebro-geometric point of view of the study of the commutativity of certain differential
operators given by Burchnall and Chaudy ([[11]) in the 20’s.

Bearing in mind all these ideas and its relationship with the Schottky problem, in [27]
(1984) Mulase characterized Jacobians as finite dimensional orbits of certain flows in the
Sato Grassmannian and Shiota gave in [44] a necessary and sufficient condition for a theta
function of a principally polarized abelian variety to be the theta function of a Jacobian. In
1985, Segal and Wilson formalized in [42] the Krichever morphism (a map from geometric
data to the Sato Grassmannian) and made special emphasis on how can loop groups fit into
these infinite systems.

In the year 1991, Mulase contributed again to develop these ideas by giving a categorical
equivalence between vector bundles and curves and the Sato Grassmannian ([28]]). In [24], Li
and Mulase presented the KP system as certain commutative flows on the Sato Grassmannian
and proved that every finite dimensional orbit of these flows is canonically isomorphic to the
Jacobian of a curve (and conversely). Moreover they have related Prym varieties with the
BKP system.

"For the sake of clarity, we have chosen the same numbering as the chapters of the work
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In the same spirit, Adams and Bergvelt studied the case of finite coverings of curves
with line bundles upstairs ([1], 1992), showing that Heisenberg algebras define flows on the
Sato Grassmannian and give raise to classes of solutions to multi-component KP-hierarchies.
They provide with full detail the correspondence among geometric data, Heisenberg algebras
and points in the Sato Grassamnnian.

In [3] (1996), Alvarez Vizquez, Muifioz Porras and Plaza Martin have endowed the Sato
Grassmannian with a scheme structure. This have allowed them to give an algebraic theory
for the KP-hierarchy over an arbitrary field and also for Tau and Baker-Akhiezer functions
(these functions play an important role if one wants to compute explicit equations). Fo-
llowing the ideas of Segal ([41]), Mufioz Porras and Plaza Martin have studied the group
scheme of automorphisms of the field of Laurent series, they present this group (the Virasoro
group) as a local generator for the moduli space of curves and, since the theory is indepen-
dent of the genus of the curve, this allows them to formulate a non perturbative Conformal
Field Theory ([34]]). In the same spirit, the group scheme I' of invertible elements of a field
of Laurent series (that appears in [3, 142]) uniformizes the Jacobian of a curve and allows to
linearize certain flows in the Sato Grassmannian. This group scheme is the algebraic version
of the loop group of S*.

In [31] soliton hierarchies appear naturally in the study of Hurwitz schemes. They use
the trace map as a key tool to characterize the image of the Krichever map and to give
concrete differential equations describing Hurwitz schemes, providing in addition a different
approach to the problems of [[1, 24]. Hurwitz spaces are spaces of finite coverings Y — X
between (integral and smooth) curves, and thus, we can think of the field of fractions of
Y as an extension of the field of fractions of X, what allows to give a geometric point of
view of the so called “Class Field Theory” and to carry over certain results to the Langlands
Program (as a non commutative version of the “Class Field Theory”). In this direction there
exists relevant and interesting results, among which one can specially mention the works by
Frenkel and Ben-Zvi ([8, [15, |14, [13]]), where moreover, one can confirm the usefulness of
the tools that the infinite Grassmannian provide us.

Finally, another key ingredient for this work is the theory of Higgs pairs. Let us first
explain why some people wanted to attack them from the point of view of the infinite Grass-
mannian. Let’s get back in time until 1988, that year, and motivated by an abelianization
(or linearization) of the study of vector bundles (what now is called Hitchin Abelianization
Program), Hitchin ([21]) centered his research on the symplectic geometry of the cotangent
space T*Ux to the moduli space Ux of vector bundles over a compact Riemann surface
X, its points led him to introduce a new and currently relevant concept: the notion of Higgs
pairs. From the point of view of sympletic geometry, the map from T* I/x to an affine space
of global sections (now called the Hitchin map) turned out to be an algebraically completely
integrable Hamiltonian system. This essentially means that the fibers of the Hitchin map are
Jacobians of certain curves (the spectral curves). As the author states in [21]], one question is
left: can we find the Hamiltonian differential equations in some concrete way?

Bearing this question in mind, Li and Mulase partially solved the problem in [23]] using
techniques of infinite integrable systems. They used the infinite Sato Grassmannian as a
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space of solutions for the KP system ([40]) and answered the question of how to recover the
Hitchin system from the KP system in the case on which the spectral cover is not ramified.
In the same period, and with similar tools (Krichever morphism, Sato Grassmannian, ...),
Donagi and Markman also studied this topic in [12], they proved certain compatibility for
KP flows concerning spectral data coming from Higgs pairs on X.

We have differentiated four parts in this PhD Thesis. The first of them contains two
chapters devoted to the study of certain group schemes and their Lie algebras. Some of
these group schemes are generalizations of the Virasoro group ([34, 131]]), some other are
generalizations of the algebraic version of the loop group of S* ([42,3]]), and the remaining
ones can be obtain as extensions of these group schemes. We should especially mention that
these last group schemes appears as groups of semilinear automorphisms of certain fields of
Laurent series, and their Lie algebras turn out to be algebras of scalar differential operators
of order one. It is worth to remark that also the Weyl group can be thought of as a group of
automorphisms of a field of Laurent series.

Second part includes three chapters (from 3 to 5), on which a systematic study of the
Krichever map is made for different moduli spaces. First of these chapters is concerned with
the moduli space of curves and vector bundles (both are allow to vary). We give a Krichever
morphism for this moduli space (without admitting local structure of cyclic covering around
the marked point, complementing the results of Mulase, [28]]) and endow this moduli space
with a scheme structure inside a Sato Grassmannian. We obtain a Mulase-like characteriza-
tion of the image of the Krichever map only in terms of the point in the infinite Grassmannian
defined by the vector bundle; chapter 4 studies the moduli space of Higgs pairs over a smooth
fixed curve (with formal trivialization data). The infinite Grassmannian we have needed to
define the Krichever map is a fibration of infinite Grassmannians over an affine space, which
is nothing but a formal analogue of the so called Hitchin base. We prove that the moduli is
representable, that the Krichever map is injective and we also characterize its image; and, in
chapter 5 we show similar results for the moduli space of finite coverings (between smooth
curves) and the moduli spaces of line bundles over such a covering maps, and we also offer
an integrable system which behaves in a similar way to that of Hitchin, and study some of its
properties by terms of the Hitchin Abelianization Program.

The third part gives an infinitesimal study of the moduli spaces on which we have center
the work. It has two different chapters (6 and 7). First of them is oriented to compute the
tangent space to the moduli spaces, doing the calculations from two points of view: using
classical techniques of cohomology and hypercohomology, and using the algebraic tools
that the Krichever map suggest us (which are very easy to handle with). We justify in this
chapter the study of the group schemes and their Lie algebras made in the first part, because
it turns out that these group schemes play the role of local generators for the moduli spaces
(in the sense that they act on the moduli and the orbit morphism is surjective at the level of
tangent spaces). In chapter 7 we offer the last result of the work: concrete computations for
hierarchies of differential equations describing the moduli space of Higgs pairs with formal
trivialization data.

Finally, we have include a part containing appendices. First of them is devoted to the
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construction of the algebraic Sato Grassmannian, second is oriented to detail the inverse
construction of the Krichever map for the moduli space of curves, and the third one, which
summarizes general results about the theory of differential operators given by Grothendieck.

Next sections will summarize the contents of this work. For the sake of simplicity, we
will omit the proofs and we will mostly work with rational points.

D.1. Group schemes.

In this section we study certain group schemes. It turns out that these groups will play,
in section [D.6] the role of local generators for moduli spaces. Some of these group schemes
are generalizations of the Virasoro group ([34, 31]), some others are generalizations of the
algebraic version of the loop group of S* ([42} [3]), and the remaining ones can be obtain
as extensions of these group schemes. We should especially mention that these last group
schemes appear as groups of semilinear automorphisms of certain fields of Laurent series.

Let k be an algebraically closed field of characteristic zero. In [3]] it is proved that the
following functor is representable by a formal k-scheme:

k(('z))* Ckfesq - Cgrp
S k((2))"(S) = H(S,05)((2))"

where for any k-algebra R, R((z))* denotes the group of invertible elements of the ring
R[2N=""]-
Let us write I" for its connected component of the origin (its group law is multiplication
of Laurent series). This group is the algebraic version of the loop group of S'. One has a
decomposition:
=TI xG,, xI'"

and any vy € I'(R) is written by v = (v—, 70, 7+ ) where:

—1
=1+ Z a;z) witha; € Rad(R) ; v € R* ; 74 = 1+Zajzj witha; € R
j=—m i>1

Analogously, if one is given a separable k((z))-algebra V' of dimension 7 joint with a
decomposition into irreducible k((z))-algebras:

Va2Vx-xV,
one has (see [31]):
Ty =Ty, x---xTy,  where Ty =Ty, xGme‘Z

Another relevant group we should mention here is the group of k-algebra isomorphisms
defined by:
Speck — Gy; (k) := Auty_ayq Vi
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where the group law is given by composing automorphisms. Given a separable k((z))-
algebra V' of dimension n, it can be checked (see [34, 32]) that the group whose rational
points are given by:

Gy (k) := AUtkfalg %4

is representable by the group k-scheme Gy = (Gy, x --- x Gy,.) X S,, where S, is the
symmetric groups of r letters and acts on Gy, X - - - x Gy, by the formula:

(07 (glv v 7.97")) = (ga(l)a s 790(7’)) .

These groups are generalizations of the Virasoro group.
The k((z))-algebra structure of V, 7: k((z)) — V, allow us to define the subgroup
Gkv(( 2)) of Gy as the one whose elements are automorphisms g € Gy making the following

diagram commutative:
V v
((2) —=

) —=k((2))

where g € Gy(»)) ' G. We write g for the element of Gkv((z)) given by the diagram above.
This group is slightly different from that of [32, Sec.5], there it is defined as a subgroup of
the connected component of the origin of Gy, thus loosing the combinatorics of the group S,
that we will need to make use of later. Moreover, in [32] a explicit k((z))-algebra structure
on V is fixed, and we want this structure to vary. Let us briefly explain what this means.

From now on let us assume that V' is a separable k((z))-algebra of dimension n, let us
fix a partition n = (ny,...,n,) (where n; + --- + n, = n) and let us state the following
notations:

2| <

k

= Denote V, for the product k((z1)) X - -- X k((z,)) with the following k((2))-algebra
structure:

k((2)) = k((21)) x - X E((2r))

z— (22

(this is the one used in [32), Section 5.4]). For the shake of simplicity, the group GZ(Q(Z))

will be denoted by G,.

= Let p(T) € k[[2]][T] be a degree n monic polynomial in such a way that its decompo-
sition into irreducible factors is:

p(T)=p1(T)----- pr(T), where p;(T) = T" — zu;(2,T)

and u;(z,T) € k[[2]][T] are polynomial of degree < n; such that there exists u;(z, 7)
and u;(0,0) = 1.
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Denote V}, , for the product [[;_, k((2))[T]/pi(T) with the following k((z))-algebra
structure:

k((2)) = E((2)[T]/p(T) x - x k((2))[T]/pr(T)
2 (T (2, 7)Y T (2, T) 7Y

(these decompositions are motivated by geometric facts, see Proposition [5.3). For the

shake of simplicity, the group G‘k/(ﬂ(;’ ) will be denoted by G, ;.

= We keep the notation V' for the cases on which, either it is no necessary to specify the
k((z))-algebra structure of V/, either it is irrelevant for the computations.

Proposition D.1. (Proposition [1.10)) One has a natural isomorphism of group schemes:
Gn = Gpp -
Remark D.2. For points with values in a k-scheme .S, we need to endow the category of

k-schemes with the étale topology to make this result work.

Let Tr: V' — k((z)) the trace map of V' as a finite k((z))-algebra. One can prove the
following result:

Proposition D.3. (Proposition[I.12)) Let g be an element in Gy . Then:

This result generalizes Lemma 5.8 of [32], since it allows the k((z))-algebra structure
of V' to vary. The key ingredient to prove it consists of making use of the Newton-Girard
identities.

It is worth pointing out that there exists an exact sequence of groups (see Proposition

1.14):

where p(g) = g. For the case of V;, we also have that:
Auty((2))—alg Va = pn ¥ Sp , Where S, =< {(i,7) € Sy [n; = n;} > .

Let us now introduce the Heisenberg group and the Weyl group. The action by homoteties
of V* (invertible elements) on V', induces a natural embedding:

V* — le((z)) V,

where Gly((.)) V' is the group of k((z))-linear automorphisms of V.
We define the Heisenberg group of V, denoted by Heisy,, as the image of I'y by the
embedding above. The Weyl group is defined by the quotient:

W = Nk((z))(HeiSV)/HeiSV y

Ny((2)) (Heisy) being the normalizer of Heisy inside Gly(;)) (V). One has the following
result:
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Theorem D.1.1. (Theorem|[I.19)

1. The following sequence is exact:

0— HeiSV - Nk((z))(HeiSV) - Autk((z))_alg V-0

2. W= AUtk((z))—alg V.

3. The action by conjugation of Auty,,) V' on Heisy induces an isomorphism:

)—alg
Nk((z))(HeiSV) =~ Heisy xW
Note that the result introduces the Weyl group as an automorphism group of V. Now, we
are about to define the group schemes of semilinear automorphisms.

Definition D.4. We define the group SGl((.y)(V') of semilinear automorphisms of V" as the
group of k-linear automorphisms:
v V=V

for which there exists a k-algebra automorphism of k((z)), g € G, in such a way that:
Yz v) =g(2) - 7(v)
Proposition D.5. (Proposition[I.21)) The following sequence is an exact sequence of groups:
0 — Gly((2) (V) = SGlyz)) (V) =G —0
in such a way that the action G on Gl((.)(V') induces an isomorphism:
SGli((z)) (V) = Gly(2y)(V) x G

In particular, for V' = k((2)) the group SGly(,))(k((2))) is exactly the group I' x G
used in [32, Section 6].
In a similar fashion, we define:

Definition D.6. The group SHeisy is the subgroup of SGly(.))(V') given by those k-linear
automorphisms:
v V=V

for which there exists a k-algebra automorphism g € Gy, and an element w € V* such that:
Y(v) =w-g(v)
Note that w = (1) € V*.

Proposition D.7. (Proposition[I.24) The following sequence is an exact sequence of groups:
0 — Heisyy — SHeisy — Gy — 0
and the action of Gy on Heisy produces:

SHeisy =% Heisy % Gy
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Moreover, one has that the natural embedding Gy — Ny (Heisy ) induces the following
isomorphism:
Ny (Heisy )/ Heisy = Gy,

(where Ny (Heisy ) is the normalizer of Heisy inside Gl (1)) and:
SHeisy = Nj(Heisy)
The next group will make use of the k((z))-algebra structure of V.
Definition D.8. The group SHeisX(( ) is the group of k-linear automorphisms:
v: V=V
for which there exists g € GX((Z)) and w € V* in such a way that:
7(v) = w - §(v)

Proposition D.9. (Proposition One has an exact sequence of groups:

0 — Heisy — SHeis,Z((z)) — Gkv((z)) — 0
where the action of Gkv( (z)) ON Heisy induces:

SHeis}C/((Z)) ~ Heisy x G}Cf((z))
D.2. Lie algebras of the group schemes.

Thinking of the Lie algebra of a group scheme as the tangent space at the identity, direct
computations show the following results:

Lie HeiSV ~V ,Lie le((z))(V) = Endk((z)) V and Lie GV = Derk(V, V) .
Bearing in mind the exact sequence:

00— Autk((z))—alg V= GX((Z)) —G—0

and the fact that Auty(,))_qy V' is a discrete group, we obtain that Lie Gkv((z)) =~ LieG.
Moreover, it can be shown that one can gets the following Lie algebra isomorphisms:

Lie Gy((y) = Der(V, V)™ =% Der(V, V)" = LieG,

where Der(V, V)™ consist of those derivations 6y € Derg(V, V') for which there exist a
derivation § € Dery(k((2)),k((2))) verifying Oy o m = m o 6 (where 7: k((2)) — V
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is the k((z))-algebra structure of V). Similarly, we write Der(V, V)T for the derivations
compatible with the trace map Tr: V' — k((2)) of V as a finite k((z))-algebra.

For the case of the groups of semilinear automorphisms, let us recall the natural exact
sequence of scalar differential operators:

0 — Endy((2)) V = Dyrayu(Vs V) = Dery(k((2))) — 0.
Then, one can prove that there exists a natural isomorphism of Lie algebras:
Lie (SGly(())(V)) = Dy u (Vs V) -
In a similar way, we can obtain Lie algebra isomorphisms:
Lie ( SHeisy ) = D‘l//k(V, V)
Lie ( SHeisy,)) ) = Dy, (V, V)"

where DY, / w(V, V)T consist of those differential operators in Diff v /&(V, V) whose symbol
morphism (o below) takes values in Der(V, V)™.

0 — V —= Diffy,(V, V) —=— Derp(V, V) —0

|

0 —=V —= Diffy, , (V, V)" — Der;,(V, V)™ —0

D.3. Moduli of curves and vector bundles.

Consider the moduli space U of data (X,p, z, F, ¢) where X is a smooth, integral,
projective curve over an algebraically closed field k& of characteristic zero, p € X, z lo-
cal parameter, F' is a rank n vector bundle on X and ¢ is formal trivialization of E at p.
The Krichever morphism (28], [30], [1], [33l], ...) allows us to send these data to the point
W = H%(X — p, E) of the infinite Grassmannian of k((2))", Gr(k((z))™). It turns out that
this morphism is an embedding so we can characterize its image. We also define a Krichever
morphism taking values in a couple of infinite Grassmannians and, since the infinite Grass-
mannian is representable by a scheme ([3]), we can prove that also /*° is representable.
Similar results can also be obtained for the case on which there exists singular curves on the
moduli.

Rational points of /*° correspond to data (X, p, z, F/, ¢) where X is a smooth curve with
marked point p € X, z is a formal parameter on p, that is:

6X,p = k[[2]],
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FE is arank n vector bundle on X and ¢ is a 9) x,p-module isomorphism:
E, = (’)}l(,p.
The Krichever morphism is define as follows:

Kr: U™ — Gr(k((2)")
(X,D,2,E,¢) — (z0¢)H (X — p,E)

Let us denote W = (z0¢)H°(X — p, E). We are going to show that I is indeed a point
of:

are finite dimensional over k

Gr k(=)™ (k) = { W C k((2))" such that W N &[[2]]" and k((2))" /W + k:[[z]]”}

Note that sending a section of H° (X —p, E) to its germ at p (that is, using z and ¢) we have
an inclusion: R
W = H(X —p,E) = (Ox,)5 = k((2))".

Consider the exact sequence of sheaves:
0= E — E(mp) = (Omp(mp))" — 0
and take cohomology:
0>H(X,E) > H(X, E(mp)) > (Omp(mp))" = H (X, E) = H' (X, E(mp)) >0

where the last 0 is deduced because O,,,(mp) is flabby (it is concentrated at p). Moreover,
for m bigger enough H' (X, E(mp)) = 0, so:

0 — HY(X, E) — HY(X, E(mp)) — (Omp(mp))" — H(X,E) — 0 (D.3.1)

Since Oy, (mp) is the quotient between meromorphic functions on X with possibly a pole
at p of order at worst m and regular functions on X, it follows that:

Opmp(mp) = <z*1, cey 2™
Bearing in mind that:
= lim  Opmp(mp) = k((2))/F[[2]].
= lim HO(X, E(mp)) = H'(X —p,E) =W,
and taking hLQm in the sequence we get the following exact sequence:

0—HYX,E) = W — k((2))"/k[[z]]" - HY(X,E) — 0
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Since HY(X, E) and H!(X, E) are finite dimensional k-vector spaces, we conclude:
W =H(X —p, ) € Gr(k((2))") (k).

Let us write:
Aw ={f € k((z)| [ - W W}

for the stabilizer algebra of W in k((z)). The image of the Krichever map is characterized
by the following result.

Theorem D.3.1. (Theorem [3.19) A rational point W € Gr(V) lies on the image of the
Krichever morphism for ¢/ if and only if Ay € Gr(k((2))), K C Aw and it is regular. In
particular, the Krichever morphism is injective.

Now we define a second Krichever morphism in terms of two Grassmannians.
Definition D.10. (Definition [3.5)) We define the Krichever morphism by:

Kry: U — Gr(k((2))") x Gr(k((2)))
(X,D,z,E,¢) — ((z0¢)H*(X — p, E), 2H(X — p,Ox))

It is an injective map and its image is characterized by the following result.

Theorem D.3.2. (Theorem [3.20) A couple of rational points (W, A) € Gr(V) x Gr(k((z)))
lies in the image of the Krichever morphism Krs if and only if A is a non-trivial regular
sub-k-algebra of k((z)) and W is A-module.

Remark D.11. For points with values in any k-scheme S some technical details concerning
the stabilizer algebra are needed.

Following the ideas of [2} 133 [34] we can say that:

Theorem D.3.3. (Theorem [3.22)) The functor /*° is representable by a locally closed subs-
cheme of Gr(V) x Gr (k((2))).

Similar results also hold for the case on which the curve could be singular (but the marked
point is still forced to be a non-singular one).

D.4. Moduli of Higgs Pairs.

In this section, we summarize the results of chapter [d The moduli space of Higgs pairs
over a fixed smooth projective curve with extra formal data is defined and is endowed with
a scheme structure. We introduce a relative version of the Krichever map using a fibration of
Sato Grassmannians and show that this map is injective. This, together with the characteri-
zation of the points of the image of the Krichever map, allows us to prove that this moduli
space is a closed subscheme of the product of the moduli of vector bundles (with formal
extra data) and a formal analogue of the Hitchin base. This characterization also provides us
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with a method for explicitly computing KP-type equations that describe the moduli space of
Higgs pairs in the last chapter.

Let us first offer a few words about the classical correspondence between Higgs pairs and
line bundles over the spectral curve. Recall that a Higgs pair over a sooth curve X consists
of a vector bundle £ € Ux and a morphism of sheaves of O x-modules:

p: F— E®uwx.

It is known ([12])) that:
ThUx =~ HY(X,Endy E @ wy),

and therefore, the cotangent space to U{x parametrizes Higgs pairs on X.
A remarkable fact is the existence of the Hitchin map:

H: T"U — o H(X,w)
(E,¢) — ch(p),

where ch(p) = (Tr(p), Tr(A%p), ..., Tr(A"y)) are the characteristic coefficients of .
Another relevant issue is the spectral construction, whose importance lies in the fact that,
for a generic a = (a1, ..., a,) € @ HO(X,w{"), the points of H~!(a) correspond to line
bundles on the so called spectral curve X.
We will now define the moduli of Higgs pairs with formal extra data and the appropriate
Krichever map. We shall assume that the following data are definitively fixed:

= X is a smooth, projective, integral curve over k (algebraically closed of characteristic
ZEero).

= zcX.
m ¢ @X,z = k[[2]] is a formal trivialization of X at .

Since X is smooth, the dualizing sheaf wx is a line bundle, and the formal trivialization ¢
induces a formal trivialization of wx at x.

We define the moduli space of Higgs pairs with formal extra data as folllows. Let us
denote by ¢ the completion at x of the Higgs field ¢. Given the formal trivialization ¢, the
coefficients a; of the characteristic polynomial p(T") of ¢ lie on k[[2]].

We will write Higgss for the moduli space of Higgs pairs over X with formal extra
data. Its rational points are given by the following data (E, ¢, ¢):

1. E'is arank n vector bundle over X.
2. ¢: F — F ®wyx is a Higgs field; that is, a morphism of sheaves of O x-modules.

3. ¢ is a formal trivialization of F along z:

¢: Ea:g)Og?na
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such that there exists a matrix:

0 - -0 (=1)"tg
10 - (=) an_
e N
. 01 0 —a
o .- - 01 ay
(where (a1, ...,a,) € k[[z]]") making the following diagram commutative:

Ex d E\I®QX,CC

¢l2 Zl(]ﬁ@dt

M
kl[2)]" —— K[[=]]"

4. Two triples (E, p, ¢) and (E’', ¢, ¢') are said to be equivalent whenever there exists
an isomorphism of vector bundles f: E =% E’ compatible with all data. That is:

= fis compatible with ¢ and ¢’, and hence the folllowing diagram is commutative:

B ]
Xu n%
k(2] -

= f is compatible with ¢ and ’; that is, the diagram:

E—>Fow

f J/l zlf@ld
Lp/
E—F Quw
1s commutative.

Proposition [4.4] shows that this moduli is non empty and Theorem [4.5] proves that it is
representable.

We have already stated that the coefficients a; of the characteristic polynomial ps(T") of
¢ lie on k[[z]]. Let us now introduce a k-scheme parametrizing these coefficients. Let A> be
the infinite dimensional affine scheme over k defined in [3] Def. 4.13]:

A% = Specli_r)nk[yo, ..., y1] = Speck[yo,y1,- -]
1
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Let R be a k-algebra. The correspondence:
S0+ s1z+ -+ € R[[z]] < (s0,51,-..) € AP(R)
implies that the functor that associates the ring of formal power series R[[z]] with each k-

algebra, R, is representable by A°°. From this fact we obtain the following:

Proposition D.12. (Proposition The functor over the category of k-schemes defined by:

S~ @ HO(X, x 5,52 )

XS

is representable by the k-scheme A = (A>)".

We shall think of its rational points as polynomials:
T —a T+ 4 (—=1)"ay,,

where a; € k[[z]] via the identification &', =% k[[z]] induced by t. Now, the formal Hitchin
map is the morphism of schemes:

Hoo: Higgsk — A
(anbagp) = (ala""an)

where (ay, ..., ay) are the characteristic coefficients a; = Tr(A’®) of the formal Higgs field
P.
Let us introduce the Krichever map for Higgss. Let (E, ¢, ¢) be a rational point of

Higgs®. The Krichever map is defined by:
HiggsX — Gr(k((2))") x A
(B,¢,¢) = ((tod) H'(X — x, E), pg(T))
where pg(T') is the characteristic polynomial of the formal Higgs field . Theorem
shows that this map is injective.

In order to characterize its image, notice that ([2, 28]) the image of the Krichever map
for vector bundles:

(D.4.1)

Uy — Gr(V)

consists of those points W € Gr(V) such that A - W C W (where A = H(X — z, Ox),
see [33])). Since:
Higgsk — Gr(V) x A

takes values in U x A, we are interested in studying the image of:
HiggsY — U < A.

The image is characterized by the following theorem.
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Theorem D.4.1. (Theorem {4.15) Let Q be the rational point in Gr(k((2))) defined by the
canonical sheaf wx, let (W, p(7")) be a rational point of U5 x A, and let T" be the k((2))-
linear automorphism of k((z))™ given by the matrix:

0 - .0 (=1)"a,

1 0 (_1)nan71
S R

- - 010 —a9

o - - 01 ax

(where a; are the coefficients of p(T")). We have that, (W, p(T")) lies on the image of the
Krichever map:

Higgs§k — U x A
ifand only if (W) C W - Q.

Moreover, this allow us to state that Higgs< is a closed subscheme of U5 x A (Theorem
[A.T6).

To finish with, let us briefly describe the “formal” analogue to the spectral construction.
We refer to Spf k[[z]] as the formal base curve, and given a rational point p(7') € A, we
define the formal spectral curve by:

Spf k[[2][T]/p(T) -

One can prove that, given a rational point (E, ¢, ) € Higgss, ¢ induces a formal
trivialization of £ as a line bundle over the spectral curve 7: X, — X:

Gt Ex 2 K[[2]][T]/p5(T)

such that the matrix of Definition |4.1{is the multiplication by 7" in k[[2]|[T"]/pz(T) w.r.t the
basis {1,7,--- , 7" 1}
Using this formal trivialization it is easy to check that:

W = ¢, H'(X, — 7~} (2), E)

is a rational point of the infinite Grassmannian Gr(k((2))[T]/pz(T)). In we want to keep
truck of the variation of the polynomial p;(7"), we need to introduce a relative version of the
Grassmannian.

Let p“™(T) denote the universal polynomial of A; that is, the point corresponding to
the identity morphism Id: A — A and let us think of Oy [[2]][T]/p"“"**(T) as the ring of the
universal formal spectral cover. Let us denote:

V= Oa(()[T]/p"(T) V= Ou[[)T]/p"™™ (T)

as sheaves of O4-modules.
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There exists a notion of commensurability for sub-Oa-modules of V' and it satisfies
equivalent properties as those of the standard commensurability (see [3]). This notion endows
V' with a topology. The relative Grassmannian is defined in the same spirit of the usual one
(see [36]):

Definition D.13. The relative infinite Grassmannian associated with the couple (V, V1) is
the functor that associates the following set with each A-scheme S:

quasicoherent sub-Og-modules W C Vg such that Vg /W is
flat and for each point in S there exists an open neighborhood U and
C commensurable with V™ such that Vi; /(W + Cp) = 0
and Wy N Cy is loc. free of finite type

gr(V)(S) =

and can be shown that Gr(V) is representable by an A-scheme (thus, in particular by a
k-scheme) and moreover it is a trivial fibration over A, that is, a fibration of infinite Grass-
mannians.

Thus, we can define a Krichever map equivalent to that of equation (D.4.1):

Higgs% (k) — Gr(Oa((2))[T]/p"""(T))(k)
(E,¢,0) — ¢tp HO(Xso - Wﬁl(x)a Ecp) )

m: X, — X being the spectral cover. By Theorem it is injective. The image could be
characterized in a similar way to that of Theorem [D.4.1]

D.S. Moduli of coverings and integrable systems.

We give in this section some results concerning the moduli space of finite coverings
between curves, the moduli space of line bundles over these coverings, and we also discuss
the existence of an integrable system that behaves as the Hitchin system.

Let us first note that one has:

Proposition D.14. (Proposition [5.3) Let 7: Y — X be a degree n separable morphism
between smooth, projective and integral curves over k. Let x € X be a point such that
nHx) = I_ niy; where y; € Y, y; # y; foralli # j,and >\, n; = n. Then:

= There exists an isomorphism:

2ot Ox.p = k[[2]]

= Letus write § = 7 1(z) = Y.\, n;y; where Y ._, n; = n. For each y; € ¥, there
exists a formal parameter on y;:

2yt Oy, ™ k[[21]]
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= Given 2, and given {z,, }/_, there exist, canonically, irreducible and monic polyno-
mials of degree n;, p;(T"), with coefficients in k[[z]], such that the following diagram
is a commutative diagram of k-algebras:

~ ~

OX,x OY@

lz

kl[2]] — iz KINT1/pi(T)

Notice that we can also choose:
pi(T) =T" — zu;(2,T),

where u;(z,T) € k[[z]][T] has degree less than n; and u;(0,0) = 1 (for points with values
in a k-scheme S, one has to endow the category of schemes with the étale topology in order
to make this choice).

We denote Cov;° the moduli spaces of finite separable coverings between smooth curves
with formal extra data. Its rational points are given by the data ) = (Y, X, 7, 2, §, 24, 25):

1. m: Y — X is adegree n separable morphism between smooth, integral and projective
curves over k.

2. zisapointin X and § = {y1,...,y,} is a set of points in y verifying
@) =y 4+ ey
3. z, is a formal parameter along z € X:
20t Oxo = K[[2]]
4. zy = {2y, } is a formal parameter along y:
25t Oyg = k[z]] x - x k[[z]]
in such a way that for each y; € ¥, zy, is a formal parameter along y;:
2yt Oy, = k).

5. (Y, X, 7w, 2,7, 22, 25) and (Y, X', 7', &', i, 24, z5) are said to be equivalent whene-
ver there exists a diagram:

compatible with all data.
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The main difference between this moduli and the Hurwitz moduli studied in [31, Defi-
nition 4], is that we are not fixing any compatibility among the formal parameters z and z;.
In [31]] the following compatibility is chosen: z;"* = z. That is, the polynomials in their case
are fixed and correspond to p;(7') = T™ — 2.

We can now define a standard Krichever map by:

Kr: Covy” — Gr(Vy)
Vi 2 HO(Y — 3, 0y).

Since we want to keep truck of the polynomials p;(7"), to allow them to vary, let us de-
fine a slightly different Krichever map. As in the previous section, given a partition n =
(n1,...,n,), let us define:

Ay =47, & DA, ,

where A,,, is the k-scheme representing the functor:
S~ Os|[=]]™

(S being a k-scheme) and whose rational points are thought of as irreducible, monic, se-
parable polynomial of degree n; with coefficients in k[[z]]. This implies the existence of a
map:

C: Covy” — Ay
y '_>£<T) = (pl(T)7"'7pT(T))

used to define the following Krichever map:

Covy? — Gr(V,) x A,

n

Y (zg HO(Y - Y, OY)7B(T)) :

This map allows us to keep truck of the local structure of the covering. Moreover, one can
go an step further and define an equivalent Krichever map to this one in terms of the relative
Grassmannian.

Let us denote V,“"" for the product []}_, Oa,, ((2)[T]/ pu™(T) with the following
Oy, ((2))-algebra structure:

01, () = O, (NTYPF™(T) x -+ x Op, ((DTV/pE™(T)
Z (T"lm(z,T)*l, .. ,T”Tur(ij)*l)

where pgmi”
zui(z,T), where u;(2, T) € Oy, [[2]][T].

Bearing in mind that:

(T) are the universal polynomials of A, and let us write p{™*(T) = T™ —

Gr(V,) x A, = Qr(Vﬂ“mv),
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we define the following version of the Krichever map:

Coug® 5> Gr(Vmiv)

x po

Ap

where C()) = p(T') and p2 is the projection on the second factor. Note that the fiber of C
at p(T) = (T™ — z,...,T™ — z) is precisely the Hurwitz moduli studied in [31].

Let Tr: Vj,,, — k((2)) be the trace map. We have the following characterization of the
image of Kr.

Theorem D.5.1. (Theorem i A rational point B € Gr(V,#""") lies on the image of the
Krichever map if and only if B is a regular sub-k-algebra of V;, , and Tr(B) C B.

The representability of Cov;,° a subscheme of the relative Grassmannian is given by the
following:

Theorem D.5.2. (Theorem @) Couvy? is representable by a locally closed subscheme of
gr(vﬂunw)‘

Let us now state similar results for the moduli of line bundles over these kind of cove-
rings, Pic;°. We will make use of the preceding results and the ones mentioned in Section
Rational points of Pic;° consist of tuples V;, = (Y, X, 7, z,9, 2¢, 25, L, ¢5) Where:

1. (Y, X, 7, 2,7, 2, 2) is a ration point of Covy°
2. L is aline bundle over Y.

3. ¢y = {¢y, } is a family of formal trivializations of L along y;:
Oy, Eyi >~ @Yyyi .
We define the Krichever map by:
Kr: 772'03’30 — Qr(VQ“m“)
Vi = (25005 HY(Y — g, L).

‘We will refer to:
By :={f €Vapl|f- WS W}

as the stabilizer algebra of W in V,, ,.

The image of the Krichever map is characterized by the following theorem.
Theorem D.5.3. (Theorem i A rational point W € gr(VQ“”“’) lies on the image of the
Krichever map if and only if:

» By € Gr(V,“") and it is regular.
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= Tr(Bw) C By.

Theorem D.5.4. (Theorem D Pic%o is representable by a subscheme of Qr(VQ“”i”).

Remark D.15. The study developed in [1]] can be understood in this context as the study of the
fibers of Pic;° — A,,. Their point of view consist of making use of the stabilizer algebra Sy
of W in k((2))™ (which is a non necessary commutative sub-k-algebra of Endy(,y) k((2))")
and to cut this algebra with a Heisenberg algebra in order to obtain a commutative ring. This
ring allow them to recover the curve upstairs. With our techniques, their situation can be

recover as follows. The image of the natural inclusion:
Vap = Endy()) k((2))"

is precisely the Lie algebra of the Heisenberg group (see Section [D.T)), and one can check
that:
Sw N V&p = By .

Remark D.16. The fibers of Pic;,° — A, are also studied in [24]]. They establish a catego-
rical correspondence among the geometric data and the algebraic data, which in their case
consist of tuples (Ag, A, W), where Ay is related with the curve downstairs, A,, with the
curve upstairs and W with the bundle. From our point of view, the data (A4y, Ay, W) is cha-
racterized only by W (the curve upstairs is recovered with By, the one downstairs with
Tr(Byy) and the bundle with V).

Let us proceed to look for an integrable system with analogue properties to those of the
Hitchin system. Let us fix the curve X (and the formal data associated to it) and let us denote
Pic;’x for the moduli space of line bundles over finite coverings of X' (with formal extra
data). Then we have a forgetful map:

- 00 e o}
Pic,” — Picy x

and we can define a map:
J: PZCTO;,)X — Aﬂ .

At a point p(T) of A,,, the fiber of J is a family of Jacobians with formal extra data (in fact,
a finite family if we fix the genus of X). As opposite as in the case of the Hitchin system,
where the fiber at a generic point of the Hitchin map is one Jacobian (the Jacobian of the
spectral curve), we have a family of Jacobians.

In order to state an analogy between the system J with the formal analogue Higgs§ —
A of the Hitchin system, let us define the following Ind-scheme:

n
@ac = OX@ X e X OX,x

(notice that Ox , = li_n}DZO’ng HO(X, Ox(D)), this is the reason why it is not a scheme
but an Ind-scheme). We will think of its points (o1, . .., 0,) as polynomials:

p(T)=T"+ o, T" '+ +o0,
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and restrict ourselves to the open subset on which Ox .[T']/p(T) is an integral, regular,
separable O x ;-algebra with partition data n. Note also that one can pass from O, to A,, by
taking the completion at x. Now, the key point is the following proposition.

Proposition D.17. Let (aq,...,a,) be a pointin A. If (a1,...,a,) € O, then, there exists
a unique degree n covering, Y — X, and the fiber of Pic;° — Ay at (a1, ...,a,) € Oy is
the Jacobian J°°(Y") of line bundles with formal trivialization data.

Now it is clear that the fibration:

is an algebraically integrable system in the classical sense and, moreover, we have the fo-
llowing diagram:

N

which relates Jacobians of curves with Jacobians of spectral curves.

To finish with, let us study the relationship between fiber bundles over a curve X and
line bundles over a finite covering of X (see [7, 121] for the classical results). Let us also say
a few words about what is going on for the case on which one adds the formal data.

Let us write Uy for the stack of rank n vector bundles over a smooth, integral, projective
curve X over k. Denote by Pic,, x the stack of couples (7: Y — X, L).

Theorem D.5.5. (Theorem [5.31)) The natural morphism:

Picy x — Ux
(Y,L) — m L

is surjective.

In fact, the proof shows that the following map is surjective:
Higgsx — Ux

where Higgsy denotes the stack of Higgs pairs over X where the line bundle /V of the Higgs
field E — E'® N (twisted endomorphism in the sense of [[7]) is allow to vary. It is clear that:

Higgsx — Picp,x -
The same result is also true if we add formal trivialization data on Pic, x. The map:
Picy’x — Picyx — Ux

is surjective.
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Nevertheless, if one adds a formal trivialization on the bundle E around z, then the map:

Picyx — U x Ay
(K T, 2y, L7 ¢17) = ((ﬂ—*[ﬂ W*ng)ap(T))
is injective. In particular, also the following map is injective:

The reason why it can not be surjective is encoded in the formal trivialization data. This fact
can be easily explained in terms of group schemes as follows.
Consider the diagram:

;200
PZC@,XIOZC—> Up x O,

S

Oy

On one side, for each p(T") € O, the group that acts on U changing the formal trivialization
of the bundle E at z is Gl (k[[2]]") (see Observacién[6.9), where we are thinking of 1S
as the fiber at p(T") of U x O, — O

On the other side, let J>°(Y},) the fiber of PZ’CZ‘:XW — O, at p(T') € O. The group

scheme acting on 7°°(Y},) changing the formal trivialization of the line bundles is the group
scheme of invertible elements Ty +, where V' = k[[2]][T]/p(T).
The image of I',+ under the embedding:

V= Gl (K[[2]]™)

(where we write V* for the functor of invertible elements of V) is the Heisenberg group
Heisy + (see Section [I.3] or Section [D.1] of this appendix). If 7: ¥ — X is a covering as
before, and F is a vector bundle on X such that £ =% 7, L (where L is a line bundle on Y"),
the Heisenberg group is exactly the group acting on the formal trivialization (at ) of bundles
E which are a direct image of formal trivializations of line bundles L. Now it is clear the
there exists formal trivializations of E' at x which do not come from formal trivializations of
Lat 7 (z).

D.6. Tangent spaces and local generators.

This section is devoted to compute the tangent spaces of the moduli spaces treated along
the work, and to show that the group schemes studied in section [D.T] play the role of local
generators for these moduli spaces.

Let us first recall some known results on this subject. If we denote by M the moduli space
of smooth curves, it is known that its tangent space at a point X is the first cohomology group
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HY(X, Der(Ox, Ox)). If we add a formal parameter z at a marked point 2 € X and denote
the corresponding moduli space by M, then we have ([33]]):

T(x,0,:) M™ = limH' (X, Der(Ox, Ox (—mx)))

m

If we think of M as a subscheme of the infinite Grassmannian Gr(k((z))) (whose tangent
space at a point A is isomorphic to Homy (A, k((2))/A)) then ([32] Prop.4.2]):

T(x,0,2) M™ = Derp (A, k((2))/A4) -

Theorem 4.11 of [34] shows that the group G of k-algebra automorphisms of k((z)) locally
generates M, in the sense that it acts on M and the orbit map is surjective at the level of
tangent spaces.

It is also know that the tangent space at a rational point £ of the moduli Ux of vector
bundles over a smooth curve X is isomorphic to H! (X,Endx E). In this case, when adding
formal trivialization data we get:

T(pe)US = limH' (X, Endx E(—mxz)).

Thinking of US° as a subscheme of Gr(k((2))™), one has:

(see Proposition|6.11). Theorem states that the action of Gly((.))(V') on Gr(V') induces
an action on U which is locally transitive, that is, Gly((.)) (V') is the local generator for
Us.

If one wants to allow both data to vary, curve X and vector bundle E, is not hard to see
that (see Theorem|[6.12):

Tx,pyU = H'(X, Dy (E, E)),

where U denotes the moduli of curves and vector bundles and we write D3 / o (E, E) for the
scalar differential operators of order one. Recall that there exists an exact sequence:

0 — Endx E — D (B, E) — Derp(Ox,0x) — 0.

(See also [48]] and [4] for another aproach in the case of line bundles). Denoting by ¢/ for
the moduli space of curves and vector bundles with formal trivialization data, we show that,
at a rational point £ = (X, z, z, F, ¢), the tangent space is:

Te U™ = limH'(X, Dy 1. (E, E(-mx)))

In terms of the infinite Grassmannian we have (see Proposition [6.17):
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(where Ay denotes the stabilizer algebra of W in k((2))) and the exact sequence:
0 — Homa (W, V/W) — D}y (W, V/W) — Dery,(Aw, k((2))/Aw) —
is the analogue, in terms of the Grassmannian, to the exact sequence:
0— T(gpUS — TeU® — T(x4.) M* — 0.

The group that locally generates this moduli is the group SGl(,))(V) of semilinear auto-
morphisms of V' = k((z))"™ (see Theorem |6.14)) and we can deduce a diagram:

0 0 0

0——=H(X — p,Endx E) — Lie Gly((2)) (V) —— TUF ——0

0——=HY(X —p D!

X/k(E)) —— Lie Sle((z))(V) — TUYU® ——=0

0 — H%(X — p,Der(Ox))

Lie G

TM>® ——0

0 0 0

In particular, for the case of line bundles we recover some of the results given in [4]] and [32].

Let us now denote Cov for the moduli space of finite, separable coverings 7: ¥ — X
between integral, smooth and projective curves. We define the m-equivariant derivations,
Dery(Oy, Oy)T™, as those derivations from Oy to Oy compatible with the map 7: Ox —
7.Oy, that is, derivations ¥ € Dery(Oy, Oy ) for which there exists 6% € Dery(Ox, Ox)
making the following diagram commutative:

Oy%(’)y

oo

In the same way, we can define Tr-equivariant derivations Dery (Oy, Oy) , Where:
Tr: 7.0y — Ox
is the trace map of Oy as a finite O x-algebra. One can show that (see Proposition [6.21):

Dery(Oy, Oy)™ = Dery,(Oy, Oy) ™
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Let (X,Y, ) be a rational point of Cov, the main result for this space is the following (see

Proposition [6.22):
T (x.v.m) Cov = H'(X,Derj,(Oy, Oy)") @ H’(X, Der,(Ox, Oy)).
Moreover, when the genus gx of X is bigger than 1, the space:
HY(X, Dery(Ox, Oy))

(which measures the first order infinitesimal deformations of the map =) is zero, so the tan-
gent space is only H' (X, Dery(Oy, Oy)™). We also include similar results for the case on
which the base curve X is fixed.

Let us write Cov;° for the moduli of pointed coverings with formal extra data (see section
D.5) and let ) be a rational point. For gx > 1 one has the following isomorphisms of k-
vector spaces:

Ty Covy” = lim H! (X, Dery(Oy, Oy (—mg))™)
m

It can be shown that the group Gy, is the local generator for this moduli space (see Theorem

In order to reformulate the tangent space in terms of the relative Grassmannian Gr(V,47v),
let us recall that we have an isomorphism:

Gr(Vymvy = Gr(V) x Ay,

so that, any rational point B of Gr(V“"") can be thought of as a couple (B, p(T)) in
Gr(Vy,p) x A,. Thus, the tangent space at B of gr(Vﬂ“m”) is given by Theoremm

Ty Gr(V,™") 2% Homy(By, Vap/Bp) & Tper) An-

Remember also that we have a map C': Cov;® — A, sending ) to p(T') (see section
. Then, the tangent space of Cov,” can be described in terms of the tangent space of
Gr(V,“"") by the isomorphism:

Ty Covy® =% Dery(By, Vap/Bp) ™ & Tp(ry Im(C).

For the case of Pic,, the moduli space of line bundles over coverings as before (with
gx > 1), we only have to glue the results for Cov and the ones for I/ in order obtain the
following isomorphism of k-vector espaces (see Proposition [6.36):

T(x,vr,0) Picn = H' (Y, Dy (L, L)T).
Adding formal trivialization data changes the result as follows:

Tp Picy = lim H' (Y, Dy 1. (L, L(—my))") .
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7Z
[6.39), and in terms of the tangent space of the relative Grassmannian, the tangent space of
Picy, is given by Theorem [6.41}

Ty, Pici? * Dy 1 (Wp, Vap/Wp) ™ @ Ty Im(D)

In this case the group that plays the role of local generator is SHeisZ( ) (see Theorem

where D: Picy® — A, is the map that sends a point ), of Pic)° to the polynomial p(T")
which defines the local structure of the covering. ;

Let us finish saying few words about the tangent space of the moduli space of Higgs pairs
Higgsx. Let (E, @) be a rational point, it is know that:

T(5,p) Higgsx = H'([ ,¢])

where [ ,¢]: Endx E — Endx E @ wy is the complex defined by:

[oelm) ==, el =@ 1) op—pon.

Nevertheless, we are going to use another interpretation for this tangent space, the one given
in [29]:
T(g,p) Higgsx = H'(Xy, Ox,) @ Tanp) M,

where X, refers to the spectral curve associated to (E,¢), H = @7 H)(X,wY') is the
Hitchin base and ch(y) are the characteristic coefficients of the Higgs field ¢. Moreover,
since H is an affine space one has Ty, () H = H.

Let Higgss be the moduli space of Higgs pairs with formal extra data (see section
and let £ be a rational point. Bearing in mind the result above, and the fact that we have a
formal analogue Ho. : Higgss — A to the Hitchin map, it is not hard to figure out that:

Te Higgs¥ = limH'(Xy, Ox, (—m)) & H

m

(note that the image of Ho is H).
In terms of the tangent space of the relative Grassmannian this results takes the form:

Te Higgsk = Homp, (Wp,Vp/Wp) ®H.

D.7. Equations of the moduli of Higgs pairs.

This section provides concrete equations describing HiggsS in terms of Baker-Akhiezer
functions and, for the subscheme of HiggsS on which the spectral cover is totally ramified,
the equations are explicitly computed in terms of the characteristic coefficients of the Higgs
field.

Let p(T") € A be a rational point and let us denote:

Vo = k((2)[T]/p(T) V" = K[[]][T]/p(T) .
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From now on, let us assume that V), is a separable k((z))-algebra with the following decom-
position:
Vp =2 Vix--xV,,

where V; = k((2))[T3]/T;" — zui(T3), m1 + -+ + n, = n and u;(T;) are invertible in
E[[T;]]- In addition, k((7})) can be endowed with a k((z))-dlgebra structure by sending z to
T uy (T;)~!. Consequently one obtains an isomorphism:

k(1) = Vi = k() [T/ T} — 2u(Ty)

This assumption is motivated by the following geometric fact:

Proposition D.18. (Proposition Let us consider a rational point (E, ¢, ¢) in HiggsS,
andletm: X, — X be the associated spectral cover. Let us assume that 71 (z) = >0_, ny;,
where Z; n; = nand y; # y; for all ¢ # j. We then have:

Oxpni(w) = (RINT/TP — zur(Th)) x - x (K[[A)[T)/TP — 2un(T3))
where u;(T;) € k[[2]][T3].
Let us consider the fibration of infinite Grassmannians:
Gr(k((2))") x A — A

and let p(T") be a rational point of A. The fiber at p(7") € A is Gr(V},).
Let us now consider the natural action of Iy, in Gr(V},):

p: Ty, x Gr(Vy) — Gr(V;)
(ghW) — Je * W,

(where Ty, is the connected component at the origin of the formal scheme of invertible
elements in V,, see Section|D.1) and let us define the Poincaré sheaf on I'y;, x Gr(V},) by:

P := p* Dety, .

For each rational point W € Gr(V},), one has an invertible sheaf on Iy :

Lr(W) :=Ppry, <{w}
and a natural homomorphism:
HO(Dy, x Gr(Vp), P) — HO(Ty, x {W}, L (W)). (D.7.1)

Definition D.19. We use the term 7-section of a point W, Ty, to refer to the image of p* 2
under the morphism lb , where 2, is the canonical global section of Dety, of Definition
3.14 in [3].
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Note that 7y is not a true function over I'y, x {W}, because L-(W) is in general
nontrivial. The algebraic analogue of the tau function defined by Sato-Sato ([40]) and Segal-
Wilson ([42]) is obtained by restricting £, (W) to the formal subgroup Iy =J (Xv) C
T'y,.

Let us define £, (W) := ZT(W)W « fwy> Which is trivial over I'y, x {IW}. Indeed a
trivialization of £, (') can be given by z';he global section:
00(ge) = ge - pw

where pyy is a non-zero element in the fiber of £, (1) over the point (1, W) € I'y, x W.
The 7-function is defined as the trivialization of the restriction of Ty to Ty,.

Definition D.20. The 7-function of the point W, 1yy, is the function:
TwEOp 0 0 = (Y, & eR{{t,. 1)
w 1"— cee 17y

defined by:

rwl(ge) = Tw(ge) _ 12 (ge) _ 24(ge-W)
WiJe ao(g.) UO(Q.) Je - PW

e -
for g — 17y exp(5, 1 T ) e T(Xy) > Iy .

Remark D.21. In particular, over the formal base curve X = Spfk[[z]] the 7 function of a
point Q € Gr(k((2))) is the function in 7 (X) = I'™ =% Spf k{{¢t,... }} defined by ([3]):

rolg) = 1249 _ ) _ (oW
oo(9)  oo(9) gow

where g = exp(}_ ;54 zj) eJ(X)>»T .

Let us now consider the composition:

B: Xy x Ty, x Gr(V,) “Z Ty x Ty x Gr(V,) ™1y x Gr(V)

where ¢ : X v — L'y, is the Abel morphism of degree one (with values in I‘(/p = J ()A( v) C
I'v,) and m is the group law in I'y, . Given a point W € Gr(V}), let us denote by By the
restriction of 3 to Xy x Iy, x {W}.

Definition D.22. The BA-section of W € Gr(V},) is ¢y := v~ - B, (Fw'), where:
By HOTy, x (W}, L(W)) — HY(Xy x Ty, x {W}, By L (W)
is the morphism induced by B;V That is, let us choose it in such a way that:

o _ 1
¢W|x§;>xrvp =v o,
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where 2/ is the origin of Xy; and v=1 is v; ! in the component Xv; .

The BA-function of a point W € Gr(V},) is defined by the following formula:

17w (ge - 91(T%))

¢W(Toago) =v Tw(g.)

i

where Ty = (T4,...,T,) and go € F(/p.

In order to give an explicit expression of this function, we identify the formal Jacobian
J(Xy) with A7 (via the exponential isomorphism) and we use the Abel morphism (see
[3D):

Xv 2 I(Xv),
which sends T} to the point in J (X v ) with coordinates:
T? T3
[T;] == ((o,...),...,(3,71,?ﬂ,...),...,(o,...)).

It is clear that we have an addition map:

Xy x J(Xy) = JT(Xv)
(T.yt.) — te + [To]

where Ty = (T1,...,T;), te = (M, ..., ¢()) and t, + [T.] denotes the point in J(Xy)
with coordinates (. . . ,tl(-j) + g, Sl
Remark D.23. (Remark[7.6) If Q2 € Gr(k((z))), its BA-function is ([3[33]):
t; Tt + |z
¢Q(z’t) = exp(_z J ) . (M) .

= 2 Ta(t)

Remark D.24. For the case of points in Gr(k((z))), the Tau-function of a point Q € Gr(k((z)))
generates the subspace € ([33]]). Nevertheless, this is no longer true for a point W € Gr(V},).
In order to solve this problem, the following definition is used in [31] and [26].

Let us recall the decomposition V}, = V; X -+ x V..

Definition D.25. (Definition The u-th BA-function of a point W € Gr(V),) is the func-
tion:

1w (te + [T) (€ (te+ [T))
uw (Teste) = (Eu —N 0y N e T SN Ly Wt Ty
Vuw (To, ta) = (€ur exp( §T1]> —re Eur exp( ;Tz) VR
where:
w1 <u<lr.

» Wy :=(1,...,Ty,...., T ... 1) - W,
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w te+ [T,] := (tV), ... t®) 4 [T,),...,tM).
w yiis—1iféi >wand 1ifi < w.
Theorem D.7.1. ([31]],Theorem 3.6). Let us take W & GrO(Vp). We thus have:

Yuw(Te,te) = (1,..., Ty, 1) - Z (@Z)Z}W(Tl)a . ’¢UW( )i (te)
i>0
where:
(W5 (1), 0 (T) 1§ > 0,1 < u < n}
is a basis for W and p,,; w (te) are functions in ,.

Remark D.26. Let us recall that the superindex 0 of Gro(V},) tells us that we are taking the
connected component of the Grassmannian on which the index function of W takes the value
0 (see Definition 3.3 of [3l]).

To study the m-connected component (m > 0), Gr"(V},), minor technical details are
needed. In this case we have the following result.

Theorem D.7.2. ([31, Theorem 3.7]). If W € Gr™(V},) we have:
Pt (Tt) = 05 (L To 1) 3 R, T ) 0),
>0
where
(U@, ... ST)) i > 0,1 <u <t

is a basis for W and p,,; v (te) are functions in t,.
In particular, an element of V), lies in W if and only if it can be expressed as a linear
combination of:

¢1,W(T07 t0)7 C) ¢T,W(Toa t')
for certain values of the parameters t,.
Remark D.27. If Q € Gr®(k((z))), then ([33]):

valzt) = 2173 w8 pi(t) |

>0

where {wg) (2)}i is a basis for 2 and p;(t) are functions in ¢. In particular, if € is the point
defined by the canonical line bundle wx, then s = g — 1, where g is the genus of X. If we
denote 27! as the point defined by w)_(l, then s = 1 — 3g.

Since V), is a finite separable k((z))-algebra, it carries the metric of the trace:
Tr: Vp x Vp = k((2)),
which is non-degenerate. Therefore, V), can be endowed with the non-degenerate pairing:

To: VpxV, —k
(a,b) — Res,=o(Tr(a,b))dz.
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The pairing T2 induces an isomorphism of k-schemes:

R: Gr(Vp) — Gr(V))
Wi— W,

where W is written for the orthogonal of W w.r.t. Ts (see [31, Lemma 3.8])

Definition D.28. The u-th Baker-Akhiezer function of a point W € Gr(V},) is

¢Z,W(Tn te) == zzz)u,WJ- (Te, —ts)

Vuw (Lo, te) =

1 T (—te + [T1]) 5" 7w, (e + T1)
= (bu exp(g T—lj) Py R exp(g ng) P )=
_ 89 1w, (t = [T1]) 1" 1w, (te — T,)
= (bu exp(; 7 )T(t.)’ Y . exp(; Tfj)m—(t.)) :

Theorem D.7.3. Let us take W € Gr™(V},). We have:

Viw(Tote) = v, (L T 1) S0 (05 (@), 050 (1)) s ()

i>0

where:
*(%,1 *(4,r .
{Wﬁfgmuw%&%ﬂ»u>u1gugﬂ

is a basis for W+ and P w (te) are functions in t,.
In particular, an element of V), lies in WL if and only if it can be expressed as a linear
combination of:

¢T,W(TO> t.)) sy w:,W(TM t')

for certain values of the parameters t,.

Let us define now the product of two BA-functions. Let us take 2 € Gr(k((z))) and
W e Gr(V},). Let us consider its BA-functions ¢q(z, t) and wW(T., te) respectively.
The graph, XV — XV x X, of the morphism 7 : XV — X induces a map:

f:)?vxl“‘_,pxF*H()?VxF‘_/p)x()A(xF’).

Definition D.29. The product of the BA-functions of 2 € Gr(k((z))) and W € Gr(V},) is
defined by:

Y (Te, te) * (2, 1) = f*(Yw (Te, te) @ Ya(z,1))

The product of 1q(z,t) by the u-th BA-function of W, 1, w (T, ts), can be defined in
similar way.
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Proposition D.30. Let W € Gr(V},) and let 2 € Gr(k((z))) be such that W - Q € Gr(V},).
We thus have that:

{a(z,t) * 1w (Te,te), ..., Ya(z,t) x Yrw(Te, te)}

is a generating system for 2 - W.

Recall that Theorem says that a rational point (W, p(T")) of U x A lies on the
image of:

Higgsk — UT x A

if and only if T'(W) C W -, where 2 € Gr(k((2))) is the point defined by the canonical
line bundle wx, and 7" is the multiplication by 7" in V},. Bearing in mind the decomposition
Vp & Vi x -+ x V,, the image of T"is Ty = (71, ..., T}). Therefore, if we think of 7" as an
operator in V), it is easy to see that 7" is self-adjoint w.r.t. the pairing T, that is:

To(T - v,0") = Ta(v,T-v")  Yo,0' €V,.

So that we get the equations describing Higgs5:

Theorem D.7.4. (Theorem|[7.20) Let (W, p(T')) € USE x A be arational point, Q € Gr9~'(k((2))),
and let us assume that W € Gr™(V},) (with m # 5(r — n)).
(W, p(T')) lies in the image of Higgs§ — U x A if and only if:

Vr—n—m - Te- w;W(Toa to) U * YPo-1 (Z, t) . wv,w(T., t.)

T
2( (1,....Tu,....,1) ' 29.(1,....T,,...1)

)=0

forall 1 <wu,v <.

In order to compute explicit equations for the subscheme Higgss (n) of Higgss on
which the spectral cover : X, — X is totally ramified at z (7~ (z) = ny), BA-functions
will be thought of as mere functions on V); that is, as polynomials on 7" with coefficients in
k((z)). In this way, we set:

n—1
Ui (2,T) =Y Uwi(2)T',  Ww(2) € k((2))
=0

n—1
Uiy (2,T) =Y iy ()T°, Wiyi(2) € k((2)).-
i=0
Let (E, ¢, ¢) be a rational point of HiggsS and let:

pe(T)=T" —a;T" '+ + (=1)"a, € A
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be its formal characteristic polynomial (which now is irreducible). Newton-Girard identities
(see Section 1.2 of [23]]) express Tr(77) in terms of a; = Tr(A'T) as follows:

al 1 .
2a0 a1 1 0

3a3 as al 1 0

Tr(TY) = €k((z), Vj=>0 (D.7.2)

al 1
kaj aj—1 Qj—2 - : ai

where a; = 0 for j > n.

Let us now consider the the subscheme Higgs (n) of HiggsS for which the spectral
cover m: X, — X is totally ramified at x (7~Y(z) = ny). The equations are given by the
following:

Theorem D.7.5. (Theorem [7.21)) Let (W, p(T')) be a rational point of Y x A. Therefore,
(W,p(T)) lies on the image of Higgs¥ (n) — U x A if and only if p(T) is irreducible
and:

2n—2 dz

S Y Reseo (Wiy(2) o (2) Wiy (2) (T 1) 52 =0,

L z39
k=0 i+j=k

where Tr(T*~!) can be expressed in terms of the coefficients of p(T) by the equation

D.8. Conclusions.

The aims of this work have been, firstly, to study in depth Hitchin’s question mentioned
in the introduction, complementing the results of [23][12]], and to look for another integrable
system that behaves analogously as the Hitchin system does; secondly, to describe group
schemes that locally generate moduli spaces. This second aim has interest not only on it’s
own nature, but also because it can be framed into the Bosonic String Theory (as mentioned
in [34]]), can be useful to compute the cohomology of standard moduli spaces (that is, without
formal trivialization data), as noted in [4], and also allows us to think of the moduli spaces
as quotient stacks of these groups, what can be seized, for example, to prove certain “strange
dualities” of the Physics.

The general tactic we have chosen to proceed, consists of making use of the scheme
structure of the Sato Grassmannian to embed on it (thanks to the Krichever morphism) mo-
duli spaces, and to endow them with a scheme structure. One of the main advantages of
the Krichever morphism is, that it allows to codify complicated moduli spaces into certainly
easy algebraic conditions, that characterize them inside a Sato Grassmannian and show the
existence of fine moduli spaces (as the moduli space of vector bundles) without imposing
the stability conditions of the Geometric Invariant Theory of Mumford. Moreover, this is as
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useful as effective for the two applications we have chosen to work with: to compute tangent
spaces and to give explicit KP-type equations.
We have obtained the following results:

1.

To give a Krichever morphism for the moduli ¢/*° of curves and vector bundles with
formal trivialization data (without admitting local monodromy around the marked
point and complementing the results of Mulase, [28]]) and endow this moduli space
with a scheme structure. We obtain a Mulase-like characterization of the image of the
Krichever map only in terms of the point in the infinite Grassmannian defined by the
vector bundle.

To compute the tangent space of /> and to find out a group scheme that locally ge-
nerates the moduli. This new group scheme is the group of semilinear automorphisms
of a field of Laurent series, and its Lie algebra is an algebra of differential operators.
We generalize in this fashion some of the results given in [4] and [32], where the case
of line bundles is treated.

. To characterize the image of the Krichever map for the moduli space HiggsS of Higgs

pairs over a smooth curve X with formal trivialization data and to present this moduli
as a subscheme of an infinite Grassmannian. The infinite Grassmannian we have nee-
ded to define the Krichever map is a fibration of infinite Grassmannians, Gr, over the
affine space A whose points are thought of as monic polynomials with coefficients
in k[[z]]. This affine space A is nothing but a formal analogue of the so called Hit-
chin base. We prove that Higgs< is representable, that the Krichever map is injective
and we also characterize its image. This allows us to prove moreover that HiggsS is
representable by a closed subscheme of U/ x A.

To characterize the image of the Krichever map for the moduli Cov™ of finite cove-
rings between pointed curves and the moduli Pic*> of line bundles over that coverings
(always with formal trivialization data). The main difference between these moduli
spaces and the ones treated in [32, 31] lies on the fact that we do not impose any
compatibility among the formal trivializations, so that, we can recover those cases as
particular ones. Using similar techniques to that of [32} [31]], these moduli spaces can
be endowed with a scheme structure inside the relative Grassmannian Gr.

To find out an integrable system with similar behavior to that of Hitchin. If we fix the
base curve X and restrict ourselves to the subset @ C A of algebraic functions, the
construction of Pic> implies the existence of a scheme Picy — O parametrizing
Picard schemes of all finite algebraic coverings of X, that is to say, the existence of an
integrable system with analogue properties to those of the Hitchin system. Moreover,
it turns out that Pics is a subscheme of U5’ and one has a surjection Pic§ — Ux
(where we write Ux to denote the stack of vector bundles over X)), thus, we find
here a relationship with the Hitchin Abelianization Program. It is worth to mention
that HiggsS is a subscheme of PicS. We expect that these results will allow us to
provide a new construction of the spectral curves in the sense of [7].



APENDICE D. QUICK OVERVIEW OF THE WORK. 183

6. To compute tangent spaces to Cov™ y Pic™ and to find out group schemes that loca-
lly generate them. These group schemes are, in the first case, a generalization of the
Virasoro group studied in [34} [31] (it is a group of automorphisms of a field of Lau-
rent series), and in the second one, a group of semilinear automorphisms whose Lie
algebra is an algebra of differential operators, which can be obtained as an extension
of the Heisenberg algebra studied in [1]].

7. To compute hierarchies of differential equations describing the moduli space of Higgs
pairs, Higgss . This hierarchies are equivalent to the algebraic equations of Higgss
as a subscheme of the Grassmannian. For this purpose, the key ingredients are, on one
side the characterization of the image of the Krichever map (explained in 3), and, on
the other side, the fact that we have been able to reformulate in our context the for-
mal geometry described in [3] and [31], what have allowed us to give the equations
in terms of Baker-Akhiezer functions. This also offers a complementary aproach to
that of [23]] (non ramified spectral cover) to explicitely compute the equations. Moreo-
ver, for the subscheme of HiggsS on which the spectral cover is totally ramified at
the marked point, we give the equations just in terms of the characteristic coefficients
of the Higgs field. We also hope that these techniques allow us to study the very re-
cent and interesting results of Mulase and Hodge, contained in [29]], which relates the
theory of KP-type equations with Mirror Symmetry and Langlands duality.
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