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Resumen

El trabajo se sitia en la teoria del Diseno Optimo de Experimentos. Esta
disciplina trata de realizar la mejor eleccién posible de los observables en
los que se basarda un experimento para obtener informacion acerca de un
objeto; por ejemplo los mejores puntos sobre los que tomar observaciones
para estimar los pardmetros de un modelo de regresion. En los primeros
capitulos se hace una revision de conceptos basicos estadisticos y de esta
teoria. Se introducen los principales criterios de optimizacion, que son los
que permiten juzgar la bondad de un diseno. Muy importante es el Teorema
de Equivalencia para comprobar cuando un diseno es 6ptimo respecto de un
criterio o cuando distintos criterios son equivalentes. Se presentan asimismo
los principales algoritmos para la obtencion del diseno 6ptimo.

Todos estos conceptos y herramientas seran utilizadas posteriormente, en
el momento de la definicién de una nueva familia de criterios de optimizacién,
los Criterios Caracteristicos. Estan basados en los coeficientes del polinomio
caracteristico de la matriz de informacién, matriz que caracteriza a cada
diseno. Por tanto, la nueva familia de criterios incluye algunos de los mas
conocidos y utilizados: D-y A-optimizacién, que son esencialmente el deter-
minante y la traza de la inversa de la matriz. Se estudian profundamente
las funciones que daran lugar a estos criterios, obteniendo algunas propieda-
des destacables. Para los propios criterios se demuestran ademas ciertas de
las cualidades més deseables: decrecimiento, convexidad y diferenciabilidad.
Esta ultima se completa con la obtencion explicita de su gradiente, el cual
permitira la aplicacion de los algoritmos generales para la busqueda de los
6ptimos caracteristicos. Esto se realiza en el ultimo capitulo para diferentes
modelos, todos ellos ampliamente conocidos y utilizados en la practica. Para
el modelo polinémico en particular se propone un nuevo método de calculo
aproximado de 6ptimos caracteristicos. Tanto los disenos calculados por este
procedimiento como los obtenidos por los métodos algoritmicos son compara-
dos sobre todo con los A- y D-6ptimos. Resulta asi que los 6ptimos para los
nuevos criterios intermedios aparecen como una buena alternativa con que
acercarse a la vez a varios de los objetivos tradicionales que persigue un buen
diseno.

Para todos los cdlculos ha sido necesaria la realizacion de un programa
de ordenador, implementado con el programa Mathematica, cuyas carac-
teristicas principales se describen en el Apéndice.



Es de destacar ademés la generalizacion de los nuevos criterios a una
familia mayor que comprende ademas otro de los grupos mas conocidos, los
criterios ®,. Finalmente hay que mencionar las interpretaciones geométrica
y estadistica para los nuevos criterios, cuyos éptimos ofrecen una forma de
minimizar las regiones de confianza de las estimaciones de subconjuntos de
parametros.



Summarize

The present work is set in the Optimal Experimental Designs theory. This
is a statistics branch that tries to make the best election of the observable
points. These are the ones in which an experiment is based on in order to
get information about certain object. The Optimal Experimental Designs
theory for instance looks for the best points to take observations in order to
estimate the parameters of a regression model.

In the first chapters a revision of the basic statistical concepts an the
theory is made. The main optimality criteria, allowing us to measure the
goodness of a given design, are introduced. The Equivalence Theorem is
also seen, to check when a design is optimal respect to a criterion and when
different criteria are equivalent. The more known algorithms for obtaining
optimal designs are revised as well.

The main objective is to define a new family of optimality criteria, called
the Characteristic Criteria. In this subject a matrix is associated to each de-
sign, the information matrix of the design. And the new criteria are based on
the characteristic polynomial of this matrix. Thus, the new family includes
some of the most known and used criteria: D- and A-optimality, essentially
the determinant and the trace of the inverse of the information matrix. The
functions that are used to define these new criteria are deeply studied, ob-
taining some relevant results. For these criteria some of the most important
properties are proved, e.g. that they are decreasing for the loewner ordering
and convex. The differentiability is seen as well and the gradient computed,
what allow us to apply the general algorithms for searching optimal charac-
teristic designs.

The last chapter is due to this activity, obtaining optimal characteristic
designs for different known and widely used models. For the polynomial
model is developed a new method for obtaining approximated support points
for characteristic optimal designs.

All the designs computed are compared with the popular A- and D-
optimal designs. The new ones seem to be a good alternative when we look
for several of the desirable objectives that are aimed in a design.

A computer implementation has been made in order to carry out all the
calculus. It has been developed with the program Mathematica, and its basic
structure in shown in the Appendix.



Finally it is worthwhile to note that the new criteria have been generalized
to a biparametric set of optimality criteria that includes also the known
family of ®, criteria. The geometric and statistical meaning of the optimal
characteristic designs are studied as well. They provide a way to minimize
the confidence regions for the joined estimation of subsets of parameters.
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Introduccion

En la mayor parte de las disciplinas, tras un estudio detallado de un cierto
tema, se intenta generalizar las conclusiones obtenidas, y en muchos casos
esto pasa por la formulacién de un modelo matematico que refleje adecuada-
mente estos resultados. Esta formula envolvera las variables objeto de estudio
con parametros que sirven de “enlace” entre ellas para expresar el resultado
final. En un principio estos parametros son desconocidos, pero se puede in-
tentar extraer informacion sobre ellos a partir de la observacion de una serie
de pruebas, esto es, mediante la realizacién de un experimento. Podriamos
definir experimento cientifico como un conjunto, mas o menos complejo, de
actividades realizadas con el fin de alcanzar un conocimiento profundo acerca
de un objeto.

Un experimento, pues, se lleva a cabo con el objeto de extraer conclusiones
generales a partir de la observacién de un nimero limitado de casos, es decir,
a partir de una muestra. Interesa que los casos analizados proporcionen
una informacion suficiente y representativa acerca de toda la poblacién. A
primera vista se aprecia que dicha fiabilidad crece con el aumento de casos
observados, y es cierto, pero en la practica dicho niimero estara limitado por
factores econémicos, temporales, de falta de recursos, etc.

De lo dicho anteriormente se desprende la necesidad de optimizar los
resultados finales empleando para ello la menor cantidad posible de obser-
vaciones experimentales. El disenio éptimo de experimentos, como su propio
nombre indica tratara de disenar un experimento de forma que se alcance la
inferencia estadistica mas precisa posible con el minimo coste.

El presente trabajo se basa en esta teoria. El primer capitulo aborda una
revision general de los modelos lineales, en los que se basa fundamentalmente
la teoria del Diseno Optimo de Experimentos. Se introduce la notacién que
serd seguida a lo largo de toda la exposicion y ciertas nociones y métodos
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generales de estimacion estadistica y regresién. Se presentan los modelos
lineales mas utilizados, incluyendo los modelos de ANOVA. Al final hay una
breve referencia a los modelos no lineales, cuyo tratamiento es, como puede
apreciarse, mucho mas complicado.

El siguiente capitulo se centra en el tema del diseno 6ptimo de experi-
mentos, teoria general en la que estd basado todo el conjunto. La primera
parte incluye una breve introduccién histérica asi como una descripcién de
los principales conceptos y etapas relativos al disefio éptimo. Se introducen
los conceptos de diseno exacto y aproximado que seran utilizados en los si-
guientes capitulos y se especifican los objetivos generales en la biisqueda del
diseno éptimo. A partir de entonces se inicia la definicién de los principales
criterios de optimizacion conocidos y utilizados, asi como su interpretacién
estadistica y principales propiedades y relaciones entre ellos. El Teorema de
Equivalencia, uno de los principales pilares de toda la teoria, identifica los
disefios Optimos aproximados respecto de diferentes criterios. Proporciona
un instrumento inestimable para la comprobacién de la optimalidad de un
diseno. No requiere el uso de criterios diferenciables y facilita algoritmos de
construccion de disenos 6ptimos. En muchos casos ofrece un método rapido
de cédlculo de un 6ptimo cuando se tienen fundadas sospechas sobre la forma
del diseno 6ptimo. La ultima seccién expone las criticas principales realizadas
sobre estos procedimientos, asi como una defensa razonada de las mismas.

El Capitulo 3 presenta una relaciéon de los principales algoritmos exis-
tentes en la literatura para el calculo explicito del diseno éptimo respecto de
funciones criterio generales y particulares. Entre ellos destaca el de Fedorov-
Wynn para funciones criterio convexas, que sera utilizado en capitulos pos-
teriores. Se incluyen ademads algunos algoritmos originales del autor para la
busqueda del éptimo cuando el conjunto soporte es discreto.

Los algoritmos buscaran el 6ptimo a partir de uno o varios disenos ini-
ciales, modificaAndolos en cada etapa en la direccién adecuada. Surge entonces
el problema de la eleccién de estos disenos iniciales y también de los que han
de ir incorporandose en cada paso. Parece conveniente definir un orden en
el conjunto de todos los disenos que nos permita escoger los mas adecuados.
Cada diseno tiene asociada una matriz simétrica semidefinido positiva cuya
inversa es proporcional a la matriz de covarianzas de los estimadores de los
parametros. Un buen diseno, por tanto, buscara “minimizar” de alguna man-
era esta matriz. Esta idea provoco la necesidad del desarrollo del siguiente
capitulo, en el que se estudia la ordenacion de los disenos a través de sus ma-
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trices de informacién. Es el momento de presentar una serie de propiedades
novedosas, basadas principalmente en el orden de Loewner de las matrices
semidefinido positivas. Se estudian principalmente dos relaciones de orden.
La investigacion se centra sobre todo en los disenos unipuntuales y sus com-
binaciones convexas porque se identifican naturalmente con los puntos que
han de ser incorporados en cada paso de los algoritmos.

Seguidamente, en el Capitulo 5 se aborda la tarea de la creacién de nuevos
criterios basados en los coeficientes del polinomio caracteristico de una ma-
triz. Esto provocard la generalizacién de algunos de los criterios mas cono-
cidos y utilizados hasta el momento, como son A- y D-optimizacion. Estos
criterios se pueden obtener tomando el valor absoluto de los coeficientes del
polinomio caracteristico de la inversa de la matriz de informaciéon. Como
se vera, es posible modificar esta definicion inicial con el fin de buscar pro-
piedades deseables, como la homogeneidad, o incluso para crear una familia
general de criterios que incluya a la conocida ®,. Sin embargo, la primera
forma serd la mas utilizada debido a su sencillez. El capitulo introduce por
tanto una teoria consistente y original debido a lo novedoso del tema. Prime-
ramente se abordaran las definiciones, notacién y propiedades generales, para
después concentrarse en casos mas especificos. Se prestard especial atencién
al criterio originado por el segundo coeficiente, por ser el mds sencillo de los
nuevos. Este capitulo es la parte central del volumen, y la que dara lugar a
la serie de aplicaciones précticas que aparecen en el Capitulo 7.

En éste se calculan explicitamente los disenos éptimos respecto de los
nuevos criterios para distintos modelos, mediante el desarrollo e implemen-
taciéon de un programa informdatico. Se estudia especialmente el modelo
polinémico debido a su popularidad y utilidad, aunque se trabaja breve-
mente sobre otros, lineales y no lineales. Esto nos permitird presentar una
comparacion objetiva de nuestros criterios con los ya existentes para los mo-
delos mas habituales, mediante el calculo de las eficiencias de los disenos
obtenidos. Se presenta a su vez un procedimiento original para el calculo
de los 6ptimos aproximados respecto de los nuevos criterios para el modelo
polinémico. Este método, como puede comprobarse a tenor de los resulta-
dos obtenidos, proporciona unos disenos altamente eficientes. Se muestran
ademads tablas en las que se comparan los disenos asi construidos con otros
conocidos que utilizan también soportes aproximados.

El dltimo capitulo recoge las conclusiones, en las que se enumeran las
aportaciones originales que incorpora este trabajo.



INTRODUCCION 4

El Apéndice A contiene una descripcion elemental del programa utilizado
para el calculo de los 6ptimos caracteristicos definidos en el Capitulo 5, que
ha sido implementado con el programa Mathematica. Con el fin de evitar
la aparicién de multiples paginas de engorrosos listados se describen some-
ramente las principales funciones que incorpora el programa, generales y
particulares, sin entrar en detalles de programacion.

Al final aparece la bibliografia. Ademads de las obras citadas a lo largo
del volumen se incluyen otras de propdsito general sobre el Diseno Optimo,
asi como referencias obligadas que han marcado hito en la historia de esta
materia.



Capitulo 1

Modelos Lineales

La Estadistica actual es la unién del Calculo de Probabilidades, disciplina
surgida con el fin de estudiar los juegos de azar, y de la Estadistica propia-
mente dicha, la ciencia de la descripcién de datos. Actia como puente entre
los modelos matematicos y los fenémenos reales, analizando las diferencias
que proporcionan los datos experimentales con los tedricos que se supondrian
a partir del modelo. Es la base matematica ultima en la que fundamentar
los resultados finales que obtienen las ciencias experimentales (quimica, so-
ciologia, medicina,...), y como tal su importancia no ha dejado de crecer
paulatinamente, hasta hacerse casi indispensable en la mayoria de las disci-
plinas actuales.

Mediante el experimento cientifico obtenemos unas observaciones que nos
van a permitir ajustar un modelo a la realidad que es objeto de estudio. Dicho
modelo debe contener una descripcion del estado del objeto observado. En
principio consideraremos modelos lineales en los que se conoce de antemano
el conjunto de puntos observables, llamado espacio del diseno. Los estados de
la naturaleza seran las posibles realizaciones del modelo que representaran
a la realidad. Las observaciones hechas en los puntos que el diseno haya
seleccionado seran consideradas como variables aleatorias.

El Diseno Optimo de Experimentos estd intimamente ligado a los mo-
delos lineales, es decir, al analisis de la varianza, la regresién y el andlisis
de la covarianza. El objetivo es lograr la mejor estimacién posible de los
parametros desconocidos que aparecen en el modelo. Nuestro cometido sera
elegir adecuadamente los puntos sobre los que realizar la prueba para que
dichos estimadores tengan la menor varianza posible, tratando a la vez de
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minimizar las covarianzas. La manera en que se va a hacer esto se vera mas
adelante.

A continuacién desarrollaremos brevemente una serie de conceptos bésicos
y generales en estadistica, fundamentalmente con el objetivo de introducir
una notacion estandar que usaremos en todo este trabajo.

1.1 Nociones generales

El objetivo principal de la estadistica es intentar obtener conclusiones acerca
de diversos aspectos caracteristicos de la poblacion objeto de estudio, a partir
de la observacion de unos cuantos valores Y7,..., Yy de la misma extraidos
al azar, a los que se llama muestra. Las deducciones podran en general variar
ampliamente debido al hecho de que la muestra es aleatoria, y por tanto los
posibles intrumentos de decisiéon que construyamos a partir de ella nunca
tomaran valores determinados totalmente.

En muchos casos se posee una gran evidencia sobre la distribucion de
probabilidad de la poblacién (que es una representacién de la frecuencia
real con que la poblacién toma cada uno de los distintos valores que pueda
llegar a valer). Entonces reduciriamos el conocimiento de la poblacién sim-
plemente al de ciertos pardmetros que caracterizan a la misma (por ejem-
plo, su media y varianza) y que necesitamos para definir completamente su
funcién de distribucién. Estos se suelen denotar con letras griegas (media=y,
varianza=c?). Un problema de estadistica serd por tanto un problema en el
cual se han de analizar datos que han sido generados de acuerdo con una
distribucién de probabilidad desconocida, y en el que se debe realizar algin
tipo de inferencia acerca de tal distribucién (que podria ser especificarla to-
talmente), de sus propiedades, de su relacién con otras, etc. Cuando hay un
nimero suficiente de observaciones vamos a poder suponer en muchos casos
que la distribucién de los estadisticos que usemos es normal, o una de las que
se derivan de ella.

Los parametros que se intentan determinar son principalmente la media y
la varianza. Se denomina Esperanza o Media de una cierta variable aleatoria
X al promedio de los valores que puede tomar la variable. Esto es, la suma
(en el caso discreto) o integral (caso continuo) de los posibles valores x de la
variable multiplicados cada uno por la probabilidad o densidad de la variable
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en el punto x. Se denota pux = E[X]. La varianza de X seria la esperanza de
la funcion que mide las diferencias cuadraticas de cada uno de los valores de X
con su media, esto es E[(X — p)?]. Se suele denotar o%. La covarianza entre
dos variables X e Y se define como Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
y mide la relacion lineal existente entre las variables. Dado el hecho de que
ésta depende de las unidades de medida, se suele emplear el coeficiente de
correlacion lineal, definido como

En algunos problemas de estadistica se tiene cierto control sobre el lugar y
la proporciéon de datos experimentales que se van a recoger. Estos problemas,
en los que el experimentador puede elegir, al menos hasta cierto punto, el ex-
perimento concreto que se va a llevar a cabo, se llaman problemas de diseno
de experimentos. Por supuesto, el diseno de un experimento y el analisis es-
tadistico de los datos experimentales estan estrechamente relacionados: para
disenar adecuadamente un experimento conviene tener en cuenta el analisis
estadistico que se realizard con los datos que se van a obtener; y no se deberia
llevar a cabo un analisis estadistico de datos experimentales sin considerar el
tipo concreto de experimento del cual se obtienen los datos.

Centrémonos ahora en el tema de inferencia estadistica en el que se inten-
tara asignar un valor al pardmetro (o vector paramétrico) desconocido 0 que
deberd pertenecer a algiin espacio paramétrico €). Su estimacion dependerd
de la muestra observada, siendo una funcion de la misma. Cada uno de los
valores que puede tomar esta funcion seria una estimacion del parametro.

En muchos problemas, antes de observar la muestra Xi,..., X, el ex-
perimentador podra resumir su informaciéon y conocimientos previos acerca
de donde es probable que se encuentre el valor de 6 dentro del espacio
paramétrico €2, construyendo asi una distribucién de probabilidad para 6
en el conjunto 2. Esta distribuciéon se denomina distribucion inicial o a prio-
ri de #, porque representa nuestra informaciéon sobre € antes de observar la
muestra. Luego, a partir de ésta, podemos llegar a conocer la distribucion fi-
nal o a posteriori de @, para la cual ya utilizamos toda la informacién que nos
proporciona la observaciéon de Xy, ..., X,,. Finalmente, tras elegir una funcion
de pérdida adecuada, que refleje el coste que supondra para el decisor el fallo
de la prediccion, tomariamos como estimador #* del parametro 6 aquel valor
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que minimizara la pérdida esperada de la distribucion final. El estimador asi
obtenido se llama estimador Bayes de 6.

Segin el procedimiento explicado, para hallar el estimador Bayes de
un parametro desconocido 6 es necesario primeramente partir de una dis-
tribucion inicial y ademds fijar una funcion de pérdida adecuada. La eleccion
de ambas es, en muchas ocasiones, bastante subjetiva, dependiendo del co-
nocimiento que sobre el tema posee el experimentador, pero también de su
experiencia, intuicién y otros factores dificilmente cuantificables, por lo que la
eleccién de este método de estimacién asi como la de la distribucion inicial y la
funcion de pérdida, resulta en muchas ocasiones un tema controvertido. Los
estadisticos que piensan que siempre es conviente asignar una distribucién
inicial al pardmetro se dice que se adhieren a una filosofia bayesiana de la
estadistica.

No todo el mundo comparte este punto de vista, y asi surgen otros
métodos de estimacién igualmente vélidos y ampliamente aceptados. Por
ejemplo la estimacion mdzimo verosimil, mediante la que, tras observar la
muestra, que se supone procede de una familia paramétrica de distribuciones,
se elige como valor mas probable del pardmetro # el que maximiza la proba-
bilidad de que ocurra lo que ya ha ocurrido. Es decir, tomariamos como esti-
mador, é, el que hiciera mas verosimil la obtencion de la muestra X, ..., Xy
de entre todos los posibles valores de . Por tanto es el que maximiza la
funcién de verosimilitud (funcién de densidad conjunta tomada como funcién
del pardmetro) de Xy, ..., Xx.

En cualquier caso, diremos que 6 es un estimador centrado del parametro
desconocido cuando su esperanza sea el propio parametro. La varianza del
estimador sera entonces el error cuadratico medio de dicha estimacion.

En distintas ocasiones nos encontraremos ante el hecho de intentar ex-
presar una variable Y en funcién de otra u otras Xi,..., X, (véase (1.3)).
Esto se podria escribir de la forma

Y =n(X,8) +e,

donde [ representa un conjunto de parametros desconocidos que determi-
nan completamente la funcién 7, llamada modelo de regresion. La hipdtesis
habitual es que se verifica E[e] = 0, por lo que una manera alternativa de
escribir el modelo es

E[Y]=n(X,5).
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Nos interesara especialmente el modelo lineal en los pardmetros, con la hipo-
tesis adicional de que las observaciones son independientes.

1.2 Meétodo de los minimos cuadrados gene-
ralizados

La identidad del descubridor del método de los minimos cuadrados sigue
siendo un tema controvertido. Parece que fue descubierto independiente-
mente por Carl Friedrich Gauss (1777-1855) y Adrien Marie Legendre (1752-
1833). Se cree que Gauss comenzé a usarlo antes de 1803 (segin él sobre
1795, pero no se ha podido corroborar este dato). Aparecié publicado por
primera vez por Legendre en 1805. Cuando Gauss escribié en 1809 que él
habia usado este método antes de la fecha de la publicacién de Legendre,
comenzo6 la polémica. Una de sus primeras aplicaciones fue en el cdlculo de
orbitas de planetas.

El método tal y como es usado hoy en dia en estadistica es el siguiente:

Consideremos un modelo general
Y =n(X,8)+e

siendo ¥, la matriz de covarianzas de los errores.

La suma de cuadrados de los errores ponderada por la matriz de cova-
rianzas de las observaciones es entonces

e'vle = [V — n(X, B)'SIY — (X, B)).

El estimador minimo cuadratico de § es el valor § que al ser sustituido
en la ecuacién anterior minimiza 'S 'e. Habitualmente se puede calcular
derivando la ecuacion respecto de [ e igualando a cero.

En el caso lineal, detallado en 1.3.1, la solucién tiene las siguientes pro-
piedades:

e Es un estimador de [ que minimiza la suma generalizada de cuadrados
de los errores e'Y e, sean cuales sean las propiedades de la distribucién
de éstos.
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e Los elementos de B son funciones lineales de las observaciones Y7, ..., Yy,
y proporcionan estimadores centrados de  con varianza minima entre
todas las funciones lineales de las observaciones que proporcionan esti-
madores centrados, sea cual sea la distribucién de los errores.

e Si los errores se distribuyen normalmente con media 0 y varianza cons-
tante o2, entonces /3 es el estimador méximo verosimil de 5. Esto es
debido a que la funcion de verosimilitud para la muestra seria en este

caso
1

]‘ t
f(ﬁ;---,YN)—WeXP{—@é?é?},

asi que para un valor fijo de o, maximizar la funcién de verosimilitud
equivale a minimizar '3 'e. Esto es una buena justificacién del empleo
del procedimiento de minimos cuadrados.

En los modelos no lineales suele ser necesario recurrir a algoritmos numé-
ricos, como el de Marquart.

Si hemos utilizado el método de minimos cuadrados para estimar 3 por
B, estén los errores distribuidos normalmente o no, tenemos los siguientes
resultados:

e El vector de residuales es e =Y — Y

e En el caso del modelo lineal con varianza constante o2, la matriz de
covarianzas de los estimadores de los pardmetros es ¥; = (X'X) ™10,
La varianza o2 se puede estimar por mixima verosimilitud, y desde el
punto de vista del diseno 6ptimo de experimentos se puede eliminar sin
mas que introducirla en el modelo, aunque no sea constante.

1.3 Regresion

La teoria de la regresion consiste en la construccion de modelos estadisticos
para representar la dependencia de una variable respuesta continua respecto
de una o més variables explicativas también continuas. El nombre proviene
de los estudios de Galton sobre la dependencia entre la estatura de los hijos
y la estatura de los padres, encontrando que las estaturas de los hijos de
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padres altos iban disminuyendo en promedio, lo contrario que ocurria con las

ij r j ue por tan roducia una “regresién
de los hijos de padres bajos, e por tanto se producia una “regresion” a
la media.

Llamaremos y a la variable dependiente, y z1,...,z,, al conjunto de va-
riables explicativas, y nos centraremos en el Modelo de Regresion Lineal

Cada una de las posibles realizaciones del modelo, es decir, los posibles
valores de los parametros, se llama estado, 6, y el conjunto de todos los
posibles estados se denota por ©.

Cuando tomamos N observaciones el modelo se puede escribir matricial-
mente:
Y =X03+e¢,

donde

U €1

Y = :
Yn EN

siendo Y el vector de observaciones y ¢ el vector de los errores muestrales.
La matriz del diseno vendra dada por

T - Tim

X =

In1 ' TNm

Estamos suponiendo E[e] = 0, con matriz de covarianzas

2 2 2

01 01 ' OinN
2 2 2
O' O' ) O'
12 2 2N
Y. = Ele &'] = , _
2 2 2
Oin 0oy "°° On

que es el caso mas general con heterocedasticidad y observaciones correla-
das. Ademads no suponemos de momento normalidad (lo que identificaria los
estimadores maximo verosimiles y minimo cuadréticos).
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1.3.1 Estimacién de parametros

Veamos como realizar la estimacion de los parametros:

Supondremos que ¥, es una matriz conocida (por ejemplo se estimaria con
datos retrospectivos). Aplicamos el método de minimos cuadrados (1.2), que
consiste en minimizar el promedio del cuadrado de las diferencias entre las
observaciones y sus estimaciones, convenientemente ponderado por la matriz
de covarianzas:

QB) = (Y -X B (Y — X B)

y queremos minimizar esta funcién, para lo que habremos de derivar la ex-
presion

Y = X B)'S. (Y = X B) =Y'S.'Y — 28 XS 1Y + BIXIS X8,

Teniendo en cuenta que

t
V(5 AB) = 8(58—;‘5) —oa5 vl =2,

4 = 20 _

obtenemos
0=—-2X'S 'Y +2 X' 1Xp.

Podrian darse dos casos: o bien tenemos m ecuaciones independientes con
m incégnitas (los elementos de B), o algunas de las ecuaciones dependen de
las otras. En este tltimo caso X'X'X es singular, esto es, no es de rango
maximo, luego no existe su inversa. Entonces el modelo deberia ser expre-
sado con menor nimero de parametros, o se deberian suponer restricciones
adicionales sobre los mismos, ya que si no las estimaciones de los parametros
se confundirian entre si, dependiendo del diseno empleado. Para obtener los
estimadores habria que recurrir entonces a la eleccién de una inversa genera-
lizada. En el caso de que las m ecuaciones normales fueran independientes,
X'S1X serfa regular y existirfa su inversa. La solucién de las ecuaciones
normales podria escribirse

b= (x'rx) xterly (1.1)
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lo que equivale a transformar las variables para que Y, = Id o2 y hallar el
estimador minimo cuadrdtico ordinario. Puesto que X4y = AXy Al se tiene

Yy = (XtEQIX)il Xty iy, ooty (thng)*l _ (thng)q

Como veremos mas tarde, se define M = X'S_'X como la matriz de
informacién. Ademds

Elf) = (X'='X) T X'EIIXp = 5

lo que prueba que B es un estimador centrado de f.

Obsérvese que bajo la hipdtesis de normalidad, la funcién de densidad
seria

1 1
VIXB, %) = ————exp |- (Y — XB)ISN(Y — XB)|,
FYIX,B) = e exp |51 = X5 (Y = XD

de modo que en este caso coincidirian los estimadores méaximo verosimiles y
minimo cuadraticos como ya se observo en el caso homocedastico de obser-
vaciones independientes.

1.3.2 Principales modelos

Establezcamos ahora algunos tipos de modelos de uso frecuente en la litera-
tura:

e Modelo de observaciones directas: © = {aj : a € R, donde j(z) =
1,z € Z}. De este modo E[y(z)] = a+ ¢,z € Z. En este modelo el
interés se centra en la estimacion directa de la cantidad observada, que
se supone constante en todos los puntos observables de X.

e Modelo de observaciones indirectas: © = {X7" a;fi : (aq,..., ) €
IR™}, donde fi, ..., fm son funciones continuas y linealmente indepen-
dientes. Todo modelo lineal con observaciones incorreladas puede re-
ducirse a éste.
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e Modelo con emparejamiento lineal: X finito,

O = {eec DY bi(z —Oparaizl,...,q} (1.2)

TEE

siendo by, . .., b, funciones linealmente independientes. Con este modelo
se busca discriminar cudles de las funciones que verifican las condiciones
impuestas en (1.2) son las que mejor se ajustan a los datos observados.
Un ejemplo seria el siguiente:

O=1{0cc(-1,1]):0(-1) =0(1) y 6(0) = 0}

En este caso se esta imponiendo la condicién de que las funciones a
ajustar tomen valores idénticos en los extremos y que pasen por el
origen. Estas restricciones pueden ser datos que se conocen a priori y
que se muestran convenientes para obtener un ajuste adecuado.

e Modelo de observaciones indirectas con restricciones lineales
sobre los parametros:

= {Zaifz-:ZBkjozj:Oparakzl,...,q}

i=1 j=1
siendo Bj; nimeros dados tales que el rango de la matriz:
Bll e Blm
B,y ... B
sea maximo. Este modelo se podria reducir a un modelo lineal de obser-

vaciones indirectas disminuyendo el niimero de pardmetros a m — g me-
diante la resolucién del sistema de ecuaciones que forma la restriccién.

e Modelo de regresién spline: Sea X = [a,b] y sea una particén del in-

tervalo 1o = a < 1 < ... < xp = b. Supongamos que fl(i), . f,(,jg son
funciones linealmente independientes en el intervalo [z;_q,;],
1=1,...,k. El espacio de estados sera:
] € yees 1=1,...,k—1,
e = GGC(X)I ,xl 1,2i] aé(fl) m’> 1 0(x) )
hmmﬁmf ox _hm z; Oxi ) ]:O,...,T
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Es un modelo de regresién a trozos que conecta con suavidad en los
extremos de los intervalos de la particién. Asi, en el intervalo [z;_1, z;]
el modelo sera de la forma:

o S+ a1

A modo de ejemplo supongamos que X = [0,2] = [0,1]U[1, 2], y que el
modelo es E[y(z)] = a1 + asz en X = [0,1] y Ely(z)] = f1x + S22 en
X =[1,2] para j=1. Para r = 1 se tendrdn las siguientes condiciones
de conexion:

ay = B + 35

o+ g = B+ B

y habria que estimar solamente dos parametros.

1.4 Disenos clasicos de ANOVA

El objetivo de un experimento es estudiar el efecto que sobre una variable
de interés, wvariable respuesta, tienen un conjunto de otras variables, que
llamaremos variables explicativas o factores. En general supondremos que la
variable respuesta es continua y que los factores se fijan antes del experimento
a ciertos niveles determinados, es decir, tienen efectos fijos. El experimento
consiste en fijar los valores de los factores a distintos niveles y observar el
valor de la respuesta. El tamano del experimento sera el nimero total de
respuestas obtenidas, es decir, el nimero de experimentos llevados a cabo.

La metodologia del disenio de experimentos estudia como realizar com-
paraciones lo mas homogéneas posibles, para aumentar la probabilidad de de-
tectar cambios o identificar variables influyentes. Solamente podemos confiar
en detectar relaciones de causalidad mediante un experimento bien disenado.

En cualquier experimento existen a priori un gran numero de variables
que pueden influir sobre los resultados. Algunas seran de interés, pero otras
no, y por tanto convendria eliminar su efecto. Para ello se tiene tres caminos
posibles: mantenerlas fijas durante la realizacion del experimento, hacer que
las comparaciones de interés se realicen para valores fijos de estas variables,
o evitar su influencia aleatorizando su aparicion en los diversos tratamientos.
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Los dos primeros métodos se emplean para el caso de variables controladas
por el experimentador, mientras que la aleatorizacion se reserva para eliminar
el efecto de variables fuera de nuestro control y de poca influencia esperada,
cuyos efectos se englobaran dentro del error experimental.

Con el fin de lograr la aleatorizacion se desarrollan distintos disenos. En
cada uno de ellos se intenta combinar lo maximo posible los niveles de los
distintos factores a la hora de tomar las observaciones. Los principales son:

e Modelo en bloques aleatorizados: Existe un tratamiento de interés,
mientras que el resto de variables (llamadas bloques) se suponen in-
dependientes entre ellas y con el tratamiento, y sélo se introducen en el
modelo para lograr una mayor aleatorizacion. El modelo mas sencillo
seria

Yij = 1+ o + fj + &

donde « es el efecto debido al tratamiento y [ el que se deriva de la
existencia de bloques.

e Modelo factorial con varios factores e interacciones: Hay varios trata-
mientos de interés, y estos podrian interaccionar entre si, por lo que el
modelo completo resultaria

Yijk.. = b+ i + B+ + ...+ (af)ij + ...+ (aBy)ijr + - .. + €ijk...

donde «, 3, 7,... son los factoresy (/3. ..);;.. las interacciones. Podrian
considerarse modelos incompletos. De hecho, las interacciones mayores
que la tercera no se suelen incluir.

e Cuadrado Latino: Se puede aplicar cuando existen tres factores con
el mismo numero de niveles cada uno, I, y entre los que no se espera
la existencia de interacciones. Sélo habria que tomar I? observaciones,
pero teniendo en cuenta que cada uno de los niveles de cada factor tiene
que aparecer con cada nivel de los demas factores en alguna observacion.
El modelo seria pues

Yijk = o+ i + B + 7k + i

donde « seria el efecto fila, 3 el efecto columna y v el efecto letra.
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e Cuadrado Grecolatino: Basandose en la misma idea que el anterior,
este se puede usar cuando existen cuatro factores con el mismo niimero
de niveles cada uno, I, y entre los que no se espera la existencia de
interacciones. De manera similar al cuadrado latino, habria que tomar
I? observaciones, pero teniendo en cuenta que cada uno de los niveles
de cada factor tiene que aparecer con cada nivel de los demas factores
en alguna observacion. En este caso el modelo seria

Yijkt = B+ i + B+ Yk + 01+ Eijml

donde « seria el efecto fila, 5 el efecto columna, v el efecto letra latina
y ¢ el efecto letra griega.

e Modelo con efectos aleatorios: A diferencia de los efectos fijos, en este
caso los niveles de los factores no estan prefijados de antemano, no los
elige el experimentador, sino que mas bien se determinan de manera
aleatoria dentro de cierta poblacion. Los modelos de efectos fijos se uti-
lizan para conocer si deben o no aplicarse determinados tratamientos,
mientras que los modelos de efectos aleatorios permiten medir el efecto
de factores que estan presentes en el proceso, sean o no de interés. Los
efectos fijos son susceptibles de ser tratados desde el punto de vista del
diseno 6ptimo.

1.5 Introduccion a los modelos no lineales

Cuando el modelo de regresién es no lineal en los parametros no se pueden
emplear los procedimientos descritos anteriormente. El tratamiento de estos
modelos conlleva una mayor dificultad. Una manera de enfrentarse a ellos
es aproximada, linealizdndolos, esto es expresar el modelo mediante su de-
sarrollo como serie de Taylor y quedarse con la parte lineal. En el método
general se utiliza la matriz de informacion de Fisher como herramienta para
la estimacion de los parametros, cuando se asume normalidad en las obser-
vaciones. El inconveniente que se presenta es que esta matriz depende de los
propios parametros, por lo que necesitaremos unos valores iniciales de los mis-
mos para obtener las estimaciones deseadas. Dicho de otro modo, los disenos
6ptimos (aquellos que proporcionan una mejor estimacién de los pardmetros,
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y que seran ampliamente tratados en capitulos sucesivos) conseguidos me-
diante este procedimiento van a depender de los propios parametros, y para
cada valor inicial de éstos proporcionaran distintos disenos. Se trata de los
llamados disenos localmente optimos, es decir, 6ptimos cuando se sabe que
los parametros estan muy cercanos a ciertos valores especificos. En este sen-
tido puede consultarse Chernoff (1953) o Frischmuth (1989). Otro método
tradicional es transformar el modelo cuando sea posible, para hacerlo lineal
en otros parametros.

El trabajo de Chaloner y Verdinelli (1995) es una revisién bastante com-
pleta de los métodos bayesianos aplicados tanto a la regresion lineal como
no lineal, para estimaciéon y prediccion. En él tratan la bisqueda del mejor
diseno como un problema de decisién, eligiendo la funcion de utilidad ade-
cuada al propésito del experimento, y buscando el diseno que maximice la
utilidad esperada. Se distingue entre disefios 6ptimos para estimacién o para
prediccién, y se identifica algunos de los criterios alfabéticos ampliamemte
utilizados (véase cap. 2) como casos particulares de los métodos bayesianos,
eligiendo adecuadamente la funcién de utilidad. El abanico de eleccion de
ésta proporciona una amplia gama de aplicaciones, ademas de criterios, para
estos métodos, adecuados para muy diversos objetivos.



Capitulo 2

Diseno ()ptimo de
Experimentos

Los modelos matematicos son empleados cada vez con mas frecuencia en
un amplio abanico de disciplinas experimentales, que se va incrementando
paulatinamente desde el momento en que en todas ellas se intenta expresar
de una manera exacta y objetiva los resultados obtenidos. Se hace necesaria,
por tanto, una buena organizacién de la manera en la que se va a realizar
todo el proceso, las pruebas que se van a realizar, la recogida de los datos, etc.
Entra aqui en juego el diseno de experimentos que, basandose en el principio
de aleatorizacién (en general no podremos controlar todo el proceso), intenta
eliminar el efecto de las variables extranas para tener en cuenta solamente
las que de verdad interesan, de las que luego se estimaran sus efectos.

El experimentador se plantea, entre otras cosas, la posibilidad de lograr
mejores estimadores sin tener para ello que aumentar el tamano del exper-
imento, es decir, sin incrementar los costes. Asi surge el diserio dptimo de
experimentos, que se implica mas bien, y sobre todo, en la eleccién de las
unidades experimentales sobre las que realizar el estudio, de manera que los
estimadores que se obtengan a partir de éste sean los mejores posibles, es
decir, los de minima varianza. También, y de modo simultaneo, se buscaran
covarianzas pequenas.

Este va a ser el objetivo del diseno optimo: los mejores disenos seran
aquéllos que de alguna manera minimicen la varianza de los estimadores
de los parametros, que son el objeto ultimo de un buen diseno experimen-
tal. Puesto que no podemos minimizar todas las varianzas simultaneamente,

19
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trataremos de minimizarlas en algin sentido. Cudl es el criterio més apro-
piado dependera de cada caso concreto, y asi no habra en general un diseno
6ptimo “universal” para un experimento, sino respecto de cada criterio. Se
ha desarrollado asi una amplia gama de criterios de optimizaciéon acordes a
las distintas perspectivas de la experimentacion. Estos se veran con detalle
mas adelante en este mismo capitulo.

2.1 Panoramica histérica del diseno 6ptimo
de experimentos

Hagamos una pequena introduccién histérica para situar el tema. El primer
trabajo en diseno 6ptimo de experimentos fue publicado el ano 1918 por
Kirstine Smith. Propuso un criterio para la regresiéon polinomial, que mas
tarde, en 1959, fue llamado G-optimizacién (Generalized Variance) por Kiefer
y Wolfovitz. Sin embargo ha sido a partir de los anos cincuenta cuando se ha
comenzado a trabajar en mayor medida en este tema. El punto de arranque
para el desarrolo de esta teoria fue la matriz de dispersién obtenida por el
método de minimos cuadrados, cuya inversa es proporcional a la llamada
matriz de informacion. El diseno optimo de experimentos se desarrolla en
dos corrientes paralelas. Por una parte G. E.P. Box y sus seguidores (N. R.
Draper, J. S. Hunter, Lucas, Wilson y otros) basan su trabajo en la matriz de
dispersién para valorar la eleccion de los puntos de observacion, y no emplean
los llamados criterios “alfabéticos”. Desde este punto de vista la generaliza-
cion a funciones no polinémicas se hace problematica. Por otro lado J. Kiefer
propondra el empleo de funciones de la matriz de dispersion como posibles
criterios de optimizacion. Desarrolla asi la llamada teoria convexa de disenos
aproximados. La novedad estriba en considerar un diseno como medida de
probabilidad. Algunos de sus seguidores son Atwood, Covey-Crump, Silvey,
Fedorov, Karlin, Studden, Whittle, Wynn,...

En 1943 Wald establece el criterio de maximizaciéon del determinante de
la matriz de informacién. Mas tarde Kiefer y Wolfovitz le daran el nombre
de D-optimizacién (Determinant) y extenderan su utilizacién al modelo de
regresion mas general. Es éste el mas popular de todos los criterios. Diez
anos después Chernoff utiliza el teorema de Taylor para linealizar modelos no
lineales. Emplea para ello un valor inicial de los parametros y el criterio de
la maximizacién de la traza de la matriz de informacién (A-optimizacién, A-
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verage), que ya habia utilizado Elfving en 1952. El propio Elfving (1952)
aborda el problema de la optimizacion de una combinacion lineal de los
parametros introduciendo el criterio de c-optimizacién y proporcionando in-
cluso un método gréafico para el cdlculo del disefio c-6ptimo. De la Garza
(1954) demuestra que para un modelo polinémico de grado m — 1 y dado un
diseno con mas de m puntos en su soporte, siempre existe otro diseno con
m puntos en su soporte y que tiene la misma matriz de informacién. Kiefer
en 1959 corregird esta demostracion. En 1955 Ehrenfeld establece un nuevo
criterio de optimizacion que consiste en maximizar el minimo autovalor de
la matriz de informacién, y que sed llamado E-optimizacién (FEigenvalues).
Son estos, entre otros, los llamados criterios alfabéticos, por la denominacién
que se les ha ido dando.

En 1958 Hoel comprueba en algunos casos que los criterios de Smith y de
Wald dan los mismos resultados. Con esto se muestra precursor del teorema
de equivalencia que estableceran Kiefer y Wolfovitz en 1959. También en
1958 Guest demostrd que en la regresion polinomial el diseno éptimo obtenido
con el criterio de Smith tiene su soporte en los ceros de la derivada de un
polinomio de Legendre.

Kiefer y Wolfovitz han contribuido en gran medida al diseno 6ptimo de ex-
perimentos. A ellos se deben dos grandes resultados: la idea del disefio como
medida, como ya se ha comentado, y el teorema de equivalencia entre los
criterios de D y G-optimizacion. También proviene de ellos la consideracion
del problema de optimizacién parcial cuando no interesa o no es necesaria la
optimizacion de todos los parametros. Kiefer extiende el teorema de equiva-
lencia a esta situacién. Sugieren ademds (1959b) el empleo de la teoria de
juegos para la construccion de disenos. Sin embargo, parece mas 1til esta
teoria para la verificacién de la optimizaciéon de un diseno dado, que para
su construccién. Poco después (1960-61), dan ejemplos de la construccién
de disenos D-6ptimos, pero no establecen un método general. De modo in-
dependiente Fedorov (1972) y Wynn (1970) son los primeros en desarrollar
un método general para la construccién del diseno D-6ptimo. Demuestran
también que dicho algoritmo converge y dan un valioso procedimiento para
calcular la matriz de informacién y su inversa en cada paso a partir de los
calculos hechos en el paso anterior. El libro de Fedorov es publicado en
ruso en 1969. En 1970 Wynn publica un articulo con el desarrollo del al-
goritmo de construccion de disenos D-6ptimos. Cuando en 1972 se publica
la traduccion hecha por Studden aparece alli reflejado basicamente el mismo
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algoritmo. Hoy dia se admite la produccién independiente del algoritmo por
los dos autores.

Por esas fechas Box y Lucas (1959b) aplicaron el criterio de D-optimi-
zacion en modelos no lineales. Usando un argumento geométrico obtienen
disenos de m puntos para modelos de m parametros. Demuestran que el
disenio D-6ptimo maximiza el volumen del elipsoide de confianza de las esti-
maciones de los parametros.

En 1965 Box y Hunter obtienen un algoritmo para la determinacion del
diseno D-6ptimo en el modelo no lineal. Se trata esencialmente de una
aplicacion de la version de los algoritmos sugeridos por Fedorov y Wynn a
partir del teorema de equivalencia. Karlin y Studden (1966), extienden y
simplifican los resultados de optimizacion parcial, en particular cuando la
matriz de informacién es singular. Draper y Hunter (1967), discutieron el
problema de seleccionar distribuciones de parametros a priori con el objeto
de obtener disenos para modelos no lineales. Atkinson y Hunter (1968) ex-
tendieron los resultados de Box y Lucas al caso en que el diseno toma mas
de m puntos. Box (1968-70) da algunos resultados adicionales para modelos
no lineales. Por aquel entonces Atwood (1969) obtiene mejores resultados en
optimizaciéon parcial, y estudia el papel de la simetria en el diseno 6ptimo.

El calculo del diseno éptimo no es facil de implementar. Nalimov y otros
(1970), v Box y Draper (1971) restringen el diseno a un numero fijo de
observaciones N, y hablaran de DN-optimizacién y de G N-optimizacion,
pero entonces no se cumplird el teorema de equivalencia, y por tanto no se
podré aplicar el algoritmo de Fedorov y Wynn. Otros autores desarrollardn
algoritmos para su obtencién, pero sin garantizar la convergencia. En 1972
Wynn extiende el algoritmo, que él mismo habia creado poco tiempo antes,
a la optimizacion parcial de los parametros. Esta basado en la extension del
teorema de equivalencia.

Por su parte Silvey y Titterington en 1973 dan una interpretacién geo-
métrica del diseno 6ptimo y plantean un algoritmo para obtener un diseno
D-6ptimo en el espacio dual. El propio Titterington (1975) ahondard en los
aspectos geométricos del D-6ptimo. Whittle (1973) generaliza el teorema
de equivalencia para cualquier funcién criterio convexa, y al mismo tiempo
White (1973) lo extiende a disenos para modelos no lineales. Kiefer (1974)
da resultados de equivalencia para otros criterios. Atkinson y Fedorov intro-
ducen en 1975 el criterio 7" para la discriminacion entre modelos. Wu y Wynn
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(1978b) dan condiciones generales para la convergencia de los algoritmos para
la obtencion del diseno éptimo.

Hill (1980) demostré que si un modelo no es lineal en alguno de los
parametros, entonces el diseno D-6ptimo no depende del valor de los para-
metros en que es lineal. Currie (1982) compara diversos disefios para estimar
los parametros en la ecuacion de Michaelis-Menten, frecuentemente utilizada
en cinética de enzimas. Abdelbasit y Placket (1983) trabajan con modelos
de regresion logistica y obtienen disenos que maximizan la informacién sobre
los parametros en el modelo. Otros desarrollos recientes se deben a Atkinson
(1982), Pazman (1980),... El articulo de Ash y Hedayat (1978) es una am-
plia recopilacion de la bibliografia sobre diseno 6ptimo hasta ese momento.
Una buena introduccién al tema la hacen John y Draper en 1975. Los li-
bros de Fedorov (1972), Silvey (1980), Padzman (1986) y los mas recientes de
Atkinson y Donev (1992) y Pulkenseim (1993) son un buen compendio de
los resultados mas importantes obtenidos hasta esos momentos. En 1985 se
publicé un libro recogiendo una coleccién de articulos de Kiefer sobre diseno
6ptimo de experimentos (véase Brown, 1985). Dicha coleccién es de un ines-
timable valor para los investigadores en esta materia. A la memoria de Kiefer
estd dedicado el libro de Shah y Sinha (1989). Entre los dltimos en aparecer
destacan el de Schwabe (1996), que se centra en modelos multifactoriales, y
el de Fedorov y Hackl (1997), donde se introducen temas y modelos de interés
en la investigacién actual en diseno 6ptimo. En Espana es de recientisima
aparicién el libro de Rodriguez Torreblanca y Ortiz Rodriguez (1999), el
que posiblemente sea el primer volumen en espanol dedicado integramente a
Diseno Optimo de Experimentos .

El uso de la informatica en los diversos campos de la estadistica supone
un avance considerable. En particular, en el diseno 6ptimo de experimen-
tos, entre los primeros que investigan sobre esto estdn Box y Hunter (1965)
para modelos no lineales. La ayuda del ordenador fue estimulada con el
fin de conseguir disenos 6ptimos exactos en N pruebas. El algoritmo in-
formatico mas popular es DETMAX, desarrollado por Mitchell en 1974 para
la busqueda de disefios D-6ptimos. En 1980 Galil y Kiefer hacen algunas
modificaciones. Welch (1982) desarrolla un nuevo programa més completo.
Maés tarde Atkinson y Donev (1992) proponen un programa en FORTRAN
para disenos exactos. Paralelamente en 1974 Snee y Marquardt desarro-
llan el programa XVERT para el diseno 6ptimo en mixturas de modelos. En
1983 Nigam y Gupta proponen una nueva version de este algoritmo. Hardin y
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Sloane crean en 1994 el programa GOSSET, capaz de buscar disenos 6ptimos
respecto de algunos criterios muy utilizados para los modelos polinémicos de
grados bajos, con multitud de variables de tipos distintos y restricciones de
varias clases. En 1995 Rasch y Darius realizan una revisién de los progra-
mas que se pueden utilizar para distintos aspectos del diseno, tanto creados
especificamente para este objetivo como formando parte de otros paquetes
mas generales. El programa SAS incluye en sus tltimas versiones un médulo
deducado al calculo de disenos éptimos.

2.2 Etapas

Como ya se ha dicho, partiremos de un modelo lineal, y lo que nos va a
interesar no es tanto estimar los pardmetros del modelo, como disenar un
experimento que permita que esa estimacion sea Optima.

La eleccién del modelo para la busqueda del diseno éptimo es un pro-
blema abierto que no tiene una solucién general. Interesa buscar un diseno
que dé estimadores precisos para el modelo elegido, y que simultdneamente
proporcione proteccién contra modelos inadecuados. Un buen diseno en un
determinado aspecto puede no serlo tanto en otro. La eleccion del modelo se
abordara con mayor amplitud mas adelante, aunque estrictamente hablando
no es uno de los objetivos del diseno 6ptimo, ya que siempre supondremos
que dicho modelo ya ha sido escogido.

Una vez determinado el modelo mas adecuado al caso que nos ocupe,
habra que reflexionar sobre la manera en que nos va a interesar optimizar
los resultados. Como ya hemos dicho, lo ideal seria que los estimadores que
se obtuvieran con el diseno tuvieran varianza minima. Pero en general el
modelo tendrda més de un parametro, y tendremos que plantearnos de qué
manera queremos minimizar las varianzas de los estimadores que entran en
juego: (nos interesa alguno especialmente, o un subconjunto de ellos?, ;es
primordial minimizar la suma de sus varianzas, o quiza la mayor de ellas...”
;vamos a tener en cuenta la posible correlacién entre ellos (covarianzas)?
,seria interesante tener en cuenta las unidades de medida de las magnitudes
a estimar, para evitar en lo posible una descompensacion excesiva entre unas
y otras?... Segun las preferencias u opiniones subjetivas u objetivas de los
experimentadores respecto de cada caso, se seleccionara uno u otro criterio
de optimizacién. Este tema serd tratado en los capitulos siguientes.



CAPITULO 2. DISENO OPTIMO DE EXPERIMENTOS 25

Finalmente llega el momento de los calculos: formulado un problema
de estimacion para el cual tenemos dado el modelo y elegido el criterio de
optimizacién mas adecuado, hay que calcular el diseno éptimo. En algunos
casos podremos hacerlo exactamente, pero en otros habrd que conformarse
con la aplicacion de algoritmos numéricos generales o especialmente disenados
para ese problema particular que nos lleven a la obtenciéon de un diseno
“suficientemente” bueno. Eso necesitara la medicion de la distancia que
separa el diseno 6ptimo de los disenos que vamos obteniendo en cada paso,
para tomar una decision acerca del momento de parada. Se profundizara en
este tema mas adelante.

Por tanto el diseno 6ptimo de un experimento se desarrolla en las tres
etapas siguientes:

1. Eleccién del modelo de regresion.

2. Eleccién de un criterio de optimizacion. Esto exige confrontar la teoria
con los intereses reales.

3. Utilizacién de un algoritmo u otro procedimiento para el calculo del
diseno 6ptimo.

2.3 Conceptos basicos

En lo que sigue utilizaremos modelos de regresién con observaciones incorre-
ladas. El modelo vendra determinado por los integrantes que describimos a
continuacién. En primer lugar hemos de especificar el conjunto de puntos ob-
servables, donde valoran las llamadas variables controlables. Dicho conjunto
recibe el nombre de espacio del diseno o dominio experimental y serd deno-
tado por X. En la practica el espacio X va a ser un subconjunto compacto
de un espacio euclideo (con frecuencia un intervalo de la recta real). Por este
motivo no constituye restriccion grave suponer desde ahora en adelante que
dicho conjunto es compacto.

Entenderemos por estado, #, una funcién que asigna a cada punto de
X el promedio de las cantidades y(z) observadas en él. Estas cantidades
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son variables aleatorias que dependen de la inestabilidad de las condiciones,
siendo su varianza conocida:

o*(z) = E({y(z) - Ely(2)]}?)
mientras que la esperanza es parcialmente desconocida:
0(z) = El(y(z)] = n(z),z € X

Un buen diseno tratard de reducir al minimo la influencia de la inestabilidad
de las condiciones. También se podria expresar:

y(x) =n(z)+epx € X, E(e,) =0

La funcién 7 se conoce como superficie respuesta o funcion de regresion.
Habitualmente supondremos que dicha funcién es parcialmente conocida, es
decir, que esta dentro de un conjunto paramétrico de funciones

n(z) = n(z, @),

donde los pardmetros o' = (ay, ..., a,,) € IR™ son desconocidos y su especi-
ficacion determina totalmente a 7. Del mismo modo, la varianza podria ser
parcialmente conocida, dependiente de estos mismos parametros u otros, que
se introducirian en el modelo para la bisqueda del diseno 6ptimo.

El caso mas interesante que trataremos especialmente es el ya mencionado
modelo lineal (en los pardmetros) con observaciones incorreladas. Supon-
dremos que X es un espacio métrico y compacto. Como ya hemos dicho
esta restriccién no es transcendental ya que frecuentemente se presenta en la
practica. El problema se plantea de la forma siguiente:

0(x) = Ely(z)] = o' f(z) = a1 fi(z) + ... + apfm(2),r € X
siendo f'(z) = (f1(x), ..., fm(2z)) una funcién vectorial continua y conocida.

Por tanto el modelo de regresion lineal con observaciones incorreladas
viene determinado por una terna (X, 0,0) donde X es un espacio métrico
y compacto, © es un IR-espacio vectorial de dimension finita m, compuesto
por funciones reales y continuas definidas en el conjunto X. Siempre se
puede conseguir que las funciones fi(x),..., fn(z) formen una base de este
espacio. Basta para ello tomar una base del espacio vectorial ©, y redefinir el
problema con nuevos parametros. El espacio vectorial © sera llamado espacio
de estados. Por su parte ¢ serd una funcién positiva y continua. Ademads las
observaciones y(z),z € X, son variables aleatorias incorreladas.
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2.3.1 Disenos exacto y aproximado

Si de antemano suponemos que el nimero de observaciones que podemos
realizar es IV, llamaremos disenio de tamano fijo o diserio exacto de tamano N
a una sucesion de N puntos de X, zq,..., 2y, donde eventualmente podrian
coincidir algunos de ellos. Con el objeto de no repetir puntos denotaremos por
N, el nimero de observaciones realizadas en el punto x. Podemos entonces
asociar a este diseno la medida de probabilidad discreta:

&(x) = %,xeX

Esto sugiere una definicién mas general de diseno aproximado o asintotico
como una medida discreta de probabilidad, &, en X con soporte finito.

Cabria atin una definicién mas general del diseno como una medida de
probabilidad cualquiera, en cuyo caso aparecerian también disenos contin-
uos (Atkinson, 1992). Aunque en ocasiones estos disenos podrian ser poco
viables en la practica, son convenientes para demostrar ciertas propiedades.
Ademas eligiendo N suficientemente grande, podremos aproximar un diseno
de estas caracteristicas a uno exacto, tomando un nimero cercando a N &(x)
observaciones en el punto x. Por supuesto estas aproximaciones proporcio-
nan disenos tanto mejores cuanto mayor sea N, resultando peligrosas para
tamanos pequenos. Con respecto a su eficiencia véase Imhof, Lopez-Fidalgo
y Wong (2000), que extienden los disenos exactos conocidos en regresién poli-
nomial y dan cotas de eficiencia para disenos aproximados redondeados con
métodos tradicionales.

El diseno concentrado en los puntos zi,...,Ty, con pesos respectivos
Py (0<p; <lparai=1,..,N; XN p;=1) se denotard por

. T ... TN
y el peso de un punto x;, p;, se denotard también como &(x;).

El soporte de un diseno £ seré:

Xe={z e X :&(x)>0}.
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2.3.2 Estimadores de funcionales lineales

En muchas ocasiones va a resultar mas interesante estimar determinadas
relaciones entre los parametros que estimar cada uno de ellos. Esto sugiere
la siguiente definicién de funcional lineal, g, como una funcién lineal del
espacio de estados en la recta real:

g:0 —1R

Supondremos que la aplicacién ¢ tiene como matriz asociada en la base
{f1,..., fm} de © el vector c¢'= (cy,...,cm). Es decir, dado un estado:

o) = iaifi(w

entonces g(f) = a'c.

Buscamos entonces una buena estimacién de ¢g(#). Su valor serd calculado
a partir de los datos experimentales, utilizando para ello una funcién lineal
de las variables respuesta:

z: ai?J(il?i)

donde aq, ..., ay son ciertos coeficientes que habra que determinar bajo cier-
tas exigencias. A esta funcion se le llamara estimador lineal de g. Diremos
ademas que es un estimador centrado siempre que:

E Lﬁ[:l az-y(a:i)] =g(0)

Dado un diseno de tamano fijo IV, utilizaremos la siguiente notacién:

Y = (y(z1),...,y(zn))"
A= (ay,...,ay)"

filzy) oo fa(xq)
filon) - Fulon)
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Diremos que g es estimable si existe al menos un estimador lineal cen-
trado de ¢g. El mejor estimador lineal centrado sera aquél que tenga minima
varianza (BLUE, the Best Linear Unbiased Estimator), es decir, el estimador:

tal que:

Var ia* (x;)| = min< Var [AtY] AR,
=R " E[A'Y] = g(0).0 € ©
es decir, dicho estimador vendra dado por los coeficientes a} tales que:

N

N N
> af*o; = min {Z ajol A€ RN, aib(x;) =g(0),0 € @}
i=1 i=1 i=1
Nos interesa obtener una expresion explicita de estos coeficientes.

Definicién 2.1 La matriz de informacion de un diseno exacto xq,...,xn,
se define como la matriz:
M=X'S'X

donde ¥ = diag(o?(xy),...,0%(zy)).

Definicién 2.2 Sea A una matriz cualquiera de orden m. Se definen los
conjuntos siquientes:

M(A) = {Au:u e B™)

N(A) ={ue R™: Au= 0},

que son los subespacios imagen y nicleo de la aplicacion lineal asociada a la
matriz A.

Hasta ahora hemos definido la matriz de informacion y hemos calculado
los estimadores utilizando disenos exactos. Esto lo generalizaremos a conti-
nuacion para disenos aproximados o asintéticos.
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Definicién 2.3 Se define la matriz de informacion asociada a un diseno
aprorimado & como la matriz de orden m:

M) =3 f(@)f (x)o~*()¢()

reX

Observacién 2.1 La matriz de informacion de Fisher, supuesta la norma-
lidad de las observaciones, coincidird con la matriz de informacion definida
anteriormente:

2

8041' a&j

M(§) = —E¢

1 1
10gl(y,9,02)] _ Eé la Ogla 0g[| ’

aCkZ' 804]'

donde | es la funcion de verosimilitud de la muestra. Esta definicion serd asi
aplicable a modelos no lineales, pero entonces dependerd de los pardmetros
que se quieran estimar.

Puede darse una definicion andloga en cuanto a la matriz de informacion
de un diseno continuo. A partir de ahora utilizaremos solamente disenos
aproximados o asintoticos y los denominaremos simplemente disenos. Si &

es un diseno exacto x1, ..., Ty entonces sequn esta nueva definicion de matriz
de informacion asociada a un diseno en general tendremos:
1 5 1
M) == fila)fi(@)o (@) N, = =M
N zeX N

La ventaja de esta definicion es que M (&) no depende del tamano de la mues-
tra, N, sino de la proporcion de observaciones en cada punto. Incluso, si hay
homocedasticidad, suele considerarse

1

M(E) = M,

de modo que no aparezca ningun parametro en la matriz de informacion.

Notacién 2.1 El conjunto de todos los disenos en el modelo se denotard por
=, mientras que el conjunto de todas las matrices de informacion serd:

M ={M(): €=}
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El conjunto M tiene en general una estructura mds sencilla que el con-
junto =. De hecho, como veremos en la siguiente proposicion, M es un
subconjunto convexo de un espacio euclideo, el de las matrices cuadradas de
orden m y simétricas. Ademds la varianza de un estimador serd funcion de
la g-inversa de la matriz de informacion.

Proposicion 2.1 El conjunto M es convexo.

Demostracion: Sean £,&% € =y 0 < A < 1, entonces:
(1= XM (&) + AM (&) = M[(1 = A& + A&] € M

O

Observacién 2.2 En muchas ocasiones suponer, en el Disefio Optimo de
Experimentos, que la varianza de las observaciones es uno, o*(x) = 1,
no supone una pérdida de generalidad, sin mds que sustituir o~ (x)0(z) y
o~ z)f(x) por O(x) y f(x) respectivamente. En este caso la matriz de in-
formacion quedard:

M) =3 fa)f'(z)&(w)

zeX

En lo que sigue se supondrd siempre que o*(x) = 1, salvo que se especifique
lo contrario.

Proposicion 2.2 Se verifica que
1. La matriz de informacion es simétrica y semidefinido positiva.
2. Si & tiene menos de m puntos en su soporte, entonces det M (§) = 0.

3. Se puede deducir la siguiente expresion explicita para el determinante
de la matriz de informacion:

det M(§) = Z f(ﬂvkl)"'f(ka)det[{fi(xkj)}]Z

k1<...<km
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Demostracion:

1. La definicion de la matriz de informacién muestra directamente que se
trata de una matriz simétrica. Ademads, sea u vector de IR™, entonces:

uM@u = Y u'f(z)f (2)uo*(2)é(x)

zeX

= > lu'f@) | o *(2)¢(x) > 0

zeX

Veremos mas adelante que la inversa de la matriz de informacién es
proporcional a la matriz de covarianzas, que prueba directamente la
condicion de definido positiva en el caso no singular.

2. Supongamos que £ tiene en su soporte k < m puntos: zy,...,x;. Enel
desarrollo del determinante apareceran siempre al menos dos columnas
iguales y por tanto el determinante ha de ser cero.

3. Para simplificar supondremos que o(x) = 1. En primer lugar tratare-
mos el caso en el que el soporte se reduce a m puntos, X¢ = {x1,..., T}
Llamaremos:

mi; = Z fi(xk)fj(xk)g(xk)

CCkEX§

air, = filzr)E (), bjk = fi(wr)

Denotando A = (a;;) y B = (bj;) tendremos la siguiente expresion:

det M (€) = det Adet B = [] &(x) det[fi(z;)] (2.1)
k=1
En el caso mas general en que X¢ = {z1,...,2,} con r > m tendremos:

det M(&) = det [{3h_; filze) fi(wn)€(zr)}]
= ZTGST det [{fz(mT(J))fj(mT(J))g(xT(J))}:I
= Yres, [its §(wr()) det[{ fi(ar(5) }?
= Chicochm §(@ry) - E(wn,) det[{ fi(wr;) }?

donde hemos llamado S, al grupo simétrico de las permutaciones de
orden r. La tercera igualdad se ha obtenido a partir de (2.1). La ex-
presiéon del determinante para m puntos era bien conocida. La formula,
mas general que se proporciona aqui se debe a Ardanuy y otros (1999).

O
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Ejemplo 2.1

Sea el modelo con dos pardmetros 0(z) = af(z) + Bg(x),0%(z) = 1,z € X.
El determinante de la matriz de informacién asociada a un diseno cualquiera
sera: )
_ Nef o fla) flzg) " _
Gt M(E) = ooy lneto) det 100 S )
iy &) € (@) [f (i) g(x5) — f(25)g(x:)]?

Observaciéon 2.3 La siguiente proposicion nos dard una expresion explicita
de la varianza del BLUE del funcional g. Para ello se hard uso de la inversa
generalizada de una matriz.

Dada una matriz cualquiera, A, diremos que A~ es una inversa generali-
zada o g-inversa cuando AA~A = A. Otra definicion equivalente a ésta es la
siguiente: A~ es una inversa generalizada de A si A~ u satisface la ecuacion
Az = u para cada u de M(A). La inversa generalizada existe siempre, pero
en general no es unica. St A es cuadrada y reqular entonces la inversa gene-
ralizada coincide con la matriz inversa.

Cuando la matriz A es simétrica, existe una g-inversa muy particular,
que se debe a Penrose, y que denotaremos por A'. Esta matriz es la unica
que verifica lo siguiente:

+ |0 siueN(A)
Au_{wu siu e M(A)

donde w, es el dnico vector de M(A) tal que Aw, = u. Por tanto A*
verifica ATAAT = AY y AATA = A, de modo que a su vez A es la g-inversa
de Penrose de A™.

Proposicion 2.3 Se cumplen las siguientes propiedades:

1. g es estimable para el disenio & si, y sdlo si ¢ € M[M(£)]. Entonces
existe un unico vector z, € M[M(§)] de modo que ¢ = M(§)z,. La
varianza del BLUE es:

Var(g) = N M)z,
= N M (éc
Cta 2 m
= N1 sup{aEM(g)a ca € R™, M(§)a # 0}
= N lsup{2cla—o'M(&)a:a e R™}
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2. 51 g1 y g2 son funcionales estimables, entonces:

Cov(g1,G2) = N7103M7(5)02;

Observacion 2.4 Estas expresiones no dependen de la g-inversa elegida.
En efecto, denotando A = M (&), si c € M[M(£)] existe z tal que ¢ = Az,
luego
A c=2"AA Az = ' Az,
que no depende de A~. Del mismo modo, si ¢1,co € M[M(]) existiran z,
zo tales que
A ey = 2 Az,

que de nuevo no depende de la inversa generalizada elegida A~ .

Observacién 2.5 La definicion general de funcional estimable hacia refer-
encia a un diseno exacto. Asi ha de entenderse la proposicion anterior. Estos
resultados sugieren la siguiente definicion:

Definicién 2.4 Dado un diseno & y un funcional g, se define la varianza
generalizada de g respecto del diseno & como:

(c'a)2

Vareg = sup {m o€ R™ M(§a # 0}

que puede también escribirse de la forma:

[ M (©e sice MM(E)]
V‘"fg_{oo si e @ MIM(E)]

Y se define la covarianza generalizada de dos funcionales g1 y go respecto de
& como:

Covﬁ(gla g2) = C§M7(§)C2

Estamos interesados en buscar £ de manera que se hagan pequenas las
varianzas y covarianzas de este tipo. A este fin van encaminadas las siguien-
tes proposiciones, cuya demostracién por brevedad se omite (véase Pdzman
(1986) para mas detalles).
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Proposicién 2.4 Si M(§) > M(n), es decir M(§) — M(n) es semidefinido
positiva, entonces Vareg < Varyg cualquiera que sea el funcional lineal g
definido en el espacio de estados. Reciprocamente, si Vareg < Var,g en-
tonces se cumple que:

MIM(&)] D> MM ()] y u'M(§)u > u'M(n)u,u € M[M(n)]

Proposicién 2.5 M(§) = M(n) si, y sdlo si Vareg = Var,g, para cada
funcional lineal, g, definido en el espacio de estados.

Proposicién 2.6 Si M (&) y M(n) son requlares, entonces:
M(&) > M(n) <= Vareg < Var,g, para cada funcional g
Ademas:

M(&) > M(n) <= Vareg < Varyg, para cada funcional g # 0

Proposicién 2.7 Si A\ (&) < ... < An(§) son los autovalores de M(E), en-
tonces:

k k
X&) > > N(n).k=1,...,m <= Vareg < Var,g, para cada g
-1 i=1

SN > N, k=1,...,m <= Vareg < Varyg, para cada g # 0

Teorema 2.1 (Caratheodory) SeaT un subconjunto de un espacio euclideo
de dimension k. Todo punto del cierre convero de T':

conv(T)={2=>_Bit;: B; €[0,1],>_B; =1,t; € T}

=1 1=1
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puede ser expresado como una combinacion convexa de a lo sumo k + 1
puntos del conjunto T. Es decir, dado un elemento q de conv(T), existirdn

k+1
ty, otk €T Yy, g1 €[0,1] con Dy =1

=1

tal que:
k+1

q= it
i=1

Este resultado puede verse facilmente en el plano. Si T" es un conjunto
de cuatro puntos no alineados en el plano, cualquier punto de conv(T) se
encuentra en un triangulo formado por tres de ellos.

Proposicién 2.8 Si T es un conjunto acotado de IR* entonces conv(T) es
compacto en IRF.

Corolario 2.1 M es compacto.

Demostracién: Definimos:
S={f@)f'(z) 2 € X}
que es imagen de X por la aplicacién continua:
X —R™™ | o — f(2)f'(2)

y por tanto S es también compacto. Por la Proposicién 2.8 M = conv(S)
también lo sera. O

Damos a continuacién un resultado, muy interesante en cuanto a la bus-
queda del diseno éptimo mas sencillo, basado en el teorema de Caratheodory,
y que es debido a Karlin y Studden (1966), pg 787.

Proposicion 2.9 Dado un disenio cualquiera & existe otro diseno 1 tal que
M (&) = M(n) y cuyo soporte tiene a lo sumo m(m +1)/2 + 1 puntos.
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Demostracion: Definimos el vector:
a(z) = (fi(z) fi(x) : 1 <i<j<m)

A todo elemento de conv{a(z) : © € X} se le puede asociar una matriz de
informacién univocamente. Por el teorema de Caratheodory para el diseno
& existira entonces:

m(m + 1)

1
5 +

e yre X k=1,...,

(2]

se obtiene la matriz de informacidn:

de modo que definiendo:

m('rr27,+1) +1

M(€) = Vi (i) f' (1)

k=1
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2.4 Criterios de optimizacion

2.4.1 Introduccion

., Qué queremos decir con diseno éptimo de un experimento? ;Cémo entender
la expresion “el mejor de los disenios posibles”? Estas preguntas no tienen una
respuesta univoca. Si bien es verdad que nos interesara el diseno que haga
minima la varianza, también es cierto que un diseno puede hacer minima la
varianza para un funcional lineal, y excesivamente grande para otro.

Necesitamos por tanto elegir un criterio que nos sirva para buscar el
mejor diseno en algin sentido. Su eleccién dependera de los intereses que
se busquen al realizar el experimento, de la facilidad de calculo, o de otros
aspectos mas o menos subjetivos. Vamos a dar ahora una primera definicién
de lo que va a ser una funcién criterio. Mas tarde daremos una definicién
mas restrictiva. Para diferenciar una de otra, a la segunda la llamaremos
funcién criterio convexa.

Previamente vamos a definir algunas propiedades de las funciones
¢: NND(m) — R,

donde NND(m) denota el conjunto de matrices semidefinido positivas de
orden m. En lo que sigue C'y D seran dos matrices de NND(m). Para
mayor detalle puede consultarse Pukelsheim (1992), cap V, donde se encuen-
tra asimismo la demostracion de los Lemas 2.1 y 2.2.

Definicién 2.5 La funcion ¢ se dice que es isoténica si verifica ¢p(C) >
¢(D) para C > D, donde la relacion > entre matrices se refiere al orden de
Loewner.

Definicién 2.6 Diremos que ¢ es concava (convexa) si verifica
p(aC + (1 —a)D) > <) ap(C) + (1 — a)p(D)

para 0 < a <1, C,D > 0.
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Definicién 2.7 La  funcion ¢  sera  homogénea  positiva

#(6C) = 0¢(C) para cualesquiera § > 0, C > 0.

Definicién 2.8 La funcion ¢ es superaditiva cuando
¢(C + D) > ¢(C) + ¢(D)

para cualesquiera C, D > 0

Ademas se verifican las siguientes propiedades:

39

St

Lema 2.1 Para cualquier funcidn homogénea positiva ¢ : NND(m) — IR,

las siguientes condiciones son equivalentes:
1. ¢ es superaditiva.

2. ¢ es concava.

Lema 2.2 Para cualquier funcidn ¢ : NND(m) — IR homogénea positiva y

superaditiva, las tres siguientes condiciones son equivalentes:
1. ¢ es no negativa.

2. ¢ es isotonica.

3. ¢ es no negativa, y positiva en PD(m) (matrices definido positivas de

orden m), o bien ¢ es identicamente cero.
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2.4.2 Funciones criterio y sus propiedades
Definicién 2.9 Diremos que una funcion:
®: M — RU{+oc}
acotada inferiormente es una funcion criterio si se cumple lo siguiente:
Vareg < Varyg para todo funcional g = ®[M(£)] < ®[M (n)]

Diremos entonces que se trata de un criterio de ®-optimizacion. Un
diseno que minimice ®[M ()] se denominard diseno ®-dptimo.

Proposicion 2.10 Toda funcion criterio @, tal y como se ha definido ante-
riormente es siempre decreciente, en el sentido siguiente:

M(&) = M(n) = S[M(£)] < [M ()]

Demostracién: En efecto, si M (&) > M (n) entonces por la Proposicién
2.4 se cumplird que Vareg < Var,g para todo funcional g. O

Observacién 2.6 Puede ocurrir que dos funciones criterio den lugar a un
mismo criterio de optimizacion, es decir, que produzcan los mismos disenos
optimos. Es precisamente lo que demostrard el teorema de equivalencia para
algunos criterios que veremos mas adelante. Desde luego, dado un disenio
optimo, todos los disenos que tengan asociada esa misma matriz de infor-
macion serdan optimos. Pero también otras matrices de informacion podrian
corresponder a disenios dptimos. Algunos criterios permitirdn esto, otros no.

Por el teorema de Caratheodory siempre existird un disenio optimo con
1+ m(m + 1)/2 puntos o menos en su suporte. Para los criterios globales,
las matrices optimas deben ser requlares, de modo que por la Proposicion
2.2 un diseno optimo ha de tener al menos m puntos en su soporte.

Notacién 2.2 Llamaremos M, = {M € M : det M > 0}. L(M) es el
subespacio vectorial generado por el conjunto M en el espacio vectorial de
las matrices simétricas de orden m . St ® es una funcion criterio definimos
los conjuntos:

Mo = {M € M : ®(M) < oo}

Ep ={£ € 2: & es D-dptimo}
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Proposiciéon 2.11 Si ® es una funcion convezxa entonces el conjunto =} es
convero.

Demostracion: Supongamos que:
B[M(&1)] = M (&2)] = min S[M(£)]
entonces, por ser ® convexa tendremos:

O{M[(1 = B)& + &)} = {(1 - P)M(&) + M (&)}
(1= B)R[M(&)] + SRIM(&y)]

Al

O

Observaciéon 2.7 En algunas ocasiones no es necesario estimar mds que
un subconjunto de los parametros o algunas funciones de ellos, de modo que
la funcion criterio restringe su atencion a dichos parametros. Hablaremos
entonces de criterios de optimizacion parcial o criterios de optimizacion sin-
gulares. Un ejemplo de criterio de optimizacion parcial viene dado por la
funcion:

®:M— RU+oo | M(&) — Varegg

Aunque la funcion criterio global sea continua, la funcion criterio par-
cial correspondiente no siempre es continua en todo M. Ademas el diserio
d-dptimo tiene matriz de informacion singular en algunos casos. Si los
parametros en los que estamos interesados son los s primeros entonces la
funcion criterio centrard su atencion en las varianzas y covarianzas de estos
s pardmetros, es decir en la caja superior izquierda de tamano s X s de la
wnversa de la matriz de informacion.

A partir de los criterios que se estudiardn mds adelante pueden definirse
criterios parciales de manera natural. Una referencia de ellos puede encon-
trarse, entre otros libros y articulos en Pdzman (1986).

Definicién 2.10 Se dice que ® es una funcion criterio estrictamente decre-
ciente cuando las condiciones M > N y M # N implican ®(M) < ®(N).
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Proposicién 2.12 57 & es una funcion criterio estrictamente decreciente
entonces siempre se puede consequir que el numero de puntos del diserio ®-
dptimo esté comprendido entre m y m(m + 1)/2.

Demostraciéon: La cota inferior es consecuencia inmediata de la Pro-
posicion 2.2. La superior se deduce del hecho de ser la matriz de infor-
macion una matriz simétrica m X m y por su caracter aditivo puede ser
expresada como suma de no mas de m(m + 1)/2 matrices de informacién
de disenos unipuntuales. En efecto, por el teorema de Caratheodory sabe-
mos que si & es un diseno tal que M () estd en la frontera de M entonces
existen no méas de m(m + 1)/2 disefios unipuntuales de modo que M (&)
se puede poner como combinacion convexa de ellos. En otras palabras,
existe un diseno, 7, con soporte en no mas de m(m + 1)/2 puntos tal que
M(&) = M(n). Si demostramos que todo diseno ®-éptimo, &£*, tiene su
matriz asociada en la frontera de M, entonces habremos probado lo que
queriamos. Supongamos que no es asi, y que M (£*) es un punto interior del
conjunto M. Existird entonces un nimero positivo « tal que la matriz de in-
formacién (1—a)M (&%) = M(p) sigue estando en el conjunto M. Ahora bien
QM ()] = D[(1 — )™M (£")] < P[M(&)] (va que (1 — )™M (&) < M(£Y)),
que es contradictorio con el hecho de que £* es un diseno ®-6ptimo. O

Definicién 2.11 Se dice que una funcion criterio ® es homogénea si verifica
O(OM) = 6 1®(M) siendo § cualquier nimero real positivo.

Observaciéon 2.8 Notese la diferencia entre la homogeneidad definida para
las funciones criterio y la que se acaba de definir. Aunque aparentemente
discrepantes, ambas tienen perfecto sentido si se observa que las funciones
criterio siempre actiuan sobre la inversa de la matriz de informacion, que es
sobre la que se aplican.

Notacién 2.3 En lo que sigue denotaremos indistintamente ®[M (£)] ¢ P(&).

Definicién 2.12 Se define la eficiencia de un diseno & respecto de una
funcion criterio homogénea positiva inversa ® como

c£106) = oot

donde & es el diseno optimo para el criterio ®.
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Observacién 2.9 En términos prdcticos, supongamos que el diseno & es
ahora un diseno exacto de tamano N. Hemos visto que NM (&) = M, de
modo que ®[M(£)] = N®(M). Asi, para consequir una misma eficiencia con
ambos disenos tendriamos que tomar N* observaciones con el diseno £*, de
modo que ) @)

O(M* NO(&* N*
=300 = v © ¥ = O

Ast por ejemplo, si la eficiencia de un disenio es del 50% entonces bastard
tomar la mitad de observaciones con el diseno dptimo para obtener la misma
precision que con el diseno original.

Ahora, para la definicién y propiedades de algunas funciones criterio nece-
sitaremos las siguientes definiciones:

Definicién 2.13 Sea M,,(IR) = IR™ ™ el conjunto de las matrices cuadradas
con términos reales de orden m. En este espacio vectorial se puede definir el
stquiente producto escalar:

(A,B) =TrA'B

de donde la norma de una matriz cuadrada cualquiera de ordemn m vendria

dada por:
| A= (Trata)

Sabemos que cualquier otra norma definida en este espacio euclideo es
topologicamente equivalente a ésta. En lo sucesivo utilizaremos esta norma.

Definicién 2.14 Sea ® una funcion definida en un entorno de la matriz A
en el espacio M,,(IR). Se define el gradiente de ® en la matriz A como la
matriz de componentes:

_0e(4)
{V(I)(A)}Z] - aTij’ 1] = 1:"-7m

Damos ya la definiciéon de las funciones criterio mas utilizadas. Aunque
aparecen en diversas obras, la mayoria de las definiciones y proposiciones que
siguen pueden encontrarse en Pdzman (1986).
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D-optimizacién

Definicién 2.15 El criterio de D-optimizacion viene definido por la funcion
criterio siguiente:

| logdet M~*(&) = —logdet M (&) si det M(£) #0
®p[M(8)] = { oog ° si det M(&) =0

Proposicion 2.13 Se verifica

1. ®p es continua en M.
2. La funcion ®p es convera en M y estrictamente convexa en M .

3. En las matrices en que Pp es finita, también es diferenciable. Ademds
su gradiente es:

v[—logdet M] = —M~*

Observacién 2.10 La gran ventaja de esta funcion criterio radica en la
facilidad de cdlculo respecto al resto. Tiene ademas una sencilla e intuitiva
interpretacion geométrica, ya que las longitudes de los ejes del elipsoide de
confianza de las estimaciones de los pardmetros del modelo son proporcionales
a las raices cuadradas de los valores propios de la matriz de covarianzas.
En otras palabras, el diseno D-optimo, al minimizar el determinante de la
matriz de informacion, minimiza el volumen de la region de confianza de las
estimaciones de los pardmetros (véase por ejemplo Atkinson y Donev (1992),
pgs 42 y 48-53). También suele considerarse este criterio en la forma:

B[(M(£))] = det M~ (£).

De este modo se consigue homogeneidad, que permite el cdlculo de la efi-
ciencia. FEl uso del logaritmo permite dar una prueba mds sencilla de la
converidad y proporciona un gradiente mas simple.
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A-optimizacién

Definicién 2.16 FEl criterio de A-optimizacion viene definido por la funcion
criterio siguiente:

= 5o = TN 0

La segunda igualdad es consecuencia del hecho de que:
Varea; = et M~ (€)e;

si los parametros son estimables.

Proposicion 2.14 ¢, tiene las propiedades siguientes:

1. ®4 es continua en M.
2. 4 es convera en M y estrictamente convexra en M.

3. En las matrices en que ® 4 es finita, también es diferenciable. Ademds
su gradiente es:

vI[TrM=H(€)] = —M7*(¢)

Observaciéon 2.11 La interpretacion estadistica del criterio de A-optimi-
zacion es clara: el A-optimo minimiza el promedio de las varianzas de los
estimadores de los pardmetros, pero, a diferencia del caso anterior, no se fija
en las covarianzas entre ellos.

G-optimizacion

Definicién 2.17 El criterio de G-optimizacion viene definido por la funcion
criterio siguiente:

DM (E)] = SU)I? Vareg,, € € =
[AS
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Puesto que:
9:(0) =0(z),z € X,0 € ©

entonces:
Vareg, = f'(z)M (&) f(x)

cuando M () es regular. De modo que nuestra funcién puede escribirse de
la forma:

maxgex fH(x)M1(E)f(x) si det M(€) #0
ba[M(E)] = { 0 si det M(€) =0

Proposicién 2.15 La funcion @4 es:

1. continua en M.

2. convexa en M y estrictamente convexa en M. .

Observacion 2.12 Para cada x Vareg, es la varianza generalizada de la
prediccion de la respuesta en x. Por tanto, este criterio busca optimizar la
prediccion del modelo.

Criterios minimax

Denotando por | - | una norma cualquiera en el espacio IR™, se define la
funcién criterio:

Dy [M(E)] = { iax{ct]\/[_ ()c:ceR™ | c|=1} : (jgz %Eg ig
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E-optimizacion

Definicién 2.18 FEl criterio de E-optimizacion viene definido por la funcion
criterio siguiente:

Cp[M(&)] = sup{Vareg o[ g [[=1}.£ € =
Denotando por A¢ el minimo autovalor de M (), la funcién toma la forma:

[ AF si det M(€) #£0
Pp[M(E)] = { oé si det M(&§) =0

En efecto, ®x[M ()] = oo si, y sélo si existe algin funcional lineal g
que no es estimable para &, es decir, si M (&) es singular. Por otro lado,
si M(&) es regular entonces considerando sus autovalores Aj, ..., A, y los
correspondientes autovectores uq, ..., u,, se tendra lo siguiente:

M= (Eu; = MHEM(E)u ;' = N\ uy, parai=1,2,...,m
de modo que:

sup{g'M " (€)g:[| g |= 1} > wiM " (§)u; = A", parai=1,2,...,m

Por otra parte todo vector g tal que || g ||= 1 puede descomponerse de la
forma:
m m
g = Zciui, con Zcf =1
i=1 i=1
y por tanto

I MHE)g = cut M (E)uje; < A,
b, J
va que u!M 1 (&)u; = 0.

Proposicion 2.16 ®g tiene las propiedades siguientes:

1. es continua en M.

2. es convexa en M y estrictamente convera en M.

Observaciéon 2.13 Como ya se ha mencionado, las raices de los autovalores
son proporcionales a los ejes del elipsoide de confianza de los estimadores de
los parametros. Por tanto, este criterio minimiza el mayor de los ejes. El
criterio de D-optimizacion podria conducir a un elipsoide de volumen minimo
pero con alguno de los ejes excesivamente grande.
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MYV -optimizacion

Dicho criterio buscard minimizar el maximo de las varianzas de los esti-
madores de los pardmetros. De este modo se centra la atencion en las va-
rianzas de los estimadores de todos los parametros a la vez, sin tener en
cuenta las covarianzas. La funcion criterio serd entonces:

| max; Varea; si det M(§) #0
P [M(&)] = { 00 § si det M(£) =0

es decir, se tratard de minimizar el maximo de los elementos de la diagonal
de la matriz inversa de informacién:

max;{ M (&)} si det M(§) #0
S (h1(©)] = { S M L

Este criterio, ampliamente empleado por Jacroux (1983,87,88) para dise-
nos experimentales de ANOVA ha sido dltimamente utilizado en regresion
lineal y logistica (Lopez Fidalgo (1992), Dette (1993,97), Torsney y Lépez
Fidalgo (1995), Lépez Fidalgo, Torsney y Ardanuy (1998)). Ford (1976) dio
la derivada direccional.

L-optimizacion

La siguiente definicién, que se debe a Atwood (1976) pg 1125, proporciona
una clase de criterios lineales, entre los que se cuenta el de A-optimizacién.

Definicién 2.19 El criterio de L-optimizacion viene definido por la funcion
criterio siguiente:

@, [M(E)] = { T e e 78

donde W es una matriz definido positiva de orden m.

Proposicion 2.17 &, tiene las propiedades siguientes:

1. ®; es continua en M.
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2. @y, es convera en M y estrictamente convexa en M .

3. En las matrices en que @ es finita, también es diferenciable. Ademds
su gradiente es:

VITrWM ()] = =M (WM (§)

®,-optimizacién

Definicién 2.20 FEl criterio de ®,-optimizacion es el asociado a la siguiente
funcion criterio:

| [T TrMPE)]YP si det M(€) #0
B M(E)] = { 00 si det M(£) =0

stendo p un numero real positivo.

Si denotamos por A\, ¢ = 1,...,m los autovalores de M () entonces
esta funcion puede expresarse de la forma siguiente:

S ImT S NP s det M(€) #0
o) ={ e de (o) £

L,-optimizacion

Este caso viene a generalizar gran parte de los criterios de optimizacion mas
usuales, y es una combinacion de L- y ®,-optimizacion:

Definiciéon 2.21 FEl criterio de optimizacion L, es el asociado a la siguiente
funcion criterio:

| ImT M Ty (HM Y HY)P)MYP si det M(€) #0
@, [M(E)] = { ~ si det M(£) =0

stendo p un numero real positivo y H una matriz reqular de orden m.
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Proposicidn 2.18 Sip es un entero positivo, entonces @y, tiene las propie-
dades siguientes:

1. ®, es continua en M.
2. @1, es convexa en M y estrictamente convera en M.

3. En las matrices en que @, es finita, también es diferenciable. Ademds
su gradiente, 7P, [M(§)], es:

p—1

ﬁl/p {mTr[HM (HP )7 . METEUH M)

V-optimizacién

Teniendo en cuenta que f!(zo) M~ () f(xg) es la varianza de la prediccién de
la respuesta en el punto x, este criterio se interesara en minimizar el valor
esperado de dichas varianzas sobre el conjunto X. Suponiendo que p es una
medida de probabilidad sobre X se define la funciéon criterio como:

Jx FH)MHE) f(z)dp si det M(E) #0
Oy [M(8)] :{ S o det M(E) =0

c-optimizacién

Con este criterio el interés se centra en la estimacion eficiente de combina-
ciones lineales de los pardmetros c¢!3. De este modo se da la siguiente:

Definicién 2.22 El criterio de c-optimizacion para un vector ¢ de dimension
m viene definido por la funcion criterio siguiente:

O [M()] = ' M (&)c

Se toma esta definicién puesto que la varianza de c!/3 es proporcional a
M~ (€)c. La desventaja de los disefios ¢-6ptimos es que son singulares con
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cierta frecuencia. Elfving (1952) propone un método grafico para el cilculo
del diseno c-6ptimo, aplicable sobre todo en el caso biparamétrico:

y=f@)a+g@)p+e(@), o*z)=0? z€X

Suponemos que se toma un diseno exacto cualquiera, &, concentrado en
[ puntos x1,...,x;, con pesos p; = N;/N. Es decir, se toman N; obser-
vaciones en cada punto z;, siendo N el nimero total de observaciones re-
alizadas. Tenemos asi [ puntos del plano real definidos de la forma X; =
(f(x1),9(z1)), ..., X; = (f(x;),9(x;)). La media de las observaciones en cada
punto zx; tiene la siguiente ecuaciéon de regresion:

_ i
yi = f(zi)a+g(2:) B + \/]Z9_Z
donde &; = = tiene varianza ¢?/N;, y por tanto Var(n;) = o?/N. Por

Vi
simplicidad de notacién supondremos que 0?/N = 1, que no significa ninguna

merma en la generalidad de los resultados. De este modo Var(n;) = 1. Nos
centraremos en estimadores de la forma ¢ = Zﬁ-zl a;y; (y; es el estimador
lineal més eficiente de f(z;)a + g(x;)5). Para que sea centrado tiene que
cumplir que

Elp] = ;ai [f(zi)a + g(x:) B] = cra + 23,

es decir, se ha de satisfacer la ecuacion vectorial:
!
i=1

La varianza del estimador es
a? o2 a? a?
Var(@) =0y L =—> L =% "+
ar(gp) 7 XZ: N; N XZ: Di XZ: Di

Para minimizarla y que se cumpla a la vez la condicién 3 p; = 1 (los p; no
aparecen en la condicién (2.2)) utilizaremos los multiplicadores de Lagrange.
Asi habra que hallar pq, ..., p;, A que minimicen

Z a_? — Al - Zpi),

i Di i



CAPITULO 2. DISENO OPTIMO DE EXPERIMENTOS 52

de lo que resulta

[ ai SAY

p=stl = Vo= (S al)
2 | a; | ;

Nuestro objetivo ahora es, por tanto, tomar los coeficientes a; que hagan
minima la varianza anterior bajo la condicién (2.2), esto es,

min{zi: | iz:l;aiXi - c} _
min {Z s |: izl:lwi[sgn(ai)Xi] — c} ,

donde
| a; | 1
w; =

=1 =
¥ laj | Yilajl
En consecuencia buscamos el mayor ¢ de modo que tc esté en el cierre convexo

de zq,..., 2

c'=tc=) a;X; =) ta; X,
i i

es una combinacién convexa de los vectores £X4,..., £X].

La varianza alcanzara su minimo cuando el extremo del vector ¢* coincida
con la interseccion del vector ¢, o su prolongacién, con el poligono dado por

el cierre convexo G de los vectores +X1, ..., +X;. La varianza es entonces
L e
Var(¢) = = =
2 lel*’

y el diseno 6ptimo

xl o .. xl
laal 0 _ad .
> lail 2 la]

La Figura 2.1 representa este procedimiento para el modelo biparamétrico.
El punto de corte del vector ¢, o su prolongacién, con la frontera de G estara
situado en el segmento que une dos de los vectores £X,...,£X,; (en este
caso son Xo y —X;. Asi ¢* = aj(—X;) + a’Xy (con a} + ai = 1). Como,
por otra parte, c* se podria expresar en la forma Xy + A(—X; — X,) =
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6,
«
4r *QX \
(@) \
21 A
-7 ¢ - X1
4 32 -1 1 -2 3 a4
N _ -
\ 20~
N —~
\ _ -
N -4
-pt

Figura 2.1: Método grafico para el cédlculo del c-6ptimo

AM—X1)+(1—=X)X,, 0 < A <1 (por el hecho de estar en el segmento que une
los dos vectores), resulta inmediatamente que af(= A) es proporcional a la
distancia d; de c* a X, sobre el segmento, y a} proporcional a la distancia dy
de c* a X sobre ese segmento, que es el método propuesto por Elfving. Esto
es aplicable para cualesquiera puntos posibles del espacio del diseno. Por
tanto, en la practica habra que calcular el cierre convexo de f(X)U —f(X)
(X=espacio del diseno) y la interseccién de la recta definida por el vector ¢
con la frontera de dicho cierre.

Observacién 2.14 Fste criterio proporciona en particular los mejores dise-
nos para estimar cada uno de los parametros. Esto es una buena referencia
para estudiar la bondad (eficiencia) de un diseno cualquiera para estimar
cada pardmetro en particular.

Criterios estandarizados

Dette (1997) propone una manera novedosa de tratar las funciones criterio
conocidas. Tiene en cuenta las diferentes magnitudes de los parametros ob-
jeto de estimacion, que provocaban una muy distinta influencia de los mismos
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en la eleccion de los mejores disenos. “Retoca” las funciones criterio para evi-
tar esta diferencia, estandarizando las varianzas de los estimadores. Asi todos
los parametros quedaran estimados con la misma precisién, independiente-
mente de las unidades de medida en que vengan dados. Explicitamente, si ¢
es una funcién no negativa, homogénea positiva, superiormente semicontinua
y céncava sobre el espacio

R, ={a=(ar,....,a)" € R'|a; >0, j=1,...,1}

se dice que £ es Sy-6ptimo (¢-dptimo estandarizado) para los parametros
Vi, ...,V en el modelo
y=a10+c¢

si maximiza la funcién
M (e IM (e, |7
e HM( St el

donde ey, ..., e, son los vectores de la base candnica y £ es el mejor diseno
) J J

para la estimacion de 9, esto es, el que minimiza la varianza de su estimador.

Dicho de otra manera, £ es el c-6ptimo para c=e;, y e] M~ (§)e; = @, [M(£)],

luego se puede poner

V(&) = [effo, (). ef fo, (€)]

El siguiente teorema muestra la relacién entre algunos criterios:

Teorema 2.2 Se verifican las siguientes relaciones entre las funciones cri-
terio:

1. Si en la Ly-optimizacion hacemos H = I y hacemos tender p a infinito
obtenemos E-optimizacion.

2. SisetomaW =m *H'H yp =1 la L,-optimizacidn se transforma en
L-optimizacion.

3. Haciendo H =1 y p que tienda a cero la L,-optimizacion se convierte
en D-optimizacion.

4. Sien la L-optimizacion hacemos W = I coincidird con A-optimizacion.
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5. La ®,-optimizacion es un caso particular de L,-optimizacion tomando
H=1.

6. Llamando W = [y f'(x)f(x)dp en L-optimizacion se tiene V-optimi-
zacion.

7. Si en el criterio minimaz se utiliza la norma | ¢ |;= Y |¢;| entonces
obtenemos el criterio MV, utilizando la norma | ¢ |o= (X ¢2)'/? se ob-
tiene el criterio E y utilizando la siguiente norma se obtiene el criterio
G:

| c|®*=inf{a>0:cc aS}

donde R es el cierre convexo del conjunto:
{f(z):z e X}U{—f(x):2 € X}

Demostracion: Para demostrar los apartados 2, 4 y 5 bastara hacer la
sustitucién indicada. Para probar el apartado 1 denotemos por Ai,..., A,
los autovalores de M(&) y sea \;, el minimo de los autovalores. Entonces:

pP—00

m 1/p
. — 1/ . . —p
lHm [TrM~P(&)]?P = plggo L 1)‘1‘ ]

B N\ P 1/p
— }H&{Ai_op {1+1§)<AA_;> H =\

Para demostrar el 3 hacemos H = I de modo que tomando logaritmos:

log (£ X7, AP 1
} = lim (2 A7) = —— log det M(¢)
p—0 p m

log {lim[iTrM”(f)]l/p

p—=0"mMm

Veamos ahora que se cumple el resultado 6. En efecto, tomando en L-
optimizacién W = [y f'(z) f(x)du se tendré:

TrWM-1(&) = Tr fy f{2)f(@)dud=" () = Tr [y () f (@) M~ (€)dp =
— T Jy f1() M= (€) f(2)dp = [ ' (2)M=V(E) f () dp

Para probar el 7 vemos que:

P, [M(&)] = max{c'M "(&)c:c€e R™, | c|1=1} = mzaxe;‘fol(@ei
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siendo eq,...,e, la base candnica. La segunda igualdad se debe al hecho
de que ¢!M~1(£)c es una funcién convexa en ¢ y por tanto el maximo se
alcanzard en los vértices del conjunto {c¢ € IR™ :| ¢ |;= 1}, que vienen dados
por los vectores de la base candnica. Por otra parte,

B x[M(€)] = max{c' M (€)c: ¢ € 0} = max f{(x)M (€] (2)

Para justificar la primera y segunda igualdades bastara observar que la
norma | - [ caracteriza el conjunto R como la bola unidad y el borde de la
misma serd precisamente el conjunto

{f(z):z e X}U{—f(x):2 € X}
O

Se han definido en la literatura otros criterios con mayor o menor grado
de generalidad. Los que hemos dado son un ejemplo de los mas utilizados.

2.5 Teorema de equivalencia

Kiefer y Wolfowitz (1960) demostraron la equivalencia de los criterios D-
6ptimo y G-6ptimo. Esto quiere decir que utilizando ambos criterios siempre
llegaremos al mismo disenio 6ptimo. En concreto:

Teorema 2.3 Suponiendo que o(x) es constante para todo x de X, un diseno
& es D-optimo si, y solo si es G-optimo. Es decir son equivalentes:

1. det M(£*) = max{det M (§) : £ € Z}

2. maxgex fHx) M~ (EY) f(r) = mingez max,ex f*(x) M~ (E) f(x)

Ademds, la ultima expresion es iqual a m.

Observacién 2.15 Tener en cuenta que
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1. Sio(x) no es constante, el teorema de equivalencia se cumple también
haciendo una pequena precision. En este caso puede demostrarse que
& es D-optimo si, y solo si

maxo *(z)f'(2) M 1(€") f(2) = minmaxo *(z) f (2) M1 (€) f(2)

reX (= zeX

Siendo ademds la dltima expresion iqual a m.

2. Elteorema de equivalencia no se cumple para disenos exactos. Atkinson
y Donev (1992), pgs 98 y ss, proporcionan un ejemplo. En el modelo
cuadrdtico, tomando como intervalo de diseno el [—1,1], el diserio con-
centrado en —1,0 y 1 con pesos 1/4,1/2 y 1/4 es D-dptimo ezxacto de
tamarno 4 con det M(£*) = 0,125. Y sin embargo el diserio concentrado

en —1, —\/\/5 -2, \/\/5 — 2y 1 con peso 1/4 en cada uno es G-optimo
exacto de tamano 4 y det M (£*) = 0,0902.

Observaciéon 2.16 Veamos ahora con detalle la interpretacion geométrica
del criterio de D-optimizacion. Sobre el elipsoide m-dimensional:

1. El volumen del elipsoide m-dimensional:
E={ze€ R":2'M(&)z < ?}

es igual a c™V,,[det M~ (€)]Y/2, donde Vy,es el volumen de la esfera
m-dimensional de radio unidad. En efecto, por ser M(§) simétrica
existird una matriz reqular U tal que U'M (&)U = 1.

Llamando w = %U‘lz tendremos:
Vol(é'):/dz:/cm|detU|dw:cm | det U |
£ S

donde haciendo el cambio de variable anterior la region &£ se transforma
en la region:

S={w: WU M) Uw <} = {w: w'w < ),
que es la esfera m-dimensional de radio unidad. Pero
(det U)? det M (&) = 1,

con lo que queda probado el resultado.
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2. Bajo la hipdtesis de normalidad de las observaiones & = (dy, ..., 0p)
se distribuye de acuerdo a una distribucion normal multivariante de
modo que la media tiene como componentes los verdaderos valores de
los pardmetros a y la matriz de covarianzas es proporcional a M~'(€).
Supongamos sin pérdida de generalidad que M~ () es la matriz de
covarianzas. Entonces la funcion de densidad de este vector aleatorio
serd:

o 1/2 _
fala) = O e { o - a)ar(e)(a - )

Consideremos entonces el elipsoide siguiente:
E={ae€R™: (Gd—a)'M(E)(a—a) <},

donde ¢ es un nimero fijo. Ademds la variable v=U""(& — a) sequird
una distribucion normal de media O y vector de covarianzas la identi-
dad. De este modo v'v sequird una distribucién x?2,. Por tanto ahora:

1
/ fla| a)da= / (2m) ™™/ exp [——vtv dv = P(x2%, < ).
£ {vtv<e?} 2

Se deduce, por tanto, que el elipsoide:
{z€R": (2 —&)'M(&)(z — &) < ?}

contiene la verdadera media con probabilidad P(x?, < c¢?), es decir, es
el elipsoide de confianza de la media o con un nivel de confianza que
logicamente depende de c.

3. Por otro lado el elipsoide:
Ec={z€ R":2'M (&) <m}

contendrd los vectores f(x),x € X, es decir, contendrd al conjunto
f(X) solamente si & es un diseno D-dptimo. Esto es debido al teorema
de equivalencia, que asequra lo siguiente:

min max f'(z)M (&) f(z) =m

(eE rzeX

de modo que solamente si & es un diseno D-optimo se cumple:

)M &) f(z) <m o€ X
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Ademds como se vi6 mds arriba el volumen de & es proporcional a
[det M (€)]'/%2. De modo que el disefio D-dptimo serd aquel que haga
mdzimo el volumen del elipsoide & conteniendo el conjunto f(X), que
es por tanto equivalente a hacer minimo el volumen del elipsoide de
confianza £. Uno de los inconvenientes de este criterio es que a veces
el volumen del elipsoide puede ser minimizado haciendose estrecho y
largo. FEso significa que hay un funcional lineal de los parametros, que
es estimado con una gran varianza. No obstante no es sencillo llevar
a la prdctica este resultado para el cdlculo del D-éptimo. Silvey (1973)
proporciona un método para su utilizacion.

Whittle (1973) y Kiefer (1974) amplian el teorema de equivalencia para
funciones criterio més generales. Con el objeto de enunciar estos resultados
damos una definicién mas restrictiva de funcién criterio. Para ello nos fijare-
mos en las propiedades que verificaban las funciones criterio vistas anterior-
mente. Observamos que la mayoria de ellas son convexas y continuas. Con
el objeto de salvaguardar estas propiedades daremos la siguiente definicién:

Definicién 2.23 Diremos que una funcion real ® en las condiciones de una
funcion criterio, segin la definicion dada mds arriba, es una funcion criterio
conveza st cumple las propiedades:

1. Eziste Ug abierto de L(M) tal que Up DO My y @ estd definida, es
finita y convezra en Us.

2. Si:
M,eM ,n=12,... 4 nliﬁIgo]Mn:]\46./\/1./\/1Jr

entonces:
lim @(Mn) = o0,

n—oo

lo que significaria una especie de continuidad al pasar de M, a M

M,

Observacién 2.17 No es necesario que Ug sea convexo. Entenderemos en-
tonces que @ debe ser convera en los subconjuntos converos de Ug.
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Proposicién 2.19 Si U es un abierto de L(M) y ® es convezra y finita en
U, entonces ® es continua en U.

Una demostracién de este resultado puede encontrarse en Holmes (1975).

Proposicion 2.20 Cualquier funcion criterio convexa, con la definicion dada,
es continua en M.

Demostracion: La proposicién anterior implica la continuidad en Ug,
y por tanto en M. Por otra parte la segunda condicién de la definicién
asegura la continuidad en M

M. 0

Puesto que muchas de estas funciones no seran diferenciables conviene
dar la definiciéon de derivada direccional de Frechét:

Definicién 2.24 Dada una funcion real ®, convexa y definida en un sub-
conjunto convexo de un espacio euclideo, y dados dos puntos de ese conjunto,
x y v, se define la derivada direccional de ® en el punto x y en la direccion

v como:
B—0t 5

Observaciéon 2.18 FEsta derivada direccional existe siempre gracias a la con-
vexidad de ®. En efecto, demostraremos que la funcion:

O[(1 - p)z + fv] — O(x)
B

es no decreciente en (0,1). Por tanto el limite siguiente siempre eziste, siendo
finito o infinito negativo:

p:(0,1) — R [ f—

Lo Bl = B)e+ Be] — B(a)
B—0t 5

Veamos que @ es una funcion creciente. Para ello tomamos 0 < (1 < 3 < 1
y calculamos:

O[(1 = Br)x + Brv] — @(w)

S{E(1— fo)x + fav] + (1 — &)} — @ (x)
BL[(1— fa)ar + Bav] + (1 — 2)B() — B(x)
E{O[(1 — Bo)a + fov] — ®(2)}

=

IIA
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Pueden darse otras definiciones de derivada direccional, pero nos interesard
la anterior debido al uso de funciones convexas. Si existe el gradiente de P
entonces por su definicion, podemos escribir:

0% (z,v) = Tr{[ve(2)l(v — 2)} = (V(x),v — x)

Reciprocamente, se puede definir el gradiente como aquella matriz que encaja
en la expresion anterior.

Teorema 2.4 (teorema general de equivalencia) Sea ® una funcidn cri-
terio convera y £ un diseno tal que:

OR[M(£"), M(§)] > =00, € 2
Entonces son equivalentes:
1. & es P-optimo.
2. & es ®-optimo local, es decir, para cada diseno & la funcidn:
0,1) = R | f— ®[(1 = B)M(E") + SM(E)]
tiene un minimo local en [ = 0.

3. 0R[M (&), M(£)] =0, & € E.

Obsérvese que este teorema aporta un criterio general (tercer apartado)
para contrastar si un diseno dado es o no ®-6ptimo, tanto si la funcién criterio
es diferenciable como si no lo es. Cuando la funcién ® sea diferenciable, se
puede dar el siguiente teorema:

Teorema 2.5 Si ® es diferenciable en un entorno de M(&*), entonces son
equivalentes:

1. & es ®-optimo
2 f'(x) v BM(E)]f(2) > TrM(€r) v BM(E)],z € X
8. mingex f(x) v (M (E)]f (2) = aex fH(2) v R[M(E)]f (2)€*(2)
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La demostracion de estos dos ultimos teoremas puede encontrarse por
ejemplo en Pdzman (1986), pgs 116-117. Disponemos asi de un par de condi-
ciones para la busqueda del soporte del 6ptimo. Si llamamos

U(@,8) = fi(z) v @[M(§)If (2) — TrM(§) v S[M(€)],

tenemos que ¥(z,£*) se anula en todos los puntos del soporte del 6ptimo,
y por otra parte, la segunda condicion del teorema anterior nos dice que
Y(z,&*) > 0. De aqui concluimos que los puntos del soporte del ®-6ptimo
son minimos de la funcién 1 (z, £*), y por tanto se verifica

Ip(z, &)

/22 =0 V Xex.
o T € XAg¢

De este modo, cuando se tenga alguna sospecha de cémo puede ser el 6ptimo,
estas dos condiciones podrian ayudar a encontrarlo. Posteriormente habria
que comprobar con el teorema de equivalencia que efectivamente es el éptimo.

Observacién 2.19 La funcion (x,€), como ya se ha comentado, resulta
muy util para buscar los puntos para los cuales el tomar una observacion
contribuye mds a aproximarnos al diseno optimo. FEs decir, es una funcion
especialmente “sensible” al soporte del optimo. Por este motivo una ligera
modificacion suya es bautizada como funcion de sensibilidad por algunos au-
tores (véase por ejemplo Fedorov y Hackl (1997), pg 33 y ss, para mds detalles
en este sentido).

2.6 Una critica a la teoria del diseno 6ptimo
de experimentos

Jamas existird una disciplina que sea del agrado de todo el mundo, y el diseno
optimo no podia ser menos. La Teoria del Diseno Optimo de Experimentos
requiere un formalismo y un grado de matematizacion alto. Esto hace que
cualquier desventaja o inconveniente que pueda tener la aplicacién practica
de esta teoria se vea amplificada. Intentaremos mostrar una motivacién justi-
ficada de la aplicacion de esta teoria. Esto servird ademas para proporcionar
unas pautas y directrices de actuacion practica. Consideraremos en primer
lugar algunos de los inconvenientes que se le atribuyen a esta teoria y a su
aplicacion practica.
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1. La teoria del diseno 6ptimo de experimentos requiere la eleccion previa
del modelo sin contar aun con las observaciones. Por tanto el diseno
6ptimo dependera fuertemente del modelo elegido. Puede ocurrir en-
tonces que el diseno no permita detectar la existencia de un modelo
mejor que el que se supuso inicialmente. Por ejemplo, podria ser in-
capaz de descubrir cierta curvatura en un modelo que inicialmente se
supuso de regresion lineal. Incluso, en el caso de que nos permitiera
detectar un modelo mejor, el diseno podria ser deficiente para la esti-
macion de los parametros del mismo.

2. En el caso de modelos no lineales habria que anadir ademaés el problema
que lleva consigo la eleccion de unos valores iniciales, o una distribucion
inicial, de los parametros del modelo.

3. Un diseno se dice 6ptimo siempre de acuerdo a un criterio, que depende
fundamentalmente de los objetivos del estudio estadistico. De nuevo
el criterio ha de fijarse antes de observar los datos. Asi un disefio
puede ser 6ptimo para un criterio de interés, pero muy malo desde otro
punto de vista, que puede tener también su importancia. Y lo cierto es
que ademads se han propuesto una gran cantidad de criterios y podrian
proponerse otros muchos.

4. Se ha mencionado que la teoria del diseno éptimo ha discurrido en dos
corrientes, casi paralelas e irreconciliables. Por una parte, la consi-
deracion de disenos exactos, que requiere una maquinaria matematica
mas compleja, conduce a disenos que, en principio, son realizables en
la practica. Por otro lado los disenos aproximados son mas faciles
de obtener al ser posible el uso del teorema de equivalencia. No ob-
stante estos disenos se han de “aproximar” en la practica por disenos
realizables, que podrian resultar muy poco eficientes para tamafios de
muestra bajos (véase Imhof, Lépez-Fidalgo y Wong, 2000). A todo
esto se une el hecho de que en la practica no es sencillo obtener disenos
6ptimos y hay que recurrir frecuentemente a métodos numéricos.

5. Con frecuencia los disefios que se obtienen exigen tomar observaciones
en condiciones muy extremas. En muchas ocasiones estas condiciones
son inviables por razones practicas e incluso éticas. Aqui podria apli-
carse el famoso dicho de que “lo mejor es enemigo de lo bueno”.
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6. Algunos criterios no son invariantes por cambios de escala. Eso sig-
nifica que se puede estar dando una importancia desmedida a algunos
parametros con respecto a otros. De este modo el diseno 6ptimo resul-
tante podria ser muy bueno para un parametro, pero muy malo para
otro.

Si se analizan estas criticas con detenimiento podria llegarse facilmente a
la conclusion de que no son inconvenientes exclusivos de la teoria del diseno
6ptimo de experimentos, sino de los métodos estadisticos en general y de
la modelizaciéon matematica de la realidad. Todo proceso se debilita en las
etapas en que hay que elegir. En cualquier andlisis estadistico han de hacerse
algunas hipotesis, no siempre faciles de conseguir o comprobar. La eleccion
del modelo y sus condiciones bdsicas son un ejemplo de ello. Box (1979)
afirma que “los modelos nunca son verdad, pero por fortuna solamente basta
que sean utiles”.

1. Si bien es cierto que al problema habitual de especificacion del modelo
en nuestro caso ha de anadirse que no contamos atn con los datos,
también es cierto que en a mayoria de los casos, existe una experi-
encia, datos retrospectivos, “intuiciones” del investigador, ... que ha-
cen razonable una determinada eleccion del modelo. No obstante, en
la practica es frecuente que la eleccién del modelo haya de hacerse
de entre un nimero reducido de modelos. FEsto conduce al proble-
ma de discriminacién de modelos. Por supuesto, desde esta perspec-
tiva también pueden considerarse criterios de optimizacién adecuados
(véase por ejemplo Atkinson y Fedorov,1975).

2. En el uso de modelos no lineales caben también estudios de robustez y
sensibilidad de los valores iniciales elegidos. La teoria bayesiana puede
ser de gran utilidad en este terreno y de hecho son ya muchos los tra-
bajos realizados en este sentido (véase una recopilacién de los mismos
en Chaloner y Verdinelli, 1995).

3. La posibilidad de utilizar criterios combinados o compuestos conduce
a disefios razonablemente buenos desde diversos puntos de vista (Cook
y Wong, 1994). Teniendo en cuenta que el disefio 6ptimo desde la
perspectiva de un criterio determinado no es unico, cabe siempre la po-
sibilidad de elegir aquél que sea también satisfactorio, o incluso 6ptimo,



CAPITULO 2. DISENO OPTIMO DE EXPERIMENTOS 65

para uno o mas criterios secundarios. Desde luego la variedad de cri-
terios existentes o en estudio no s6lo no es una desventaja, sino que
ofrecen un amplio abanico de opciones para la eleccién del mas conve-
niente a los intereses del investigador.

4. El calculo de disenos exactos podria reducirse a tamanos de mues-
tra bajos, donde tiene mayor utilidad y su cdlculo es todavia ase-
quible. Para tamanos altos los disenos aproximados, para cuyo calculo
se dispone de buenos algoritmos implementables en ordenador, con-
ducen a disenos realizables muy eficientes. Con el uso del ordenador
los métodos numéricos se hacen tratables y proporcionan soluciones
muy proximas a las exactas.

5. Basta observar muchos de los disenos éptimos que se han obtenido
para modelos de uso frecuente para darse cuenta de que efectivamente
exigen tomar observaciones en condiciones extremas. Podriamos decir
en primer lugar, que si dichos disenios no son realizables en la practica,
al menos son una referencia para medir la eficiencia de los disenos que si
se utilizan habitualmente, o que son también satisfactorios para otros
criterios o modelos. Siempre cabe ademaés la posibilidad de calcular
disenos restringidos o de definir los limites del dominio experimental
de modo que las condiciones de frontera no sean tan extremas y de
hecho sean factibles en la practica (Ardanuy y Lépez Fidalgo (1992) o
Dette y Sham (1998)).

6. El problema de la invarianza con respecto a cambios de escala ha sido
abordado de una manera satisfactoria por Dette (1997). Mediante los
criterios estandarizados, que consideran la eficiencia de un diseno para
estimar un parametro, mas que el error de estimacion, este problema
queda corregido proporcionando disenos igualmente eficientes para to-
dos los parametros del modelo.

Como se ha visto en la introduccién historica, el diseno éptimo es un campo
relativamente nuevo, que esta avanzando muy deprisa en estos ultimos anos.
Y, ;. qué parte de la ciencia que se precie no estd basada en una teoria fuerte
sobre la que construir su edificio? Ademas, miltiples aplicaciones practicas
exigen la construccion de un buen diseno, y son precisamente ellas las que
han impulsado el desarrollo del diseno 6ptimo y su importancia creciente.



Capitulo 3

Algoritmos

3.1 Algunos algoritmos conocidos

A la hora de enfrentarnos al calculo del diseno éptimo mediante la realizacion
de un procedimiento iterativo, tendremos que calcular frecuentemente la ma-
triz de informacion inversa. Puesto que en cada paso utilizamos el diseno
construido en el paso anterior, parece interesante obtener una expresion
explicita de esta inversa en funcion de la inversa calculada en la etapa previa.
No cabe duda de que esto reduce los célculos considerablemente y hace el pro-
blema facilmente programable. A este fin va dirigida la siguiente proposicion:

1) y€ e =
R

Proposicién 3.1 Sea n = (1 — B)€ + P&, donde B € (
Suponemos ademds que det M(&) # 0. Entonces detM (n) #

L MO @) ) M)
l—ﬁ{M O S PSR ()f(w)}
£

B @) M7H(E) f(x) ]
1= B+ B (x) M=) f(x)

0
0

M~ (n) =

det M~ () = det M~1(£)(1 — )™ [1

3.1.1 Aproximacion al diseno 6ptimo

En la mayoria de los casos que nos encontramos en la practica, no va a
ser posible encontrar exactamente el diseno 6ptimo bajo el aspecto de un

66
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determinado criterio. Procederemos entonces segiin un algoritmo convergente
encaminado a la obtencién de un diseno aproximado al 6ptimo. Pero, ;cémo
saber si un diseno obtenido en un paso del algoritmo esta o no suficientemente
proximo al disenio éptimo?. Para afrontar esta cuestion examinaremos los
siguientes resultados, que pueden consultarse por ejemplo en Pdzman (1986),
pg 118.

Proposicion 3.2 Sea ® una funcion criterio convera. Si p es un diseno tal
que ®[M (p)] < o0 y para un cierto 6 > 0 se tiene:

DB[M (1), M] > —6, M € M (3.1)

entonces:
O[M(p)] < inf{P@[M(£)] : £ € E} +6

Es decir, si £ es ®-optimo entonces:

M ()] = @[M(E7)] < — inf IP[M (1), M] (3.2)

Corolario 3.1 La desigualdad (3.2) proporciona una cota inferior para la
eficiencia del diseno:

effa(p) > 1+ B(M ()

Si ademads existe el gradiente y®[M(u)] entonces se tiene el siguiente
resultado a partir del Teorema 2.5:

Proposicién 3.3 Si ®[M(u)] < 0o, 6 > 0 y existe sy P[M (u)] verificandose

fi@) v @M ()] f(z) > tr 7 @[M(p)]M(pn) =6 Vo€ X

entonces
O[M (p)] < inf{@[M(£)]: £ € O} +6
Es decir
ef fo(p) > 1 — tr 7 ®[M (p)] M (1) — mingex f'(x) 7 P[M (1)) f(2)

O[M ()]
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Esta acotacion es vélida para cualquier criterio. En 1969 Atwood habia
dado una acotacion del error cometido al aceptar como D-éptimo un diseno
dado:

Proposicién 3.4 Si det M(u) # 0, entonces:

B det M (p) 1/m m
15000 = (s det @) v O
o tomando logaritmos:
L 0ol — nt (0 [(6)] € € =) < log e S WM/

3.1.2 Procesos iterativos para el calculo del diseno D-
6ptimo

Los algoritmos que se dan a continuacion se basaran en el gradiente. Se define
a partir del gradiente de la funcién criterio de D-optimizacion la funcion

d(z,8) = o *(2)f'(2) M (§) f(2)

en el caso general (sin suponer o%(z) = 1).

Para detener el algoritmo puede utilizarse la Proposiciéon 3.4, que puede
expresarse de la forma:

m

maXgex d(ZE, 6)

effp(§) = (3.3)

siendo & un diseno tal que det M(£) # 0. Damos a continuacién algunos de
los algoritmos mas utilizados:

Algoritmo de paso armoénico
Puede encontrarse en Pdzman (1986), §V.2.

1. Se elige un diseno inicial & tal que, det M (&,) # 0.
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2. Dado un &, se define un nuevo diseno:

1

Ent1 = (1 - n—+2> En +

1

A

donde z,, es el punto donde se alcanza el maximo de la funcién:

X —R | z—dz&)

3. El proceso se detiene de acuerdo con (3.3).

Algoritmo ascendente

Ahora el segundo paso se mejorara en cada etapa del algoritmo.
1. Se elige un diseno inicial & tal que det M (&) # 0.

2. Dado un &, se define un nuevo diseno:

£n+1 - (1 - ﬁn)é‘n + ﬁné‘mn

donde z,, es el punto donde se alcanza el maximo de la funcién:
X —R | z—dz&)
v [, es el punto donde se alcanza el maximo de:

0,1] — R | § — det M[(1 = )& + Pnéa,]

3. El proceso se detiene de acuerdo con (3.3).

Proposicion 3.5 En el proceso anterior se puede calcular 5, a partir de la
formula:

d(l‘n, gn) -m
mld(zp, &) — 1]

La demostracién de este resultado puede encontrarse en Fedorov (1972),
§2.5.

La Proposicion 3.1 facilita el calculo de la inversa y del determinante a
partir de los calculados en el paso anterior del algoritmo. Esto aumentara la
rapidez de los cédlculos hechos con el ordenador.

ﬁn:
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Algoritmo acelerado

Con este proceso el algoritmo convergerd mas rapido a partir de una mejor
eleccién de (3, en cada paso. Puede consultarse en Pazman (1986), pg 144.

1. Se elige un diseno inicial & tal que, det M (&) # 0.
2. Dado un &, se define un nuevo diseno:
Enr = (1= Bu)én + Buen,
donde z,, es el punto donde se alcanza el maximo de la funcién:
X —R | z—dz&)

v [, es el punto donde se alcanza el maximo de:

lm, 1] — R | B— det M[(1 — B)&, + BEL]

si

d(fL"n; gn) > 14 (m — 1)§n($n)’

y en caso contrario f, = &,(x,).

3. El proceso se detiene de acuerdo con (3.3).

Proposicion 3.6 En el proceso anterior se tiene que:

_ d(xnafn) —m
T = Dd(@n, &)

det M[(1 — Bn)&n + Bnée,] = (14 7)™ det M(&,)[1 4 Ynd(2n, &n)]
donde Bu(1 = B) =
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Observaciéon 3.1 En todos estos algoritmos se habla de incorporar en el
paso n+ 1 el punto x, en el que se alcanza el mdzrimo de la funcion

X — IR

En el caso en que este mdrimo se alcanzara en varios puntos habria varias
posibilidades: o bien se incorporan todos esos puntos, dividiendo entre todos
ellos el peso correspondiente, o bien se anade solamente uno de ellos. En
este ultimo caso, en los siguientes pasos del algoritmo la funcion alcanzaria
su mdzximo en los puntos restantes siempre que sean relevantes, con lo que se
producird la incorporacion de los mismos igualmente, solo que en un numero
mayor de etapas.

Algoritmo para un X finito

Supongamos ahora que nos interesa encontrar el mejor diseno segun el cri-
terio D-Gptimo cuyo soporte se encuentra en el conjunto X = {xy,...,z;}.
Hay que tener en cuenta que aunque los algoritmos anteriores se dan en un
conjunto compacto cualquiera, X, los calculos del ordenador se reducen a un
conjunto finito, mayor o menor, segiin sea la tolerancia que se asigne a los
calculos. Para este caso existe el siguiente algoritmo:

1. Se elige un diseno inicial &, tal que, &(z;) > 0,i=1,2,... k.
2. Dado un &, se define un nuevo disefio:

() = sn(a:i)%,i 1ok

3. El proceso se detiene cuando:

d(z:
? m
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3.2 Disenos sin replicacién para conjuntos fini-
tos

En ocasiones puede que tengamos que enfrentarnos al hecho de que los puntos
observables no pueden ser examinados mas de una vez, como por ejemplo
cuando se trata de pacientes médicos a los que se somete a algiin tratamiento
un poco especial, o cuando se trata de pruebas largas, donde la repeticion
sobre la misma unidad experimental se hace inviable, como en agricultura.
Para estos casos habra que realizar una clase especial de disenos: los disenos
sin replicacion.

Un diseno sin replicacion es por tanto aquél tal que los puntos que cons-
tituyen su soporte pueden aparecer contados solamente una vez. Vamos a
examinar estos disenos para el caso de conjuntos finitos. Supondremos la
poblacién

BN = {xla S xN}

estando siempre los observables z; € IR ordenados, z; < ... < zy, y llamare-
mos n-diseno a un subconjunto de la forma

Xn = {Ih’ --wmin}a
donde se supone que n es un ntimero fijo, y que buscamos disenos de tamano

n. Se trata pues de disefios exactos en los que no se admite réplica.

Los resultados que figuran a continuacién estan basados en Rasch y Hen-
drix (1997):

3.2.1 Calculo del diseno sin replicacion é6ptimo

El método tradicional es el recorrido de todos los n-disenos posibles, probando
la funcién criterio en todos ellos. Puesto que hay

()

disenos de este tipo, el proceso puede resultar largo y costoso.

Una mejora con vistas a su implementacion en ordenador seria utilizar una
funcion recursiva para recorrer igualmente todos los n-disenos, pero siguiendo
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un patron determinado. La ganancia se produce porque al recorrer los disenos
de esta forma, vamos hallando la informacién contenida en cada uno de
ellos a partir de la que encontramos en el anterior, en vez de calcular esta
informacion en cada paso. Con esto se consigue un ahorro de cédlculos. Las
dos maneras de emplear este método son:

e Partir de cero e ir anadiendo puntos hasta formar los n-disefos (adding)

e Empezar cogiendo todos los puntos e ir eliminando hasta quedarnos con
n (dropping). Es mejor que el primer procedimiento cuando n > N/2

De cualquiera de estas maneras vamos obteniendo un “arbol” de disenos:
a partir de un disefio en cada paso surgen una serie de nuevos disenos (ramas)
segin el punto que se anada (procedimiento adding) o se elimine (caso del
método dropping). Es claro por otra parte que cuantos mas puntos tengamos
la oportunidad de disponer para incluir o no en el diseno, tanto mejor podra
ser éste, y por ello se puede introducir la siguiente mejora:

Procedimiento de Ramas y Cotas (Branch and Bound): Una vez obtenido
un n-diseno, el valor de la funcién criterio sobre él lo tomamos como cota.
Cuando usamos el método dropping, al ir disminuyendo el conjunto de pun-
tos candidatos a formar parte del diseno, aumentara el valor de la funcién
criterio. Por tanto, si al principio de cada “rama” del algoritmo (cuando
tenemos més de n puntos en el diseno) calculamos la funcién criterio y es
mayor que la cota, no haria falta buscar en esa rama, pues al eliminar puntos
el valor de la funcion criterio ird aumentando para los disenos formados a
partir de esa rama. De esta manera se reduce enormemente la busqueda. La
eficacia de este método dependerd mucho de la ordenacién de los puntos, ya
que si uno de los primeros n-disenos que encontremos es cercano al éptimo,
nos evitaremos buscar en muchas de las siguientes ramas, ya que las cotas
seran bajas desde el principio. Este proceso de ordenacién no sélo deberia
hacerse en la raiz del arbol, sino en todas las ramas.

3.2.2 Calculo de un “diseno sin replicacion” razonable-
mente bueno

Si no es imprescindible encontrar el 6ptimo, sino solamente un diseno que con-
sideremos lo bastante bueno, se pueden utilizar varios métodos, reduciendo
los calculos:
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Métodos de extension o reduccion

Extensién: Hallamos el p-6ptimo (siendo p < n) por alguno de los métodos
anteriores (tradicional, adding, dropping,...), y luego en cada paso anadimos
el punto que reduzca mas el valor de la funcién criterio sobre el diseno de
partida.

Reduccién: Partimos del diseio Xy = By (con soporte en todos los puntos),
y en cada paso eliminamos el punto que produzca el menor aumento posible
de la funcién criterio sobre el nuevo diseno Xy_;.

Algoritmo Combinado: Consiste en la combinacion de estos dos métodos para
producir mejoras en la utilizacién de la memoria del ordenador o en el tiempo
de calculo.

Método del subconjunto

La idea es reducir el tamano del conjunto de biisqueda By para disminuir los
calculos. Nos quedaremos, pues, con un conjunto By (N’ < N) constituido
por los puntos que cumplan una cierta condiciéon: a partir de un p-diseno
éptimo X, (entre todas las combinaciones posibles de p puntos de By) nos
quedaremos con los puntos de By que estén “cerca” de los puntos del so-
porte de X,. Esta cercania la fija el experimentador con unos parametros
de entorno que seran elegidos segun la cantidad N’ de puntos con los que
queremos quedarnos.

Métodos de intercambio

Partimos de un n-diseno cualquiera, X,,, y en cada paso se sustituye uno de
sus puntos por otro de los N — n no contenidos en el soporte, comprobando
que la sustitucion efectuada es la que mas reduce la funcién criterio de todas
las n (N — n) posibles. El resultado obtenido al final es un éptimo local,
pero no global, ya que dependerd del disefio de partida. Otras variantes del
método consisten en intercambiar varios puntos a la vez; en estos casos, tanto
los puntos sustituidos como los incorporados suelen tomarse consecutivos.
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3.3 Algoritmo Sistematico

En esta seccién introduciremos varios algoritmos mas para la obtencién del
diseno 6ptimo sobre conjuntos finitos de puntos. Son originales del autor de
este trabajo, y estan relacionados con el llamado Algoritmo Local, debido a
Lépez Fidalgo (1991), que se presenta a continuacion:

3.3.1 Algoritmo local

La idea de partida consiste en la eleccion de una serie de disenos iniciales, y
la busqueda del 6ptimo como una combinacion de éstos. De esta manera se
lograria reducir bastante el espacio de bisqueda. Esto es:
i) Inicialmente el experimentador tiene r disefos, &1, ..., &, .
ii) Entonces tenemos que resolver el siguiente problema de optimizacién:
Encontrar
min (&g + ...+ &)

Q1 4., Qp

sujeto a las restricciones
T
ai=1 a§g+... o+ >0
i=1

Si k es el nimero de puntos de la uniéon de todos los soportes de estos
disenos iniciales, tenemos entonces un problema de programacion matemaéatica
con k restricciones lineales de desigualdad y una de igualdad. No es posible
precisar exactamente el nimero de disenos que hemos de emplear, pero parece
claro que cuantos mds disenos usemos conseguiremos una mayor aproxi-
macién al 6ptimo. El ntimero total de puntos de la unién de los soportes
es también un factor importante. El diseno obtenido a través de este proceso
va a tener su soporte contenido en esta union.

Por tanto, la situacion es la siguiente: M es un subconjunto del espacio
lineal de las matrices simétricas de orden m. Denotemos por £(M) el subes-
pacio generado por M en ese espacio, que sera por tanto de dimensién menor
o igual que m(m + 1)/2. Si pudiéramos encontrar entre las matrices de M
una base de £(M), y elegir los disefios iniciales correspondientes estariamos
en una situacion éptima para aplicar este método. Ademas podria darse el
caso de que L(M) fuera el espacio vectorial de todas las matrices simétricas
lo cual simplificaria la eleccion de estos disenos.
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Sin embargo el método que proponemos no se centra en el conjunto M
sino en O, el conjunto de todos los disenos sobre X, que es bastante mas com-
plejo que M. Asi, a pesar de que la matriz de informacién del 6ptimo, M (£*)
sea combinacién de las matrices del sistema generador M (&;),..., M(&,),

M(E) = _Tzlaz-M@i),

el diseno 6ptimo £* no tiene por que ser combinacion lineal de los disenos
correspondientes a estas matrices. Aun mas: o1& + ... + @& ni siquiera
tendria por qué ser un diseno.

Cuando imponemos la condicién
O[1§1+...+()1,«§7« 20

estamos restringiéndonos mas de lo necesario; y esto implica que ya no es-
tamos trabajando con todas las matrices de informacién. Sin embargo no
podemos prescindir de esta condicién ya que nuestro proposito es calcular
explicitamente el diseno 6ptimo, y no solamente su matriz de informacién
(problema ain més complejo).

Este procedimiento es valido en aquellos casos en los que sabemos que
el 6ptimo es una combinacién lineal de algunos disenos dados. Tiene la
ventaja de la rapidez de cdlculo, ya que el proceso se termina en una sola
etapa; pero debemos tener presente que este método busca el ¢-6ptimo entre
las combinaciones lineales de disenos dados “a priori”, y no de todos los
posibles, y por tanto es necesario saber con alguna aproximacion doénde se
encuentra el 6ptimo. Seria aconsejable coger como disenos iniciales aquellos
que experimentalmente hayan dado mejor resultado. Incluso en ocasiones
nos interesan disenos de un determinado tipo, que de este modo restringimos
convenientemente.

Como se puede observar, no se exige que los coeficientes de los disenos
sean positivos. La existencia de solucién estd garantizada, ya que el ¢-6ptimo
siempre existe por ser ¢ continua en el compacto M. Y también existird un
6ptimo si nos restringimos, como en este caso, a un conjunto cerrado de M.
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3.3.2 Algoritmo Sistematico
Generalizacion del “conjunto base”

Como ya hemos mencionado, el argumento anterior es adecuado si se tiene
alguna idea de la situacion del 6ptimo. Cuando no es asi, el principal pro-
blema reside, por supuesto, en la eleccion de este “conjunto base” de disenos
iniciales. Asi pues, para el caso general en el que se carece de datos sobre la
posible ubicacion del éptimo, se reduce la seleccién a los disenos unipuntuales,
disenos “antecedentes” de todos los demas, y cuyas combinaciones convexas
producen todo el conjunto © de los disenos.

Se trata ahora de elegir una cantidad suficiente, r, de estos disenos ini-
ciales o puntos, y luego explicitar ese conjunto formado por r disenos:

e ¢l numero suficiente viene dado por el teorema de Caratheodory

e la eleccion de los disenos constituye el algoritmo que presentamos.

El teorema de Caratheodory asegura la existencia de un éptimo con car-

dinal
m(m + 1)

2

(siendo m el nimero de parametros del modelo). En el caso de criterios
estrictamente decrecientes) se puede reducir a un cardinal

C< +1

o< m(m + 1) |

- 2

como ya se ha visto. Llamaremos entonces
m(m + 1)

=— 2 +1
T 5 +

en el caso general, o
m(m + 1)
2
si trabajamos con criterios estrictamente decrecientes.

r =

El algoritmo consiste ahora en la eleccién (en principio arbitraria) de un
conjunto de r + 1 disenos unipuntuales: “conjunto base”. Una vez elegido,
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se calcula el 6ptimo del cierre convexo de estos disenos. Por el teorema de
Caratheorory, existe un 6ptimo constituido solamente por la combinacién
convexa de r disenos, por lo que al menos uno de nuestros disenos iniciales
no participaria en su creacién. De hecho existiria un éptimo para este cierre
convexo que tiene peso cero para al menos uno de estos disenos. El siguiente
paso seria la eliminacién de este diseno del conjunto base, y su sustitucién por
otro diseno, con lo que obtendriamos un nuevo conjunto base al que aplicar
el mismo procedimiento.

Este algoritmo acabaria en (Card(X) — r) pasos.

Diversas mejoras

Aunque en un principio hablamos de la elecciéon arbitraria tanto de los disenos
iniciales como del que introducimos en cada etapa del proceso, el hecho de
haber comprobado empiricamente que el orden de eleccién de los disenos
unipuntuales que se van incorporando en cada etapa puede tener una impor-
tancia trascendental, nos lleva a intentar mejorar el algoritmo introduciendo
un orden mas “racional” en la eleccién de los puntos (en el caso de que X
esté ordenado).

Asi el algoritmo tomaria la siguiente forma:
1. En principio se coge como conjunto base inicial el constituido por los
[r + 2] B [r] 1
2 | 12

primeros disenos unipuntuales de X ([-] significa “parte entera de...”),

2

2. A continuacion hallamos el ¢-6ptimo de las combinaciones convexas de
los disenos de este conjunto base.

ultimos.

3. Eliminamos del conjunto base el disenio correspondiente al punto que
participe con menor peso en la creacion de este éptimo.
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4. En la siguiente etapa se introduce el diseno siguiente a los primeros o el
anterior a los ultimos, segiin que el diseno eliminado sea de los primeros
o los 1ltimos respectivamente. Formamos asi un nuevo conjunto base,
y volvemos al paso 2.

Este procedimiento se basa en el hecho de que normalmente el 6ptimo
“exige” probar el valor del modelo en los extremos del conjunto X, y luego,
una vez asegurados los extremos (pueden ser los dos, o solamente uno si el
valor del modelo en el otro estd perfectamente claro), se apoya en algunos
de los puntos interiores. Si ocurriera que se fueran eliminando solamente
puntos del principio, o sélo del final, una variante del método seria comenzar
a incorporar los disenos por el extremo opuesto: posiblemente estariamos
en el caso antes mencionado, aquél en que el valor en uno de los extremos
queda completamente determinado por el modelo, y por tanto no necesitamos
muestrear en ese extremo. Veamos la aplicaciéon a un caso concreto.

Ejemplo 3.1 Vamos a aplicar el algoritmo presentado a la obtencion del
diseno optimo para el modelo

y(z) = az® + Bate™

siendo
X ={0,0.1,...,0.9,1}

Como m = 2 (ndmero de pardmetros), r = m(m+1)/2 = 3. Luego existe un
optimo formado unicamente por 2 6 8 puntos de X. Para empezar cogeremos
pues 4 puntos de X que formardn el primer conjunto base. Segun el orden
prefijado, estos puntos son 0,0.1,0.9y 1. Estas serian las etapas del algoritmo:

e Calculamos el optimo de las combinaciones convexas de los 4 puntos.

Resulta el diseno
0 01 09 1
0 0 1/2 1/2

Por tanto eliminamos los puntos 0 y 0.1. Como los eliminados son
ambos del principio, habrd que sustituirlos por otros dos puntos del
principio: 0.2 y 0.3. Tenemos asi un nuevo conjunto base.

e Hallamos el optimo. Obtenemos el diseno

02 03 09 1
0 0 1/2 1/2
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Eliminamos los puntos 0.2 y 0.3. Los sustituimos por 0.4 y 0.5. Se
forma el nuevo conjunto base.

e Hallamos el optimo. Obtenemos el diseno
04 05 09 1
0o 0 1/2 1/2

Eliminamos los puntos 0.4 y 0.5. Los sustituimos por 0.6 y 0.7. Se
forma el nuevo conjunto base.

e Calculamos el dptimo. Obtenemos el diseno
0.6 0.7 09 1
0o 0 1/2 1/2

Eliminamos los puntos 0.6 y 0.7. Solo queda un punto: 0.8. Para

formar el dltimo conjunto base eliminamos el 0.6 (daria igual eliminar
el 0.7) y anadimos el 0.8.

e Hallamos el optimo. El disenio dptimo definitivo serd
0.8 0.7 09 1
/2 0 0 1/2

Por lo tanto el algoritmo nos ha conducido al diseno

0.8 1

1/2 1/2
Obsérvese que el optimo “desprecia” uno de los extremos: el 0. En realidad
no necesitamos en absoluto probar en ese punto, ya que el modelo va a tomar
sitempre el valor 0 en él. En este caso podriamos haber empleado la variante
del método general: en el primer paso, al eliminar los dos primeros puntos,

incorporariamos los dos inmediatamente anteriores a los ultimos, 0.7 y 0.8.
En el siguiente paso ya encontrariamos el optimo.

Este método se puede intentar combinar con la informaciéon que podamos
poseer para obtener mas rapidamente los disenos. Por ejemplo si sabemos
con bastante seguridad algunos de los puntos o pesos que intervienen en el
optimo, si existe simetria en el diseno, etc.
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En algunos de los programas implementados con el ordenador se ha uti-
lizado una correspondencia entre disenos con soporte en un conjunto deter-
minado de n + 1 puntos (para los que queremos hallar sus pesos Gptimos)
y el compacto [0,1]". Esta identificacién es también original del autor, y a
continuacion la detallaremos, explicando brevemente sus principales propie-
dades:

Definicién 3.1 Se define

T [0,1]" — {Disenios con soporte en xy,...,Tpi1}

T1yeeesTn41 °

como la correspondencia

Ty Tp - $n+1}

a=101,...,0p3 —
{ag, o am} {pl P2+ Pn+t

donde pr = ay, p; = (1 — ;1) (1 — ) para i = 2,...,n Yy ppy1 =
(1—ay) (1 —ay).

Teorema 3.1 La correspondencia T (mientras no haya posibilidad de con-
fusion se evitardn los subindices) verifica las siguientes propiedades:

1. Estd bien definida
2. Es epiyectiva
3. Su restriccion a [0,1)" es inyectiva
Demostraciéon: Para simplificar la notacion nos referiremos al diseno
£ = x Tn+1
b Pns1
simplemente como {p1,...,Pni1}-
1. Hay que probar que Y(a) es un disefio, es decir, que ¥7"' p; = 1. Pero
si definimos
Si = o+l —o) + ..
et ap(l—apog) - (1—a;) + (1 —ap) - (1 — ay)]
se verifica "' p; = Sy S; = aj+(1—a;)S;11. Por tanto para acabar

basta ver que S; = 1, j = 1,...,n, que por la férmula recurrente se
reduce a la comprobacién evidente de que .S, = 1.
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2. Una antiimagen de {p1,...,ppi1} s {aq,...,a,}, con
0 si p;=0 o
1 = D v — _ . i =2,...,n
1 P1; i 171;1}.].1.7111-71 si p; 7£ 0 ’ ’ ’
3. La inyeccién se comprueba trivialmente al restringirse a [0,1)". O

Observaciéon 3.2 Los inicos disenos que rompian la inyectividad tenian la

forma,
O A S |
proceop 0 - 0 ’

cuya antitmagen son los puntos

(pl, P2 bi :1,0,...,()).
1—pm l—pi—...—pi

La restriccion que proporciona la inyectividad estropea a su vez la epiyeccion,
ya que ahora en el conjunto imagen todos los puntos tendran pesos diferentes
de cero.

La ventaja que se obtiene al utilizar esta correspondencia es la derivada
de no tener que preocuparse de la restriccion Y p; = 1, ademas de reducir la
dimensiéon del conjunto de bisqueda.

Como se ha venido observando a lo largo de este capitulo, seria funda-
mental la definicién de un orden en el conjunto de los disenos (o al menos
en el de las matrices de informacién) que nos sirviera como base a la hora
de elegir los disenos iniciales, o los que vamos incorporando en cada paso.
Con este fin se estudié el tema, y se obtuvieron algunos resultados que se
presentan en el capitulo siguiente.



Capitulo 4

Ordenes de las matrices de
informacion. Relacion con las
funciones criterio

En este capitulo definiremos un orden en el conjunto de los disenos a partir
del orden entre sus matrices de informacion asociadas. Introduciremos el con-
cepto de comparabilidad de dos disenios. Analizaremos entonces los disenos
mas basicos, principales candidatos para disenos iniciales en los algoritmos
que hemos propuesto en el capitulo anterior.

4.1 Orden de Loewner

Definicién 4.1 Sean M y N dos matrices simétricas. Diremos que N < M
si M — N es definido positiva; y que N < M si M — N es semidefinido
positiva. La relacion “<” establece un orden parcial en el conjunto de las
matrices simétricas, llamado orden de Loewner.

Definicién 4.2 Sean £ yn dos diserios. Diremos que & y 1 son equivalentes,
& n~m, siy solosi M(§) = M(n). El disenio & no es peor que que 1, & < 1,
si M(n) < M(&). Finalmente diremos que & es mejor que n, & < 1, Si
M(n) < M(8).

83
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Observaciéon 4.1 La definicion que se acaba de dar es la mds conveniente
para la introduccion del concepto de disenos comparables, que se hard a con-
tinuacion. A pesar de que la definicion usual se realiza a partir de la com-
paracion de las varianzas generalizadas para todos los funcionales lineales,
es equivalente a la dada cuando los diserios son no singulares (Proposicion
2.6). Hay que hacer notar que < U ~ no es lo mismo que <.

Definicién 4.3 Diremos que & y 1 son comparables respecto de la relacion
“L? i M(§) < M(n) 6 M(n) < M(§). Serdn comparables respecto de la
relacion “X” si M(&) < M(n) ¢ M(n) < M(§). En general diremos que
los disenios &, n son comparables respecto a una relacion cualquiera “9” si se

verifica M(&) < M(n) é M(n) <M(E).

4.2 Propiedades y resultados sobre el orden
de Loewner

En lo que sigue X serd el conjunto de diseno, que supondremos incluido en
IR. Partiremos del modelo lineal y como siempre supondremos la varianza
de las observaciones igual a 1.

4.2.1 Matrices NND y orden de Loewner

Sea N € NND(m)= Matrices simétricas semidefinido positivas de orden m
(nonnegative definite).

Se definen los conjuntos

Cy(N)={M € NND(m): N > M}

C,(N)={M € NND(m): M > N}

Estudiemos algunas de sus propiedades:

o Cp(N)NCy(N) ={N}
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e 0 € Cy(N)
e Si M e Cy(N)ya<1entonces a M € C,(N)
e Si M € CyN)ya>1entonces a M € Cy(N)
e C,(N) es convexo:
T, M € Cy(N)= N>T,N>M =
=N-[aT+(1—-a)M]=a[N-T]+(1—-a)[N-M] >0
e C,(N) es convexo:
T,M € Cy(N)=T>N,M>N =
=aT+(1—-a)M]—-N=a[T-=N]+(1-«a)[M—-N]>0
e Cy(N)=N+ NND(m)

Observacién 4.2 NND(m) es un cono en el espacio de las matrices simétricas
con vértice en el origen. Por tanto Cy(N) serd un cono de vértice N.

4.2.2 Relacion “<”

Proposicion 4.1 Los disenos unipuntuales no son comparables respecto a
la relacion “<7.

Demostracién: Sean

x x
{1} erfz)
dos disenos unipuntuales. Se tiene que
M= M(f:cl) - M(f:cz) = (fz‘(ilfl)fj(xl) - fz‘(iEQ)fj(xz))i,j:L...,m-

Para que M fuera definido positiva seria necesario que el segundo determi-
nante principal, D, fuera positivo, pero

Dy = — [ fi(z1) fo(w2) — fil@s) fala1)]” <0

y por tanto &,,, &, no pueden ser comparables. O
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Corolario 4.1 Los disenos de la forma

£ = L1 T2 y &5 = T T
e Q-a) L8 (18
no son comparables respecto a la relacion “<7”.
Demostraciéon: La matriz diferencia puede ponerse como

M(&a) - M(gﬁ) = (a - ﬁ) [M(§x1) - M(§x2)] )

y por la Proposicién 4.1 se concluye que esta matriz no puede ser definido
positiva. O

Proposicion 4.2 Los disenos &, 7, tales que
Card(X;UX,) <m
no son comparables respecto a la relacion “<”.

Demostracién: Sea XU X, = {z1,...,x, }, con r < m.

det (M€ = M(n) = 3 aieecidet (filwy),

.....

1<i1 <. iy <1 N ”

donde c;; = &(4;), n(w4;) 6 (&(xi;) —n(zi;)); v los determinantes D(iy, ..., iy,)
se anulan, ya que por hipétesis de partida al menos dos de las filas van a ser
iguales. a

Corolario 4.2 Para i par, i < m, los disenios

ZT; . T e T
e={ 7} a={m

no son comparables respecto a la relacion “<”. Para i impar, i < m, no
puede ser &5 < &,
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Demostracion: Supongamos ¢ par. Si¢ < m acabamos por la proposicion
anterior. Sii=m

det (M(é—xz) - M({Z)) = (_1)i_1a1 o 'Ofi_lD(l, ey ’i)2 < 0.
Ademas, sea i par o impar se tiene
det (M(£2) - M(fml)) == (—1)041 s Oéz',lD(l, . 2)2 S O,

lo que demuestra el enunciado. O

Todos estos resultados indican la dificultad de establecer una prelacion
entre los disenos, especialmente entre los unipuntuales, como pretendiamos a
la hora de poner en practica el Algoritmo Sistematico descrito en el capitulo
anterior. Al menos parece evidente esta complicacién para la relacion <.
Examinamos ahora la relacién <.

4.2.3 Relacién “<”

Teorema 4.1 (Caracterizacion geométrica del orden parcial de los disenos
unipuntuales)
Dados x1,29 € X, se tiene

Con 2 &y = M (&) = KM (&), k>1

Demostracién: Supongamos &,, = &,,. Entonces los menores princi-
pales tendran la forma siguiente:

Dy = det (fi(z1) fi(1) = fi@2) fi(22)); 5y 20, L=1,...om
que nos dice:
e Dy > 0= fi(z}) > fi(as)?

e Dy > 0. Pero
2

<0.

_ fl(fﬁl) f2(331)
Do==1"% 23) Tolaa)

La unica posibilidad de igualdad es que la segunda fila sea proporcional

a la primera: fi(z2) = ¢ fi(21) y fo(22) = ¢ fa(z1), con ¢> <1 por
la condicién anterior. Pero como una matriz semidefinido positiva lo
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sigue siendo por transformaciones lineales, este resultado se mantiene
si en el modelo intercambiamos f;(x) por f;(z). Asi tenemos f;(z9) =
¢ fi(zy) Vi=2,...,m, siendo ¢ la misma para todos. Por tanto

ME,) = B M)
con k* = (1/¢)* > 1.
Si, reciprocamente, suponemos M (&,,) = k*M (&,,), con k > 1, entonces
M (&2,) = M(&,) = (K — 1) M (&) > 0

por ser M (&,;,) una matriz de informacién. O

Proposicién 4.3 Sean x1,19 € X, y consideremos los disenos

T2

@:{3 u—@}y@:{?a?m}’ “=

Entonces se cumple:

ga = §5 A M(&m) < M(&m)

Demostracidon: Se tiene

M = M(ga) - M(gﬁ) = (a - ﬁ) [M(§x1) - M(&mz)]

O

Proposicion 4.4 Consideremos el modelo lineal con dos pardmetros y xq,
Tg, w3 € X, siendo &, y &, no comparables entre si (“X”). Consideremos

los disenos
) X3 ) o)
£m3_{1}y€a_{a (1-0[)}

D fi(w) fz(xz‘)‘

y denotemos

Y Ailay) falag)
Si1/2 < B < ay Dy > D3, entonces &y = &, implica &y < Ep.
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Demostracién: Ardanuy y otros (1999) presentaron un desarrollo del
determinante que es véalido no sélo para disenos, sino para cualquier matriz
asociada a una medida (por ejemplo, para una combinacién lineal de disenos,
aunque no sea disenio). A este respecto puede consultarse la Proposicién 2.2.
En nuestro caso, tenemos

det [M(&s,) — M(&a)] = —aDiy — (1 — @) D3 + a(l — o) Di,

y por tanto el hecho de que, M(&,,) — M(&,) > 0 implica que D3, >
D%,y D}, > D2,. Entonces

det [M (&2y) — M (&p)] —BDY, — (1= B)D3; + (1 — B) D7,
—aD?y — (1 - a)Di; +a(l — a)Di,
det [M(&a,) — M(&a)] 2 0

[AVAN

va que f(1— ) > o(l —a) y
~BDYy — (1= B)D}; — [~aD}y — (1 - a)D3y| = (a = B)(D}; — D33) > 0.
Faltarfa ver que
filxs)? = BAi(1)” = (1= B) falw2)” > 0,

lo cual ha de ser cierto, porque de no ser asi tendriamos M (£3) > M(&,,),
luego M(&3) > M(&,). Esto implicaria (ver Proposicién 4.3) que M(&,,) >
M (&), lo que contradice la hipétesis de partida. O

Observacién 4.3 Siguiendo con el modelo biparamétrico, sean x1, xa, T3 €
X C R,

f(z) = (Lx)Ta o = { :21 (1 3i2a) }7 M = M(&zy) — M(&a)-

Supongamos ademas que &,y &, Son no comparables respecto de <. Veamos
que en caso de que &, Y Eq lo sean, &, serd siempre mejor que &g, :

Por ser comparables ha de verificarse det(M) > 0. Ademds, por la de-
mostracién de la Proposicion 4.4 ha de ser D%, > D% y D%, > D2, que en
nuestro caso significa

|T1 — xa| > |21 — 3| y |v1 — 32| > |12 — 23],
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de donde se deduce que:
13 = oy + (1= B)y

con lo que serd det(M) = —(a — §)*(z9 — 1)? < 0. Esto, por la hipdtesis
M > 0, implica la igualdad, cosa que sdlo es posible (excluyendo el caso
x1 =x9) st a = . Y con este resultado se obtiene M (&) > M(&,,).

El resultado nos viene a decir que dentro de un conjunto de disenos com-
parables un diseno unipuntual nunca es mejor que uno con dos puntos. Fsto
no es sorprendente, ya que los criterios globales nos conducen a disenos con
al menos m puntos en su soporte.



Capitulo 5

Criterios caracteristicos

5.1 Introduccién y definiciones

Dos de los criterios mas conocidos en diseno éptimo de experimentos son los
del determinante y la traza de la matriz de informacién. En este capitulo
presentaremos un conjunto general de criterios basados en los coeficientes del
polinomio caracteristico de esta matriz, que podriamos decir estarian situa-
dos entre los dos criterios antes mencionados, siendo éstos, casos particulares.
Mientras que la A-optimizacion considera la media de las varianzas, la D-
optimizacion tiene en cuenta todas las varianzas junto con las covarianzas
y hace minimo el volumen del elipsoide de confianza de los parametros. De
forma analoga se podria buscar interpretaciones al resto de los coeficientes.
Asi, por ejemplo, el segundo tiene una gran relacién con los pares de coefi-
cientes de regresion, como veremos mas adelante.

Muchos de los resultados desarrollados en este capitulo pueden consul-
tarse en Lopez Fidalgo y Rodriguez Diaz (1998).
5.1.1 Funciones simétricas elementales

Sea M simétrica y semidefinido positiva de orden m. Entonces el polinomio
caracteristico se puede poner como

= o(M) 2™ — o1 (M) 2™ + @p(M) 2™ + o+ (1) (M),

91
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donde
er(M)=">" XN,... N, 1<k<m (5.1)
11 <. <0

QOO(M) =1,

son las funciones simétricas en los valores propios de M, A, ..., \,. Los
coeficientes primero y tltimo son precisamente

er(M) =tr(M) y @n(M)=det(M),
que dan lugar a los conocidos criterios de A y D-optimizacion:
u[M(E)] =tr[M(&));  Pp[M(€)] = log det[M ' (€)].

Las funciones ¢y, ..., ¢, se llaman funciones simétricas elementales de la
matriz o coeficientes caracteristicos, y la caracterizan como funcién lineal.

Notacién 5.1 Dada una matriz mxm M, denotaremos [M;, .. (1 <k <
m, 1 < iy <...<ix <m)ala submatriz principal de M formada por los
elementos situados en las filas y columnas iy, ..., ix. En particular, [M]y
serd denotada simplemente por [M]y.

Observacién 5.1 En ocasiones la matriz que nos ocupa no estd completa-
mente definida, sino que depende del valor de algiun pardmetro. Entonces es
mejor calcular los coeficientes caracteristicos de la manera siguiente:

11 <...<tp

5.1.2 Propiedades

Todas las matrices que aparezcan de ahora en adelante se consideraran simé-
tricas y semidefinido positivas, lo cual es una condicién més fuerte de lo que
necesitamos, ya que evidentemente nuestro interés se centra en las matrices
de informacién, y dentro de éstas, en las regulares, para evitar los casos mas
particulares de disenos singulares. Primeramente hacemos observar que para
todos los calculos vamos a poder suponer que M es una matriz diagonal con
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elementos Aq, ..., \,,, porque el polinomio caracteristico de M es invariante
por cambios de base de la forma A 'M A, siendo A no singular. Por tanto,
a partir de ahora serd M = diag()\y, ..., Ap), donde Ay, ..., \,;, son los valores
propios de M.

Por el mismo motivo tenemos la propiedad circular
¢x(M N) = (N M),

para cualquier matriz regular M y cualquier matriz cuadrada V.

De la misma manera, de ahora en adelante cuando manejemos varias ma-
trices simétricas y semidefinido positivas podremos suponer que una es dia-
gonal y el resto simétricas, ya que dada una matriz simétrica siempre existe
una base ortogonal en la que diagonaliza, y que por ser ortogonal transforma
matrices simétricas en simétricas y semidefinido positivas en semidefinido
positivas.

Proposicion 5.1 Se cumple
pr(AM) = Ny (M)
Demostracién: Se deduce ficilmente de (5.2), ya que
det[AM];, ..., = AF det [M;

17"-7ik]

Recordemos el siguiente resultado:

Proposicién 5.2 (Desigualdad de Hadamard) Si N es una matriz semide-
finido positiva se verifica

=1

Proposicién 5.3 Las funciones @i (M) son crecientes respecto del orden de
Loewner.
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Demostracion: Sean M y N, simétricas y semidefinido positivas, con
M > N. Por las razones ya mencionadas podemos suponer que M es dia-
gonal, M = diag(\y,...,A\n), v N = (n;;) simétrica. La condicién M > N
implica que \; > n;;, para todo 7 = 1,...,m. Esto es claro para : = 1, e
igualmente cierto para el resto debido a que mediante un adecuado cambio
de base siempre podemos intercambiar Ay y );, ocurriendo lo propio con nq;
y ny; v conservandose el mismo orden en las matrices resultantes. Por tanto

11 < .. <l
2 Z Tiyiy « - Migiy,
11 <. <l
Niyiy = Mgy,
2 Z o b = wk(N)
11<...<1 nikil .. nikik
donde el tltimo paso es la desigualdad de Hadamard. a

Si vamos a definir criterios basados en las funciones caracteristicas, serd
interesante previamente relacionarlos entre ellos, y ver cémo actian sobre la
matriz inversa. Existe una relacion fundamental entre las funciones carac-
teristicas aplicadas a una matriz M y a su inversa:

Proposicion 5.4 Dada M definido positiva se verifica
Pe(M™Y) = ou(M™") omp(M) (5.3)

Demostracion: A partir de la Definicion 5.1, y utilizando
M = diag(Aq, ..., \y) se tiene

Qom(M_l) @m—k(M) = ()‘1_1 - )‘r_nl) Z )\jl SR )\jm—k

1<k
_ Z )‘j1 1 : )\jmfk
i AT AR
1 1
= Y = (M)
i1<...<ik )\il )\Zk
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Observacion 5.2 Notese la importancia de esta sencilla relacion: la in-
mensa mayoria de las funciones criterio actian sobre la inversa de la ma-
triz de informacion del diseno. La obtencion de esta inversa en cada etapa
de un proceso algoritmico se convierte en una de las tareas mds costosas,
computacionalmente hablando. Sin embargo, el uso de la formula consigue
evitar este engorroso cdleulo, ya que el determinante de M~ (o (M™"))
es simplemente el inverso del determinante de la matriz M. FEsto se aplica
a todos los coeficientes caracteristicos, incluido el primero y muy utilizado,
A-optimizacion. Las funciones @, k(M) no presentan problemas para su
obtencion en ningin caso, utilizando (5.2).

Corolario 5.1 Sim es par y k =m/2 se tiene:

M
o or(a)
or(M1)

Como procedimiento de recurrencia serd interesante obtener ¢, (M) a
partir de ¢1(M), ..., ¢, 1(M). Los siguientes resultados se dirigen a buscar
dicha relacion.

Lema 5.1 Dado k entero positivo

S Aue A M =) opi(M) o (M) (5.4)

t1<...<tk,j;t¢tr (]
donde 1 < 5 < k.

Demostracion: Se demostrara por induccién descendente sobre j:
Para j = k el miembro de la izquierda se reduce a 3™, A\F| v el de la

derecha es
m

(=1)*0a(M)py (M¥) = tr(M*) = 3N

t=1
Para j =k —1

S - (iA) (Sour) -0
)

t#£t1 t1=1

= o1(M) o1 (M*1) — oy (M*
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Para j <k —1

S > M AN

t1 <---<tk7j tyétT

:( ¥ )\tl...)\tkj) (ZA{)— S Y M, N
t=1

t1<...<tk_j t1<...<tk_]‘_1 t;ﬁtr

que por hipotesis de induccion, sera

i (M) pr(M7) = 37 (=)™ gpi(M) o1 (M)
i=j+1
k .
= Y (1) gp_i(M) 1 (M)
i=j
lo que concluye la demostracion. O

Teorema 5.1 Se tiene la igualdad

Z: “lor-i(M) o1 (M) (5.5)

P?’I»—t

Demostraciéon: Podemos descomponer

or (M) o1 (M) = ( ¥ )\tl...)\t“) (éAt)

t1<..<tp_1
= k Z )\tl e )\tk + Z )\t1 e )\tk—2)\?
11 <...<tp t1<...<tk_2;t¢tj
y entonces
1
(pk(M) = % [(pkl(M) SOI(M) - Z )‘t1 s )‘tkz)‘?] .
t1<...<tk_2;t¢tj
Por el Lema 5.1 se concluye. a

Observacién 5.3 Podria obtenerse (M) en funcién de o(M?),i=1,...,k
sin mas que aplicar la formula anterior recurrentemente para r_1, Pr_2,...,02.
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5.1.3 Funciones caracteristicas

Estamos interesados en la creacién de nuevas funciones criterio a partir de
los coeficientes caracteristicos. Especialmente importante sera su aplicaciéon a
las inversas de las matrices de informacion, que como ya hemos visto son pro-
porcionales a la matriz de covarianzas de las estimaciones de los parametros.

Definicién 5.1 Llamaremos funciones caracteristicas de una matriz M a
los coeficientes caracteristicos de su inversa. Esto es

Pon, (M) = (M)

Con el objeto de probar la convexidad de estas funciones, propiedad siem-
pre deseable en cualquier funcién criterio, veremos algunos resultados previos.

Proposicion 5.5 Para cualquier funcion real v definida sobre un convexo
se verifica:
1. St v es concava, entonces es log-concava

2. Si v es log-convexa, entonces es convexa

Demostracion:
1. Si v es céncava se tiene
vlaM + (1 — a)N] > av(M) + (1 — a)v(N),

que al aplicar el logaritmo, que conserva la desigualdad por ser cre-
ciente, produce

logv[aM + (1 — a)N] > loglav(M) + (1 — a)v(N)]

> aloglv(M)] + (1 — a)log[v(N)],

siendo la 1iltima desigualdad debida a la concavidad de la funcién log.
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2. Si v no fuera convexa, existirian M, N y 0 < a < 1 tales que
vlaM + (1 — a)N] > av(M) + (1 — a)v(N),

y del mismo modo que antes, al aplicar el logaritmo y usar que éste es
creciente y concavo obtendriamos

logv[aM + (1 — a)N]| > alogv(M) + (1 — a)logv(N),

lo que contradice la hipétesis de partida. O

Lema 5.2 Sean M y N matrices m x m definido positivas, y H una matriz
s x m de rango s (s < m). Entonces se verifica

(HM'HY)Y ' + (HNT'HY) ' < [H(M + N)"'H']™! (5.6)

La demostracién puede encontrarse en Pazman (1986), pg 102. En ella
se utilizan varias desigualdades, entre ellas la de Schwarz.

Lema 5.3 La funcion

M (M7
ATy
es concava, es decir, st M y N son matrices no singulares de rango m vy

0<a<1 secumple

(M +(1-a)N)'] " oM +a-a) [N (5)

D1 geenyls

Demostracién: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (i1, ..., ix) =
(1,...,k). Se puede escribir [M], = HMH", siendo H la matriz k X m
definida por H;; = 1, H; ; = 0 si i # j. Se cumple entonces

-1

o[- [V
=a[HM'H] "+ (1-a)[ENH]
= [HaM B "4 [HQ - )N 'H]

<[H@M+1-aN 7]

= [@M + (1 —a)N)7] ",

donde la desigualdad se deduce del Lema 5.6. a
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Teorema 5.2 La funcidn criterio ®cp, (M) = (M) es convera,
k=1,...,m.

Demostracion: Podemos escribir

(I)Chk (M) = Z det [M_l]. .

1<i1 <..<ip<m

luego basta probar que las funciones

M s det [M*l}

$1yeensl

son convexas, y por la Proposicion 5.5 es suficiente ver la log-convexidad. De
nuevo podemos suponer (iy,..., i) = (1,..., k), y entonces

log det [(aM +(1— a)N)fl]k

-1

= —logdet [(aM +(1- a)N)il}k

< —logdet <Oz [Mfl}: +(1-a) [Nl]k1>

<a (— log det [M_l]:> +(1—a) <_ log det [N_l]lj)

= alogdet [M’l]k + (1 — a)logdet [N’l]k ,

con lo que se acaba. La primera desigualdad viene de (5.7), teniendo en
cuenta que el determinante conserva el orden de Loewner y el logaritmo es
creciente. La segunda se deduce de la convexidad del criterio de D-optimi-
zacion. O

5.2 Continuidad y Diferenciabilidad

La continuidad y la diferenciabilidad de ¢ (M) son inmediatas a partir de
la definicion. De hecho son polinomios homogéneos en las componentes de
M. Centrémonos pues en el cdlculo de su gradiente. Para ello usaremos el
siguiente resultado:
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Proposicién 5.6 El gradiente de ¢, (M) = o (M*) (M simétrica) es
ver(M) =k M (5.8)

Demostracién: Se tiene

0 0
gk(M) = Z Z Myry Mypyrg == Myy 1ty

omi; omi; T T

que se puede separar en tres casos segin m;; sea el primero, uno de los
centrales o el tltimo factor de cada sumando. Tras derivar quedaria

am.Sk(M) = Do My My
L) T2y 5Tk—1
+ Z Z Mry == My iMyjrggn " Myt
T O

s=1,...,k—2

+ Z Myjpy =" Myy_ 54

T1yeeesTp—2

El segundo sumatorio se puede reordenar de la siguiente manera:

> > Mijropn = My 1Mty = Mgy,
5:17"'7k_2 t,’l‘l,...,T‘As,1‘8+1,...1‘k_1

y por tanto en todo el conjunto tenemos k veces cada sumatorio

S i = (M)

T2y 05Tk—1

ji’

el elemento (j,7) de la matriz M*~1, lo que conduce al resultado final

0

M)=Fk (M*") =k (M*!
om; k(M) ( )jz’ ( )ij
([
Proposicion 5.7 FEl gradiente de los coeficientes caracteristicos es
k—1 ‘ ‘
Ver(M) =Y (=1 ¢ j 1 (M) M. (5.9)

=0
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Demostracion: Se probard por induccién. El caso k =1 es trivial.
Si k> 1, por (5.5) se tiene

Vo) = 1 317 7 [puni(M) (017

=1

1 k i i %
= %Z(—l)l ' [V@kfz‘(M) e1(M") + pp—i(M) v o1(M )}
i1
Usando la hipétesis de induccién y (5.8) resulta

k—i—1
Y CD ki (M) M7 o (M) + i (M) i M
=0

|

;(—Ui

que tras reordenar sumandos y utilizar nuevamente (5.5) se puede poner

Ccomo
k-1

> (=12 (M) A
. O

Corolario 5.2 ®¢y,, (M) = @r(M ') es una funcidn criterio diferenciable
cuyo gradiente es
(M—l) (_M)i—k—l

Ve, (M) = 77

1M
|

= =Y M) (M

=

(=)

Demostracién: Utilizando la expresién (5.3) el gradiente se puede poner
cOmo

VOon (M) = vop(M)
=V [SOM(Mil) Somfk(M)]
= vgpm(Mil) Qom—k(M) + Som(Mil) V Som—k(M)

Ahora, por (5.9) y teniendo en cuenta que v/ logdet(M) = M~ (ver p.e.
Pédzman (1986) pg. 81) podemos obtener

Vem(M™) = 7 10g om(M™Y) (M) = =M~ o (M),



CAPITULO 5. CRITERIOS CARACTERISTICOS 102

lo que nos lleva finalmente a
VPen, (M) =3 @i(M™) (~M) ",

Alternativamente podriamos expresarlo también como

Ve, (M Z i(M™Y) (= M)+t
utilizando que
M—(m—k—l) Z QOZ'(M_I) ( z k—1 Z SOZ _M)—(m—i) — 0,
i=0

puesto que se trata del polinomio caracteristico de la matriz M ! aplicado a
la propia matriz.

Asli se puede utilizar segin convenga cualquiera de las dos féormulas, una
(la primera) mas adecuada para valores altos de k, y la otra mejor para
valores pequenos de k. O

Proposicion 5.8 Una condicion necesaria y suficiente para que el diseno &
sea Dy, -Optimo es que se verifique

mmZ T [MTHEN] f () M (EN) f ()

S () R M (€ (MR ()

1=k

Demostracion: Por el Teorema 2.5 la condicién que ha de cumplirse es

min f*(x) 7 ®cn, [M ()] f(x) = TrM(£*) 7 Pen, [M(£7)]

zeX

En este caso, utilizando el Corolario 5.2 se tiene

min f*(z) 7 Pep, [M ()] f ()

zeX

= 3 () M €T
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y
TrM(§) v Pen, [M ()] = D (=)™ i MTHEr [MTF (€M),
i=k
lo que prueba el enunciado. O

Observacién 5.4 También hay que hacer notar que se podrian considerar
funciones criterio mds generales basadas en estos coeficientes, como

p

1

_b
q)P,k(M) = Z ()‘21)‘11@) k
M <<y
k
La division y la raiz k-ésima se deben a que sumamos TIZ productos de

k autovalores y por tanto asi se considera un promedio. FEl resto se introduce
como una generalizacion de los criterios @, vistos en el Capitulo 2. En par-
ticular se podria expresar el criterio del determinante simplemente tomando
p=1yk = m, que es equivalente al definido, por ser log una funcion
creciente. El gradiente de estos criterios generales es

1

donde hemos utilizado la primera expresion dada para 7 ®cp, (M).
Opcionalmente se podrian haber definido tomando la raiz k-ésima global,
en vez de hacerlo para cada sumando:

Pk (M*%)I_Tp f: i (M—g) (_1)ifkf1M%,p,1’
i=k

S

1
kp

(I)p,k(M) =
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5.3 La segunda funcién caracteristica

A continuacion vamos a ver algunos resultados particulares para 5. Primero
veamos c6mo actia sobre la suma de matrices:

Proposicion 5.9 Dadas dos matrices simétricas y semidefinido positivas de
orden m, M y N, se verifica

2(M + N) = p2(M) + @2(N) + [p1(M) ¢1(N) — ¢1(M N)] (5.10)

Demostracién: Podemos suponer M = diag(\i, ..., \n), N = (n;).
Entonces
)\Z' -+ Ny Nji
@2(M + N) = !
; Nij A
= 0a(M) + pa(N) + D (Nings + Ajnai),
i<j
y por otra parte
Z()‘injj =+ )‘jnzz) = Z )\mjj
i<j i#

=2 Aingj — D Ainii
i i

(&) (5) (2]

= p1(M) p1(N) — o1 (M N),

con lo que se acaba. O

Corolario 5.3 ¢y es superaditiva en M, esto es, si M y N son semidefinido
positivas se tiene la desigualdad

2(M + N) > pa(M) + @a(N)

Demostracién: Resulta inmediatamente de la Proposicién 5.9 que ¢y (M +
N) > po(M) + po(N), puesto que la diferencia es

> (Nings + Agnaa),

i<j
y tanto los A; como los n;; son mayores o iguales que cero por ser las matrices
semidefinido positivas. O
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Proposicién 5.10 S7 N < M entonces @y es convezra en el segmento que
las une

Demostracién: Sean M, = aM + (1 —a)Ny Mz =M+ (1—- )N,y
supongamos « >> (. Entonces

M, — Mz = [aM+(1—a)N]—[BM + (1 - B)N]
= (a—p)[M - N]>0.

Ademas

Apa(Ma) + (1 = A)pa(Mp) — 0o AMq + (1 — A) Mp]

— Apa(Ma) + (1= Nga(My) = IN2a(Ma) + (1= Nia(My)
A1 = N1 (Ma)o1(Mp) — 1(MaMpg)]}
= AL = M{p2(Ma) + @2(Mps) = [p1(Ma)p1 (M) — 1 (MaMp)[}
= A1 = A) (Mo — Mp),

donde hemos usado el desarrollo (5.10). Por ser M, — Mz semidefinido po-

sitiva @o(M, — Mpg) > 0, con lo que se concluye. O

Corolario 5.4 Dada cualquier M € M, @y es convezra en el conjunto {N €
M : M y N son comparables}.

Lema 5.4 Se verifica

N

01 (M)p1(N) — 91 (MN) > 205(M)%p5(N)

Demostracién: Sea M = diag(Mi,...,\n) ¥y N = (ni;), simétrica. Por
una parte

[SOI(M)SOI(N)_801(MN)]2 = (Z)\inkk)

ik

i#£k
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El segundo sumando es para {i # kA j # 1} A{i # jV k # [}, mientras que

(Z )\i)\j) (Z[nkknll - nﬁl])
i<j k<l
= (Z )\i)\jnkkn”) — (Z )\i)\jnzl),

Yy Z

2 (M)pa(N)

Puesto que Z > 0 concluiremos si probamos que X > 4). Para ello vamos
a ver de qué formas pueden aparecer los sumandos de ):

o M\ Ajngeny, con Card{i, j,k,}=4 (todos distintos). En este caso, cada
uno de los sumandos aparece repetido cuatro veces en X, ya que este
contiene

Q(Aznkk) ()\J’I”L”) + 2()\1’/1”) ()\Jnkk)

o \iA\jngny, con i # j,l. Esta vez el sumando sélo aparece dos veces en
X:
2()\171”)()\]71“)

Pero en este caso utilizamos que X contiene el término (\;ny + )\jnii)z,
y entonces

()\mu + )\jnii)Q -4 )\i)\jnz‘mu = ()\mzz - )\jnii)Q >0,
todo lo cual prueba que X >4 ), con lo que se termina. O

Proposicion 5.11 ¢, es log-concava.

Demostracién:
log palaM + (1 — a)N]

= log {a”@a(M) + (1 = a)’pa(N) + a(1 — a) [o1 (M)p1 (N) — o1 (M N)]}
> log [a%@a(M) + (1= a)’ps(N) +2 a(l = a) ¢a(M)'/? ¢2(N)'?]

donde hemos utilizado la Proposicién 5.9 en la igualdad y el Lema 5.4 en la
desigualdad. Ademds la expresion anterior se puede poner como

log [aga(M)'? + (1= a) @a(N) 2]
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=2 log [ozgoQ(M)l/2 +(1—-a) @Q(N)l/g]
> 2 [alogea (M) + (1 — @) log@a(N)'?]
= alog pa(M) + (1 — a) log g2(NV),
siendo la desigualdad final debida a la concavidad del logaritmo. a
Observacién 5.5 Una propiedad deseable en las funciones criterio es la
convexidad. Asi, tomando como referencia la D-optimizacion, en la que

Op(M) = logdet(M~") = —logdet(M), podria considerarse como funcidn
criterio (M) = —logps(M), que como se acaba de ver es convezxa.

Proposicién 5.12 Si definimos 1o(M) = <p2(M)%, ésta verifica las propie-
dades

1. 1y es homogénea:
1/)2 (@A) = Ck’g/)g (M)

2. gy es superaditiva:

Yo (M + N) > 1pa(M) + 1p2(N)

Demostracion: La primera afirmacién es inmediata. Veamos la se-
gunda:

Ga(M+N) = (M +N)?
= [po( M) 4 @2(N) + 1 (M) @1 (N) — 1 (MN)]
> [i02(M) + 205(M) > p2(N)? + 2a(N)]

[(@Q(M)% + 902(N)%)2]

= a(M)? + pa(N)?
= (M) +1ps(N)

La segunda igualdad se deriva de la Proposicion 5.9, y la desigualdad del
Lema 5.4. a

[N

[N

[SIE
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Observacion 5.6 A partir de la descomposicion de go(M + N) que se ha
visto en la Proposicion 5.9 y la formula de recurrencia (5.5) resulta sen-
cillo obtener una descomposicion similar para las restantes funciones carac-
teristicas. A continuacion figuran como ejemplo las formulas calculadas para

P3 Y P4

POFHN) = @)+ )+ TP
—p1(M)p1(MN) +p1(M?N)
—p1(N)p1(MN) 41 (MN?)

+o3(M)p1(N)  —pa(M)p1(MN)

PalM A+ N) = 0a(M) + @a(N) L0 NYo (M) oy (N oy (MN)

Lo (M) (M2N) + (N2 A O0N)
) 2 =1 (M2N?)
For Nl (PN + e (MN)] 7

+@a(M)p2(N) + @2(MN) — @1 (M)p1 (N) 1 (MN)

5.4 Interpretacion geométrica

Como ya se ha comentado previamente, las longitudes de los ejes del elipsoide
de confianza de las estimaciones de los parametros del modelo son propor-
cionales a las raices cuadradas de los valores propios de la matriz de cova-
rianzas (Atkinson y Donev (1992), pgs 42, 48-53). Supongamos que m = 3
para poder visualizar nuestros comentarios. El volumen de dicho elipsoide
resulta asi proporcional al producto de sus ejes, y por tanto minimizar el
producto de los valores propios significa minimizar el volumen del elipsoide
(D-optimizacién). De la misma forma, el drea exterior de la “caja” que con-
tiene al elipsoide sera la suma de los productos de los ejes tomados de dos
en dos. Asi el criterio ®¢p, minimiza un cierto promedio de las areas de
las proyecciones del elipsoide sobre los tres planos canénicos. Ademas, estas
proyecciones pueden verse como las regiones de confianza de las estimaciones
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Figura 5.1: Interpretacion geométrica del ®cyp,-Optimo para el modelo
cuadratico

de los distintos pares de pardmetros, y el diseno ®¢p,-6ptimo como el que
minimiza el promedio de las areas de todas estas regiones de confianza. En
general, el diseno ® ¢y, -6ptimo minimizaria asi el promedio de las regiones de
confianza de los estimadores de k£ parametros del modelo. Una representacion
de esta idea para m = 3 se presenta en la Figura 5.1.



Capitulo 6

Calculo aproximado de los
O cp,~Optimos

6.1 Descripcién del algoritmo general

Con el fin de simplificar los calculos, de ahora en adelante tomaremos como
funciones criterio las anteriormente definidas @y, (M) = (M 1), Se va a
utilizar el algoritmo general descrito en el libro “Foundations of Optimum
Experimental Design”, Pazman (1986), pg 157. Una vez elegido el modelo y
el intervalo del diseno se siguen los siguientes pasos:

1. Se toma como diseno inicial cualquier &, tal que det M (&) # 0, siendo
M (&) la matriz de informacién del diseno.

2. En cada etapa se modifica el diseno anterior, de la forma siguiente:

§n+1 = (1 - Bn)gn =+ Bngmna

donde los f3,, tienen que cumplir las condiciones
Bn € (Oal)a Zﬂn:oo, nlil;ﬂooﬁnzo
n=0

y x, es el punto donde se alcanza el minimo de la funcion

e X — fi(x) v M (&) f(x)

110
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siendo X el espacio del diseno, f(x) el modeloy 7 ®[M (£)] el gradiente
de la funcién criterio ¢ aplicado a la matriz de informacién del diseno

.

El algoritmo ha sido implementado en el ordenador usando el programa
de calculo matematico Mathematica, y por ejemplo los resultados mostrados
en la Tabla 6.1 se han obtenido tras la realizacién de 10000 iteraciones del
algoritmo. El programa consta de una serie de funciones “independientes”,
como por ejemplo las que calculan la matriz de informacion de un diseno
dado, el gradiente de una funcién criterio o el minimo de una funcién en
un intervalo. Aunque utiliza la funcién FindMinimum del Mathematica no
es igual que ella, ya que ha de permitir alcanzar los puntos minimos en
los extremos del intervalo. Ademads incluye un parametro de precision. La
funcion principal es la que busca el 6ptimo. Esta incluye un “refinamiento”
cada cierto niimero de iteraciones, mediante el que se eliminan los puntos cuyo
peso ha llegado a ser despreciable en ese momento. Mediante un parametro
de proxrimidad se anade entonces su peso al punto mas cercano, produciendo
otro punto que es la media de ambos, o bien se reparte entre todos si no
hay ninguno suficientemente préximo. Todos estos parametros: el ntiimero
de iteraciones en las que se produce el refinamiento, el limite a partir del cual
un punto pasa a ser considerado de peso despreciable, la proximidad entre
puntos, asi como algunos otros pueden ser fijados por el usuario. El Apéndice
A recoge una descripcion més detallada del programa.

También se tiene la posibilidad de fijar un pardmetro de cercania que
indicaria que nuestro diseno estd “suficientemente cerca” del éptimo, y que
por tanto ya no haria falta seguir ejecutando el algoritmo. Esto es, establecer
una condicién de parada para el algoritmo, como se ha visto en (3.3).

6.2 Modelo polinémico

El modelo polinémico es seguramente el mas usado en todas las disciplinas,
debido a su sencillez y a que se convierte en una aproximacion fiable de fun-
ciones mucho mas complicadas o inmanejables en la practica. En este trabajo
se han calculado los ® ¢y, -6ptimos para los modelos polinémicos de grados
mas pequenos (de dos a seis), y los resultados estan representados en la Tabla
6.1. Aunque los 6ptimos para el primer y ultimo criterio de cada modelo son



CAPITULO 6. CALCULO DE OPTIMOS CARACTERISTICOS 112

conocidos y estan reflejados en la literatura, se ha preferido incluir también
en estos casos los resultados obtenidos con el ordenador, por ser casos parti-
culares de un cdlculo més general. En particular es sabido (ver Pdzman 1986,
pg 179) que el D—6ptimo se puede obtener explicitamente para el modelo
polinémico, ya que tiene soporte en las raices de los polinomios de Legendre.
Esto, unido a otros resultados (Pdzman 1986, pg 177) que demuestran que
cuando el soporte del D-éptimo tiene un nimero de puntos igual al nimero
de pardmetros todos esos puntos tienen el mismo peso, concluye el cdlculo
del 6ptimo para este criterio.

Lo primero que se observa es que los ®¢y, -6ptimos tienen soporte en
tantos puntos como parametros tiene el modelo, resultado ya conocido para
k =1y k = m (A- y D-optimizacién respectivamente). Ademads es fécil
apreciar que los primeros ®¢,-6ptimos dan menos importancia a los puntos
extremos del intervalo, importancia que va aumentando con k hasta llegar al
Oy, -6ptimo (es decir, el D-6ptimo), para el que los m puntos escogidos son
igualmente importantes. Por lo demas, parece existir una transicién “suave”
entre el A-6ptimo y el D-6ptimo a través de los criterios intermedios.

6.2.1 Eficiencias

La Tabla 6.2 representa las eficiencias de los disetios calculados anteriormente
respecto de las propias funciones criterio caracteristicas. En la casilla (i, )
de la parte central de la tabla figura pues la eficiencia del diseno ®¢,,-6ptimo
respecto de la funcién criterio ®cy,;, para los distintos grados.

Como era de esperar, para cada modelo la eficiencia del ®¢y, -6ptimo va
disminuyendo al aumentar k, pero es facil observar que para valores pequenos
de k esta disminucién es mucho mas acusada que en los casos de k cercano
a m. Cuando calculamos la eficiencia media, o la media cuadratica de las
eficiencias de cada 6ptimo, sea para todos los criterios caracteristicos o solo
para los conocidos de A- y D-optimizacién, encontramos que las cifras ma-
yores se alcanzan para valores grandes de k. Pero es sorprendente observar
que el mejor valor no corresponde a k = m, sino, dependiendo de los casos,
ak=m-—106k=m— 2. Esto significa que si consideramos por ejemplo
el modelo cuadratico, y estamos interesados en minimizar el promedio de las
varianzas de los estimadores sin tener en cuenta las covarianzas, deberiamos
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[n] k] Pcn,-6ptimos para el modelo polin. de gradon |
1] -1 0 L.
0.25 0.5 0.25
22| -L 0 1.
0.297  0.407 0.297
3] -L 0 1.
0.333  0.333  0.333
I [ 1. -0464 0.464 L.
0.15 0.35 0.35 0.15
2| -1.  -0.424 0.424 1.
3 0.173  0.327 0.327  0.173
3| -1.  -0435 0435 1.
0.215  0.285 0.285  0.215
4 -1. -0.447  0.447 1.
0.25 0.25 0.25 0.25
1 -1. -0.677 0 0.677 1.
0105 025 029 025 0.105
2| -1.  -0.643 0 0.643 1.
0.116  0.256 0.256  0.256  0.116
4 3] -1. -0633 0 0.633 1.
0.139  0.232 0.257  0.232  0.139
4| -1.  -0.643 0 0.643 1.
0.17  0.216 0.228 0.216 0.17
5| -1.  -0.655 0 0.655 1.
0.20 0.20 0.20 0.20 0.20
T 1. -0.789 -0.291 0.291 0.789 1.
0.08 0.187 0.232 0.232 0.187  0.08
2 -1. -0.767  -0.267  0.267  0.767 1.
0.086  0.198 0.216  0.216 0.198  0.086
3| -1.  -0.749 -0.28 0.28 0.749 1.
5 0.099  0.195 0.206 0.206 0.195 0.099
4| -1.  -0.747 -0.278 0.278 0.747 1.
0.116  0.179 0.205 0.205 0.179 0.116
5| -1. -0.756 -0.281 0.281 0.756 1.
0.141 0.173  0.186 0.186 0.173 0.141
6 -1. -0.765 -0.285 0.285  0.765 1.
0.167  0.167  0.167  0.167 0.167  0.167
1 -1. -0.853  -0.479 0 0.479  0.853 1.
0.065  0.148 0.185  0.205 0.185 0.148 0.065
2| -1.  -0.839 -0.451 0 0451 0.839 L.
0.069  0.156 0.182  0.18 0.182 0.156  0.069
3| -1. -0.824 -0455 0 0455 0.824 1.
0.076  0.162 0.166  0.191 0.166 0.162  0.076
64| -1. -0815 -0461 0 0461 0.815 1.
0.086  0.155 0.171  0.175 0.171  0.155  0.086
5| -1.  -0.817 -0.46 0 046 0817 1.
01 0145 0168 0.173 0.168 0.145 0.1
6| -1. -0.823 -0464 0  0.464 0823 1.
0.121 0.144 0.156 0.158 0.156 0.144 0.121
7 -1. -0.83  -0.469 0 0.469  0.83 1.
0.143  0.143  0.143 0.143 0.143 0.143  0.143

Tabla 6.1: Optimos caracteristicos para los primeros modelos

polinémicos
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Eficiencias

1 2 3 4 5 6 7

98.5 94.5
98.8 98.9
96.2 98.9

98.9 96.1 91.7
99.2 98.5 95.0
97.9 98.8 99.0
96.1 96.0 99.0

99.0 97.4 94.6 90.7
99.3 99.2 96.9 93.2
98.5 994 99.0 96.3
97.7 98.0 99.1 99.1
96.6 96.0 96.8 99.2

99.1 97.7 96.4 94.0 90.6
99.4 99.3 98.2 959 92.5
98.7 994 99.6 97.9 94.9
98.2 98.8 99.6 99.2 97.0
97.7 975 985 99.3 99.3
97.0 96.3 96.6 97.3 99.3

99.2 98.0 96.8 95.8 93.8 90.7
99.4 99.4 984 974 954 92.3
98.8 99.5 99.6 98.8 97.1 94.2
98.5 98.9 99.6 99.7 98.3 95.8
98.2 98.4 99.1 99.7 99.4 97.6
97.8 97.7 98.2 98.7 99.4 99.4
97.3 96.7 96.7 97.0 97.8 994

1 O O W N[O Ok WK RO WD A WD W~

Tabla 6.2: Eficiencias (%) de los ® ¢y, -6ptimos para los modelos polinémicos
de grado n
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elegir el A-6ptimo (k = 1). Si nuestro interés fuera minimizar el volumen
del elipsoide de confianza de las estimaciones de los pardmetros elegiriamos
el diseno D-6ptimo (k = 3). Pero si nuestras intenciones no estan definidas
muy claramente, la mejor opcién deberia ser elegir el diseno ®¢p,-6ptimo,
que es bastante eficiente para ambos casos. Andlogamente sucede con los
modelos de otros grados. Evidentemente esto podria hacerse también con
criterios compuestos. En el caso en consideracion consistiria en buscar una
combinacién convexa adecuada de los criterios de A y D-optimizacion. Como
es bien sabido, su tratamiento no es numéricamente sencillo, de modo que los
criterios caracteristicos intermedios ofrecen una solucién rapida y eficiente.

6.2.2 Relaciones

Los ®¢y, -6ptimos que hemos hallado para el modelo polinémico estdn fuerte-
mente relacionados entre si. Esto sucede cuando prestamos atencion tanto
al soporte como a los pesos, cuando fijamos el grado en el modelo y hace-
mos variar k, o cuando dejamos fijo k y examinamos los ®¢y,, -6ptimos para
distintos grados. A continuaciéon comentaremos algunos graficos que ilustran
estos conceptos. En todos los 6ptimos que aparecen, cada punto del soporte
correspondiente estd representado con un grosor proporcional a su peso.

En la Figura 6.1 estan representados todos los 6ptimos caracteristicos
para modelos de dos grados distintos. Queda patente la conexién entre ellos
y la suave transicién entre los @y, -Optimos extremos (k =1y k = m) a
través de los intermedios.

m=4 mES
4 v v 5? M LA
35: i 1 ! | | |
30 o o ar ¢ R
250 in| SR B
* 2 o ¢
L5 ¢~s 1 Soporte 1i—a-——a——a_t SOporte

Figura 6.1: ®¢y,-6ptimos para los modelos de grados 3 y 4
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Obsérvese la Figura 6.2, en la que hemos fijado k£ y dejamos variar m.
Los ® ¢y, -6ptimos, representados en rectas paralelas al eje de abcisas, dibujan
curvas bien definidas. En ellas el grosor de los puntos, que representa su peso,
también parece disminuir de una manera regular y suave.

k=2 k=3
e (] (] [ e 7 e v v ) v
6+ @ ) ) o - G+ ) ) o o
Sle [ ) [ ] . Sle o [ Y .
4ie o o o 4 o o
38 a 3 58
-1 -0.5 O 0.5 1 -1 -0.5 O 0.5 1

Figura 6.2: ®¢cyp, v Pop,-0ptimos para modelos de distintos grados

Los pesos no escapan a la relacion que impregna todo el conjunto, lo que
se pone de manifiesto en la Figura 6.3, en la que vemos como disminuyen
de manera regular los pesos de los puntos del soporte cuando tomamos £
fijo y observamos distintos valores de n. Ordenando los puntos del soporte,
el primero corresponde a la curva inferior, el segundo a la siguiente, y asi
sucesivamente.

6.2.3 Calculo aproximado de los ®¢;, -6ptimos

A continuacién presentamos un método para el calculo aproximado de disenos
optimos caracteristicos para el modelo polinémico, basado en una de las
relaciones mas sobresalientes representadas anteriormente, la que se observa
cuando fijamos k y representamos los ®¢y, -6ptimos caracteristicos para dis-
tintos n. Los resultados que se expondran a continuacion pueden consultarse
también en Rodriguez Diaz y Lépez Fidalgo (2000).

En particular nos hemos centrado en el caso k = 1 (A-optimizacién), y
para éste nuestras afirmaciones pueden apreciarse mejor en la Figura 6.4,
que incluye los ®¢y,,-6ptimos para los modelos polinémicos de grados entre
2 y 12, cada uno representado en la ordenada n, donde n es el grado del
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Pesos
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Figura 6.3: Disminucién de los pesos de los puntos del soporte del A-é6ptimo
(k = 1) al aumentar el grado

modelo. Los datos numéricos correspondientes a estos disenos se encuentran
en la Tabla 6.3.

Fijandonos en este patréon que parece regir los ®¢,,-6ptimos, parece légico
intentar extrapolar los puntos del soporte del ®¢,-6ptimo para los mode-
los polinémicos de grados superiores, utilizando todas las curvas que van
definiendo los correspondientes a los grados conocidos. Asi pues hemos in-
tentado calcular estas curvas, y en principio se han utilizado los modelos

2. ¢ 2 nd'i
xli:i[1—<—2> },x%:i 1—<;Z> ] i:O,l,Q,...,[%},

n

que son bastante sencillos, y cuyo pardmetro se puede aproximar razonable-
mente por una funcién lineal de 7. Es claro a partir del dibujo que las
secuencias {¢;} y {d;} tienen que ser decrecientes. Se utilizd primeramente
regresion no lineal para estimar ¢; y d; a partir de los puntos de los so-
portes correspondientes hasta grado 12. Una vez calculados los diferentes
estimadores de ¢; y d;, i = 1,...,5, se efectud regresion lineal para relacionar
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Soporte
1@ o ® . . . : T : .
[ ) d * * ° i
o . ° ° .
° . .
0.5 . [ ) o [ ] o LB
° o , .
[ J
0 @ o e o N
D o L
o ° ° . i
-0.5¢ . @ [ J o
° ° T
° [ ] ° . o
o L ° ° ° . :
-l@ e o o . - : : : LI
2 4 6 8 10 12

Figura 6.4: A-6ptimos para los modelos polinémicos de grados 2 a 12

ambos con el pardmetro 2, obteniendo las férmulas ¢; = 1.741 — 0.0297 1
y d; = 0.325 — 0.03 7, que seran los Modelos I y II respectivamente. La
representacion grafica de estas curvas muestra que la primera se desvia lig-
eramente por debajo de los verdaderos valores, mientras que con la se-
gunda sucede lo contrario. Esto nos sugiri6 que una combinaciéon convexa
z3, = (1 — @)z, + axs,, 0 < a < 1 de ambos modelos podria proporcionar

12

buenos resultado (Modelo III).

Con este sistema podemos aspirar a obtener los puntos soporte del A-
6ptimo correspondiente para grados altos del polinomio. A pesar de que la
representacién de los pesos (grosor de los puntos) invita a intentar repetir el
mismo argumento con ellos, este extremo no es necesario, ya que si tenemos
en cuenta que el soporte de todos los ®¢y, -6ptimos (y en particular los A-
6ptimos) para los modelos polinémicos tiene un nimero de puntos igual al
nimero de parametros, podemos utilizar el método descrito por Pukelsheim
y Torsney (1991) para hallar los pesos ptimos que corresponden a un soporte
dado. Por tanto parece légico intentar obtener el soporte de los nuevos A-
6ptimos para el modelo polinémico en base a la relacién (representada por
las curvas) implicita entre los A-6ptimos para distintos grados del modelo, y
luego calcular los pesos 6ptimos utilizando el proceso descrito en el articulo
mencionado. En este ultimo se calculan ademds los mejores pesos desde el
punto de vista de A-optimizacion para el soporte dado por la distribucién
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|| n | A-6ptimos para el modelo polinémico de grado n ||
2] -1 0 1
25 5 .25

3| -1 -464 464 1

A5 35 35 15

4| -1 -677 0 677 1

05 .25 .29 .25 105

5| -1 -789 -291 291 789 1

.08 187 .232 .232 .187 .0801

6| -1 -833-479 0 479 853 1

065 .147 185 .205 .185 .148 .065

71 -1 -.892 -.604 -.212 212 .604 .892 1

0545 121 149 .176 .176 .149 .121 .0545

8| -1 -918 -.692 -.369 0 .369 .692 918 1

0475 103 123 .147 158 .147 .123 .103 .0475

9| -1 -935 -.754 -.485 -.167 .167 .48 .754 935 1

.041 .089 .104 .125 .141 .141 .125 .104 .089 .041

10] -1 -948 -.799 -574 -299 0 .299 574 .799 948 1

.037 .078 .09 .107 .123 .13 .123 .107 .09 .078 .037

11} -1 -957 -.834 -.643 -404 -.138 .138 .404 .643 .834 957 1
.034 .071 .079 .092 .107 .117 .117 .107 .092 .079 .071 .034
12| -1 -964 -86 -.697 -489 -.252 0 .252 .489 .697 .86 .964 1
.031 .064 .071 .081 .094 .105 .109 .105 .094 .081 .071 .061 .031

Tabla 6.3: A-6ptimos para los primeros modelos polinémicos

arcoseno. Esta, aunque introducida por Fedorov (1972) para D-optimizacién,
es utilizada con muy buenos resultados por Pukelsheim y Torsney para A-
optimizacién, obteniendo unas eficiencias bastante buenas, incluso mejores
que las D-eficiencias correspondientes al mismo soporte con los mejores pesos
para D-optimizacion.

Las eficiencias para los tres modelos de puntos del soporte, junto con sus
pesos 6ptimos, se muestran en la Tabla 6.4. Para el Modelo III se ha tomado
a = 0.5, y claramente proporciona unas eficiencias muy destacables para
los primeros modelos polinémicos. Con el fin de comparar eficiencias, se ha
anadido el soporte del arcoseno junto con sus pesos éptimos (Modelo IV).

En principio no podriamos usar el mismo argumento para D-optimizacion.
La razén es que mientras el A-6ptimo coincide siempre con el @y, -6ptimo,
el D-6ptimo se corresponde con el @y -6ptimo, donde m = n + 1 depende
del grado del modelo polinémico. Sin embargo, haciendo la misma repre-
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n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
I 1989 995 994 99.5 99.2 98.9 983 975 96.4 95.0
IT 1989 988 99.3 99.8 99.9 995 984 96.5 93.8 90.3
IT | 100. 100. 99.7 99.7 99.7 99.8 99.8 99.9 100. 99.9
IV 1989 98.6 986 985 985 985 985 985 985 98.5

Tabla 6.4: Eficiencias (%) para A-optimizacién

sentacién para k = m obtenemos unas curvas similares (en realidad sucede
lo mismo para k = m — 1, k = m — 2,...), y se han utilizado los mismos
Modelos para aproximarlas. Esta vez hemos usado los puntos soporte de los
D-6ptimos hasta grado 40, e 7 =1,2,...,11. Los primeros disenos estan rep-
resentados en la Tabla 6.5. Los valores de las estimaciones de los pardametros
fueron en esta ocasion ¢; = 1.7y d; = 0.229—0.0086 7, mientras que todos los
pesos se han tomado como 1/m. Las eficiencias correspondientes se muestran
en la Tabla 6.6.

Observacién 6.1 Hemos estudiado una aproximacion a los puntos del so-
porte utilizando regresion. Se podria intentar un acercamiento similar para
los pesos optimos, cuando el proceso descrito por Pukelsheim y Torsney
(1991) fuera demasiado complicado, o incluso que no se pudiera aplicar,
como ocurriria en los casos en que el numero de puntos del soporte que
manejasemos fuera mayor que el nimero de parametros del modelo.

6.3 Otros modelos

Aunque en este trabajo nos hemos centrado en el modelo polinémico —por
razones que ya se han explicado—, el uso de los criterios caracteristicos que
se han presentado no se restringe a este ambito. Querriamos por tanto antes
de finalizar fijarnos en modelos distintos a los que aplicaremos las nuevas
funciones criterio.

6.3.1 Modelo exponencial

Muy utilizados son también los modelos representados como sumas de ex-
ponenciales, pero lineales en los parametros. Vamos a calcular los disenos
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|| n | D-6ptimos para el modelo polinémico de grado n ||
2| -1 0 1

3] -1 -.447 447 1

25 .25 .25 .25

41 -1 -6355 0 .635 1

2 2 2 2 2

91 -1 -765 -285 285 .765 1

167 167 167 167 .167 .167

6| -1 -8 -469 0 469 83 1

143 143 143 143 143 .143 .143

7| -1 -872-592 -209 209 .592 872 1

125 0125 125 125 125 125 125 .125

8| -1 -9 -677-363 0 363 677 9 1

111 111 111 0111 .111 .111 .111 .111 111

9| -1 -92 -739 -478 -.165 .165 478 .739 .92 1

A1 1 A1 A1 1 1 1 1 1 1

10 -1 -.934 -.784 -565 -.296 0 .296 .565 .784 .934 1

.091 .091 .091 .091 .091 .091 .091 .091 .091 .091 .091

11 -1 -945 -.819 -.633 -4 -.137 137 4 .633 .819 945 1
.083 .083 .083 .083 .083 .083 .083 .083 .083 .083 .083 .083

12| -1 -953 -.846 -.686 -.483 -.249 0 .249 483 .686 .846 .953 1
.0r7 077 077 077 .077 .077 .077 .077 .077 .077 .077 .077 .077

Tabla 6.5: D-6ptimos para los primeros modelos polinémicos

optimos caracteristicos del modelo
n(x,0) = 01 + O€” + 3¢ (6.1)

en el intervalo [0,1]. Los resultados se muestran en la Tabla 6.7.

Las eficiencias de estos optimos respecto de las propias funciones criterio
caracteristicas estan representadas en la Tabla 6.8. Para este modelo, el ®¢y,,-
6ptimo parece el mas eficiente globalmente aunque, como puede observarse,
los valores correspondientes al ®¢y,-6ptimo se acercan mucho a éstos.

6.3.2 Modelo compartimental

El modelo compartimental es un modelo no lineal frecuentemente usado en
biocinética y farmacocinética. Su eleccién se debe a varias razones:
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nl| 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20
I 1992 99.3 992 994 995 99.6 99.6 99.6 99.5 99.0
111994 99.1 99.0 99.2 99.3 99.5 99.7 99.9 99.6 98.0
111 | 100. 100. 99.9 99.9 99.9 99.9 99.9 99.9 99.8 99.8
IV [99.1 986 983 98.1 98.0 97.9 97.9 97.9 98.0 98.2

k @Chk—(')ptimos

1 0 0.498 1
0.263 0.516 0.223

2 0 0.482 1
0.382 0.354 0.266

3 0 0.498 1
0.331 0.332 0.332

Tabla 6.6: Eficiencias (%) para D-optimizacion
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Tabla 6.7: Disenos éptimos caracteristicos para el modelo exponencial

e nuestro deseo de aplicar los aspectos desarrollados a lo largo de los
capitulos anteriores a situaciones reales, siendo este uno de los modelos

mas utilizados en la modelizacién de multitud de fenémenos,

e su popularidad en los campos ya mencionados, de la que se deriva la
abundante literatura existente sobre el tema. A este respecto puede
consultarse por ejemplo Atkinson y Donev (1992) pgs 193-195 y 200-
207, o Sanchez Ledn (1998), y

e el hecho de ser un modelo no lineal, apenas tratados anteriormente en
este trabajo

Se podria dar la siguiente definicion, segiin puede encontrarse en Sanchez
Le6n (1998):

Definicién 6.1 Un modelo compartimental es la representacion de un sis-
tema fisico o bioldgico que se descompone en un niumero finito de compo-
nentes llamados compartimentos, entre los que se produce una transferencia
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k ‘ Eficiencias

1 89.30 86.84
2 192.12 98.08
3193.27 98.75

Tabla 6.8: Eficiencias para el modelo exponencial

de materia. Se dice que es abierto cuando existe intercambio de materia en-
tre algunos compartimentos y el exterior, siendo en otro caso cerrado. Cada
unos de los compartimentos se supone homogéneo, y representa una situacion
de la materia dentro del modelo

El modelo general es una combinaciéon de exponenciales, y se utilizan
diversas variantes. Aqui vamos a usar la que aparece en Atkinson y otros
(1992); es decir, de ahora en adelante nuestro modelo serd

n(z,0) =05 [e " — "5 0,>0,>0, 035>0 (6.2)

El propio articulo examina un ejemplo que se refiere a la concentracion, vy,
de una determinada sustancia en la sangre en distintos periodos de tiempo .
La estimacion inicial de los parametros se realiza en base a un experimento
previo en el que se ha observado y para 18 valores de z, repartidos de una
manera creciente entre 10 segundos y 48 minutos. Con estos datos se obtienen
por minimos cuadrados las estimaciones

0) = 0.05884, 69 =4.298, 69 = 21.80,

expresadas con cuatro cifras significativas. Estos seran los valores iniciales
que usaremos a la hora de linealizar el modelo. Esto es, tomaremos como

modelo
flz) = (8?7(x,0) on(zx,0) 8?7($,0)>

’

a0, 7 90y 06

que en nuestro ejemplo resulta

=00

flz) = (21.8 g e 005884 9] @ 0 o428 42087 _ ,—0.05884 m) ‘

Asi, convenientemente linealizado, podemos emplear el algoritmo habitual, y
utilizar el programa descrito en el Apéndice A para obtener el diseno éptimo.
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El diseno asi calculado seria un éptimo local, es decir, éptimo en un entorno
del punto #°. Los resultados obtenidos para el calculo de los tres éptimos
caracteristicos posibles para el modelo (6.2), tras realizar 10000 iteraciones
con el algoritmo para x entre 0 y 50 son los de la Tabla 6.9.

®cp, -6ptimos

110.18 1.264 23.426
0.303 0.581 0.115
210225 1.204 23.100
0.371 0.527 0.102
310.229 1.387 18.405
0.331 0.336 0.333

Tabla 6.9: Disenos 6ptimos caracteristicos para el modelo compartimental

Sus eficiencias aparecen representadas en la Tabla 6.10, donde en la casilla
(4,7) figura la eficiencia del ®¢j,-6ptimo respecto de la funcién criterio @ ¢y, .
En este caso también puede observarse que el ®p,-Optimo ofrece una alta
eficiencia (mds del 80%) para los criterios de A y D-optimizacién, siendo
especialmente notable la que alcanza para el primero de ellos, el 93%.

k ‘ Eficiencias

1 95.59 71.39
21 93.29 80.12
3| 7860 79.07

Tabla 6.10: Eficiencias para el modelo compartimental



Conclusiones

Muchos de los resultados que figuran en el presente trabajo han sido pre-
sentados en diversos congresos nacionales e internacionales, y se encuentran
publicados en los proceedings de estas reuniones. Los dos mas notables son
sin embargo Lépez Fidalgo y Rodriguez Diaz (1998) y Rodriguez Diaz y
Lépez Fidalgo (2000), los cuales han tenido que superar para su publicacién
la evaluacién correspondiente mediante referees. En estos dos articulos se en-
cuentran parte de los resultados de los Capitulos 5 y 6, los cuales incorporan
conceptos, propiedades y resultados novedosos.

Tras los dos primeros capitulos, en los que se muestran los resultados
basicos de la teoria del Diseno Optimo de Experimentos, se presentan una
serie de aportaciones originales, cuyos aspectos mas notables son los siguien-
tes:

1. Desarrollo de algoritmos de bisqueda del diseno 6ptimo sobre conjuntos
discretos de puntos. La utilidad de estos algoritmos es mas destacable
cuando el conjunto de puntos candidatos no es muy grande, ya que el
numero de estos aumenta el tiempo de calculo. Son aplicables también
en el caso de soportes continuos cuando no se requiere una gran pre-
cisién (en términos de nimero de decimales) en los resultados.

2. Estudio del orden de las matrices de informacién de los disefios unipun-
tuales y sus combinaciones convexas, con el objetivo de realizar una
buena eleccién de los disenos iniciales a emplear en los algoritmos men-
cionados. En general un disefio unipuntual nunca serd mejor (en el sen-
tido del Capitulo 4) que uno con més puntos, como puede observarse
en el ejemplo final. Sin embargo, si nuestro objetivo es buscar el diseno
6ptimo utilizando combinaciones convexas de disenos, es claro que los
unipuntuales forman la base en la que se ha de empezar. Su eleccion
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resulta problematica, y en muchas ocasiones no es posible establecer
una comparacién entre ellos. Algunos de los resultados expuestos (por
ejemplo la Caracterizacidn geométrica de su orden parcial) pueden re-
sultar de utilidad para este propésito.

3. Introduccion de una nueva clase de funciones criterio, los llamados Cri-
terios Caracteristicos. Estan basados en los coeficientes del polinomio
caracteristico de la matriz de informacién, por lo que resultan una gene-
ralizacion de los conocidos A- y D-optimizacién. Esta nueva coleccion
de funciones criterio nos lleva a la definicién de un criterio mas general
que engloba tanto a éstos como a la conocida clase de criterios ®,. Se
obtiene asi una clase bidimensional de criterios que generalizan buena
parte de los utilizados en la practica.

4. Relaciéon de numerosas propiedades relativas a los nuevos criterios.
Primeramente se estudian las funciones simétricas en los valores propios
y se prueba que verifican la propiedad circular, el crecimiento respecto
al orden de Loewner, la generacién de cada una a partir de las de
subindice menor, la relacion entre ellas y las funciones caracteristicas,
etc. Loégicamente a veces es necesario ayudarse de otros resultados
menores, en ocasiones de gran complejidad de calculo. Todos estos re-
sultados se usaran mas tarde a la hora de establecer las principales pro-
piedades de las funciones criterio creadas. Entre ellas hay que destacar
la demostracién de su convexidad y diferenciabilidad, con el calculo
explicito de su gradiente. Para ello se calcula también el de la traza de
las potencias de la matriz.

5. Las caracteristicas de las nuevas funciones criterio hacen que los algo-
ritmos tradicionales sean facilmente aplicables para la busqueda de los
o6ptimos correspondientes.

6. Demostracion de férmulas que relacionan los criterios entre si y evitan
el calculo secuencial de la inversa en cada paso, lo que facilita enorme-
mente la labor computacional.

7. Célculo de disenos 6ptimos caracteristicos para modelos polinémicos
de diferentes grados. Se comprueba que resultan altamente eficientes
al ser comparados entre si y con los criterios extremos, &, y ®p.
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8.

10.

Obtencién de los 6ptimos caracteristicos para otros modelos, lineales y
no lineales, como el exponencial o el compartimental, muy utilizado en
algunas ciencias experimentales.

Presentacion de un método novedoso para el calculo aproximado de
disenos 6ptimos caracteristicos para los modelos polinomicos. Su efi-
ciencia es evidente al ser comparados con otros 6éptimos aproximados,
y con los conocidos de soporte arcoseno.

Realizacion de un programa en Mathematica que permite el calculo de
disenos 6ptimos caracteristicos para modelos lineales.



Apéndice A
Programa CharCriteria

Desarrollamos a continuacion una breve descripcion del programa CharCri-
teria, implementado con la herramienta de cdlculo matematico Mathematica
para la busqueda de optimos caracteristicos. Como ya se ha mencionado,
utiliza el algoritmo descrito en el Capitulo 6. Las primeras versiones que se
crearon eran muy generales, y el usuario debia suministrar una buena can-
tidad de parametros de entrada, incluyendo el modelo (forzosamente lineal),
el 6ptimo caracteristico que se pretendia encontrar, el intervalo de busqueda
y otros parametros menores de precision, de parada, etc. Estos primeros
programas dieron paso a otros ya mas especializados, en los que se fijaron
la mayoria de los parametros iniciales. En algunas versiones se realizaba un
nimero determinado de iteraciones mientras que en otras se empleaban condi-
ciones de parada como las descritas en el Capitulo 3. También variaron las
representaciones graficas realizadas, presentandose en ocasiones informacion
intermedia del desarrollo de los cdlculos mientras que otras veces solo se re-
flejaba la correspondiente al diseno final obtenido. Por todo ello parece que
el procedimiento més adecuado es la descripcién del programa general y de
las funciones que componen el mismo. En lo que sigue nos referiremos a
“parametros” en sentido informatico: datos que utiliza una funcién para re-
alizar su cometido, y que en ciertas ocasiones son suministrados al realizar
la llamada a la funciéon. Las principales funciones implementadas son las
siguientes:

e Matriz de informacion. Utiliza como parametros el diseno, &, y el
modelo f(x). Procedimiento:

— Definicién, a partir del modelo, de la funcién x +— f(x). Es nece-
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sario hacerlo porque no reconoce el parametro como funcién de z,
hace falta utilizar otra variable.

— Construcciéon de la matriz de informacién del diseno pasado como
parametro, de la manera

M(&) = &) f(x)f(2)
zeX
e Funciones simétricas, ¢ (M), que reciben k y M como pardmetros.
Existen distintas maneras de expresarlas, siendo quiza la mas clara

1< <l

(véase (5.1)), que es la mas sencilla desde el punto de vista intuitivo e
incluso de implementacion con el ordenador, ya que el programa uti-
lizado tiene definidas funciones que calculan los valores e incluso los
vectores propios. Todo se hace mas complicado sin embargo cuando
la matriz que nos ocupa no esta completamente definida, sino que de-
pende del valor de alguna variable. Esto ocurre en ocasiones en el pro-
ceso algoritmico si por ejemplo queremos incorporar en cada paso un
punto adecuado con un peso que buscamos 6ptimo, del que dependera
la matriz. En este caso resulta mas comodo calcular los coeficientes
caracteristicos como

er(M) = > det[M];, ., 1<k<m,

11<...<0f

donde [M];, ..., denota la matriz construida tomando solamente los ele-

mentos de M situados en el cruce de las filas iy, . .., 7; con las columnas
i1, ..., ig (ver (5.2)). Aqui se ha implementado de esta tltima manera.
Procedimiento:

— Definir (M) =1

— Creaci6n de un bucle ( Do anidado) que recorra todas las combi-
naciones posibles de k indices de entre los m. Esta es una tarea
complicada de efectuar cuando el ntimero de bucles es decidido
en tiempo de ejecucion. Para ello se creard una funcion recursiva,
Rec, que va anadiendo indices hasta que ya se tienen k, momento
en que se construye la matriz [M];, _;, , se toma su determinante y
se suma al pardmetro 7ot (total), que es lo que al final se devuelve.
Debido a su complejidad presentamos el cédigo correspondiente:
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Filk_,M_]:=

(

m = Dimensions[M][[1]];

i[0] = 0;
Recl[j_1:=
Do
If[j == k,
Tot += Det|
M|
Table[i[l], {1, 1, k}],
Table[i[l], {1, 1, k}]
] 1]
Rec[j + 1,]
I,
{ilil, ij - 1] + 1, m - k + j}];
Tot = 0;
Rec|[1];
Tot

)E

e Gradiente de los criterios caracteristicos, que sera conveniente
calcular como

VOch, =D @i(M™Y) (—=M)F!
=k

o alternativamente como
k—1 _
VPcn, =— D @i(M) (=M)"F
i=0

dependiendo de que k sea o no mayor que m/2. El procedimiento es
inmediato a partir de las formulas y la definicion de las funciones ¢, y
no sera detallado.

e Beta calcula el peso éptimo que debe tomar el punto que incorporamos
en cada paso del algoritmo. Recibe como parametros el modelo, el
diseno n-ésimo, k y x,, el punto que hay que incorporar al diseno.
Procedimiento:
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— Construccién del disenio (n + 1)-ésimo:
§ni1 = (1= B)& + B,

— Calculo de la matriz de informacién correspondiente a &1, que
por supuesto dependera de [3.

— Hallar
B, [M(Ensr)] = ox [M " (Enr)] -

Al ser una matriz dependiente de un parametro, [, la inversa se
convierte en una tarea cercana a lo imposible en algunos casos.
En este punto es cuando se convierte casi en imprescindible el uso
de la féormula

QOk(Mil) = SOM(Mil) Om—k(M),

(véase (5.3)) con la que se puede obtener ¢y, [M(&,41)] en funcion
de ¢; [M(&,41)], sin necesidad de invertir la matriz (recuérdese que
©m(M™") es simplemente [det M]™1).

— Caélculo del S que hace minima la funcién anterior, utilizando la
funcion FindMinimum del Mathematica. En esta se pueden modi-
ficar algunos de sus parametros, como la precisién o el niimero de
iteraciones que emplea en su algoritmo. De todas formas, es conve-
niente controlar aquellos casos en que no consigue su propésito, y
dar a [ en éstos un valor por defecto. Esto se puede hacer teniendo
en cuenta que cuando la funcién no ha alcanzado su objetivo toma
como valor la propia llamada a la funcién. Por ejemplo:

beta = FindMinimum][funcion, {b, {.2,.1},0,1}]

verificard beta[[2]] = {b,{.2,.1},0, 1} cuando no se haya consegui-
do alcanzar el minimo. Se puede examinar pues esa condicion y
hacer en ese caso = 0.001, por ejemplo.

e Minimo: recibe como parametros la funcion, f, la variable respecto
de la que se quiere minimizar y el intervalo de busqueda; y calcula
el conjunto de minimos de una funcién en el intervalo, asi como el
valor en esos puntos. Aunque el Mathematica dispone de la funcion
FindMinimum, que busca los minimos locales, ésta no se comporta bien
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en los casos en que éstos no existan, devolviendo distintos mensajes
de error. Se hace necesario, pues, readaptar esta funcion, evitando
los mensajes no deseados, comprobando el valor de f en los extremos
del intervalo y repitiendo la bisqueda a fin de encontrar puntos que
produzcan el mismo valor para f, ya que FindMinimum en el caso de
encontrar varios minimos s6lo devuelve el menor. Para el algoritmo
utilizado este hecho no representa ningtin problema, ya que en sucesivos
pasos incorporaria los puntos no anadidos previamente. Aunque lo
cierto es que esto retrasaria el resultado final, y en el caso de tratarse
de un diseno simétrico no tomaria los mismos pesos para los puntos
correspondientes (a no ser que se calculara el peso 6ptimo), teniendo
que retocar el diseno en sucesivas etapas. Procedimiento:

— Establecer los parametros de precision de los resultados de la
bisqueda y el nimero de subdivisiones que se haran del inter-
valo. Se establece como minimo provisional el valor de la funcién
en el extremo inferior.

— Aplicar la funcién FindMinimum a cada uno de los subintervalos.
Lo que se hace es retocarlos un poco para que se solapen ligera-
mente, a fin de que los extremos sean considerados también como
puntos candidatos en alguna ocasién. Cuando se encuentra algin
punto en el que la funcién toma un valor menor que la cota, se
toma este valor como nueva cota y el punto como nuevo minimo.
Si el valor es igual que la cota, se anade el punto al conjunto de
minimos.

— Comprobar el valor de la funcién en el extremo superior del in-
tervalo inicial, punto que nunca ha sido candidato a minimo en el
proceso anterior, y proceder como en el punto previo.

e Refinar simplifica el diseno que se va obteniendo. La funcién se eje-
cuta tras un nimero adecuado de iteraciones (que por supuesto se puede
definir segin la naturaleza del problema) y recibe un pardmetro de cer-
cania 'y otro de peso minimo. El primero es el que le indica qué puntos
estan tan cercanos que los podemos considerar iguales. La manera en
que se tratan estos casos es hacer la media de los puntos en cuestién,
ponderada por sus pesos. Esto nos proporciona un nuevo punto entre
los dos cuyo peso es la suma de los dos pesos individuales. El pardmetro
de peso minimo indica qué puntos tienen peso despreciable, y por tanto



APENDICE A. PROGRAMA CHARCRITERIA 133

se pueden eliminar del diseno. El tratamiento que se ha dado a éstos
es asignar su peso a un punto del diseno cercano a él, si existe alguno
en estas condiciones, o repartirlo entre todos en caso contrario. Por
supuesto hay que tener cuidado con el orden en que se hacen todas es-
tas operaciones, asi como de no eliminar demasiados puntos para evitar
los disenos singulares. El procedimiento empleado ha sido el siguiente:

— Eliminar del diseno los puntos con pesos despreciables (segun los
pardmetros iniciales), teniendo cuidado de conservar siempre al
menos m puntos distintos en el soporte, para evitar que resulte
un diseno singular. Tanto los eliminados como sus pesos se con-
servaran en quitar.

— Comparar los puntos de quitar con los que quedan en el diseno.
Cuando uno de los eliminados, x, esté cerca (segin el pardmetro
inicial) de uno de los del disefio actual se sustituye el punto del
diseno por la media de los dos, ponderada por sus pesos. El peso
del punto resultante sera por supuesto la suma de los pesos de
ambos, y el punto x se elimina de quitar.

— Actualmente quedan en quitar los puntos que no estan cerca de
ninguno de los del diseno. Pero podria ocurrir que en ocasiones hu-
biera varios cercanos entre si y cuyos pesos acumulados superaran
el peso despreciable. Para tratar adecuadamente esta situacion
comparamos los puntos de quitar entre si, comprobando si estan
cerca como en el apartado anterior, y creando un nuevo conjunto
quitar.

— Recorrer quitar, anadiendo a nuestro diseno los puntos que su-
peren el peso despreciable (y, por supuesto, elimindndolos de qui-
tar).

— Los puntos que quedan en quitar ya seran eliminados definiti-
vamente. El peso conjunto de todos ellos, S, va a ser repartido
entre los puntos del diseno, proporcionalmente a sus pesos. Esto
consiste simplemente en multiplicar el diseno por 1/(1-S).

— Finalmente tenemos un diseno cuyos puntos tienen todos peso
no despreciable. Atn podria ocurrir que algunos de estos puntos
fuesen cercanos entre si. Por este motivo se recorre el diseno con
dos contadores comparando todos los puntos, y creando un punto
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nuevo como la media de los dos ponderada por sus pesos cuando
OCUITa €se Caso.

e Funcién principal, que utiliza todas las funciones anteriores y algunas
propias, como la que calcula el diseno en cada paso a partir del obtenido
en el paso anterior y el punto que se tiene que incorporar, y cuyo
procedimiento se describe a continuacién:

— Hallar x,,, punto en el que se alcanza el minimo de la varianza
generalizada del diseno &,,

d(z. &) = f(2)" 7 Den, [M (&)

que a su vez hay que definir previamente como funcién. Para ello
se utiliza la funcién Minimo

— Calcular el § que minimiza ®¢y, [M(&n41)], donde

gn-l—l = (1 - ﬁ)gn + /Bé-CCn?

con la funcion descrita anteriormente

— Cambiar el diseno actual por &,,,. Hay que tener en cuenta el
caso en que x, ya pertenezca al soporte del diseno, para el que se
facilitan los céalculos.

Entonces el esquema de la funcién principal es el siguiente:

— Recibir los pardmetros iniciales: el modelo (lineal), la variable en
que viene dado, k, el intervalo soporte, el diseno inicial y el niimero
de iteraciones (o alternativamente una cota para la condicién de
parada). Asimismo existen otra serie de parametros auxiliares que
se describirdn mas adelante.

— Definir las funciones auxiliares, como por ejemplo la varianza ge-
neralizada y la descrita anteriormente

— Crear un bucle donde vaya ejecutando esta funcién y modificando
el diseno inicial. Cada cierto nimero de iteraciones (este niimero
es uno de los pardmetros configurables inicialmente), se llama a
la funcion Refinar para depurar el diseno. Opcionalmente se va
mostrando informacion escrita y gréafica del proceso. El ntimero
de iteraciones del bucle es uno de los parametros iniciales. En el
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caso de emplear condiciones de parada el bucle finaliza cuando se
alcance la precisién exigida.

— Representacion escrita y grafica del diseno final.

e Funciones informativas, que van mostrando cada cierto nimero de
iteraciones (definible) el diseno que se va obteniendo, el punto que se
tiene que incorporar en cada caso, etc. A la hora de reflejar los resulta-
dos numéricamente resulta muy adecuada la ordenacion de los puntos
dentro del disenio. A este fin va encaminada la funcién Ordenar, que
por supuesto es posible implementar por cualquiera de los multiples
procedimientos de ordenaciéon conocidos. Al no tratarse de un gran
nimero de puntos la eleccién del método no resulta de excesiva im-
portancia. En el caso en que se quiera comprobar la bondad de los
disenos que se van obteniendo respecto de algin criterio cuyo 6ptimo
es conocido es posible utilizar la funcién Eficiencia.

e Funciones graficas, que representan principalmente el disefio final
con el grosor de los puntos proporcional a su peso. Opcionalmente se
pueden mostrar los disenos que se van obteniendo en cada etapa, asi
como la varianza generalizada en cada paso.

Es importante en todo el proceso fijar un pardametro de precision para
evitar que puntos iguales sean tomados como diferentes. Esto puede ocurrir
debido a que los resultados de los calculos numéricos que emplea el programa
utilizan una enorme cantidad de decimales, y por ello una minima variacién
en un decimal despreciable provocaria que tomara como diferentes los puntos.
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subconjunto, procedimiento, 74
superaditividad, 39

superficie respuesta, 26

tratamiento, ver var. tratamiento

variable
bajo control, 16
bloque, 16
explicativa, 15
fuera de control, 16
respuesta, 15
tratamiento, 16
varianza, 7
generalizada, 34
verosimilitud, funcion de, 8
V-optimizacién, 50
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