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1. Las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (TIC) en la Ensefianza de las Matematicas.

La Ensefianza de las Mateméticas debe tener en cuenta que es necesario poner al alumno en condiciones que favorezcan su integracion socia. Esto nosllevaa
considerar |as caracteristicas de la sociedad actua y en particular la que se refiere alos avances tecnol 4gicos, que se suceden atal ritmo que es dificil prever cudles
van a ser |os conocimientos necesarios para el hombre del mafiana. En esta adaptacién alos cambios sociaes es esencia €l uso delas TIC.

Por otra parte, como los ordenadores y programas de calculo constituyen herramientas de uso habitual en la actividad profesional de los ingenieros, esta bastante
extendida hoy dia su utilizacion y en particular la de los Computer Algebra Systems (CAS) en las clases de las asignaturas de Mateméticas en |as carreras técnicas
(Morphett, 1997). Ademés, la utilizacion del ordenador viene a simplificar enormemente larealizacion de gjercicios y las aplicaciones usuales de lamateriaalos
problemas propios de la Ingenieria, o que hace que sea especialmente indicado su uso en el periodo de formacién.
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Sin embargo, €l uso de los CAS se reduce, en lamayoria de los casos, a utilizar €l ordenador como una cal culadora potente de altas prestaciones, |0 que representa
claramente una infrautilizacion de los recursos, por |0 que se hace necesario un cambio de punto de vista para optimizar las oportunidades que ofrecen las TIC y tratar
de fomentar la creatividad matemética de los alumnos (Ortega, 2002; Galan y otros, 2002a; Galén y otros, 2002b).

En los Ultimos afios se esté produciendo un fuerte movimiento dentro del colectivo de profesores que utilizan CAS en la ensefianza de las Matematicas con €l fin de
cambiar los usos didacticos tradicional es de estas herramientas. Se deben modificar dichos usos para maximizar |as oportunidades que ofrecen estas tecnol ogias
(Garciay otros, 2002), orientando su aplicacion, por ejemplo, en € sentido de incidir positivamente en el aprendizaje (Dubinsky y Noss, 1996), aumentar
considerablemente la posibilidad de experimentacion (Hoyay otras, 2002) y permitir que el alumno construya su conocimiento matematico bajo la orientacién del
docente (Nava, 1998). Es en esta direccion en la que venimos desarrollando nuestros trabgj os.

Pero para ello es necesario que se elaboren actividades apropiadas. Por € emplo, se deben proponer problemas de muy dificil resolucion sin €l uso de CAS, puesto que
no se pueden resolver 1os mismos problemas gque se resolvian cuando no existian los CAS (Abboud, 2002; Westermann, 2000) y se deben hacer unos gjerciciosy
problemas mucho mas realistas aprovechando las posibilidades de los ordenadores (Monagan, 1994). Por otro lado, puesto que a veces los CAS no presentan los
resultados en el modo usual o esperado, se pueden utilizar dichos resultados inesperados para reforzar el aprendizaje de los conceptosy fomentar €l espiritu critico de
los alumnos (Alonso y otros, 2001). Incluso se pueden aprovechar los “errores’ que cometen los CAS para ayudar en el proceso de ensefianza-aprendizaje (Bovio,
2002).

En otro orden de cosas, estamos de acuerdo con los profesores que afirman que el uso de CAS en las clases de Mateméticas no ha alcanzado todavia su grado éptimo
(Neuper, 2001). De hecho, los CAS mas usuales son blackbox (muestran el resultado en un paso sin ensefiar como se llega a él), mientras que para poder sacar todo €l
provecho alos CAS, éstos deberian ser whitebox, es decir, mostrar |os desarrollos intermedios (Strickland, 1999). En menor medida, no por ser menos importante sino
por su novedad, estalaidea de utilizar la programacion con lengugjes informéticos en | as clases de Mateméticas (Dubinsky, 1998). Asi, cuando |os alumnos
programan deben leer, construir y depurar estrategias, modificar programas que ya estan desarrollados y, por Gltimo, resolver |os problemas con dichos programas.
Esto les convierte en protagonistas de su aprendizaje (Hector, 2002). Ademas, €l uso de la programacion permite encontrar tareas adecuadas que se corresponden
directamente con las construcciones mental es de | os conceptos matematicos (Dubinsky, 1994). Como gjemplo se puede citar €l lenguaje de programacion I setl,
utilizado por el profesor Dubinsky para ensefiar Mateméticas a alumnos universitarios por tener una sintaxis que favorece la asimilacion de los contenidos
mateméticos (Dubinsky, 1995).

Por Ultimo, una buenaidea es complementar |a programacién con los CAS mediante la realizacion de comandos o funciones especificas (Mg ewski, 2000), lo que
permite aumentar considerablemente las librerias de funciones predeterminadas que contienen. Més en concreto, compartimos el enfoque del profesor Bohm, que
muestra las posibilidades que ofrece el hecho de combinar |a potencia de un CAS (en este caso Derive) con laflexibilidad de un lenguaje de programacion (Béhm,
2002). El enfoque que creemos més adecuado es, por tanto, el de utilizar 1a programacién con los CAS para que sean |os propios alumnos los que creen las funciones
especificas necesarias que les permitan resolver los problemas propios de |as materias correspondientes.

2. Nuestra experiencia.

Pasamos a continuacién a describir |a experiencia que |levamos realizando durante |os Ultimos afios y que se ha desarrollado en dos asignaturas de la titulacion de
Ingenieria Técnica de Telecomunicacion de la Universidad de Madaga. En concreto, Andlisis Vectorial y Ecuaciones Diferenciales, impartidaen € segundo
cuatrimestre del primer curso con seis grupos de alumnos (unos 600) y Ampliacién de Matemédticas, impartidaen el primer cuatrimestre del segundo curso con tres
grupos de alumnos (unos 300).

Hace unos afos nos planteamos desarrollar un estudio sistemético especifico de innovacion curricular centrado en el proceso real de ensefianzay aprendizaje de
dichas asignaturas. En dicho estudio modificamos la metodol ogia didactica usual mediante la sustitucion de una parte de las clases tradicionales de pizarra por clases
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en el laboratorio de informatica utilizando la programacion como recurso didactico y, en particular, larealizacion de comandos con € programa Derive (Camacho y
Depool, 2002).

En consecuencia, |os aspectos fundamental es que nos planteamos se pueden resumir en |0s siguientes interrogantes:

1. ¢Esposible mejorar el proceso didéctico ordinario y sus resultados en las asignaturas de M ateméticas de |os estudios de Ingenieria mediante la introduccion de
la creacion de comandos con Derive por parte de los alumnos?

2. ¢En qué aspectos se consigue lamejora, cudl es el tamafio de los efectos principalesy cualesy cdmo son |os efectos secundarios?

3. ¢Cbmo se puede responder alosinterrogantes 1y 2 sin aterar el proceso ordinario ni afectar negativamente al mismo o a sus resultados?

4. ¢Cudles son las dificultades y limitaciones que pueden aparecer?

El origen del problema no tiene una fecha puntual ni una situacion singular concreta. Antes bien, se sitlia en las experiencias desarrolladas en |os Ultimos diez afios.
Nos referimos, basicamente, alarealizacion continuada de préacticas en €l laboratorio de informatica para algunas de las asignaturas en las que el Departamento de
Matematica Aplicada de la Universidad de M & aga tiene asignada docencia, como son las asignaturas de Matematicas de |as titulaciones Ingenieria Técnica Industrial
e Ingenieria Técnica de Telecomunicacion.

A lo largo de las numerosas experiencias desarrolladas durante la primera parte del periodo mencionado se pudo comprobar, entre otras cosas, la manifiesta
infrautilizacion de que era objeto €l ordenador en el aula de Mateméticas, lo que llevo aintroducir, en los Ultimos cuatro afios, nuevas actividades orientadas a
aprovechar mejor las posibilidades del ordenador y de los programas y a disminuir la utilizacion exclusiva de los CAS como maguinas de cdlculo y paralaresolucién
mecanica de gjercicios. La orientacidn de las nuevas actividades tenia que ver, principalmente, con la participacion activadel alumno en € proceso de ensefianza-
aprendizaje y con unamayor atencion ala construccién del conocimiento mateméatico bajo la orientacidn del docente.

Como consecuencia de la experiencia acumulada en el sentido indicado, sellegd a convencimiento de que podria ser necesario e importante introducir una
metodol ogia didécti ca basada en la construccién (programacién) de comandos con Derive parala mayoria de |os contenidos de las asignaturas involucradas en dichas
experiencias.

3. Objetivos de la experiencia.

El fin genera que perseguimos es el de contribuir ala comprension de larealidad de los procesos y fendmenos de la Educacion Matemética en |os estudios de
Ingenieria, que concebimos dindmica, mdltiple, holisticay divergente, para poder intervenir sobre ella en orden a su optimizacion.

Asi, parala consecucion de esta finalidad general, nos propusimos a canzar |os siguientes objetivos:

- Comprobar los efectos positivos del desarrollo de una metodol ogia didactica mixta que incluye la realizacion de comandos con Derive sobre el
aprendizaje de las materias de las asignaturas de Matematicas de la titulacion Ingenieria Técnica de Tel ecomunicacion.

- Comprobar la adecuacién de la modificacién curricular y su compatibilidad con las condiciones usuales del desarrollo de las asignaturas asi como con
las orientaciones oficiales a respecto.

- Congtatar laincidencia positiva del tratamiento didactico mencionado sobre |os diferentes factores del proceso didéactico, sobre |as actitudes, los
conocimientos, la participacion, las destrezas profesionales y el rendimiento de los alumnos.

- Indagar sobre las posibles incidencias negativas que pueda ocasionar la realizacion de comandos con Derive sobre €l aprendizaje de la materia.

- Fomentar |a participacién del alumnado en la elaboracion y desarrollo de las distintas actividades que se proponen, concretamente con larealizacién de
parte de los comandos que se utilizaran pararesolver los g ercicios de las asignaturas.
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4. Descripcion de la experiencia: metodologia, material y métodos.

Para alcanzar |os objetivos enunciados en el apartado anterior, se utilizé una metodologia que consistié en la elaboracion y realizacion de practicas con ordenador en
las asignaturas mencionadas y que incluyeron como aspecto innovador la creacion (programacion) de comandos con el programa Derive por parte de los alumnos.

Con este tipo de précticas, en las que el alumno no sdlo resuelve problemas sino que construye los comandos para resolverlos, se pretendia que el uso del ordenador
no solo se vierareducido a su aplicacion més clésicay usual de realizar los cél culos a modo de cal culadora potente, sino que también se hiciera uso del ordenador
como herramienta para fomentar la creatividad matemética de os alumnos.

Asi, por ejemplo, parala elaboracion de un comando gque determine si unaforma diferencial es exacta, el alumno debe saber cual es la condicién para que unaforma
diferencial sea exacta, mientras que parala elaboracion de los comandos para resolver integrales triples, debe saber que para dicha resolucion es necesario considerar:
lafuncion aintegrar, el sistema de coordenadas elegido pararesolverlasy las tres variables de integracion con sus correspondientes [imites de integracion. Ademas,
como el orden de integracion influye, necesita tenerlo en cuenta ala hora de la elaboracion de los comandos. Posteriormente, e ser& mucho més sencillo aplicar estos
comandos para resolver algun ejemplo concreto puesto que @ mismo ha sido quien los ha elaborado.

Laeleccion del programa a utilizar es uno de los puntos mas importantes en este proceso. Entre la gran cantidad de software matemético disponible hoy en dia se
eligio e programa Derive por varios motivos, entre los que destacamos | os siguientes:

- Las experiencias acumuladas en tal sentido asi como |os resultados que se habian venido produciendo en |os estudios exploratorios realizados revel aban
gue €l programa Derive es una herramienta informatica de facil manegjo y (til para su integracién en las clases de Matematicas de Ingenieria.

- Debido alo expuesto en el punto anterior, el alumno es capaz de empezar aresolver problemas utilizando el programa en un espacio corto de tiempo,
puesto que las funciones y operaciones bésicas se encuentran disponibles en diversos menus.

- Habiaindicios razonables de que la realizacion de comandos con Derive facilita el aprendizgje y mejorala motivacion del alumno.

- Los alumnos a los que estaba dirigida esta experienciaiban a utilizar el programa Derive en otras asignaturas de Matematicas de la titulacion.

Siguiendo €l disefio previsto, se elaboraron y desarrollaron tres practicas parala asignatura Andlisis Vectorial y Ecuaciones Diferencialesy dos parala asignatura
Ampliacién de Mateméaticas. Las préacticas desarrolladas tuvieron una estructura comin basada en 10s tres bloques que pasamos a detallar a continuacion:

- En € primer bloque se sefialan | os aspectos tedrico-practicos que se desean desarrollar en la practica, indicando las funciones propias de Derive y los
comandos creados para resolver 10s problemas que se presentan.

- El segundo bloque consta de gjemplos de aplicacion de los conceptos sefiadl ados anteriormente y que se resuelven en el transcurso de la practica. Dentro
de estos gjempl os | os alumnos elaboran algunos de los comandos con los que resuelven los problemas.

- El tercer bloque se dedica alarealizacion por parte del alumno de una serie de problemas propuestos, con € fin de que se afiancen los conocimientos
adquiridos alo largo de la préctica. Entre estos gjercicios se incluyen la elaboracion de algunos comandos adicional es.

Las dos horas de duracion de cada préctica se distribuy6 en una horay media para los dos primeros bloques y media hora para €l tercer bloque.
Algunas caracteristicas adicional es destacables de |a realizaci én de estas précticas se pueden resumir en |os siguientes puntos:
- Las précticas se realizaron en un laboratorio de forma que |os alumnos pudieran utilizar |os ordenadores individual mente.

- Las préacticas se desarrollaron de forma guiada, es decir, mediante explicaciones del profesor con la ayuda de un proyector, con idea de realizar los
comentarios adecuados para una mejor asimilacion de |os contenidos presentados.
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- Esimportante sefialar que el desarrollo de las précticas no solo se redujo alarealizacion de los € emplos de aplicacidn, sino que se aprovechd cada
ejemplo pararecordarle al alumno los aspectos tedrico-practicos vistos en “las clases de pizarra’, con |0 que estas practicas sirvieron también de repaso
delaasignatura.

Por otra parte y amodo de resumen, podemos agrupar €l trabajo realizado en las siguientes tres fases:

- Laprimerafase consistio en la elaboracion de | as précticas que se iban a desarrollar posteriormente.

- La'segunda consté del desarrollo de las précticas en cada una de | as asignaturas antes comentadas. Recordemos gque |os alumnos completaron la
elaboracion de dichas préacticas con larealizacion (programacion) de algunos de los comandos que se iban a utilizar posteriormente.

- Enlatercerafase se procedi6 ala evaluacion de las practicas desarrolladas.

Paralelamente a desarrollo de estas practicas y dentro de unalinea de investigacién en Educacién Matemética denominada I nvestigacion para la innovacion
curricular en la accion en € aula de Matematicas se han realizado tres investigaciones (Galan, 2003; Padilla, 2003; Rodriguez, 2004) que forman parte de un
proyecto més amplio de indagacion sistematica en varias especiaidades y grupos, sobre temas relacionados de diversas asignaturas y carreras de Ingenieriay con la
participacion efectiva de varios profesores responsabl es de |a docencia correspondiente. Asi, se han desarrollado estudios sobre las materias Integrales de Linea,
Integrales Multiplesy Derivacién e Integracién de Funciones de Variable Compleja en los que se analiza la comparacién de efectos de una metodol ogia didactica
modificada (que incluye larealizacion de comandos con Derive) y de la metodol ogia didéctica usual o tradicional .

Por Ultimo, sefialar que nuestras experiencias se encauzaron bajo los siguientes proyectos, en los que se proponia la elaboracién de comandos con Derive como
aspecto fundamental:

. El Proyecto de Ensefianza Virtual El ordenador en las asignaturas de Mateméticas de las carreras técnicas: mucho mas que una calculadora potente (curso
01/02. Universidad de Méaga).

. El Proyecto de Innovacion Educativa Matematicas para la Ingenieria. El ordenador como herramienta de creatividad matematica (curso 02/03. Universidad
de Méaga).

. El Proyecto de Innovacién Educativa Elaboracion de comandos con Derive. Una experiencia en las titulaciones de Ingenieria Técnica de Telecomunicacion
(curso 03/04. Universidad de M&daga).

. El Proyecto de Innovacién Educativa El uso de la programacion como recurso didactico en la ensefianza de las Matemdticas de |as carreras técnicas (curso
04/05. Universidad de Malaga).

. El Proyecto de Innovacion Educativa Evaluacion en las asignaturas de Matematicas de las carreras técnicas. ¢por qué reducirla a un Unico examen final ?
(curso 04/05. Universidad de Maaga).

. El Proyecto Andaluz de Formacion del Profesorado Universitario Nuevos usos de |os programas de calculo simbdlico en la ensefianza de las Matematicas en
las titulaciones de Ingenieria (curso 04/05. Unidad de Calidad de las Universidades Andaluzas, cédigo UMA N 016).

5. Ejemplo de elaboracion de comandos.
En este epigrafe vamos a ver por medio de un ejemplo como los alumnos elaboran |os comandos. Para ello, centrémonos en la creacidn de los comandos DOBLE y
DOBLEPOLAR para calcular integrales dobles en coordenadas cartesianas y polares respectivamente. Es importante destacar que los comandos son desarrollados

paso por paso con €l fin de minimizar |os posibles errores en su elaboracion.

Comando DOBLE
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[lustracion 1. Elaboracion del comando DOBLE [1]

Unavez que €l comando esté elaborado, €l siguiente paso es resolver un gjercicio de comprobacién. En la siguiente figura se muestrala resolucién del gercicio
correspondiente al comando DOBLE. Destacar que en este gjercicio también se usan las posibilidades gréficas de Derive.

_— . [ [e7y dxdy o
- Ejercicio de comprobacién: Calcular donde R eslaregién limitada por x=0, x=2, y=0 e y=x+1.
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Comando DOBLEPOLAR
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llustracion 3. Elaboracién del comando DOBLEPOLAR [3]
Posteriormente el alumno pasa aresolver el correspondiente gercicio de comprobacion.

- Ejercicio de comprobacion: Calcular el dreade lacircunferencia x2+y2 = 4
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Ilustracion 4. Ejercicio de comprobacion del comando DOBLEPOLAR [4]

6. Conclusiones finales.
Parafinalizar, y amodo de resumen, nos gustaria destacar las siguientes conclusiones derivadas de la realizacion de nuestros estudios:

* | as experiencias acumuladas revelan que los CAS son herramientas informéticas de facil mangjo y (tiles para su integracion en las clases de Mateméticas de
Ingenieria

* Se deben cambiar |os usos tradicionales de los CAS en la ensefianza de las Mateméticas en Ingenieria para maximizar las oportunidades que ofrece esta tecnologia.
La optimizacion se debe orientar haciala mejora de la motivacion, la autonomiay el aprendizaje basado en laimplicacién del alumno en el proceso.

* Unaidea potente es la de combinar |os recursos de un CAS con la flexibilidad de un lenguaje de programacion.
* Hay indicios razonables de que la realizacion de comandos con Derive facilita el aprendizaje y mejorala motivacion del alumno.

* Aunque serialo deseable, no es necesario modificar sustancialmente un programatradicional de una asignatura de Mateméticas en Ingenieria paraintroducir la
elaboracion de comandos con Derive por parte de los alumnos.

Ademas, es importante sefialar que se han conseguido alcanzar todos | os objetivos comentados en €l tercer apartado. Asi,

- Comprobar |os efectos positivos del desarrollo de una metodol ogia didactica mixta que incluye la realizacion de comandos con Derive sobre €l aprendizaje.
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Tanto las pruebas de evaluacion como las encuestas y entrevistas realizadas en |as investigaciones que se han llevado paralelamente a desarrollo de las experiencias,
avalan la consecucion de este abjetivo. Conviene destacar la afirmacién de los alumnos sobre que la realizacion de comandos con Derive facilitala asimilacion de los
contenidos.

- Comprobar la adecuacién de la modificacidn curricular y su compatibilidad con las condiciones usuales del desarrollo de las asignaturas asi como con las
orientaciones oficiales al respecto.

La propiarealizacion de las précticas contribuye ala consecucion de este objetivo. Dichas précticas se han incluido en las programaciones oficiales de las asignaturas
y han formado parte del proceso de evaluacion de las mismas.

- Congtatar la incidencia positiva del tratamiento didactico mencionado sobre los diferentes factores del proceso didactico, sobre las actitudes, 1os conocimientos, la
participacion, las destrezas profesionalesy el rendimiento de los alumnos.

L as opiniones de los alumnos vuelven a avalar significativamente la consecucién de este objetivo. Dichas opiniones van en € sentido de que Derive facilitay mejora
el aprendizaje, lacomprension, la motivacion, la comunicacion entre alumnosy e rendimiento en examenes.

- Indagar sobre las posibles incidencias negativas que pueda ocasionar la realizacién de comandos con Derive sobre el aprendizaje.

L as pruebas de eval uacion realizadas en las investigaciones citadas asi como las opiniones de |os alumnos reafirman la no existencia de variaciones negativas en €l
aprendizaje por €l hecho de larealizacion de comandos con Derive.

- Fomentar |la participacion del alumnado en la elaboracién y desarrollo de las distintas actividades.

Y a se ha comentado que se ha fomentado en todo momento la participacidn del alumno en la elaboracidn y desarrollo de las practicas que se han redlizado.
Recordemos que este hecho viene dado porque los alumnos debian desarrollar algunos de |os comandos para posteriormente utilizarlos ala hora de resolver los
problemas tipicos de las asignaturas.
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Notas:

[1] Enlaexpresion #1 se introduce una funcién genéricaf. En la expresion #2 se calculalaintegral delafuncidn f respecto a una variable genérica u con limites de

integracién genéricos ul 'y u2. En la expresion #3 se calculalaintegral de la expresion #2 respecto a una nueva variable genéricav con limites de integracion
genéricos v1y v2. Finalmente, en laexpresion #4, se creael comando DOBLE con sus parametrosy el valor calculado en la expresion #3. Resaltar laimportancia de
utilizar tanto variables como limites de integracion genéricos para permitir el cdlculo de integrales dobles sin tener prefijado € orden de integracién.

[2] Enlas expresiones de la#1 ala#4 se introducen las ecuaciones que limitan laregion de integracion para dibujarla. Después de hacer la representacion grafica, los
limites de integracién son facilmente deducibles. En laexpresion #5 se usa el comando DOBLE para calcular laintegral doble pedida. En la expresion #6 se obtiene
€l resultado del gercicio.

[3] En laexpresion #1 se introduce una funcion genéricaf. En laexpresion #2 se realizael cambio a coordenadas polares, es decir, se sustituyen las variables x e y por
sus nuevas expresiones. En la expresion #3 se multiplicalaexpresion #2 por el jacobiano de la transformacion. En la expresion #4 se construye laintegral utilizando
el comando DOBLE antes elaborado. Por Ultimo, en la expresién #5, se construye € comando DOBLEPOLAR con sus argumentos. De nuevo es importante resaltar
laimportancia de utilizar tanto variables como limites de integraci én genéricos para permitir el cdlculo de integrales dobles sin tener prefijado €l orden de integracion.
Ademés, alahorade elaborar comandos se pueden utilizar los que ya estan creados previamente, simplificando considerablemente el proceso de construccion.

[4] En laexpresion #1 se introduce la ecuacion que limita laregién de integracion para representarla. Después de hacer la representacion gréfica, los limites de
integracién son facilmente deducibles. En la expresion #2 se usa €l comando DOBLEPOLAR paracalcular laintegral doble pedida. En la expresion #3 se obtiene €l
resultado del gercicio
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