MEMORIA DE ACTIVIDADES

INNOVACION DOCENTE PARA EL CURSO 2008/2009

PROYECTO: Utilizacion de nuevas tecnologias en la asignatura de Andlisis
Numérico en el Grado de Matematicas

CcODIGO: ID/0080

RESPONSABLE: JESUS VIGO AGUIAR.
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA



CENTRO DE APLICACION DEL PROYECTO:

FACULTAD DE CIENCIAS

MATERIAS/ TITULACION:

GRADO DE MATEMATICAS

CENTROS Y DEPARTAMENTOS IMPLICADOS:

FACULTAD DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA

PARTICIPANTES:

JESUS VIGO AGUIAR. DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA
(jvigo@usal.es)

HIGINIO RAMOS CALLE. DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA
(higra@usal.es)

ARACELI QUEIRUGA DIOS. DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA
(queirugadios@usal.es)



El nuevo Grado en Matematicas es uno de los cuatro grados que la Universidad
de Salamanca ha puesto en marcha durante el curso 2008-09, y es también
uno de los primeros en Matematicas que se implantan a nivel nacional. La
Facultad de Ciencias se esta adaptando para la transformacion del resto de
titulaciones, a nivel de infraestructuras, tecnologia y metodologia docente, con
el objetivo de cumplir con las directrices que establece el Espacio Europeo de
Educacion Superior. Este proceso debe conducirnos hacia una situacion en la
que nuestra calidad docente e investigadora sea aun mayor y asi poder ofrecer
a los futuros alumnos un atractivo afadido para que decidan estudiar en

nuestra Universidad.

El Titulo de Graduado o Graduada en Matematicas se dirige a capacitar para la
formulacibn matematica, analisis, resolucion y, en su caso, tratamiento
informético de problemas en diversos campos de las ciencias basicas, ciencias

sociales y de la vida, ingenieria, finanzas, consultoria, etc.

Objetivos formativos

Los objetivos generales que pretenden alcanzarse con las ensefianzas del Grado

en Matematicas son los siguientes:

1. Conocer la naturaleza, métodos y fines de los distintos campos de la

Matematica junto con cierta perspectiva histdrica de su desarrollo.

2. Reconocer la presencia de la Mateméatica subyacente en la Naturaleza, en la

Ciencia, en la Tecnologia y en el Arte. Reconocer a la



Mateméatica como parte integrante de la Educacion y la Cultura.

3. Desarrollar las capacidades analiticas y de abstraccién, la intuicion y el
pensamiento l6gico y riguroso a través del estudio de la

Matematica.

4. Capacitar para la utilizacibn de los conocimientos tedricos y practicos
adquiridos en la definicion y planteamiento de problemas y en la

busqueda de sus soluciones tanto en contextos académicos como profesionales.

5. Preparar para posteriores estudios especializados, tanto en una disciplina
matematica como en cualquiera de las ciencias que requieran

buenos fundamentos matemaéticos.

Como objetivos particulares, el plan de estudios esta orientado a la preparacién
profesional para la insercion de los matematicos en equipos interdisciplinares de
empresas, industrias, bancos y consultorias, en ambitos tanto investigadores
como aplicados. Para ello, los estudiantes podran elegir su itinerario formativo a
partir de tres posibles itinerarios con materias comunes: académico, técnico y

social.

Sistema de ensefianza — aprendizaje

La metodologia de ensefianza - aprendizaje se pretende que sea similar en
todas las asignaturas de los estudios del Grado de Matematicas. En cada una de
ellas se expondra el contenido tedrico de los temas a través de clases
presenciales, siguiendo uno o dos libros de texto de referencia, que serviran
para fijar los conocimientos ligados a las competencias previstas y dar paso a

clases practicas de resolucion de problemas, en los que se aplicaran las



definiciones, propiedades y teoremas expuestos en las clases tedricas,
utilizando cuando sea conveniente medios informaticos, de modo que en las
clases précticas los estudiantes se inicien en las competencias previstas.

A partir de esas clases tedricas y practicas los profesores propondran a los
estudiantes la realizacion de trabajos personales sobre teoria y problemas, para
cuya realizacion tendran el apoyo del profesor en seminarios tutelados. En esos
seminarios los estudiantes podran compartir con sus compafieros y con el
profesor las dudas que encuentren, obtener solucion a las mismas y comenzar
a desempenfar por si mismos las competencias previstas en cada asignatura.
Ademas, los estudiantes tendran que desarrollar por su parte un trabajo
personal de estudio y asimilacion de la teoria, resolucion de problemas

propuestos y preparacion de los trabajos propuestos.

Uso de nuevas tecnologias

La utilizacion creciente de las nuevas tecnologias de la informacién es una de
las propuestas de la Conferencia de Rectores para llevar a buen término la
adaptacion a las nuevas estructuras académicas que pretendemos abordar de
cara al EEES.

Dentro de este marco, la utilizacion de la plataforma Studium que la
Universidad de Salamanca ha puesto a disposicion de sus miembros, creemos
que es una opcién eficaz. Hemos desarrollado unos apuntes de los que
aportamos el primer tomo, realizado a partir de la experiencia docente de los
participantes en este proyecto durante el curso 2006-07 impartiendo la
asignatura equivalente sobre la que se ha desarrollado este proyecto. El tomo
segundo esta también practicamente finalizado. Estos apuntes seran la base de
la asignatura, en consonancia con lo apuntado en el apartado anterior sobre
metodologia.

Estaran disponibles para que los alumnos los puedan descargar a través de la

pagina que se creara cuando haya alumnos matriculados dentro de Studium.



Alli pondremos también las practicas que han de hacer, asi como las tareas
docentes, los trabajos académicos, etc. buscando que sea un vehiculo de

intercambio entre todos lo que constituimos la asignatura, docentes y alumnos.
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Para el curso proximo en que ya empezara a funcionar la asignatura de Analisis
Numérico Il pondremos todos los recursos que hemos ido elaborando en la

pagina de la asignatura que se creara en Studium.
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Presentacion:

Estos apuntes se cinen a la materia estudiada en la asignatura de Anélisis
Numérico de 4 Curso de la Licenciatura de Matematicas tal y como se imparte
actualmente en la Universidad de Salamanca. Han sido concebidos como una ayuda

que pueda servir para la comprension de la asignatura y asi deben entenderse.

La materia central objeto de estudio son los métodos mas clasicos de resolu-
cién de ecuaciones diferenciales, esto es, los métodos de Runge-Kutta y los métodos
lineales multipaso. Previamente hay unos capitulos dedicados a material comple-
mentario, que tratan de la interpolacion, derivacion e integracion numéricas y ecua-
ciones en diferencias. El material de estos primeros capitulos se utilizara en mayor o
menor medida en otras etapas mas avanzadas del curso. Finalmente, tras el estudio
de los métodos numéricos de resolucion de ecuaciones hay dos capitulos dedicados

a los problemas de valores en la frontera.

Los autores agradecen la comunicacién de los errores que puedan advertirse
y las sugerencias por parte de los usuarios, para asi mejorar la calidad del texto

(jvigo@usal.es, higra@usal.es, queirugadios@usal.es).

Salamanca, Enero de 2009
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Capitulo 1

Interpolacion polinémica.

1.1. Introduccion a la interpolacién. Ejemplos.

Sabemos como aproximar localmente una funcion suficientemente derivable por
un polinomio: polinomio de Taylor. Pero la informacién para obtenerla esté concen-
trada en un determinado punto, xo. Cuando se dispone de informacién sobre la fun-
ciéon en mas puntos, por ejemplo en los n+ 1 puntos distintos xo < x; < ... < x,,
se requiere otro tipo de aproximacion.

El problema mas simple de la interpolaciéon consiste en hallar un polinomio de
grado < m que pase por n + 1 puntos (2o, o), - - -, (Zn,Yn), siendo los valores z;
distintos entre si. Los ntimeros y; corresponden a valores de determinada funcion
f(z), aunque no se conozca explicitamente, en los puntos x;, es decir, y; = f(z;).
Estudiaremos cémo encontrar polinomios que se aproximen a la funciéon en base
al conocimiento del valor de la funcion o también de sus derivadas en ciertos pun-
tos(interpolaciones de Lagrange y Hermite). Pero hay otras posibilidades:

Ejemplo:

Halle los valores de los pardmetros a y b para que la funcién y(x) = a+ bx pase
por los puntos (zg,vo), (x1,%1). {Puede relacionar este problema con un problema
de ecuaciones diferenciales?

Ejemplo:

Halle los valores de los parametros a y b para que la funcién y(z) = ae” +

be~* pase por los puntos (o, o), (z1,41). {Puede relacionar este problema con un

1



2 CAPITULO 1. INTERPOLACION POLINOMICA.

problema de ecuaciones diferenciales?

Ejemplo:

Halle los valores de los pardmetros a y b para que la funcién y(z) = a cos(z) +
bsen(z) pase por los puntos (zg,vo), (z1,41). {Puede relacionar este problema con

un problema de ecuaciones diferenciales?

1.2. Planteamiento general del problema de la in-

terpolacion.
OBJETIVO: Dada una familia de funciones ¢(z;ayo,...,a,) en una variable z,
dependiente de n + 1 parametros, ag, aq,...,a,, se trata de determinar los valores

de los parametros de modo que dado un conjunto de puntos {(z;, y;) }ier con z; # x;

para ¢ # j, se verifique que
P(xi;a0,... a0) =y, 1€

En el caso de los ejemplos anteriores se habla de interpolacién polinomial,
interpolaciéon exponencial o interpolacion trigonométrica.

NOTA: normalmente el niimero de puntos por los que se hace pasar la funcién
coincide con el niimero de parametros, pero no siempre es asi. Veamos algin ejemplo

de interpolacién racional.

Ejemplo:

Halle los valores de los parametros a, b, y ¢ para que la funcién racional dada
por y(z) = a/(b+ cx) pase por los puntos (o, yo), (1, 91), (T2, y2), (23, y3). ; Tiene
solucién el problema?.

Ejemplo:
ag + a1 x

= ——~— que pase por los
b0+b11’ 4 p P

;Hay alguna funcién racional de la forma q(x)

puntos (0, 1), (1,2),(2,2)7.
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1.3. Interpolaciéon polinémica.

Teorema 1.3.1 (existencia y unicidad) Sea P, el conjunto de polinomios de
grado menor o igual que n. Dados n + 1 puntos distintos, (To,%0),-- -, (Tn, Yn),

con x; # x;, existe un unico polinomio p,(x) € P, tal que

Demostracién

Si escribimos el polinomio p,(z) en la forma p,(z) = ag + a1z + ... + a, 2",
e imponemos que p,(z;) = y;, 7 = 0,...,n, se obtiene un sistema lineal de n + 1
ecuaciones con n+ 1 incégnitas. El determinante de la matriz del sistema que resulta
es un determinante de Vandermonde, y ello supone que exista una unica solucion,
lo que determina la existencia y unicidad del polinomio de interpolacién. O

Ejemplo:

Halle el polinomio de interpolacién que pasa por los puntos siguientes: (0, 1),
(1,3), (3,2).

Para valores de n grandes la tarea de obtener los coeficientes del polinomio re-
solviendo el sistema anterior, ademas de laboriosa, puede resultar muy ineficiente
por cuanto la matriz de Vandermonde estd mal condicionada. Una forma alterna-
tiva de obtener el polinomio de interpolacion la constituye la llamada forma de
Lagrange. Por otra parte es una manera constructiva de establecer la existencia

del polinomio de interpolacién en las condiciones del teorema anterior.

1.4. Foérmula de Lagrange del polinomio de inter-

polacion.

La féormula de Lagrange del polinomio de interpolacién es una manera construc-
tiva de demostrar la existencia de dicho polinomio.
Los polinomios bésicos de Lagrange son polinomios de grado n que se definen

CcOo1mo
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y trivialmente verifican L;(z;) = ;.

Se comprueba sin dificultad que el polinomio dado por
pa(r) =Y yi Li(x)
i=0

es un polinomio de P,(x) que es el polinomio de interpolacién buscado.
Ejercicio:
Si se define w(z) = H(x — z;), pruebe que los polinomios bésicos de Lagrange
i=0
se pueden poner en la forma

w(z)

Li(z) = (v — ) w'(x;)

Un inconveniente de la forma de Lagrange del polinomio de interpolacion es la
rigidez que presenta. Si se considera un punto adicional (2,1, Yn+1), los correspon-
dientes polinomios bésicos de Lagrange (que ahora tendran grado n+ 1) habran de
calcularse de nuevo.

La forma de Newton del polinomio de interpolacién permite obtener con un
minimo de esfuerzo el nuevo polinomio cuando se anaden puntos adicionales. Vere-
mos que esta formulacién sera particularmente 1til para la obtenciéon de férmulas
de integraciéon numérica de problemas de valor inicial.

Por el contrario, el algoritmo de Lagrange tiene la ventaja de que para un mismo
soporte con distintos valores {y;}"_, basta con calcular los polinomios basicos una
sola vez, lo que permite calcular diferentes polinomios de interpolacién asociados al
mismo soporte.

Ejercicio:

Si los puntos del soporte estan igualmente espaciados, x;11 — x; = h, pruebe
que los polinomios de la base de Lagrange dependen sélo del ntimero de puntos del
soporte y no de la posicion de los mismos.

Indicacién: Basta hacer una transformacion lineal que transforme el intervalo

(g, x,] en el [0,n] para obtener que

L =t = S0 (1) T e-.

n! -
J=0,j#i
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1.5. Diferencias divididas y diferencias finitas.

Definicién 1.5.1 La diferencia dividida de orden cero de una funcion f en el
punto x;, la cual se escribe f|x;], es simplemente el valor de la funcidn el el punto,
f(z;). Las diferencias divididas de orden superior se definen recursivamente

a partir de las diferencias divididas de menor orden por la formula

f[llfi, e >xi+k71] - f[»’l?i+1> e 7-73'i+k]

Ty — Ti+k

floi, . x| =

Definicién 1.5.2 Las diferencias progresivas de orden j de la funcion f en el punto

z;, AN f(x;), se definen recursivamente mediante

A°f (i) = flx),
Alf(ﬂfi) = f(wit1) — f(zi),
A]f(ZEZ) = Al (Aj_l) f(l’z) .

Definicién 1.5.3 Las diferencias regresivas de orden j de la funcion f en el punto

x;, V' f(x;), se definen recursivamente mediante

VO f (i) = f(zi),
V(i) = fla) = f@ie),
V(i) =7 (V) flz).
1.6. Foérmula de Newton del polinomio de inter-

polacion.

Sea p,_1(x) el polinomio que interpola en los puntos xg, 21, ..., x,_1 a una fun-

cién f(x), que supondremos conocido, y supongamos que obtenemos informacién
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sobre el valor de la funcién en el punto z,,, f(x,), y sea p,(z) el correspondiente poli-
nomio de interpolacién en todos los puntos anteriores. Vamos a intentar aprovechar
el conocimiento de p,,_1(z) para obtener el p,(z).

El polinomio ¢,(z) = pp(x) — pp—1(x), n > 1, verifica ¢,(x;) = 0 para cada

1=0,1,... ,n—1, luego es de la forma

qn(x) = cp(x —zo)(x —21) ... (T — 28 1) (1.1)
siendo ¢, constante y por tanto
Pn(x) = Pr1(2) + ¢ () = pp-1(x) + cn(z —20)(x —21) ... (T — (1) .

El coeficiente ¢, se calcula de la siguiente forma: evaluando la igualdad en (1.1)

en el punto x, y despejando resulta

Gn(Tn) _ Pa(®n) — Pu—1(n)
(xn —x0) ... (Tp—2p_1) (Tn—20)... (Tp—xH_1)

y siendo p,,(z,) = f(zn) = yn, lamando ¢y = f(zo) = po(z), podemos poner:
Pu() = po(x) + (p2(2) = po(2)) + .- + (Pn(2) — pua())
es decir,
p(z) =cota(z—xzo)+e2(x—x0)(x—21)+ ... +en(r—m0)... (x—2y-1) (1.2)

La determinacion de los coeficientes ¢; en (1.2) se puede obtener a partir de la

definicion de las diferencias divididas. Se tiene que

flzoy. . yxn)  flx, .. ,2pd]
R T — T, + T — T,
R
fle, 20, 21] = ~ [lwo, 1] n flz, mo]

f (o) n f(x)

r — T r — I

flz, o] = —
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y sustituyendo hacia atras en las formulas anteriores resulta

Sy swa]l o flwos - @]
flz,xo, ... 2] = pa— @ — o) (x = 20 1)
_ flwo, 1] _ f (o) 4 f(z)

(x—2p) ... (x—21) w(x) wx)

y despejando f(z) y llamando R,(x) = w(z) f[z, zo, ... ©,] se tiene que

flx) = f(zo)+ flzo, z1](x — o) + ...
(1.3)
+flxo, ... xpl(x —x0) ... (T — xpq) + Ru(2)

Como R,(x) se anula en xg,z1,...,z, y por la unicidad del polinomio de

interpolacién resulta que p,(z) se puede escribir en la forma que sigue, siendo

C; = f[(lf(), Ce IZ‘],

p(z) = f(x0) + flwo, 1](T — 20) + ...
+flxo, ... xp](x —x0) .. (T — Tpq)

= c+talr—x)+... +en(r—20)...(x —2p1).

A partir de la representacién del polinomio de interpolaciéon en la forma de

Newton se siguen facilmente los siguientes resultados

Proposicién 1.6.1 Las diferencias divididas son funciones simétricas de sus ar-

gumentos, esto es,
flzos -y xn] = flxig, ..., xi)]

siendo (ig, ..., i,) una permutacion cualquiera de (0,1,...,n).
Proposicién 1.6.2 Si f(x) es un polinomio de grado n entonces es

flzo, - s xn, xpgr, ... =0.
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Proposiciéon 1.6.3 Sea I' una trayectoria cerrada que contiene a los puntos xg, . .., .
Entonces, si h(z) = f(z)/H(z —x4), y si f(x) no tiene polos en esos puntos, re-
s=0

sulta que

! ) e
/1“<Z—$0) dZ_ZR (h,xs) = flzo, ..., Tn].

2mi (2= ) —

Las diferencias divididas se pueden representar a partir de los datos (z;, f(z;))

en una tabla en la forma:

ro  flvo]l  flro,x1]  flxo,x1,ma]  flwo, 21, T2, 23]
z1 fle] flenwe] flo, w1, 2]

zy  flra]  flwo, 7]

x3  flws]

situdandose en la primera fila los coeficientes necesarios para formar el polinomio

de Newton.

1.7. Algoritmo de Neville.

Si no se pretende determinar la expresién del polinomio de interpolaciéon y si co-
nocer el valor de éste en un punto, se puede proceder en la forma recurrente que se

senala en el siguiente teorema.

Teorema 1.7.1 Denotando por p;, . el polinomio de interpolacion correspon-

yin
diente a los puntos z;,,... ,x;,, si f(x) estd definida en xo,... x, y x; # x; son
dos de estos puntos, entonces el polinomio de interpolacion p,(x) se puede expresar
en la forma:

(T —2;)po.. j—1j41.. n — (T — T)Po. i-1i+1.. n

pn<x> =pPol...n = zi — )

siendo p; = f(x;) .
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Demostracion

La demostracion se obtiene de forma inmediata sin mas que evaluar el polinomio
Poi.. » en la forma anterior (el cual es de grado menor o igual a n puesto que
Do... j—1j+1.. n ¥ Po.. i—1i+1.. n son de grado menor o igual a n — 1) en los puntos
xg, ... , &, para verificar que po1.. n(z;) = f(z;) parai =0,... ,n,y por la unicidad

del polinomio de interpolacién se concluye. 0

1.8. Nodos igualmente espaciados.

En el caso particular en que los puntos x; estén igualmente espaciados, a una
distancia A > 0, poniendo x; = x9 +jh, 0 < j < n, el polinomio de interpolacién
adopta una forma mas sencilla, expresandose tinicamente en términos de h y de z.

El siguiente teorema nos da la clave para obtener una forma mas sencilla.

Teorema 1.8.1 Sean los puntos xo < x1 < ... < x, igualmente espaciados a una

distancia h > 0. Se tiene que siendo 0 < m < n se puede poner

~A™f(x0)
f[Io,Il...,JIm] = W,
o V" f ()
Flows o] = LLE
Demostracion
Se procede por induccion. |

Corolario 1.8.1 57 los puntos x; estdn igualmente espaciados, siendo x; = xg +

ih,i1=1,...,n entonces se tiene que A" f(x9) = /" f(x,) .

A partir de la forma de Newton del polinomio de interpolacién, utilizando el teorema

anterior se obtiene que se puede escribir

i) = pazo+5m) = 3 (3) 7o,

1=0
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o bien,

n

i) =t 1) = -1 ( ) 7 Ao,

=0

1.9. Error de interpolacién.

Un aspecto importante dentro del analisis numérico es la medida del error que
se comente al realizar una aproximacion. En el caso del polinomio de interpolacién,

segun vimos en (1.3) se tiene
Err(z) = Ru(z) = f(2) = pal2).

Lema 1.9.1 Si f € C"[a,b] siendo xg,x1,...,z, € [a,b] existe { € (a,b) tal que

f[.ilfo,fﬂl Ce ,l'n] =

Demostracion
La funcién R, (z) se anulaba en xg, 1, ..., x,, asi que aplicando el Teorema de

Rolle repetidamente se sigue que existe un ¢ entre los z; tal que Ry, )(C ) = 0. Pero
Rﬁ)(g) = f™(¢) — n! flzo, 1 ...,x,), de donde se sigue el resultado. O

Aplicando el lema anterior se tiene que el error se puede poner
n+1) n
Err(z) = Bu(e) = w(@) fle,ao . 2 = L — S [[@-a). (1)

donde (, es un punto intermedio entre los nodos de interpolacion z; y el punto x.

Ademas, si M = ma§b| ) (z)] se tiene que
a<x

|Err(x)] < ( a<x<b|H $—xl
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1.10. El polinomio de Taylor como caso particu-

lar.
Si f € C""a,b], a partir de la férmula de interpolacién de Newton
f@) = f(zo) + flzo, ma)(z — 20) + ...
+flzo, ... xpl(x —20) ... (T — 2p_1)

+flzo, ... xp, x)w(x)

y del lema anterior, podemos poner
flx) = flzo)+ f'(&)(x —z0)+ ...
()

n!

+ (x —x0)...(x —2p_1)

f ntl) (fnJrl)

+ w(z)
(n+1)!
donde cada &; es un valor intermedio entre los nodos xy, ..., z; paraj = 0,...,n,
mientras que &,.1 es un valor entre z, xg, . .., T,.

Si ahora hacemos que todos los puntos de interpolacién tiendan hacia el xg,
entonces los puntos &; para j = 0, ..., n, también tenderan a x(. La férmula anterior

entonces se expresa en la forma

fn+1)(§) (J} . $0>n+1

donde £ es un valor entre x y .
Se obtiene asi la férmula de Taylor, y el polinomio de Taylor resulta ser un
polinomio que interpola a la funcién y sus derivadas hasta el orden n en el punto

xo en el sentido de que
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L (x0) = f(x0), 0<I<n.

1.11. Polinomio osculador.

Cuando, ademés de conocer los valores de una funciéon en un conjunto de nodos,
se conoce informacion sobre algunas de sus derivadas en esos nodos, buscaremos un
polinomio que coincida con esos datos. Este polinomio se conoce como polinomio
osculador.

Asi por ejemplo, si se conocen los valores de una funcién f(z) y su derivada en
dos puntos, xg,x;, parece evidente que el polinomio interpolador habra de ser de
grado tres, p(x) = a+ bx + cx® + dx®, puesto que disponemos de cuatro coeficientes
a determinar, que obtendremos imponiendo las cuatro condiciones conocidas. El

teorema general que sigue permite afirmar la existencia de polinomios de esta forma.

Teorema 1.11.1 Dados k+1 puntos xq,...,xr, y k+1 nimeros ag,...,a; € N,
conn=k+ayg+...+ ag, si se conocen los valores de las derivadas hasta orden «;
de cierta funcion f(x) en los puntos x;, entonces existe un unico polinomio p,(z)

de grado < n tal que
p(x) = fD(z), 0<i<k, 0<I<q.

Demostracion

Si ponemos p,(x) = ag+a; x + ...+ a, 2", las condiciones anteriores conducen
a un sistema de n + 1 ecuaciones (k+ 1+ ap+ ...+ o) con n + 1 incdgnitas (las
ai,i:O,...,n).

Es suficiente probar que el sistema homogéneo asociado tiene tnicamente la

solucién nula, es decir,
si prll)(xi):(), 0<i<k,0<I<q =>ay=a1=...=a,=0.

Ahora bien, estas ecuaciones implican que x; es una raiz de orden «; + 1 de

pn(z), con lo que p,(x) tiene la forma

pa(z) = q(z) [ J(x — )= *t.

1=0
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Pero el grado de la parte derecha de la igualdad anterior es al menos
a+1l+a+1+... +au+1l=k+1+ap+...+ar=n+1,

luego para que p,(z) € P, ha de ocurrir que ¢(z) = 0, y en definitiva, p,(z) = 0.
O

En particular, si en los resultados anteriores se toma «; = 0 para todo ¢ se
obtiene la conocida férmula de interpolacion de Lagrange, y si s6lo se tiene un
punto, es decir, k = 0, junto con «g = n, entonces se obtiene el polinomio de
Taylor. Y cuando so6lo se dan condiciones sobre la primera derivada, es decir, a; = 1
para todo %, el polinomio resultante se conoce como polinomio de Hermite.

NOTA: si en lugar de los valores de la funcién y sus derivadas en los puntos x;
se tienen valores b;; para 0 <i <k, 0<1[ < q, el resultado es el mismo, y existe
un tnico polinomio p,(x) € P, tal que p,ll) (x;) = biy .

NOTA: La unicidad del polinomio anterior se obtiene del hecho de que la matriz
del sistema lineal que se forma es no singular, pero se puede demostrar directamente:

Sean p(z) y q(z) dos polinomios de grado < n que verifican las condiciones del

teorema. Entonces se tiene que

p(x) =q(z;), i=0,1,... .k

y ademas
pai)(xi):qai)($i), Z’:O,l,_“?k

con lo cual, z; es una raiz de multiplicidad «; + 1 del polinomio de grado < n,

r(z) = p(x) —q(x). Pero esto es una contradiccién, puesto que r(x) seria de la forma
r(z) = Ma)(@ — 20)® "o (@ — ap) ™

y tendria grado > ag+ 1+ ar+1=n+1. O

1.12. Error del polinomio osculador.

La medida del error que se comete al aproximar la funcién f(z) por el polinomio
osculador viene dada por un teorema analogo al que vimos para la interpolacién de

Lagrange.
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Teorema 1.12.1 En las condiciones del teorema anterior, si f(x) € C""a,b] en-

tonces existe &, € (a,b) tal que

()
f() = pa(z) = CE

Demostraciéon

([E . xo)ao—i—l . ($ . xk)ak—i-l )

Para x # x; consideramos el polinomio de grado n + 1 dado por

f(x) = pa(2)

(.’L’ — on)aO+1 . (.I' — .ﬁEk)akJrl

qn+1(t) = pn(t) + (t — l‘o)a0+1 . (t — :L‘k)ak—H s

el cual cumple que ¢,,1(x) = f(x) ademds de

ga(e) =),  0<i<k, 0<i<a
(es decir, g, 41 es el polinomio osculador relativo a zg, z1,. .., Z, z para los en-
teros g, ..., a,0).

Sea F(t) = f(t) — gn+1(t). Segun acabamos de ver F(t) tiene en zy un cero de
al menos multiplicidad ay + 1, en x; un cero de al menos multiplicidad oy + 1, y
asi en todos los puntos x;, y en el punto x un cero de multiplicidad al menos 1. En
definitiva, F'(t) tiene al menos

ap+1+...+a+14+1=n+2

ceros. Haciendo uso del Teorema de Rolle se sigue que F'™*Y tendréd al menos un
cero, &, y por tanto

f(z) — pu(z)

(x — mg)otl | (x — my) et

0=F"(E&) = (&) — (n+1)!

de donde se obtiene el enunciado. O

1.13. Algoritmos de construccién del polinomio

de Hermite.

Veamos como se puede construir el polinomio de Hermite. Supongamos que

pretendemos determinar el polinomio p(x) de grado < 2n + 1 que verifica

p(fi)Zf(xi)zyi, p/(xi):f,<xi>zzi, 1=0,1...,n.
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Consideraremos dos algoritmos, uno que procede de manera recursiva, de manera
parecida al que vimos para construir el polinomio de interpolacion en la forma de
Newton, y otro similar al de la construccién del polinomio de Lagrange, a partir de
unos polinomios basicos.

1. Algoritmo tipo Newton.

Consideramos los polinomios

wi(x) = x—x
wy(z) = (z— x0)
wy(x) = (v —x)* (x —a1)
wy(z) = (x—10)° (x —11)*
Wonp1(2) = (x—20)* (& —2p1)? (x — )

y tomamos sucesivos polinomios py(x) = pr_1(x) + crwg(x) siendo po(z) = yo a los
que se va imponiendo las condiciones requeridas sobre los valores del polinomio y

su derivada en los sucesivos puntos para obtener los coeficientes c¢;.

pi(x) = yo+awi(zr), 2 =pi(r)=ci
pa(z) = pi(x) +cawe(z), Y1 = pa(x1) = pr(21) + 21 — T0)?
ps(x) = pa(a) +csws(x), 21 = py(z1) = py(z1) + ca(ar — x0)?

an(m) = p2n—l(x) + CanQn(x) 5 Con ’p2n($n) = Un

Pon+1 (:E) - p2n(~r> + c271—&-111]271—&—1(17) 5 02n+1|pén+1(1’n) = Zn

El polinomio po,+1(z) asi construido es el polinomio buscado.
2. Algoritmo tipo Lagrange.

Se considera un conjunto de polinomios auxiliares Hy, y Ky, para k= 0,1,...,n,
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definidos por
Hy(z) = [Li(2)] (1 = 2L;(2x)(x — 24))

Ki(z) = [Li(z)]*(x — 1)

- T — T - 1
Liy(z) = - L! =
k() _H o k(@) '_Z -
=0, j#k J=0,j#k
Estos polinomios verifican para i,k =0,1...,n
He) = § 0020 ) = 0
€T; = xT; =
k 0, itk F
1, 1=k
K, ZT; = O, K/ ZT; = ’
(@) {w) {07 o

de donde se deduce que el polinomio

Ponia(z) =Y Hi(x)ys + Kil(w) 2

es un polinomio que cumple las condiciones pedidas.
Y como, segin vimos, el polinomio de Hermite es tinico, este es el polinomio

pedido.

1.14. Ejemplos.

Ejemplo:

Construya el polinomio de interpolaciéon que verifica

Solucién: se obtiene el polinomio z — 3 2% + 2 3.

Ejemplo:



1.15. ELECCION OPTIMA DE LOS NODOS DE INTERPOLACION. 17

. Puede calcular un polinomio de grado < 2 que cumpla las condiciones siguien-
tes?

p(0)=0, p(1)=1, p'(1/2)=2.

;, Existe algiin valor de k para el cual tiene solucion el problema anterior siendo

p'(1/2) = k7. ;Y si consideramos un polinomio de grado < 37.

1.15. Eleccion 6ptima de los nodos de interpola-
cién.

La férmula tedrica del error en (1.4) resulta ttil para intentar minimizar el
error de interpolacién. Sobre el factor f"*((,) no podemos intervenir, pero el
otro término si que se puede modificar escogiendo los puntos x; de manera que la
magnitud del producto w(z) = (r — xp) - - (x — z,,) sea lo més pequena posible en
valor absoluto. El problema de cémo escoger los puntos de la mejor manera posible
fue resuelto por el matematico ruso Chebyshev, quien demostré que la mejor eleccién
de las abscisas de los puntos de interpolacién en el intervalo [—1, 1] viene dada por

los ceros de los polinomios que llevan su nombre.

Definicién 1.15.1 El polinomio de Chebyshev de grado n en [—1,1] estd defi-
nido por

T, (x) = cos(n arccos ).

Estos polinomios se pueden obtener recursivamente a partir de las férmulas !
To(x)=1, Ti(z)==,

T (x) = 22T, 1(x) — Ty—2(x) ,n> 2,

de donde se deduce que el coeficiente del término de mayor grado de Ty, (x) es 2" L.

La acotacion del término w(z) se obtiene a partir del teorema siguiente.

1 Se obtiene a partir de la identidad
cos(nd) + cos((n — 2)0) = 2 cos(f) cos((n—1)0).
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Teorema 1.15.1 Si g,(z) es un polinomio ménico de grado n entonces

, S 1
Jéx (@)l 2 55

Demostracién

Se procede por reduccién al absurdo. Supongamos entonces que

lgn(z)] < para |z| < 1.

1
gn—1
Sea r(z) = 1/(2" ') T, (z) el polinomio ménico de Chebyshev de grado n, y
x;=cos(im/n),i=0,1...,n los puntos de extremo de T),(x). Se tiene que
i 1 i
(=1)" gn(z;) < |gn(zs)] < o1~ (1) r(2),

de donde se sigue que
(=1) [r(zi) — q(z:)] >0, i=0,1...,n.

Entonces, el polinomio r(x) — ¢(z) tiene al menos n raices en el intervalo (—1,1).
Pero por ser r(z) y ¢(x) moénicos, entonces r(z) — g(z) tiene como mucho grado

n — 1, con lo cual se llega a una contradiccion. U

Entonces, como 7T},11(x)/2™ es un polinomio ménico, se sigue que tomando

Gni1(x) = Thy1(x)/2" se alcanzard el valor minimo de rr[léx | ¢ni1(x)]. Es decir,
ze|—1

)

cogiendo los puntos x, . . . , &, como los ceros del polinomio 7}, (x) podremos poner
Bre()] < o mix | )] mix [ gua ()
~ (n+4 1) eel-1 z€[-1,1]
1

- - ‘ n+1)
27 (n+ 1)! xg[ljil},(u L @)

Corolario 1.15.1 Si | f"*Y(x)| < M,y para x € [—1,1] y ademds se tiene que

lim n+1

m m =0, entonces la sucesion de polinomios {p,(x)}nen que interpola
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a f(x) en los puntos de Chebyshev convergerd uniformemente a la funcién f(x) en
[—1,1].

Demostracién
Se sigue inmediatamente a partir de la férmula de acotacion del error que aca-

bamos de ver. O

1.16. Eleccion de los nodos de interpolacion de

manera 6ptima cuando z € [a, b].

.Cémo podemos elegir los nodos de interpolacién de manera 6ptima cuando
x € [a,b]?
Consideramos la transformacion

—1

t =2
b—a ’

es decir,

t(b—a)+a+b
T = .
2
Como consecuencia del teorema anterior podemos poner

lw@)llee = [I(z = 20) ... (z = 2n)lloo

:H(mgw_mw;@)ﬂcwgw_%qgwyu

) (b;a)n+1 1(E = t0) - (t — )

_ [(b-ua ntlq 5 b—a\"™!
N 2 omn 4 ‘

donde la penultima igualdad se produce cuando los ¢; son los ceros del polino-

mio de Chebyshev T,,,1, asi que los puntos que hacen minimo el término del error

lw(z)|le cuando x € [a, b] son los dados por
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b — b
X; = 2atl+ _’z_aa ZIO? ,TL,
donde
b 21+ 1
; = COS 2n—|—27T .
Ejemplo:

Obtenga una sucesién de polinomios interpolantes p,(z) de la funcién f(x) =
1/(1 + 25 2?%) sobre el intervalo [—1, 1] considerando dos posibilidades:

1. nodos igualmente espaciados

2. como nodos los ceros de los polinomios de Chebyshev T,,(z)

1.17. Actividades complementarias.

= Si se tienen puntos zo < 1 < ... < z,, las diferencias divididas con repeti-

cion se pueden definir recursivamente mediante la formula

( f['rlax%"'?xn]_f[x07x17"'7xnfl]
Tn — X
si x, # xg
flzo, 1, ... 0] =
f”)(:co) siz, =2
\ n! no o

Compruebe que utilizando estas diferencias divididas se generalizan los dis-
tintos polinomios de interpolacion. Asi, si todos los puntos son iguales, xg =
X1 = ... = Ty, lo que se obtiene es el polinomio de Taylor. Si todos los puntos
son distintos entre si se obtiene el polinomio de Lagrange. Y si se tiene un
nimero par de puntos, n = 2m — 1, y son iguales primero y segundo, terce-
ro y cuarto, etcétera, xo; = w2541, = 0,...,m — 1, entonces se obtiene el

polinomio de Hermite.

= La interpolacién para funciones de dos variables es un tema que aparece en

ciertos problemas de Ingenieria. Suponga que se tiene un conjunto de puntos
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del plano, (z1,y1),..., (zn,yn), diferentes entre si, junto con valores ¢;, i =
1,...,n. ;Cémo puede determinarse una funcién F'(z,y) tal que F(z;,v;) = ¢;
paral < <n?

= Si en el conjunto de puntos {(z;, f(z;))}7, se intercambian las coordenadas
entonces estaremos considerando puntos de la grafica de la funcion inversa de
f(z) (suponiendo que esta exista, o en todo caso lo que tendremos serdan puntos
de la gréfica simétrica de la de f(z) respecto de la diagonal). Si se interpola
en los puntos anteriores se habla de interpolaciéon inversa. Estudie cémo
puede utilizarse esta interpolacion para aproximar una raiz de la ecuacion
f(z) = 0. Si se usa interpolacién inversa en sélo dos puntos, estudie cémo se
expresa la férmula del error. Esta técnica puede usarse como un procedimiento
para obtener una estimacion inicial de la raiz, que luego se mejorara con otras
técnicas, como por ejemplo el método de Newton. Aplique lo anterior para

estimar una raiz del polinomio z* + 2% +z — 1 en el intervalo (0,5, 0,6).

» Dada una serie de puntos {(z;, f(z;))},, hay diversas formas de hacer pa-
sar una funcién por esos puntos: realizando diversos tipos de interpolaciones,
considerando una interpolacién a trozos, e incluso si se dispone de alguna
informacion adicional sobre las derivadas en algunos puntos, una interpola-
cion osculatoria. La cuestion que planteamos ahora es como llevar a cabo el
proceso contrario, es decir, dada una funcién f(x), jcémo podemos encontrar
los puntos {z;}!', tal que una aproximaciéon a trozos S(z) de esa funcién

sea satisfactoria? (en el sentido de que méx | f(x) — S(x)| < € para una
TE|To, Tn

tolerancia e predeterminada).

= Al aumentar el grado del polinomio surgen grandes oscilaciones de manera que
el polinomio interpolador no representa de manera realista la funcién de la que
provienen los datos que dan lugar al polinomio. Este comportamiento impre-
visto de la sucesién de polinomios de interpolacion puede mostrase consideran-
do el clasico ejemplo debido a Runge, tomando la funcién f(z) = 1/(1+25 2?)
sobre el intervalo [—1,1].

Una manera de evitar este inconveniente consiste, como ya dijimos, en tomar

los puntos de interpolacién como las raices de los polinomios de Chebyshev.
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Otra idea para eliminar el problema puede consistir en descomponer el inter-
valo donde queremos realizar la aproximacion en subintervalos donde lleva-
remos a cabo la aproximacion por polinomios de grados mas pequeno. Esta
manera de proceder conlleva el que se hagan coincidir las aproximaciones en
los extremos de los subintervalos para tener continuidad. Si se quiere que la
aproximaciéon sea suave hay que imponer condiciones sobre las derivadas. El
procedimiento mas utilizado para conseguir esto consiste en la interpolaciéon
cubica por splines ctibicos. Estudie la forma en que se lleva a cabo esta apro-

ximacion.
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Capitulo 2

Derivacion numérica y

extrapolaciéon de Richardson.

2.1. Planteamiento y ejemplos introductorios.

Cuando se conoce la expresion de una funcién, obtener el valor de la derivada
en un punto es algo que los programas de calculo simbdlico realizan sin dificultad.
Pero si s6lo se conocen los valores de la funcién en algunos puntos la necesidad de
féormulas numéricas para aproximar la derivada resulta evidente (o bien cuando la
expresién de la funcién es muy compleja).

En el capitulo sobre la interpolacion vimos varias formas de obtener polinomios
que aproximaban una funcion dada por un conjunto discreto de valores. En tal
situacion, la estimacion del valor de la derivada se puede obtener a partir de la
derivada de la funcién polinémica que aproxima a la funcién f(z). Se obtienen
asi las llamadas férmulas de derivacion de tipo interpolatorio. Sabemos que
si f(z) es un polinomio de grado < n los valores de esta funcién en n + 1 puntos
la determinan completamente, y entonces podemos calcular con exactitud el valor
de f'(z). Pero en la mayoria de las situaciones los datos de que se dispone no
determinan completamente a la funcion, y la estimacion de la derivada estara sujeta
a errores.

Ejemplo:

Considere la aproximacién de la derivada y el término de error correspondiente

25
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a partir del desarrollo de Taylor

2

Flo B = 7@ + b ) + e

Apliquelo para calcular la derivada de f(z) = cos(x) en z = 7/4.
Ejemplo:
Obtenga la aproximacién a la derivada de f(x) = arctg(x) en 2 = /2 utilizando

la férmula del ejemplo anterior tomando valores de h = 1/10% |k =6,...,16.

2.2. La derivaciéon es un problema mal condicio-

nado.

Sea f(x) una funcién derivable en x = 0, y consideremos a funcién f*(x) dada
por
(@) = f(z) + 107 sen(10%" 1) .

Se tiene que
1f(2) = f () lloo < 107°
pero
f*(x) = f'(x) + 10% cos(10"** z)
y por tanto es

£7'(0) = £/(0) + 10"

Es decir, que podemos hacer que f* esté tan cerca de f como queramos, y sin

embargo las derivadas se alejan también tanto como queramos.

2.3. Derivacion aproximada basada en el polino-

mio de interpolacion.

El procedimiento més usual para obtener férmulas de derivacion numérica con-
siste en construir el polinomio de interpolaciéon y tomar sus derivadas como apro-
ximaciones de las derivadas de la funcion. Asi, si consideramos la formula del poli-

nomio de interpolacién junto con la expresién del error podemos poner
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f(x) =pu(z) + Err(zx Z %(f)x) w(z), (2.1)

y derivando, obtenemos

:;;%u@w+mjnlpm”@awurum>4ﬁ%¥Q

En esta formula se presenta una dificultad insalvable puesto que no es posible
evaluar el término diferencial que aparece al final, ya que &, depende de x en una
forma desconocida. Sin embargo, si el punto z es uno de los nodos, es decir z = x,

para algin k£ =0, ..., n, entonces la férmula queda

%mzzwmm+(1)

(&) ﬁ (r, — x5 ] . (2.2)

Definicién 2.3.1 Una formula del tipo Z f(x;) Ai(x) para aprozimar la derivada
i=0
de f(z) se dice que es exacta si el error es cero.

Ejercicio:

Si una férmula de aproximacién de la derivada es exacta para las funciones
¢o(z), ..., or(x) entonces también lo es para cualquier combinacién lineal de ellas.

Demostracién

Sea una combinacién lineal de las funciones dadas,

T) = Z Aj o ()

Debido a la linealidad de la derivada se tiene que siendo ¢/ () = > i ¢;(w) Ai(x),
para j = 0...,k, también se tiene que

n

Mo d(x) + -+ M di(w) = > (Mo dolmi) + -+ + e dr(w)) As(x),

=0



28 CAPITULO 2. DERIVACION NUMERICA

es decir,
¢'(x) =Y o(z;) Ai()
i=0
con lo que la formula es exacta para la combinacion lineal de las ¢;(x). O
Ejercicio:

n
Una férmula para aproximar la derivada de la forma Z f(zj) Aj(z) es exacta
j=0
para polinomios de grado < n si y sélo si es de tipo interpolatorio.

Demostracién
=) Por ser exacta para polinomios de grado < n en particular lo es para los

polinomios bésicos de Lagrange, L;(z), y por tanto
Li(x) =) Li(z;) A;(x).
5=0

Pero como L;(x;) = d;; resulta que A;(z) = L/(z) y la férmula es de tipo interpo-
latorio.
<) Trivial, pues si f(z) es un polinomio de grado < n entonces su derivada de

orden n + 1 es cero y el error es cero.

2.4. Formula de derivacion interpolatoria para da-

tos equiespaciados.

Cuando los nodos estdn equiespaciados con un tamano de paso h > 0, vimos
que el polinomio de interpolacion se podia expresar en términos de las diferencias

progresivas segun la férmula

i) = (3) s, 23)

1=0

y en este caso, el error de interpolacién viene dado por

)

Err(x) CF

R s(s —1)---(s—n), (2.4)
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siendo s = (x — zg)/h.

Derivando formalmente la igualdad

f(x) = pu(x) + Err(z),
con p,, () como en (2.3) y Err(xz) como en (2.4), y evaluando en el punto z = x

(es decir, para s = 0) se obtiene que

RGN (=h)"

' =— — A ~ L b : 2.
fixo) = o ;1 r o)+ T (2.5)
También a partir de la férmula en (2.2) se puede obtener una férmula como la

anterior, pues poniendo zj = xg + kh se tiene que la formula en (2.2) queda:

n

(njl), ey I k-pl. @6
' 3=0, j#k

Fllaw) =Y wi Li(z) +
=0

y en particular, para k = 0 obtenemos de nuevo una férmula donde el error es el

mismo que en (2.5).

2.5. Meétodo de coeficientes indeterminados para

obtener formulas de derivacion.

Supongamos que tenemos los valores de una funcién correspondientes a puntos
de la forma x — h,z,x + 3 h. A partir de estos valores, ;cémo podemos aproximar
la derivada de la funcién?.

Podemos considerar una férmula del tipo
fi(x)=Af(x—h)+ B f(x)+C f(x +3h)+ Err

y determinar las constantes A, B,C' para que la férmula sea exacta para ciertas
funciones, por ejemplo, 1, z, 2.

Se obtiene asi un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, y después de
resolver el sistema resulta A = —9/(12h), B =8/(12h),C = 1/(12h), y la férmula
queda



30 CAPITULO 2. DERIVACION NUMERICA

/ . -9 8 1
f(x)—mf(x—h)—i—mf(x)+mf(x+3h)+Err.

La expresion del error se puede obtener desarrollando por Taylor hasta el orden

3, y suponiendo que f”'(x) es continua, resulta

2

Err = —% 1"(9).

NOTA: este procedimiento puede utilizarse con otro tipo de férmulas, por ejem-

plo para obtener una aproximaciéon de la derivada segunda de la forma
f"(x) = Af(x—=2h)+Bf(x—h)+C f(x)+ D f(x+h)
+E f(x+2h)+ Err.

NOTA: también se puede imponer que las funciones sobre las que sea exacta la
férmula sean de un tipo especial, y en tal caso obtendremos féormulas de derivacion
adaptadas.

2.6. Deduccion de férmulas de derivaciéon a partir

del desarrollo de Taylor.

Una manera muy sencilla de estimar la derivada de una funcién se obtiene a

partir de la definicién de derivada tomando la aproximacion

oy = SO 1)

pues sabemos que en el proceso de paso al limite cuando h — 0 es cuando se da la

igualdad. La estimacion del error en esta férmula se determina a partir del desarrollo
de Taylor de f(x + h) hasta orden uno en torno al punto z, pues reordenando la

férmula podemos poner

iy = e D=1

con &, como es habitual un punto intermedio entre x y x + h. El término de error

h "
_Ef (ga:);

nos indica como han de ser las funciones en las que se puede estimar el error de la
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formula, a saber, han de tener derivada segunda, y el hecho de que vaya multiplicado
por h nos dice que si esa derivada segunda esta acotada entonces el error tenderd a

disminuir cuando A — 0.

Si en lugar de tomar el desarrollo de Taylor anterior se consideran los desarrollos
hasta orden dos en torno a x de f(z + h) y de f(z — h), restando ambas férmulas

resulta

3

ey e, @)

flx+h)— flx—h)=2hf"(z)+ i

y si se supone que f”'(x) es continua se puede poner

fl@+h)— flz—h)
2h

) = SN 25)

obteniendo asi una formula para aproximar la primera derivada con un error de la

forma O(h?).

2.7. Inestabilidad de la diferenciacion numérica.

Un aspecto muy importante en la diferenciaciéon numérica es el efecto de los
errores de redondeo en la aproximacion. Si consideramos la férmula para la apro-
ximacién de la primera derivada que aparece en (2.8) y suponemos que al calcular

los valores de f(z + h) y de f(x — h) se cometen errores entonces tendremos
f(x+h)= f(x+h)+e(h), f(x—h)= f(x —h)+e(=h).
Es decir, las f(-) se refieren a los valores realmente calculados, y las e(-) a los

errores de redondeo cometidos. Entonces el error de la aproximacién en (2.8) se

puede expresar en la forma
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(2.9)

flx+h) = fle—h)  e(h)—e(=h)

A 2% Y
o h2 " 6(}1) B 6(—h)
= —af (&) + Y

y suponiendo que los valores absolutos de los errores de redondeo estan acotados
por algin € > 0, y que el valor absoluto de la derivada tercera lo esta por una cota
M, tendremos

Fa+h) —Fa—h)| B e

< — — .
o SgMEy

fi() =

Observamos que para reducir el error de truncamiento debemos disminuir el ta-
maino del paso h, pero en tal caso, como en la acotacién anterior estamos dividiendo
por h en el segundo sumando, tendremos que a partir de cierto valor de h el error
final en la aproximacion crecerd. Aunque el error de truncamiento en las férmulas
de derivacion de tipo interpolatorio es proporcional al tamano de paso, no sucede
que la férmula sea mas precisa a medida que el paso tiende a cero. Ello es debido a
la cancelacién por sustraccién de los términos proximos que aparecen en la formula
de derivacion. Cambios arbitrariamente pequenos en los valores que toma la funcién
pueden ocasionar cambios arbitrariamente grandes en el valor de la derivada en un
punto determinado. Se dice que el problema de evaluar la derivada en un punto es
un problema mal condicionado ( ill-conditioned en inglés). Este mal comportamien-
to de la operacién de derivar se traslada a las formulas de derivacion numérica y

por tanto hay que proceder con cautela cuando se emplean tales férmulas.
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2.8. Aproximaciéon de derivadas de orden supe-

rior.

También puede utilizarse el procedimiento del desarrollo de Taylor para obtener
derivadas de orden superior. Por ejemplo, considerando los desarrollos de Taylor de
f(x+h)yde f(x—h) en torno a x, pero ahora hasta el tercer orden, si suponemos
que la derivada f 4)(33) es continua, al sumar se eliminan los términos con potencias

impares de h y resulta la féormula

woy_ flath)—2f(@)+ fle—h) »* ,

con & € (x —h,x + h).

En el caso de las formulas para las derivadas de orden superior, ademas de la
férmula de Taylor senalada anteriormente, cuando se consideran datos equiespa-
ciados, la utilizacion de operadores simbdlicos puede facilitar la obtencién de tales

formulas. Asi, si consideramos los operadores

Af(z;) = f(zi +h) — f(zi),

Ef(z;) = f(x: + h),

D) = 3 ().

y las relaciones entre ellos
1
E=1Id+ A, D:ELn(E),

procediendo formalmente se obtiene

Df(w) = 3 Ln(E)(f(x) = 5 Ln(Id+ A)(f(x.)

= Z (_112 . Akf(xz')
k=1

SRS

(Af(x» AR g A () ) ,

SRS
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formula que permite obtener aproximaciones para la primera derivada.

En el caso de derivadas de orden superior, procediendo de manera parecida se
llega a la férmula
1
hn

y haciendo el desarrollo en serie del operador Ln(Id + A) se obtienen segun los

D" f(wi) = o [Ln(Id+ A)" f(z:),

valores de n las distintas formulas para aproximar las derivadas.
Ejemplo:

Desarrollando el operador Ln(Id 4+ A) en serie de MacLaurin se obtiene

n=2: f”(wi):ﬁ <A2f(flfi)—Agf($i)+%A4f($i)_"')
n=3: f’”(xi)Z% (Agf(xi)—2A4f(l’i)+£A5f($i)_"'>

2.9. Extrapolacion de Richardson.

Mostraremos cémo puede usarse el procedimiento conocido como extrapola-
cion de Richardson para obtener mas exactitud en algunas férmulas de deriva-
ciéon numérica. Este procedimiento se aplica para mejorar las estimaciones de las
derivadas cuando se parte de una tabla de valores uniformemente espaciados. Pero
es una técnica mucho mas general que aparecera mas adelante en los capitulos de
integracién numérica o de resoluciéon numérica de ecuaciones diferenciales. Se puede
utilizar siempre que se sepa que una determinada aproximacion tiene un término

de error que depende del paso en la forma
M = Ni(h) + K1 h** + ...+ K, h*" + O(h*™ 1) (2.11)

siendo a1 < ag < -+ < @y, y donde M es el valor exacto que queremos calcular,

Ni(h) es la aproximacién que se obtiene, y ZK} R + O(h**1) el término de

i=1
error.
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Si sustituimos h por h/2 en (2.11) se obtiene

h R\ AN
M=N <§)+K1 <§> +.. + K, (§> + O (1)

y a partir de las dos férmulas anteriores resulta

R\ Ny (%) = Ny (h)
M = Ni| = 2 az
1<2)+ a1 _ 1 —i—O(h )
= Ny(h)+ Ky h™ + ...+ Ky, h*" 4+ O (h* ) | (2.12)

es decir, se obtiene una aproximacién para M dada por

h | Ni(5) = Ni(h)
Na (k) =N (5) + a1 — 1 ;

con un error al menos un orden mayor. Si se repite el proceso con la nueva
férmula se obtiene otra férmula de la forma M = N3 (h) + O (h*3), siendo
h) n Ny (&) — Na (h) .

Ny (h) =Ny (=
2 (h) 2(2 202 — 1

Procediendo de esta forma se obtienen sucesivas aproximaciones donde cada N;(h)
tedricamente proporciona una mejor aproximacién que la anterior N;_1(h) (en la
practica el procedimiento no produce una sucesién convergente a la solucion pues a
partir de cierto valor j los errores en los calculos predominan y hacen que N;i1(h)
sea menos exacto que N;(h)). En realidad, se puede tomar como nuevo paso en
lugar de h/2, un multiplo de h, es decir, A h, y se obtienen nuevas aproximaciones,
pero con A = 1/2 se obtiene una forma mas tratable computacionalmente. En el
capitulo de integracién numérica el algoritmo que resulta se conoce como método
de extrapolaciéon de Romberg, y resulta de una gran eficacia.

Ejemplo:

A partir de los desarrollos de Taylor dados por

farn) = 3w
fa—ny = S o

B
I

0
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se obtiene la formula

f(x+h)—f(x—h)_h_2 " h4

f'(@) = - (@) = 5 £ ) -

Llamando

fx+h)— flz—h)
2h

Nl(h) =

segun lo anterior tendremos una nueva aproximacion de la derivada dada por

1) B oy

Ny(h) =N, (5
2(h) 1(2 22 — 1

Y procediendo nuevamente, una nueva aproximacién de la forma

N () = N, (ﬁ) N No (}—5) — Ny (h) Lo (hG) ’

2 24 —1

y asi sucesivamente.

Apliquese el procedimiento anterior para hallar f’(v/2), siendo f(x) = arc tg(z).

Ejercicio:
En el procedimiento de Richardson, férmese la aproximaciéon dada por Ny(h)

a partir de Ny(h) y de Ny ) , la aproximacién dada por N3(h) a partir de

h
21/&1
h /7 . . .
No(h) y de Ny oijas | 1Y asi sucesivamente. ;Se obtiene alguna ventaja al tomar
estos valores?.

El procedimiento de extrapolacion de Richardson se suele representar en forma
de tabla triangular. Si llamamos

h
D(n70)=N1(2—n>, n=20,1,...

se forma la tabla de aproximaciones dada por
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D(0,0)

D(1,0) D(1,1)

D(2,0) D(2,1) D(2,2)

D(3,0) D(3,1) D(3,2) D(3,3)

siendo
D(j,k—1)—-D(—1,k—1
D.K) = DGk — 1)+ 22A =D — DU )
20k — 1
para k=1,...,n, j=k,...,n.Lamedida del error de esas aproximaciones

viene dada por la proposicion siguiente:

Proposicién 2.9.1 Los términos D(n,k) del algoritmo de extrapolacion de Ri-

chardson verifican

Demostracion
Se procede por induccion sobre k:

Si k=1 a partir de la férmula en (2.11) se tiene que

D(n,0) = N (2%) =M-K,; (2%) —...— K, <2£n) +@(ham+1) ‘

Suponemos cierto el enunciado hasta £ — 1. Entonces, tenemos
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20
D(n, k) = Ser 1 D(n,k—1)—

2Oék_lD(n—l,/c—l)

20
ek — 1

M+ Ajy <2£n) +O(ham+1)]

j=k
m

M—i—ZAjk <%) J+O(ham+1)]

j=k

1
2ok — 1

m h Qg 2ak _ 20(]' o
= M+ZkAjk <2—n) W-ﬁ-@(h m+1)
j=

= M+ Z Ajk+1 (2_71) + O (h m+1)
Jj=k+1
siendo
20k — 2%

S A O

Ajrr =

2.10. Actividades complementarias.

= La aproximacion de la derivada de una funcién se puede expresar utilizando

el operador de diferencias progresivas, obteniéndose la férmula
/ 1 2 n 1 n
Fila) = o | Af(@i) = 5 A7 () + .o 4+ (1) — A" (@) |

donde se observa que la derivada en el punto z; viene expresada en términos

de los valores de la funcién en los puntos {z;, zi11,. .., Tiin}-

Halle una férmula que permita expresar la derivada f’(x;) en términos de las

diferencias regresivas, en la forma

f(@) = % > oV fla)
k=1
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con lo que desarrollando, se tendra expresada la derivada en el punto x; en

términos de los valores de la funcién en los puntos {z;_n, Ti—ni1,. .., T}

A partir de las dos férmulas anteriores, jse podra obtener una aproximacion

mejorada de la derivada f'(x;)?.

s Utilizando el método de coeficientes indeterminados determine férmulas para
aproximar las derivadas primera y segunda de f(x) en el punto xy cuando se

dispone de una tabla de datos igualmente espaciados de la forma
{...,QTo—kgh,ZEQ —klh,l’o,l‘o+k51h,l’0+l€2h,...},

siendo los k; € N tales que k1 < ko < .. ..

2.11. Actividades complementarias.

= En el capitulo anterior vimos que la mejor eleccién de n+1 nodos xq, z1, ..., 2,
para minimizar el error de interpolacion, correspondia a los ceros del polino-
mio de Chebyshev T, (). Si llamamos {&;}7_, a los ceros de T,,;1(), prue-
be que cuando n es par &,/2 = 0. Entonces, como los ceros del polinomio de
Chebyshev, estan simétricamente distribuidos con respecto al origen, podemos

considerar féormulas para aproximar la derivada f’(x) que tengan la forma
1 n
f(z) ~ 7 > b flx+&h).
5=0

Estudie este tipo de formulas y obtenga una estimacién del error de la aproxi-
macién. Apliquela a ejemplos concretos y comparelas con otras férmulas que

se hayan visto para aproximar la derivada.

» Cuando se dispone de informacion sobre el comportamiento de una funcién
puede tenerse en cuenta esto para obtener formulas de diferenciacion adapta-
das. Por ejemplo si se sabe que cierta funcién f(z) tiene un comportamiento
oscilatorio de caracter sinuosidal podria estimarse su derivada por medio de
una férmula del tipo

fi(x)~Af(x+h)+Bf(x—nh),
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e imponiendo que la férmula sea exacta para f(z) = sen(wz) y f(z) =
cos(w ) obtener los coeficientes A y B que previsiblemente nos permitiran

obtener una mejor aproximacion de la derivada.

Desarrolle lo anterior y apliquelo para obtener aproximaciones de derivadas

de funciones en casos concretos. Considere otras formulas de este tipo.

2.12. Bibliografia.

Bibliografia béasica.

[Burden, R. L. y Faires, J. D. : 1998]: el capitulo 4 presenta un desarrollo del

tema adecuado, junto con la extrapolacién de Richardson.

[Chapra, S. C. y Canale, R. P. : 2003]: en el capitulo 23 se ocupa de una

manera muy basica del tema. Con referencias a paquetes de célculo simbdlico.

[Gerald, C. F. and Wheatley, P. O. : 2000]: el capitulo 5 trata del tema, con
ejemplos del uso de Matlab y MATHEMATICA.

[Infante, J. A. y Rey, J. M. : 2002]: el capitulo 7 contiene diversos problemas

sobre el tema.

[Kincaid, D. y Cheney, W. : 1994]: el capitulo 7 presenta una breve introduc-

cion.

[Phillips, G. M., Taylor, P. J. : 1996]: el capitulo 7 se aborda la cuestién de

manera no muy exhaustiva.
[Rodriguez, F. J. : 2003]: contiene numerosos ejemplos.

[Sanchez, J. M. y Souto, A. : 2005]: tratamiento basico del tema, incluyendo

algin ejemplo de discretizacion de derivadas parciales.

[Sanz-Serna, J. M. : 1998]: presenta una introduccién bésica a la derivacién

numérica muy bien estructurada y con ejemplos explicativos.
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» [Scheid, F. : 1972]: un libro cldsico que presenta los temas a través de proble-

mas.

» [Scheid, F. y Constanzo, R. E.]: una versién del anterior con resimenes

didacticos. Numerosas férmulas.

» [Smith, W. A. : 1988]: dedica el capitulo 9 a este tema. Incluye variados

ejercicios.

Bibliografia complementaria.

» [Demidovich, B. P., Maron I. A. : 1977]: el capitulo 15 recoge variadas férmulas

de derivacion numérica, asi como el calculo aproximado de derivadas parciales.

» [Stoer, J. and Bulirsh, R. : 1980]: la seccién 3.5 presenta un desarrollo com-

pleto de la extrapolacion.

» [Ralston, A. and Rabinowitz, P. : 2001]: el capitulo 4 se ocupa del tema, con

numerosas referencias bibliogréficas.
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Capitulo 3

Integracion numérica: férmulas de

Newton-Cotes.

3.1. Planteamiento del problema de integracién

numeérica.

Dada una funcién f(z) en un intervalo [a,b], el problema de la integracién

numérica, consiste en calcular aproximadamente el valor de

I:/abf(x)dx.

Este problema es equivalente a encontrar el valor y(b) al resolver el problema de

valor inicial

y(a) =0

de manera, que cuando se traten los temas sobre resoluciéon numérica de problemas

{ y'(x) = f(x)

de valores iniciales encontraremos también otros métodos para aproximar la integral.

Cuando no se puede determinar la primitiva de una funciéon, o cuando sélo
tenemos un conjunto discreto de datos de la funcion, no es posible la utilizacion de
la regla de Barrow para calcular la integral. En tales casos utilizaremos férmulas

aproximadas de integracion o formulas de cuadratura.

43
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Consideraremos dos tipos de formulas, las cuales tienen la misma estructura: se
trata de una suma de valores de la funcién en ciertos puntos (nodos de integra-
cién) multiplicados por ciertos coeficientes (pesos). La integral se aproximard por

formulas de la forma

b n
[ Haddn =3 w s, (3.1)
a i=0
las cuales se obtienen a partir de dos estrategias muy distintas:

1. considerando la aproximacién de la integral de la funcién f(x) por la integral
del polinomio de interpolacion en ciertos puntos del intervalo. Se habla en este

caso de féormulas de integracién de tipo interpolatorio.
En particular, cuando se toman nodos igualmente espaciados a = xy < ... <
x, = b, siendo h = z; —x;1 = (b—a)/n,i = 1,...,n, se obtienen las

féormulas de Newton-Cotes.

2. determinando los nodos y los pesos para que la férmula resultante tenga la

mayor precision posible. En este caso se habla de férmulas de integracion

de Gauss.
Ejemplo:
La suma inferior de Riemann constituye una férmula de cuadratura:
b n—1
/ f(z)dx=h Zf(xz) + Err,
a i=0

siendo h=(b—a)/n, z;=a+ih,i=0,1,...,n— 1.
Ejemplo:

La regla del punto medio también es una férmula de cuadratura:

/jf(yc)dx—(b—a)f(a—;b) + Err,

Definicién 3.1.1 El error de una formula de cuadratura se define como

b n
Err = / f(x)dx — Zwi f(z;).
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3.2. Formulas de integracién numeérica de tipo in-

terpolatorio.
Si integramos en un intervalo [a, b] la férmula
f(x) = po(x) + Err(z),

que relaciona una funcién, su polinomio de interpolacién en n + 1 puntos y el

error, resulta

’ - 1 ‘T n+1
[ r@ar=3a s ooy [ worearn, @2

donde los coeficientes a; estan dados por

b
ai:/Li(a:)dx, i=0,1,...,n. (3.3)

Las férmulas de cuadratura de la forma dada en (3.2) se llaman de tipo inter-
polatorio.
En particular, si se toma xg = a, x, = b, y los nodos equiespaciados, z; —z; 1 =

h = (b —a)/n, la transformacién = = xy + t h permite poner

" or—u "oyr t—d
ai:/a H i_xjdx:h/o H Z.Tjdtzhoéi, (3.4)

J=0,j#i J=0, j#i

donde los coeficientes «; son independientes del intervalo de integracién (sélo
dependen del nimero de puntos elegidos, asi que puede formarse una tabla pa-
ra distintos valores de n la cual servirda para todas las ocasiones). La férmula de

cuadratura en este caso se expresa en la forma

b n n
[ s =nSasswcn [F( L)
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Tomando los extremos de integraciéon a = xg, b = x, en (3.2), para distintos
valores de n se obtienen férmulas particulares, como la conocida Regla del Tra-
pecio o las formulas de Simpson. En general, se obtienen las llamadas férmulas
cerradas de Newton-Cotes.

Ejercicio:

Pruebe que los pesos de las féormulas interpolatorias verifican

n

n
E a;=b—a, g o =mn.
i=0

=0

[Solucién: basta tomar f(z) = 1 en la férmula (3.2), y para el otro sumatorio
tener en cuenta la relacion en (3.4)].

Ejercicio:

Para n = 2 halle los coeficientes «; de la correspondiente féormula de cuadratura
interpolatoria.

[Solucién: se obtiene la regla de Simpson de 1/3 .

Ejercicio:

Pruebe que en las férmulas interpolatorias con nodos igualmente espaciados los

pesos dados por (3.3) son simétricos, es decir,
ag = Gp_f , k=0,1,...,n.

[Solucién: hay que expresar los polinomios bésicos de Lagrange en ay v @,y
explicitamente y hacer el cambio de variable x = x¢ + th en las integrales. Un
segundo cambio de variable, n—t = z, en la integral correspondiente a a,,_; conduce

directamente a la igualdad].

3.3. Formulas cerradas de Newton-Cotes.

Teorema 3.3.1 Tomando en la formula (3.2) los valores a = xg, b = x,, h =
(b—a)/n, y puntos x; = xo+ih, i =0,1,...,n, se tiene que eziste un & € (a,b) tal

que

1. sin espary f € C"2[a,b], entonces

b n n+2) n
/f(:v)dx:Zaif(xi)th”%%/o tt—1)...(t—n—1)dt.
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2. sin esimpary [ € C”“[a b], entonces

w2 ) [T
/f dx— a,f(xl) +h (n+1)/ tt—1)...(t —n)dt.

Demostracion

Lo demostraremos detalladamente para la férmula de Simpson de 1/3, es decir,
cuando n = 2. Los otros casos con n par son analogos, y en el caso impar se procede
a partir de la formula de interpolacion.

Con las notaciones del enunciado hemos de hallar la f;;f f(z) dz. Consideramos
un punto auxiliar z3 = xg + 3 h. Formamos el polinomio interpolador de f en los

nodos xg, T1, T2, x3 y podemos poner

flx) = co+c(z—x)+ co(x—x0)(x—27)

+eg (x — x0)(z — 1) (2 — x9)

2
4!
Si llamamos po(z) al polinomio de interpolacién de f en los nodos xg, 1, z2, la

+ (x — x0)(x — 1) (2 — x2)(x — 3) .

formula anterior se escribe

flz) = pax) +c3(x—20)(x — 21) (T — 22)

9
4!
y por tanto integrando y haciendo el cambio de variable x = zo +th con h =

+ (x — z0)(x — 21)(x — 22)(x — 23)

(x9 — x0)/2 resulta

+ /2 IV e — 1)t — 2t — 3kt
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La primera integral se anula (y asi ocurre siempre que n sea par con el término

Cny1 Jy t(t—1)---(t —n)dt), y la segunda se puede expresar en la forma

5 f9©)
h 4!

1

/0 t(t —1)(t —2)(t — 3)dt = —%hf’f‘*)(g).

Tras calcular los coeficientes a; la formula queda

[ @i = (s + 450 + )] - g 0. O

3.4. Ejemplos de férmulas cerradas.

_b—a

n

I:/:nf(:c)dx, h

n =1: FORMULA DEL TRAPECIO

I —

| >

[Flw) + faa)] = 5 B 7€)
n =2: FORMULA DE SIMPSON DE 1/3

[Flao) + 41 (@) + F@)] = 55 47 1 0(€)

n =3 : FORMULA DE SIMPSON DE 3/8 ( O DE NEWTON )

h
I=<=
3

_3h

7= 30 [ flao) +87) +3 1) + (o)) — o 0° FH(E)

n =4: FORMULA DE BOOLE

2h

I = E[7f(9so)—|—32f(9€1)+12f(x2)+32f(173)+7f(934)]

8

_ )
=110
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3.5. Formulas abiertas de Newton-Cotes.

Existen también las llamadas férmulas abiertas de Newton-Cotes. En ellas
se integra en un intervalo mas amplio que el intervalo donde se lleva a cabo la
aproximacién de la funcion por el polinomio interpolador. Se considera como antes,
el intervalo [a,b] y los nodos x; = xg+ih,i = 0,...,n, pero ahora se toma h =
(b—a)/(n+2), con lo cual es o = a + h y por tanto x, = b — h. El resultado se

recoge en el siguiente teorema.

Teorema 3.5.1 Tomando los nodos x; = xo+ih,i=0,...,n en la férmula (3.2)

con h=(b—a)/(n+2)yxy=a+h, se tiene que existe un & € (a,b) tal que

1. sin es pary [ € C""2[a,b], entonces

n+2) n+1
/f dac—Zal +h”+3{T§§?/_l tt—1)...(t—n—1)dt.

2. sin es impary f € C"a,b], entonces

/ flx dx— azf(atz) h”+2](t:: g) /n+1t(t—1)...(t—n)dt.

Demostracién

Se procede de forma similar a como se ha hecho para las férmulas cerradas,
teniendo en cuenta que cuando sea n par hay que considerar el punto auxiliar
ZTne1 = b y el polinomio de interpolacién def en los nodos zy, ..., Ty, Tyt - O

Ejercicio:

Verifique que si n es par se tiene que

/nHt(t—n.--(t—n)dt:o.

3.6. Ejemplos de férmulas abiertas.

b b—a
| 1@, o
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n =1: FORMULA DEL TRAPECIO ABIERTA

=20 flao) + Fl)] + 3B TE)

2
n =2: FORMULA DE MILNE
4 h
I= 3 2 f(z0) — f(x1) + 2 f(22)]

n =3 : FORMULA de 4 PUNTOS

4.5 0
+£h5f4(§)

I= 52—2 (11 f(xo) + f(x1) + flx2) + 11 f(as)] + % B (e)

n =4: FORMULA de 5 PUNTOS

3h

I = S5 1 f(w0) = 14 f (1) +26 f(2) — 14 f () + 11 f ()

Al 7 1)
1o €3]

3.7. Grado de precision. Error en las férmulas de

tipo interpolatorio.

Definicién 3.7.1 Se dice que una formula de cuadratura de la forma (3.1) tiene
grado de precision n si este es el mayor numero natural tal que la formula es

exacta para 1,x,...,x".

Segun esta definicién cualquier férmula interpolatoria de la forma en (3.2) tiene
al menos grado de precisién n. Pero a la vista de los teoremas anteriores sobre las

formulas abiertas y cerradas de Newton-Cotes se sigue que
s las féormulas de Newton-Cotes con n par tienen grado de precisién n + 1

= las férmulas de Newton-Cotes con n impar tienen grado de precision n
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Observacién:
Las férmulas cerradas de Simpson de 1/3 y de 3/8 tienen respectivamente térmi-

nos de error dados por

3

Esays = —% W f9(&), Eg3/8 = ~ 20 W f9(&).

A primera vista el primero es menor que el segundo. Pero si se aplican las dos
férmulas para integrar en un mismo intervalo [a,b], las longitudes de los tamanos
de paso en cada férmula son distintas y al expresar los errores en términos de la

longitud del intervalo se tiene que

—_a\® )5
ESJ/SZ_i (b a) f4)(§1):_(b a) f4)(§1)7

90 2 2880
3 (b—a\’ b—a)®
Es3/8 = ~20 ( 5 a) F&) =— % (&),

asi que si suponemos que f4(&) y fY(&) son parecidos, la segunda férmula
proporcionard un error menor (a cambio es mas costosa computacionalmente ya que

se necesita una evaluacién mas de la funcién).

3.8. Método de coeficientes indeterminados para

la obtencion de Formulas de cuadratura.

Naturalmente, cuando los nodos no son equidistantes también se pueden obtener
formulas de cuadratura de tipo interpolatorio, lo que ocurre es que el célculo de
los coeficientes se complica notablemente. Un procedimiento alternativo en este
caso lo constituye un método de coeficientes indeterminados. Elegidos los nodos

xi, t =0,1,...,n distintos y sin que necesariamente sean equiespaciados, se impone

/ ) de = Zf<x>

sea exacta para polinomios de grado < n; se obtiene asi un sistema lineal de ecua-

que la féormula

ciones donde las incégnitas son los coeficientes ¢;:
bk+1

k+1 —ZCZ x;, k=0,...,n,
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cuya matriz de coeficientes es una matriz de Vandermonde, y por tanto el sistema
tiene solucion unica.
Ejemplo:

Obtenga los coeficientes de la formula de integracion

h
/0 f(z)dx =h[A f(—=h)+ B f(0)+ C f(h)] + Err

de manera que tenga el mayor grado de exactitud posible.;Se podria considerar en

lugar de f(—h), el valor f(dh)?. ;Qué férmula se obtiene en este caso?.

3.9. Foérmulas de integracion de Newton-Cotes

compuestas.

Cuando el intervalo de integracién es grande podemos pensar que se requiere el
uso de féormulas de integracién de Newton-Cotes de grado elevado. Pero los coefi-
cientes serian dificiles de calcular, y ademas el caracter oscilatorio que senalabamos
de los polinomios de interpolaciéon con un numero elevado de puntos hacen poco
recomendables las férmulas del apartado anterior. Una estrategia mas adecuada
consiste en descomponer el intervalo en subintervalos més pequenos y aplicar en
ellos (bien en cada uno de ellos o agrupdndolos) férmulas de menor grado de pre-
cision. Se obtienen asi las llamadas férmulas interpolatorias de integracion
compuestas. Las més usadas son la Regla del Trapecio compuesta y la formula de

Simpson de 1/3 compuesta. Sefialamos cémo se expresan.

Regla del Trapecio Compuesta:

Dada f € C*[a,b] conh = (b—a)/nyzo=a,z, =byz; =xzo+jh,j=1,...,n,

se tiene que existe un £ € (a, b) tal que

b Zo - Tn — A 9y
/af<x>dx=h[f<2>+;f<xi>+f<2> P,

Férmula de Simpson de 1/3 Compuesta:
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Dada f € C*a,b] conh = (b—a)/nyxo=a,z, =byx;=zo+jh,j=1,...,n,
con n par, se tiene que existe un £ € (a,b) tal que

n/2—1 n/2

/f(l’)dx = g f(xo) +2 Zf($2j)+42f(x2j—1)+f($n)

Cb—ag
—hiN(e).

3.10. Errores en las féormulas de integracion com-

puestas.

Al descomponer el intervalo [xg,z,] en subintervalos para aplicar en cada uno
la formula del Trapecio y asi obtener la férmula del Trapecio compuesta, el error se

obtiene como la suma de los errores de las féormulas simples

/:nf(:c)d:c _ /z:If(a:)da:Jr...—k/xj:f(:c)dx

n—1 n—1
_ f(wk) +f(xk:-&-l) 1 "
= h]; 5 —Eh?”;f (&)

Pero siendo f”(x) continua utilizando el teorema del valor medio se puede poner

> &) =nf"©),
k=0

con lo que el término de error de la férmula del Trapecio compuesta se puede

expresar en la forma

__hBZf" :——h3 Fre) = bl_za f1E).

Con las demas formulas se procede de igual manera. Para la férmula de Simpson
de 1/3 compuesta el término de error resulta ser

n/2—1

g X ) = g € = ’

_v—a )
180 h o).
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3.11. Errores en las féormulas de integracién com-

puestas.

En el tema de interpolacién vimos que el aumentar el grado del polinomio de
interpolacién no significaba obtener mejor aproximacion a la funcién interpolada
(fenémeno de Runge). Ese mal comportamiento en la aproximacién de la funcién
se traslada a la integracion numérica, y asi puede mostrarse que el aumentar el

nimero de nodos en las férmulas de Newton-Cotes no conlleva una mejora en la

5
1
/ dx .
_51+J}'2

Este mal comportamiento de las formulas de Newton-Cotes también estd rela-

aproximaciéon de la integral

cionado con las cancelaciones que se producen, pues para n > 8 los coeficientes no
son todos positivos.
Sin embargo, para la férmula del Trapecio compuesta si el médulo de la derivada

segunda se puede acotar por M el error se acota por

(b= a)*

[Bre| < 50a

(3.5)

En el caso del a féormula de Simpson de 1/3 compuesta, si el médulo de la

derivada cuarta se puede acotar por M, se tiene que

(b—a)®

Escl < gt

(3.6)

Las cotas en (3.5) y (3.6) nos indican que los errores en las férmulas compuestas
se pueden hacer arbitrariamente pequenos siempre que se aumente el ntimero de

subintervalos.

3.12. Estabilidad respecto del error de redondeo.

Finalmente haremos una observacién sobre la estabilidad de las férmulas de cua-

dratura compuestas respecto del error de redondeo. Vimos que tomar un paso muy
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pequeno en el caso de la derivacién numérica no era una garantia para obtener me-
jores aproximaciones. Ahora con la integraciéon numérica no pasa lo mismo. Veamos
un ejemplo.

Supongamos que al evaluar los términos f(x;) que aparecen en la férmula de
Simpson anterior cometemos un error e;, es decir, f (x;) es el valor calculado y se

tiene

f(l’z):fYI@)—i—ez, izO,l,...,n.

Entonces, considerando que los e; estdn acotados, es decir, |e;| < € para todo i, se

puede acotar el error acumulado debido al redondeo, e, en la forma

w| >

n/2—1 n/2 |

60+2 Z €2j+4 ZGQJ'_1+€”
j=1 7j=1

< Hlera(3-t)era(f)erd

= (b—a)e,

con lo que la cota es independiente del nimero de nodos, o lo que es lo mismo, del

tamano del paso.

NOTA:

Vimos en un ejercicio anterior que los pesos de las formulas de cuadratura in-

terpolatorias verifican

y por tanto la acotacién anterior sera valida para cualquier formula interpola-

toria.
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3.13. Polinomios de Bernoulli.

Definicién 3.13.1 Los polinomios de Bernoulli, By(t) se definen por medio de la

i(":1>3k(t):<n+1>tn.

k=0

ecuacion

Se tiene que para n = 0 es By(t) = 1. Paran = 1 resulta By(t) =t —1/2, y
asi sucesivamente.
PROPIEDADES: Los polinomios de Bernoulli verifican:

1. Bl=nB,.; n>1

2. B,(t+1)—B,(t)=nt""! n>2

3. Bu(1—1t)=(=1)"By,(¢)

4. La funcién G(t) = Ba,(t) — B2,(0) no tiene ceros en (0, 1)

La demostracién de las anteriores propiedades se puede encontrar en [Kincaid
y Cheney, p. 497]. En particular, a partir de las propiedad 2 anterior resulta que
B,(1) = B,(0) = b,, y a partir de la propiedad 3 se obtiene que si n es impar

entonces b, = 0, resultados que utilizaremos en el siguiente teorema.

3.14. Formula de Euler-MacLaurin.

Teorema 3.14.1 Si f(x) € C*"[0,1] entonces se tiene que

—

n—

B [0 (0) — fAD ()]

| rwa = 5o+ s+ Y

b2n
(2n)!

B
Il

1

£

siendo £ € (0,1) y by, = B(0) .

Demostracién [Kincaid y Cheney, p. 499]
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Utilizando las propiedades de los polinomios de Bernoulli y la integracién por

partes se tiene que

ftydt = / () Bo(tydt = [ f() BI(t) dt

0

Como By(0) = —1/2 y By(1) = 1/2 podemos escribir

D
fod = 5 0+ F0)- [ B o

1

>

)+ FO)] — 2 / By(t) f'(¢) dt

2

Integrando de nuevo por partes en esta ultima integral, resulta

[ rwd = 5150+ 101 - 2 (10) - 10
+%/0 Ba(t) (1) dt

Utilizando que B, (0) = B, (1) = b, y que b3 =bs = ... = by,_1 = 0, después de
repetir 2n veces el proceso anterior resulta
! 1 b _ _
| roar = 515+ 501 Y s [0 - 1 00)]
0 2 — (2k)!
L
(2n)!

Pero el dltimo término del sumatorio anterior es

b2n

asi que podemos poner

_ 1 B 2n)
R= o / (Bon(t) — ban) £29(8) dt

[ Bt 0 a
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Y como By, (t) — by, no cambia de signo en [0, 1], por el teorema generalizado

del valor medio del cédlculo integral se tiene que

R— ﬁ £ () /0 (Ban(t) — ba) dt

Y como By, = By, .1/(2n+ 1) y Ban41(0) = Ba,11(1) = 0, se obtiene que

b2n

k== (2n)!

F2(8),

y se sigue la féormula del enunciado. ([l

3.15. Formula compuesta de Euler-MacLaurin.

Como corolario de la férmula anterior se obtiene el siguiente resultado:

Corolario 3.15.1 Si f(z) € C*"[xg, z,,] entonces se tiene que

[ s = G s+ £+ Fn) g fo)
“— by 2k—1 2k—1
+;h2’“(2—,:>! [F257 9 (o) = £ 270 ()]
b2n
. h?n-‘rl m w f?n)(g)

siendo h = (X, — xo)/m, v; =20 +1h,i=1,...,m, & € (o, Tm), y by = B(0).

Demostracién

El resultado se obtiene sin més que expresar la integral dada como suma de

/:mf(x)dx:/x:If(:c)daﬁL...Jr/ximlf(:c)dx

y tras hacer cambios de variable en cada una de las integrales para que estén

integrales

extendidas al intervalo [0, 1], aplicar la férmula de Euler-MacLaurin a cada una de
ellas. O
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La consecuencia practica que se deriva de esta formula es que hemos obtenido
un desarrollo asintotico del error para la férmula del trapecio compuesta, y en con-
secuencia podemos aplicar el proceso de extrapolacién de Richardson para obtener
el algoritmo de integracién de Romberg.

Otra consecuencia del corolario anterior es que cuando las diferencias de las
sucesivas derivadas impares en los puntos extremos del intervalo se anulan se ob-
tendra una mejor aproximacién. Tal ocurre con una funcién periédica donde las
sucesivas derivadas de orden impar hasta cierto orden se anulan, estando la integral

definida sobre un intervalo de longitud igual al periodo. Si el periodo es b — a y
FARU0) - fAVa)y=0, k=1,...,n—1
entonces segun la féormula anterior el error sera
Erc = O(h* ).

El error de la férmula del Trapecio compuesta para una funcién no periddica es
O(h?), pero en el caso de funciones periddicas suaves el error es mucho menor, y
por tanto esta formula esta particularmente indicada para este tipo de funciones.

Ejemplo:

Calcule la integral en un intervalo [z, 7o + 7] de la funcién f(x) = sen?(x)
utilizando la formula del trapecio compuesta para distintos valores de z.

Segun la expresion del error de la férmula compuesta, ;cuantos intervalos seran
necesarios para que el error de la integral aproximada sea menor que 1078 ?.

., Qué error se obtiene utilizando sélo dos intervalos?.

3.16. Actividades complementarias.

» La utilizacién de operadores de manera formal permite obtener férmulas de

aproximacién de integrales. Considere el operador siguiente, F, y la férmula
E°f(xg) = f(xo+sh), sei.

Utilice el cambio de variable x = xy + s h en la integral para obtener

/xnf(:v)dx:/onf(xo+sh)hds:h/OnESf(xo)ds,
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y tras resolver la integral y expresar el operador siguiente en término del ope-
rador diferencia progresiva, obtenga una férmula de integraciéon aproximada
de la forma:

/rn f(z)dx ~h ZaiAif(wo).
zo i=0

,Qué formulas resultan para los distintos valores de n?. ;Podrian obtenerse

otras formulas para aproximar la integral utilizando otros operadores?.

La Regla del Trapecio corregida o modificada utiliza también valores de la
derivada en los extremos de integracion, y junto con el término de error se

expresa en la forma

[ 1@ae = L@+ 500+ 25 1@ - 110

oo (0= a) £9(E).

Obtenga una férmula corregida para la Regla de Simpson de 1/3.

Al igual que mencionamos en el tema sobre diferenciacién, también es posible
mejorar las formulas de integracion si se dispone de alguna informacién sobre
la funcién a integrar. Por ejemplo, si f(z) tiene un comportamiento oscilatorio,

en lugar de considerar la férmula del trapecio para aproximar la integral,

z+h
/h f)ydt~2(f(x+h)+ f(x—h))

podriamos buscar una férmula de la forma

/m:hf(t)dt:Af(x—i—h)+Bf(x—h)

e imponer que sea exacta para las funciones f(z) = sen(wz) y f(z) =
cos(w z) para asi determinar los coeficientes A y B. Se obtiene asi una férmula

del trapecio adaptada.
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Estudie otras formulas de integracion numérica de este tipo y apliquelas para
resolver integrales concretas, comparando los resultados obtenidos con varios

métodos.

= Cuando se tiene una funciéon que varia de formas muy diferentes en regiones
de un intervalo conviene adaptar el tamano del paso a esa variacion de la
funcién, de manera que en las zonas donde la funcién varie poco se pueda
tomar un paso mas grande, y en las zonas de mayor variacién se tome un paso
mas pequeno. Estudie en qué consiste la cuadratura adaptativa y apliquelo a

la regla de Simpson de 1/3.

» Considere la regla del Trapecio donde los nodos no estan uniformemente es-
paciados, es decir, a = g < 11 < ... <z, = bsiendo los h; = z; — x;_1,1 =

1,...,n no todos iguales.

Se tiene que el error se puede poner en la forma

n

Brev| = | [ f@)de =3 F 1) - )

=1
WL
12 — !

Si llamamos h = max h;, se puede establecer la cota

i=1,...,n

n

1 1
|Ercul| < Eh2zhi||f"lloo =5 O=a)

=1

de manera que no obtenemos una cota mejor que en el caso de nodos igual-

mente espaciados.

Considere alguna forma de elegir los nodos desigualmente espaciados para
que al aplicar la féormula anterior se obtenga un error menor que con nodos

equidistantes.
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3.17. Bibliografia.

Bibliografia basica.

[Aubanell, A., Benseny, A. y Delshams, A. : 1993]: presenta un tratamiento

practico del tema.

[Burden, R. L. y Faires, J. D. : 1998]: el capitulo 4 presenta un desarrollo del

tema adecuado, junto con temas sobre integrales impropias y multiples.

[Chapra, S. C. y Canale, R. P. : 2003]: libro muy basico, dirigido mas bien a
las aplicaciones en ingenieria. Se ocupa también de las integrales impropias y

multiples.
[Gasca, M. : 1990]: un desarrollo adecuado del tema.

[Gerald, C. F. and Wheatley, P. O. : 2000]: el capitulo 5 trata varios aspectos

del tema, incluyendo la integracion adaptativa.

[Infante, J. A. y Rey, J. M. : 2002]: el capitulo 7 contiene variados problemas

sobre el tema incluyendo algunos de caracter tedrico.

[Phillips, G. M., Taylor, P. J. : 1996]: el capitulo 7 presenta un tratamiento
adecuado del tema. Ejemplos interesantes. el capitulo 4 detalla particularmen-

te la cuadratura gaussiana.

[Rodriguez, F. J. : 2003]: un desarrollo adecuado, con ejemplos numéricos
detallados.

[Sanz-Serna, J. M. : 1998]: el capitulo 5 constituye un tratamiento adecuado

de las férmulas interpolatorias.

[Scheid, F. : 1972]: un libro cldsico que presenta los temas a través de proble-

mas. Incluye numerosos temas para posibles ampliaciones.

[Scheid, F. y Constanzo, R. E.]: una versién del anterior con resimenes

didacticos.
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» [Smith, W. A.: 1988]: el capitulo 8 se ocupa de las férmulas de Newton-Cotes
y el método de Romberg.

» [Siili, E. : 2006]: una presentacién estupenda del tema.

Bibliografia complementaria.

[Carnahan, B., Luther, H. A. and Wilkes, J. O. : 1979]: un tratamiento amplio
del tema, con numerosas férmulas y ejemplos numéricos, asi como un apartado

de problemas y aplicaciones.

» [Davis, P. J. and Rabinowitz, P. : 1984]: un clésico sobre el tema. Casi es una

referencia obligada siempre que se habla de integracién numérica.

» [Demidovich, B. P., Maron I. A. : 1977]: el capitulo 16 recoge variadas férmulas
de integracion junto con otros aspectos: polinomios de Bernoulli, formula de

Euler-Maclaurin, féormulas de cubicacién.

» [Kincaid, D. y Cheney, W. : 1994]: el capitulo 7 aborda los polinomios de

Bernoulli y la férmula de Euler-Maclaurin.
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Capitulo 4

Integracion numeérica: cuadratura

gaussiana.

4.1. Introduccion.

En las férmulas de Newton-Cotes que vimos en el tema anterior se utilizaban
nodos equiespaciados, ahora, en la cuadratura de Gauss se escogen los nodos z; y
los pesos w; para obtener féormulas de integracién con mayor precision. Las férmulas

que se obtienen son de la forma

[ o= Zw fla),

donde aparecen 2n parametros, asi que imponiendo que la formula sea exacta para
polinomios hasta grado 2n — 1 (o equivalentemente, debido a la linealidad de la
férmula, para las funciones f(z) =27, j = 0,1,...,2n — 1) resultara un sistema de
2n ecuaciones y 2n incognitas. Resolviendo el sistema obtenemos los valores de los
nodos y los pesos para la féormula correspondiente.

La limitacién de este método se encuentra en que hemos de conocer la expresion
explicita de la funcién f(x), para que pueda evaluarse en los nodos obtenidos (o dis-
poner del valor de f(z) en esos nodos, cosa mas que improbable). La ventaja es que,
con el mismo esfuerzo, se obtienen férmulas que proporcionan mayor exactitud que

las formulas de tipo interpolatorio. Asi por ejemplo, mediante un procedimiento de

65
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coeficientes indeterminados puede obtenerse directamente la férmula de cuadratura

[ (55) 1 (35)

que, sorprendentemente, es exacta para polinomios de grado < 3 (nétese que
solo hay que evaluar la funcion dos veces, al igual que con la férmula del Trapecio,
pero esta tltima sin embargo sélo es exacta para polinomios de grado < 1).

Pero cuando se considera un valor grande de n, la obtencion directa de los
valores de los pesos y de los nodos puede resultar muy dificultosa o casi imposible.
El teorema que sigue justifica la introduccién de los polinomios ortogonales, los
cuales permitiran calcular los nodos y los pesos de una forma mas comoda a la vez
que elegante.

Vimos que las férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio con n + 1 nodos
tenfan grado de precision al menos n. jEn qué condiciones podremos asegurar que

el grado de precision es mayor?.

Teorema 4.1.1 Sea una formula de cuadratura dada por

b n
/ f(z)dx ~ sz‘ f(x),

con n nodos y grado de precision > n — 1.

El grado de precision de la formula es n+p si y solo si

/ M(z) p(z) dz = 0 (4.1)

para todo polinomio p(z) de grado < p y

/abM(x)u(x)d:c#O

para algin polinomio u(x) de grado p + 1, donde M(z) estd dado por M(z) =

(x—x1) - (x — ).

Demostracién
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=) Sea p(x) un polinomio cualquiera de de grado < p. Se tiene que M (z) p(x)
es de grado < n + p, y como estamos suponiendo que el grado de precision de la

formula es n + p entonces es
b n
/ M(z)p(x)dx = Zwi M (x;)p(x;) =0.
a i=1

Veamos ahora que existe algtiin polinomio u(x) de grado p + 1 para el cual se
b
tiene que / M (z) u(z) dx # 0.
Por tener la férmula grado de precisién n + p existe algin polinomio ¢(z) de

grado n+p+ 1 tal que
b n
[ atwyde Y wigta). (4.2)
a i=1
Dividiendo g(z) entre M (x) resulta

a(x) = M(z) u(z) + r(z)

donde el cociente u(x) tiene grado p+ 1y el resto r(z) es de grado < n. Veamos

b
que se tiene que / M (z)u(z)dx # 0, y por tanto este u(zx) serd el polinomio
buscado. ‘ ,

Supongamos que fuera / M (z)u(x)dx = 0. En tal caso, como es ¢(z;) = r(z;)

parai=1,...,n,y por ser la formula exacta para r(z), se tendria que
b b b
/ q(z)dx = / M (z) u(z) dx + / r(z)dx
= 0+Zwir(a:i) = sz‘CI(%‘)
i=1 i=1

en contradiccion con la condicién expresada en (4.2).
<) Sea ahora f(z) un polinomio cualquiera tal que n < grado(f) < n + p.

Dividiendo f entre M podemos poner
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siendo grado(q) < py grado(r) < n. Se tiene que f(x;) = r(x;), y entonces

segun la hipotesis podemos poner

/abf(a:)dx - /:M(x)q(x)dx_i_/abr(x)dx:

— 0+Zwir(a:i) :Zwif(xi)

y la férmula tiene al menos grado de precisién n + p.
. Este es el mayor grado de precisién que puede alcanzarse?.

Sea ahora un polinomio u(x) de grado p + 1 tal que

b
/ M (z)u(z)dx #0.

Entonces se tiene que M (x)u(x) es de gradon+p+ 1y
Zwi M (z;)u(z;) =0
i=1

por lo que la la formula no tiene grado de precisiéon n + p + 1. O
Ejercicio:

Pruebe que una féormula de cuadratura del tipo

[ = Zw Fla),

no puede tener grado de precisién > 2n — 1.

[Solucién: considere el polinomio M (x) dado por

M(z) = [(z —21) - (= z,))

Se tiene que fab M (zx)dx > 0 pero Zwi M(z;) =0]

i=1
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4.2. Polinomios ortogonales.

El grado de precision maximo que puede tener una féormula del tipo

b n
/ f(z)dz ~ Zwif<xi)a

es 2n — 1, asi que para construir una férmula de cuadratura de orden maéaximo
bastard con encontrar un polinomio M (x) de grado n que satisfaga la condicién
(4.1) cuando p = n — 1. Ahora bien, la condicién (4.1) significa que M (x) ha de ser

ortogonal a todos los polinomios de grado < n — 1 para el producto interno

(F(x), g(x)) = / F(@)g(x) d.

Y generalizando, consideraremos una funcién de peso w(z) : (a,b) — R, continua
y siendo w(z) > 0, de manera que se puede definir un producto interno en Cla, b|
dado por (-, -) : C[a,b] x Cla,b] — R mediante la férmula

b
(f(x), g(x)) = / (@) f(@)g(x) dz

El concepto de ortogonalidad se define con respecto a este producto.

Definicién 4.2.1 Se dice que f(x) y g(x) son ortogonales respecto de la funcion
de peso w(x) si (f(x),g(zx)) =0.
Definicién 4.2.2 Dada una familia de polinomios {¢;(x)}i—o1,.. donde cada ¢;(x)

es de grado i, se dice ortogonal en [a,b] respecto a la funcion de peso w(x) si

0 k#7,
£0 k=7,

Un resultado basico sobre polinomios ortogonales queda recogido en el enunciado

/ () i (z) by () dir = {

siguiente.

Teorema 4.2.1 Dada una familia {¢;(x)}i—o1,... de polinomios ortogonales respecto
de una funcion de peso w(x), se tiene que un polinomio q,(x) de grado n se puede

expresar de manera unica en la forma
n
() = Z%‘ ¢i()
i=0

para ciertas constantes ;.
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Demostracion
La familia de polinomios ortogonales se puede construir de manera recursi-

va. Suponiendo que se toma ¢p(r) = 1y que se ha determinado quienes son
o1(x), ..., ou(z), se toma

Pry1(z) = " — [CLO QSO(:E) T tay ¢n(x)]

y se impone la condicién de ortogonalidad con ¢o(z), ..., ¢,(z), de donde resul-

tan los coeficientes

f: w(z) z" i (x) dz

a; = =0,...,n.

12 w(@) (6(x))? do

Veamos la unicidad. Supongamos que ¢, (x) tuviera dos expresiones distintas de

la forma senalada,

() = Z%’ ¢i(), () = Z% di() .
i=0 i=0
Se tiene que debido a la ortogonalidad, para cada k =0,...,n es

n

0= [ w)> (= 0 i) ey do = (i — on) [ wla) (o) do

=0

de donde se sigue que v = 0 . 0

Corolario 4.2.1 Se tiene que (¢n(x),q(x)) = 0 para cualquier polinomio q(x) de
grado < n.

Se tiene ademas que todas las raices de los polinomios ortogonales son reales y

estan en el intervalo (a, b).

Teorema 4.2.2 Siendo ¢,(x) un polinomio de grado n ortogonal con respecto a
una funcion de peso w(x) a los polinomios de grado menor que n, se tiene que las

raices de ¢,(x) son simples, reales, y estdin en (a,b).
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Demostracion
Primero veremos que todas las raices estdn dentro de (a,b). Denotamos por
x1,...,x, las raices reales de ¢, (x) en (a,b) que tienen multiplicidades respectivas

mi, ..., m,. Se tiene que r > 1 pues

0= [ ww) o) u(a) o = [ i) onto

y siendo w(x) > 0, necesariamente ¢, (x) ha de cambiar de signo en (a,b).

Llamamos
q(x) = (z —x)™ - (2 —2)"™",
de manera que ¢,(x) = ¢(z)u(x) siendo u(x) un polinomio que tiene signo

constante en (a,b). Se tiene que

b b
/ w(z) du(2) qle) de = / w(a) u(z) (q(x)) dr £ 0.

Pero entonces ha de ser necesariamente grado(q) > n ya que ¢, (x) es ortogonal
a todo polinomio de grado menor que n. Por otro lado grado(q) < grado(¢,) = n.
Resulta entonces que grado(q) = n, y todas las raices son reales y estan en (a,b).

Seguidamente veamos que todas las raices son simples. Se procede razonando
por reduccién al absurdo. Supongamos que hubiera una raiz, x;, de multiplicidad

mayor que uno. Podemos poner
On(x) = (x — 1) qna(x)
y tendriamos que
b b
| @) @) arale) o = [ w(o) (@ = 2, (g2-ale))? do > 0

en contradiccién con que esta integral ha de ser cero por ser ¢, (z) ortogonal a
todo polinomio de grado < n. U

4.3. Foérmula de cuadratura de grado de precisién
maximo.

Teorema 4.3.1 Si x1,...,x, son los ceros del polinomio ortogonal ¢,(x) respecto

de la funcion de peso w(x), y wi,...,w, es la solucion del sistema de ecuaciones
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dado por

n (po(x), Ppo(x)) si k=0,
Zaﬁk(fm)wi =

0 si k=1...,n—1,

entonces la formula de cuadratura dada por

/ wlw) (e = S fr),

tiene grado de precision mdximo 2n — 1. Y ademds se tiene que w; > 0 para © =

1,...,n.

Demostracion
Sea p(z) un polinomio cualquiera de grado < 2n — 1. Podemos poner

p(x) = ¢n(x) q(x) + 7(2),

siendo ¢(z) y r(x) polinomios de grados < n — 1, y que se pueden expresar en

la forma - -
gx) =Y ardu(x), @)=Y Budr(x).
k=0 k=0

Debido a la ortogonalidad resulta que

/abw(x)p(a:) drx = /abw(x) On(z) q(z) dx + /abw(:c) () ¢o(x) dx

= 0+ ﬁo <¢0(1'), ¢0($)> :

Por otra parte, como ¢,(z;) = 0, se tiene que

Y wiplr) = D wir(w) =Y w z_:ﬁk: Pi(:)
i=1 i=1 5=0

=1

— z_:ﬁk Zwi Or(z5) = Bo (do(), Po(7)) ,
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con lo que la formula tiene grado de precisién maximo.

Ademas, cogiendo el polinomio de grado 2n — 2

n

ge)= J] (=)

k=1k+#j

resulta que

b n
0 < /w(az)qj(x)dmzzwiq]'(ﬂfi)

luego w; > 0. 0

NOTA: obsérvese que a partir de las igualdades tultimas se obtiene otra forma

de obtener los pesos, pues se puede poner

w; = /abw(m) Ly(z)?dz.

Segun el teorema anterior, para obtener una férmula de orden maximo, 2n — 1,
habremos de encontrar un polinomio de grado n que sea ortogonal a todos los poli-
nomios de grado < n. Para las distintas funciones de peso e intervalos el polinomio
que cumple la condicién anterior es el polinomio de grado n de cada familia orto-
gonal. Asi pues, los nodos x; que elegiremos en la formula de cuadratura seran los
ceros de dicho polinomio ortogonal. Los pesos w; se obtienen como la solucion del

sistema de ecuaciones que aparece en el teorema

n (Po(), po(x)) si k=0,
Z%(%) w; =

0 si k=1....,n—1,

o bien imponiendo que la férmula sea exacta para las funciones f(x) = 2%k =

0,1,...,n—1, con lo que resulta un sistema equivalente de la forma
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1 1 1 w1 k’l
T T Ce Tp Wa k’g
2 2 2
Ty x5 e x; wy | = | ks |,
n—1 n—1 n—1
K Ty T | | wa | | K

siendo las constantes k; las dadas por
b .
k:j:/w(x)x]_ldx j=1,...,n

donde las incognitas son precisamente las w;, y por ser un sistema de Vandermonde
tiene solucién tdnica (la matriz de Vandermonde tiene una inversa explicita que
permite obtener unas férmulas cerradas para las w; en términos de las funciones

simétricas elementales del conjunto {z1,...,z,} [véase N. Higham, p.460]).

Proposicién 4.3.1 La formula de cuadratura de Gauss de la forma
b n
[ v e =Y wi s,
@ i=1

donde los x; son los ceros del polinomio ortogonal ¢, (x) y los w; se calculan como
en el teorema anterior, es la unica formula de cuadratura con n nodos que tiene

grado de precision 2n — 1.

Demostracién

Supongamos que hay una féormula de cuadratura de la forma

n

[ v fade = 3 e (o).

i=1
que tiene grado de precisién 2n — 1.

Sea ¢(x) un polinomio de grado < n — 1. Se tiene que
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luego H($ — z;) es un polinomio de grado n que es multiplo del correspondiente
j=1
polinomio ortogonal de grado n, ¢, (z), y los nodos x; son los ceros del polinomio

Por otro lado, si tomamos f(z) = ¢;(x) para j =0,...,n— 1, siendo la férmula

exacta para estos polinomios, resulta el sistema

n (Po(), do(x)) si k=0,
Z¢k(xz) Ci =

es decir, el mismo sistema que aparecia en el teorema anterior, y por la unicidad
de la solucion del sistema, ha de ser ¢; = w; parai =0,...,n—1, asi que la formula
es Unica. 0

Ejemplo:

Considere una féormula de cuadratura tipo Gauss para hallar una integral de la

forma
1 5
/0 z f(z)dr = Zwlf(xl) :

Tome como funcién de peso w(z) = x y determine el polinomio ortogonal en [0, 1]
de grado 5 para esa funcion de peso. Las raices seran los nodos, y los pesos o
coeficientes se determinan resolviendo el sistema anterior. Apliquelo para obtener

el valor de .
/ x cos®(x) dx
0

y comparelo con otros métodos.
Ejemplo:

Halle los nodos y pesos para que la férmula

/_ 2 (o) o~ gwim)

1

tenga el mayor grado de precision posible.

Ejemplo:
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Determine los valores de A, B y C' para que la férmula de cuadratura
h

3hf(a:) de ~h [Af(0)+ B f(—=h)+C f(—2h)]

tenga el mayor grado de precision posible.

4.4. Error en las formulas de cuadratura gaussia-

nas.

Teorema 4.4.1 Siendo f € C*"[a,b] y {z;}";, {w;}I, los nodos y pesos respec-
tivamente de una formula de cuadratura de Gauss respecto a una funcion de peso

w(x), existe n € (a,b) tal que

b n 2n) b
[ wrs@rde =3 wisw) + L8 [Cw@ (- o) - nf de.

Demostracion
Llamemos p(z) al polinomio de grado < 2n — 1 que es solucién del problema de

interpolaciéon de Hermite dado por

p(xi) = flz),  p'(x)=f'(x), i=1,...,n,
por lo que segtin la formula de error del polinomio de interpolacién de Hermite es

f2n)(€z) 2

vz — ).

Se tiene entonces que

b
/ w(@) [f(z) - plz)] de

b
- G [ @I @ e =)
£ (n)

b
= 2n)] / w(x) (v —x1)* (. — 3,)*dx .
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Por otro lado, como la férmula de integracion es exacta para p(x), resulta

/abw(x) [f(z) —p(2)] do = /abw(x) f(x)dr — /abw(x)p(x) dx
S ECELCTES o

= / w(z) f(z)dx — szf(l"z)

de donde, igualando las dos expresiones para la integral, resulta el enunciado.
O

La férmula de error obtenida no resulta practica cuando no es posible acotar o
determinar la derivada que aparece en ella. Entonces, la aplicacién de las férmulas
de Gauss se realiza para distintos valores de n y se comprueba que las diferencias
entre dos calculos sucesivos se corresponde con la exactitud requerida.

NOTA: Normalmente se consideran polinomios ortogonales ménicos, con lo que

on(z) = (& — 1)+ (x — 2,) y la férmula de error se puede expresar en la forma

b n 2n)
[ wlo) wrde = Y wnrte + L5 W o). 000,

Ejercicio:

Pruebe que la eleccion del coeficiente principal en el polinomio ortogonal ¢, (x)
no afecta a los valores de los nodos o los pesos de la férmula de cuadratura gaussiana.

Dado [a,b] y la funcién de peso w(x), para cada n € N se tiene una férmula de
cuadratura gaussiana. Si denotamos por x,; y w,; los nodos y los pesos respecti-

vamente, para indicar la dependencia de n, la férmula de cuadratura se escribe

b n
/ w(z) f(x)dr ~ Zwmf(xm)
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Teorema 4.4.2 Si f es continua en |a,b] se tiene que
n b
lim Zwmf(xm) :/ w(z) f(z)dz.
i=1 a

Demostracién
Dado € > 0 por el Teorema de Aproximacién de Weierstrass existe un polinomio
p(z) tal que |f(x) — p(z)| < e. Si cogemos n tal que grado(p) < 2n — 1 entonces la

féormula de cuadratura con n sumandos seréd exacta al aplicarla a p(x). Se tiene

‘/abw(x) f(x)dr — Zn:wmf(:rm)

< | [ v s e [Cwwpran] + | 3wl - s

IN

[ @) £ = p@)ldo+ > wilp(rns) = £

i=1
b n
< e/w(m)dz—i—eZwm
a i=1
b
= 26/ w(z)dz . O

4.5. Foérmulas de cuadratura de Gauss-Legendre.

Definicién 4.5.1 Se define el polinomio de Legendre de grado n como

1 a

- 2nn! dzn

Py(z) =1, P,(x) (x* —1)".

Los polinomios de Legendre son una familia ortogonal en el intervalo [—1, 1] con
respecto a la funcién de peso w(z) = 1, lo cual se deduce inmediatamente de la

proposicién siguiente.

Proposicién 4.5.1 Para 0 < k <n se tiene que

1
/ ¥ P,(z)dx = 0.

1
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Demostracién

Se aplica integracion por partes k veces y resulta

1

/_ 1 2* P, (z) dx

21 n!

1 dn
/ " (22 — 1) dx

., dxm

21 )

k aho,
(—1)" k! (z*=1)"dx =0.

1 d l’nik

Proposicién 4.5.2 Se tiene que

Demostracién

2n+1 ! 2
" P,(x)dx = 2 () :
(2n 4 1)!

A partir de lo visto en la proposiciéon anterior podemos poner

/

1

1

" P, () dx

! (—=1)"n! /1 (2* — 1)"dx

27 n 1

I I
— (1—x2)”da::—2/(1—x2)"dx
0

on | | on
1 [ 11
272/0 cos2"+1tdt:2—nﬂ(§,n+1)

1 T(1/2)T(n + 1)

2" T(1/2+n+1)

2n+1 (n;)Q

(2n + 1)!

79
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donde se han utilizado férmulas de simplificacion en términos de las funciones

Gamma y Beta. O

Proposicion 4.5.3 Se tiene que

/_1 [Pn(x)fdac = 2n2+ T

Demostracion
Considerando sélo el término de mayor grado de P,(z), pues debido a la ortogo-
nalidad, la contribucién de los siguiente sumandos al valor de la integral sera cero,

podemos poner

y entonces se tiene que

/_1 [Po(2)]*de = /_1 ! @xnpn(x)dx

1 1 2nn! nl

y utilizando la proposicién anterior resulta el enunciado. O

Corolario 4.5.1 Los pesos de la formula de cuadratura de Gauss-Legendre se pue-

den expresar en la forma

. ! P (z) "
N W=y i

Demostracién
n

Se sigue inmediatamente, pues poniendo II(z) = H(w — x;), donde los z; son
i=1
los ceros de P,(x), se tiene que

e = / Li(w)do = / T

y por otra parte, se desprende de lo visto en la proposicién anterior que II(x) se

puede poner como
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Sustituyendo esta ultima expresién de II(x) en la integral resulta el enunciado.
0

Una vez que sabemos como obtener los nodos y pesos de la férmula de cuadratura
de Gauss-Legendre, ya podemos utilizarla.

Ejemplo:

Halle la integral Ll1 (2'? — 2 + 3) sen?(x) dx utilizando la cuadratura de Gauss-

Legendre.

NOTA 1. Se puede obtener una férmula para calcular los pesos de la cuadratura
anterior sin necesidad de utilizar integrales [Scheid, p. 133]. La expresion es

2
nP(xk) Poo(ak)

Wr =

NOTA 2. Los polinomios de Legendre se pueden generar a partir de una recu-
rrencia [Scheid, p. 132]

(n+1)Prii(z) = 2n+ 1)z Py(z) —nP,1(x),

siendo Py(z) =1y Pi(z) =z.
NOTA 3. A partir de los resultados anteriores y de la féormula del error para la
cuadratura de Gauss se tiene que el error en la cuadratura de Gauss-Legendre se

puede expresar en la forma

= f2n)(n) l x—xy) - (x—x,)]° do
For = T [ @)@ a

4.6. Foérmulas de cuadratura de Gauss-Chebyshev.

Los polinomios de Chebyshev vimos que constituian una familia ortogonal en el
intervalo [—1, 1] para la funcién de peso w(z) = 1/v/1 — 22. En la correspondiente
férmula de integracién gaussiana los ceros de T,,(x) serén los nodos de integracion,

y son de la forma
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(20 — 1)

o } i=1,...,n. (4.3)

T; = COs {

Igual que ocurria con las féormulas de Gauss-Legendre se tiene que

) = H(a}) _ ( )
L) = G ) ~ (o= o) T30

de manera que los pesos se pueden obtener como

“’:/w% dﬂ”‘/ mx—ngT)H

Los pesos anteriores pueden ser calculados, y resultan ser todos iguales, w; =

dx .

7 /n, con lo que la férmula de cuadratura queda

/m fo”“

donde los ; tienen los valores sefialados en (4.3).
Ejercicio:
Pruebe que los pesos de la férmula de Gauss-Chebyshev son w; = 7/n..

La demostracion utiliza la férmula [véase Philips & Taylor p. 177]

Tomando en la férmula anterior y = z;, una de las raices de T,,(x), resulta

n—1/

Tn(z)
(x —x;) T))(x;) T T, 1( () ;T

Sustituyendo esta expresion en la féormula para los w; y teniendo en cuenta
que soélo el primer sumando es distinto de cero debido a la ortogonalidad de los

polinomios de Chebyshev, resulta
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2 - |
W= To1(x;) T (x;) ; Tr(w:) /1 V1— a2 r(z) de

To(;) 1 1
T () T, () /1 m%(x) dzx

™ ™

Toi(z) Tl () n’

donde en la dltima igualdad se ha usado que siendo x; una raiz de T),(x), utili-

zando la definicién de los polinomios de Chebyshev resulta ser

NOTA 4. A partir de la formula del error para la cuadratura de Gauss y de las
propiedades de los polinomios de Chebyshev se tiene que el error se puede expresar

en la forma

_ 7 m [ 1 _ o 2
Ea_c = on) /1m[(x x1) - (x—x,)]” dx

Y

M) 1
_ )T
o2l (2p)l”

Ejemplo:
Halle la integral fjl (22 — x + 3) sin?(x) dz utilizando la cuadratura de Gauss-
Chebyshev.
Utilice la misma cuadratura para hallar la integral
Va2 g +3

——dx.
1 \/1—1'2
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4.7. Foérmulas de cuadratura de GGauss-Laguerre.

La deduccion de las féormulas de cuadratura de Gauss-Laguerre se obtiene de

forma parecida a las de Gauss-Legendre.

Definicién 4.7.1 Se define el polinomio de Laguerre de grado n como

d’l’b
Lo(x)=1, L,(x)=¢€" T e .

Los polinomios de Laguerre son una familia ortogonal en el intervalo (0, c0) con
respecto a la funcién de peso w(z) = e~*, como se pone de manifiesto en el siguiente

resultado.

Proposiciéon 4.7.1 Para 0 < k < n se tiene que

/ e ab L (x)dr =0.
0

Demostracién
Se aplica integracion por partes k veces y resulta

n

[ee] [ee] d
—x  k d — / —x k _x T nY
/0 e " Ly(x)dx i eraet (e7®a") dx

dnfl
_ k -z .n
-7 daxn—1 (7w >]0

Proposicion 4.7.2 Se tiene que

/000 e """ Ly(x)dr = (—=1)" (n!)?.
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Demostracién

A partir de lo visto en la proposicién anterior podemos poner
/OO e “a" Ly(x)dx = (—1)"n! /OO e Tz dx
0 0
= (=)"nlT(n+1)
= (=1)"(nh)?. O
Proposicién 4.7.3 Se verifica que
/OO e’ [En(x)f dz = (n!)?.
0

Demostraciéon
Considerando sélo el término de mayor grado de £, (z), pues debido a la ortogo-
nalidad, la contribucién de los siguiente sumandos al valor de la integral sera cero,
podemos poner
Ly(x)=(-1)"z"+---

y entonces se tiene segin el resultado anterior que
/ e’ [L',n(xﬂ2 de = (—1)" / e "2 Ly(x)dx = (n!)?. O
0 0

Corolario 4.7.1 Los pesos de la formula de cuadratura de Gauss-Laguerre se pue-

den expresar en la forma

wk:/ooo a Enl®) o0

x — xy) L} ()

Demostracién

Se sigue inmediatamente de lo ya visto, pues poniendo II(z) = H(x — 1),

donde los x; son los ceros de L,(x), se tiene que

wy = /Ooo ™" Ly(x) do = /OOO = E{%Ww dx
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y por otra parte, se desprende de la proposicién anterior que II(z) se puede poner
como
II(z) = (=1)" Ln(z).
Sustituyendo esta iltima expresién de II(x) en la integral resulta el enunciado.

OJ
La féormula de cuadratura de Gauss-Laguerre se expresa en la forma

|7 gwiﬂxi)

donde los x; son los ceros del polinomio de Laguerre de grado n, y los pesos w;
vienen dados por la férmula de la proposicion anterior.
NOTA: Los pesos de la férmula anterior también se pueden expresar como
(n!)”
i [Ly(xi)]
Ejemplo:
Aplique la cuadratura anterior para obtener el valor de

o0
/ e " sen(x) dx
0
y compare el resultado con el obtenido mediante otras formulas de cuadratura.
Ejercicio:
Utilizando un procedimiento parecido al empleado con la cuadratura de Gauss-
Legendre, obtenga la férmula del error en la cuadratura de Gauss-Laguerre

E;!L))! ;2 ().

Eqg =

[Demostracion:

_ IO R e e — 2 )2 da
Eor = T [ e (@mw) o —ap d

2n) 00
_ f(zn()?) /0 e [Ln(2)]? do
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4.8. Formulas de cuadratura de Gauss-Hermite.

Definicién 4.8.1 Se define el polinomio de Hermite de grado n como

22 dr 2

d;v”e

Hy(z) =1, H,(x)=(-1)"¢

Los polinomios de Hermite son una familia ortogonal en el intervalo (—oo, c0)

72

con respecto a la funcién de peso w(z) = e, como se pone de manifiesto en la

proposicion siguiente.

Proposiciéon 4.8.1 Para 0 < k < n se tiene que

/ e 2 Hy(z)dz = 0.

—00

Demostracién

Se aplica integracién por partes k veces y resulta

dxm

oo [e¢] dn
/ e 2F Hy(z)do = / e b (=1 e’ e dx

—00

Proposicién 4.8.2 Se tiene que

/ e 2" Hy(z) de = nl /7.

—00
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Demostracién

Tomando k£ = n en la proposicion anterior podemos poner

/ e 2" Hy(z)do = n!/ e da

o0 o0

= 2n!/ e do
0

*1
= 2n!/ Qt_l/ze_tdt
0

= n!F(%):n!ﬁ. O

Proposicién 4.8.3 Se verifica que

/ e [Hn(x)]2 dr = 2" nl\/.
Demostraciéon

Considerando sélo el término de mayor grado de H,,(x), pues debido a la ortogo-
nalidad, la contribucién de los siguiente sumandos al valor de la integral sera cero,

podemos poner
Hy(z)=2"2" + -

y entonces se tiene segin el resultado anterior que

/ 6_1‘2 [Hn(.f)}z d{E = / e—mQ 2n 'Tn Hn(x) df[' — 2n n| ﬁ |:|

o0 [e.o]

Corolario 4.8.1 Los pesos de la formula de cuadratura de Gauss-Hermite se pue-

den expresar en la forma

wk:/ e £nlz) dx .

o0 (x — ) £, (vx)

Demostracién
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Se sigue inmediatamente de lo ya visto, pues poniendo II(xz) = H($ — ),
donde los z; son los ceros de H, (), se tiene que

2

wy = / T e L(a) da = / T e = gf)xl)q oy

—00 —0o0

y por otra parte, se desprende de la proposicién anterior que II(z) se puede poner
€como
I(z) =27" H,(x).

Sustituyendo esta ultima expresién de II(x) en la integral resulta el enunciado.
0

La férmula de cuadratura de Gauss-Hermite se expresa en la forma

e fla) da ~ iwi f(z:)
/

(e}

donde los z; son los ceros del polinomio de Hermite de grado n, y los pesos w;
vienen dados por la férmula de la proposicion anterior.

NOTA: Los pesos de la férmula anterior también se pueden expresar como

_ 2ntinl /T
(H ()]

7

Ejemplo:

Aplique la cuadratura de Gauss-Hermite para obtener el valor de

/ e sen(z) dx

[e.9]

y compare el resultado con el obtenido mediante otras formulas de cuadratura.
Ejercicio:
Utilizando un procedimiento parecido al empleado con la cuadratura de Gauss-

Legendre, obtenga la férmula del error en la cuadratura de Gauss-Hermite

n!\/m

~ 27 (2n)! 1.

Eq_nm
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[Demostracion:
2n) o0 ) 5
Eon = f@n(;f) | e e @ n) da
f " (n / = >
= ()]” dx

_ )ty
T (2n)l2r = ]

4.9. Cambio del intervalo de integracion.

Dada una determinada férmula de cuadratura extendida a un intervalo y con
grado de precision m, podemos deducir la expresién para otro intervalo cualquiera
sin mas que considerar una transformacion lineal. En efecto, supongamos que se

dispone de una féormula de cuadratura con grado de precision m dada por
d n
[ f@)de= Y afw).
¢ i=1

(nétese que en el integrando no hemos incluido la funcién de peso intencionada-
mente), pero se quiere calcular la integral en otro intervalo [a, b]. Consideramos la

transformacién lineal
t—c

(b_a’)7

—c
y poniendo x = ®(t), la férmula de cambio de variable en la integral definida

permite concluir que

/f dx—/f t) dt ~ b:‘ézqf( = (b—a)),

de manera que si f(x) es un polinomio de grado < m, como ®(t) es lineal, f(P(t))

también sera un polinomio de grado < m y la nueva férmula tendra también grado

de precision m.
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Ejemplo:

Halle el valor de la integral

/“/2 cos(x) e
0

1+
utilizando distintas formulas de cuadratura gaussiana, después de realizar los cam-
bios de variable adecuados.

4.10. Actividades complementarias.

» Si una funcién tabulada f(x) se supone que tiene un comportamiento ex-
ponencial, entonces se puede poner f(x) = Ae®®. A partir de los dos puntos
extremos de la tabla, (a, f(a)), v (b, f(b)), se pueden determinar los valores de
las constantes A y . La féormula de Liday se utiliza entonces para aproximar
la integral y se expresa en la forma

[ oy Lo —Sla)
@ Ln(f(b)) — Ln(f(a))

Estudie el error que se comete con esta férmula y apliquela en casos concretos.

» La funcién Ln(x) no estd acotada cuando  — 07, por lo que las férmulas de
Newton-Cotes pueden tener dificultades para aproximar el valor de la integral.

Utilice otras aproximaciones para resolver una integral de la forma

/01 f(z) Ln(x) dz

1. considere la funcién de peso w(x) = —Ln(x) y obtenga una familia de
polinomios ortogonales {1;}!, en [0, 1] respecto de esta funcién de peso,

y a partir de ellos, una formula de integracién numérica.

2. aproxime f(x) por un polinomio de interpolacién y luego utilice el hecho
de que la integral fol x™ Ln(zx) dx se puede obtener de forma exacta, para

obtener una férmula de integracion.

Compare las aproximaciones anteriores con otras férmulas aplicables como las
formulas de Gauss o las féormulas abiertas de Newton-Cotes. Apliquelo para

resolver ejemplos concretos, como fol sen(x) Ln(x) dz.
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Capitulo 5

Ecuaciones en diferencias.

5.1. Generalidades y motivacion.

Las ecuaciones en diferencias apareceran en los temas dedicados a la resoluciéon
numérica de ecuaciones diferenciales, por lo que es conveniente realizar un estudio de
las mismas, y esa es la razén de dedicarles un capitulo. Naturalmente, tienen interés
en si mismas pero quiza su mayor utilidad es que permiten modelizar fenémenos
dinamicos discretos, y en este sentido poseen aplicaciones en el estudio de procesos
econémicos, evolucién de poblaciones, etcétera (recuérdese el famoso problema de

los conejos de Fibonacci).

En estos problemas donde intervienen las ecuaciones en diferencias se analiza
una situacién dada y se expresa el resultado yi., asociado a un entero k 4+ n en
relacién con los resultados asociados a ciertos enteros menores que k + n, es decir,

k.k+1,...,k+n—1, obteniendo asi una relacién de recurrencia.

Definicién 5.1.1 Una ecuacion en la que aparece una funcion desconocida, y, eva-
luada en dos o mds puntos x; se llama una ecuacién en diferencias (o ecuacion
de traslacion) y una sucesion {ygtrez que cumpla la ecuacion se dice que es una

solucién de la ecuacién en diferencias.

Definicién 5.1.2 El orden de una ecuacion en diferencias es la diferencia entre

los valores de dos subindices, el mas grande y el mds pequeno que aparecen en ella.

93
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NOTA. En general, los valores ¥, consideraremos que son ntimeros complejos, y
que la funcién y esta definida sobre un conjunto discreto de argumentos x; donde
ke€Z (obien ke N) .

Ejemplo:

Obtenga las soluciones de la ecuacion yry1 = yi + 1.

Asi, una relacion de la forma
F(yk,ykJrl) = 0, k < Z (51)

se dice que es una ecuacion en diferencias de orden uno, y una sucesion {yx }rez que
cumpla la relacién (5.1) se dice que es una solucion.

O bien, una relacion de la forma

yk+n:F(yk+TL—17"'7yk)7 kEZ

diremos que es una ecuacién en diferencias de orden n.
Ejemplo:
La sucesién y, = n! es una solucién de la ecuacién en diferencias y,11 = (n +

1) y,. Pero también cualquier sucesién de la forma y, = An! es solucion.

La naturaleza de la ecuaciones en diferencias permite que las sucesiones solucion
se calculen de manera recursiva. Asi, dada la ecuacién y, 1 = a,y,+by,, donde {a,}
y {b,} son sucesiones conocidas, si se conoce el valor y; se podran calcular todos
los demas. No obstante, resulta deseable encontrar férmulas cerradas que expresen
el estado y, en términos de k£ y de los valores iniciales. Veremos sin embargo, que

ello no es siempre posible, salvo en casos muy particulares.

Definicién 5.1.3 Para una ecuacion de primer orden un problema de valores
iniciales consiste en encontrar la solucion tal que el primer valor de la misma,
y1, sea un valor dado, que se llama la condicion inicial (como en el caso de las

ecuaciones diferenciales).

En general, para una ecuacién en diferencias de orden n un problema de valores
iniciales necesitara conocer n condiciones iniciales.
Como vemos hay una gran analogia entre la terminologia de las ecuaciones en

diferencias y de las ecuaciones diferenciales. Y también ocurre en las cuestiones



5.1. GENERALIDADES Y MOTIVACION. 95

tedricas.

Asi por ejemplo, para la ecuacién en diferencias lineal homogénea ¥, + a1yn11 +
asy, = 0 si u, ,v, son dos soluciones de la ecuacién entonces la solucion general es
de la forma vy,, = cju,, + cov, donde ¢, co son dos constantes arbitrarias.

O bien se puede aplicar el principio de superposicién (igual que en las ecuaciones
diferenciales ordinarias) para obtener que si ¥y, es una solucién de la ecuacién
Ynao+a1Yni1+ a2y, = by y si yo, es solucion de la ecuacion y,.o0+ a1y, i1+ a2y, = bo
entonces Y1, + Yo €s solucion de y,1o + a1Ypi1 + a2y, = b1 + bs.

Pero, jdonde estén las diferencias?. Veamos un ejemplo.
Ejemplo:

La ecuacién y,+1 = a, Yy, + b, se puede escribir en la forma
Ay, = (an — 1) yn + bn,

utilizando el operador en diferencias progresivas que hemos visto anteriormente.

En general, una ecuacién de orden n puede escribirse utilizando n + 1 términos
consecutivos, Ym, Ymiis- - - Ymin, (NOtese que no importa cémo llamemos a los
subindices), o bien, en términos de y,, y de las diferencias progresivas en ese valor,
AYpm, -, A"y,,. El nombre de ecuaciones en diferencias proviene de esta notacién
aunque no siempre se expresan en esta forma (pueden usarse otros operadores para
tal proposito).

La proposicién que sigue permite expresar los términos ¥,,., utilizando las di-

ferencias progresivas.

Proposicién 5.1.1 El término Yy, con k € N puede ponerse en la forma

Fooe
Ym+k = Z <])A]ym .

J=0

Demostracion
Puede demostrarse por induccion sobre k, pero utilizaremos la teoria de opera-
dores que vimos en el capitulo de la interpolacién, con lo que se obtiene el resultado

de manera inmediata.
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Ym+k = Ekym = (1d+ A)k Ym

k k k
= A AF
(o)t (5) Ao () A
k
- > (5) At o
=0 \J

No obstante, no siempre sera conveniente expresar las ecuaciones con esta nota-
cién. Usualmente se escriben de manera directa en términos de los valores yx, Yg+1, - - --
Ejemplo:

Exprese la sucesion de Fibonacci, dada por

Ym+2 = Ym t Yms1, y1=1,02=1,

utilizando el operador de diferencias progresivas.

Solucién: utilizando la proposicién anterior se puede poner como (A2 + A —
prop p p

1)ym = 0, junto con los valores iniciales.]

5.2. Independencia lineal de funciones.

Definicién 5.2.1 Un conjunto de n funciones, y,(k),...,yn(k), donde k toma va-
lores en un conjunto discreto, se dice que son linealmente dependientes si existen n

constantes Ay, ..., \, no todas nulas de manera que

Si no son linealmente dependientes se dice que son linealmente independientes.

Definicién 5.2.2 El determinante de Casorati de las n funciones anteriores estd da-

do por
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y1(k) y2(k) . Yn (k)
ciy—=| wk+D) 1) pkt 1)
yl(/f+'n—1) yz(k+.n—1) yn(k+.n—1)

Este determinante desempena un importante papel en la independencia lineal,

como se recoge en el siguiente teorema.

Teorema 5.2.1 Dadas n funciones, yi(k),y2(k),...yn(k), se tiene que son lineal-

mente dependientes si y solo si el determinante de Casorati es nulo para toda k.

Demostracion
=) Por ser linealmente dependientes existen constantes Ay, ..., A, no todas nulas
tales que para todo k se tiene

Podemos poner entonces

Mylk+n—1D+--+ X y(k+n—-1) = 0

y procedemos por reduccién al absurdo.
Si hubiera algin valor k tal que C(k) # 0, entonces considerando el sistema
homogéneo anterior con k en lugar de k y siendo las incégnitas A; ..., \,, tendria

la solucién nula

en contradiccién con el hecho de que no todos los A; eran nulos. Asi pues C'(k) =
0 para todo k.
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<) Como C(k) = 0 para todo k el sistema de ecuaciones homogéneo dado por

0

Myrk+n—1) 4+ -+ X y(k+n—1)=0

tiene determinante nulo, y por tanto existe alguna solucién A; ..., A\, no trivial,

y en particular se sigue que y;(k), ..., yn(k) son linealmente dependientes. O

Definicién 5.2.3 Dada la ecuacion en diferencias (lineal homogénea) de orden n

Yman + 01 (M)Ymin-1 + . + an(M)yy, =0

se llama un conjunto fundamental de soluciones a n funciones, yi(k), ..., yn(k),

linealmente independientes que son solucion de la ecuacion.

5.3. Ecuaciones en diferencias lineales.

Las ecuaciones en diferencias que con mas frecuencia se nos presentaran son las

lineales.

Definicién 5.3.1 Se dice que una ecuacion en diferencias de orden n es lineal si

es de la forma

Ym4n T a1 (m)ym—i—n—l +.ooF an(m)ym = b, (5'2)

donde las a1(m), ..., a,(m) son n sucesiones de coeficientes, y by, es el término

no homogéneo o término independiente.

Cuando b, = 0 se dice que la ecuacién es homogénea.
El conjunto de sucesiones de nimeros complejos con las operaciones usuales de
suma de sucesiones y producto por un escalar es un espacio vectorial que denotare-

mos por S. Dada la ecuacién en diferencias lineal de orden n en (5.2) se considera
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el operador lineal £ que transforma cada sucesion {v,,} de S en otra sucesién cuyo

término m-ésimo esta dado por
E(Um) = Um+n “+ aq (m)vm—i—n—l 4+ ...+ an(m)vm

Entonces, si consideramos la ecuaciéon homogénea asociada a la ecuacién en (5.2),
es decir, ponemos b,, = 0, tendremos que las soluciones de esta ecuacién homogénea
son el nicleo de L, el cual constituye un subespacio vectorial de S.

Ejercicio:[lo enunciaremos como un teorema més adelante]

Pruebe que si {v,,} v {un,} son dos soluciones de la ecuacién lineal de orden n

Ym+n +aq (m)mernfl + ...+ an(m)ym = bm

junto con las condiciones iniciales

Y1 = Y105---5Yn = Yno

entonces son iguales. Esto, es, la solucién de un problema de valores iniciales lineal

es unica.

El siguiente teorema nos da la clave para hallar las soluciones de la ecuacion
homogénea.

Teorema 5.3.1 Dada la ecuacion en diferencias de orden n homogénea

Yman + a1(M) Yman_1 + ...+ an(m)ym =0,

y n vectores de dimension n linealmente independientes, las soluciones de la ecua-

cion que los tiene como condiciones iniciales son una base del conjunto de solucio-
nes.

Demostracién

Consideramos n vectores linealmente independientes dados por

{1,921, - 7yn1}T7
(Y12, Y22, - - >yn2}T,

(5.3)
{10 Y2m - Ynn} "
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v {yj1}jen, - - -, {yjn}jen las respectivas soluciones de los problemas de valor ini-
cial que tienen a los vectores anteriores como condiciones iniciales. Estas soluciones

son linealmente independientes, pues cogiendo una combinacién lineal nula

Ay} + o+ A {ynt = {0}

si nos fijamos solamente en las primeras n componentes resulta una combinacion
lineal de los vectores anteriores, y como aquellos eran linealmente independientes,
se sigue que los A\; = 0 para todo 1.

Veamos ahora que cualquier solucién de la ecuacién en diferencias, {u;};en, se
puede escribir como combinacion lineal de las anteriores. El vector formado por los
primeros n términos de {u;} serd combinacién lineal de los vectores en (5.3), luego

existen escalares \; para i = 1,...,n tales que

Pero entonces las sucesiones {u;} y {A\1y;j1+ - Ay y;n} son soluciéon del mismo

problema de valor inicial y por la unicidad han de ser iguales. Esto es,
{uj} ={Myji+-- Anyjn}

para todo 7. 0

Entonces, como las soluciones de la ecuacion homogénea forman un espacio
de dimension n, podremos encontrar todas las soluciones hallando n de ellas que
sean independientes y formando la combinacion lineal. Para comprobar que las
n soluciones son linealmente independientes nos basta con comprobar que los n
vectores de condiciones iniciales lo son.

Ejemplo:

Considere la ecuacién y,.2 = Yy, + ynsr1 v las soluciones correspondientes a los
valores iniciales yo = 0,91 = 1y yo = 1,41 = 0. Verifique que los términos de la
solucion correspondiente a los valores iniciales yy = 2, y; = 3 se obtienen como una

combinacion lineal de los términos de las dos soluciones anteriores.
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Teorema 5.3.2 Dada la ecuacion en diferencias de orden n

Ym+n + al(m) Ym+n—1 +...+ an(m) Ym = bm 5

y n valores ¢y, cy ..., Ccph_1, existe una unica solucion de la ecuacion anterior, yi, tal
que

Yo =Co, Y1 —=¢C ---,Yp—1 —=Cpn—1-
Demostracion

Para m = 0 sustituyendo los valores iniciales dados se obtiene directamente el
valor de y,,
Yn =bo — [a1(0) ¢y + ... + an(0) o] = ¢y .

Para m = 1 sustituimos en la ecuacion los valores dados de yq, ..., y,_1 junto
con el valor de y, que acabamos de obtener. De esta forma se obtiene el valor de

Yn+1,
Ynt1 = b1 — [a1(1) cn + ...+ an(1)ci] .

Y procediendo sucesivamente de esta manera se obtienen todos los términos de

la sucesién solucién. O

Corolario 5.3.1 St una solucion de la ecuacion lineal de orden n homogénea se

anula en n valores consecutivos, entonces es la solucion nula.

Demostraciéon
En efecto, pues procediendo en la forma anterior, sustituyendo hacia delante o

hacia atras se obtiene que todos los términos de la sucesién son nulos. Il

Teorema 5.3.3 Si y1(k),...,yn(k) es un sistema fundamental de soluciones de la
ecuacion lineal homogénea, entonces cualquier otra solucion es combinacion lineal

de aquellas.

Demostracion
Sea y(k) una solucién de la ecuacién lineal homogénea. Por ser y; (k) ..., y,(k)
un sistema fundamental de soluciones, son linealmente independientes y se tiene

que el determinante de Casorati es distinto de cero,
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y1(k) Y2 (k) e Yn(k)
C(k) = Y (k+1) Yok +1) -y (k+1) 20,
y1(k +'n— 1) ya(k —|—.n—1) e yn(k +.n— 1)

y por tanto el sistema lineal

aryi(k) + -+ anyn(k) = yk)

ayi(k+1) 4+ +ayy(k+1) = ylk+1)

apypk+n—1)+ - +a,y(k+n—-1) = ylk+n—1)
tiene una solucion no trivial, aq , ..., ,.

n
Ahora bien, como y(k) y Z a; y; (k) son soluciones de la ecuacién lineal, se tiene
i=1

que
y(k) — Z a; yi (k)

también es soluciéon, y como se anula en n valores consecutivos, ha de ser la

solucion nula, de donde se sigue que
y(k) =Y aigi(k). O
i=1

Ejemplo:
Escriba una ecuacién en diferencias de primer orden que tenga como solucién a

la familia de sucesiones dada por
y, = Ce 28 C constante .

Ejercicio:

Obtenga una ecuacién en diferencias que tenga como soluciones a

yl(k) =1 7y2(k> = 2k7y3(k> = k2 7y4(k) = k* 2",
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[Solucién: si llamamos y(k) a otra solucién, formando el determinante de Caso-

rati de y(k), y1(k), y2(k), y3(k), y4(k) e imponiendo que sea nulo resulta la ecuacién

8y(k) —20y(k+ 1)+ 18y(k +2) — Ty(k+3) +y(k+4)=0. ]

5.4. Solucién general de la ecuacién en diferen-
cias lineal no homogénea.
Teorema 5.4.1 La solucion general de una ecuacion no homogénea
Ymin + 1 (M) Ymn—1 + o+ an(M)Ym = by,

se puede poner como la suma de una solucion particular de la ecuacion no ho-

mogénea mas la solucion general de la ecuacion homogénea.

Demostracién
Es inmediata pues si llamamos {u;} a una solucién particular de la no homogénea

y {v;} ala solucién general de la homogénea, se tiene que

L({u; +v;}) = L({u;}) + L({v;}) = {b;j} + {0} = {b;}. O

5.5. Ecuacién lineal de primer orden.
Consideremos la ecuacion lineal de primer orden homogénea dada por

Yk+1 = Ak Yk -

Podemos poner

Yyr = GoYo

Y2 = G1Y1 = a100Y0

. k—1
Yp = Qp—1°"" QoYo = ( aj) Yo
§=0
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con lo que obtenemos una expresion para la solucion.

Ademas para la ecuacién homogénea se verifica el resultado siguiente.

Proposicién 5.5.1 Siy,(k),y2(k) son dos soluciones de la ecuacion anterior, en-

tonces la combinacion lineal ¢y y1 (k) + ca y2(k) también es solucion.

Demostracion
Basta sustituir z; = ¢;y1(k) + coy2(k) y ver que se cumple la ecuacién en
diferencias. O
Segin vimos anteriormente, la soluciéon de la ecuacién lineal de primer orden
completa
Yk+1 = QY + bp
se obtiene sumando la solucién general de la ecuacion homogénea y una solucion

particular de la no homogénea. A continuacién veremos cémo determinar la solucién

particular en distintas situaciones.

5.6. Meétodo de coeficientes indeterminados pa-
ra la ecuacion lineal de primer orden no ho-

mogénea con coeficiente constante.

1. b(k) es un polinomio de grado 1: yx1 1 —ayr = by + b1 k
Se busca una solucién particular de la forma y,(k) = By + k B;. Sustituyendo

en la ecuacién se obtiene que

B — _ B =+ £1.
7 1-q (1—a)?’ ! 1—a’Sla

Si a = 1 entonces no hay ninguna solucién de la forma indicada, pues
ykJrl_yk:BO+<k+1>Bl—(BO+I{ZBl) :Bl

es constante, luego no puede ser un polinomio de grado 1. Se considera y,(k) =

k(By + k By) y al sustituir en la ecuacién se obtiene que

b b
&z%—g, &zg.
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2. b(k) es un polinomio de grado n: yx1 —ayr =by+ ...+ b, k"

Se procede de forma parecida y se obtiene que

B0+Blk’+—|—Bnk’n, sia#l,

yp(k):
k(Bo+ Bik+---+B,k"), sia=1.

Ejemplo:

Obtenga la solucion general de yxr1 —ay, = b.

Ejemplo:

Obtenga la solucién general de yp1 — v = 3k + 3 k2.

3. b(k) es el producto de un polinomio de grado n por a*:

Urp1 —ayp = (b + bk + ...+ b, k")a”

Se reduce al caso anterior mediante el cambio vy, = o u,. La ecuacién resultante

queda
a

Uk—f—l—ayk;: (bo+b1k+...+b k"),

1
@
y segun el caso anterior la solucién se puede poner en la forma
a"(By+ Bik+ -+ B,k"), sia#a,
yp(k) =
o*k(By+ Bik+--+B,k"), sia=a.

4. b(k) es de la forma:
b(k) = ag cos(w k) + by sen(w k)

En este caso se busca una solucién particular de la forma
yp(k) = A cos(wk) + B sen(w k)
y si alguno de estos sumandos fuera solucion de la homogénea se considera
Yp(k) = k(A cos(w k) + B sen(wk)) .

5. b(k) es de la forma:
b(k) = [Pu(k) cos(w k) + Qn(k) sen(w k)] oF
En este caso, si a # a se busca una solucion particular de la forma

yp(k) = [Pr(kz) cos(w k) + QT(k) sen(wk)| o,
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siendo r = max{n, m}.
Si a = a se busca una solucién particular de la forma

yp(k) =k [ﬁr(k) cos(wk) + Q,(k) sen(wk)| o

5.7. Meétodo de variacion de parametros para la

ecuacion lineal de primer orden.

El método de coeficientes indeterminados visto en el apartado anterior es de
limitada aplicacién. En el caso méas general se utiliza un método parecido al utilizado
en la resolucion de ecuaciones diferenciales, buscando una solucién particular donde
se considera variable la constante de la solucién general de la ecuacion homogénea
asociada.

Dada la ecuacion ygi1 = ag yrp+0br vimos que la solucion general de la homogénea

asociada era de la forma
k—1
ya(k) =C H aj.
Jj=0
Buscaremos entonces una solucién particular de la forma

() = 8 Ty

Sustituyendo la soluciéon particular buscada en la ecuacion resulta

k k-1 k
Ck+1) [Jaj=arCk) [Ja;+bx=Ck) [Ja;+ b
j=0 =0 j=0
de donde se obtiene la ecuacion
b
C(k+1) = C(k) + —— = C(k) + (k).
a;
j=0

Esta ultima ecuacion es una ecuacion lineal de coeficientes constantes, que se
puede abordar utilizando las técnicas ya vistas. O bien se puede proceder recursi-

vamente y poner
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C1) = C(0)+r(0)

C2) = C)+r(1)=C(0)+r(0)+r(1)

Ck) = CO) +7(0) +--+r(k=1) = C(0) + Y _r(i)

con lo que resulta
=l
K3

C(k)=C0)+ > ——.

7=

a;
J=0
Como sélo estamos interesados en una solucién particular podemos tomar C'(0) =

0, con lo que la solucién buscada se puede poner como

up(k) = X_: ibi ﬁGJZE:(ﬁ ai) bi-

§=0 i=0 \j=i+1

§=0
5.8. Ecuacion lineal de coeficientes constantes.

Cuando las sucesiones de coeficientes de la ecuacién lineal son constantes se
habla de ecuacion de coeficientes constantes. En el caso de la ecuacién homogénea
se pueden obtener explicitamente todas las soluciones.

Para una ecuacién en diferencias lineal de orden m homogénea y con coeficientes
constantes

aoYn + 01Yn+1 + - - + AlYntm = 0

se consideran posibles soluciones de la forma y, = 2", y entonces la solucién general

de esta ecuacion se obtiene a partir de la ecuacion caracteristica asociada

ao+a1z+...+a,z" =0.
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De manera que, si z1,29,..., 2, son las m raices distintas de la ecuaciéon carac-

teristica, entonces la solucién de la ecuacion en diferencias resulta ser de la forma
Yn =C1 21 +C22y + ... +cm2,

siendo las ¢; constantes arbitrarias.

Ejemplo:

Considerando de nuevo la ecuacion 4,40 = Y, + Yns1 Se tiene que la ecuacion
caracteristica es 1 + z — 2% = 0 cuyas raices son

14++5 _1-V5

9 ; ) 9 )

1 =

asi que la solucion general es

o= A+ BE = A <1+2‘/5> + B (1_2\/5>

Para obtener una solucion concreta solo es necesario indicar quienes son los

valores iniciales.

5.9. Ecuacién lineal de segundo orden con coefi-

cientes constantes.
En el caso particular de la ecuacion de segundo orden

Ykv2 T a1 Ypr1 + a2y =0
las soluciones de la ecuacién caracteristica 2 4+ a; r + ay = 0 son

—ay £ /a? —4ay
2 )

de manera que hay tres posibilidades.

1. a2 >4ay :

En este caso hay dos soluciones reales, r1, o, y la solucién general de la ecuacion
en diferencias se escribe

Kk k
Yp =C1T] +Cary .
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2. a2 =4day :
Ahora sélo hay una solucién real doble, r. En este caso 7* y k r* son un conjunto

fundamental de soluciones, y la solucion general es
yp =t + ekt

3.a2 <4ay:

Se tienen dos raices complejas, 7 e*?, y un sistema fundamental de soluciones

es el dado por
up = r* cos(k0), vp = ¥ sen(k@) .

La solucion general esta dada por

Yp = C1 UL + Co Vg .

5.10. Meétodo de variacién de parametros para la

ecuacion lineal de orden n.
Conocido un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea

Ym+n + al(m)ym—i-n—l +...+ an(m)ym = Oa

el método de variacion de parametros visto anteriormente también se puede

utilizar para obtener una solucién particular, yp(k), de la ecuacién no homogénea

YUm+n + ay (m)ym+n_1 4+ ...+ an(m)ym = bm .

Si denotamos por y; (k) ..., y,(k) un sistema fundamental de soluciones, busca-

remos funciones C;(k) para que
yp(k) = Ci(k) y1 (k) + Co(k) ya(k) + - - - + Cr(k) yn (k)

sea solucién de la ecuaciéon no homogénea.

Imponiendo que

> ACi(k)yi(k+j)=0, j=1...n-1
i=1
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y sustituyendo los valores resultantes de yp(k),yp(k + 1),...,yp(k +n) en la
ecuacion lineal no homogénea resulta

Z AC;(k)y;(k +n) = b(k).

Se obtiene asi un sistema de ecuaciones lineales en los AC;(k)
ACI(E)y1(k+1)+ -+ AC, (k) yo(k+1) = 0

ACi(K)yi(k+n—1)+-- -+ AC,(k)yo(k+n—-1) = 0

AC (K y1(k +n) + -+ ACu(k) yu(k +n) = bk)

que resuelto, conduce a un sistema lineal de ecuaciones en diferencias de primer
orden, de donde se obtienen las funciones C;(k).

Ejemplo:

Dada la ecuacién 410 — 3yps1 + 2yx = 4F + 3 k2, un sistema fundamental de

soluciones de la ecuaciéon homogénea viene dado por y; (k) = 2% y,(k) = 1.

Se considera una solucién particular de la forma yp(k) = C1(k) 2% + Ca(k) y se
obtiene el sistema

AC (k)28 4+ ACy (k) = 0

AC, (k) 2872 - ACy (k) = 4% + 3 k2

de donde se obtiene que

1
AC (k) = 2143 Ty k2

ACy(k) = —4F —3k2.

Y resolviendo estas iltimas ecuaciones en diferencias se obtienen los valores de

Ci(k) y de Cy(k).
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5.11. Introduccion a los sistemas de ecuaciones

en diferencias lineales.
Un sistema de dos ecuaciones en diferencias lineal se puede expresar en la forma
X(k+1)=A(k)X(k)+ B(k)
donde A(k) es una matriz 2 x 2 de la forma

CLH(]C) a12(l{3)

agl(k) agg(k)

A(k) =

y X (k), B(k) son vectores dados por

(k) by (k)
X(k) = ,  Bk)=
(k) by (k)

Las soluciones de esta ecuacién son pues sucesiones de R2.
Para la ecuacién homogénea, X (k + 1) = A(k)X (k) se tiene que si W (k) y
V (k) son soluciones, entonces cualquier elemento de la familia biparamétrica dada
por
aW(k)+ BV (k)

también es solucién. Ademads la solucién se puede obtener de forma recursiva po-

niendo

X(k) = A(k—1)--- A(0) X(0).

En el caso particular en que la matriz sea constante, A(k) = A, se tiene que la

solucién de la ecuacién homogénea es X (k) = AF X (0).
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Para obtener la potencia de la matriz con més facilidad ponemos X (k) = P Y (k),
siendo P una matriz 2 X 2 no singular. Entonces la ecuacion se puede expresar en

la forma
PY(k+1) = APY(k)
de donde llamando B = P~! A P, resulta
Y(k+1) = P'*APY(k)=BY(k)
y por tanto la solucién es Y (k) = B¥Y(0), es decir,
X(k)=PB*Y(0) = PB* P71 X(0).

Para las matrices 2 x 2 tenemos tres posibles casos segin sean los valores propios.
1. Dos valores propios reales distintos.
Sean Aj, Ay dos valores propios distintos de valores propios v;,vs. Se puede

poner

A=PBP, siendoB:(Al A),
2

y la solucion queda

X(k)y=rP (Alf Ak) Pt X(0).

2

2. Un valor propio doble )\, siendo A no diagonal.

En este caso A es semejante a una matriz B de la forma
Al A 01
B = = + =S+ N,

BFf =S4+ kSFIN = (Ak kAk_l) .

y se tiene que

0 AE

Asi que la solucién se expresa en la forma

DU Dt

X(k)=P (o N

) Pt X(0),
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donde P es la matriz formada por los dos vectores columna Vi, V5, siendo V5
un vector no nulo que no es vector propio de A, y Vi otro vector tal que V; =
(A—MNId) Vs.

3. Dos valores propios complejos conjugados A = a +ib.

PlAP=D= (a b)
b a

siendo P = (Rea(W) 1 mg(W)) donde W es un vector propio de valor propio

En este caso se tiene que

A=a+1ib=rcosf +isenf. Las potencias de B son de la forma

cos® send\ cos(kf)  sen(k)
BF — pk _ ok
—senf cosf —sen(kf) cos(k0)

La solucion se puede poner en la forma

r® cos(kf)  r* sen(kf)
X(k)=P P X(0).
—rk sen(kf) r* cos(k0)

5.12. Actividades complementarias.

» El método de Horner permite obtener el valor de una funcién polinémica en
un punto de una manera eficiente. Consiste en expresar el polinomio en la

forma

et etz [enata . z(c+ze).. )],

con lo cual se requieren n operaciones de adicién/sustraccién y n multipli-
caciones. Obtenga una ecuacién en diferencias junto con un valor inicial de

manera que al aplicar la recurrencia n veces se obtenga el valor del polinomio.
= Dada una ecuacién polinémica

apr" +arz" P+ ... +a,=0,, (a#0),
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que tiene las raices distintas y una raiz tnica de modulo maximo, esta pue-
de calcularse a partir de una ecuacion en diferencias. Podemos considerar la

ecuacion en diferencias de orden n

a0 Ynti + 01 Yntio1 + .-+ anyi =0,, (ap #0),

cuya ecuacion caracteristica es precisamente la ecuacion polinémica anterior.
Entonces, si x1,xs,...,z, son las n raices de la ecuacién caracteristica, y se
verifica que

1] > [a] = - > |

entonces se tiene que
. Yit1
lim

= Y

=T .

Este método se conoce como método de Bernoulli. Estudie su aplicabilidad
para hallar la raiz de menor modulo, o las raices complejas. ;jPodria aplicar-
se para hallar la segunda raiz de médulo mayor, x57. Estudie si los valores
iniciales vg,y1,...,yn_1 pueden elegirse de alguna manera que resulte mas

idonea.
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nes.

[Takahashi, T. : 1990 ]: un libro sobre el particular con aplicaciones diversas.



116 CAPITULO 5. ECUACIONES EN DIFERENCIAS



Capitulo 6

Problemas de valor inicial. El

método de Euler.

6.1. El problema de Cauchy. Planteamiento de la

resolucion numeérica.

Supondremos dada una ecuacién diferencial en forma normal (escalar o vectorial)
junto con una condicién inicial, (problema de valor inicial, P.V.I., o problema

de Cauchy) que tiene una solucién tnica:

y' = f(z,y)

y(wo) = Yo -

(6.1)

Teorema 6.1.1 (Teorema de existencia y unicidad de soluciones): si [ es continua

en {(z,y)|la <x <byy€R"} cona,b finitos y existe una constante L tal que

1f (2, 91) = fa,92)ll < Ll yr — el

para todo x € [a,b] e y1,y2 € R™, entonces para cada xy € [a,b] y cada yo € R™

existe una sola funcién y(z) € Ctla,b] que es solucién del problema de valor inicial

en (6.1).
Demostracién

117
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[ véase Henrici, p. 15 | O

Ejemplo: | solucién tnica |

y'=1-2zy
y(0)=0
22
Ejemplo: [ mds de una solucién, y;(z) =0, yo(z) = Z]

y' =yl

y(0) =0

Ejemplo: [ solucién no acotada, y(z) = tg(r + %)]
y' =1+
y(0) =1

Teorema 6.1.2 (Dependencia continua del valor inicial) En las condiciones del

teorema anterior, si y(x;s) es la solucion del P.V.I. en (6.1) con wvalor inicial

y(xo) = s, entonces para todo x € [a,b] se cumple que
ly(z:s1) = ylasso)l| < [ 51— so| X720

Demostraciéon

| y(z;51) —y(x;82)|] = |!81+/xf(t,y(t;81))dt

(st Sttt )|

< flsi—sall +L / Lyt s1) — y(ts so)ll dt
zo

Si llamamos g(z) a la parte derecha de la desigualdad, se tiene que ¢'(z) =

L y(x;s1) — y(z;s2)||, por lo que podemos poner

9'(x) < Lyg(z).
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L(

Multiplicando esta tltima desigualdad por e~“(#=%0) se obtiene que

a
dx

asi que la funcién decrece, y podemos poner

(g(a:) efL(wfxo)) <0

g(@) e M) < g(ao)

es decir,

L(z—xo —x0)

g(z) < g(xg)e )= | 51— 59| ™

Combinando este tultimo resultado con la desigualdad inicial resulta el enunciado.

NOTA:
Si en el teorema anterior cambiamos y(x; s1) por yi(x; s) e y(z; s9) por yz(x;s),
procediendo de manera parecida, se puede demostrar la unicidad del problema de

valor inicial en (6.1).

OBJETIVO:
Elegido un conjunto de puntos de la forma x, = a + nh,n = 0,..., N siendo
h = (b — a)/N la longitud del paso, que supondremos constante, pretendemos

N

o que aproximen a la solucién y(z) en los

encontrar una sucesién de valores {y,

puntos {z,}»_, (solucién discreta).

Limitacién de los métodos numéricos:

Ademas de exigir que el problema tenga solucién tnica, podemos encontrar
otras dificultades. Si el término e’ (®=%0) del teorema anterior se hace grande, una
resolucion numérica del problema de valor inicial puede propagar los errores de
manera desastrosa amplificados por el factor exponencial.

Ejemplo:
y'=3(y—senz)+cosxz, x€l0,27]

y(0) = s,

Se tiene que

y(z;0) =senx y(r;e) =senx + ee’”
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pero

[y(2me) —y(27;0)| = [e] ° = |¢] 10°.

De manera, que aunque el método numérico fuese exacto, un error inicial de

magnitud 1078 darfa lugar a una solucién incorrecta.

6.2. El método de Euler y el campo de pendien-

tes.

Si interpretamos la solucién del P.V.I. en (6.1) como una funcién cuya grafi-
ca pasa por el punto (zg,yo) y tiene una pendiente igual a f(zo,yo) esto sugiere
una aproximaciéon grafica a la solucion del P.V.I.. Considerando un pequeno inter-
valo [zg,xo + h] y la pendiente en el punto de partida, una solucién aproximada

vendra dada por

Ya(x) = yo + h f (0, y0)

y si h es suficientemente pequeno esta solucién no deberia alejarse mucho de la
solucién exacta y(x), puesto que localmente la recta tangente esta cerca de la curva.
Repitiendo el proceso a lo largo del intervalo de integracién se obtiene una solucién
discreta del problema
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Campo de pendientes iy = y + 2.

6.3. El método de Euler.

Desarrollando y(x,, + h) en serie de Taylor en torno a z,, resulta:
2

h
Y(zn +h) = y(zn) + hy'(z,) + ) y" (&) & € (Tn, 20 +h).

Sustituyendo los valores y(x,, + h),y(z,) por sus aproximaciones numéricas,
teniendo en cuenta la ecuacién diferencial en (6.1), y despreciando el término de

error se obtiene el Método de Euler:

Yn+1 = Yn + hf(‘rna yn) .

Geométricamente y,,,1 se obtiene cortando la recta que pasa por el punto (z,, y,)

y que tiene pendiente y’(x,) con la recta vertical que pasa por z, 1.



122 CAPITULO 6. P.V.I. Y EL METODO DE EULER

Hay otras formas de obtener el método, a partir de la aproximacion de la deri-

vada, o de la integral.

Ejemplo:

Apliquese el método de Euler para obtener la solucién en [0, 5] del problema

y'=1-2zxy
y(0) =0

Ejemplo:

Apliquese el método de Euler para obtener en [0, 1] la solucién del problema

Ejemplo:

Apliquese el método de Euler para obtener en [0, 1'2] la solucién del problema
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Interpretacion grafica del Método de Euler
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6.4. Estudio de los errores.

En general, un método numérico de un paso para resolver el P.V.I. en (6.1)

se puede escribir por medio de la ecuacién en diferencias

Yn+1 = Un +h (I)f(yn; i h) )

donde ® es una funcién continua que depende de las variables a través de f.
El error global del método en cada nodo de la red se define como la diferencia

entre el valor real y el valor aproximado,
dp =y(xp) —Yn, n=0,1,...,N.
El error de truncamiento local en el intervalo [z, z,41] se define como

€n = y<xn+1) - [y(xn) +h (I)f(y(xn>§ Ln, h)] .

Una medida de lo ajustado de la aproximacion numérica obtenida nos la da el
mayor error cometido
max Tp) — .
mis [[y(e) ~ vl

Definicién 6.4.1 Se dice que el método numérico es convergente de orden p si

para todo P.V.1. como en (6.1) con solucion suficientemente regular, se tiene que

max || y(zn) = yall = O(h")

1<n<N

para h — 07 suponiendo que ||y(zo) — yo|| = O(hP).

Los errores locales del método de Euler estan dados por
en = Y(@nt1) = Y(@n) — h f(2n, y(2n)) ,

lo cual se puede expresar en la forma

Y(ni1) = y(@n) + b f(2n, y(z0)) + €0,

asi que e, se puede interpretar como el error con que la solucion tedrica satisface
la ecuacién aproximada de Euler (también se llama error de discretizacion), es

decir, lo que le falta a la solucion tedrica para satisfacer la ecuacion del método.
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En el caso del método de Euler, desarrollando por Taylor en el punto x, y

teniendo en cuenta la ecuacién diferencial podemos poner

Yonn) =yl +hy'(e) + oy ()
= () 4B yle) + oy ()

asi que el error de truncamiento local verifica
2

h
lenll < = K,
2

siendo K = miéx |y"(z)].
z€[z0,zN]

Ejemplo:
Resuelva en [0, 1] utilizando el método de Euler con tamano de paso h = 0,25 el

problema

y compare el error real con la estimacion tedrica sabiendo que la solucion exacta

es y(r) =

1+

6.5. Analisis de la convergencia del método de

Euler.

Teorema 6.5.1 (Cota del error global) Para el método de Euler se verifica que

IN—T c TN—T
ly(n) = yall < Y77y (o) — woll + o (Y70 F =1) b,

siendo C' = max ]Hy”(x)H y L > 0 una constante de Lipschitz para f(z,y)

T€[T0, TN
con respecto a y.



126 CAPITULO 6. P.V.I. Y EL METODO DE EULER

Demostracion
Por Taylor se tiene que
h2
1!
y<xn+1) = y(xn) + h f(xna y(-rn)) + 7 ) (én) ) gn S (l’n, Ty + h) .
Restando a esta ecuacién la ecuacion del método resulta

h2
ldni]l < lidall + R Lldall + = C.

Utilizando repetidamente esta desigualdad se llega a que

h2

ldoll < (A+hL)"||do +[1+RL)" " +...4+(1+hL)+1] 5 C
Ch
= (1+hL)”Hd0|l+ﬁ[(1+hL)”—1].

Teniendo en cuenta la desigualdad 1 + x < e® para x > 0, resulta

Ch
nhlL nhlL
HdnH < e ]|d0]|+—2 (e —1)
Ch
xnN—x0) L zN—x0) L
< elzn—o) Hd0|’+2_(e(N 0) _1)_ O

Corolario 6.5.1 El método de Euler es convergente de orden uno siempre que sea
do = €y — O(h)
Ejemplo:

Aplique el método de Euler para resolver el problema

y'(x)==z,  y(0)=0

en el intervalo [0, zy].
Si tomamos como valor de arranque para el método, yy = 0, y siendo z; = j h,

tenemos que
1. = Yothz=0
Yo = y1+hz =h°
Yys = y2+hx2:h2(1+2)

Yn = h2(1+...+<n—1)):h2@.
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Entonces podemos poner,

y como la solucién exacta del problema es y(z) = x?/2 finalmente se tiene

h _il?Nh

1r<na<>§v||y($n) yn| 1<n<N )

De manera que el error global tiende a cero cuando h — 07, pero lo hace de
manera proporcional a h y no a h? asi que el método no puede tener orden mayor

que 1.

6.6. Efecto de los errores de redondeo en el méto-
do de Euler.

Los valores ¥, del método de Euler no se pueden calcular de manera exacta
debido a los errores cometidos al efectuar las operaciones. Si llamamos 4, , n =

0,1,..., N alos valores realmente calculados, se verifica el siguiente teorema.
Teorema 6.6.1 Siendo

Yo = Yo + wo
(6.2)
U1 = Un + b f(Tn, Un) + Wna
los wvalores calculados con el método de Euler para un P.V.I. como en (6.1) con

N h = xn — g, entonces existen constantes Ky y Ko que dependen de la constante

de Lipschitz L de f y de la longitud del intervalo de integracion, tales que

Kapn() < mix, 17— onll < Kiow(e)

siendo pn(w) = max HZ%H

0<n<N
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Demostraciéon
Sean §; = 9, —vy; v A; = f(x;,9;) — f(z;,y;). Restando la identidad en (6.2) de

la ecuacién del método de Euler resulta

dp = wo
5n+1:5n+hAn+wn+1, n:(],,N—l (63)

Utilizando estas igualdades repetidamente se obtiene que

n—1 n
5n:hZAj+ZWj,
j=0 j=0

de donde se sigue que, siendo L la constante de Lipschitz de f(z,y) respecto de

Y, se tiene la acotacion

n—1 n
16ull < BL Y NG+ 11D wsl- (6.4)
j=0 7=0

Utilizando esta desigualdad obtendremos las cotas requeridas. Por un lado se

tiene que

16n] < (1+hL)" mix HZ%H

< max_ || Z%II
0<n<N

— elzn—20)

b omax | Z%H

con lo que tenemos la primera acotacién tomando K, = e~ —%0) L

A partir de (6.4) también se sigue que

n n—1

> 4 Jl — .

Jndx [l > max I3 O%H h 0 1Al
j: ]:

n—1
> on(w)—hL Y15
7=0

> - 4 ,
> ¢n(w) —hLN max 5],
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de donde se sigue la segunda acotaciéon tomando

R 1
 hLN L(zy—x0)

K

6.7. Acotacién del error global en el método de

Euler.

Si se considera que los errores de redondeo w; estan acotados por w, entonces se

puede escribir

, ~ TN — Zo
OgLagN W —ynl| < K (N+ 1) w=Kjw ( . + 1)

Por otro lado, a partir del hecho de que el método de Euler es de orden uno,

podemos poner

] - <
i ly(an) = onll < Koo

para cierta constante K.
Entonces, para los errores globales, a partir de las desigualdades anteriores se

obtiene que

3 5 < < . , =~
OgaécNHy(xn) Unl < Og?llaé(NHy(wn) yn||+0ga§N||yn Unl

IN — Zo
< Ksh+Kiw|———+1
h
A pesar de que la expresion tedrica del error nos pudiera indicar que haciendo
h — 0 podriamos conseguir que el error se haga tan pequeno como se quiera, la
expresion anterior, que incluye los efectos del redondeo, nos indica que no es asi,
y de hecho si se toma h muy pequeno los errores de redondeo predominaran sobre
los de discretizacion y hardn que la aproximacién sea peor aunque tengamos un

nimero de pasos mayor.
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6.8. Comportamiento asintético del error global.

El proceso de extrapolacion de Richardson permite mejorar ciertas aproxima-
ciones cuando se dispone de un desarrollo asintotico. Supongamos ahora que f €
C? [xg, zn] y por tanto y(x) € CP! [y, xx]; en estas condiciones es inmediato ob-

servar que el error local admite un desarrollo en serie de la forma

h R he hrtt
- - =P
€n = Q!y (*Tn)+ 3'y (xn)—i_"'—i_p!y ($n>+(p_'_1>'

yp+1)(xn +6,h)

con 6, € (0,1).
Para los errores globales en el método de Euler, bajo ciertas condiciones de

diferenciabilidad se tiene un desarrollo de la forma
d, = h(z,) + O(hQ)

cuyo interés reside en que permite la aplicacién del proceso de extrapolacién de
Richardson para obtener una soluciéon de mayor orden. Este resultado se expresa en

forma de teorema :

Teorema 6.8.1 Sea la solucion y(z) € C3*[xg,xn]| del problema de wvalor inicial
en (6.1) y supongamos que f,,(x,y) es continua y acotada, siendo el error inicial

do = Yo h con 1y independiente de h . Entonces se tiene que
dj = hy(x;) + O(h*) para j=0,1,...,N,

donde ¥ (x) es la solucion del problema

dqflf) = fy(z,y(z))¢(z) + %y"(fﬂ) . Wl(wo) = .
Demostracion

A partir del método de Euler

Ynt1 = Yn + D f(xna yn) )
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y de la férmula del error de truncamiento,

Y(@ni1) = y(@n) + h f(2n, y(zn)) + en,

restando ambas se tiene

dn—H - dn + h [f(xm y(‘rn) - f(xm yn)] +én
= dn+ hdy fy(zn, y(zn) + dndn) + en
= dn [1 +h fy(xn: y(xn) + ¢n dn)] +én

- dn an +en
donde en virtud de las hipétesis a,, se puede poner como

a, = 1+ hfy(xmy(xn) + ¢ dy)
= L4 h fy(@n,y(zn)) + I foy(Tn, y(zn) + 6, dn) n dy

siendo 0 < ¢y, ¢, < 1.

Por otro lado podemos poner

en = Y(@n11) —y(wn) —h f(n, y(zn))

h
= 5 y”(xn + 0y, h)

2
h? h?
= 5 y"(xn) + 5 y"(x, + 6, h)0,h,

siendo 0 < 6,0, < 1.
Sustituyendo las expresiones anteriores de «, y de e, en d,y; y teniendo en
cuenta que el método es de orden 1 y por tanto |d,,| = O(h), resulta
h2
dusr = dy [L4+ D fy(@n, y(2a))] + D O(d3) + -y (20) + RO(R)
2

= [t By ()] + ) + OR).

Ademas, como 1) es solucion de la ecuacién diferencial del enunciado podemos
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poner
h2
V(@n1) = P(zn) + h¢/<xn) + B) w//@;n + ¢n h)
1

= Pl@n) +h | fy (@ y(@n))d(2n) + 59" (20)

h2
+7 ¢//(xn + ©n h)

= (o) [+ b fy (o ylaa))] + 5y ) + O(2),

siendo 0 < ¢, < 1.
Si ahora llamamos §,, = d,, — h(z,), a partir de la expresiones anteriores de

dpi1 y de ¥(z,41) podemos poner

5n+1 - dn—H - h¢(mn+1)
= [L+hfy(zn,y(za))] 6. + O(R%)

y siendo K una cota de la |f,| resulta
16ns1] < (1 +RK) |5, +O(h?).

Aplicando reiteradamente esta ultima féormula se tiene la acotacion

0, < Q+REK)" 0|+ [1+REK)" "+ -+ (1+hK)+1] OK?)
(I+hK)"—1

= (14+hK)"|
(14 B ) 6] +

O(h?).

Pero segtn la eleccién del valor inicial en el P.V.I. del enunciado se tiene que

0o = 0 y por tanto
(I+hK)"—1

2
5l < S Low)
ehKn_l
< h?
< S rou)
eK(zN—xo)_l

= — % O(h?) = O(h?),

de donde se concluye. U
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6.9. Método de Euler y extrapolacion de Richard-

SOIl.

Si consideramos un punto genérico z, = xo+ nh y se introduce la notacién
Yn = yn(z,) para indicar la dependencia de la solucién numérica del tamano del
paso, el resultado del teorema anterior al utilizar el método de Euler dos veces, con

pasos h y 2h respectivamente, permite poner
Y(@n) = yn(@n) = ht(z,) + O(h?),

) — ynyalea) = 5 () + O0F)

y restando a la segunda igualdad multiplicada por 2 la primera, resulta
Y(xn) = [2un2(2n) — yn(xn)] = O(K?),
con lo cual, tomando el valor
Un = 2Uns2(Tn) — Yn(zn)

como aproximacién de y(x,) obtenemos que esta aproximacién mejora en un

orden.

Ejemplo:
Utilice el método de Euler junto con la extrapolacion de Richardson para resolver

en el intervalo [0, 2] el problema

y'(x) = —2xy(x)®,  y(0) =10

y observe la mejora que se produce en el error.

6.10. Actividades complementarias.

» Sea [ = fxggN f(z)dx y Sy la suma inferior de Riemann para f correspon-

diente a la particién zo < 1 < ... < xy con x, =x9+hn,n=1,..., N,
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siendo h = (xy—x¢)/N. Pruebe a partir del método de Euler que Sy converge

a I en el sentido de que 1lim |I — Sy| = 0.
h—>01

Dado el problema

cuya solucién es

pruebe que el método de Euler es convergente para este problema y obtenga

una estimacion del error que se comete.

El método de Euler se puede se puede obtener a partir de la formula

w0 =yl + [ " () de,

donde para calcular la integral se utiliza la férmula del rectangulo izquier-
do. Considere otras formulas de cuadratura y en consecuencia, obtenga otros
métodos numeéricos para resolver un P.V.I., que pueden considerarse variantes
del método de Euler.

Aplique el método de Euler para resolver el problema
y'=y(l-y), zel0b]
y<0) =%,

para distintos valores de 1y, y del punto final del intervalo de integracién, b.
.Se puede resolver bien el problema mediante el método de Euler indepen-

dientemente del valor inicial yq elegido?.

6.11. Bibliografia.

Bibliografia basica.
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