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1. Agradecimientos

Esta tesis se ha elaborado como consecuencia de una propuesta
realizada por uno de los directores de la misma, el Dr. D. Félix Redondo
Quintela. Dificilmente yo hubiera podido pensar en un tema tan tedrico,
que requiere conocimientos claros y extensos de muy diversas materias;
desde luego de Electricidad, de Teoria de Circuitos, de Matemadticas, e
incluso de Filosofia de la Ciencia. Por eso mi actitud inicial fue de cierto
reparo, pues temia no poder estar a la altura del trabajo que se me pedia.
Sin embargo, la insistencia del Director y la seguridad de su permanente
asistencia fueron animdndome a iniciar los preliminares. También las
razones que me fueron expuestas reiteradamente: que él crefa necesaria la
redaccién de una teoria formal de las redes de Kirchhoff; que, si no era con
una tesis, no se haria nunca; y que yo era la persona mds indicada para
hacerla, pues es un tema que conozco bien y con el que he tenido contacto

desde hace tiempo.

En el mismo momento en que acepté el trabajo trazamos las lineas
bdsicas de actuacién, que consistieron en que irfamos elaborando
conjuntamente un esquema muy claro de los objetivos; que habia que
dividir esos objetivos en tareas muy concretas que yo irfa ejecutando, y
que, en la redaccién de la tesis, yo debia contar con su revision
permanente, linea a linea, sobre todo en las definiciones y en los

enunciados de los teoremas, asi como en la estructura formal.

A los pocos dias ya estdbamos trabajando en la elaboraciéon de un
articulo sobre Redes de Kirchhoff, en cuya redaccién en inglés colaboré
intensamente. A la vez se me encomendaron otros tres cometidos en los
que comencé a trabajar también de inmediato. El primero fue la bisqueda
de todos los libros posibles, principalmente en espafiol e inglés, cuya
informacién pudiera encontrar por Internet y por otros medios, y cuyo

contenido fuera, en todo o en parte importante, el de la materia de Teoria
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de Circuitos o Teoria de Redes Eléctricas. Debia averiguar de cudles de
ellos habia ejemplares en bibliotecas accesibles para ser consultados,
principalmente en las de la Universidad de Salamanca o en las bibliotecas
de otras universidades o institutos de investigacién espafioles, para poder
disponer de ellos por el servicio de préstamos. También debia obtener
informacién para tratar de adquirir los mds interesantes que no se

pudieran ver de otra manera.

La segunda tarea encomendada fue seleccionar aquellos libros cuyo
contenido tuviera una tendencia al formalismo, o que manifestaran una

cierta preocupacién por el rigor.

Y la tercera, buscar las definiciones de los conceptos mds comunes de
teoria de circuitos que dan los autores de los libros seleccionados, asf como
los enunciados de los teoremas, y comentar la forma en que realizan sus
demostraciones y deducciones. También explorar esas definiciones y
teoremas en Internet, utilizando principalmente herramientas selectivas
como Google Académico y Google-Biisqueda de libros, y seleccionar los que

pudieran tener interés para nuestro trabajo.

Realmente estas tres ultimas tareas citadas no han cesado durante
todo el tiempo que ha durado el trabajo que ha conducido a esta tesis. El
resto de ese trabajo ha consistido en ir construyendo sobre lo hecho
anteriormente, hasta llegar al final. En todo momento he tenido claro mi
cometido inmediato. La valoracién y la selecciéon de los resultados
parciales, por infimos que fueran, la redaccién final de cada definicién, de
cada pérrafo, casi la eleccién de cada palabra, han sido realizados también
de inmediato, cada semana, de forma que las correcciones, las redacciones,
se han ido produciendo paso a paso, casi linea a linea, tal como yo
pretendia, pues esa es la inica forma de que mi esfuerzo valiera para algo
en una tarea como la de esta tesis. Siempre, por tanto, he tenido la
sensacion de ir trabajando sobre seguro, sin el temor tan frecuente de que

lo que se hace no valga para el fin que se pretende.
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esta tesis no se hubiera realizado.
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esta tesis, de la que también es director, teniéndolo al lado, digo, se tiene la

sensacion de que, efectivamente, no existen dificultades.
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2. Introduccion

Mi primer contacto con la expresién ‘Redes de Kirchhoff” se produjo
mucho antes de que yo pudiera comprender el concepto que esas palabras
designan. En concreto cuando, en 1999, el Dr. D. Félix Redondo Quintela
ultimaba la redaccién de la primera edicién del libro de titulo Redes
Eléctricas de Kirchhoff [1]. Me pidié entonces que disefara la portada, con
la tnica condicién de que aparecieran siete puentes, como alusién a los
siete puentes de Kdenigsberg. Yo hice algo mds: respeté el orden y
emplazamiento relativo en que efectivamente esos puentes fueron
construidos originalmente. Ese libro fue posteriormente uno de mis textos
para la asignatura de Teorfa de Circuitos en los estudios de Ingenieria
Industrial. En esa asignatura tomé de nuevo contacto con la expresién
Redes de Kirchhoff, y en ella conoci por primera vez el significado de esas

palabras y el contenido de lo que expresan, el concepto de red de
Kirchhoff.

De nuevo en 2005 disefié la portada para la segunda edicién del
mismo libro [2], edicién revisada y muy ampliada. El motivo fueron, de
nuevo, los siete puentes de Kdenigsberg. Pero ahora realicé el trabajo con
mayor conocimiento, con conciencia de su significado y de su importancia.
Esos puentes habian sido la razén por la que Leonhard Euler [3] escribid,
en 1736, su famoso articulo “Los puentes de Koenigsberg” [4], en el que
demostraba que no habia solucién para el problema planteado como
pasatiempo por los habitantes de esa ciudad: pretendian partir de un
punto y retornar a él después de cruzar una sola vez todos los puentes.

Ese articulo es considerado por algunos el origen de la topologia [5].

La razén para hacer aparecer los puentes de Koenigsberg en la
portada de los dos libros citados -lo supe cuando estudié la asignatura de
Teoria de Circuitos- era insistir en la conveniencia y en la utilidad de que

las dos leyes de Kirchhoff sean consideradas como relaciones topoldgicas
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mds que como propiedades de las intensidades y de las tensiones
eléctricas. Intensificando el enfoque topolégico es més fdcil identificar las
consecuencias que derivan solo de las dos leyes, y se convierten asi en una
herramienta mucho mds eficaz para el estudio de diferentes y muy
diversos sistemas, no solo para el estudio de las redes eléctricas. Se amplia
considerablemente su alcance de esta manera, incluso dentro de la propia

Teoria de Circuitos.

También para la docencia este enfoque tiene particular interés. En
primer lugar porque, sin incremento de esfuerzo, se ofrece a los
estudiantes una dimensiéon muy amplia de una teoria que hasta ahora solo
se enseflaba para ser aplicada a las redes eléctricas. Ademds, permite
justificar con claridad y con sencillez algunos procedimientos de anélisis
cuya justificacién no suele aparecer en los textos o aparece de forma muy

confusa.

Y ya en los inicios de esta tesis, uno de mis primeros trabajos
consistié en ordenar las ideas fundamentales del tema de que trata, y
colaborar como coautora en la confeccién y redacciéon del articulo “A
General approach to Kirchhoff’'s Laws” [6], en el que se expone una
sintesis de esas ideas. Este articulo es la primera publicacién importante
fruto de esta tesis, pero también se puede considerar como su justificacién,
pues la aceptacién del articulo por IEEE (Institute of Electrical and
Electronic Engineers) hizo renacer con gran intensidad la ilusién para
seguir con esta investigacién. Su inclusién para ser publicado en IEEE
Transactions on Education, se puede considerar, ademds, una
confirmacién de la utilidad docente que el enfoque exclusivamente

topolégico de las dos leyes de Kirchhoff puede ofrecer.

Por tanto, el tema del trabajo que he acometido, del que esta
memoria es fruto, no era, ni mucho menos, ajeno a mi, sino todo lo
contrario. Haber profundizado en él, y haber ayudado, quiz4, al desarrollo
de una idea que es totalmente original del Dr. Redondo Quintela, me llena

de orgullo y también de agradecimiento.



3. Objetivos

El punto de partida para este trabajo estd insinuado por primera vez
en el prélogo del libro Redes Eléctricas de Kirchhoff [1], y estd expresado
de forma mds amplia y clara en el prélogo de la segunda edicién de ese
mismo libro [2]. En los dos prélogos se manifiesta que las leyes de
Kirchhoff pueden servir como tnicos axiomas de la Teorfa de Circuitos,
que aqui se prefiere llamar Teoria de Redes Eléctricas [2], [7]. Se dice,
ademds, que es posible construir una teoria abstracta, que puede ser
llamada Teoria de Redes de Kirchhoff, independiente de cualquier sistema
fisico concreto. En ambos libros ya se incluye un importante avance de esa

teoria.

Una Teoria de Redes de Kirchhoff resultarfa ttil porque identificarfa
inequivocamente las propiedades que derivan solo de las leyes de
Kirchhoff. Independizar esas propiedades de cualquier variable fisica o
sistema fisico concreto permite identificar claramente otros sistemas,
distintos de las redes eléctricas, a los que las dos leyes de Kirchhoff
pueden aplicarse. La consecuencia es la unificacién de los procedimientos
de andlisis de todos esos sistemas, que ahora se consideran por separado
[6], con la consecuente mejora de los rendimientos de la docencia y el
aprendizaje, ya que con el mismo esfuerzo se alcanza un conocimiento
fundamental mucho mds amplio, que puede servir de apoyo a muchas
mds materias posteriores aparentemente independientes unas de otras.
Ademds se dotaria de mayor rigor a una teoria, la Teorfa de Redes
Eléctricas, para cuya construcciéon es habitual recurrir a muy diversas
fuentes, incluidas las ideas intuitivas, y de cuyos conceptos, algunos de
uso habitual, no siempre existe definiciéon precisa. Estas son las ideas

bésicas que inspiran el trabajo desarrollado, cuyo resultado es esta tesis.

El objetivo general ha sido, por tanto, el que expresa el titulo:

elaborar una teoria formal de Redes de Kirchhoff. Para ello se ha tomado
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como tnico axioma una definicién precisa de Red de Kirchhoff, que
incluye las dos leyes de Kirchhoff. Que se parta de ese axioma
inequivocamente identificado para construir la teorfa, significa que para la
deduccién de los teoremas de la teoria, para la construccién de la teoria
completa, no se recurre a ley o principio fisico alguno, sino que solo se

deducen propiedades que derivan de las dos leyes de Kirchhoff.

La elaboracién de la teoria ha requerido definiciones claras de
muchos conceptos, algunos pocos nuevos, y la mayoria conceptos de uso
habitual. En este tltimo caso se han comparado nuestras definiciones con
las de otros autores, cuando las incluyen, y se comentan las razones para

la eleccién de las definiciones preferidas.

Lo mismo se ha hecho para los enunciados y las demostraciones de
los teoremas. Algunos son propios de nuestra teoria, pero muchos forman
ya parte de la teoria de redes eléctricas. En este dltimo caso siempre se
comentan las razones por las que se prefieren unos u otros enunciados, o

unas u otras demostraciones.

Como se verd, este trabajo de contraste es una parte muy extensa de
esta tesis. Incluso el trabajo real de bisqueda y de comparacién con las
publicaciones de todos los autores consultados ha sido mucho mds amplio
del que se refleja en este texto; porque esa parte se ha resumido mucho en
la redaccién final, ya que incluir todas las diversas formas y orientaciones
de las definiciones y teoremas de la bibliografia revisada, y los
comentarios, matices y observaciones que sugieren, habria convertido esta
memoria en un documento demasiado amplio y, por ello, quizd menos
atractivo y menos util, ademds de haber podido ocultar el objetivo
principal, que es el de elaboracién de una teorfa formal de Redes de
Kirchhoff.

Pero ese trabajo de contraste ha sido también orientado de una forma
concreta. Se ha tratado con €l de revisar la mayor parte de la bibliografia
existente relacionada con los Circuitos Eléctricos o con la Teoria de las

Redes Eléctricas desde que ese cuerpo de conocimiento surgié con nitidez,
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momento que puede situarse en la mitad del siglo XX. Se ha procurado
que toda esa bibliografia aparezca incluida en las referencias. Se pretende
dar asf una idea histérica de la formacién y evolucién de los conceptos.
También, a veces de sus origenes. En ocasiones, junto a referencias de los
primeros afios, se incluyen referencias actuales; pero si el concepto no ha
evolucionado en la bibliograffa, solo se citan algunas referencias iniciales,
en algunos casos con el claro fin de hacer aparecer el libro o el documento
en la lista de referencias, para que la bibliografia refleje lo mejor posible la

evolucién de esta parte del conocimiento.

La forma de incluir en esta memoria los comentarios que suscitan las
comparaciones con otros autores ha sido por medio de notas a pie de
pdgina. Se ha elegido ese procedimiento después de pensar e incluso
ensayar algunos otros métodos. Al final se ha preferido este porque, con

él, el comentario se ofrece justo donde estd la causa que lo origina.

Esta disposicién tiene sin duda el inconveniente del gran espacio que
ocupan las notas. En algunas pdginas parecen incluso mds importantes
que el texto principal. No obstante ese inconveniente disminuye si se
asume que el andlisis de lo que dicen otros autores, y su contraste con lo

que aqui se hace es también parte importante de esta tesis.

Se inicia el estudio con el capitulo 4, de titulo “De la Electricidad a la
Teoria de Circuitos”, en el que se resume la génesis de la parte de la
Electricidad que hoy se conoce como Teoria de Circuitos, citando las
aportaciones cientificas mds importantes que dieron lugar a su progresivo

surgimiento.

El capitulo 5, “Teoria axiomdtica”, resume lo que hoy se entiende por
axioma, e incluye una sintesis de la evolucion histérica de ese concepto. El
fin principal del capitulo es mostrar lo que se entiende por teoria
axiomadtica, para tratar de servir de explicacién de lo que se pretende hacer

en esta tesis.

El capitulo 6, “Redes”, es ya la primera parte de la teoria formal que

se pretende construir. Se dedica a la definicién formal de red y de las
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partes que puedan ser identificadas en una red y que sean ttiles para la

teoria que se construye.

El capitulo 7, cuyo titulo es “Intensidades de Kirchhoff”, define lo
que se entiende por intensidad de Kirchhoff, concepto que es ya exclusivo
de la Teoria de Redes de Kirchhoff y parte fundamental de esa teoria. A
partir de este capitulo, los siguientes, hasta el 17, también se dedican el

desarrollo formal de la teoria.

A lo largo de la tesis se van identificando variables que cumplen
alguna de las leyes de Kirchhoff y que, por tanto, cumplen todas las
propiedades que derivan de ella. También se identifican sistemas que
pueden ser descritos por medio de redes de Kirchhoff. Algunos de esos
sistemas se usan a lo largo de diferentes capitulos de la tesis como
ejemplos continuados de sistemas distintos de las redes eléctricas que

pueden ser descritos por medio de redes de Kirchhoff.



4. De la Electricidad a la Teoria de
Circuitos

El proceso que condujo a que la Teoria de Circuitos fuera
progresivamente considerada una disciplina independiente de la
Electricidad fue muy dilatado. Ese proceso se desarrolla paralelo al
surgimiento de otras partes de la Electricidad, como el Electromagnetismo,

Maéquinas Eléctricas y Transporte de Energia Eléctrica.

El inicio del camino hacia la Teoria de Circuitos podria situarse en
1827, cuando Georg Simon Ohm publica su libro Die galvanische Kette,
mathematisch bearbeitet, en el que da cuenta de la ley que lleva su nombre,
la ley de Ohm [8]. Es el primer intento para tratar de establecer relaciones
matemadticas entre las variables eléctricas, en este caso entre la tensién y la

intensidad.

En 1845 Gustav Robert Kirchhoff da a conocer sus dos leyes,
llamadas hoy primera ley de Kirchhoff o de las corrientes, y segunda ley
de Kirchhoff o de las tensiones [9]. Son un paso de gigante, pues la

aplicacién de esas leyes es muy general.
La publicacién del teorema de Thévenin se produce en 1883 [10].

El método de andlisis para las redes sinusoidales que hoy se llama
método fasorial, fue presentado por Steinmetz en el International
Electrical Congress de 1893, y posteriormente en su libro Theory and
Calculation of Alternating Current Phenomena, publicado en 1897, del que
Ernst]. Berg fue coautor [11].

Hasta 1926 no cita Norton, de pasada, en un informe técnico, lo que
hoy es conocido como teorema de Norton [12], que realmente es el dual

del teorema de Thévenin.
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En 1952 se produce una aportacién, también de gran importancia,

que es el teorema de Tellegen [13].

Algunas de estas aportaciones fueron asimiladas por la comunidad
eléctrica mds rdpidamente que otras. Principalmente en aquellas en las que
no es necesario un conocimiento amplio de matemadticas la asimilacién fue
rdpida. Este es el caso, desde luego, de la ley de Ohm', de las leyes de
Kirchhoff, y también, hasta cierto punto, del teorema de Thévenin; pero no
ocurri6 asf con el andlisis fasorial ideado por Steinmetz. De hecho, su libro
citado arriba, en el que desarrolla el procedimiento, fue escasamente leido,
a pesar de que, como es bien conocido, el andlisis fasorial simplifica
espectacularmente el andlisis de las redes sinusoidales, llamadas también
redes de corriente alterna. Hoy, sin embargo, el método fasorial es el
método casi exclusivamente utilizado para el andlisis de las redes

sinusoidales®.

A pesar de que estas aportaciones iban incrementando la parte de la
Electricidad que hoy se conoce como Teoria de Circuitos, durante mucho
tiempo la separacién entre las diferentes disciplinas eléctricas no existi6é de
hecho o era muy confusa. En la ensefianza de la ingenieria espafiola, por
ejemplo, las asignaturas cldsicas de electricidad eran antes de 1964
Electricidad y Magnetismo, Electrotecnia, y Electrénica [14]. La ley de

Ohm era explicada como parte de la Electricidad, y también se inclufan en

' Una vez que la ley de Ohm fue aceptada, su incorporacién al

conocimiento eléctrico fue rdpida, aunque esa aceptacién tardé en producirse

[34].

?> La incorporacion de las nuevas aportaciones al conocimiento comun del

grupo cientifico correspondiente a una materia, dista mucho de ser rdpida y
general, incluso de aquellas partes que parecen ser esenciales. En la actualidad,
por ejemplo, hay libros de texto que no incluyen en su contenido el teorema de
Tellegen ni sus consecuencias [23], [31], [64], cuando ese teorema parece ser un
instrumento imprescindible para la comprensién de las relaciones de potencia en

las redes eléctricas.
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esta materia las dos leyes de Kirchhoff. A partir de ellas se presentaban los
métodos generales de andlisis de redes eléctricas, conocidos como método
de las mallas y método de los nudos. El método de las mallas servia para
la escritura de los sistemas de ecuaciones que proporcionaban como
soluciones las intensidades de las mallas. De esas intensidades derivan las
intensidades de todas las ramas de la red. El método de los potenciales de
nudo proporcionaba el sistema de ecuaciones cuyas soluciones son los
potenciales de los nudos, de los que derivan todas las tensiones de la red.
Con la solucién de esas ecuaciones se daban por resueltas las redes y
terminaba el Andlisis de Redes o Teoria de Circuitos. De hecho, las tinicas
consecuencias de las dos leyes de Kirchhoff eran los dos métodos

generales de andlisis citados, el de las mallas y el de los nudos [15].

Pero en los planes de estudio de 1964 [16], ademds de una asignatura
con el nombre de Electricidad, que inclufa también el Magnetismo, se
incorpord para los ingenieros técnicos en electricidad una asignatura con
el nombre de Teorfa de Circuitos y Electrometria. Era la primera vez que
se incorporaba a un plan de estudios de Espafia una asignatura con el
nombre de Teorfa de Circuitos. La Electrometria era realmente un afiadido
incomodo, y asi fue tratado, en general, por los profesores, que no

dedicaban tiempo a su explicacion o, si lo hacian, era muy escaso [17].

Por entonces la Teoria de Circuitos ya habia aparecido en Estados
Unidos con ese mismo nombre, Circuit Theory. Uno de los primeros libros
de texto con ese titulo fue el de Guillemin, Introductory Circuit Theory, que
se publicé en Estados Unidos en 1953 [18]. De él la editorial Reverté, S. A.
obtuvo la versién espafiola, que aparecié en 1959 con el titulo Introduccién

a la Teoria de Circuitos [19].

La materia de Teoria de Circuitos se formo con la reunién de parte de
los conocimientos que se han citado, ordenados de forma diversa, segin
los autores. Se incorporaron también algunos otros temas que podrian ser
considerados laterales o complementarios, como el andlisis por medio del

método simbdlico, 0 método operacional, creado por Heaviside [20] para
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el andlisis de redes eléctricas’. Este método de Heaviside fue el precursor

del andlisis de Laplace [21] y de otros métodos operacionales.

También se incorporé a la Teoria de Circuitos el que hoy se conoce
como andlisis fasorial para las redes sinusoidales o redes de corriente

alterna, que Steinmetz habia creado en 1893 [11].

Como parte del tema de las redes sinusoidales es frecuente incluir
hoy también los sistemas polifdsicos, en especial los trifdsicos, que también
suelen formar parte de los libros de texto de Teoria de Circuitos, en
especial los dirigidos a los estudios de ingenieria eléctrica [2], [17], [22],
[23].

Pero la Teoria de Circuitos nunca se ha presentado como una teoria
axiomdtica, en el sentido de enunciar con claridad sus axiomas y, solo de
ellos, deducir los teoremas que constituyen la teorfa; sino mas bien se trata
de un conjunto de conclusiones a las que se llega desde puntos de partida
diferentes, sin excluir las deducciones mds o menos intuitivas. A la vez
que esto ocurre, o, quizd porque ocurre, en algunos libros de texto se
observa una cierta btisqueda de coherencia cientifica, que se manifiesta, en
unos casos, en un intento de relacionar unas conclusiones con otras, y en
otros, de tratar de fundamentarlas en principios fisicos, con frecuencia de
forma poco precisa. Las dos leyes de Kirchhoff no son ajenas a intentos de

esta tltima clase. Por ejemplo, la primera se suele relacionar con claridad

> Heaviside sustitufa el simbolo d/dt de derivada respecto al tiempo que

aparecia en las férmulas por una p, y se dio cuenta de que se llegaba a muchos
resultados correctos si se operaba con esa p como si fuera una variable algebraica.
Esa era toda la justificacion del método: que funcionaba si se operaba con p
como con cualquier otra variable. Por eso el método se llamé método operacional.
Y por eso también parece que recibié criticas por los mds ortodoxos, que le
acusaban de “resolver por procedimientos incorrectos lo que se podia resolver

correctamente” [65]. Es muy citada la frase con la que se dice que él respondia:

“No dejaré de comer por no entender el proceso de la digestién” [66].
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con la conservacién de la carga, y la segunda con la conservacién de la
energia, aunque en este dltimo caso, con cierta confusién [23]. Estos
intentos podrian interpretarse como indicios de cierta insatisfaccién de
algunos autores ante la forma de organizacién de la teorfa y, quizd, como

busquedas de un més sélido apoyo formal o cientifico de sus conclusiones.

Junto a estos intentos, se notan carencias sorprendentes, como es el
caso del teorema de Tellegen, que se dio a conocer en 1952. Su importancia
es fundamental, pues es un teorema clave para la construccién de la Teoria
de Redes Eléctricas, resultando imprescindible para el estudio de las
relaciones de potencia. Pues bien, muchos libros de Teoria de Circuitos,

incluso recientes, no citan ese teorema [22], [23].

La sensacién, pues, es que, como ya se ha dicho, la Teoria de
Circuitos sigue pareciendo estar formada por varias partes no

suficientemente conexas, mds que como una teoria l6gicamente elaborada.






5. Teoria axiomatica

El método axiomdtico es la forma mds perfecta de organizar el
conocimiento [2], [24]. Las partes del conocimiento organizadas segun el

método axiomatico se llaman teorias axiométicas.

Aunque una teoria axiomdtica puede tener, en principio, diversos
grados de formalismo, diversos grados de precisién ordenada de su
exposicion, todas las teorias formales son teorias axiomadticas. De hecho, la
mayor parte de las veces se identifican los dos conceptos: teoria formal y

teoria axiomatica.

La elaboraciéon de una teorfa axiomdtica comienza por la eleccién de
los axiomas. Solo a partir de los axiomas, por medio de la ldgica, se
deducen otras proposiciones, que se llaman teoremas. También se pueden
deducir teoremas a partir de otros teoremas ya deducidos de los axiomas.
A medida que se deducen nuevos teoremas pueden también definirse
conceptos nuevos. Los axiomas, los teoremas deducidos de los axiomas o
de otros teoremas deducidos de los axiomas, y las definiciones de los
nuevos conceptos constituyen la teorfa. Por tanto, los axiomas son el
principio, el comienzo de la teorfa, y todo nuevo conocimiento que forme
parte de esa teoria se deduce solo de ellos. Eso equivale a decir que en los
axiomas de una teoria estd realmente contenida toda la teoria. La
construccién de esa teoria consiste en poner de manifiesto, de forma

explicita, todo lo que pueda ser deducido de los axiomas.

Antes del siglo XIX, el conocimiento, sobre todo el conocimiento
cientifico, se identificaba con el conocimiento de la realidad [2]. Por eso,
antes del siglo XIX la palabra axioma significaba “proposicién tan clara y
evidente que se admite sin necesidad de demostracién”. Esta acepcién
sigue vigente en el Diccionario de la Real Academia Espaifiola [25] y en
otros diccionarios [26], y es utilizada por el lenguaje comun. Hasta el siglo

XIX fue el tnico significado de axioma. Solo cuando comenzaron a surgir
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dudas sobre la posibilidad de conocer “lo real”, e incluso sobre el propio
significado de “real”, se cambid esa acepciéon por una de pretensiones
mucho mds humildes: los axiomas de una teoria son un conjunto de
proposiciones compatibles entre si a partir de las cuales se deduce todo el
conocimiento que constituye esa teoria [2]. Importa poco para la teoria si las
proposiciones son verdaderas o falsas en el sentido de coincidir o no con la
realidad. La teoria deduce proposiciones que se cumplen si los axiomas se
cumplen. En el grado en que los axiomas se aproximen a la realidad,
cualquiera que sea el significado de la palabra realidad, la teorfa también
se aproximard a esa realidad. Por ejemplo, la ley de Coulomb puede ser
considerada el axioma de la Electrostdtica. Solo en el grado en que las
fuerzas entre cargas puntuales sean inversamente proporcionales al
cuadrado de la distancia entre ellas la teoria se aproximard a la realidad.
Esa aproximacién es, sin duda, importante para describir o no la realidad
por medio de la Electrostética, pero carece de importancia para la teoria en
si, cuyas proposiciones se cumplen en un mundo en el que se cumpla la
ley de Coulomb [2]. De hecho resulta imposible saber si una teoria
describe absolutamente la realidad, pues es del todo imposible saber si los
axiomas son enunciados exactos de algo que ocurre o solo aproximaciones
de ese algo que ocurre. Es imposible saber, por ejemplo si el exponente de
la distancia entre las cargas de la ley de Coulomb es realmente un 2 o una
cantidad muy aproximada a 2, a no ser que ese dos fuera consecuencia
légica de otro axioma anterior, que, a su vez, seria del todo imposible

contrastar absolutamente con la realidad. Es imposible saber si el valor de
la constante de Coulomb k; para el vacio es exactamente el que se utiliza

habitualmente, o si la ley de Coulomb se cumple para todo rango de

* La revista Investigacién y Ciencia de junio de 2002, pagina 5, publica una

encuesta de Robert P. Crease, contestada por fisicos, sobre ‘cosas reales’. Los
resultados muestran la falta de acuerdo sobre lo que significa ‘real’: el 50% dice
que los colores son reales, de los nimeros reales lo dice el 63%, el 43% de los

nimeros imaginarios y de la masa el 76% [2].
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distancias, etc. Comentarios parecidos pueden expresarse respecto a la ley
de Newton y a la constante de gravitacién, y respecto a los axiomas de
cualquier otra teorfa que pretenda describir la realidad. Es decir, de lo
unico de lo que se puede estar seguro es de lo que se deduce de los
axiomas, pero nunca se puede estar seguro de que esos axiomas coincidan

exactamente con la realidad.

Que los axiomas sean compatibles entre si significa que no deben ser
contradictorios, condicién necesaria para que sea posible la deduccién de

la teoria.

No obstante, aqui se preferird una interpretacion ligeramente
diferente del concepto de axioma. Se trata de considerar los axiomas de
una teorfa como definiciones de los objetos cuyo estudio es el fin de la
teorfa [2]. Asi resulta que la teoria es, realmente, el conjunto de
propiedades del objeto o de los objetos definidos por los axiomas,
deducidas esas propiedades solo de esos axiomas, es decir, deducidas esas
propiedades de las definiciones de esos objetos’. Asi, la ley de Coulomb
puede ser interpretada como la definicién de carga eléctrica puntual en
reposo: los objetos puntuales que se atraigan o se repelan con una fuerza
dada por la Ley de Coulomb son cargas puntuales. La Electrostatica seria
entonces el conjunto de propiedades de las cargas puntuales en reposo

deducidas de la definicién.

Esta acepcién parece identificar cualquier definicién con un axioma.
Y de hecho asi es en cualquier teoria, pues, definido cualquier nuevo

concepto de una teoria, a partir de su definicién se deduce la teoria del

* Incluso, para ser mds precisos, convendria hacer notar que la definicién, el

axioma, crea el concepto en el sentido de que lo tinico que se utilizard para la
obtencion de propiedades del objeto, lo tnico que se utilizard para la
construcciéon de la teorfa, es lo que se diga en la definicién, en el axioma. De
nuevo hay que decir que importa poco para la construccién de la teoria si ya
existia otro concepto igual o parecido al creado por la definicién. Lo dnico que

vale para la teoria es la definicién.
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concepto definido. Por ejemplo, en el desarrollo de la Electrostatica surgen
diversas definiciones, como por ejemplo, la del campo eléctrico, la del
potencial eléctrico y otras. A partir de la definicién de campo eléctrico
comienzan a deducirse propiedades del campo eléctrico; a partir de la
definicién de potencial eléctrico se deducen las propiedades de potencial
eléctrico. La definicién de campo eléctrico y las propiedades deducidas de
ella forman la teorfa del campo eléctrico, y lo mismo para el potencial. Por
tanto, no parece que haya diferencia entre unas definiciones y otras, no
parece que haya diferencia entre los axiomas de una teorfa y otras
definiciones. Toda definicién puede ser tomada como axioma para la
teoria que se ocupa del objeto definido. A lo sumo, la diferencia entre los
axiomas de una teorfa y otras definiciones de esa teoria es que los axiomas
son las definiciones primeras de la teoria, las otras vienen después y sirven

como axiomas de teorias parciales contenidas en la teoria general.

En esta memoria se utilizard el concepto de axioma en la forma
expuesta al final, es decir, axiomas son las definiciones de los objetos cuyas
propiedades constituyen una teoria. Como se verd, el axioma de la teoria de
las redes de Kirchhoff es la definicién de red de Kirchhoff. Aunque, para
definir el concepto de red de Kirchhoff, serd necesario definir primero el
concepto de red y descubrir las propiedades de las redes y de sus partes;
es decir, se desarrollard una teoria previa de redes. Después, solo a partir
de la definicion de Red de Kirchhoff, se construird toda la Teoria de las
Redes de Kirchhoff por medio de la légica. No se utilizard para la
construccién de esa teorfa ninguna ley o teorema no deducidos de la
definicién de red de Kirchhoff. Asi, la Teoria de las Redes de Kirchhoff
resulta ser un conjunto ordenado de propiedades de las redes de
Kirchhoff. La Teoria de las Redes Eléctricas, més conocida como Teoria de
Circuitos, resultard un caso particular de la Teoria de las Redes de

Kirchhoff, pero no el tnico.



6. Redes

Este capitulo se dedica a elaborar una definicién formal de red, a
identificar y a definir partes de las redes, y a encontrar propiedades de las
redes y de esas partes. Para ello se han teniendo en cuenta las
contribuciones de los autores que se han ocupado de este tema y las ideas

comtnmente aceptadas sobre los conceptos que se tratan’.

Tres son las caracteristicas mds importantes que se pretenden para
las definiciones aqui propuestas. a) Que sean definiciones exclusivamente
topoldgicas, para que el correspondiente concepto sea el mds amplio
posible. Desde luego, la definicién de red debe incluir la idea intuitiva que
se tiene de red en general, la idea que se tiene de cualquier red como
conjunto de ramas y de nudos. Por esta razén no han sido utilizados
conceptos eléctricos en estas definiciones, pues, de hacerlo, las
definiciones obtenidas quedarian limitadas a las redes eléctricas
exclusivamente’. b) Que las definiciones de red y las definiciones de las

partes de la red que sean de interés, abarquen totalmente el

®Se ha tenido en cuenta también la Teoria de Grafos [27], de la que se toman
muchos conceptos y nombres, como hace, en general, la parte de la Teoria de
Circuitos que se conoce como Topologia de Redes [7], [28]. No obstante la teoria
de redes que aqui se expone es especifica para el fin que se pretende, que es la
elaboracién de una Teoria de Redes de Kirchhoff, por lo que algunos conceptos y,
por tanto, algunas definiciones difieren de sus correspondientes de Teoria de

Grafos.

7 En [2] se dan algunas definiciones de caracteristicas parecidas a las que se
dan en esta tesis. Pero el resto de los autores que se ocupan de dar definiciones
de redes se refieren exclusivamente a redes eléctricas, por lo que es frecuente que
sus definiciones utilicen simultdneamente propiedades topolégicas y
propiedades eléctricas [19], [22], [23], [29], [30], [31], [32].
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correspondiente concepto eléctrico como caso particular. ¢) Que las
definiciones que aqui se propongan puedan servir para la teorfa formal de
las Redes de Kirchhoff que se pretende elaborar. Es decir, al elegir las
definiciones, se ha de pensar permanentemente en la teoria general que se
elabora, para conseguir la imprescindible coherencia entre todas sus partes

y la utilidad de cada parte respecto al resto.

6.1. Ramas

Rama.- Si R es un conjunto de pares ordenados de componentes desiguales
tal que, si ((x, B) es un elemento de R, ocurre que ( ﬁ,a) también es un elemento
de R, entonces cada elemento (o, B) de R se llama rama de extremos o y JB,y

R se llama conjunto de ramas.

De forma mds resumida, se llama conjunto de ramas a cada conjunto R

de pares ordenados tal que (o, f) € R = [(ﬁ,a) eER y a# [3]

En general, en un par (j,k), j se llama primera componente y k

segunda componente de ese par.

De los pares ordenados (j,k) y (k,j) en los que la primera
componente de cada par es la segunda del otro se dird aqui que son pares

opuestos. Por eso, la rama ( ﬁ,a) se llama rama opuesta de la rama ((x, B)S.

® La definicién propuesta parece ser la definicién de rama mds general
posible, pues incluye cualquier concepto intuitivo de rama, no solo las ramas de
las redes eléctricas. En efecto, toda rama tiene dos extremos a y B, y esos

extremos son inseparables. Esta es la tinica propiedad que parece caracterizar a

todas las ramas, que sus dos extremos no pueden separarse mientras la rama

existe: si las componentes del par (a, ﬁ) son extremos de una rama, también las

componentes del par ( [3,06) lo son de otra, que es su opuesta. Por eso, al definir

“rama” como el par ordenado de sus extremos, se ha de exigir que si los
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elementos del par (a,ﬁ) son extremos de una rama, también los elementos del
par ([3,06) lo sean de otra, que es su opuesta: si el par (a,ﬁ) estd en el conjunto
R, —si estad la rama (a, ﬁ)—, debe estar también el par ( [3,06), —debe estar la rama
(ﬁ,OC)—. Por tanto, un conjunto de pares ordenados de componentes desiguales

en el que (a, ﬁ) sea elemento de ese conjunto y ( [3,06) no lo sea, no puede ser un
conjunto de ramas. Por el contrario, cualquier conjunto R de pares ordenados de
componentes desiguales en el que ocurre que (&, 3)eR=(B,a)eR es un
conjunto de ramas.

En [2] se da una definicién de rama parecida a la que se da en esta tesis, pero
contenida en la definicién de red. Otras definiciones encontradas tanto de rama
como de nudo son definiciones intuitivas del estilo de “A junction in which two
or more elements have a common conection is called a node”, y “A branch is a
path that conects two nodes” [22]. Otros autores no dan ninguna definicién de

rama ni de nudo. Parecen utilizar esos conceptos apoyados tinicamente en la idea

intuitiva que el lector puede tener de ellos [18].

El diccionario de IEEE [32] da diversas definiciones de rama segun los
campos del conocimiento a que se refiera. Una de estas definiciones estd referida
al “(network analysis)”, para el que da la siguiente definiciéon: “branch: A line
segment joining two nodes, or joining one node to itself”.

Noétese que la definiciéon de rama que se da en esta tesis distingue entre la
rama (a, ﬁ) y su opuesta, la rama (ﬁ,a). Maids adelante se volvera sobre esta
distincion.

Decir de las ramas (e, 8) y ( ﬁ,a) que son opuestas es conveniente, como se

verd, para el resto de la teorfa. Sin embargo ese calificativo no aparece en la

bibliografia general.
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Cada rama se representa por un segmento de linea. Los extremos del

segmento representan los extremos de la rama. La figura 1 representa la

rama ((x,ﬁ) y su opuesta, la rama (ﬁ,a)g.
@ ——F8
Fig. 1.- Rama (a, B) y su opuesta la rama (8, ).

Como se ve, la definicién de rama excluye del conjunto R los pares

de componentes iguales, tal como el par (o, &) .

Conjunto bésico de ramas orientadas.- R es conjunto bdsico de ramas

orientadas del conjunto de ramas R si cada rama de R o su opuesta estdn en R’,

pero sien R’ estd una rama de R no estd su opuesta.

Es decir, para obtener R’ se parte de R, y del conjunto de una rama

y su opuesta se excluye una de las dos. El resultado es un conjunto que
tiene la mitad de ramas que R y en el que no hay ninguna rama que sea

opuesta de otra rama de R’.

’ Es conveniente hacer notar que la figura 1 representa tinicamente dos
ramas, la rama (o, f8) y su opuesta la rama (f,c). Esa representacién puede
hacerse por cualquiera de los infinitos segmento de linea de extremos o y f3.
Cualquiera de ellos representa esas dos ramas. O sea, dos 0 mds segmentos de
extremos o/ y B no representan a dos o mds ramas de extremos ¢ y 3, sino ala

Unica rama que tiene esos extremos. En otras palabras, la rama (a,ﬁ) es Unica,

pues es el par ordenado (a,ﬁ).

19 Como se verd mds adelante, esta exclusién no impedird que en una red
existan ramas que se cierren sobre si mismas. Mds precisamente, la parte de la
definicién de rama del Diccionario de IEEE [32] citada en una nota anterior “...or

joining one node to itself” no quedard excluida de nuestra definicién.
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R’ resulta un conjunto menor que R, pero que, en la préactica, tiene
la misma informacién que R, pues R se obtiene de R’ afiadiendo la rama

opuesta de cada rama de R’

6.2. Redes

Red.- Sea R un conjunto de ramas, E el conjunto de los extremos de las

ramas de R, y f una aplicacion suprayectiva de E en un conjunto N. El trio

(R,N,f) se llama red™.

' Referirse a este subconjunto R’ es conveniente para atender la préctica
habitual de tratar como una tinica rama a una rama y a su opuesta. Mds adelante

se volvera sobre esta cuestion.

2 En [2] se da una definicién de red parecida a la que se da en esta tesis.
Otros autores dan definiciones solo de ‘red eléctrica” similares a esta: “An electric
circuit or electric network is an interconnection of electrical elements linked
together in a closed path so that an electric current may continously flow” [22].
La letra negrita para ‘electric circuit’ es del autor citado. Con ella parece dar a
entender que, aunque utiliza ‘electric circuit’ y ‘electric network’ como

sinénimos, prefiere “electric circuit’.

En general las definiciones “intuitivas” de red eléctrica son las tinicas que
aparecen en la bibliograffa, incluso en aquellos textos que muestran mayor
preocupacion por el rigor, como, por ejemplo Basic Circuit Theory de Desoer [29].
Este texto atribuye también el mismo significado a ‘circuito eléctrico” y a ‘red
eléctrica’ (pdgina 381), aunque a continuacién se pretende una distincién bastante
confusa, pareciendo atribuir a ‘red” el significado de circuito mas complejo, mds

extenso (“a network is a circuit with many elements”).

Como se verd, en esta tesis se distingue inequivocamente entre ‘red” y
‘circuito’. El lenguaje comun espafiol y el comtn inglés, y algunos autores

también lo hacen [2].

Otros autores parecen aceptar que todos los lectores saben lo que se entiende

por red, o que, al menos, tienen una idea intuitiva de red. Por ejemplo, el libro
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Los elemento de N se llaman nudos de la red, y cada elemento (A, B)

de N? es, por tanto, un par de nudos de la red®.

Introductory Circuit Theory de Guillemin [18], [19] comienza su primer capitulo

clasificando las redes sin haberse referido a ellas previamente.

El diccionario de IEEE (Institute of Electrical and Electronics Engineers) [32]
da como definicién general de red la siguiente: “network. A combination of
elements or devices”, y después da otras definiciones para redes concretas, entre
ellas la que se refiere a “distribution of electric energy”: “An aggregation of

interconnected conductors consisting of feeders, mains, and services”.

Y Algunos traductores traducen al espafiol la palabra inglesa ‘node’ como
“nodo” [33]. Por ejemplo, “Nodo: Un punto en el que se unen dos o mds
elementos del circuito” y “Rama: Camino que conecta dos nodos” [23]. Desde
luego que la palabra espafiola ‘nudo” proviene de la latina ‘nodus, -us’, de donde
también procede la palabra inglesa “node” [26]; pero esa no parece ser razén
suficiente para preferir ‘nodo’ a ‘nudo’. “Nudo” es mucho mds apropiada por ser
una palabra mds descriptiva del concepto y del objeto —sobre todo del objeto
real- a que se refiere. Hablar de nodos de carreteras, de nodos de una red de

pescar o de nodos de una red eléctrica parece extrafio, si no rebuscado.

En la dltima edicién, la vigésimo segunda, del Diccionario la Real Academia
Espafiola, a la palabra nodo no se le atribuye el significado de nudo de una red.
Pero en el avance de la ediciéon siguiente, la vigésima tercera, que la Real
Academia ofrece en Internet, se incluye una nueva definicién de nodo, algo
confusa, que podria identificarse con nudo de una red. Esa definicién es la
siguiente: “nodo. En un esquema o representacion grdfica en forma de arbol,
cada uno de los puntos de origen de las distintas ramificaciones”. Como los
arboles de cada red interconectan todos los nudos de esa red, parece que todos
los nudos de una red, por ser nudos de cualquier drbol de esa red, son nodos
segun esa definicién. En cualquier caso, en esta tesis se seguird hablando de

nudos de una red.

El diccionario de IEEE [32] da diferentes definiciones de nudo. La que se
refiere a “(network analysis)”, que es la primera, dice: “node: One of the set of

discrete points in a flow graph”.
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Cada elemento (Oc, ﬁ)eR es una rama de la red. Si ((x, B) es una
rama, y f(a)=Ay f(B)=B,losnudos A y B se llaman terminales de la

rama (o, 3). De una rama de terminales A y B se dice que une o conecta

los nudos A y B, o que parte o sale de A y llega a B. Si a un nudo llega una
rama, de ese nudo parte la rama opuesta. Por tanto, el ntimero de ramas

que llegan a cada nudo es el mismo que el nimero de las que parten de él.

En la representacion de una red los nudos se representan por puntos
y cada rama se representa por un segmento de linea cuyos extremos

coinciden con los nudos que sean sus terminales (fig. 2).

La aplicacién f asigna un nudo a cada extremo de las ramas, es
decir, determina a qué nudo se conecta cada extremo de las ramas. Por
tanto, los mismos conjuntos de ramas y nudos pueden formar diferentes
redes. O sea, si R y N estdn fijados, es f la que determina la red

resultante de esos dos conjuntos de ramas y nudos (fig. 2).

Notese también que la definicién de red que se ha dado permite
asignar el mismo nudo a dos o mds extremos de ramas, y, en particular, se
puede asignar el mismo nudo a los dos extremos de una rama, tal como
ocurre a la rama 2 en la red de la figura 2b. De una rama asf se dice que

estéd cerrada sobre si misma.

Por tanto, se llama rama cerrada sobre st misma a una rama en la que el

terminal de uno de sus extremos es el mismo que el terminal de su otro extremo™.

La rama 2 de la figura 2b es una rama cerrada sobre si misma: sus

dos extremos tienen como terminal el nudo E.

4 De esta manera quedan incluidas, como se dijo, las ramas a que se refiere

el Diccionario de IEEE con la expresion “...or joining one node to itself” [32].
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a) b)

1 2

13 £ 2

C C

Fig. 2.- Las dos redes de esta figura tienen el mismo conjunto R
de ramas y el mismo conjunto N de nudos, pero son redes
distintas porque hay ramas que tienen como terminales en una
red nudos distintos que en la otra; es decir, la red de la figura

2a, que serd designada por (R, N,fa) es distinta de la red
(R, N,fb) de la figura 2b porque las aplicaciones f, y f;, son

diferentes.
La exigencia de que f sea suprayectiva elimina la posibilidad de que

haya nudos de una red que no sean terminales de alguna rama. En otras
palabras, un punto al que no llega ninguna rama de una red no es nudo de

esa red.

Como se ha dicho, de la definicién de rama se deduce que si
(OC, ﬁ) € R, también ([3,05) € R, por lo que, si R es un conjunto finito, su

cardinal es un ntimero natural par, que se designara por 2r.

Si N es un conjunto finito, su cardinal es un ntimero natural que se

designard por n,.
Por tanto, la red (R,N, f) tiene 2r ramasy n, nudos.

En Teoria de Circuitos y en Electrotecnia el nombre ‘rama’ se emplea
con dos significados distintos, aunque esta distincién no se haga casi
nunca explicita. Un significado es el que se le ha atribuido hasta ahora en
este texto, que distingue entre una rama y su opuesta; y otro el que
designa al conjunto formado por una rama y su opuesta, sin distinguirlas.
En general, se suele confiar en que el contexto aclare cudl de esos
significados se utiliza en cada caso. Por ejemplo, cuando se dice que la

intensidad de una rama de una red eléctrica es 5 A, el significado de rama

que ha de suponerse es el que distingue entre una rama y su opuesta, pues
la rama opuesta a la citada no tiene por intensidad 5 A sino -5 A (menos

cinco amperios). Pero cuando se habla del ntimero de las ramas de una
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red, el significado de rama no distingue entre una rama y su opuesta,
considera al conjunto de las dos una sola rama. Este es el significado de la
palabra ‘ramas’ cuando se dice de las redes de la figura 2 que tienen seis

ramas y cinco nudos cada una.

Para evitar toda ambigiiedad, cuando sea necesario se utilizard en
esta tesis la expresién rama orientada para designar cada una de las 2r
ramas de la red tal como aqui se han definido®, y rama no orientada para
designar el conjunto formado por una rama y su opuesta. Por tanto, si el
numero de ramas orientadas de una red es el ntimero par 2r, el de ramas

no orientadas es el ndmero natural 7.

Cada conjunto bésico de ramas orientadas de un red tiene también r

ramas.

El nombre de rama, sin ningan calificativo, seguird significando en
esta tesis lo mismo que hasta ahora, es decir, rama orientada, o elemento de
R.

4 — s

Fig. 3.- Rama aislada es una red que solo consta de una rama no
orientada y un par de nudos, que son sus terminales.

Rama aislada.- Rama aislada es una red que solo consta de una rama y su

opuesta, y sus dos terminales.

a) b) C) A
A B P
c - 2
1 2 G 1 -
B
D
£ C D C
Fig. 4.- Redes.

"> Se verd que referirse a ramas orientadas elimina toda ambigiiedad sobre

los sentidos de las intensidades y de las tensiones.
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Una vez que las ramas forman parte de una red, no suelen ser ya
identificadas por sus extremos -letras griegas en este texto-. Si dos nudos
son terminales de una sola rama, ese par ordenado de nudos suele
utilizarse para identificar esa rama. Asf, en la red de la figura 4a las ramas
AB, BA y ED quedan identificadas sin ambigiiedad por sus terminales.
Pero si un par de nudos estd conectado por dos o mds ramas, tal como el
par de nudos AF en la figura 4a, cada rama que une esos dos nudos no
puede ser identificada solo por esos dos nudos. Una forma habitual de
identificar estas ramas en las redes eléctricas, que se utilizard aqui, es
afiadir a cada rama una identificacion adicional, ademds de la
proporcionada por sus terminales, como, por ejemplo, AF1 y AF2 en la
figura 4a. De esa forma quedan inequivocamente identificadas cada rama
y su opuesta. Por ejemplo, en la figura 4a, FA1 es la rama opuesta de AF1'".
Otro procedimiento es identificar solo las ramas de un conjunto bdsico de
ramas orientadas de la red. Se hace por medio de flechas situadas sobre el
segmento que representa cada rama y su opuesta, y con nimeros o letras,
como se hace en la figura 5. En la red 5a, larama 1 esla DA, y la rama 8
es la EC. Las ramas designadas mediante flechas y nimeros en esa red
forman un conjunto bdsico de ramas orientadas. En la red 5b la rama 4 es

la DC,ylarama f esla EA. También en esta figura las ramas designadas

mediante letras mindsculas y flechas forman un conjunto bdsico de ramas

orientadas de la red.

' Ahora se ve que en la definicién de red es necesario considerar por
separado los extremos de las ramas, que son pares de elementos de R -
designados por letras del alfabeto griego—, de los pares de elementos de N, que
son los pares de nudos, pues, aunque en una red cada extremo de una rama
coincide siempre con un nudo, dos nudos pueden ser a la vez terminales de
varias ramas, por lo que, en general, un par de nudos puede no ser suficiente
para identificar una rama. Ademds, los extremos de una rama pueden ser

conectados a nudos distintos para formar redes distintas.
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a) 4 2 B A p g b
6 Vi
7 f
1 E 3 4 E c
5 e
8 Vi
D ) c D 7 c

Fig. 5.- a) Ramas designadas por flechas y ntimeros. b) Ramas
designadas por flechas y letras.

Una red eléctrica [22], [29], una red de pescar y una red de carreteras

son realizaciones de la red formalmente definida aqui.

6.3. Red canodnica de un conjunto de nudos
Dado un conjunto N, designemos por I el conjunto de los pares de N

que tienen sus componentes iguales, es decir, [ = {(a, a) / aeN } . Entonces

el conjunto N 2_] esun conjunto de ramas". El conjunto de los extremos

de las ramas de N? -1 es N.
Sea ahora f una aplicacién tal que la imagen de cada extremo de las
ramas de N2—-1 es él mismo, es decir, f(A) =A VAeN. La red

(N 2_ LN, f ) tiene por nudos los extremos de las ramas. La llamaremos

red canénica del conjunto de nudos N.

7 Dicho de otra manera, si de cualquier conjunto de pares ordenados se
eliminan los pares cuyas componentes son iguales, el conjunto de pares
resultante es un conjunto de ramas. Esta afirmacion es cierta cualquiera que sea
el conjunto N. La tnica particularidad de este caso es que N va a ser también el

conjunto de nudos de la red.
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D C

Fig. 6.- Red canénica de cuatro nudos.

Una caracteristica de esta red es que todo par de nudos es una rama
y solo una, cosa que no ocurre en otras redes, en las que puede haber

pares de nudos que no estén unidos por ninguna rama o por mds de una.

6.4. Interseccion de redes

Interseccién de redes.- Sean (erNlr fl) y (RZ,NZ, fz) dos redes,

R=R{nRy y N=N;NnN,. Si fl_l(A)zfz_l(A) VAeN, entonces la red
(R,N) con la restriccién de f; y f, a los extremos de las ramas de R se llama

interseccion de las redes (erNlrfl) y (Rz,Nz,fz).

D Py B
1l 2 E 3 {3
D ~ c D ~ c

Fig. 7 - La interseccién de estas dos redes estd formada por
todos los nudos y todas las ramas excepto las que conectan los
nudos Ay D.

O sea, la intersecciéon de dos redes es el conjunto de ramas y nudos

comunes a las dos redes con la misma posicién relativa entre ellos.

La interseccion de las dos redes de la figura 7 son todos los nudos y

todas las ramas excepto las ramas de terminales A y D.

De dos redes que no tienen ninguna rama ni ningtn par de nudos

comunes se dice que su interseccién es vacia.



6. Redes 47

6.5. Ramas en serie y ramas en paralelo

Ramas en serie.- Dos ramas orientadas de una red estin conectadas en

serie si no son opuestas y el segundo terminal de una coincide con el primero de la

otra, y si, ademds, a ese terminal no llega ninguna otra rama [2].

Por simplificar, de dos ramas conectadas en serie se dice
simplemente que estdn en serie. En la figura 4a las ramas BC y CD estdn

en serie. Su terminal comtn es el C, al que no llega ninguna otra rama.

De la definicién de ramas en serie se deduce que si dos ramas estdn en

serie también estdn en serie sus ramas opuestas. Por ejemplo, en la figura 4a
estdn en serie las ramas DC y CB, que son las opuestas de las anteriores,

pero no estdn en serie las ramas DC y BC, pues el segundo terminal de

una no coincide con el primero de la otra.

m ramas estdn en serie si una rama estd en serie con otra, esta lo estd con

una tercera, y ast sucesivamente.
En la figura 4a las ramas BC, CD y DE estédn en serie.

De esta tltima definicién se deduce que, si m ramas estdn en serie,

también estdn en serie sus ramas opuestas.

En la figura 4a las ramas ED, DC y CB estan en serie. Estas ramas

son las opuestas de las anteriores.

Ramas en paralelo.- Dos o mds ramas orientadas de una red estdn

conectadas en paralelo si conectan el mismo par ordenado de nudos. O, también,
dos o mds ramas orientadas de una red estdn conectadas en paralelo si tienen el

mismo par de terminales.

Por simplificar, de dos ramas conectadas en paralelo se dice

simplemente que estdn en paralelo.

Las ramas AD1 y AD2 de lared de la figura 7a estdn en paralelo.

De la definicién de ramas en paralelo se deduce que si m ramas

estdn en paralelo, sus opuestas también lo estdan. En la figura 7a, DAl y
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DA2, opuestas de las anteriores, estdn en paralelo. No estdn en paralelo
AD1 y DA2. Desde luego tampoco estdn en paralelo una rama y su

opuesta.

En la figura 4b las ramas PQ2 y QP1 estdn en serie, y QP1 y QP2 en

paralelo®®.

'® Las definiciones de ramas en serie y en paralelo que aqui se dan son
definiciones topoldgicas. Se apoyan solo en la definicién de red aqui dada, que
también es una definicion topoldgica de red. Utilizan exclusivamente el modo en

que la aplicacién f relaciona los nudos y las ramas, o sea, la “posicion relativa”

de ramas y nudos. Valen, por tanto, para todas las redes fisicas que sean
realizaciones de la red aqui definida, como, por ejemplo, una red de carreteras o

una red eléctrica.

a) b)
B + B
L 54 51 R O UL 7 -
54,05 e

Fig. N1.- a) Las intensidades de las ramas S; y S, son iguales,

con independencia de los elementos que las constituyan, y no
parece que pueda decirse de ellas que estdn en serie. b) Las

tensiones de las ramas P; y P, son también iguales con

independencia de los elementos que las constituyan, y tampoco
puede decirse de ellas que estdn en paralelo.

Otros autores que dan definiciones de ramas en serie y en paralelo lo hacen
refiriéndose exclusivamente a redes eléctricas, y suelen mezclar conceptos
topolégicos, o sea, conceptos de posicién, con conceptos eléctricos [34]. Por
ejemplo, “Two branches are in series if they are physically connected so that the
same current flows through them regardless of what makes up those two
branches”, y “Two branches are in parallel if they are physically connected so that
the same voltage appears across them regardless of what makes up those two
branches” [30]. Es verdad que en ramas en serie y en paralelo de redes eléctricas
y, en general, de cualquier red de Kirchhoff, ocurre, como se verd, lo que se dice

en las citas, pero también en otras ramas que no estdn en serie y en paralelo. Por

ejemplo, sean cuales sean las ramas S; y S, de la figura N1a, estdn conectadas de
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forma que sus intensidades son iguales, y no parece que se pueda decir de esas
ramas que estdn en serie. De forma similar, sean cuales sean las ramas P1 y P2
en la figura N1b, estdn conectadas de forma que sus tensiones son iguales, y
tampoco podria decirse de ellas que estdn en paralelo. Por eso, esas definiciones
parecen de dudosa validez, incluso para redes eléctricas. Sin embargo, si la
expresion “...regardless of what makes up those two branches” no se limitara a
las dos ramas, sino que abarcara al resto de la red, ambas definiciones podian

valer para las redes eléctricas.

La idea de la misma intensidad para ramas en serie aparece
sorprendentemente en otros autores como la tnica condicién para que varias
ramas sean consideradas conectadas en serie. Por ejemplo, en [22] se da la
siguiente definiciéon: “Series Connection: Circuit of a series of elements connected
so that the same currents passes through each element”. De la misma manera,
parece que tener siempre la misma tension es suficiente para que dos ramas sean
consideradas en paralelo: “Parallel Connection: Arrangement of resistors so that

each resistor has the same voltage appearing across it”.

Desde luego, en tdltimo extremo, las definiciones consisten en elegir nombre
para lo designable, y ese nombre puede ser cualquiera; pero que dos ramas estén
en serie o en paralelo es un propiedad considerada por la mayoria como una
cuestiéon de posicién, una propiedad topolégica, por lo que conviene que su
definicion sea topoldgica, con independencia de que de esa definicién se
deduzcan otras propiedades relacionadas con las intensidades y las tensiones, en
particular, como se verd después, que la intensidad de ramas en serie en una red
eléctrica y, en general, en una red de Kirchhoff sea la misma, y que ramas en
paralelo de redes eléctricas y de redes de Kirchhoff tengan la misma tensién. Pero
hay ramas que siempre tienen la misma intensidad sin estar en serie, y ramas que

siempre tienen la misma tensién sin estar en paralelo.

El diccionario de IEEE [32] da dos definiciones de “series elements” referidas
a “(networks)”, que son exclusivamente topoldgicas: “Two-terminal elements are
connected in series when they form a path between two nodes of a network such
that only elements of this path, and no other elements, terminate at intermediate
nodes along the path”. La idea que esta definicién transmite es la misma que la

nuestra, salvo que aqui se refiere a ‘elements’ y, por tanto, a ramas no orientadas.
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Noétese que nuestras definiciones de ramas en serie y de ramas en

paralelo se refieren a ramas orientadas".

6.6. Conjuntos de corte

Conjunto de corte.- Se llama conjunto de corte de un conjunto de nudos de

una red al conjunto de las ramas que llegan a ese conjunto de nudos excluidas

todas las que unen dos de ellos™ [1], [2].

Por tanto, si un conjunto de ramas es conjunto de corte de un
conjunto de nudos de una red, sus ramas opuestas son el conjunto de corte

del resto de los nudos de esa red.

En la figura 4a las ramas AG, BG, DE y FE son el conjunto de corte
de los nudos G y E. Sus opuestas, las ramas GA, GB, ED y EF son el
conjunto de corte del resto de los nudos, es decir, de los nudos A, B, C,

DyF.

Segun la definicién, el conjunto de corte de un nudo es el conjunto de

todas las ramas que llegan a ese nudo. Asi, el conjunto de corte del nudo
A de la red de la figura 4a es el conjunto de las ramas BA, GA, FAl y

FA2. El conjunto de corte de los N nudos de una red es el conjunto vacio.

Como se ve, en la definicién de conjunto de corte que aqui se da, el

La segunda definicién del diccionario de IEEE es “Two-terminal elements

are connected in series when any mesh including one must include the other”.

¥ Como se verd mds adelante, referirse a ramas orientadas en las
definiciones y teoremas relacionados con ramas en serie y en paralelo es
imprescindible para una exposicién de la teoria que elimine toda ambigiiedad

sobre los sentidos de tensiones e intensidades.

* Para los fines de la teorfa que se elabora es indiferente definir conjunto de
corte de un conjunto de nudos como el conjunto de las ramas que llegan a ese
conjunto de nudos o que salen de ese conjunto de nudos excluidas todas las que

unen dos de ellos.
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conjunto de corte estd asociado a un conjunto de nudos. En la bibliografia

esta asociacion solo aparece en la referencia [2].

El nombre ‘conjunto de corte’ se debe a que, si en la representaciéon
grafica de una red se cortan -como con una tijera- todas las ramas que
forman un conjunto de corte de esa red, quedan dos partes totalmente

separadas de esa red”. Esa propiedad permite considerar de forma natural

' El libro mds antiguo que hemos encontrado en el que se habla de
conjuntos de corte (cut sets) es el de Guillemin [18]. En él no se da una definicién
de conjunto de corte, pero si una muy amplia descripcién de sus propiedades,
principalmente de la propiedad que se refiere a la separacién en dos partes que
se puede conseguir si se cortan las ramas de un conjunto de corte. También se

dan reglas para obtener conjuntos de corte.

Otros autores si dan definiciones de conjunto de corte. Por ejemplo, “A cut
set of a graph is a minimum set of elements that when cut, or removed, separates
the graph into two groups of nodes” [22]. En la cita se llama graph a un tipo de
representacién gréfica de una red eléctrica, y elements parece designar a las ramas

de una red eléctrica.

El diccionario de IEEE [32] da la siguiente definiciéon de “cut-set”: “A set of
branches of a network such that cutting of all the branches of the set increases the
number of separate parts of the network, but the cutting of all the branches

except one does not”.

Como se ve, estas definiciones utilizan principalmente el hecho de la

divisién de la red en partes que cortar las ramas de un conjunto de corte origina.

Con independencia de las definiciones que aparecen en la bibliografia, la
prédctica muestra que, en general, todos los autores que se refieren a los conjuntos
de corte —no todos lo hacen- coinciden en lo que entienden por conjunto de corte.

Ese concepto comtin es el que recoge la definicién dada en esta memoria.

El libro Introduccién a la Teoria de Circuitos, que es traduccién de Introductory
Circuit Theory de Guillemin [18], [19] traduce al espafiol ‘cut set’ como ‘grupo de
corte’. En esta tesis se ha preferido conjunto de corte, como también hacen otros

autores [2].
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una red dividida en dos partes. En efecto, fijado un conjunto de corte de
esa red, se pueden considerar dos partes de esa red conectadas por las
ramas de ese conjunto de corte. Cada rama del conjunto de corte se puede
incluir en una u otra parte de la red, segin convenga. De esa manera, el

conjunto formado por las dos partes es la red completa.

6.7. Redes conexas y redes inconexas

Red conexa.- Se dice que la red (R,N, f) es conexa si el conjunto de corte

de cada conjunto de nudos Mc N, M#N no es el conjunto vacio. Una red

que no es conexa se llama red inconexa [2].

—_

D /
£

Fig. 8.- Red inconexa.

Si la figura 8 es la representacién grdfica de la red (R,N, f), con

N :{A,B,...,K}, esa red es inconexa, pues el conjunto de corte del

conjunto de nudos {A,F}c N es el conjunto vacfo. También son vacios

los conjuntos de corte de los subconjuntos de N {B,C, D,E,G},
{H,1,],K}, {A,B,C,D,E,F,G}, {B,C,D,EG,H,I,J] K} y {AFHI]J K}.

Intuitivamente, una red es conexa si, en su representacién grafica, se

puede ir de cualquier nudo a cualquier otro por ramas de la red. Si no, es

inconexa.

De la definicién se deduce que si el conjunto de corte del conjunto de

nudos M c N, M # N es el conjunto vacio, y un terminal de la rama («, 8

es un nudo de M, también el otro terminal de ((x, B) es un nudo de M. El
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conjunto de todas las ramas cuyos terminales son nudos de M serd
designado por R;;. Como R,; c R, el trio (RM,M,fM), donde f, esla
restriccién de f a M, es una red. Si ningtin subconjunto de M tiene

conjuntos de corte vacios, la red (RM,M, fM) es conexa. Por tanto, toda

red inconexa da lugar, al menos, a dos redes conexas. Por eso, las redes
inconexas se estudian como conjuntos de redes conexas, que serdn las
Unicas a las que nos referiremos en lo que sigue. La red inconexa de la

figura 8 da lugar a tres redes conexas.

El conjunto de corte de un nudo de una red conexa son las ramas
opuestas del conjunto de corte del resto de los nudos. Por ejemplo, en la
red de la figura 5 las ramas BA, EA y DA son el conjunto de corte del

nudo A, y sus opuestas son el conjunto de corte del resto de los nudos de

la red.

6.8. Caminos
Camino.- Camino es una sucesion de pares ordenados (AhrBh) tal que

1<k=B,_1=4A;.

Es decir, la segunda componente de un par que no sea el tltimo par

de la sucesion es la primera componente del siguiente.
El par (AhrBh) de un camino se llama elemento que ocupa el lugar h,
o elemento h del camino.

Las componentes de los pares que forman un camino se llaman
vértices del camino. Por tanto cada A, o cada B, de los pares de un camino

es un vértice del camino.

De un camino que tiene como uno de sus vértices el punto A se dice

que es un camino que pasa por el vértice A.

Si existe un nimero natural m tal que (Am,Bm) es un elemento de
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un camino, y para todo elemento (Ak,Bk) de ese camino ocurre que k<m,

entonces ese camino se llama camino finito, y se dice de él que estd
formado por m elementos. Si tal ndmero m no existe, el camino se llama
camino infinito, y se dice de él que estd formado por un ndmero infinito de

elementos.

El primer punto A; del primer elemento de un camino se llama
origen, principio o extremo inicial del camino. Si el camino es finito con m
pares ordenados, el segundo punto B,, del par m se llama fin, final o
extremo final del camino. Un camino infinito solo tiene extremo inicial. Un
camino finito de m pares ordenados tiene los dos extremos, el principio y

el final, que son A; y B,, . Se llaman extremos del camino. De un camino de

extremos A; y B,, se dice que estd recorrido en el sentido de A; a B,,.

La sucesién de pares de nudos (A,B), (B,C), (C,D), (D,E) y (E,F)

de la figura 8 es un camino de extremos A y F. A esel origen, y F esel
fin de ese camino. Los nudos A, B, C, D, E y F son los vértices de ese
camino, que, por ser nudos de una red, se llaman nudos del camino. Por
simplificar, un camino formado por pares de nudos se llama camino de
nudos, aunque lo correcto seria llamarlo camino de pares de nudos, pues los

elementos del camino no son nudos, sino pares de nudos.

También para simplificar la escritura, un camino como el citado en el
pdarrafo anterior se puede denotar asi: AB, BC, CD, DE, EF; vy,
preferiblemente, por la sucesién de sus vértices o nudos: ABCDEF. El

origen de ese camino es A y el final es F.

La sucesién de ramas FA1, AB y BG de la red de la figura 4a es un

camino de ramas™. La sucesiéon FA2, AB y BG es otro camino de ramas de

> En el diccionario de IEEE se da una definicién de camino que se refiere
solo a un camino de ramas [32]. Para otros autores, sin embargo, un camino no

tiene que estar constituido necesariamente por ramas “...a closed path can jump
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esa red.

Con la notacién establecida, la expresiéon BCDE referida a la red de
la figura 8b designa un camino de nudos y un camino de ramas. Sin
embargo el camino ABGF de la figura 4a solo designa un camino de

nudos, pues GF no es una rama.

De un camino de ramas se dice que interconecta los nudos de ese

camino.

Caminos opuestos.- Dos caminos finitos de m elementos son caminos

opuestos si cada elemento k de uno es opuesto al elemento m—(k—1) del otro.

Por ejemplo, el camino AB, BC, CD, DE, EF, y el camino FE, ED,
DC, CB, BA son opuestos. O bien, con notacién mds cémoda, los caminos
ABCDEF y FEDCBA son opuestos. Se dice también que el primer camino

estd recorrido en el sentido AF y el segundo en el sentido opuesto, FA.

6.9. Caminos cerrados y bucles

Camino cerrado.- Se llama camino cerrado a cada camino cuyo principio y

cuyo final coinciden [2].
El camino opuesto de un camino cerrado es un camino cerrado.

En la red de la figura 4a el camino ABCGFA y su opuesto AFGCBA

son caminos de nudos cerrados. El camino ABCDEGA es un camino de

nudos cerrado y un camino de ramas cerrado.

across several component or even across an open pair of terminals” [30]. La falta
de uniformidad en lo que se entiende por camino suele desparecer cuando se
enuncia la segunda ley de Kirchhoff: con independencia de la forma en que un
autor haya definido camino, al enunciar la segunda ley de Kirchhoff suele
entender por camino un camino de nudos, que puede ser o no camino de ramas,

indistintamente [22].
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Un camino cerrado en el que cada vértice es componente de un solo par del
camino se llama camino cerrado simple. Se dice también que el camino solo pasa

una vez por cada vértice.

Si un vértice de un camino cerrado es componente de dos o mds pares del
camino, el camino se llama camino cerrado compuesto. Si ese vértice es origen
de ¢ elementos del camino, se dice que el camino pasa ¢ veces por ese

vértice.

Los caminos cerrados de nudos y ramas de la red 4a citados hasta

ahora en este apartado son caminos cerrados simples. El camino cerrado
ABCGFEGA es un camino cerrado compuesto, pues pasa dos veces por el

vértice G.

Bucle.- Se llama bucle a cada camino cerrado de ramas de una red™.

» En inglés ‘loop’. El diccionario de IEEE identifica los significados de
“loop” y “mesh” (malla). Asi, define “mesh A set of branches forming a closed
current path, provided that the omission of any branch eliminates the closed
path”. Y agrega: “Note: The term loop is sometimes used in the sense of mesh”
[32]. En espafiol se tiende a llamar malla a cada bucle mds simple de una red si la
red puede dibujarse en un plano sin que se crucen sus ramas [35], [36], [38], [39].
También algunos autores espafioles llama lazo a lo que aqui se llama bucle [35],
[37].

En [40] no se da una definicién de bucle, pero se dice en la pdgina 24 . “..we
form a loop by traversing through elements (open circuits included!)”. El signo

de admiracién y el paréntesis son de la cita.

En general existe una gran confusién en la bibliografia sobre los nombres e
incluso los conceptos de camino, camino cerrado de nudos, camino cerrado de
ramas, bucles, y mallas. De hecho, no hay una exposiciéon ordenada
minimamente completa y coherente de esta parte de la topologia de redes, sino
descripciones con fuerte apoyo intuitivo, acompafadas a veces de definiciones
también muy intuitivas, casi siempre aisladas, y no siempre acordes con lo que se

dice después. No obstante, los conceptos y la nomenclatura empleados en esta



6. Redes 57

1 &
2

£ £

s
3 f

D C D C

Fig. 9.- a) Bucles designados por flechas y nimeros. b) Bucles
designados por flechas y letras.

Con frecuencia los bucles de las redes se designan también por
flechas y nameros como en la figura 9a, y con flechas y letras como en la
figura 9b. En la red 9a el bucle 1 es el bucle ABEDA vy el bucle opuesto de
1, ADEBA. A veces el bucle opuesto del bucle 1 se designa por —1. El
bucle 2 es el bucle ABCDA . Enlared 8b el bucle a es el bucle ABEA, y el
bucle b es el BCDEB.

Como para las ramas, se utilizard la expresion bucle orientado, para
distinguir entre un bucle y su opuesto, y bucle no orientado para designar al
conjunto de un bucle y su opuesto. En general, en esta tesis la palabra

‘bucle” designard al bucle orientado.

Si el principio y el final de un camino no coinciden, el camino se

llama camino abierto.

En la red 9a, el camino ABC es un camino de nudos abierto y un

camino de ramas abierto.

6.10. Arboles

Arbol.- Se llama drbol de una red conexa a cada conjunto del mayor niimero

de ramas no orientadas de esa red que no forma ningiin bucle [2].

En general, cada red tiene mds de un arbol.

tesis son los mds extendidos y, sobre todo, los que permiten una construccién
progresiva, coherente y precisa de la teoria de las redes de Kirchhoff que se

elabora.



58 M?® Margarita Redondo Melchor

a)

b)
. B A B
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Fig. 10.- Dos drboles de la red 4a.

En la figura 10 se representan dos arboles de la red de la figura 4a. Se
ve que esos conjuntos de ramas no forman ningdn bucle. Si se afiadiera
cualquier otra rama se formaria un bucle, por lo que el conjunto resultante
ya no seria un drbol. Si se suprime una rama, el conjunto resultante no
tendria bucles, pero no serfa un conjunto del mayor ntmero posible de

ramas sin bucles. Por tanto, esos dos conjuntos de ramas son drboles de la

red®.

Cada nudo de un 4rbol al que solo llega una rama se llama extremo
del arbol. Los nudos C, D y G son los extremos del arbol de la figura 10a. B
y F son los extremos del arbol de la figura 10b.

Si es n, el nimero de nudos de una red, el nimero de ramas no

orientadas de cada arbol de esa red es n=n,—1. En efecto, si desde un

* Las definiciones de 4rbol que aparecen en la bibliografia, ademads de exigir
que las ramas del drbol no deben formar ningtn bucle, utilizan principalmente el
hecho intuitivo de que tienen que conectar todos los nudos, aunque en algunos
casos con cierta oscuridad. Por ejemplo, “Tree Any connected set of branches of
a graph that connects every node to evey other node directly without forming
any closed path” [22]. El Diccionario de IEEE da la siguiente definicién: “tree A
set of connected branches including no meshes”. Se ve la dificultad de entender
el concepto que se define por quienes desconozcan el concepto de arbol de una
red. Algunos autores no dan ninguna definicién de drbol, pero si describen sus
propiedades y las utilizan. A pesar de la diversidad de tratamiento, y de la
posible oscuridad de algunas definiciones, se ve que el concepto es el mismo para

todos los autores, y coincide con el definido en esta memoria.
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extremo de un drbol se comienza a contar sus ramas, la primera rama une
dos nudos, la siguiente llega a otro, la siguiente a otro, y asi
sucesivamente. Salvo la primera, que hemos relacionado con dos nudos, a
cada nudo restante corresponde una rama y, por tanto, cada drbol tiene

tantas ramas como nudos menos uno.

Elegido un 4rbol de una red, las ramas que no pertenecen a él se
llaman enlaces de ese arbol. Como todos los drboles tienen el mismo
numero de ramas, también todos los drboles tienen el mismo nimero de
enlaces. El nimero de enlaces no orientados de cada drbol de una red

conexa es

l=r-n=r-n,+1

Fig. 11.- Bucles de enlaces.

Dado un arbol, si se anade un tnico enlace orientado, se forma un
unico bucle, que se llama bucle de ese enlace. En la figura 11a se ve que,
elegido el drbol de la figura 10a, el bucle del enlace BG es el ABGA. En 11b
se ve que el bucle del enlace CD es el ABCDEFA. En una red hay, por
tanto, [ bucles de enlaces no orientados. Una propiedad de esos bucles es
que todos ellos tienen distinta, al menos, una rama, concretamente el
enlace que les da nombre. Otra propiedad es, que cada rama de una red

pertenece, al menos, a un bucle de enlace.






7. Intensidades de Kirchhoff

Una propiedad de las intensidades de las corrientes eléctricas
estacionarias es la que se conoce como primera ley de Kirchhoff”. Pero
esta es una propiedad de muchas otras variables, por ejemplo, de todos los
flujos estacionarios de materia o de energia y, en general, de todos los
flujos de campos solenoidales®. También de otras variables [6]. Por eso es
atil obtener e identificar con nitidez los teoremas que derivan
exclusivamente de la primera ley de Kirchhoff, sin pensar en un sistema
fisico concreto. De esta manera se pone de manifiesto que esos teoremas
son propiedades de todas las variables que cumplen esa ley, no solo de las

intensidades de las corrientes eléctricas estacionarias.

Ese es el fin de este capitulo: obtener propiedades que se deduzcan
exclusivamente de la primera ley de Kirchhoff. Asf la teorfa constituida
por esas propiedades resultard independiente de cualquier variable fisica

concreta, seria lo que se llama una teoria abstracta.

7.1. Valores asignados a ramas

Valor asignado a una rama.- Sea R el conjunto de ramas de una red, G

un grupo conmutatioo”, una aplicacién de R en G tal que ¥ (a,B)eR
grup Y JrR P q

» También se llama ley de Kirchhoff de las intensidades o ley de Kirchhoff
de las corrientes (Kichhoff’'s Current Law) [41].

* Tradicionalmente se ha venido llamando campos solenoidales a los
campos vectoriales de divergencia nula. El paradigma de campo solenoidal es la
induccién magnética B, que puede ser creada por un solenoide. De ahi el

adjetivo solenoidal para los campos vectoriales de divergencia nula [42], [43].

*” Un grupo conmutativo es un conjunto G en el que se ha definido una

operacion o ley de composicién interna, que serd llamada suma, que es asociativa
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ocurre que fg(B,a)=—fg(a,B). Entonces fg(a,B) se llama valor asignado a

la rama ((x,ﬁ).

O sea, si fp asigna un elemento de G a cada rama de una red de
forma que dos ramas opuestas tienen siempre asignados elementos
opuestos, esos elementos de G asignados se llaman valores asignados a las
ramas de la red. Por ejemplo, si a una rama se asignhay € G, a su opuesta
ha de asignarse —y € G, y asf a todas las ramas de la red. Por simplificar el

lenguaje, cada valor asignado a una rama, se llamard, simplemente, valor de

esa rama.

2
A - B

3
5
14 E y3
5
-7

D - C

4

Fig. 1.- Forma de indicar valores asignados a las ramas de una
red.

En la figura 1 se muestra una forma de indicar los valores asignados
a las ramas en la representacién grédfica de una red. En este caso los
valores son ntimeros reales. El procedimiento consiste en designar por una

flecha la rama a la que se ha asignado el valor que se escribe al lado. No

hace falta escribir el valor asignado a la rama opuesta, pues, como se

y conmutativa, para la que existe en G un elemento neutro y para la que todo
elemento de G tiene opuesto [44], [45].

El conjunto de los ntimeros reales con la suma ordinaria en ellos es un grupo
conmutativo. El conjunto de los nimeros complejos, el de las funciones reales de

variable real y el de las funciones complejas de variable real, todos con la suma

ordinaria en ellos, son grupos conmutativos.

Los grupos conmutativos se llaman también grupos abelianos.
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supone que son valores, se entiende que a la rama opuesta se ha asignado
el valor opuesto del que estd escrito. Asi, como a la rama BA se ha
asignado el valor 2, a la rama AB se ha asignado el valor —2; y de la

misma forma para el resto de las ramas.

7.2. Intensidades de Kirchhoff

Intensidades de Kirchhoff.- Un conjunto de valores asignados a las ramas

de una red es un conjunto de intensidades de Kirchhoff si la suma de los valores de
las ramas que llegan a cada nudo de la red es cero. Se dice entonces de esos

valores que cumplen la primera ley de Kirchhoff®.

a) » b) 8
Ag - B A - B
-3 8-5¢
5 -5¢
14 E y3 5¢ | E y-548
5 5t-6tgs
-7 6tg 54
D > C D > C
4 -6tg/

Fig. 2.- Redes de intensidades de Kirchhoff.

Los valores asignados a las ramas de la red de la figura 1 son
nimeros reales y no constituyen un conjunto de intensidades de
Kirchhoff, pues la suma de los valores de las ramas que llegan al nudo A
es 1+3+2=6#0. Los valores asignados a las ramas de la red de la figura
2a son también niimeros reales y son intensidades de Kirchhoff, pues la

suma de los valores de las ramas que llegan a cada nudo es cero. Por

*® La razon de que se exija para los valores que sean elementos de un grupo
conmutativo queda ahora clara: han de poder sumarse y su suma debe poder dar
como resultado cero —el elemento neutro—. Por tanto, debe haber una suma con
elemento neutro definida en el conjunto de valores, y todo valor debe tener su
opuesto. Que la suma sea asociativa y conmutativa es también necesario para que
los valores describan las variables fisicas a las que se aplicard la teoria,

principalmente flujos estacionarios, cuya suma es asociativa y conmutativa.
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ejemplo, la suma de los valores de las ramas que llegan al nudo A es

1+ (—3)+ 2=0. La suma de los valores de las ramas que llegan al nudo B

es —2+5+(-3)=0.Y asi para el resto de los nudos.

7.3. Intensidades de Kirchhoff derivadas de
otras

Teorema.- Si cada elemento de un conjunto de intensidades de Kirchhoff del
espacio vectorial G sobre el cuerpo K se multiplica por un mismo elemento de K, el

conjunto de valores resultante es un conjunto de intensidades de Kirchhoff”.

Demostracién.- Si jy, j,,...J,, son las intensidades de Kirchhoff de las

ramas que llegan a un nudo, ocurre que j;+j,+---+j, =0. Si cada

elemento del conjunto de intensidades se multiplica por k € K, resulta
kiy + kjy + -+ kjy = k(j + jp ++++ j,y) =k0=0
Y el teorema estd demostrado.

Otras transformaciones que se pueden efectuar sobre las
intensidades de Kirchhoff producen también intensidades de Kirchhoff.
Por ejemplo, si las intensidades de Kirchhoff son funciones derivables sus

derivadas son intensidades de Kirchhoff.

En general, las transformaciones lineales de los elementos de un
conjunto de intensidades de Kirchhoff da lugar a otro conjunto de
intensidades de Kirchhoff.

* Si G solo es un grupo abeliano no hay definida una multiplicacién en él,
por lo que el teorema, en ese caso, carece de sentido. Para que el teorema tenga
sentido se necesita que el conjunto al que pertenecen las intensidades de

Kirchhoff tenga como minimo estructura de espacio vectorial.
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7.4. Redes de intensidades de Kirchhoff

Red de intensidades de Kirchhoff.- Una red con intensidades de

Kirchhoff asignadas a sus ramas se llama red de intensidades de Kirchhoff.

Los valores asignados a las ramas de la red de la figura 2a son
intensidades de Kirchhoff, por lo que esa red es una red de intensidades
de Kirchhoff. Los valores asignados a las ramas de la red de la figura 1 no
son intensidades de Kirchhoff, por lo que esa red no es una red de
intensidades de Kirchhoff.

Los valores asignados a las ramas de la figura 2b son funciones reales

de variable real®. Esos valores son intensidades de Kirchhoff, pues la
suma de los valores de las ramas que llegan a cada nudo es cero. Por

ejemplo, la suma de los valores de las ramas que llegan al nudo E es
(—8+5t)+(5t)+ (—6tgt —5t+ 8) + (-5t +6tgt)=0.Y de la misma forma para

el resto de los nudos. Por tanto la red de la figura 2b es una red de
intensidades de Kirchhoff.

El concepto de red de intensidades de Kirchhoff aqui definido trata
de ser el més amplio posible. Incluye, desde luego, a las redes eléctricas de
corrientes estacionarias si a cada rama de esas redes se asigna como valor
la intensidad instantdnea de esa rama, o las transformadas de Laplace de
esas intensidades y, en general, si se asigna a cada rama cualquier
transformacién lineal de la intensidad instantdnea. Si la red eléctrica es
sinusoidal,” los fasores de sus intensidades y sus conjugados también
cumplen la primera ley de Kirchhoff, por lo que esa red con los fasores de

las intensidades asignados a sus ramas es una red de intensidades de

* Los numeros complejos y los nimeros reales con la suma ordinaria son

subgrupos del grupo conmutativo de las funciones complejas de variable real.

' Se llaman redes eléctricas sinusoidales a las redes eléctricas cuyas
intensidades y tensiones de régimen permanente son funciones sinusoidales del

tiempo de la misma frecuencia.
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Kirchhoff. También si se asignan a sus ramas los conjugados de esos

fasores resulta otra red de intensidades de Kirchhoff.

+

"
A ::J_r i‘is
+

v

Fig. 3.- S5i a cada rama de la red de esta figura se asigna la carga
del condensador que estd en ella, resulta una red de
intensidades de Kirchhoff.
En la figura 3 se muestra una red eléctrica formada solo por
condensadores y fuentes de tensién. Si se asigna como valor a cada rama

la carga del condensador que forma esa rama, esos valores cumplen la

primera ley de Kirchhoff. En efecto, para el nudo A, -4, —¢q, —¢q3=0; para
el B, q,-q,—95=0; para el nudo C, g3+¢5+q,=0; y para el nudo D,
do+q4—95=0. Resulta, por tanto, que esos valores, que son cargas

eléctricas, son intensidades de Kirchhoff, por lo que la red de la figura 3 es

una red de intensidades de Kirchhoff.

Una red hidrdulica en régimen estacionario da lugar también a una

red de intensidades de Kirchhoff si se asigna como valor a cada rama su

caudal®.

* Régimen estacionario significa aqui que la densidad del fluido en cada
punto de la red es constante, no cambia con el tiempo, aunque puede ser distinta
en puntos distintos. Caudal de una tuberia es el volumen de fluido que atraviesa

una seccion de esa tuberia por unidad de tiempo.
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a)

'@
" @

Fig. 4.- a) Vivienda de dos habitaciones con dos fuentes de
calor, y b) red de intensidades de Kirchhoff que describe el flujo
de potencia calorifica de esa vivienda.

En la figura 4a se muestra una vivienda de dos habitaciones, 1y 2,
separadas por una pared. Otra pared separa del exterior cada habitacion.
Q; v Q, son dos bombas de calor de potencia calorifica Q; y Q, situadas
en cada habitacién, cuyo efecto es transferir su potencia calorifica desde el
exterior a cada habitacién®. En general también hay flujo de calor a través
de las paredes y de la cubierta del edificio, que supondremos aqui incluida
en las paredes exteriores. Por eso entre el exterior O y cada recinto hay
dos formas de transferencia de calor: a través de cada fuente de calor y a
través de las paredes exteriores. Esta es la razén por la que en la red hay
dos ramas en paralelo entre el exterior O y cadanudo 1y 2. Losnudos 1y
2 de la red representan las habitaciones 1 y 2. Asi, entre el nudo O y el 1

se representa una rama a la que se asigna como valor la potencia calorifica

Q, de la fuente que inyecta calor en la habitacién 1, y otra rama a la que se

asigna como valor la potencia calorifica gq; que se intercambia entre la

habitacién 1 y el exterior a través de la pared. De forma similar entre el
exterior O y el nudo 2. La rama conectada entre los nudos 1 y 2 representa
la pared que separa esas dos habitaciones. Esa rama tiene asignado como

valor la potencia calorifica que fluye a través de esa pared®. Con régimen

3 Realmente cualesquiera fuentes de calor, como estufas eléctricas, de
carbén o de gas situadas en los recintos pueden ser descritas por fuentes que
transfieren potencia calorifica desde el exterior. Haber citado la bomba de calor

es solo un forma de visualizar mds claramente esa transferencia desde el exterior.

** Una descripciéon mds precisa deberia tener en cuenta también el flujo de

potencia calorifica a través del suelo. Eso significaria simplemente considerar
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estacionario de transferencia de calor, la suma de las potencias calorificas
hacia cada habitacion es cero®”. También la suma de potencias calorificas
hacia el exterior es cero. Por tanto las dos habitaciones y el exterior dan
lugar a la red de intensidades de Kirchhoff de la figura 4b. Como se ha
dicho, en ella los nudos 1y 2 representan las habitaciones 1y 2, y el nudo
O representa al exterior. Como ya se dijo, la suma de las potencias
calorificas que llegan al exterior, o sea, al nudo O, es también cero, o sea,
1 +q, —Q; —Q, =0; lo mismo para el nudo 1, Q; —q; — g1, =0, y para el
nudo 2, Q, +¢1» —q, =0. Es decir, los valores asignados a las ramas de la

red de la figura 4b cumplen la primera ley de Kirchhoff, por lo que
constituyen un conjunto de intensidades de Kirchhoff, y la red es una red
de intensidades de Kirchhoff [6].

A 3 B
1 1
14 E vl
0 0
D L c

Fig. 5.- Red de intensidades de Kirchhoff con valores del grupo
{O,l} con la operacién (1+0=0+1 =1, 0+0=0;, 1+1= 0) .

otro nudo y las ramas que lo unen con los nudos 1 y 2, que representan los dos
recintos del edificio. La descripcién hecha es buena para la hipétesis de que no

exista transferencia de calor a través del suelo de la vivienda.

* Régimen estacionario de transferencia de calor significa aqui que no hay
ningun punto del edificio, es decir, de las habitaciones ni de las paredes, en el
que aumente o disminuya la densidad de energia. Eso quiere decir que la
temperatura de cada habitacién, del exterior y de cada punto de las paredes es
constante; pero también significa que no existen en el edificio procesos o
transformaciones quimicas o fisicas que, a temperatura constante, almacenen o

entreguen energia, como cambios de estado, por ejemplo.
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Pero el concepto de red de intensidades de Kirchhoff es mucho mds
amplio atin, pues incluye redes con valores asignados a sus ramas que
pueden ser elementos de cualquier grupo conmutativo, aunque no se
refieran a ninguna variable fisica, siempre que esos valores asignados sean

intensidades de Kirchhoff. Por ejemplo, los valores asignados a las ramas

de la red de la figura 5 son elementos del conjunto {0,1}, en el que se ha
definido la siguiente suma: (1 +0=0+1=1;, 0+0=0; 1+1= O), que es

asociativa y conmutativa; el elemento neutro es el 0, y los dos elementos
tienen opuesto (0 es el opuesto de 0 y 1 es el opuesto de 1). Los valores
de ese grupo conmutativo asignados a las ramas de la red de la figura 5
son intensidades de Kirchhoff, pues la suma de los valores de las ramas
que llegan a cada nudo es 0. Por ejemplo, la suma de los valores de las

ramas que llegan al nudo A es 1+1+0=0; la suma de las que llegan a B
es (-0)+1+(-1)=0+1+1=0; y de la misma forma para el resto de los

nudos [6]. Por tanto, también los valores de las ramas de la red de la figura
5 son intensidades de Kirchhoff” y la red es una red de intensidades de
Kirchhoff.

Con frecuencia, en lo que sigue, por simplificar el lenguaje, se

llamard simplemente ‘intensidades’ a las intensidades de Kirchhoff.

Por tanto, si es i, h=1,2,...,n, la intensidad de cada una de las n

ramas que llegan a un nudo de una red de intensidades de Kirchhoff, se

cumple que

h=1

% Recuérdese que el opuesto de 0 (cero) es cero, o sea, -0=0; y el opuesto

deles1,o0sea, -1=1.

% El concepto de intensidad de Kirchhoff aparece por primera vez en las

referencias [1], [2] y [6].
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(1) significa que la suma de las intensidades de las ramas que llegan a cada
nudo de una red de intensidades de Kirchhoff es cero. Esta es la forma habitual

de enunciar la primera ley de Kirchhoff.

De (1) se deduce que también se cumple que

2. (~iy)=0 (2)

donde las —i,, h=1,2,...,n, son las intensidades de las ramas que salen del

nudo, es decir, las intensidades opuestas de las intensidades de la férmula
(1)*. La férmula (2) significa, por tanto, que la suma de las intensidades que
salen de cada nudo de una red de intensidades de Kirchhoff es cero, que es otra

forma de expresar la primera ley de Kirchhoff.

* En efecto, supéngase que para m elementos a;, a,,.., 4, de un grupo
conmutativo ocurre que a; +4a, +---+a, =0. Si a esa igualdad se suma la suma

de los elementos —a;, —a,,..., —4,,, que son los opuestos de los anteriores resulta:

(a+ay+-+ay,)+(-a —ay——a,)=(a,— 1) +(ay —ay) +---+(a,,—a,,) =
=0+0+---+0=0
O sea,
(a1+a2+---+am)+(—a1—a2—---—am):0+(—a1—a2—---—am):0;
lo que significa que el elemento suma (—al —a, —---—am) es el elemento opuesto

de cero, que es cero. Es decir,

- —dy—-—a, =0.

Noétese que multiplicar por —1 (menos uno) la ecuacién (1) para obtener la
(2) carece de sentido, pues en el grupo G solo estd definida una operacién, que
es la suma; no hay ninguna multiplicacién definida en G . Multiplicar por —1
solo es posible si la estructura algebraica de G fuera otra, por ejemplo, espacio

vectorial.
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7.5. Propiedades de las redes de intensidades
de Kirchhoff

Si a un nudo de una red de Kirchhoff solo llega una rama, la intensidad de
Kirchhoff de esa rama es cero. Por tanto, también es cero la intensidad de su

rama opuesta.

a) b)
A » B
C Ae——e 8B
D

Fig. 6.- a) Al nudo C solo llega la rama AC. b) Representacién de
una rama aislada.

En efecto, si la figura 6a representa una red de intensidades de

Kirchhoff, la suma de las intensidades de las ramas que llegan a cada

nudo es cero. Al nudo C llega solo la rama AC; por tanto, iy =0; e
ICA = —ZAC = 0 N

Una consecuencia de lo anterior es que si una red de Kirchhoff consiste

solo en una rama aislada su intensidad vale cero.

En efecto, si la red de la figura 6b es una red de Kirchhoff, como al
nudo A solo llega la rama BA, por el teorema anterior iz, =0, e
iAB = _iBA = O .

Este hecho suele expresarse diciendo que la intensidad de Kirchhoff de
una rama aislada es siempre cero. En particular, la intensidad de corriente
eléctrica estacionaria de toda rama aislada es cero, con independencia de

los dispositivos de que conste esa rama.

Intensidad de Kirchhoff de ramas en serie.- Las intensidades de

Kirchhoff de dos ramas en serie de una red de Kirchhoff son iguales.
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En efecto, que las ramas AB y BC de una red de Kirchhoff estdn en
serie, significa que al nudo B solo llegan las ramas AB y CB, por lo que la

suma de sus intensidades es cero:

igpt+icp=iap—ipc=0 ()

de donde

iAg = ipC (4)

Si otra tercera rama estd en serie con la segunda, tiene su misma
intensidad, y asi sucesivamente. Por tanto, si m ramas estdn en serie,

tienen la misma intensidad.

A B C

Fig.7.- Ramas en serie de una red de intensidades de Kirchhoff.

Noétese la necesidad de considerar ramas orientadas para la correcta
definicién de ‘ramas en serie’, y para la deduccién de (4), que solo es cierta
si se consideran ramas orientadas. En concreto, las intensidades de las

ramas AB y CB no son iguales, sino opuestas™.

* Es frecuente hablar de intensidades de ramas sin aclarar si se trata de
ramas orientadas o no. Esta forma de expresarse es el origen de importantes
dificultades de comprensién, principalmente en quienes se inician en el
conocimiento de las redes eléctricas, pues no existe un valor (ntimero real,
complejo, etc.), salvo el cero, que sea intensidad de una rama no orientada, sino
que existen dos valores para cada rama no orientada: un valor y su opuesto.
Saber cudl de los dos hay que utilizar en cada caso no queda aclarado por
expresiones como la ‘intensidad de esta rama es...” o parecidas si el concepto de
rama que se emplea es el de rama no orientada. Esta ambigiiedad provoca una
considerable confusién en relacion con los ‘sentidos” de las intensidades,
confusién que también se produce con las tensiones, como se comentard después.
Esta confusién desaparece si se asume con claridad que cada intensidad estd
asignada a una rama orientada. Y que la flecha colocada en cada rama no

orientada indica la rama orientada a la que se asigna la intensidad que se escribe
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A 3 B
14 1 1
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Fig. 8.- También en la red de la figura, en la que las intensidades
de Kirchhoff son elementos del grupo {0,1} definido
anteriormente, dos ramas en serie tienen la misma intensidad.

Por tanto, que dos 0 mds ramas en serie tengan la misma intensidad,
no es una propiedad exclusiva de las redes eléctricas, sino de todas las
redes de intensidades de Kirchhoff. También de la red de la figura 8. En

efecto, en ella las ramas DF y FA que estdn en serie, tienen la misma
intensidad, de valor 1. Como sus opuestas AF y FD también estdn en

serie, tienen las dos la misma intensidad, de valor -1=1.

Teorema de las intensidades de un conjunto de corte.- La suma de las

intensidades de las ramas de cada conjunto de corte de una red de Kirchhoff es

cero.

Demostracién.- La suma de las intensidades de las ramas que llegan

a cada nudo de una red de Kirchhoff es cero. Por tanto, si se suman las
intensidades de las ramas que llegan a m nudos, el resultado de esa suma

€s cero.

Por otra parte, si una rama no orientada de la red une dos
cualesquiera de esos m nudos, tal como el A y el B, en la suma de las
intensidades de las ramas que llegan al nudo A aparece como sumando la

intensidad ig4, y en la suma de las intensidades de las ramas que llegan al

nudo B aparece como sumando i,p =—ig, . Por tanto, en la suma de las

intensidades que llegan a todos los m nudos aparecen como sumandos

a su lado. No obstante, la confusién de los sentidos suele ser mds acusada para
las tensiones que para las intensidades, pero la forma de eliminarla es idéntica en

ambos casos, por eso se insiste en ella también en el caso de las intensidades.
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ipgatigg=1igy —igg =0. Al ser nula esa suma, no aparecen como

sumandos la intensidad iyp ni su opuesta. Y asi para todas las

intensidades de las ramas que unen dos cualesquiera de los m nudos. De
manera que la suma de las intensidades que llegan a un conjunto de
nudos se reduce a la suma de las intensidades de las ramas que llegan a esos
nudos, excluidas todas las que unen dos de ellos. La expresion en cursiva es la
definicién de conjunto de corte del conjunto de los m nudos. Por tanto, la
suma de todas las intensidades de las ramas que llegan a cualquier
conjunto de nudos, que es cero, coincide con la suma de las intensidades
de las ramas de su conjunto de corte. O sea, la suma de las intensidades de

todo conjunto de corte de una red de Kirchhoff es cero.

La ecuacién que se obtiene de la suma de las intensidades de un
conjunto de corte coincide con la suma de las ecuaciones que se obtienen
al aplicar la primera ley de Kirchhoff a los nudos de ese conjunto de corte.
Por tanto, la ecuacion del conjunto de corte es combinacion lineal de las de esos

nudos.

Una consecuencia de lo anterior es que, para comprobar si una red
con valores asignados a sus ramas es o no una red de intensidades de
Kirchhoff, basta con comprobar que se cumple la primera ley de Kirchhoff
en todos los nudos menos uno, ya que las ramas que parten del tltimo
nudo son el conjunto de corte de todos los demds. Por tanto, si la primera

ley de Kirchhoff se cumple en los n=n,-1 nudos primeros, también se

cumple en el dltimo.

Ejemplo.

En la figura 8, las ecuaciones que se obtienen de aplicar la primera

ley de Kirchhoff a los nudos A y B son

iBA+iEA+iFA:0

IAB+ZEB+ZCB:0
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La suma de las dos ecuaciones es

iEA+iFA+iEB+iCB :O
Que es la suma de las intensidades de las ramas del conjunto de corte de

los nudos A y B. Al sumar se ha tenido en cuenta que ig4 =—ip.-

Como en la red de la figura 3 las ramas 1, 2 y 3 forman un conjunto

de corte de la red, la suma de sus intensidades de Kirchhoff es cero:
f1+q,+93=0.

Como en la red de la figura 4b las ramas que unen el nudo O con los

nudos 1y 2 son también un conjunto de corte, la suma de sus intensidades

de Kirchhoff es cero: Q; +Q, —g; — ¢, =0.

Los enunciados ‘la suma de las intensidades de las ramas de cada conjunto
de corte es cero” y ‘la suma de las intensidades de las ramas que llegan a cada
nudo es cero’ son equivalentes. En efecto, si se cumple el primer enunciado,
se cumple el segundo, pues el conjunto de corte de un nudo es el conjunto
de ramas que llegan a ese nudo. Si se cumple el segundo enunciado, ya se
ha demostrado arriba que se cumple el primero. Por tanto, los dos
enunciados son equivalentes. De hecho pueden ser considerados como

dos formas de expresar la primera ley de Kirchhoff.

7.6. Namero maximo de ecuaciones indepen-
dientes de una red de intensidades de
Kirchhoff

Como mdximo, el niimero de ecuaciones independientes que relacionan las

intensidades de las ramas de una red de intensidades de Kirchhoff es el niimero de

nudos de la red menos uno: n=mn, —1.

En efecto, el nimero de intensidades de una red de intensidades de

Kirchhoff es 2r, tantas como ramas orientadas tiene la red. Pero de ellas
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basta conocer las r intensidades de un conjunto bdsico de ramas
orientadas de la red”, pues las intensidades del resto de las ramas son
opuestas de las de ese conjunto bdsico de ramas orientadas. Nos
referiremos a las intensidades de las ramas de un conjunto bdasico de
ramas orientadas de la red como las r intensidades de la red. Conociendo

esas 7 intensidades estdn conocidas todas las intensidades de la red.

Pero entre las r intensidades de una red de intensidades de
Kirchhoff existen las relaciones establecidas por la primera ley de

Kirchhoff, es decir, que la suma de las intensidades que llegan a cada
nudo es cero. De escribir esa ley para cada nudo se obtienen n,

ecuaciones. Sin embargo, como ya se vio, la ecuacién que se obtiene del

ultimo nudo es combinacion lineal de las anteriores. Por tanto, a 1o sumo,

de las 1, ecuaciones, solo n=n, —1 son independientes.

Pero, ademds, todas esas n=n, -1 ecuaciones son independientes,

pues al aplicar la primera ley de Kirchhoff a cada nudo que no sea el
dltimo, siempre aparece, al menos, una rama nueva, que es la rama que
une ese nudo con los siguientes. Eso no ocurre en el dltimo nudo, en el
que todas las ramas que llegan a él ya han sido consideradas en los

anteriores nudos.

0 Recuérdese que en un conjunto bdsico de ramas orientadas estd solo una

rama orientada de cada rama no orientada. Por ejemplo, si estd la rama (a, ﬁ) no

estd la rama (ﬁ,a). Pero es suficiente conocer la intensidad de una rama

orientada para conocer también la intensidad de su rama opuesta.

* También se pueden obtener ecuaciones de aplicar el teorema de las
intensidades de los conjuntos de corte a todos los conjuntos de corte de una red,
pero, como se vio, esas ecuaciones son combinaciones lineales de las ecuaciones
que se obtienen de los nudos, por lo que no son independientes de las ecuaciones

de los nudos.
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7.7. Intensidades de las ramas de un arbol de
una red de intensidades de Kirchhoff

Las intensidades de las ramas de cada drbol de una red de intensidades de
Kirchhoff pueden ser escritas en funcién solo de las intensidades de los enlaces de

ese drbol.

A % = B
/5 ’ 7
) 276 |
J4h FE V/2
Jg.
AN
D;'___,___‘; C
/3

Fig. 9.- La intensidad de cada rama del drbol puede ser escrita
solo en funcién de las intensidades de sus enlaces.

En efecto, fijado un drbol de una red y un conjunto bdsico de ramas
orientadas en él (las indicadas por las flechas en la figura fig. 9), si se
aplica la primera ley de Kirchhoff a cada nudo que sea extremo de ese
arbol y se despeja la intensidad de la tinica rama del drbol que aparece en

cada ecuacion, la intensidad de esa rama del drbol ha quedado en funcién
solo de intensidades de enlaces. En la figura 9 j,=j3+]g;
Js =—J¢—Jj7—Jg; Jo=Ja—j7- A partir de cada extremo del drbol se va
aplicando la primera ley de Kirchhoff a los nudos siguientes. En la figura
9, para el nudo A, jy=jy+js=(j3+js)+(~j6~Jr—Jjs)= s~ Js~J7- La
ecuacion que resulta de aplicar la primera ley de Kirchhoff al nudo dltimo,
el B en la figura 9, es combinacién lineal de las anteriores, lo que se

manifiesta porque todas las intensidades de las ramas del drbol han sido

ya puestas en funcién de las intensidades de los enlaces sin necesidad de

esa ecuacion. No obstante, se puede utilizar el nudo B en vez de el nudo

A para hallar j;, con el mismo resultado: j; = j, — jg = (]3 - ]7) —Je-

Por tanto, las intensidades de las ramas de un d&rbol pueden

deducirse de las intensidades de sus enlaces. Ese hecho se expresa
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diciendo que las intensidades de las ramas de cada drbol dependen de las

intensidades de sus enlaces.

Otra afirmacién consecuencia de lo anterior es que todas las
intensidades de las ramas de una red de intensidades de Kirchhoff pueden

escribirse en funcion solo de las intensidades de los enlaces de un drbol.

7.8. Intensidades de bucle

Intensidad de bucle.- Sea B el conjunto de todos los bucles de una red. Si

fg es una aplicaciéon de B en un grupo conmutativo G tal que fB(—b) = —fB(b)
Vb € B, entonces fg (b) se llama intensidad del bucle b.
fg asigna un elemento cualquiera de G a cada bucle, con la

condicién de que si al bucle b ha asignado y €G, al bucle opuesto de b

debe asignar —y €G.

@@;@

D C

Fig. 10.- Forma de indicar intensidades de bucles.

En la figura 10 se muestra la forma de indicar las intensidades
asignadas a los bucles. Las flechas indican el bucle al que se asigna el valor

colocado a su lado. Por ejemplo, se ha asignado al bucle ABEA la
intensidad de bucle ;. Se entiende que al bucle opuesto queda asignado el

valor opuesto. Ha de entenderse, ademds, que a los bucles no indicados se
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ha asignado cero como intensidad de bucle*. Por ejemplo, la intensidad

del bucle ABCDA y de su opuesto es cero.

7.9. Valores asignados a ramas, que derivan de
intensidades de bucle

Si un valor asignado a una rama es la suma de las intensidades de todos los
bucles de los que esa rama forma parte, se dice que el valor de esa rama deriva de

las intensidades de bucle.

Por ejemplo, en la red de la figura 11 todos los valores asignados a
las ramas derivan de las intensidades de los bucles. Asi, el valor asignado

a la rama AB es 1, el asignado a la rama EA es 1-3j, el asignado a la

rama EC es —j— (—5) =5-j, y de forma parecida con las demds ramas.

2 Como se verd mds adelante, el concepto de intensidad de bucle o
intensidad de malla (mallas son los bucles mds sencillos de las redes planas)
suele ser tratado en la bibliografia con cierta confusién. Eso a pesar de que la
funcién que desempefian las intensidades de bucle en el andlisis de redes es
utilizada correctamente y con mucha frecuencia, en concreto cuando se emplea el
método de los bucles para analizar redes eléctricas. La razén de la confusién es
que se intenta dotar de cierta identidad intuitiva, de cierto significado fisico, a las
intensidades de bucle, cuando en realidad es un concepto puramente funcional
que no representa, como mds adelante se verd, una intensidad concreta. Que en
esta tesis se haya dado el nombre de intensidad de bucle a lo que se acaba de
definir como tal, es solo para seguir una nomenclatura paralela a la nomenclatura
de las redes eléctricas [6], pero el concepto de intensidad de bucle es solo el que
se ha dicho: un valor (nimero real, nimero complejo, funcién o cualquier
elemento de un grupo conmutativo) totalmente arbitrario que se asigna a cada
bucle, con la tnica condicién de que a cada bucle se asigne el valor opuesto del
valor asignado a su bucle opuesto. Esta es la tinica condicién que ha de exigirse a
esos valores para que sean intensidades de Kirchhoff. Por lo demds, se insiste,

pueden ser absolutamente arbitrarios.
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Fig. 11.- Todos los valores asignados a las ramas derivan de las
intensidades de bucle.

El valor que se asigna a una rama por este procedimientos es la suma
de las intensidades de todos los bucles a los que esa rama pertenece; pero,
como los bucles de intensidad cero no aparecen en esa suma, suele decirse
que las intensidades de las ramas estdn escritas en funcién solo de las
intensidades de los bucles cuyas intensidades no son nulas. Asi, de los

valores asignados a las ramas de la figura 11 se dice que derivan de las

intensidades de los bucles indicados.

7.10. Teorema de caracterizacion de
intensidades de Kirchhoff

Teorema de caracterizacién de intensidades de Kirchhoff.- Para que

un conjunto de valores asignados a las ramas de una red sea un conjunto de
intensidades de Kirchhoff es condicion necesaria y suficiente que ese conjunto de

valores derive de un conjunto de intensidades de bucle [1], [2], [6].

Demostracién.- Supéngase una red de intensidades de Kirchhoff y

uno de sus drboles (Fig. 12). Considérense los bucles de los enlaces de ese
arbol, y asignese como intensidad de cada bucle la intensidad de su
enlace. Como se vio, todas las intensidades de la red se pueden poner en
funcién de las intensidades de los enlaces, que ahora son intensidades de
los bucles, por lo que queda demostrado que las intensidades de toda red

de Kirchhoff derivan de un conjunto de intensidades de bucle.
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Fig. 12.- Las intensidades de una red de intensidades de
Kirchhoff derivan de las intensidades de los enlaces de
cualquiera de sus arboles.

Supéngase ahora que los valores que se asignan a las ramas de una
red se hacen derivar de un conjunto de intensidades de bucle.
Considérense todas las ramas que confluyen en un nudo de esa red tal

como el A (fig. 13). Si la rama BA pertenece a un bucle de intensidad i,

existe un nudo C tal que la rama CA, que también confluye en A, pertenece

al bucle opuesto, por lo que la intensidad iz, contiene a i como sumando

e icy4 contiene a -i como sumando. Y asi para todas las ramas que

confluyen en el nudo A y los bucles que les afecten. O sea, cada intensidad
de bucle interviene en una rama que confluye en un nudo con signo
positivo, y en otra que también confluye en ese nudo con signo negativo,
de forma que, al sumar todas las intensidades de las ramas del nudo, el
resultado es cero. Por tanto, si se asignan a las ramas los valores que se
obtienen como suma de las intensidades de los bucles a que pertenecen,
esos valores cumplen la primera ley de Kirchhoff, con lo que el teorema

queda demostrado.

A

Fig. 13.- ipA contiene a i; ic4 a -i. Al sumar ig4 +icA se anula la
contribucién de la intensidad i. Asi para el resto de las
intensidades de bucle.

En la figura 14 se muestran dos ejemplos: en 14a se han asignado
intensidades distintas de cero a los bucles que se indican —y, por tanto, las

intensidades opuestas a los bucles opuestos—, y al resto, por ejemplo al
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ADCEA o al ABCDA, intensidades nulas. Los valores asignados a las
ramas de 14b derivan de estas intensidades de bucle. Se puede comprobar
que esos valores cumplen la primera ley de Kirchhoff. En 14c se han
asignado numeros complejos® arbitrarios distintos de cero como
intensidades de algunos bucles y, por tanto, intensidades opuestas a sus
opuestos. Las intensidades del resto de los bucles son cero. Los valores
asignados a las ramas de la red 14d derivan de esas intensidades de bucle.

Puede comprobarse que esos valores también cumplen la primera ley de
Kirchhoff.

a) b) 2

-6
4 2
D C D - C
4
c) d) -1
A B A > B

@ X @ it £yl
®

D C D 3 C

Fig. 14.- Las intensidades de las ramas de b) derivan de las de
los bucles de a), y las de d) de las intensidades de malla de c).

Una consecuencia de este teorema es que, en general, para cada red
de intensidades de Kirchhoff existen diferentes conjuntos de intensidades
de bucle de los cuales derivan las intensidades de las ramas. En concreto,
de cada red de intensidades de Kirchhoff se pueden obtener, en general,
diferentes drboles y, por tanto, diferentes conjuntos de enlaces. Fijado un

arbol, todas las intensidades de las ramas de la red pueden derivarse de

* En Electricidad la unidad imaginaria no se suele designar con la letra i,

como es habitual en matemadticas, sino con la letra j (jota minudscula).
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las intensidades de los bucles de los enlaces de ese arbol. Pero, si se elige
otro drbol, las intensidades de las ramas de la red pueden también ser
escritas en funcién de las intensidades de los bucles de los enlaces del
nuevo drbol. Y asi para cada drbol. Por tanto, para cada conjunto de
intensidades de las ramas de una red de intensidades de Kirchhoff existen, en
general, mds de un conjunto de intensidades de bucle de los que derivan las

intensidades de sus ramas*.

“ Es conveniente insistir en el papel puramente funcional o auxiliar que
desempefian las intensidades de los bucles, como ha quedado puesto de
manifiesto. A pesar de ello, en algunos textos parece que se les atribuye cierta
realidad fisica, como cuando se dice “Estas corrientes de bucle circulan por los
contornos...” [19], o cuando se dan definiciones del estilo “Mesh Current The
current that flows around the periphery of a mesh; the current that flows through
the elements constituting the mesh” [22]. N6tese que ninguna de las definiciones
del dltimo entrecomillado se corresponde con lo que en esta tesis ni en la préctica
del andlisis de redes se entiende por intensidad de bucle, pues, en general, una

intensidad de bucle no “circula” por ninguna de las ramas que forman el bucle.

El diccionario de IEEE parece también atribuir cierta realidad fisica a las
intensidades de bucle, que define asi: “mesh current A current assumed to exist
over all cross sections of a given closed path in a network” [32]. No obstante, en

1

este caso, la expresiéon “..assumed to exist..” parece querer expresar una
prudente ambigiiedad en relacién con la existencia de esa corriente. Se recuerda
que este diccionario identifica de hecho, como ya se dijo, los significados de mesh

y loop, malla y bucle.






8. Tensiones de Kirchhoff

La segunda ley de Kirchhoff* es tenida por una ley propia de las
tensiones eléctricas, si no exclusiva de ellas. En gran parte de la
bibliografia se la considera una consecuencia del Principio de
Conservacion de la Energia aplicado a las redes eléctricas [22], [30]. Sin
embargo, como ocurria con la primera ley de Kirchhoff, muchos otros
conjuntos de variables que no son tensiones eléctricas y que no estan
relacionados con la energia cumplen la segunda ley de Kirchhoff. Por eso,
de la misma forma que se hizo con la primera ley de Kirchhoff, se
intentard ahora deducir todas las propiedades que derivan exclusivamente
de la segunda ley sin pensar en ninguna variable fisica concreta. De esta
manera se dotard a la teoria que surge de la segunda ley de Kirchhoff del
grado de abstraccién necesario para contribuir a identificar otras variables

distintas de las tensiones eléctricas que también cumplen la segunda ley
de Kirchhoff.

8.1. Tensiones de Kirchhoff

Valor asignado a un par de nudos.- Sea N un conjunto a cuyos

elementos llamaremos nudos. Sea G un grupo conmutativo, y fp una aplicacién
de N>=NxN en G tal que V(A,B) e N2 ocurre que fP(B,A): —fp(AB)y
que fP(A,A) =0. Entonces fP(A,B) se llama valor asignado al par de nudos

(A,B).

* La segunda ley de Kirchhoff se llama también ley de Kirchhoff de las
tensiones (Kirchhoff’s Voltage Law) [41].
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Fig. 1.- Forma de indicar valores asignados a pares de nudos.

Es decir, fp asigna un elemento del grupo conmutativo G a cada par

de nudos, de forma que si al par (A,B) asigna el elemento y, al par (B, A)
asigna —y (menos y); ademds, a los pares de nudos de componentes

iguales asigna el cero. Con esas condiciones, el conjunto de los elementos

de G asignados se llama conjunto de valores asignados a los pares de nudos.
En la figura 1a se muestra una forma de indicar valores asignados a pares

de nudos: las flechas indican a qué par de nudos se asigna el valor que se

coloca a su lado. Por ejemplo, el valor 1 se asigna al par de nudos (A, B);
aunque no se indique, se entiende que al par (B,A) queda asignado el
valor -1 (menos uno). Y asf para el resto de pares.

Para simplificar el lenguaje, llamaremos simplemente valor de un par

de nudos al valor asignado a ese par de nudos.

Tensiones de Kirchhoff.- Un conjunto de valores asignados a un conjunto

N2 de pares de nudos se llama conjunto de tensiones de Kirchhoff si la suma de
los valores de los pares de nudos de cada camino cerrado de N 2 es cero.

Por ejemplo, los valores de los pares de nudos de la figura 1a, que
son elementos del grupo de los ntimeros reales con la suma ordinaria, no

son tensiones de Kirchhoff, pues la suma de los valores de los pares de

nudos del camino cerrado ABDA, es decir, de los pares (A,B), (B,D) y

(D,A) no suman cero: (1)+(—3)+(5): 3#0. Los valores de los pares de

nudos de la figura 1b, que también son nimeros reales, si son tensiones de

Kirchhoff, pues la suma de los valores de los pares de nudos que forman
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cada camino cerrado es cero®. Asi, la suma de los valores de los pares de
nudos del camino cerrado ABDA es (—1)—(—10)+(—9):0, y el mismo
resultado para todos los demds caminos cerrados que pueden formarse

con el conjunto de nudos considerado, {A,B,C,D} .

a) b)
A, % L B A% | B
o o o o
1 1
0
1 0 1 1
1 1
(=] o OO OO

1

Fig. 2.- Valores del grupo conmutativo {O,l} con la operacién

(1+0:0+1:1; 0+0=0; 1+1=0) asignados a los pares de

nudos. La figura 2a no es una red de tensiones de Kirchhoff; la
2b silo es.

En la figura 2 se han asignado como valores a los pares de nudos

elementos del grupo conmutativo {0,1} con la suma conmutativa

(140=0+1=1; 0+0=0; 1+1=0). Los valores asignados en la figura

2a no son tensiones de Kirchhoff, pues la suma de los valores de los pares
de nudos del camino cerrado ABDA es 0+0+1=1#0. Los valores
asignados en la figura 2b si son tensiones de Kirchhoff, pues la suma de
los valores de los pares de nudos de cada camino cerrado es cero. Por
ejemplo, la suma de los valores de los pares de nudos del camino cerrado

ABDA es 0+1+1=0; y el mismo resultado se obtiene para todos los

% Como se vio en el capitulo anterior, si la suma de un conjunto de
elementos de un grupo conmutativo G es cero, también lo es la suma de los
opuestos de esos elementos. Eso implica que si se comprueba que la suma de los
valores de los pares de un camino cerrado es cero, también es cero la suma de los
valores de los pares del camino cerrado opuesto. Por eso, para comprobar que un
conjunto de valores cumple la segunda ley de Kirchhoff, no es necesario

comprobarlo en cada bucle y su opuesto, sino solo en uno de los dos.
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demds caminos cerrados que se pueden formar con el conjunto de nudos

{A,B,C,D}.

En lo que sigue, por simplificar el lenguaje, con frecuencia se

llamardn simplemente ‘tensiones’ a las tensiones de Kirchhoff.

Teorema.- Si cada elemento de un conjunto de tensiones de Kirchhoff del
espacio vectorial G sobre el cuerpo K se multiplica por el mismo elemento de K, el

conjunto de valores resultante es un conjunto de tensiones de Kirchhoff.

Demostracién.- Si uy, u,...,u,, son sendas tensiones de Kirchhoff de

m

los pares de nudos de un camino cerrado, ocurre que uy +uy +---+u,, =0.

Si cada elemento del conjunto de tensiones se multiplica por k € K, resulta
kuy +kuy +---+ku,, = k(ul + Uy +~--+um): k0=0

Y el teorema estd demostrado.

Otras transformaciones que se pueden efectuar sobre las tensiones de
Kirchhoff producen también tensiones de Kirchhoff. Por ejemplo, si las
tensiones de Kirchhoff son funciones derivables sus derivadas son

tensiones de Kirchhoff.

En general, como ocurre con las intensidades de Kirchhoff,
transformaciones lineales de los elementos de un conjunto de tensiones de

Kirchhoff dan lugar a otro conjunto de tensiones de Kirchhoff.

8.2. Red de tensiones de Kirchhoff

Red de tensiones de Kirchhoff.- Un conjunto de nudos con tensiones de

Kirchhoff asignadas a sus pares de nudos se llama red de tensiones de Kirchhoff".

" A pesar de que en este capitulo no se ha hablado de ninguna red vy si solo
de un conjunto de nudos, todo conjunto de los nudos origina su red candnica

(ver las figuras 1 y 2), por lo que no hay inconveniente en dar el nombre de red
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Los conjuntos de nudos de las figuras 1b y 2b con los valores

asignados a sus pares de nudos son redes de tensiones de Kirchhoff.

Por tanto, si v;, h=1,2,...n son las tensiones de los pares de nudos

de un camino cerrado de una red de tensiones de Kirchhoff, se cumple que

z Uh =0 (1)
h=1

La férmula (1) significa que la suma de las tensiones de los pares de
nudos que forman cada camino cerrado de una red de tensiones de Kirchhoff es
cero. Esta es la forma habitual de enunciar la segunda ley de Kirchhoff,
aunque, en la bibliografia esta ley suele ser atribuida solo a las redes

eléctricas®.

Teorema de la tensién entre dos puntos.- La tension del par de nudos

(A,B) de una red de tensiones de Kirchhoff es la suma de las tensiones de los

pares de nudos de cualquier camino de pares nudos de la red cuyos extremos sean

AyB.

Demostracién.- El camino formado por los pares de nudos (A, Cl)/

(Cl,Cz),...,(Cn,B) de una red de tensiones de Kirchhoff tiene por extremos

A y B,y se cumple que la suma de las tensiones del camino cerrado

AC,C,...C, BA es cero:

vAC] +UC1C2 +"'+UCHB+UBA:0

de tensiones de Kirchhoff a un conjunto de nudos con tensiones de Kirchhoff

asignadas a sus pares ordenados.

* Y a veces con enunciados confusos: “En cualquier malla cerrada formada
por elementos de circuito, fuentes de voltaje o ambas, la suma algebraica de las
tensiones de excitacion alrededor de la malla es igual a la suma algebraica de las
caidas de voltaje a través de los elementos de la malla, considerando todos los

voltajes en el mismo instante de tiempo” [60].
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Si se despeja vg, se obtiene:
UAB = ~UBA = Yac, T V¢, T T Uc,B

Con lo que el teorema estd demostrado: la tensién v 45 es la suma de

las tensiones de los pares de nudos de cualquier camino de nudos de

extremos A y B.

Por ejemplo, en la red de tensiones de Kirchhoff de la figura 2b,

recordando que para los valores alli asignados el opuesto de 1 es 1, la
tensién v,p, que es 1, coincide con v, +vpc+vcp=0+1+0=1=v,p.

También UAB+UBD:0+1:1:UAD,6 UAC+UCD:1+0:1:UAD'

8.3. Potenciales de Kirchhoff

Potencial de Kirchhoff.- Sea N un conjunto a cuyos elementos

llamaremos nudos. Se llama potencial de Kirchhoff del nudo Ae N a fN(A),

donde fy es una aplicacién de N en un grupo conmutativo G .

Es decir, fy asigna un elemento cualquiera de G a cada nudo. El
elemento asignado a cada nudo se llama potencial de Kirchhoff de ese nudo.
A veces, los potenciales de Kirchhoff serdn llamados, simplemente,

potenciales, potenciales de nudo, o valores asignados a los nudos.

Valores de pares de nudos que derivan de potenciales de nudo.- Si
un valor asignado a un par ordenado de nudos es la diferencia entre los
potenciales del primero y sequndo nudos del par, se dice que el valor de ese par

deriva de los potenciales de sus nudos.
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142j 0 0

Oj ]+j° oO ]o

Fig. 3.- Valores asignados a los pares de nudos (en negro) que
derivan de potenciales de nudo (en gris).

Por ejemplo, los valores asignados a los pares de nudos de la figura
3a derivan de los potenciales de los nudos que se indican, que son
elementos del grupo de los nimeros complejos con la suma ordinaria. Los
valores asignados a los pares de nudos de la figura 3b derivan de los

potenciales de los nudos que también se indican, que hora son elementos

del grupo {0,1} con la suma ya definida.

8.4. Teorema de caracterizacion de tensiones
de Kirchhoff

Teorema de caracterizacién de tensiones de Kirchhoff.- Para que un

conjunto de valores asignados a los pares de nudos de un conjunto N sean
tensiones de Kirchhoff es condicion necesaria y suficiente que deriven de un

conjunto de potenciales de sus nudos [1], [2], [6].

Demostracién.- Si los valores asignados a los pares de nudos son

tensiones, para cualquier camino cerrado de nudos A;A,...A,A; se cumple

que la suma de las tensiones de todos los pares de nudos de ese camino

cerrado es cero:
Yaay T Va8, Tt Ya 4 tYa s =0
Y, €S la tensién del par de nudos (Al,Az). Asignemos un potencial a

cada nudo de la siguiente manera: al nudo A; un potencial cualquiera, por

ejemplo VALY, Vh#1, al nudo A, el potencial Va, =04 + Ya,A, - O sea,
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Ya,a =9a, ~ Va0 Y también Ya, = —(vAh —Ua, ) . Utilizando estas dos

igualdades, la tension del par de nudos (A, , Ay ) resulta:
8 Ya,A; P hr 4K

Yapa, =Yaa T ¥aa = (UAh 04 )_(UAk 04 ) = P4, TV

Queda demostrado, por tanto, que para cualquier conjunto de
tensiones existe un conjunto de potenciales de los nudos de los que esas

tensiones derivan.

Reciprocamente, si el valor asignado a cada par de nudos tal como el
(A,B) es yyp=v,—vg, donde v, es el potencial del nudo A y vp el

potencial del nudo B, alo largo de cada camino cerrado de nudos se tiene:
Yaa, TYA Ay Tt YA A TYA AT
:(UAl —UA2)+(UA2 _vA3)+"'+(UAn_1 —UAH)‘i‘(UAn —UAl):O

por lo que también queda demostrado que los valores y 45 que derivan de

un conjunto de potenciales de nudo son tensiones de Kirchhoff. Y el

teorema completo queda demostrado®.

* El teorema de caracterizacion de tensiones de Kirchhoff fue publicado de
forma parecida a la que se expone aqui en las referencias [1], [2] y [6]. Muestra la
amplia generalidad de la segunda ley de Kirchhoff, en el sentido de que es una
propiedad de alcance mucho mayor que el limitado a las tensiones eléctricas. En
efecto, el teorema pone de manifiesto con claridad que cualquier conjunto de
diferencias cumple la segunda ley de Kirchhoff, pues los potenciales de
Kirchhoff, —~de los cuales derivan siempre las tensiones, como demuestra el
teorema—, son elementos arbitrarios de cualquier grupo conmutativo, y pueden
representar cualquier magnitud. Por tanto, las diferencias de altura, de
temperatura, de presién, de densidad, de edad, las diferencias de los saldos de
las cuentas corrientes de los clientes de un banco, y, desde luego, las diferencias
de potencial eléctrico, cumplen la segunda ley de Kirchhoff. Por eso esa ley
podria enunciarse también asi: la suma de las diferencias de valores asignados a un

conjunto de nudos, a lo largo de cada camino cerrado de pares de esos nudos es cero.
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Como los valores de los pares de nudos de la figura 3a y 3b derivan

de los potenciales de los nudos, cumplen la segunda ley de Kirchhoff y

resultan ser tensiones de Kirchhoff. Asi, para el camino cerrado ACDA de
la figura 3a se tiene: (4—j)—(-1)+(j—5)=0, con el mismo resultado para

los demds caminos cerrados. En el camino ABCDA de la figura 3b la suma
es 1+0+1+0=0, con el mismo resultado también para el resto de los
caminos cerrados de esa figura. Por tanto, ambas figuras representan redes

de tensiones de Kirchhoff.

Obsérvese que, fijado el potencial de Kirchhoff de cada nudo, el
conjunto de tensiones de Kirchhoff de los pares de nudos queda
univocamente determinado. Sin embargo, de la primera parte del teorema
de caracterizacion de tensiones se deduce que son infinitos los conjuntos
de potenciales que dan lugar a un conjunto de tensiones, ya que el

potencial de uno de los nudos es arbitrario. De esta propiedad se ocupa el

Conviene hacer notar que también las diferencias de cualquier conjunto de
vectores del plano o del espacio son tensiones de Kirchhoff, pues estos conjuntos
con la suma ordinaria en ellos son grupos conmutativos. Por ejemplo, las
diferencias de los campos eléctricos, magnéticos o gravitatorios de un conjunto

cualquiera de puntos del espacio cumplen la segunda ley de Kirchhoff.

En realidad, pues, la segunda ley de Kirchhoff es una propiedad de los
elementos de cualquier grupo conmutativo apropiadamente asignados a los
pares de nudos de una red de tensiones de Kirchhoff: los elementos asignados a
pares de nudos que forman caminos cerrados suman cero. O sea, la segunda ley
de Kirchhoff es una propiedad relacionada con la posicion relativa de unos pares
con otros. Es, por tanto, una propiedad topolégica mds que una propiedad de las
magnitudes, de variables fisicas concretas. Precisamente las variables fisicas que
cumplen la segunda ley de Kirchhoff lo hacen porque pueden ponerse como
diferencias de otras variables. La tensién eléctrica entre dos nudos, en concreto,
es diferencia de los potenciales eléctricos de esos nudos. Por eso las tensiones
eléctricas, como cualquier otro conjunto de diferencias, cumplen la segunda ley
de Kirchhoff.
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siguiente teorema.

Teorema.- Sea una red de tensiones de Kirchhoff que derivan de un
conjunto de potenciales del grupo conmutativo G asignados a sus nudos. Si se
suma el mismo elemento K de G a todos los potenciales, las tensiones de los pares
de nudos que derivan de los nuevos potenciales son las mismas que las que

derivan de los primeros.

Demostracién.- Si v, y wvp son los potenciales de dos nudos

cualesquiera A y B, la tensién del par (A,B) es

UAB=YA B
Si se suma a todos los potenciales el mismo elemento KeG, los

nuevos potenciales de los nudos A y B son v,+K y vg+K

respectivamente, por lo que la nueva tensién del par (A,B) es

vap =(v4 +K)=(vp+K) =0, - 05 =04p
La misma que la anterior, con lo que el teorema estd demostrado.

Lo anterior significa que para cada conjunto de tensiones de una red
de Kirchhoff existen infinitos conjuntos de potenciales de los cuales
derivan esas tensiones. Los potenciales de cada conjunto asignados a un

mismo nudo difieren en el mismo valor K.
Por tanto, lo anterior puede resumirse ast:

a) Dado un conjunto de potenciales de los nudos, existe un iinico conjunto

de tensiones que derivan de ese conjunto de potenciales.

b) Dado un conjunto de tensiones, existen infinitos conjuntos de potenciales

de los cuales derivan esas tensiones.

Cero del potencial.- Un corolario del teorema anterior es la
arbitrariedad del origen de potenciales, y que, por tanto, cualquier nudo de
una red de tensiones de Kirchhoff puede ser tomado como origen de potenciales,

sin que cambien las tensiones entre los pares de nudos.
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En efecto, sea v, el potencial del nudo A de una red de tensiones de
Kirchhoff; si se suma —v, a todos los potenciales de los nudos, el nuevo

potencial del nudo A es v, —v,4 =0. Segtn el teorema anterior, con esos
nuevos potenciales asignados, las tensiones no han cambiado, pero si los
potenciales, resultando cero el potencial del nudo A. Eso se expresa

diciendo que el nudo A es el nuevo origen de potenciales.

Es decir, para cada nudo A de una red de tensiones de Kirchhoff existe un
conjunto de potenciales de esa red en el que el potencial del nudo A es cero. O,
mds sencillamente: cualquier nudo de una red de tensiones de Kirchhoff puede

ser tomado como origen de potenciales™.

** Las propiedades del potencial expuestas aqui, incluida la arbitrariedad del
cero del potencial, suelen aparecer en la bibliografia atribuidas exclusivamente a
los potenciales energéticos, tales como el potencial eléctrico [42] y el potencial
gravitatorio [46], con demostraciones especificas para estos casos. Sin embargo,
las conclusiones aqui obtenidas muestran que estas propiedades se extienden a
todos los potenciales de Kirchhoff [1], [2], [6], y pueden ser consideradas, por
tanto, propiedades topolégicas, mds que propiedades exclusivas de algunas

magnitudes fisicas.
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Red de Kirchhoff.- Una red de Kirchhoff es una red con intensidades de

Kirchhoff asignadas a sus ramas y con tensiones de Kirchhoff asignadas a sus

pares de nudos, en la que esas tensiones e intensidades son elementos de un mismo

cuerpo conmutativo’'.

Una red eléctrica de corrientes estacionarias da lugar a una red de
Kirchhoff si se asigna a cada rama la intensidad eléctrica de esa rama, y a
cada par de nudos la tensién eléctrica de ese par de nudos o, 1o que es lo

mismo, si se asigna a cada nudo su potencial eléctrico con cualquier

°! En las redes de intensidades de Kirchhoff y en las redes de tensiones de
Kirchhoff basta que las intensidades y las tensiones sean, por separado,
elementos de grupos conmutativos, pues en cada una de esas redes solo se utiliza
la suma de intensidades y la suma de tensiones. Sin embargo, en las redes de
Kirchhoff, las intensidades de Kirchhoff y las tensiones de Kirchhoff, como se
verd enseguida, se han de poder multiplicar entre si, y unas con otras, tensiones
con intensidades e intensidades con tensiones. Por eso las intensidades y
tensiones deben asignarse de un tnico conjunto de valores que, desde luego,
debe tener definida una suma con la que adquiera estructura de grupo
conmutativo; pero, ademds, en ese conjunto ha de estar definido, junto a la suma
conmutativa, un producto también conmutativo, que debe ser distributivo
respecto a esa suma. Ambas exigencias quedan cubiertas si los dos tipos de

valores son elementos de un mismo cuerpo conmutativo.

Recuérdese que en un cuerpo conmutativo hay definidas una suma y un
producto, y que ambas operaciones son conmutativas; ademds el producto es

distributivo respecto a la suma.

Los conjuntos de los nimeros reales, de los niimeros complejos, de las
funciones reales y de las funciones complejas de variable real, con la suma y la

multiplicacién ordinarias en todos ellos, son cuerpos conmutativos.
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referencia de potenciales, pues las tensiones eléctricas de los pares de

nudos son las diferencias entre esos potenciales.

Una misma red puede dar lugar a diferentes redes de Kirchhoff,
dependiendo de las intensidades que se asignen a sus ramas y de las
tensiones que se asignen a sus pares de nudos. Por ejemplo, si todas las
intensidades de una red de Kirchhoff se multiplican por el mismo
elemento del cuerpo conmutativo de valores al que pertenecen las
intensidades y las tensiones, los nuevos valores son también intensidades
de Kirchhoff. Lo mismo ocurre si se multiplican las tensiones. También las
derivadas de las intensidades o de las tensiones, si son valores derivables,
originan otras redes de Kirchhoff. Lo mismo con la integracién. En general
cualquier transformacién lineal que se aplique a las tensiones o a las
intensidades de una red de Kirchhoff origina otra red de Kirchhoff. Por
tanto, el nimero de redes de Kirchhoff que se pueden obtener de una
misma red por asignacién de distintos conjuntos de intensidades y de

tensiones es infinito.

Si un conjunto de funciones reales de variable real asignadas como
valores a las ramas de una red cumple la primera ley de Kirchhoff, el
conjunto de sus transformadas de Laplace y, en general, de cualquier
transformacion lineal de esas funciones, cumple también la primera ley de
Kirchhoff. De la misma forma, si un conjunto de funciones reales de
variable real asignadas como valores a los pares de nudos de una red
cumple la segunda ley de Kirchhoff, el conjunto de sus transformadas de
Laplace y, en general, de cualquier transformacién lineal de esas

funciones, cumple también la segunda ley de Kirchhoff” Por eso, la

> Asignar como valores a los pares de nudos de una red las transformadas
de Laplace de las funciones reales de variable real ya asignadas a esos pares de
nudos, equivale a asignar como potenciales de nudo las transformadas de
Laplace de los potenciales de nudo originales, que son también funciones reales

de variable real. De forma semejante ocurre, si en vez de la transformacién de
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misma red eléctrica citada anteriormente da lugar a otra red de Kirchhoff
si se asignan como intensidades de las ramas las transformadas de Laplace
de las intensidades instantdneas, y como potenciales de los nudos los

potenciales instantdneos o sus transformadas de Laplace.

Si esa red eléctrica es sinusoidal, y se asignan a sus ramas como
valores los fasores de las intensidades sinusoidales de las corrientes
eléctricas, y a los nudos como potenciales los fasores de los potenciales
eléctricos de los nudos de la red sinusoidal, se obtiene también una red de
Kirchhoff, que se suele llamar red fasorial. La razén es que los fasores de
esas intensidades cumplen la primera ley de Kirchhoff y los fasores de

esas tensiones cumplen la segunda ley de Kirchhoff [1], [2].

Como los conjugados de los fasores de las intensidades de la red
anterior asignados a las ramas también cumplen la primera ley de
Kirchhoff, y los conjugados de los fasores de las tensiones asignados a los
pares de nudos cumplen la segunda, la misma red eléctrica anterior con
los conjugados de los fasores de las intensidades asignados como valores a
sus ramas, y los conjugados de las tensiones asignados como valores a los
pares de nudos originan otra red de Kirchhoff. La nuevas tensiones de
Kirchhoff son las diferencias de los conjugados de los fasores de los
potenciales eléctricos sinusoidales de los nudos. Los conjugados de los
fasores de los potenciales eléctricos son los potenciales de los nudos de
esta nueva red de Kirchhoff.

Realmente las combinaciones entre intensidades y potenciales de
nudos para dar redes de Kirchhoff a partir de una red eléctrica pueden ser
muy variadas. En efecto, a una red eléctrica dada se puede asignar como
conjunto de intensidades de Kirchhoff cualquier conjunto de entre los
citados arriba. Por ejemplo, como intensidades de Kirchhoff pueden

asignarse a las ramas las intensidades eléctricas instantdneas de la red, sus

Laplace se trata de otra transformacién lineal; las transformadas de los

potenciales sirven como potenciales de las transformadas de las tensiones.
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transformadas de Laplace o cualesquiera otras transformadas lineales de
esas intensidades, los fasores de las intensidades instantdneas si esas
intensidades son sinusoidales o los conjugados de esos fasores. Asignado
como conjunto de intensidades de Kirchhoff cualquier conjunto de los
citados, puede asignarse como potencial de cada nudo cualquier conjunto
de potenciales, como por ejemplo, el potencial eléctrico instantdneo de
cada nudo de la red eléctrica original, su transformada de Laplace u otra
transformada lineal, su fasor si la red es sinusoidal, o el conjugado de ese
fasor. Cualquier combinacién de esas dos clases conjuntos -de
intensidades de Kirchhoff con cualquier conjunto de potenciales de
Kirchhoff- origina una red de Kirchhoff. En concreto, una red eléctrica de
corrientes estacionarias a la que se asignan como valores de sus ramas las
intensidades eléctricas instantdneas, y como potenciales de nudo las
transformadas de Laplace de los potenciales eléctricos de los nudos, es una
red de Kirchhoff, supuesto, como siempre, que los valores que se asignan
a los pares de nudos se hacen derivar de los potenciales de los nudos. Y lo

mismo para el resto de combinaciones: todas originan redes de Kirchhoff.
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Fig. 1.- Red de Kirchhoff en la que las cargas de los
condensadores son las intensidades de Kirchhoff y los
potenciales eléctricos de los nudos los potenciales de Kirchhoff.

La figura 1 muestra una red de Kirchhoff en la que las intensidades
de Kirchhoff de las ramas son las cargas de los condensadores, que, como
se vio en el capitulo 7, dedicado a las intensidades de Kirchhoff, son
intensidades de Kirchhoff. Los potenciales de Kirchhoff de los nudos son

los potenciales eléctricos de la red, por lo que las tensiones de Kirchhoff de

esa red son las tensiones eléctricas entre sus nudos.
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Una red hidrdulica de caudal estacionario da lugar también a una red
de Kirchhoff si se asigna a cada una de sus ramas, —que son tuberias,
bombas, turbinas, etc.—, su caudal, y a sus nudos, —que son los puntos de

unién de dos o mds ramas-, la presién del fluido en esos puntos.

La misma red hidrdulica da lugar a otra red de Kirchhoff cuyas
intensidades de Kirchhoff sigan siendo los caudales de las ramas, y cuyos

potenciales de Kirchhoff sean las temperaturas del fluido en cada nudo.

a)

'@
" @

Fig. 2.- a) Edificio de dos recintos. b) Red de Kirchhoff que lo
representa en relacién con el flujo de calor y la temperatura.

Los recintos de un edificio con temperatura uniforme cada uno y
flujo estacionario de calor a través de las paredes pueden ser
representados por una red de Kirchhoff”. En la figura 2a se muestra el
edificio de dos habitaciones ya considerado en el capitulo 7. La figura 2b
representa la red de Kirchhoff que describe el flujo de potencia calorifica.
Como se explicé en el capitulo 7, las ramas de esa red representan las
paredes que separan los recintos entre ellos y del exterior, a las que se
asignan como valores las potencias calorificas que se transfieren por las
paredes que representan. Ademds, entre el nudo O, que representa al
exterior, y cada nudo 1y 2, que representan los recintos, existe otra rama,
a la que se asigna la potencia calorifica de la fuente de calor
correspondiente. Como se mostré en el capitulo de Intensidades de
Kirchhoff, el conjunto de esos valores asignados a las ramas son

intensidades de Kirchhoff. Si a cada uno de los nudos 1 y 2 se asigna la

* Temperatura uniforme en un recinto significa que la temperatura es la
misma en cada punto del recinto, o sea, que dentro de cada recinto, la

temperatura no depende de las coordenadas espaciales x, v, z.
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temperatura del recinto representado por el nudo correspondiente, y al
nudo O se asigna la temperatura del exterior, el conjunto de esas
temperaturas son potenciales de Kirchhoff. Si a cada par de nudos se
asigna como valor la diferencia de temperaturas entre los dos nudos que
forman ese par, esas diferencias de temperaturas son un conjunto de
tensiones de Kirchhoff. Resulta, por tanto, que la red de la figura 2b tiene
asignadas a las ramas un conjunto de intensidades de Kirchhoff, que son
flujos de potencia calorifica, y a los pares de nudos un conjunto de

tensiones de Kirchhoff, que son diferencias de temperaturas. Es, por tanto,
una red de Kirchhoff [6].

Pero el concepto de red de Kirchhoff no es un concepto
necesariamente ligado a un sistema fisico. Es decir, las tensiones e
intensidades de Kirchhoff no necesitan ser resultados de medidas de
variables fisicas o de otro tipo, sino simples valores adecuadamente
asignados a ramas y pares de nudos teniendo en cuenta la posicién
relativa entre ellos para que cumplan la primera y segunda leyes de
Kirchhoff respectivamente. Eso es lo que se quiere expresar en esta tesis
cuando se dice que el concepto de red de Kirchhoff es un concepto
topolégico, y que las propiedades de las redes de Kirchhoff son, por tanto,
propiedades topoldgicas, o sea, debidas a la posicién relativa de ramas y
nudos [1], [2], [6].
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Fig. 3.- Red de Kirchhoff.

Por ejemplo, la figura 3 muestra una red de Kirchhoff en la que las
intensidades son funciones de variable real, sin que sean resultados de
medidas de ninguna magnitud, sino elegidas con la tinica condicién de

que cumplan la primera ley de Kirchhoff; y los potenciales de los nudos
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son también nimeros complejos y funciones de variable real arbitrarios,

sin que sean resultados de medidas de magnitudes fisicas.

1 1 0
0
0
14 1 1
0
0
0 T 1

Fig. 4.- Red de Kirchhoff con valores del cuerpo {0,1}.

La red de la figura 4 utiliza como valores elementos del cuerpo

conmutativo formado por el conjunto {0,1} con la suma conmutativa, ya
definida, (1 +0=0+1=1;, 0+0=0; 1+1= O), y el producto conmutativo
definido asf: (0x1=1x0=0; 1x1=1; 0x0=0), que tiene la propiedad
asociativa, su elemento unidad es 1, y es distributivo respecto a la suma.

Con esas dos operaciones el conjunto {0,1} es, como se ha dicho, un

cuerpo conmutativo. La figura 4 es una red de Kirchhoff en la que las
intensidades de las ramas y los potenciales de los nudos son elementos de

ese cuerpo conmutativo [6].

Todas las redes de Kirchhoff, respecto a sus intensidades, son redes
de intensidades de Kirchhoff, representen o no algtin sistema fisico, por lo
que todas tienen las propiedades de las redes de intensidades de
Kirchhoff. Respecto a sus tensiones, todas las redes de Kirchhoff son
también redes de tensiones de Kirchhoff, por lo que tienen todas las
propiedades de las redes de tensiones de Kirchhoff. Pero, como se verd, las
redes de Kirchhoff tienen, ademds, otras propiedades de interés que
derivan de la existencia simultdnea en la misma red de intensidades

asignadas a las ramas y de tensiones asignadas a sus pares de nudos™.

> La expresion “Red de Kirchhoff” con el significado que aqui se le da solo

aparece en [1], [2] y [6]. Sin embargo esa expresién, “Red de Kirchhoff”, ha sido
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9.1. Redes de Kirchhoff equivalentes

El concepto de equivalencia se utiliza de continuo en Teoria de
Circuitos o Teoria de Redes Eléctricas referido a redes eléctricas, circuitos,
dipolos, multipolos, ramas, etc. No siempre estos objetos aparecen bien
identificados en la bibliografia, pues no pocas veces se utilizan diferentes
palabras para nombrarlos, e incluso se confunden sus nombres.
Especialmente la confusién se produce, como se verd, entre los conceptos
de red, circuito y multipolo®. Ademds, en gran parte de la bibliografia se
emplea el concepto de equivalencia sin incluir una definicién clara de ese
concepto. Los pocos autores que si incluyen definiciones suelen referirse al
concepto de equivalencia y al objeto al que se aplica esa equivalencia con
notable vaguedad. Pero, a pesar de esa confusion y vaguedad de
conceptos, la equivalencia se utiliza con mucha frecuencia. En lo que sigue

nos ocuparemos de la equivalencia de redes eléctricas®. Aqui se ha

utilizada con anterioridad, al menos por dos autores [50], [61], aunque siempre
con significados limitados a las redes eléctricas, y en ningtn caso para designar

una teorfa formal como la que aqui se expone.

* En particular, es habitual llamar redes a los dipolos y, en general, a los
multipolos. Por eso, muchos autores se refieren en realidad a la equivalencia de

multipolos cuando hablan de redes equivalentes [62].

*® El diccionario de IEEE da una definicién de red equivalente a otra; pero se
trata de una definicién préctica, nada formal ni precisa, inttil para nuestros fines:
“equivalent network A network that, under certain conditions of use, may
replace another network without substantial effect on electrical performance”.
Sin embargo, la explicacién que en ese diccionario sigue a la definicién, si
contiene elementos de equivalencia coincidentes con los que se emplean en la

definicién que se da en esta tesis [32].

Como se ha dicho, tanto en la definicion de redes equivalentes del
diccionario de IEEE, como en las definiciones de algunos pocos autores, aparece
una notable confusién en el concepto de red (designado con frecuencia con la
palabra ‘circuito’) a que se refiere la equivalencia, que no suele ser el concepto de

red que se maneja en esta tesis, sino que casi siempre designa solo a una parte de



9. Redes de Kirchhoff 105

elaborado una definicién de esa equivalencia que estd de acuerdo con la
forma prdctica de utilizar ese concepto por la mayor parte de los autores, y
que encaja con la Teoria de la Redes de Kirchhoff que se construye en esta

tesis.

En la practica que se observa en la bibliografia general, la forma de
obtener redes equivalentes a partir de una red inicial consiste en ir
transformando la red inicial de Kirchhoff (en realidad la bibliograffa solo
se refiere a redes eléctricas) en otra mds sencilla de analizar, de la que se
dice que es “equivalente a la anterior”. Esta es la forma habitual de citar la
equivalencia, sin que, como se ha dicho, se defina con claridad en qué

consiste esa equivalencia.
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Fig. 5.- Basta que los nudos designados con la misma letra en
cada red tengan asignado el mismo potencial para que estas dos
redes de Kirchhoff sean equivalentes.

La definicién que se propone es la siguiente:

Redes de Kirchhoff equivalentes.- Dos redes de Kirchhoff cuya

interseccion es no vacta son equivalentes si cada rama y cada par de nudos que

pertenecen a esa interseccion tienen la misma intensidad de Kirchhoff y la misma

tension de Kirchhoff respectivamente en ambas redes.

una red, lo que serd llamado posteriormente aqui multipolo [6], [63]. Por ejemplo,
en [28] se definen redes equivalentes asi: “Two circuits are equivalent if they
have identical terminal voltages, currents, and waveforms when connected to
any other network”. Estd claro que no se refiere a una red completa, sino a una

parte que se conecta a otra parte de otra red por medio de terminales.
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Por ejemplo, las dos redes de la figura 5 son redes de Kirchhoff. Su
intersecciéon estd formada por todos los nudos y por todas las ramas
excepto las que unen los nudos A y D. Se ve que las intensidades de
Kirchhoff de todas las ramas de la interseccién son las mismas. Basta que a
los nudos designados por la misma letra en cada red se asigne el mismo
potencial para que las dos redes de Kirchhoff sean equivalentes, pues de
esa forma los pares de nudos correspondientes de las dos redes tienen las

mismas tensiones.

Conviene notar que la interseccion fue definida para cualquier red, sin
necesidad de que la red tenga valores asignados a sus ramas y nudos. Sin

embargo, la definicion de redes equivalentes se refiere exclusivamente a
redes de Kirchhoff.

9.2. Sustitucion de ramas en paralelo

Hay diferentes formas de obtener una red de Kirchhoff equivalente a
una dada. Por ejemplo, si m ramas que estdn en paralelo en una red de
Kirchhoff se sustituyen por una sola rama conectada entre los mismos
nudos que las m iniciales, y se asigna a la nueva rama como valor la suma
de las intensidades de las m ramas, se obtiene una nueva red de Kirchhoff
que es equivalente a la primera. Eso se ha hecho en la figura 5: se han
sustituido las dos ramas en paralelo conectadas entre los nudos A y B de
la figura 5a por una sola rama cuya intensidad es la suma de las dos a las
que reemplaza. La red obtenida es la de la figura 5b, que es una red de
Kirchhoff equivalente a la primera. Como la nueva rama se conecta entre
los mismos nudos que las que sustituye, la tensién de la nueva rama es la

misma que la tensién de las que sustituye.

De la rama que sustituye a m ramas en paralelo se dice que es la
resultante de esas m ramas en paralelo. Por tanto, la resultante de m ramas
en paralelo de una red de Kirchhoff tiene la misma tension de Kirchhoff que ellas y
su intensidad de Kirchhoff es la suma de las intensidades de Kirchhoff de las m

ramas.
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La operacién inversa también origina redes equivalentes: una rama
puede ser sustituida por dos o mds ramas en paralelo conectadas entre los
mismos terminales que la primera asignando a las nuevas ramas
intensidades cuya suma sea la intensidad de la primera. Los potenciales de
los nudos no han de alterarse. La red de Kirchhoff que resulta de esta

sustitucién es equivalente a la red de Kirchhoff original.

9.3. Sustitucion de ramas en serie

La red de la figura 6b se ha obtenido sustituyendo en 6a las ramas en
serie DF y FA por larama DA . Para que la sustitucién origine una red de
Kirchhoff equivalente a la primera, a la nueva rama ha de asigndrsele la
misma intensidad que tenian asignada las dos ramas en serie, 1 en este
caso, y como tension ha de asigndrsele la tensién del par de nudos DA,
que resulta ser la suma de las tensiones de las ramas en serie, es decir, la
tension de la rama DF, mds la tension de la rama FA. Por tanto, en
general, si en una red de Kirchhoff se sustituyen dos ramas en serie cuyos
terminales extremos son A y B, por una sola rama conectada entre esos
terminales A y B, y se asigna a esa nueva rama la intensidad de las originales, y
como tension entre sus terminales la suma de las tensiones de las ramas

originales, se obtiene una red equivalente a la primera.

a) b)
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Fig. 6.- Al sustituir las ramas en serie DF y FA por la rama
DA, se obtiene la red b, equivalente a la red a.

La rama que sustituye a m ramas en serie en una red de Kirchhoff se

llama rama resultante de las m ramas en serie. Por tanto, la rama resultante
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de m ramas en serie tiene la misma intensidad que las ramas en serie y su tension

es la suma de las tensiones de esas ramas.

También el proceso inverso da redes de Kirchhoff equivalentes: si
una rama se sustituye por varias en serie entre los mismos terminales que
la primera, y se asignan intensidades a cada una iguales a la intensidad de
la primera rama, se obtiene una red de Kirchhoff equivalente a la red
primera. En esta operacién no han de modificarse los potenciales de los
nudos. Eso equivale a decir que la suma de las tensiones de las nuevas

ramas en serie debe ser igual a la tensién de la primera.

9.4. Sustitucion de una parte de una red unida
a otra por un conjunto de corte

La sustitucién de ramas en serie y en paralelo por sus ramas
resultantes para obtener redes equivalentes es practica habitual en las
transformaciones de redes eléctricas, y es un método que vale, como se ha
visto, para cualquier red de Kirchhoff. Otros procedimientos para obtener
redes de Kirchhoff equivalentes a partir de una red de Kirchhoff dada,
como el que se muestra a continuacién, no suelen ser citados
explicitamente para redes eléctricas, aunque si se aplican a veces

transformaciones parecidas de forma intuitiva y un tanto confusa.

Eliminense de una red de Kirchhoff un conjunto de nudos y todas las
ramas que los conectan entre si. Las ramas que conectan los nudos
eliminados con el resto de los nudos de la red son un conjunto de corte
(fig. 8). Manténganse los valores de las intensidades de esas ramas y
rednanse en un nudo O los terminales que de esas ramas quedan libres. Si
a ese nudo O se asigna cualquier potencial, se ha obtenido una red de
Kirchhoff equivalente a la original. En efecto, la nueva red es también una
red de Kirchhoff, pues las intensidades de las ramas que permanecen en la
interseccién no han sido modificadas, ni siquiera las que se rednen en el
nudo O, que suman cero, por ser un conjunto de corte de la red original,

por lo que la primera ley de Kirchhoff se cumple para todos los nudos,
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también para el O. Los potenciales de los nudos de la interseccién no han
sido modificados, por lo que las tensiones de los pares de nudos de la
intersecciéon también son los mismos en las dos redes. El potencial del
punto O puede ser arbitrario, pues eso no impide que la red sea de
Kirchhoff, ya que para ello basta asignar cualquier conjunto de potenciales
a los nudos. Los pares de nudos que tienen a O como una de sus
componentes tienen tensiones arbitrarias, pero esos pares no pertenecen a
la intersecciéon de las dos redes, porque el nudo O no pertenece a esa
interseccién. Esta sustituciéon, como se ha dicho, origina otra red

equivalente a la primera, y la expresaremos con el siguiente teorema:

Teorema.- Si una parte de una red unida a otra por un conjunto de corte se
sustituye por un nudo O al que se asigna potencial arbitrario, y en el que se hacen
confluir las ramas de ese conjunto de corte, se obtiene una red de Kirchhoff

equivalente a la primera.

Notese que no se modifican las intensidades de Kirchhoff de las
ramas del conjunto de corte ni tampoco las intensidades de Kirchhoff de
otras ramas. Tampoco se modifican los potenciales de los nudos. Solo al

nuevo nudo O se asigna un potencial cualquiera.

Por ejemplo, la red de la figura 7b se ha obtenido de eliminar en la
red de la figura 7a los nudos B y C y la rama que los interconecta. Las
ramas que llegan a esos nudos desde el resto son su conjunto de corte, y se
han reunido en el nudo O, al que se asigna cualquier potencial. Los
potenciales de los nudos de la interseccién, de los nudos que permanecen,
no se alteran. La red resultante es una red de Kirchhoff, pues, en efecto, la
suma de los valores de las ramas que confluyen en el nuevo nudo O es
cero, pues esas ramas son un conjunto de corte de la red original. También
las ramas que confluyen en cada uno de los otros nudos, pues no han sido
alteradas. Como los valores de los pares de nudos derivan de un conjunto
de potenciales, son tensiones de Kirchhoff. Por tanto en efecto, la nueva
red es una red de Kirchhoff. La interseccién con la red inicial son todas las
ramas y todos los nudos excepto el O. En todas las ramas de la

interseccién las intensidades son las mismas en ambas redes, y también
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son los mismos los potenciales de los nudos de la interseccién en ambas

redes, por lo que la red 7b es equivalente a la 7a.

Conviene notar que, si bien las ramas del conjunto de corte, que son
las ramas que confluyen en el nuevo nudo O, tienen la misma intensidad
en las dos redes, en general no tienen la misma tensién en las dos redes,

pues el potencial que se ha asignado al nuevo nudo O es arbitrario.

a)

A

'C
Fig.7.- b) Red equivalente a la red de la figura 7a. d) Red
equivalente a la red de la figura 7c.
En la figura 7d se dibuja una red equivalente a la de la figura 7c. Se

ha obtenido de eliminar los nudos A y D y la rama que los une.

a) 7 b) 4

—

y
2 2,

Fig. 8.- Las redes de las figuras 8a y 8b son equivalentes.

La figura 8 indica de forma general la manera de obtener una red
equivalente a otra por el procedimiento de eliminar parte de la red de
partida y sustituirla por un nudo O al que se asigna potencial arbitrario.
La figura 8a representa la red completa. Nétese que las partes A y B de

esta red estdn unidas por ramas que son un conjunto de corte de la red.
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Eso significa que la suma de las intensidades de esas ramas que unen las
dos partes es cero. La figura 8b es una red equivalente a la red de la figura
8a. La red 8b se ha obtenido sustituyendo la parte A de la red por el nudo
O, al que confluyen todas las ramas que se dirigian a la parte A, que es la
parte eliminada de la red. En la nueva red esas ramas siguen teniendo
asignadas las mismas intensidades, por lo que la suma de las intensidades
de las ramas que confluyen en el nuevo nudo O de la red de la figura 8b es
cero. El resto de la red no se modifica, por lo que la red 8b resultante es
una red de Kirchhoff, cuyos potenciales de los nudos comunes con la red
8a no han variado. Tampoco lo han hecho, por tanto, las tensiones en los
pares de nudos comunes con la red 8a. Y tampoco han variado las
intensidades de las ramas comunes a las redes 8a y 8b. Resulta por ello

que la red 8b es equivalente a la red 8a.

La operaciéon inversa de la anterior también origina una red
equivalente a la primera. Consiste en sustituir un nudo por una parte de
una red de Kirchhoff que se une a la inicial por las ramas que conflufan en
el nudo eliminado, que son el conjunto de corte que une las dos partes de

la red. Se trata del proceso que transforma la figura 8b en la figura 8a.

9.5. Sustitucion de un nudo por una rama y
dos nudos

La figura 9b es una red equivalente a la red de la figura 9a. El paso

de la red de la figura 9a a la red de la figura 9b ha consistido en sustituir el

nudo E de la red de la figura 9a por dos nudos, E; y E,, y una rama que
une esos dos nudos. A los nudos E; y E, se asigna como potenciales de
nudo el potencial de E, y a la rama E;E, como intensidad de rama la
suma de las intensidades de todas las ramas que llegan E;, suma que

coincide con la suma de las intensidades de las ramas que parten de E,.

La red resultante de la figura 9b es una red de Kirchhoff equivalente a la
red de la figura 9a, pues las intensidades de las ramas de la interseccién no

se han modificado, y tampoco se han modificado las tensiones entre los
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pares de nudos que pertenecen a la interseccién. Incluso las tensiones de
las ramas que confluyen en los nuevos nudos E; y E, no se han alterado,
pues los potenciales de esos dos nudos son los mismos que el potencial de
E. La tensiéon de la nueva rama E;E, es cero o, en general, el elemento

neutro del cuerpo conmutativo al que pertenecen los valores asignados a

las ramas y a los nudos.

a) b)
A " B A - B
14 0 0 14 0 0
0
Fs E yl F yl
R )
d oo 0 q oo 0
D L c D L c

Fig. 9.- Las dos redes de Kirchhoff de la figura son equivalentes.

En general, si se sustituye un nudo de una red de Kirchhoff por dos nudos
con los mismos potenciales que el nudo sustituido, y una rama cuya intensidad
sea la suma de las intensidades de las otras ramas que llegan en la nueva red al

nudo del que esa rama parte, la red de Kirchhoff que se obtiene es equivalente a la

primera.
2) b) 4 A i B
> et+2-
_e.l’ 0
_e.l’ O
8 bo? 6.0 E Y2-i 8 L e%-6-i ph y2-i
et e¥
- 72+
D et +2-i C D1 DZ e¥42-i C

Fig. 10.- Redes de Kirchhoff equivalentes. El nudo A de la red
de a) se ha sustituido por dos nudos y unarama: A; y A, yla
rama que los une. De forma parecida se ha hecho con el nudo
D . La red aparece asi formada por dos dipolos separados por
dos ramas cuya tensioén es cero: las ramas AjA, y D;D,.

Este udltimo procedimiento para obtener redes de Kirchhoff
equivalentes a otra es muy tutil cuando se quieren separar visiblemente

dos partes de una red cuya intersecciéon es un conjunto de nudos. Esa
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separacién se consigue sustituyendo cada nudo de esa interseccién por
dos nudos con el mismo potencial que el primero y una rama que los une,
cuya intensidad es la suma de las intensidades de las ramas que en la
nueva red llegan al nudo del que esa rama parte. Por ejemplo, la red de la

figura 10b es una red de Kirchhoff equivalente a la red de la figura 10a. El
nudo A de la figura 10a se ha sustituido por los nudos A; y A, y larama

AjA, de la figura 10b, y el D de la figura 10a se ha sustituido por los

nudos D; y D, ylarama D;D, de la figura 10b. La intensidad asignada a
la rama AjA, es 8+e'—6-i=2+e" -1, y la intensidad asignada a la

rama D;D, es -8—e" —6—i=-2-¢" +i. La red de Kirchhoff que resulta

en la figura 10b es equivalente a la red de la figura 10a, pero en la de la

figura 10b aparece claramente dividida en dos partes: la constituida por
los nudos A; y D; y las dos ramas que los unen por una parte, y la
constituida por el resto de los nudos y las ramas que los unen. Las
tensiones de las nuevas ramas A;A, y D;D, son cero. Por tanto, la red de
la figura 10b aparece claramente dividida en dos partes unidas por las

ramas A1A2 y DlDZ .

Noétese que las ramas A;A, y D;D, son un conjunto de corte de la

nueva red, por lo que la suma de sus intensidades es cero.

9.6. Sustitucion de un conjunto de nudos con
el mismo potencial

También es posible la operacién inversa a la descrita en el apartado
anterior para obtener redes equivalentes a una dada: un conjunto de dos o
mads nudos de una red de Kirchhoff que tienen el mismo potencial, y todas
las ramas cuyos dos terminales sean nudos de ese conjunto, se pueden
sustituir por un solo nudo con el mismo potencial que los otros dos. A ese
nudo llegan todas las ramas que llegaban al conjunto de nudos sustituido

desde fuera de ese conjunto. La operacién descrita sigue siendo vdlida
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aunque los dos nudos que tienen el mismo potencial no estén unidos por

ninguna rama.

En términos mds simples, todos los nudos de una red de Kirchhoff
con el mismo potencial pueden reunirse en un solo nudo al que ha de
asignarse el potencial comtn de los sustituidos. La red que se obtiene es

equivalente a la original.

a b
) A -8 B ) A
8-5¢
-5¢
5¢ 4 T y-548 5¢
5t-6tgs
6tg/+548
D btg c D btg c

Fig.11.- Silosnudos B y E dela red a) tienen el mismo
potencial, la red b) es equivalente a la a).
La red de la figura 11b se ha obtenido de la red de la figura 11a
aplicando ese procedimiento, supuesto que los nudos B y E tienen el
mismo potencial. Se ve que la red de la figura 11b es una red de Kirchhoff

equivalente a la red de Kirchhoff de la figura 11a.

Obtener redes de Kirchhoff equivalentes de otra es util cuando
interesan datos de solo una parte de la red. Entonces se obtiene una red
equivalente cuya interseccién con la primera sea solo la parte de la red de
la que interesan los datos, que ahora se pueden obtener mds facilmente si

la red equivalente obtenida es mds sencilla que la primera.



10. Teorema de Tellegen

Como se verd, una de las consecuencias mds importantes de entre las
que se desprenden de la teoria abstracta de las Redes de Kirchhoff es el

alcance tan amplio que para el teorema de Tellegen se descubre con ella.

El teorema que hoy se llama teorema de Tellegen se publicé en 1952,
en un articulo de titulo “A general network theorem, with
applications” [13], cuyo autor es B. D. H. Tellegen [47]. En ese articulo se
expone dicho teorema como una propiedad de las redes eléctricas”, pero
se muestra con claridad que es consecuencia solo de que las intensidades
de las corrientes eléctricas cumplen la primera ley de Kirchhoff, y de que
las tensiones eléctricas cumplen la segunda ley. Y, de hecho, esas dos leyes
son las tnicas hipétesis que se utilizan en el articulo para demostrar el

teorema™. Tellegen se da cuenta de la generalidad de su teorema, pues

> Solo en el primer renglén de la introduccion del articulo de Tellegen “A
general network theorem, with applications” se habla de redes eléctricas: “Many
properties of electrical networks...”. En el resto del articulo se utiliza solo la

palabra ‘network’, red, pero claramente con el significado de red eléctrica.

* Incluso puede parecer que Tellegen solo utiliza la primera ley de
Kirchhoff, la ley de las intensidades, para demostrar el teorema, pues si utiliza
directamente en la demostracion el hecho de que la suma de las intensidades de
las ramas que llegan a un nudo es igual a cero, pero no utiliza de forma directa
que la suma de las tensiones en un camino cerrado es cero. Sin embargo si se
utiliza la segunda ley de Kirchhoff en la demostracién de Tellegen, pues se
identifica tension eléctrica con diferencia de potencial eléctrico. Por el teorema de
caracterizacion de tensiones del capitulo 8 de esta tesis [2], [6] sabemos que los
valores asignados a los pares de nudos que deriven de cualquier conjunto de
potenciales son tensiones de Kirchhoff, es decir, cumplen la segunda ley de
Kirchhoff, y reciprocamente, que si los valores asignados a un conjunto de pares

de nudos cumplen la segunda ley, derivan de potenciales de nudo. Esta dltima
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insiste en la amplitud de su aplicacién, aunque sin sobrepasar las redes
eléctricas: “The theorem holds for all types of networks, linear and non
linear, constant and variable, passive and active”. Estos tres tipos de

clasificaciones son tipicos de las redes eléctricas.

Esta generalidad del teorema es comentada por algunos autores [48],
[49] y también en libros de texto, e ilustrada con ejemplos, pero sin
abandonar nunca el &mbito de las redes eléctricas [28], [29], excepto en [1],
[2] v [6]. Ademds, en las publicaciones posteriores el teorema es
permanentemente relacionado con el Principio de Conservaciéon de la
Energfa, de forma que algunos autores incluso parten de ese principio
aplicado a las redes eléctricas para la demostracién que ofrecen del
teorema de Tellegen [30], [50]. Otros autores parecen incluso identificar, el

teorema de Tellegen con el teorema de conservacién de la energia™.

La relacién del teorema de Tellegen con la conservacién de la energia
la establece el propio Tellegen en su articulo. En él considera al teorema

“”

que ahora lleva su nombre como un método “... in order to prove the
energy theorem...”, teorema de la energia, que es como parece designar al
Primer Principio de la Termodindmica cuando se aplica a las redes

eléctricas.

Sin embargo, como se verd en lo que sigue, el alcance del teorema de
Tellegen rebasa ampliamente las redes eléctricas, pues es vdlido para
cualquier red de Kirchhoff, es decir, puede ser considerado y presentado
como una propiedad topoldgica, y servird, junto con el andlisis de redes

equivalentes que se ha elaborado en el capitulo anterior, para deducir con

afirmacion es la que utiliza Tellegen, e identifica tensién eléctrica entre dos nudos
de una red eléctrica con la diferencia de potencial eléctrico entre esos nudos. De
esta forma da por supuesto que esas tensiones cumplen la segunda ley de

Kirchhoff, aunque no se diga explicitamente [13].

* Por ejemplo, “...este resultado se conoce como conservacién de potencia

(algunas veces llamado también teorema de Tellegen)” [51].
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claridad algunas consecuencias importantes relacionadas con las
potencias. También se aclarard totalmente su relacién con el Primer
Principio de la Termodindmica, relacién que, como también se verd, solo

existe para algunos sistemas.

10.1. Potencia de Kirchhoff de una rama de
una red de Kirchhoff

En la figura 1 se muestra una rama no orientada de una red de
Kirchhoff. No se trata de una rama aislada, sino que ha de suponerse que
estd formando parte de una red de Kirchhoff, de manera que su intensidad
no es necesariamente cero.

A——  1—5
/

Fig. 1.- Rama que forma parte de una red de Kirchhoff.

Potencia de Kirchhoff que absorbe una rama.- Se llama potencia de

Kirchhoff que absorbe la rama orientada de terminales A y B, de una red de
Kirchhoff, a pag =V sgiag-

Es decir, la potencia de Kirchhoff que absorbe una rama orientada es
el producto de la tensién de Kirchhoff de la rama por su intensidad de
Kirchhoff.

Por tanto, la potencia de Kirchhoff que absorbe la rama orientada

opuesta a la anterior es

PBA = UBABA
Pero como
UBA = ~UAB~/
e
IBA = ~1AB/
resulta:

Pea =(—v48)(~iap) = Vapiag = PaB = Py (1)
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La (1) indica que la potencia de Kirchhoff que absorbe una rama
orientada es igual a la que absorbe su rama opuesta. Por eso es posible

referirse, simplemente, a la potencia de Kirchhoff que absorbe la rama no
orientada /1, que se designard por p;, como la potencia de Kirchhoff que

absorbe cualquiera de las dos ramas orientadas que la constituyen. Asi se

hard en lo que sigue. O sea, la potencia de Kirchhoff que absorbe la rama

no orientada h dela figura 1 es

Prn=7?AB'AB = UBA'BA
Recuérdese que la rama no orientada / es el conjunto de las dos

ramas orientadas AB y BA.

Por tanto, la expresion ‘potencia de Kirchhoff que absorbe una rama’
significa indistintamente potencia de Kirchhoff que absorbe esa rama,
considerada como rama no orientada, o potencia de Kirchhoff que absorbe
cada una de las dos ramas orientadas que constituyen esa rama no

orientada.

Por eso, con frecuencia, la potencia de Kirchhoff que absorbe la rama

h se escribe ast:
Pr = Onln
Entonces v; designa a v,p si i), designaa isg; y v, designa a vgy
si i, designa a igy. Como se ve, con cualquiera de esos dos pares de

designaciones p; es la misma. Este significado de v;, e i, se expresa a

veces diciendo que v, e i, han de tener sentidos correspondientes en la
férmula de la potencia que absorbe una rama. Pero esa afirmacién es una

manera de expresar que si v;, designa a v g, e i, designa a ig,, entonces

el producto vy, no es la potencia de Kirchhoff que absorbe la rama .

Potencia de Kirchhoff que entrega una rama.- El opuesto de la potencia

de Kirchhoff que absorbe una rama se llama potencia de Kirchhoff que entrega esa

ramda.
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10.2. Potencia de Kirchhoff y potencia en
sentido termodinamico

Las potencias de Kirchhoff que absorben o entregan las ramas de una
red de Kirchhoff pueden ser, o no, potencias en sentido termodindmico.
En el caso de redes eléctricas, si se eligen como intensidades de Kirchhoff
y tensiones de Kirchhoff las intensidades y tensiones eléctricas
instantdneas, las potencias de Kirchhoff de las ramas son potencias en
sentido termodindmico. Pero si la red de Kirchhoff que se hace derivar de
la red eléctrica real, utiliza las transformadas de Laplace de las
intensidades eléctricas instantdneas como intensidades de Kirchhoff, y las
transformadas de Laplace de las tensiones eléctricas instantdneas como
tensiones de Kirchhoff, las potencias de Kirchhoff de esa red de Kirchhoff

no son potencias en sentido termodindmico.

Si en una red hidrdulica de flujo estacionario se toman los caudales
de las ramas como intensidades de Kirchhoff, y las presiones en los nudos
como potenciales de Kirchhoff, las tensiones de Kirchhoff que derivan de
esos potenciales resultan ser las diferencias de presién del fluido entre los
extremos de cada rama. La potencia de Kirchhoff que absorbe una rama

cuya diferencia de presién entre sus nudos extremos es 7, y su caudal es

G, es, por tanto

p=nG (2)
La potencia p de (2) si es potencia en sentido termodindmico; en concreto
es la potencia mecdnica que el fluido entrega a esa rama®. Si esa rama es
una turbina, y no hay pérdida de energia por viscosidad u otras causas,
esa seria la potencia mecdnica que el fluido entrega a la turbina, que se

suele llamar potencia hidrdulica. En cualquier caso p es la potencia que se

% Si m se sustituye en (2) en pascales, y G en ms/s, la potencia de

Kirchhoff resulta en Pa(mS/s) = (N/mz)(me'/s) =(Nm)/s=]/s=W.
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entrega a toda la rama, incluida la potencia hidrdulica que se pierde, sea lo

que sea lo que constituya esa rama.

Si en la red hidrdulica anterior se toman como potenciales de los
nudos las temperaturas del fluido, y se mantienen los caudales como

intensidades de las ramas, la potencia de Kirchhoff es

p=1G (3)
7 es la diferencia entre las temperaturas de los terminales de la rama cuyo
caudal es G.

En (3) la potencia de Kirchhoff p no es potencia en sentido

termodindmico®. Pero si esa potencia se multiplica por la densidad del

fluido d y por su calor especifico c, se obtiene
p; = cdp = cdtG 4)

p, de (4) es la potencia calorifica que el fluido entrega a la rama™.

+

/ 7 -
A + ’{ ::-flq6
ny +

%

Fig. 2.- La potencia de Kirchhoff de cada rama de esta red no es
potencia en sentido termodindmico.

La potencia de Kirchhoff de cada rama de la red de la figura 2 es el

producto de la carga eléctrica del condensador de esa rama por la tensién

®' Las unidades de p en (3) son K(m3/s).

 Si ¢ se sustituye en J/(kgK), d en kg/m® y G en m®/s, la potencia 2

resulta en (]/(kg K))(kg/ms)K(mS/s) =J/s=W.
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eléctrica de esa rama®. Esa potencia de Kirchhoff no es potencia en sentido

termodindamico®.

a)

'@
" @

Fig. 3.- La potencia de Kirchhoff de cada rama de la red b) no es
potencia en sentido termodindmico.

La potencia de Kirchhoff de las ramas de la red de la figura 3b es el
producto de la potencia calorifica a través de cada rama, que es su
intensidad de Kirchhoff, por la diferencia de temperatura entre los

terminales de esa rama, que es su tension de Kirchhoff. Tampoco esa

potencia de Kirchhoff es potencia en sentido termodindmico®

sent -8 3
8-5¢
-5¢
5/ A -j Y-548
5t-6tg s
6tg /54
-5+ btgt er

Fig. 4.- Las intensidades y tensiones de Kirchhoff de esta red de
Kirchhoff no son medida de ninguna magnitud fisica, por lo
que las potencias de Kirchhoff de sus ramas carecen también de
cualquier significado fisico.

% Recuérdese que, en esta red, las intensidades de las ramas son las cargas
de los condensadores, y la tensiones de los pares de nudos son las tensiones

eléctricas.
* Esa potencia de Kirchhoff tiene dimensiones de energia. Su unidad es

VC=].

® La dimensién de esa potencia de Kirchhoff es de potencia-temperatura. Su

unidad es, pues, WK.
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La potencia de Kirchhoff de las ramas de las redes de las figuras 4 y 5
son simplemente los productos de las tensiones de Kirchhoff y de las
intensidades de Kirchhoff de las ramas. Esas tensiones e intensidades no
son resultados de medidas de ninguna magnitud fisica, por lo que su

producto tampoco tiene significado fisico alguno.

1 1 0
0
0
14 1 1
0
0
0 T 1

Fig. 5.- Las intensidades y tensiones de Kirchhoff de esta red de
Kirchhoff carecen de significado fisico, y son elementos del

cuerpo conmutativo {O,l} con las operaciones definidas en

capitulos anteriores. Tampoco las potencias de Kirchhoff de las
ramas de esta red de Kirchhoff tienen significado fisico alguno.

Pero, con independencia de que sean o no potencias en sentido
termodindmico, o sean o no medidas de magnitudes fisicas, todas esas
potencias de Kirchhoff tienen, como se verd, propiedades comunes,

algunas de gran importancia.

10.3. Energia de Kirchhoff

Energia de Kirchhoff que absorbe una rama.- Se llama energia de

Kirchhoff que absorbe una rama h de una red de Kirchhoff entre los tiempos t; y

tr a

tZ
W, = _[t prdt
py, es la potencia de Kirchhoff que absorbe la rama /.

Es decir la energia de Kirchhoff que absorbe la rama / en un periodo
de tiempo es la integral en ese periodo de la potencia que absorbe la rama

h.
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Energia de Kirchhoff que entrega una rama.- El opuesto de la energia de
Kirchhoff que absorbe la rama h en un intervalo de tiempo se llama energia de

Kirchhoff que entrega esa rama en ese intervalo.

Tampoco la energfa de Kirchhoff que absorben las ramas de una red
de Kirchhoff es siempre energia en sentido termodindmico. Si lo es si la
red de Kirchhoff representa a una red eléctrica de corrientes estacionarias,
y se han tomado como intensidades de Kirchhoff las intensidades
eléctricas, y como tensiones de Kirchhoff las tensiones eléctricas. No lo es
si como intensidades y tensiones de Kirchhoff se han tomado las

transformadas de Laplace, por ejemplo.

Si la potencia de Kirchhoff que se integra para hallar una energia de
Kirchhoff es potencia en sentido termodindmico, la energia que resulta es
energia en sentido termodindmico. Si la potencia de Kirchhoff no es
potencia en sentido termodindmico, tampoco es energia en sentido
termodindmico la energia de Kirchhoff que se obtiene por integracién de

esa potencia de Kirchhoff®.

% Los nombres que en esta tesis se vienen dando a las variables de las redes
de Kirchhoff son los mismos que los correspondientes de las redes eléctricas,
afladiendo la expresién ‘de Kirchhoff. De esa manera se muestran
permanentemente las correspondientes referencias eléctricas de los conceptos
mds amplios y se facilita la comprensiéon del nuevo enfoque. Asi, se habla de
‘intensidades de Kirchhoff,, de ‘tensiones de Kirchhoff/, de ‘potencia de
Kirchhoff’, de ‘energia de Kirchhoff’, etc. Todos estos nombres aparecieron por
primera vez en los libros que constituyen las referencias [1] y [2]. También fueron
incluidos en el articulo “A general approach to Kirchhoff’'s laws” [6], aceptado
por IEEE para su publicacién. En este dltimo articulo aparecen todos estos
nombres excepto ‘potencia de Kirchhoff” y ‘energia de Kirchhoff’. La energia de
Kirchhoff no hace falta citarla en el articulo; y la expresiéon ‘potencia de
Kirchhoff’ se nombra en el articulo, simplemente, como ‘producto vi’, donde v
es la tensién de Kirchhoff, e i es la intensidad de Kirchhoff de la rama de que se

trate. No hubo ningtn comentario ni sugerencia por parte de ninguno de los
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10.4. Teorema de Tellegen

Teorema de Tellegen.- La suma de las potencias de Kirchhoff que absorben

todas las ramas de una red de Kirchhoff es cero.

Demostracién.- La potencia de Kirchhoff que absorbe la rama

orientada de terminales k y [ es el producto de la tensién por la

intensidad de Kirchhoff de esa rama:

P = Vi
Segun el teorema de caracterizacién de tensiones de Kirchhoff, toda
tensién de Kirchhoff deriva de un conjunto de potenciales de nudo, por lo
que la tensién de la rama de terminales k y | es v, =v,-v,, donde v, y
v; son los potenciales de los terminales k y [ de la rama, respectivamente.

Por tanto, la potencia de Kirchhoff que absorbe la rama de terminales k y I

es
(0 = vp) iy = Opily — vy = vgigg + Vi (5)

iy; es la intensidad de Kirchhoff de la rama orientada que une los
nudos k y [.Si hubiera mds de una rama que conectara los nudos k y I,
i; es la suma de las intensidades de todas esas ramas, y entonces (5) serfa
la suma de las potencias de Kirchhoff de todas esas ramas en paralelo. Si
entre los nudos k y I no existe ninguna rama, la intensidad i;; es cero, y

también lo es (5).

La potencia de Kirchhoff que absorben todas las ramas orientadas

que parten del nudo k se obtienen dando a ! en (5) todos los valores

posibles, es decir

evaluadores respecto a esos nombres, lo que parece sugerir su razonable

adecuacion.
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14 1y

n, n, n,
D (vx = op)iig = D (vxiig + vpige) = 0 D i + D vy = D vy (6)
=1 =1

l:]. lzl l:]_ =

La dltima igualdad de (6) se obtiene porque el primer sumando del

pentltimo miembro de (6) es cero:

1
v 2 iy =0 )
=1

En efecto, el sumatorio de (7) expresa la suma de las intensidades de

Kirchhoff que parten del nudo k, que es cero:
n
2 i =0
I=1

Podrian excluirse de los valores de I de (6) el valor [ =k, ya que ese
valor designaria a una rama cuyos dos terminales son el nudo k, es decir,
una rama que parte de k y vuelve a k, pero no es imprescindible eliminar
ese valor, pues para [ =k la tensién de la rama es v, — v, =0, con lo que
esa rama no contribuye a (6) con ninguna potencia, pues una rama que
conecte un nudo con él mismo no absorbe potencia de Kirchhoff, ya que

su tensidon de Kirchhoff es cero.

(6) es la potencia de Kirchhoff que absorben las ramas orientadas que

parten del nudo k. La potencia de Kirchhoff que absorben todas las ramas

orientadas que parten de todos los nudos se obtiene sumando (6) para

todos los 1, nudos, o sea, haciendo recorrer a k los valores desde uno a

Tlt .
oI o o
D (v —v)ig =D, D vy = D0 D i =0 (8)
k=11=1 k=11=1 =1 k=1

(8) expresa que la suma de las potencias de Kirchhoff que absorben
todas las ramas orientadas de una red de Kirchhoff es cero. Esa potencia es
el doble de la potencia que absorben las ramas no orientadas, por lo que la

suma de la potencia que absorben las ramas no orientadas es también cero,
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y el teorema estd demostrado cualquiera que sea la red de Kirchhoff de
que se trate, sean o no las potencias de Kirchhoff de las ramas de esa red

potencias en sentido termodindmico®.

%" La demostracion de este teorema a partir exclusivamente de las dos leyes
de Kirchhoff estd en el articulo de Tellegen de la referencia [13]. También estd en
las referencias [1] y [2], y en otras publicaciones. En todas estas publicaciones,
salvo en [1] y [2], esta demostracién se hace solo sobre redes eléctricas y, por

tanto, el teorema se aplica a redes eléctricas exclusivamente.

En algunas publicaciones [48], [49], sin embargo, se estudian ejemplos
concretos de aplicaciéon del teorema de Tellegen, pero nunca con un enfoque

exclusivamente topolégico y, por tanto, totalmente general.

Tellegen parte en su articulo de identificar las tensiones eléctricas de las
ramas con las diferencias del potencial eléctrico de los terminales de esas ramas.
Esa identificaciéon es lo que le permite demostrar el teorema. Pero esa
identificacién es lo que también nos permite a nosotros demostrarlo para todas
las tensiones de Kirchhoff, no solo para las eléctricas. La razén de esta
posibilidad de generalizacién la proporciona el teorema de caracterizaciéon de
tensiones, que afirma que todo conjunto de tensiones de Kirchhoff deriva de un
conjunto de potenciales. Por eso es posible escribir la tensién de Kirchhoff de
cada rama de una red de Kirchhoff como diferencia de los potenciales de los

terminales de esa rama.

En las redes eléctricas la potencia de Kirchhoff que cada rama absorbe es
potencia en sentido termodindmico. Por otra parte, el enunciado del teorema de
Tellegen para esas redes, o sea, que la suma de las potencias que absorben todas
las ramas de una red eléctrica sea cero, equivale a decir que las potencias que
unas ramas absorben son positivas y otras negativas. Solo asi la suma de esas
potencias —que en las redes eléctricas son funciones reales de variable real-
pueden sumar cero. Que la potencia que absorbe una rama sea negativa equivale
a decir que esa rama entrega el valor absoluto de esa potencia. Por consiguiente,
el teorema de Tellegen para las redes eléctricas significa que la potencia —
potencia en sentido termodindmico en esas redes— que absorben unas ramas de la
red es entregada por otras, que es el Primer Principio de la Termodindmica

aplicado a las redes eléctricas. Esta parece ser la razén de que haya autores que
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presentan el teorema de Tellegen como una consecuencia del primer principio de
la Termodindmica, e incluso, como se ha dicho, que algunos partan de ese

principio para demostrar el teorema de Tellegen [50].

Tellegen demuestra su teorema en el punto 2 de su articulo, que titula “The
general theorem”. El punto 3 lo titula “The energy theorem of networks”. En él

establece la relacién de su teorema, que él llama “general theorem”, con la

energia, solo con estas palabras de su comienzo: “If i and v denote branch
currents and voltages simultaneously present in a network, Z 10 =0 means that

total power consumption is zero. This constitutes the energy theorem of
networks”. Este “the energy theorem of networks” se ha interpretado como el

Principio de la Conservacién de la Energia aplicado a las redes eléctricas.

La demostracién del teorema de Tellegen que se incluye en esta tesis utiliza
exclusivamente la teorfa que se viene construyendo, a partir solo de las dos leyes
de Kirchhoff. En este sentido, esta demostracién es como la de Tellegen, que solo
utiliza las dos leyes de Kirchhoff. Hay, sin embargo, como se ha dicho, una
diferencia esencial, y es que, en esta tesis, debido al teorema de caracterizacién de
tensiones, se muestra inequivocamente la validez del teorema para toda red de

Kirchhoff, no solo para las redes eléctricas.

Como se ha visto, en muchas redes de Kirchhoff los productos de las
tensiones de Kirchhoff por las intensidades de Kirchhoff de sus ramas no son
potencias en sentido termodindmico. Eso significa que, en realidad, el teorema es
una propiedad no incluida en el Primer Principio de la Termodindmica, como
parecen expresar algunos autores, es decir, no es una propiedad que sea
consecuencia del Principio de Conservacion de la Energia, sino que es
independiente de él. Mds bien se trata de una propiedad puramente topolégica,
que se debe exclusivamente a que los valores asignados a ramas y nudos
cumplen las leyes de Kirchhoff. Ese cumplimiento se debe a la eleccién de los
valores que se asignan en funcién de la posicién relativa entre las ramas y los
nudos, y no a que esos valores sean medidas de ciertas magnitudes fisicas. Pero,
cuando los productos de las tensiones de Kirchhoff por las intensidades de
Kirchhoff de una red de Kirchhoff son potencias en sentido termodindmico, como
ocurre en las redes eléctricas, y no solo en ellas, el teorema de Tellegen confirma

el Primer Principio de la Termodindmica. Esta serfa la interpretacién mds
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Por ejemplo, en una red eléctrica se cumple que
r
2 Uhih =0 (9)
h=1

En (9) v, e i, son la tensién eléctrica y la intensidad de la corriente
eléctrica, respectivamente, de la rama /. Cada producto p, =v,i, de la

suma de (9) es la potencia de Kirchhoff que absorbe la rama #, que es

potencia en sentido termodindmico.

Pero, en la misma red, también se cumple el teorema de Tellegen en

la forma
3V, (5)1, (5)=0 (10)
h=1

Vh(s) e Ih(s) son las transformadas de Laplace de v, e i;. (10) es

cierta porque esas transformadas de Laplace son también tensiones e

intensidades de Kirchhoff, pues cumplen la primera y la segunda leyes de
Kirchhoff, respectivamente [1], [2]. En este caso el producto V(s)l (s) no es
potencia en sentido termodindmico®.

Si las tensiones e intensidades eléctricas de la red anterior son

funciones sinusoidales del tiempo de la misma frecuencia, sus fasores y los

conjugados de esos fasores también cumplen la primera y la segunda leyes

adecuada del teorema de Tellegen y su relacién con el Primer Principio: el
teorema de Tellegen es una propiedad de las redes de Kirchhoff —una propiedad
topolégica, por tanto— que confirma el Principio de Conservacién de la Energia

cuando las potencias de Kirchhoff son potencias en sentido termodindmico [1],
2], [6].

% La unidad de V(s) es Vs (voltio segundo), y la de I(s) es As (amperio

segundo), por lo que la unidad del producto, que es una potencia de Kirchhoff, es

VAs? = Ws?.
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de Kirchhoff respectivamente [1], [2], por lo que el teorema de Tellegen

también se cumple en las formas®

,
h=1

T
Y VI, =0 (12)
h=1

r 0
Y Vi1,=0 (13)
h=1

r 0 0
Y VI, =0 (14)
h=1

En las férmulas anteriores V), es el fasor de la tensién sinusoidal v,,,
V,, es el conjugado de V,, I, es el fasor de la intensidad sinusoidal i, e
I, el conjugado de I,.

De entre los productos anteriores ninguno es potencia en sentido
termodindmico. No obstante, el producto S,=V,I, es la potencia

compleja que absorbe la rama /, cuya parte real es, como se sabe, la

potencia activa P, que absorbe esa rama, y cuya parte imaginaria es la

potencia reactiva Q;, que también absorbe la rama /. Por tanto la (12)

significa que la suma de las potencias complejas que absorben todas las

ramas de una red sinusoidal es cero. La (12) puede ponerse también ast:
r r r r
. & .
S=P+jQ= > VyIj=2S,= 2 P +j> Q=0 (15)
h=1 =1 b=l h=1

S es la suma de las potencias complejas de todas las ramas de la red

sinusoidal de que se trate, que, segtin el teorema de Tellegen es cero.

® En lo que sigue, los fasores y, en general, los niumeros complejos, se

designardn con letra negrita.
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La componente real P de S en (15) es la suma de las potencias
activas que absorben todas las ramas de la red, suma que también es cero
segun el teorema. La componente imaginaria Q de S, es la suma de las
potencias reactivas que absorben las ramas de la red, que también es cero
segin se desprende de (15). Por tanto, un corolario del teorema de
Tellegen aplicado a las redes sinusoidales, es que la suma de las potencias
complejas que absorben todas las ramas de una red sinusoidal es cero; y,
consecuencia de esta afirmacién es que la parte real de esa suma, que es la
suma de las potencias activas que absorben todas las ramas de una red
sinusoidal, es cero. Esta ultima consecuencia si confirma el Primer
Principio de la Termodindmica, pues la potencia activa es potencia en
sentido termodindmico. Otra consecuencia es que también es cero la parte
imaginaria de la potencia compleja total, que es la suma de las potencias
reactivas que absorben todas las ramas de la red sinusoidal. Esta tltima
afirmacién, sin embargo, no tiene nada que ver con el Principio de
Conservacién de la Energia, ya que la potencia reactiva no es potencia en
sentido termodindmico. Se trata, por tanto, de una aportacién propia del
teorema de Tellegen al conocimiento de las redes sinusoidales, de un
corolario de suma importancia de ese teorema, que, por lo que sabemos,

no tiene otra fuente de deduccién:

Teorema.- La suma de las potencias reactivas que absorben todas las ramas

de una red sinusoidal es cero™.

De una red sinusoidal se pueden obtener muchas otras expresiones
que son consecuencias directas del Teorema de Tellegen, ademds de las
escritas en las férmulas de (11) a (14). Por ejemplo, del teorema se deduce

también que

" A veces se llama teorema de Boucherot a este corolario y al de que la
suma de las potencias complejas que absorben las ramas de una red sinusoidal es
cero [35].



10. Teorema de Tellegen 131

r

2 Vil (s)=0,

h=1

T
> ol =0
h=1

r
2 Vi(s)in =0,
P

y en general, que la suma de los productos de cualquier conjunto de
tensiones de Kirchhoff por cualquier conjunto de intensidades de

Kirchhoff de la misma red es igual a cero [6].

En una red hidrdulica de flujo estacionario cuyas intensidades sean
los caudales de las ramas, y las tensiones sean las diferencias de presiéon

entre los nudos, el teorema de Tellegen expresa que

r
h=1

7, es la diferencia de las presiones entre los terminales de la rama #, y

G, es el caudal de la rama h. Cada producto p, =x,G;, es la potencia

hidrdulica que absorbe la rama #. Por tanto, (16) si confirma el Principio
de Conservacién de la Energia, pues significa que la potencia hidrdulica
que absorben unas ramas la entregan otras, que no se crea ni se destruye

energia.

Si las intensidades de Kirchhoff de la red hidrdulica anterior siguen
siendo las caudales, pero las tensiones son las diferencias de temperaturas

entre los nudos, el teorema de Tellegen expresa ahora que
r
h=1

7;, es la diferencia de temperaturas entre los terminales de la rama % . Los

productos 7,G; no son potencias en sentido termodindmico; pero si se
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multiplica (17) por la densidad d del fluido y por su calor especifico,
queda:

r
Y cdr,G, =0 (18)

h=1
Cada producto p;, = cdt,G), es ahora la potencia térmica que absorbe

cada rama’". Por tanto (18) significa que la suma de las potencias térmicas
absorbidas por las ramas de la red es cero. (18) confirma el Primer

Principio de la Termodindmica.

71
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Fig. 6.- Red de Kirchhoff en la que las intensidades son las
cargas de los condensadores y las tensiones las tensiones
eléctricas entre los nudos.

En la red de Kirchhoff de la figura 6 las intensidades de Kirchhoff
son las cargas de los condensadores situados en cada rama. Como las
intensidades de ramas en serie son iguales, las intensidades de las dos
fuentes de tensién eléctrica de la red son g, y g5 respectivamente, con los
sentidos indicados en la figura 6. Las tensiones de Kirchhoff de la red son
las tensiones eléctricas. Por tanto, el teorema de Tellegen pare esa red

expresa que

7 Las ramas pueden ser radiadores térmicos, fuentes de calor o

simplemente tuberias.
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T
> 04, =0 (19)
h=1

v}, es la tension eléctrica de la rama & y g, la intensidad de Kirchhoff de
la rama h. En concreto, de forma explicita,

Vigy +Vodp + Va3 +Vaqy + Vs + Vg — Vg +Vpa3 =0 (20)

Cada sumando es la potencia de Kirchhoff de la rama
correspondiente. Todos los sumandos tienen dimensiones de energia”,

aunque sin ninguna interpretacion fisica de interés. No obstante, si se

multiplica (20) por 1/2, queda:

1 1 1 1 1 1 1 1
—Vig1 +=Voqo + =Vags +=V4q, + =Vsqs + =V g, ==V 4, + =V5q3; =0 (21
5 17 > 242 > 393 > 494 > 595 > 696 > AT 5 BY3 (21)

Ahora, los sumandos de (21), que siguen teniendo dimensién de
energia, si tienen significado fisico de interés. Cada uno de los primeros
seis sumandos es la energia que tiene almacenada el condensador
correspondiente, y que ha sido adquirida en el proceso de carga de los
condensadores, cuando sus tensiones han pasado de valer cero a valer la
tension final, que es la indicada en la figura. Cada uno de los dos tltimos
sumandos de (21) es la energia que ha absorbido cada una de las dos

fuentes de tensién de la red en el proceso de carga de los condensadores.

La fuente de tensién Vy realmente ha absorbido energfa, pues el término

es positivo. La fuente de tensiéon V, ha entregado energia durante el

proceso de carga de los condensadores, pues el sumando correspondiente

a esta energia es negativo. De forma que, durante el proceso de carga de

los condensadores, solo la fuente de tensién V, ha entregado energia.
Tanto la fuente de tensién Vz como los condensadores la han absorbido.

Pero la suma de toda la energia absorbida es cero, lo que significa que la

fuente de tensién V, ha entregado toda la energia que han absorbido los

72 La unidad de cada sumando es VC=].
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condensadores mds la que ha absorbido la fuente de tensién V. Por tanto

(21) también confirma el Principio de Conservacién de la Energia [6].

a)

'@
" @

Fig. 7 .- a) Edificio de dos habitaciones con fuentes de calor. b)
Red de Kirchhoff que lo representa.

La figura 7b es la red de Kirchhoff que describe los flujos de calor en
el edificio representado en 7a. Las intensidades de Kirchhoff de la red 7b
son las potencias calorificas a través de las paredes y las potencias
calorificas de las fuentes de calor de la figura 7a. Las tensiones de
Kirchhoff son las diferencias de temperaturas de las habitaciones entre si,
representadas por los nudos 1 y 2 de la figura 7b, y las diferencias de
temperaturas entre esas habitaciones y el exterior, representado por el

nudo O. El teorema de Tellegen aplicado a esa red expresa que

r
2 Tudp =0 (22)
=1

7;, es la diferencia de temperaturas entre los terminales de la rama K. g,
es la potencia calorifica de la rama /. De forma explicita, la igualdad (22)
para la red 7b toma la forma

T101 + Ty + T1pd12 — T1Q1 — 7,Q, =0 (23)

7y =T — Ty es la diferencia de temperaturas entre la habitacién 1y el
exterior, es decir, entre los nudos 1y O. 7, =T, — T es la diferencia entre
las temperaturas de la habitacién 2 y el exterior, o sea, la tensién de
Kirchhoff del par de nudos (2,0). 7y, es la diferencia entre las

temperaturas de las habitaciones 1 y 2.
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Los sumandos de (22) y (23) no son potencias en sentido

termodindmico”’.

Como se ve, las aplicaciones del teorema de Tellegen abarcan otros
sistemas ademads de las redes eléctricas. De hecho, como las diferencias de
cualquier conjunto de potenciales son tensiones de Kirchhoff, asignado a
una red un conjunto de intensidades de Kirchhoff, cualquier conjunto de
valores asignados a los nudos son potenciales, sean cuales sean las
magnitudes de las que esos valores son medida, o sin ser medida de nada.
El teorema de Tellegen se cumple para esas intensidades y las tensiones de
Kirchhoff que surjan de esos potenciales. Por eso, en realidad son
innumerables los sistemas en los que se cumple el teorema de Tellegen, sin
que sea una propiedad especifica de variables fisicas concretas. Esta es la
razén de la conveniencia de considerarlo como una propiedad topoldgica,
una propiedad de valores asignados a ramas y pares de nudos, que es

consecuencia de la posicién relativa de las ramas y de los nudos de la red.

sent -8 3
8-5¢
-5¢
5/ A -j Y-548
5t-6tg s
6tg /54
-5+ btgt er

Fig. 8.- Red de Kirchhoff.

Por ejemplo, en la red de Kirchhoff de la figura 8 las intensidades de
Kirchhoff no son medida de ninguna variable, ni tampoco los potenciales
de sus nudos. Pero la suma de los productos de las tensiones de Kirchhoff

por las intensidades de Kirchhoff es en ella

7 La unidad de cada sumando de (22) y (23) es WK.
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(sent—3)(-8)+(3—e* (-5t + 8)+ (e — (~5+1))(~6tgt) + ((~5+ ) - sent)5t +
+(~j—sent)(8—5¢) + (=j - 3)(-5t) + (—j—e* ) 6tgt + 5t~ 8) +
+(=j—(-5+j))(5¢t - 6tgt) =0

1 1 0
0
0
14 1 1
0
0
0 T 1

Fig. 9.- Red de Kirchhoff con valores del cuerpo {O,l} con las

operaciones definidas en el capitulo de Intensidades de
Kirchhoff.

La figura 9 es otro ejemplo de red de Kirchhoff en la que las
intensidades y tensiones no son resultados de ninguna medida. Ademads,

las intensidades y tensiones de Kirchhoff de esa red son valores del cuerpo
conmutativo {0,1} con la suma y el producto que se viene utilizando para

él en esta tesis. También en esta red se cumple el teorema de Tellegen:

(1-0)1+(0-1)1+(1-0)1+(0-1)1+(1-1)0+(1-0)0+(1-1)0+(1-0)0=0
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Hasta aqui se han considerado redes de Kirchhoff completas. Pero
con frecuencia es util considerar las redes de Kirchhoff como formadas por
dos partes. Por ejemplo, la gestién de las redes eléctricas constituidas por
las instalaciones reales requiere considerar muchas veces esas redes
formadas por dos partes unidas por terminales. Las dos partes concretas
que conviene considerar en una misma red son, en general, diversas. Asi,
en la gestion de los sistemas eléctricos de potencia, cada alternador
trifdsico de una central se une al resto de la red por tres terminales. Lo que
interesa para el gobierno y control del sistema eléctrico del que forma
parte el alternador son, principalmente, las variables de la red en los
puntos de unién, en los terminales del alternador o en los terminales del
transformador a través del cual se conecta el alternador a la red. Interesa la
tension entre terminales, la intensidad por cada terminal y la potencia que
se entrega al resto de la red a través de los terminales de conexién. Para
estos fines de gobierno y control del alternador en relacién con el resto del
sistema eléctrico, la red es considerada como formada por dos partes: una
es el alternador, o alternador-transformador, y la otra es el resto de la red.
En este caso esas dos partes que forman la red completa estdn unidas por

tres terminales.

El conjunto de las instalaciones eléctricas de cada consumidor estd
unido al resto del sistema eléctrico por medio de dos, tres o cuatro
terminales, dependiendo de si la instalacién recibe energia eléctrica por
medio de una linea monofdsica o trifdsica de tres o cuatro hilos. De nuevo,
para la gestion de la parte del sistema eléctrico que pertenece al
consumidor, se considera el sistema eléctrico dividido en dos partes. Una
es la parte de la instalacién del consumidor, y la otra es el resto de la red.
En los conductores que unen esas dos partes se miden y se controlan las

variables de interés: tensiones, intensidades, potencias y energias.
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También la forma de extraer energia del sistema eléctrico para hacer
funcionar pequefios o grandes receptores considera, de hecho, la red
dividida en dos partes, el receptor y el resto, pues los datos que interesan
son la tensién en los terminales de la unién de esas dos partes y la
potencia que el resto de la red entrega al receptor a través de esos
terminales. Esos son, precisamente, los valores que se emplean para
caracterizar cada receptor, sea una ldmpara, una lavadora o una estufa
eléctrica, ademds del factor de potencia, que permite conocer también las

intensidades de los terminales.

Esta forma de considerar las redes eléctricas divididas en dos partes
no es exclusiva de las redes de potencia, sino que se aplica a cualquier red
eléctrica para su disefio e, incluso, para poder comprender su
funcionamiento. Asi, los circuitos electréonicos se dividen también en
partes conectadas entre si, y las medidas de control y de comprobacién se

hacen en los terminales que unen esas partes.

Pero incluso esta division se utiliza también en otros tipos de redes,
se puedan o no describir por medio de redes de Kirchhoff. Las redes
hidrdulicas y de fluidos son consideradas a veces de esta manera, como
dos partes unidas por tuberias, que son los terminales. Por ejemplo, la red
de calefaccién de una vivienda de un edificio con calefaccién central
puede estar conectada a la red general por dos o mds tuberias, por dos o
mds terminales. Midiendo en esos terminales caudales de fluido y
temperaturas se puede saber la energia térmica absorbida por esa

vivienda.

Por tanto, plantear el andlisis de las redes de Kirchhoff desde el
punto de vista de considerarlas formadas por dos partes es de notable
utilidad. El objetivo de este planteamiento ha de ser principalmente el de
crear métodos para obtener toda la informacién posible sobre cada parte
de la red a partir solo de valores de variables que se puedan medir en los

terminales.

Multipolos.- Si las tensiones de Kirchhoff de las ramas de un conjunto de

corte de una red de Kirchhoff son cero, cada una de las dos partes en que ese
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conjunto de corte divide a la red se llama multipolo. Las ramas del conjunto de

corte se llaman terminales de los multipolos”™.

Si el nimero de terminales de un multipolo es uno, el multipolo se
llama monopolo; si es dos, dipolo; si es tres tripolo; si es cuatro,

cuadripolo; y asf sucesivamente [1], [2]”.

Cada terminal une, por tanto, dos nudos de la red que tienen el
mismo potencial. Ese potencial comtn a los dos nudos se llama potencial

de ese terminal.

Como los terminales de un multipolo son un conjunto de corte, Ia

7* Realmente la definiciéon permite que cualquier red de Kirchhoff pueda ser
considerada dividida en dos multipolos, pues, como se vio en el capitulo 9,
cualquier nudo puede ser sustituido por dos nudos con el mismo potencial y una
rama que los une, cuya tensién, por tanto es cero, y resulta una red equivalente a
la primera. Eligiendo un conjunto de nudos adecuado, siempre es posible separar
una red en dos multipolos por el procedimiento citado de sustituir cada uno de
esos nudos por un par de nudos y una rama. De esa manera se ha conseguido,

por ejemplo, que la red de la figura 1 aparezca dividida en dos dipolos.

Excepto en [1] y [2], en la bibliografia no existe una parte que se dedique al
estudio agrupado y sistemdtico de los multipolos tal como aqui se hace. Si existen
partes que se dedican al estudio de redes de dos puertas con dos terminales en
cada puerta, que se suelen denominar redes de dos puertas y también
cuadripolos [51]-[53]. Pero, como se verd, realmente las redes de varias puertas, o
redes multipuerta, son casos particulares de multipolos, pero no se identifican
con ellos. En [54] se dedica una parte extensa a Multipolos, y se distingue entre
multipolos y multipuertas, que es a lo que se dedica ese capitulo a pesar de su
titulo. Ademds, ese autor considera que cada puerta de las multipuertas solo
tiene dos terminales, de forma que solo los multipolos con un nidmero par de
terminales serfan candidatos a ser redes multipuertas. Insistiendo en la paridad
de los terminales incluso cita el nombre de multipolos para designar a las redes

multipuertas.

> En inglés se ha utilizado preferentemente ‘multi-terminal network’ para

designar lo que aqui se llama multipolo [6], [55], [56].
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suma de las intensidades de los terminales de un multipolo es cero.

De una red dividida en dos multipolos se dice que es un acoplamiento

de esos dos multipolos.

Noétese que si una red estd dividida en dos multipolos A y B, esos

dos multipolos tienen el mismo ntimero de terminales.

a) b) A A i B
> eT+2-i
-e* 0
_el’ O
8 bo? 6.0 E Y2-i 8 L e%-6-i y2-i
el’ E el’

- -e -2+

D et +2-i C D1 DZ e¥42-i C

Fig. 1.- La red de Kirchhoff de la figura b) es equivalente a la de
la figura a); pero en la de la figura b) la red aparece dividida en

dos dipolos de terminales AjA, y D;D,.

La red de Kirchhoff de la figura 1a se ha transformado en otra red de

Kirchhoff equivalente, la 1b, que aparece dividida en dos dipolos por el

conjunto de corte constituido por las ramas A;A, y D;D,. El potencial de
los nudos A; y A, es el potencial del nudo A, y también el potencial del
terminal A;A,; el potencial de los nudos D; y D, es el potencial del nudo
D, y del terminal D;D,. Las intensidades i A4, € Ipp, son las

intensidades de los terminales A;A, y D;D, respectivamente. Como esos

terminales constituyen un conjunto de corte, la suma de esas intensidades

€s cero:

(ex+2—i)+(-ex—2+i):O
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11.1. Potenciales e intensidades de los
terminales de los multipolos
En la figura 2 se muestra una red dividida en dos multipolos de t

terminales. La red de la figura 2 es el acoplamiento de los multipolos A y

B.

La intensidad de Kirchhoff de un terminal dirigida hacia un

multipolo, se llama intensidad de ese terminal del multipolo. En la figura 2,

i; es la intensidad de Kirchhoff del terminal 1 del multipolo B. La

intensidad del terminal 1 del multipolo A es —j;.

7 P
1914

Fig. 2.- Una red dividida en dos multipolos de ¢ terminales.

Si v1,0,,...,v; son los potenciales, e i,i,,...,i, las intensidades de
Kirchhoff de los terminales de un multipolo, esos potenciales e

intensidades de Kirchhoff se llaman variables de entrada del multipolo.

Pueden ordenarse en forma de matrices columna asi:
01 i
=7 1]
Uy Iy
La matriz [v] se llama matriz de los potenciales de Kirchhoff de los

terminales, y la matriz [z] matriz de las intensidades de Kirchhoff de los
terminales del multipolo.
De la definicién de intensidad de un terminal se deduce que la

intensidad de Kirchhoff de un terminal de un multipolo es opuesta a la

intensidad de ese mismo terminal del multipolo acoplado al primero. En
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la figura 2, i =—1; y, en general, i; =—i;. Es decir, si [i’] es la matriz de
las intensidades de Kirchhoff de los terminales de un multipolo, e [z] la

matriz de las intensidades de los terminales del multipolo acoplado a €I,

con el que forma la red completa, se cumple que
(] =[]
Como se ha dicho, los terminales de un acoplamiento de multipolos
son un conjunto de corte de la red, por lo que la suma de las intensidades

de Kirchhoff de los terminales de un multipolo es cero. Por ejemplo, en el

multipolo de la figura 2
t
k=1
a) b)

A 4, B % § O
7 10V
= +c

Fig. 3.- Sia) y b) son dos redes de Kirchhoff, i; =0 en ambas.

Una consecuencia es que si las dos partes de una red de Kirchhoff
que se consideran son monopolos, la intensidad por su terminal es cero.
Eso se expresa diciendo que la intensidad del tnico terminal de un
monopolo de una red de Kirchhoff es cero (fig. 3). Por tanto, si dos partes
de una red eléctrica de corrientes estacionarias estdn unidas por un solo
conductor, la intensidad por ese conductor es cero (fig. 3b), y también lo es

su transformada de Laplace, y su fasor si se trata de una red sinusoidal.
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Si la red 3a es una red hidrdulica de corrientes estacionarias con dos
partes unidas por una tuberia, e i; representa al caudal de esa tuberia, ese

caudal es cero’.

Otra consecuencia de (1) es que si la red de Kirchhoff consiste en el
acoplamiento de dos dipolos, la intensidad que entra por un terminal
hacia un dipolo es la misma que sale de ese dipolo por el otro terminal. En

efecto, la férmula (1) aplicada a la red de Kirchhoff de la figura 4 es
ij —ip =0, con lo que i; =i,. Como una rama de una red de Kirchhoff es

un dipolo acoplado al resto de la red, que es otro dipolo, la intensidad que
entra a la rama por un terminal es igual a la intensidad que sale de la rama
por el otro terminal. De hecho, para muchos fines, dipolo y rama se toman
como sinénimos en la Teoria de Redes de Kirchhoff y en la Teoria de

Redes Eléctricas.

I

-

)

Fig. 4.- En una red de Kirchhoff, formada por acoplamiento de
dos dipolos, i; =i, .

De forma general, la suma de las intensidades de Kirchhoff de las
ramas que unen dos partes de una red de Kirchhoff es cero. En particular,
para redes eléctricas, la suma de las intensidades instantdneas de los
conductores que unen dos partes de una red es cero, independientemente
del ndmero de conductores de que se trate. Por ejemplo, la suma de las
intensidades instantdneas de los conductores de una linea trifdsica que
una dos partes de una red es cero, sea la linea de tres o cuatro hilos, y

estén las intensidades equilibradas o no.

7 Desde el punto de vista fisico, que el caudal del tnico terminal es cero es
consecuencia de que flujo estacionario significa que en la red hidrdulica no hay

depésitos y que el fluido es incompresible.
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Como el origen de los potenciales de los nudos de una red de

Kirchhoff puede ser cualquier punto, ese punto puede ser cualquiera de

los terminales, por ejemplo el terminal f. En ese caso, v, =0. Como,

ademds, i, =—ij —iy—---—1i,_q, si el terminal { se toma como origen de

potenciales, se consideran matrices de los potenciales y de las intensidades

de los terminales de un multipolo respectivamente a

U1 h
[o]=| 2 [i]=|
Ut-1 1

Acoplamientos equivalentes de multipolos.- Dos acoplamientos de

multipolos son equivalentes si su interseccion es uno de lo multipolos con los
mismos potenciales de sus nudos y terminales, y con las mismas intensidades de

sus ramas y terminales.

Por tanto, el multipolo comtn de dos acoplamientos equivalentes de
multipolos tiene los mismos potenciales de los nudos y de sus terminales
en las dos redes equivalentes, y también tiene iguales las intensidades de

sus ramas y de sus terminales en las dos redes.

a)

Fig. 5.- La red de Kirchhoff de la figura a) es el acoplamiento de
los multipolos A y B. Esa red se ha transformado en el
acoplamiento de multipolos de la figura b), que es equivalente
al anterior, pues los potenciales de todos los nudos de By las
intensidades de todas sus ramas son las mismas en las dos
redes.

La figura 5a es una red de Kirchhoff constituida por el acoplamiento
de los multipolos A y B. En la figura 5b el multipolo A se ha sustituido por

un nudo O del que parten los ¢ terminales iniciales, que unen ahora el

nudo O con el multipolo B. A la vez se han de mantener asignadas a esos ¢
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terminales sus respectivas intensidades anteriores. Al nuevo nudo O se
puede asignar cualquier potencial. Con esta operaciéon se obtiene un
acoplamiento de multipolos, el de la figura 5b, equivalente al de la figura
5a, pues los potenciales de todos los nudos del multipolo B y las
intensidades de todas sus ramas, incluyendo las de sus terminales, son las

mismas en la figura 5a que en la figura 5b.






12. Teorema de la potencia de
multipolos

Potencia de Kirchhoff que absorbe un multipolo.- Se llama potencia de

Kirchhoff que absorbe un multipolo a la suma de las potencias de Kirchhoff que

absorben sus ramas. Es decir,
r r
p=2Pn= 2 tnjy 1)
h=1 h=1
py, = uyjy es la potencia de Kirchhoff que absorbe la rama / del multipolo.

u, y j, son la tensién y la intensidad de la rama . p es la potencia de

Kirchhoff que absorbe el multipolo (figura 1). 7 es el ntimero de ramas del

multipolo.
41 A B
oy y
g
v ¥y
7

Fig. 1.- Se llama potencia que absorbe un multipolo a la suma
de las potencias que absorben sus ramas.

Teorema de la potencia de multipolos.- Sean v,v,,..,v; los

potenciales, e 1iy,i,,...,1i; las intensidades de los terminales de un multipolo. La

potencia de Kirchhoff que absorbe ese multipolo es

t
p= 2 v @)
k=1
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Demostracién”.- La red de la figura 2 se ha obtenido de la red de la

figura 1 por sustitucién del multipolo A por un nudo O y por t ramas, sin
alterar las intensidades ni los potenciales de Kirchhoff del multipolo B. Por
tanto, las redes de Kirchhoff de las figuras 1 y 2 son equivalentes. En ellas
coinciden todas las tensiones e intensidades de Kirchhoff de las ramas del
multipolo B, por lo que la potencia de Kirchhoff que absorbe el multipolo

B en ambas redes es la misma, y vale
r
p= 2. unjy (3)
h=1

uy, y j, son la tensién y la intensidad de cada rama & del multipolo B con

los sentidos correspondientes.

77 Este teorema aparece por primera vez con este nombre y aplicado a todas
las redes de Kirchhoff en [1], [2] y [6]. También en [55], aunque en este caso para

redes eléctricas exclusivamente.

Como se verd, el teorema de la potencia de multipolos es una consecuencia
del teorema de Tellegen [13]. Aunque Tellegen no lo deduce, si parece referirse a
algo parecido al teorema, solo para redes eléctricas, de forma un tanto confusa y
con una importante limitaciéon que es innecesaria. Exactamente Tellegen se refiere
a ese teorema usa estas palabras: “For networks with terminal pairs it implies
that the power absorbed by the branches is equal to the power delivered to the
network through the terminal pairs”. La referencia a “pares de terminales” es
una limitacién innecesaria que parece exigida por el teorema, pero solo
aparentemente. Esta limitacién ha sido reproducida y mantenida por algunos
autores al pie de la letra [30] —incluidos quienes se han dedicado con intensidad
al estudio del teorema de Tellegen [48], [49]- de forma que solo consideran
multipolos con un ndimero par de terminales. No obstante el teorema se ha
aplicado a veces en casos concretos de redes eléctricas, principalmente en

sistemas trifdsicos, con justificaciones particulares mds o menos confusas [57].
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01 A

Fig. 2.- Como el acoplamiento de multipolos de esta figura es
equivalente al acoplamiento de multipolos de la figura 1, el
multipolo B de esta figura absorbe la misma potencia de
Kirchhoff que el multipolo B de la figura 1.

Al nudo O de la red de la figura 2 se puede asignar cualquier
potencial sin que la equivalencia de las redes de las figuras 1 y 2 se vea
afectada. Si se asigna a ese nudo O el potencial cero, la red sigue siendo

una red de Kirchhoff, pero entonces las tensiones de las ramas que van del
punto O a cada terminal del multipolo B son —v;, —v,, ..., —v;. O sea, los

valores opuestos de los potenciales de los terminales. Si se aplica ahora el

teorema de Tellegen a la red de la figura 2 se obtiene

Se ha utilizado el hecho de que p es la suma de los productos de las

tensiones e intensidades de las ramas del multipolo.

Si se despeja p se tiene:
p: Z)lll +Z7212 +"'+Utlt

O bien

t
p= 2 v (4)
k=1

Y el teorema queda demostrado™.

78 La demostracion del teorema de la potencia de multipolos se puede hacer

aunque se suponga que el punto O de la red de la figura 2 tiene un potencial

cualquiera v, . En efecto, con ese potencial, la tensién de la rama O1 de la figura
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Cada producto p; = v i, se llama potencia de Kirchhoff que el multipolo

B absorbe por el terminal k .

La (4) también se puede escribir asi:

ty.
p=[oli]
[v]t es la matriz transpuesta de la matriz columna de los potenciales de

los terminales, e [z] es la matriz de las intensidades de Kirchhoff de los

terminales del multipolo.

El teorema de la potencia de multipolos es de gran generalidad y también
de gran utilidad, pues permite conocer la potencia de Kirchhoff que
absorbe un multipolo por medio de valores externos a él, en concreto, solo

sabiendo los potenciales y las intensidades de Kirchhoff de sus terminales.

Por ejemplo, para una red eléctrica, la (4) significa que la potencia
que absorbe un multipolo de t terminales puede ser medida con t
vatimetros conectados como en la figura 3. Como se sabe, los vatimetros
indican el producto de la tensién de su bobina de tensién por la intensidad

de su bobina de intensidad si ese producto es constante o varfa con

2 es vy —v;, larama O2 es vy —v,,y asi para cada terminal. Si se aplica ahora el

teorema de Tellegen a la red de Kirchhoff de la figura 2, se tiene:

p+(vo—vl)i1 +(vo—vz)i2+---+(vo—vt)it =0

De donde
p =010 +0piy +e -+ 0y +00 (i +ip +oo+iy)
Como
h+iy+-+1,=0

resulta que
p: Ulll +0212 +"'+'Utlt

y el teorema estd demostrado.
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suficiente lentitud en el tiempo para que el vatimetro pueda ir indicando
sus valores. En ese caso, la suma de las indicaciones de los vatimetros de
la figura 3 es la potencia instantdnea que absorbe el multipolo eléctrico,
independientemente de la forma de las ondas de los potenciales y de las

intensidades de los terminales.

Si los productos vi, = p; varian rdpidamente, cada vatimetro indica

el valor medio de ese producto, y entonces (4) muestra que el valor medio
de la potencia que absorbe el multipolo es la suma de las indicaciones de
los t vatimetros. Esas indicaciones son los valores medios de las potencias
que el multipolo absorbe por cada terminal. Y también esto es asi

cualquiera que sea la forma de variar en el tiempo de las tensiones y de las

intensidades.
! N
Y
2l
_________ N
Y
N

Fig. 3. La potencia de un multipolo eléctrico de ¢ terminales
puede medirse con ¢ vatimetros conectados como se indica en
esta figura.

Por ejemplo, si el multipolo eléctrico es sinusoidal, cada vatimetro
indica el valor medio del producto v.i, =p; en un periodo de la red

sinusoidal”. Si se halla en (4) el valor medio en un periodo, resulta:

1T 1,7( <& o1 T t
P:f-[o pdt:fj.o givklk dtzkgi?jo pkdt:kgipk (5)

7 Se llama frecuencia de una red sinusoidal a la frecuencia de sus tensiones
e intensidades, las cuales, en régimen permanente, son todas funciones
sinusoidales del tiempo de la misma frecuencia. De la misma forma, se llama

periodo de una red sinusoidal al periodo de sus tensiones e intensidades.
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P, es el valor medio del producto v.i, =p,, o sea, la indicacién del

vatimetro cuya bobina de intensidad estd en el terminal k. Por tanto el
valor medio de la potencia que absorbe el multipolo es la suma de las
indicaciones de los t vatimetros conectados como en la figura 3. Para redes
sinusoidales el valor medio de la potencia instantdnea en un periodo se

llama potencia activa. O sea, P es la potencia activa que absorbe el

multipolo sinusoidal, y P, es la potencia activa que el multipolo absorbe

por la fase k. Es decir, la figura 3 muestra también la forma de medir con
t vatimetros la potencia activa que absorbe un multipolo sinusoidal, pues

se cumple que

r t
P=YP,=Y N (6)
k=1

h=1

P, es el valor medio de la potencia instantdnea p; que absorbe la rama .

Si las ondas de intensidad y de tensién estdn deformadas respecto a
la sinusoide® los vatimetros siguen indicando el valor medio de las
potencias, y la suma de sus indicaciones es, en todos los casos, el valor
medio de la potencia que absorbe el multipolo. Por eso la deformacién de
las ondas de tensién y de intensidad respecto a la sinusoide no influye en

el resultado de la medida de la potencia activa.

Siguiendo con los ejemplos de las redes eléctricas, como las
transformadas de Laplace de las tensiones e intensidades eléctricas
instantdneas, cualquiera que sea su forma de onda, son tensiones e
intensidades de Kirchhoff respectivamente, la (4) se cumple también en la
forma [1], [2], [6]

% El desarrollo de Fourier de ondas no sinusoidales contiene siempre
armonicos de orden superior a uno, que es el orden del término fundamental; por

eso, a veces, se dice de las ondas deformadas que contienen arménicos.
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2 U, (5)]1(5)= z Ve(s)1e(5) o)

uy, (s) y J;(s) son las transformadas de Laplace de la tensién y de la

intensidad de la rama h. V,(s) e I;(s) son las transformadas de Laplace

del potencial y de la intensidad del terminal k, respectivamente.

Si la red eléctrica es sinusoidal, y U, y ], son los fasores de la
tensién y de la intensidad u;, y j, delarama &,y V) e I, son los fasores

del potencial y de la intensidad del terminal k, como los fasores de las
intensidades y tensiones sinusoidales son intensidades y tensiones de

Kirchhoff respectivamente, la (4) también se cumple en la forma

r t
DU, =D Vi, (8)
h=1 k=1

También los conjugados de esos fasores son intensidades y tensiones

de Kirchhoff, por lo que de (4) también se deduce que

r t
UL =Y Vi ©)
h=1 k=1
Y también
r t
% ®
DU, =Y Vi (10)
h=1 k=1
Y
r t
* ES
dUL, =Y VI, (11)
h=1 k=1

U otras combinaciones como, por ejemplo,

r t
Dl (s)= 2 oyl (s) (12)
h=1 k=1
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r t
D Uyjy = > Vi (13)
h=1 k=1
r t
2 UL ()T = 2 Vi (s) I (14)
h=1 k=1

Por otra parte, se llama potencia compleja S que absorbe un
multipolo sinusoidal a la suma de las potencias complejas que absorben

Sus ramas:

5=Y5,= Y U,J; (15)
h=1

h=1

S, es la potencia compleja que absorbe la rama h, y U, y ], son los

fasores de su tensién y de su intensidad respectivamente. Por tanto, segtin

(10), esa potencia compleja se obtiene también asf:

t
S=Y VI (16)
k=1
S, =V, I, se llama potencia compleja que absorbe el multipolo por el

terminal k.

La potencia compleja que absorbe un multipolo, que es un niimero

complejo, puede ponerse de varias formas:

r r
S=5/p=Scosp+jSsenp=P+jQ=> S, = > U]} =
h=1 h=1

r r T
= > (U], cosgy, +iU, Iy seng, )= D' D+, Q, (17)
h=1 h=1 h=1

S, que es el médulo de la potencia compleja S, se llama potencia aparente
del multipolo. ¢ es al argumento de la potencia compleja S. P=Scos¢ es

la potencia activa y Q=_Ssen¢ es la potencia reactiva que absorbe el
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multipolo®. D, =U, ], cosg;, es la potencia activa 'y Q;, =U,J;seng; es la

potencia reactiva que absorbe la rama /. Las igualdades (17) muestran
que la potencia activa que absorbe el multipolo es también la suma de las
potencias activas que absorben las ramas del multipolo, y que la potencia
reactiva que absorbe el multipolo es la suma de las potencias reactivas que

absorben sus ramas:

P=Yp, (18)
h=1

Q= z Qy (19)
h=1

Si se comparan (16) y (17) resulta:

S=P+jQ= i Sy = i P, +ji Q= i (Vily cosgy +jViIisengy ) (20)

k=1 k=1 k=1 k=1
P, =Vl cosp, se llama potencia activa y Q =V Iseng, potencia
reactiva que absorbe el multipolo por el terminal k. ¢, es el argumento
de S;, y es también la diferencia de fase entre el potencial y la intensidad

del terminal k.

Se ve que la potencia activa que absorbe el multipolo es la suma de

las potencias activas que absorbe por cada terminal, es decir,

*1 Las potencias activa y reactiva que absorbe un multipolo son ntimeros
reales que pueden ser positivos o negativos. Por eso hay que decir siempre de
qué potencia se habla, si de la potencia que absorbe el multipolo o de la que
entrega. Sin embargo la potencia aparente es siempre un nimero real positivo,
pues es el médulo de la potencia compleja, por eso carece de sentido decir de una
potencia aparente que es absorbida o entregada, pues esa diferencia no existe en
esa potencia. Conviene decir, simplemente, que la potencia aparente del

multipolo tiene tal valor.
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t
P=) P, (21)
k=1

Este resultado se ha obtenido de (16), pero habia sido obtenido antes
de forma general en (6), formula que muestra que el valor medio de la
potencia que absorbe un multipolo es la suma de los valores medios de las
potencias que absorbe por los terminales, y las potencias activas son

valores medios de las potencias en redes sinusoidales.

Las igualdades (20) muestran también que la potencia reactiva que
absorbe un multipolo sinusoidal es la suma de las potencias reactivas que

absorbe el multipolo por sus terminales:

t
Q=Y Q (22)
k=1

Esta conclusién es una consecuencia del teorema de la potencia de
multipolos aplicada a redes fasoriales en las que las tensiones de Kirchhoff
son los fasores de las tensiones sinusoidales, y las intensidades de
Kirchhoff son los conjugados de los fasores de las intensidades

sinusoidales, es decir, es una consecuencia de (16).
Cada varimetro conectado como los vatimetros de la figura 3 indica
el producto Q, =V, I;seng,, o sea, la potencia reactiva que absorbe el

multipolo a través del terminal k. Por tanto la suma de las indicaciones de

los t varimetros es la potencia reactiva Q que absorbe el multipolo®.

Pero el teorema de la potencia de multipolos es ttil para otros
sistemas que pueden describirse por medio de redes de Kirchhoff. Por

ejemplo, si el multipolo B representado en la figura 1 es parte de una red

% La vision general que de la potencia de receptores proporciona el teorema
de la potencia de multipolos tiene otras muchas aplicaciones prdacticas en las
redes eléctricas, en especial en sistemas trifdsicos, algunas de las cuales ya han

sido puestas de manifiesto en algunas publicaciones [55], [56].



12. Teorema de la potencia de multipolos 157

hidrdulica de flujo estacionario, cuyas intensidades de Kirchhoff son los

caudales, y los potenciales de Kirchhoff son las presiones de los nudos, la

potencia hidrdulica que absorbe la rama # del multipolo es pj, =7,G;,,
donde 7, es la diferencia de presiones de los terminales de la rama h y

G, el caudal de la rama k. La potencia hidrdulica que absorbe el

multipolo es la suma de las potencias hidrdulicas que absorben sus r

ramas:

T
p=2 mG, (23)
h=1

El teorema de la potencia de multipolos, que es la férmula (2),

aplicado a ese multipolo hidrdulico, conduce a la igualdad
t t
p=2.mGc =21 (24)
k=1 k=1

m, es ahora la presién del terminal k y Gj es el caudal que entra al
multipolo por el terminal k. p, es la potencia hidrdulica que absorbe el

multipolo por el terminal k.

La (24) indica una forma de medir la potencia que absorbe el
multipolo. Consiste en medir la presion 7, y el caudal de cada terminal,

lo que puede hacerse con ¢+ mandémetros y ¢ caudalimetros instalados en
los t terminales. La suma de los productos de las indicaciones de los
mandémetros y de los correspondientes caudalimetros es la potencia

hidrdulica que absorbe el multipolo.

El multipolo hidrdulico puede estar constituido por cualesquiera
elementos hidrdulicos: turbinas, bombas o tuberias. La potencia que se
mide es toda la potencia que absorben todos los elementos que lo
constituyen. Esa potencia puede ser negativa, en cuyo caso el multipolo

entrega potencia.
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La presién 7, que se mide en cada terminal k puede ser la presién

absoluta o la diferencia de presién entre cada terminal y cualquier punto

comun arbitrario.

Si en el mismo multipolo hidrdulico las intensidades siguen siendo
los caudales, pero los potenciales son las temperaturas de los nudos, la

potencia térmica que cada rama absorbe del fluido es
Pn = CdThGh (25)

c es el calor especifico del fluido, d su densidad, 7; la diferencia de
temperaturas entre los extremos de la rama &, y G, el caudal de la rama

h. La potencia calorifica que absorbe el multipolo es la suma de las

potencias calorificas que absorben sus ramas, es decir,
r
p=cd 2, 4Gy (26)
h=1

Por otra parte, el teorema de la potencia de multipolos (2) aplicado a

este multipolo conduce a la igualdad

r t
PRATEDI AN (27)
h=1 k=1

Si se multiplican los dos miembros de (27) por cd, resulta:
r t t
p = Cdz ThGh = Cdz Tka = 2 pk (28)
h=1 k=1 k=1

P =cdt G, es la potencia térmica que absorbe el multipolo por el
terminal k.

La (28) muestra que la potencia térmica que absorbe el multipolo se
puede medir por medio de t termémetros y ¢ caudalimetros instalados en
los terminales. La suma de los t productos correspondientes 7,G;

multiplicada por el calor especifico y por la densidad del fluido es la

potencia calorifica que absorbe el multipolo de ¢ terminales.
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a)
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Fig. 4.- Segtin el teorema de la potencia de multipolos, la
potencia de Kirchhoff que absorbe la rama 12 vale

p=T(Q —4)+T(Q-)-

La potencia de Kirchhoff que absorbe el dipolo formado por los
nudos 1y 2 y la rama que une esos dos nudos en la red de la figura 4b es
la tensién de Kirchhoff por la intensidad de Kirchhoff de esa rama. La

tensiéon de Kirchhoff es la diferencia de las temperaturas entre sus

terminales, T; —T,; y la intensidad de Kirchhoff es la potencia calorifica

g1, - Por tanto, la potencia de Kirchhoff que absorbe el dipolo es

p=(T,-T) a0

Por otra parte, segin el teorema de la potencia de multipolos
expresado por (4), esa potencia de Kirchhoff se puede poner también en

funcién de las variables de los terminales, es decir,

p=T1(Q —-3)+T2(Q—-q)% (29)

Noétese que las potencias de Kirchhoff de (29) no son potencias en

sentido termodindmico.

% Se puede comprobar en este ejemplo, como en el resto de ellos, que se

cumple el teorema de la potencia de multipolos. En efecto, si en los nudos 1 y 2

de la figura 4 se aplica la primera ley de Kirchhoff se tiene: Q;=g;+¢q;, ¥
Q,=g,—q;,. Si se sustituyen esto valores en (29) resulta

p=T(Q-3)+Ta(Q—10) =Ty (# +d2—0)+ T (02— G2 —92) = (T, — T2) a1z,

que es la potencia que absorbe la rama 12.
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Fig. 5.- Dipolo de una red de Kirchhoff.

En la figura 5 se muestra un dipolo de una red de Kirchhoff. Al lado
de cada nudo se indica su potencial, y al lado de cada rama su intensidad
de Kirchhoff. Ambos valores, potenciales e intensidades, son ntimeros
reales. La potencia de Kirchhoff que absorbe el dipolo es, por una parte, la
suma de las potencias que absorben las ramas de los lados del cuadrado y

sus diagonales:
p=(5-(-1))2+(-1-3)1+(3-2)2+(2-5)(-1)+
+(3-5)1+(3—(-1))(-1)+(3-3)1+(3-2)(-1) =6

Esa potencia, hallada segtn el teorema de la potencia de multipolos
como suma de los productos de las intensidades por los potenciales de los

terminales resulta, naturalmente, la misma:
p=5x2+2(-2)=6

Noétese que, en este caso, a diferencia de los casos anteriores, ni los
potenciales ni las intensidades de Kirchhoff son medidas de magnitud
fisica alguna. Tampoco, por tanto, su producto tiene ningtn significado
fisico. Este hecho resalta el cardcter de propiedad puramente topoldgica
del teorema de la potencia de multipolos, igual que del resto de la teoria
de las redes de Kirchhoff.
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Fig. 6.- Tripolo de una red de Kirchhoff.

La figura 6 muestra un tripolo cuyas intensidades y potenciales de
Kirchhoff son elementos del grupo conmutativo {0,1} con las dos

operaciones —suma y producto conmutativos— que se vienen utilizando en
esta tesis. La potencia de Kirchhoff que absorbe el tripolo, hallada como

suma de las potencias de Kirchhoff que absorben sus ramas internas es
p=(1-0)1+(0-1)1+(1-1)(-1)+(1-0)0+(0-1)0+
+(0-0)0+(0-1)0=1+1+0+0+0+0+0=0
Si se aplica el teorema de la potencia de multipolos, esa potencia se

puede hallar como suma de los productos de los potenciales por las

intensidades de los terminales:

I1x1+0x0+1x1=1+0+1=0

Los resultados con los dos procedimientos son idénticos.

12.1. Un terminal como origen de potenciales

La referencia de potenciales de Kirchhoff de una red de Kirchhoff
puede ser cualquier punto. Por tanto, la referencia de potenciales de
Kirchhoff de (4) puede ser cualquier punto. Por ejemplo, se puede elegir
como referencia cualquiera de los terminales del multipolo. Si ese terminal

esel t, v,=0 en (4), con lo que la potencia de Kirchhoff que absorbe el

multipolo resulta
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t—1
p= v (30)
k=1

v, es ahora la tensién entre cada terminal k y el t*. Eso significa que la

(7) y 1a (8), por ejemplo, pueden escribirse también asi®:

% El paso de (4) a (30) se puede hacer sin ninguna referencia al origen
arbitrario de potenciales, y utilizar solo una transformacién matemadtica. En
efecto, sea la suma de productos siguiente, formado cada uno de esos productos

por dos factores
p = Ulll +0212 +"'+Utlt

con la condicién de que i+ +---+1, =0. Si a todos los factores v, se resta v,,y

se halla la suma de los nuevos productos, se tiene:
(vl —Ut)il +(02 —vt)iz +---+(Ut_1 _Ut>it—1 +(Ut _Ut)it =
=01]) +U2i2+"'+vtit_vt(i1+i2+"'+if):
=011 +Oply +o Tl = p
Se ha utilizado el hecho de que
+ip+-+1,=0.

Esta es otra posible demostracién del paso de (4) a (30). Nétese que en la

terminologia de la teoria de las redes de Kirchhoff, restar v; equivale a tomar el

terminal ¢ como origen de potenciales.

Si se aplica lo anterior a un dipolo, resulta:
p =01y + 050
v; ¥ v, son los potenciales de los terminales, e 7i; e i, las intensidades de esos

terminales. Si se resta v, a los potenciales el producto resulta:

(01 - Uz)ﬁ =01l — Ul =0 + 0l =p

Se ha tenido en cuenta que i, =—i; .
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éuh(s)]h(s): gvk(s)lk(s) (31)

r -1
DU, =X Vi, (32)
h=1 k=1

Ahora V; (s)de (31) es la transformada de Laplace de la tensién entre el

terminal k y el t,y V, de (32) es el fasor de la tensién entre el terminal k

y el t si el multipolo es sinusoidal. De forma parecida ocurre con las

igualdades similares que siguen a las citadas.

Realmente no es necesario que la constante que se reste a todos los factores
v del producto sea uno de los factores tal como v, . El resultado es el mismo si

se resta cualquier constante. En términos de la teoria de las redes de Kirchhoff

eso significa que el origen de potenciales puede situarse en cualquier punto.
Resulta por tanto que, si se tiene un producto de la forma
p =011 +0ply +--+ 040,
enel que
+ipg+-+1,=0

ese producto no se altera si a cada v, se suma (o se resta) una constante

cualquiera.

% La férmula (30) se podia haber obtenido directamente asignando al punto
O de la figura 2 el potencial del terminal t: v, =7v,. En efecto, si se aplica

entonces el teorema de Tellegen a la red de la figura 2 resulta:
p+(v, =01 )iy +(v, =0y )ig +++ (0, — v, )i,_g + (v, — v, )i, =0
O bien
p=(01—v;)i; +(vy =0 )iy +++(v,_1 — v, )i,y

Y el teorema estd demostrado.
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Fig.7.- Forma de medir la potencia de un multipolo eléctrico
con t—1 vatimetros.
Aplicada la (30) a multipolos eléctricos indica que la potencia que
absorbe un multipolo eléctrico se puede medir con t-1 vatimetros

conectados como en la figura 7. La suma de las indicaciones de los t-1
vatimetros es la potencia eléctrica que absorbe el multipolo. La (30)

también indica que la (21) y la (22) son ciertas asf:

t—1

P=) P, (33)
k=1
t-1

Q=24 (34)
k=1

La (33) significa que la potencia activa P que absorbe un multipolo
sinusoidal puede medirse con t—-1 vatimetros conectados como en la

figura 7, y la (34) que la potencia reactiva Q que absorbe ese multipolo

puede medirse con t—1 varimetros conectados como en la figura 7.

Asi mismo, la (23) y la (24) pueden ponerse como

r -1
p=Y mG, =D mG (35)
h=1 k=1

m, es ahora la diferencia de presiones entre el terminal k y el de

referencia, que se supone el ¢, en un multipolo hidrdulico que absorbe la

potencia hidrdulica p.

De la misma forma, la (28) se transforma en

t—1

r
p= Cdz ThGh = Cdz Tka (36)
h=1 k=1
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7, es ahora la diferencia entre las temperaturas de los terminales k y f.

Gy, sigue siendo el caudal que entra al multipolo por el terminal k.

La (30) aplicada a la red de la figura 4b transforma la (29) en

p=(0-T)(Q-¢) (37)

Se ha tomado como referencia de potenciales de Kirchhoff, que aqui

son temperaturas, el terminal 2. Asi T;-T, es la diferencia de

temperaturas entre los terminales 1 y 2, y Q; —g; es la intensidad de

Kirchhoff que entra por el terminal 1. Las intensidades de Kirchhoff son en

estas redes potencias calorificas.

71
1 + - B
1
E;
+ 1 ]
v ) Iﬁ::Jr T4
7> ) o
A 2 +I r D V6_'_+ q6
| T
+ LVZ T
74 ) %:fi%
7. 1 |-
3 +I I_
[ C
7

Fig. 8.- La potencia de Kirchhoff que absorbe el multipolo de la
derecha de terminales 1,2 y 3 es V,q; —V343.

La red de la figura 8 es una red de Kirchhoff. La intensidad de
Kirchhoff de cada rama es la carga del condensador de esa rama. La
intensidad de Kirchhoff de cada fuente es también la carga del
condensador con el que esa fuente estd en serie. Los potenciales de los
nudos son los potenciales eléctricos, por lo que las tensiones de Kirchhoff

de las ramas son las tensiones eléctricas.

La potencia de Kirchhoff que absorbe el multipolo de la derecha de
los terminales 1, 2 y 3 es la suma de las potencias de Kirchhoff que

absorben sus seis ramas, que son los seis condensadores:

p=Via1 +Voqy +Vaq3 +Vaqu + Vsgs + Vegg (38)
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Segun el teorema de la potencia de multipolos en la forma (30)
aplicado a la red de la figura 6, esa potencia de Kirchhoff que absorbe el

multipolo a la derecha de los terminales 1, 2 y 3 es
P=Vam —Vpis (39)
Se ha tomado el terminal 2 como origen de potenciales. Por tanto resulta:
Vat = Vpis = Vi +Vada + Va3 + Vaqy + Vsis + Velg (40)
Si se multiplica por 1/2, la (40) adquiere significado fisico:

1 1 1 1 1 1 1 1
Vg1 —=Vpg3 ==Viq1 + =V5q, + =Vag3 + =V, 9, + =Vieg: + =V, 41
5 AT 5 BY3 > 17 5 242 > 343 > 444 > 545 5 696 (41)

El segundo miembro es la suma de las energifas que tienen
almacenadas los condensadores en su campo eléctrico. El primer miembro

son las energias que han entregado las fuentes de tensién a los

condensadores. La energia que ha entregado la fuente Vj es negativa, lo
que significa que solo la fuente V, ha entregado toda la energia necesaria

para la carga de los condensadores y la que absorbi6 la fuente V durante

el proceso de carga.

Si se aplica el teorema de la potencia de multipolos en la forma de la
igualdad (30) al dipolo de la figura 5, la potencia de Kirchhoff que absorbe

resulta también igual a 6:
p=(5-2)2=6

De la misma forma, para el tripolo de la figura 6, si se toma como

origen de potenciales el terminal inferior de esa figura, se tiene:
p=(1-1)1+(0-1)0=0x1+1x0=0

El mismo resultado que se obtuvo al aplicar el teorema en la forma
de la igualdad (4).

Se puede comprobar que el resultado es el mismo si se toma como

referencia de potenciales cualquier otro terminal.
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Ejemplo.
En la figura 9 se muestra una carga trifdsica de cuatro hilos. Las

tensiones estdn equilibradas y el valor eficaz de la tensién entre fases es

U =400V . Los fasores de las intensidades de las fases se indican en la

figura. Por tanto, con el origen de fases en el hilo neutro la potencia

compleja que absorbe el receptor por cada fase es

Sg =VpIg = % /0y =692.82/—15°

*k u o ¥k o
Ss=ViIi= ﬁ / =120°T; = 2309.40/ — 150 (42)
Sp=Vli = N U o | = 240°L; = 4618.80/ 60°
S,
10/30° ;
s D
20/60° o
T D
7
N -~

Fig. 9.- Una forma de medir la potencia de un receptor trifdsico
de cuatro hilos.
Como se ha tomado como origen de potenciales el neutro, la potencia

que el receptor trifdsico absorbe por el neutro es cero.

La parte real de cada una de las tres igualdades anteriores es la
indicaciéon del vatimetro que tiene su bobina de intensidad en la fase
indicada por los subindices. La parte imaginaria de cada una de esas
igualdades es la indicacién del varimetro cuya bobina de intensidad esta

en la fase que corresponde a ese subindice.

La potencia compleja que absorbe el receptor es la suma de las

potencias complejas que absorbe por cada fase, es decir, la suma de las
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indicaciones de los tres vatimetros es la parte real, y la suma de las

indicaciones de los tres varimetros es la parte imaginaria.

S =Sk +Sg + S =2839.92/69.84°

3/15° .
X 10/30° L—-<>
s ——=kd

20/60°
—=

I
N2 N

%

Fig. 10.- Otra forma de medir la potencia de un receptor
trifdsico de cuatro hilos.

Pero, en lugar de tomar como referencia de potenciales el hilo neutro,
se puede tomar como referencia de potenciales una fase, por ejemplo la
fase T, como se hace en la figura 10. Eso equivale a conectar los vatimetros
o los varimetros como en esa figura para medir las potencias que absorbe

el receptor por cada fase. Esas potencias son ahora
St =Ugrlg =U/—=30°T =1200/ — 45°

St =Ugplg =U/—90°I¢ = 4000/ —120° (43)

Sn = Vir (I ) = (Ve )[-Ix ) = Ve Iy = % / = 240°T, = 7296.46/73.03°

La potencia que absorbe el receptor por la fase T es ahora cero, y no
lo es la potencia que absorbe por el neutro. Pero la potencia que absorbe el

receptor, que es la suma de las tres potencias (43), es la misma que antes:

S =Sk +55+Sy =2839.92/69.84°

Si el receptor trifdsico es de tres hilos, la potencia que absorbe se
puede medir con tres o con dos vatimetros como se indica en la figura 11.
Cualquiera que sea el método, la potencia que absorbe el receptor es
siempre la misma, pero la potencia que absorbe por cada terminal es

distinta en cada caso. Con el método de dos vatimetros, la potencia que
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absorbe por cada terminal es también distinta segin el terminal que se

tome como referencia.

a) b)
k— x—b
s s+
T —l'_—(") T

Fig. 11.- Otra forma de medir la potencia de un receptor
trifdsico de cuatro hilos.

Noétese que el método de los dos vatimetros y el de los dos
varimetros para medir potencias activas y reactivas de cargas trifdsicas de

tres hilos es un caso particular del teorema de la potencia de multipolos.

12.2. Corolarios del teorema de la potencia de
multipolos

Teorema.- La potencia de Kirchhoff que absorbe un multipolo es igual a la

que entrega el multipolo acoplado a él.

Demostracién.- La figura 1 representa una red de Kirchhoff formada

por el acoplamiento de dos multipolos, el A y el B. Segtin el teorema de

la potencia de multipolos la potencia que absorbe el multipolo B es

t
pE =D Uik
k=1

La potencia que absorbe el multipolo A es
t t
Pa= 2 0k (=i) == 2 opd = —pp
k=1 k=1
Por tanto, la potencia p,, que entrega el multipolo A es

PeA =—PA = PB

Y el teorema estd demostrado.
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Noétese de nuevo, que esta es una propiedad de las redes de
Kirchhoff que confirma el Primer Principio de la Termodindmica cuando
las potencias de Kirchhoff son potencias en sentido termodindmico. Pero
que la propiedad de que la potencia de Kirchhoff que absorbe un
multipolo es igual a la potencia de Kirchhoff que cede el acoplado a él no
es una consecuencia de ese Primer Principio, pues esa propiedad también
la cumplen las potencias de Kirchhoff que no son potencias en sentido

termodindmico.

Otra importante consecuencia del teorema de la potencia de
multipolos es la que hemos llamado relatividad de la potencia de
Kirchhoff que un multipolo absorbe por cada terminal, y que se expone y

comenta a continuacion.

La potencia de Kirchhoff que absorbe un multipolo es un concepto
absoluto en el sentido de que esa potencia es independiente del
procedimiento que se emplee para determinarla, por ejemplo, por
aplicacién de la férmula (4) o de la férmula (3). Esa potencia es tnica. Sin
embargo, la potencia de Kirchhoff que un multipolo absorbe por un
terminal —tal como el terminal k- no es un concepto absoluto, pues esa
potencia depende de la forma de hallar la potencia que absorbe el
multipolo, de si se utiliza la férmula (4) o la (30); y mds concretamente, de
la referencia de potenciales que se tome para hallar la potencia de
Kirchhoff que absorbe el multipolo. Si esa referencia de potenciales
cambia, también cambia, en general, el valor de la potencia de Kirchhoff
que el multipolo absorbe por cada terminal k. Por ejemplo, si se utiliza la
forma (4) del teorema de la potencia de multipolos, la potencia de

Kirchhoff que el dipolo de la figura 5 absorbe por el terminal superior es

p; =5x2=10, y la potencia de Kirchhoff que absorbe por el terminal
inferior es p, =2(-2)=-4, de forma que la potencia de Kirchhoff que
absorbe el multipolo, que siempre es la suma de las que absorbe por sus
terminales, es p=p; +p, =10-4=6. Pero si se toma como referencia de

potenciales el terminal inferior, el potencial de ese terminal es cero, y el del
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terminal superior es 5—-2=3, de forma que la potencia que absorbe el

terminales superior vale p; =3x2=6.

En el multipolo de la figura 6, las potencias de Kirchhoff que

absorben los terminales con los potenciales que tienen asignados en esa

figura son p; =1x1=1 para el superior, p, =0x0=0 para el central, y
p3=1x1=1 para el inferior. La suma es la potencia de Kirchhoff que

absorbe el multipolo: p=p; +p, +p3 =1+0+1=0.

Si se toma como referencia de potenciales el terminal inferior, el
potencial de ese terminal vale cero, y los potenciales de los otros dos son
1-1=0 para el superior y 0—1=1 para el central. Las potencias de

Kirchhoff que el tripolo absorbe por los terminales son ahora p; =0x1=0

y p, =1x0=0, distintas de las de antes. La suma de esas potencias, que es
la potencia de Kirchhoff que absorbe el multipolo es la misma,

p=p+p,=0+0=0.

Esta relatividad de la potencia que un multipolo absorbe por sus
terminales es una propiedad de todas las potencias de Kirchhoff, también
de aquellas que son potencias en sentido termodindmico. Un ejemplo
notable es el de los multipolos eléctricos. Asi, la potencia activa que
absorbe un receptor trifdsico de cuatro hilos se puede hallar sumando las
potencias activas que absorbe el receptor por sus terminales. Para su
cdlculo suele tomarse como referencia de potenciales el terminal del

neutro. Entonces esa potencia es
P =Py + Py + Pp = Vilg cos@g + Vslgcos@g + Vol cosor
La potencia
Pr =VgIR cosp

se llama potencia que absorbe la carga trifdsica a través de la fase R, y de
forma similar para el resto de las fases. Con esta manera de hallar P, la

potencia que absorbe la carga por el neutro es cero. Pero si se toma como
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referencia de potenciales la fase T, es la potencia activa por esa fase la que
es cero, mientras que la potencia activa que absorbe la carga por el neutro

es ahora
PN = VTIN COS(VT,IN)

cos(VT,I N) es el coseno del angulo que forman los fasores Vi e Iy, .

12.3. Potencias de receptores trifasicos

Las férmulas relacionadas con las potencias de sistemas trifdsicos son
obtenidas habitualmente con demostraciones particulares de cada una de
ellas [58]. El teorema de la potencia de multipolos tiene aplicacién muy
directa y ttil en los sistemas polifdsicos en general, y en los sistemas
trifdsicos en particular, para estas deducciones, pues las simplifica
notablemente como consecuencia de manifestarse como casos particulares

del teorema general.
Por ejemplo, si se toma el neutro como origen de potenciales, la
potencia compleja que absorbe un receptor trifdsico es

S:SR +SS +ST :VRIR/(’i+Vsls/ﬁ+VTIT/(’l

Si el receptor estd equilibrado, ocurre que Vp=Vg=V;=V,
Ix=Ig=Ir=1,y ¢r =05 =¢r=¢.Y la potencia que absorbe el receptor

es

$=3VI/p=S/p="3VIcosp+j3VIsenp = P +jQ

S=3VI=+/3UI es el médulo de la potencia compleja, y se llama potencia

aparente del receptor trifdsico equilibrado.

¢ es del argumento de la potencia compleja, que coincide con la

diferencia de fase entre la tensién entre cualquier fase y el neutro, y la

intensidad de esa fase.
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P=3VI COS(p=\/§u1 cosgp es la potencia activa que absorbe el

receptor trifasico equilibrado.

Q:3VIsen(p:x/§UIsen(p es la potencia reactiva que absorbe el

receptor trifdsico equilibrado.

Como se ve, solo con las caracteristicas de los receptores trifdsicos
equilibrados y el teorema de la potencia de multipolos se obtienen las
férmulas de las potencias de esos receptores, sin necesidad de

demostracién alguna [56].

De la misma forma ocurre para receptores equilibrados de cualquier
numero de fases. En particular, para un receptor equilibrado de n fases, la

potencia compleja que absorbe es
S=nVI/gp=nVIcosep +jnVIsenp = P +jQ

Tampoco hace falta demostracién especifica alguna para el método
de los dos vatimetros ni para el método de los dos varimetros, pues son

solo casos particulares del teorema de la potencia de multipolos.






13. Redes multipuerta

Algunos multipolos de las redes de Kirchhoff tienen wunas
determinadas caracteristicas que permiten clasificarlos en un conjunto
cuyos elementos se llaman redes multipuertas. Este capitulo se dedica a

ellas.

13.1. Puertas

Puerta de un multipolo.- Se llama puerta de un multipolo de una red de

Kirchhoff a cada conjunto de sus terminales cuya suma de intensidades de
Kirchhoff es nula.

Todo multipolo tiene al menos una puerta, que es la constituida por
el conjunto de todos sus terminales, pues la suma de las intensidades de

Kirchhoff de los terminales de un multipolo es cero.

B A .. | D

Fig. 1.- Puertas del multipolo A.

El multipolo A de la figura 1 tiene varias puertas: el conjunto de
terminales que lo unen con el multipolo B es una puerta, pues ese
conjunto de terminales es un conjunto de corte de la red completa, por lo
que la suma de sus intensidades es cero; el conjunto de terminales que
unen A con C es otra puerta, y el conjunto de terminales que unen A con

D es otra puerta por la misma razén.

La unién de dos puertas de un multipolo es otra puerta de ese
multipolo, pues en efecto, si un conjunto de terminales es una puerta, la
suma de sus intensidades de Kirchhoff es cero; si otro conjunto es una

puerta, también la suma de sus intensidades es cero; por tanto la suma de
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las intensidades de Kirchhoff de la unién de los dos conjuntos también es

cero, por lo que la unién de esos dos conjuntos es una puerta. En la figura

1, la unién de los terminales que unen A con B y con C es una puerta.

13.2. Potencia de Kirchhoff de una puerta

Una red multipuerta es un multipolo. Si su niimero de terminales es

t, la potencia que el multipolo absorbe es
! T
p=2 vy =[] [i]
k=1

v, e i, son el potencial y la intensidad de Kirchhoff del terminal k. [Z)]T
es la matriz transpuesta de la matriz columna de los potenciales de
Kirchhoff de los terminales, e [z] es la matriz columna de las intensidades
de Kirchhoff de los terminales que entran al multipolo.

Definicién.- Si los terminales 1,2,....,m de un multipolo de una red de

Kirchhoff son una puerta, se llama potencia de Kirchhoff que el multipolo absorbe

por esa puerta a

m
L= D, Ui 1)
k=1

El opuesto de p; es la potencia que entrega el multipolo por esa
puerta.
v, e i, son, como se dijo, el potencial y la intensidad de Kirchhoff

del terminal k.

Teorema.- Si los terminales 1,2,....,m de un multipolo de una red de

Kirchhoff son una puerta, la potencia que ese multipolo absorbe por esa puerta es

m—1

PL= D, Uik
k=1
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Ui, ©S la tensién entre el terminal k y el m.

Demostracién.- Como iy, 1iy,...,i,, son intensidades de los terminales

de una puerta, su suma es cero, es decir
ht+iy+e+i, 1+1,=0
Por tanto

m="h—h= "y
De forma que (1) se transforma en
Pl :Ulil +02i2+"'+vmim :Ulil +02i2+"'+vm(—il —iz—"'—im_l):

:(Ul —Um)il +(02 —Um)iz +"'+(Um_l —Um)im_l =

=01l T 02l T T Uy 1, mlm—1
Es dedir,
m—1
1= 2 Okm'k
k=1

Como se dijo, vy, es la tensién entre el terminal k y el m.

Fig. 2.- El multipolo A absorbe potencia por la puerta 1. La
potencia que entrega por la puerta 2 es absorbida por el
multipolo B.

Por tanto, para hallar la potencia de Kirchhoff que un multipolo
absorbe por una puerta, se puede tomar como referencia de potenciales
uno cualquiera de los terminales de esa puerta, tal como el terminal m. La

suma de los productos de las tensiones entre los otros terminales y el
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terminal m por las intensidades de los terminales correspondientes es la

potencia que el multipolo absorbe por esa puerta®.

13.3. Puertas disjuntas

Puertas disjuntas.- Dos puertas de un multipolo son disjuntas si no tienen

ningun terminal comuin.

Teorema.- Si la union de q puertas disjuntas es el conjunto de terminales

del multipolo, la potencia que absorbe el multipolo es la suma de las potencias que

absorbe el multipolo por esas puertas.

Demostracién.- En efecto, la potencia que absorbe el multipolo es

¢ m, m, m,
P:z,vklk:zvklk"’ 2 Ol +-oF Z Uply =
k=1 k=1 k=m,+1 k=m_,+1

=p1tpytetp,
P1: P2, Pgq SON las potencias que absorbe el multipolo por las puertas

1,2,...,q respectivamente.

% Esta conclusion sobre la potencia de las puertas de un multipolo se aplica
a las redes eléctricas, aunque de forma muy limitada. En la prdctica solo a redes
de dos puertas con dos terminales en cada puerta, que a veces se llaman
cuadripolos [35]. Las relaciones de potencias se aplican casi siempre sin
justificacién, como si fueran consecuencias evidentes del Primer Principio de la
Termodindmica, lo que limitaria las relaciones de potencias a potencias de
Kirchhoff que fueran potencias en sentido termodindmico. Desde luego, excepto
en [2], no se ha encontrado un estudio de las potencias de las puertas, ni siquiera

para redes eléctricas.

En cualquier caso queda claro que las relaciones aqui expuestas son vdlidas
para todas las redes multipuertas de redes de Kirchhoff, y las potencias son

potencias de Kirchhoff, sean o no potencias en sentido termodindmico.



14. Relacion tension-intensidad

Una rama de una red es un dipolo, pues es una parte de la red unida
al resto de la red —que es otro dipolo— por dos terminales. Por eso nos
referiremos a las ramas de las redes de Kirchhoff con el nombre de ramas

o con el nombre de dipolos, indistintamente.

Para cada rama de una red de Kirchhoff puede existir, o no, relacién
entre la tensién de Kirchhoff y la intensidad de Kirchhoff de esa rama. Si
existe, esa relacion se llama relacion tension-intensidad de esa rama. Esa
relacion puede ser cualquiera: la intensidad puede ser funcién de la
tensién, de sus derivadas e integrales, la tensién puede ser funcién de la
intensidad, de sus derivadas e integrales; esa relacién puede ser una
funcién implicita o venir dada por una ecuacién diferencial en que
intervengan derivadas de ambas variables, o que no pueda ser expresada
por una férmula y si por una gréfica, etc. Es decir, en realidad no existe
limite para la posible relacién entre la tensién y la intensidad de Kirchhoff

de cada rama de una red de Kirchhoff*.

% Conviene comentar que no se trata solo de que la intensidad sea una
funcién de la tensién o que la tensién sea una funcién de la intensidad, como a
veces parece entenderse. Que la intensidad es funcién de la tensién significa que
para cada valor de la tensién existe una tnica intensidad; que la tensién es
funcién de la intensidad significa que para cada intensidad existe una tnica
tensiéon. Pero, de los dipolos cldsicos de las redes eléctricas -resistencia,
autoinduccién y capacidad- solo en la resistencia existe una determinada tensién
para una determinada intensidad y reciprocamente. Por el contrario, en la
autoinduccién un valor de la tensién corresponde a infinitos valores posibles de
la intensidad. Asi, el valor cero de la tensién en una autoinduccién corresponde a
cualquier valor constante de la intensidad, no a un valor determinado de la
intensidad. El valor cero de la intensidad en un condensador corresponde a

cualquier tensién constante del condensador, no a un valor determinado de esa
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14.1. Resistencia

En las redes eléctricas, algunas ramas con relacién tensién-intensidad
reciben un nombre concreto dependiendo de cudl sea esa relaciéon. En la
teoria de las redes de Kirchhoff mantendremos esos mismos nombres,
aunque con significado mds amplio, con significado referido a las redes de

Kirchhoff, no solo a las redes eléctricas. Por ejemplo, hay ramas AB de

redes de Kirchhoff en las que la relacién entre la tensién v,p y la
intensidad i, es un nimero real positivo constante, es decir,
v
4B =R (1)
'AB

Las ramas en las que se da esa relacién se llaman resistencias. El

nimero real positivo R se llama valor de la resistencia o, simplemente

también resistencia.
La (1) suele escribirse también asi:

UAB = RZAB (2)

. (Y
ZAB = _ﬁB = GUAB (3)

G =1/R se llama conductancia.

Si AB es una rama de una red de Kirchhoff, ocurre que v 5 =-vg,4,

e i,5 =—ipy - Si se sustituyen estos valores en (1) resulta:

tensién. Por eso, a lo que se llama relacion tensién-intensidad de una rama no se
debe llamar funcién tensién-intensidad, pues esa relacién solo en casos concretos
consiste en que la tensién es funciéon de la intensidad o que la intensidad es
funcién de la tensién. En los ejemplos arriba citados eso solo ocurre, como se ha
dicho, en la resistencia. En la autoinduccién la tensién no es funcién de la
intensidad, sino de su derivada. En la capacidad la intensidad no es funcién de

su tensidn, sino de su derivada.
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“BA _R @
IBA

(1) y (4) indican que si la rama AB es una resistencia de valor R para

un conjunto de valores v 5 e isp, también su rama opuesta, la rama BA,

es una resistencia para los opuestos de esos valores, con el mismo valor R.

En general, si se habla de una resistencia de valor R, sin especificar
ningun limite para los valores de v 5 e i,p, se entiende que esos valores
son todos los pares que satisfagan (1), tanto positivos como negativos. Esta
es la raz6n por la que, de hecho, la palabra resistencia, si no se afiade otra

cosa, designa a toda rama no orientada de una red de Kirchhoff en la que

existen las relaciones dadas por las férmulas de (1) a (4)*.

% Hay ramas que solo son resistencias para determinados valores de la
tensioén y de la intensidad, y no lo son para otros valores. Por ejemplo, una rama

de una red eléctrica como la rama AB de figura N1, en la que el diodo se supone
ideal, es una resistencia de valor R solo para valores positivos o nulos de v4p.
En ese caso, en efecto ocurre que v,p/isg =R.Si vyp es negativo la rama AB no
es una resistencia, sino una fuente de intensidad de valor cero —que se llama

interruptor abierto— y desde luego para esos valores en los que v,4p <0 ocurre
P y g0 p q AB

que v 5/isg #R.

, U8 ——>
48
==l A
A B

Fig. N1.- La rama AB es una resistencia de valor R solo para
valores positivos o nulos de v,p.

Por tanto, la rama AB de la figura N1 es una resistencia solo si v, =0, lo

que significa que la rama BA es una resistencia solo si vgy =-v45 <0, pues

entonces vg,/igy =(—UAB)/<—iAB)=R. La rama AB no es una resistencia para
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Si la relacion vgy /igs = Z es una constante que puede ser un nimero
real positivo o negativo, o un nimero complejo, la rama se llama, en
general, impedancia de valor Z. Su inverso se llama admitancia. Para
designar las admitancias suele usarse la letra Y. Es decir 1/Z=Y. Por

tanto, las resistencias son impedancias.

14.2. Autoinduccion

La rama AB de una red de Kirchhoff se llama autoinduccién si la

relacién entre la tensién de Kirchhoff v,p y la intensidad de Kirchhoff

isp €S

Donde L es un ntdmero real positivo. Teniendo en cuenta de nuevo
que vy p=-Upy, € igp =—iga, Sl se sustituye en (5), se obtiene también

que

dig,
6
" (6)

Uga = L

Es decir, para los valores que se cumpla (5) también se cumple (6). O

sea, si la rama AB es una autoinduccién para un conjunto de valores de
U4p € 145, también la rama BA lo es para el conjunto de valores opuestos.
Si no se dice otra cosa, se entiende que la rama AB es una autoinduccién

para todos los valores posibles que satisfagan (5) y (6). En ese caso se

llama autoinduccién a la rama no orientada.

valores v,p <0, lo que significa que la rama BA tampoco es una resistencia para

valores vg, =-v,5>0.
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14.3. Capacidad

La rama AB se llama capacidad, si la relacion entre la tensién v 45 y

la intensidad i,5 es

dUAB
dt

(7)

iAB:C

C de (7) es un ntmero real positivo. Y teniendo en cuenta que
Vap =—Upa, Y que i g =—igy, Si se sustituye en (7), se obtiene también
que

dUBA

dt ®)

iBA:C

(7) y (8) muestran que si la rama AB es una capacidad de valor C, para
un conjunto de valores v, e isp, también la rama BA es una capacidad
de valor C para los valores opuestos. Si no se afiade otra cosa, se entiende

que la rama AB es una capacidad para todos los valores que satisfagan (7)

y (8). En ese caso se da el nombre de capacidad a la rama no orientada®.

¥ Hay objetos reales que pueden ser bien descritos por medio de las ramas

que aqui se han definido. Por ejemplo, hay objetos reales de dos terminales tales

que, si se les aplica a cada uno de ellos la tensién eléctrica v,p, circula por el

objeto una intensidad eléctrica i,p, de forma que la relacién v,5/isg =R esun
ntmero real positivo que se mantiene aproximadamente constante para todos los
valores posibles de v,p e i,p, positivos y negativos. Esos objetos reales se

llaman en espafiol también resistencias eléctricas, con el mismo nombre —
resistencia— que la rama de una red de Kirchhoff a la que hemos dado ese nombre.
En inglés, sin embargo, existen dos palabras distintas para designar los objetos
reales de las ramas que hemos llamado resistencias. Las ramas, elementos
tedricos que cumplen (1), se llama en inglés resistence, y el objeto real cuyo
comportamiento eléctrico es proximo a (1), se llama resistor. Pero el concepto de
resistencia aqui definido, que es un concepto tedrico, es mucho més amplio que

el que se limita a las redes eléctricas, y es vdlido para cualquier red de Kirchhoff.
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14.4. Fuentes de tension y fuentes de
intensidad

Ademds de estos tres tipos de ramas con nombre especifico, hay
otros dos tipos de ramas que también tienen nombre, aunque en ellas no
existe relacién alguna entre la tensién y la intensidad de Kirchhoff. Son las

fuentes de tensién y las fuentes de intensidad.

Las siguientes definiciones para redes de Kirchhoff son reproduccién

de las definiciones correspondientes de la Teoria de Redes Eléctricas.

Una fuente de tensién es una rama de una red de Kirchhoff cuya
tensién de Kirchhoff estd fijada por la rama, con independencia de la

intensidad de esa rama.

Una fuente de intensidad es una rama de una red de Kirchhoff cuya
intensidad de Kirchhoff estd fijada por la rama con independencia de la

tension de la rama.

En las bobinas de hilo conductor, la tensidn eléctrica entre sus extremos estd
relacionada con su intensidad de forma aproximada a como expresan las
férmulas (5) y (6). La relacién entre la tensién y la intensidad de un condensador
eléctrico es aproximadamente la expresada por las férmulas (7) y (8). Pero
también en estos casos, las ramas que se han definido aqui son conceptos ideales,
abstractos, que pueden o no coincidir con objetos reales. Ademds, su alcance y su
utilidad para describir redes de Kirchhoff sobrepasa las redes eléctricas. No
obstante, a pesar de su generalidad, y tal como se viene haciendo en la teoria, se

han mantenido nombres parecidos a los que se emplean en redes eléctricas.

Se ha preferido “autoinduccién” a “inductancia” porque autoinduccién
excluye la induccién mutua, y es, por tanto, un término mds preciso que
inductancia. Y se ha preferido “capacidad” a condensador, para tratar de poner
de manifiesto la generalidad del concepto: condensador es un objeto real,
mientras que capacidad designa aqui una rama de cualquier red de Kirchhoff en
la que existen entre su tensién de Kirchhoff y su intensidad de Kirchhoff las

relaciones (7) y (8).
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La expresion “estd fijada por la rama” no debe entenderse como que
la tension de la fuente de tensién es un valor fijo no dependiente del
tiempo, tal como un ntimero real o un niimero complejo, sino que puede
ser funcién de cualquier variable que no esté relacionada con la intensidad
de la rama”™; en especial es frecuente que las tensiones de las fuentes de
tension eléctricas sean funciones del tiempo’. De forma similar para las

fuentes de intensidad.

Eso significa que, si se sabe que la tensién de una rama tiene siempre
un determinado valor independiente de cualquier variacién que pueda
ocurrir en el resto de la red, esa rama es una fuente de tension. El valor de
la tensién de esa rama se llama valor de la fuente de tensiéon. También, si
se sabe que la tensién de un par de nudos de una red de Kirchhoff
permanece en un determinado valor con independencia de cualquier

cambio que ocurra en el resto de la red, entre esos dos nudos puede

* Que la tension de Kirchhoff de una fuente de tensién no depende de su
intensidad realmente significa que no depende tampoco del resto de las tensiones
e intensidades de la red, ya que, en general, la intensidad de la fuente depende
de esas tensiones e intensidades a través de las restricciones que impone la
primera ley de Kirchhoff y las relaciones tensién-intensidad de las ramas. De
hecho, por tanto, ocurre que la tensién de una rama que sea fuente de tension de
una red de Kirchhoff no depende del resto de la red. Ningtin cambio en el resto
de la red altera el valor de la tensién de una fuente de tensién. De forma similar

para una fuente de intensidad.

' A pesar de que en la préctica de las redes eléctricas los conceptos de
fuente de tensién y de fuente de intensidad se utilizan adecuadamente, no todos
los autores ofrecen definiciones correctas de esos conceptos. Por ejemplo “Ideal
voltage sources produce a constant-amplitude voltage regardless of the current
supplied to the load”; y también “Ideal current sources furnish a constant
amplitude current to any load” [41]. Pueden citarse mds autores que definen
fuentes de tensién y fuentes de intensidad como objetos que originan valores de

tension y de intensidad concretos, incluso constantes [39].
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conectarse una fuente de tensién cuyo valor sea la tensién entre los nudos,

y se obtiene una red equivalente a la primera.

De forma parecida, si la intensidad por una rama permanece
independiente de cualquier variacién que pueda hacerse en el resto de la
red, esa rama es una fuente de intensidad cuyo valor es el valor de esa

intensidad.

14.5. Dipolo de Thévenin

Se llama dipolo de Thévenin al dipolo cuya relacién tensién-intensidad
es v, g =0T +Zisg, donde vy es independiente de i,p y distinto de cero,

y Z es constante.

14.6. Dipolo de Norton

Se llama dipolo de Norton al dipolo cuya relacién tensién-intensidad
es i p =iy +Yv,p, donde iy esindependiente de v,p y distinto de cero,

y Y es constante.

14.7. Solucion de un dipolo

Las ramas o dipolos en los que existe relaciéon tensién-intensidad
establecen una restriccién para los posibles valores de sus tensiones y de
sus intensidades de Kirchhoff. Por ejemplo, si una rama es una resistencia
de valor R, solo son posibles para su tensién de Kirchhoff y su intensidad
de Kirchhoff, determinados pares de valores. Asf, si su intensidad tiene el
valor 2, la tensién de Kirchhoff solo puede ser 2R. Es decir, si en una red
de Kirchhoff hay ramas que establecen alguna relacién entre su tensién de
Kirchhoff y su intensidad de Kirchhoff, la tensién y la intensidad de esa
rama no se pueden fijar solo para que se cumplan en la red la primera y la
segunda leyes de Kirchhoff, sino que, ademds, los pares de valores que
pueden elegirse para esa rama deben cumplir la relacién que esa rama

establece entre ellos. Eso significa que la rama afiade una nueva restriccién
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a los valores posibles —ademds de las restricciones generales que la red
establece— que son las dos leyes de Kirchhoff. Y significa, también, que
puede que una red con ramas que establezcan sus propias restricciones no
pueda ser nunca una red de Kirchhoff. Eso ocurre cuando las relaciones
tensién-intensidad de las ramas no permiten elegir simultdneamente en
todas ellas valores que cumplan también las dos leyes de Kirchhoff en la
red.

Solucién de un dipolo.- Se llama solucién de un dipolo o solucién de una
rama a cada par de valores que la relacion tension-intensidad de ese dipolo o de esa
rama permite para sus tensiones e intensidades de Kirchhoff.

Por ejemplo, el par (ZJ AR =05, isp = 10) no es solucién de ninguna
autoinduccién L. Por el contrario, el par (ZJ g =0,i45= 10) es soluciéon de
toda autoinduccién, cualquiera que sea su valor L, pues si la intensidad es
10, la tensién es Ld(lO)/dt =0. El par (ZJAB =10, iAB) es solucion de todas

las fuentes de tensién de valor 10, cualquiera que sea el valor de i,5. Una

solucion del dipolo de Thévenin de relaciéon tensién-intensidad
vagp=5+2iyp es (ZJAB =5,14p :O); otra (UAB =3,i4p :—1); pero el par

(v AR =3, is5 = 2) no es solucién de ese dipolo, es decir, ese dipolo no

puede tener como tensién 3 y como intensidad 2.

14.8. Dipolos equivalentes

Dipolos equivalentes.- Dos dipolos son equivalentes si tienen el mismo

conjunto de soluciones.

Por tanto, dos dipolos que tienen la misma relacién tensién-

intensidad son equivalentes.

Si una rama de una red de Kirchhoff se sustituye por otra rama
equivalente a ella, la red de Kirchhoff que se obtiene es también

equivalente a la primera, pues las restricciones que ambas ramas



188 M?® Margarita Redondo Melchor

introducen en la red para la elecciéon de tensiones e intensidades de

Kirchhoff son las mismas.

14.9. Dipolos lineales

Dipolos lineales.- Si para todo par de soluciones (Ulfil) y (vz,iz) de un

dipolo ocurre que Ay (vy, i)+ Ay (vy,in) = (Avy + Ayvy, Aqiy + Ayiy ) es solucion
de ese dipolo, el dipolo se llama dipolo lineal.

Por tanto las resistencias que lo son para cualesquiera valores de la
tensiéon son dipolos lineales, y también las autoinducciones y las
capacidades que lo son para cualesquiera valores de la tensién. No lo son
las fuentes de tensién ni las fuentes de intensidad, ni tampoco los dipolos
de Thévenin ni los dipolos de Norton.

Por ejemplo, una solucién del dipolo de Thévenin de relacién tensién
intensidad v, p=5+2i,5 es (v =7,i= 1) , y otra (v =3,i= —1) . Para
M=24,=1, se tiene: (7, 1)+(3, —1) = (10, 0) . Pero (v =10,i= 0) no es

solucién del dipolo, por lo que el dipolo de Thévenin no es lineal.

14.10. Dipolos bilaterales
Dipolos bilaterales [59].- El dipolo AB de una red de Kirchhoff es bilateral

si es equivalente al dipolo BA.

Por tanto, si un dipolo AB es bilateral, puede ser intercambiado en la
red de Kirchhoff a que pertenece por su dipolo opuesto BA, y se obtiene
otra red de Kirchhoff equivalente a la primera, pues lo tinico que se hace
es sustituir un dipolo por otro equivalente a él. O, dicho de otra manera, si
un dipolo es bilateral, se pueden intercambiar sus terminales, se le puede

dar la vuelta, y se obtiene otra red de Kirchhoff equivalente a la primera.

Que los dipolos AB y BA sean equivalentes significa que tienen el

mismo conjunto de soluciones, o sea, que si el par (U, i) es solucion de AB,
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también lo es de BA. Pero, que (v,i) es solucién de AB, significa que
(—v,—i) es solucién de BA, que hemos quedado que debe tener las mismas

soluciones que AB. Por tanto, si (v,i) es solucién de AB, también (—v,—i)

debe ser soluciéon de AB, porque lo es de BA. Esta conclusién ofrece la

posibilidad de enunciar otra definicién de dipolos bilaterales:
Un dipolo es bilateral si, siempre que el par (v, i) sea solucién de ese dipolo,
también el par (—v, — i) lo es.

Teorema.- Los dipolos lineales son dipolos bilaterales.

Demostracién.- Si el dipolo AB es lineal y (v,i) es una de sus
soluciones, también A(v,i) es solucién del dipolo, cualquiera que sea A.
Por tanto, para A=-1 también l(v,i):—l(v,i)z (—v,—i) es soluciéon del
dipolo, con lo que resulta que si (v,i) es solucién del dipolo también lo es

(—v,—i), y el dipolo es bilateral.






15. Analisis de redes de Kirchhoff

Como se verd, los métodos generales de andlisis de redes eléctricas

son vdlidos para el andlisis de cualquier red de Kirchhoff.

Los métodos generales de andlisis de redes eléctricas parten de redes
formadas por ramas cuya relacién tensién-intensidad es conocida. Las
redes eléctricas que se analizan en la teoria cldsica de circuitos eléctricos
constan de ramas que son resistencias, inductancias, capacidades y
fuentes de tensién y fuentes intensidad. Pero, en realidad, las ramas

pueden ser cualesquiera, con cualquier relacién tensién-intensidad.

En este capitulo se mostrard que es cierta la afirmaciéon del primer
pdrrafo; o sea, que es posible aplicar los métodos generales de andlisis de
redes eléctricas a cualquier red de Kirchhoff. Ademds, se mostrard que el
teorema de caracterizacion de intensidades de Kirchhoff y el teorema de
caracterizacion tensiones de Kirchhoff, demostrados en los capitulos 7 y §,
son los fundamentos de los métodos clasicos de analisis llamados método
de los bucles o de las mallas, y método de los nudos, y los que
proporcionan la posibilidad de su aplicacion a todas las redes de
Kirchhoff.

La tarea de analizar redes de Kirchhoff consiste en encontrar los
valores de las intensidades de las ramas y de las tensiones de los nudos de
esas redes, supuestas conocidas las relaciones tensién-intensidad de sus
ramas. Esas tensiones e intensidades estdn sujetas, por tanto, a tres tipos
de restricciones. Una la impuesta a las tensiones e intensidades por la
relaciéon tensién-intensidad de cada rama, otra la impuesta a las
intensidades por la primera ley de Kirchhoff, y la dltima la impuesta a las

tensiones por la segunda ley de Kirchhoff.

Las dos leyes de Kirchhoff se pueden escribir siempre como
ecuaciones matemdticas. Un conjunto de estas ecuaciones es el formado

por las sumas de las intensidades que llegan a cada nudo igualadas a cero.
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Otro es el formado por las sumas de las tensiones de los pares de nudos

que forman cualquier camino cerrado también igualadas a cero.

Si las relaciones tensién-intensidad de las ramas también se pueden
escribir como ecuaciones matemadticas, y se ponen a continuacién de las
ecuaciones que surgen de las dos leyes de Kirchhoff, el conjunto origina
un sistema de ecuaciones en que las incégnitas son las intensidades de
Kirchhoff de las ramas y las tensiones de Kirchhoff de los pares de nudos.
Si ese sistema tiene solucién, la red es una red de Kirchhoff, lo que
significa que, con esas ramas conectadas de esa determinada manera, se ha
formado una red de Kirchhoff. La solucion del sistema es, entonces, el
conjunto de las intensidades de las ramas y el conjunto de las tensiones de
los pares de nudos de esa red. Con las tensiones y las intensidades de las
ramas se puede hallar la potencia de Kirchhoff que absorbe cada rama vy,
de ella, la energfa. Y la red queda completamente analizada. Si el sistema
de ecuaciones no es compatible, significa que esa red, con las restricciones
impuestas por las relaciones tensién-intensidad de las ramas, no es una
red de Kirchhoff.

15.1. Método de los bucles

Hay dos métodos cldsicos de andlisis de redes eléctricas que
simplifican el método comentado en el apartado anterior. Son el método
que se llama método de los bucles, también llamado método de las mallas, y
el llamado método de los nudos. Estos dos métodos son en realidad vélidos

para cualquier red de Kirchhoff.

El método de los bucles consiste en asignar intensidades de bucle
desconocidas a cada bucle de la red de Kirchhoff que se analiza, y hacer
derivar las intensidades de las ramas de esas intensidades de bucle. Segin
el teorema de caracterizacion de intensidades, al hacer que las
intensidades de las ramas deriven de intensidades de bucle, se asegura
que, sean cuales sean esas intensidades de bucle, las intensidades de las
ramas cumplen la primera ley de Kirchhoff. Por tanto, poniendo el valor

que se busca para cada rama como suma de las intensidades de los bucles
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a que esa rama pertenece, se asegura que los valores que se buscan para
las ramas cumplirdn la primera ley de Kirchhoff, sean cuales sean las
intensidades de los bucles, que todavia son indeterminadas. Aplicando a
continuacién la segunda ley de Kirchhoff a los caminos cerrados de pares
de nudos de la red, y escribiendo las relaciones tensién intensidad de
todas las ramas, se obtiene un sistema de ecuaciones cuyas incégnitas son
las intensidades de los bucles que hacen que ademds de la primera ley de
Kirchhoff, se cumplan esos dos dltimos tipos de restricciones: la segunda
ley de Kirchhoff y las relaciones tensién-intensidad. Se insiste en que la
primera ley de Kirchhoff se cumple solo porque las intensidades de las

ramas derivan de intensidades de bucle.

Por tanto, el sistema de ecuaciones obtenido de esa forma hace que se
cumplan todas las restricciones: la segunda ley de Kirchhoff y las
relaciones tension intensidad se cumplen porque han dado lugar a
ecuaciones del sistema escritas directamente para que se cumplan esas
restricciones. Que se cumple también la primera ley de Kirchhoff estd
asegurado, como se ha dicho reiteradamente, porque las intensidades de
las ramas derivan de intensidades de bucle, que resultan ser las incégnitas

del sistema.

Si el sistema de ecuaciones asf escrito es compatible, la red es una red
de Kirchhoff, y se obtiene un conjunto de intensidades de bucle como
solucién del sistema. Derivados de ese conjunto de intensidades de bucle
se obtienen valores que se asignan a las ramas de la red. Esos valores
cumplen la primera ley de Kirchhoff por el solo hecho de derivar de
intensidades de bucle, luego son intensidades de Kirchhoff. De esas
intensidades de Kirchhoff y de la relacién tensién-intensidad se obtienen
valores que se asignan a los pares de nudos de las ramas. Esos valores
cumplen la segunda ley de Kirchhoff, pues esa restricciéon estd contenida
en el sistema de ecuaciones que ha dado lugar a los valores concretos de
las intensidades de los bucles que constituyen la solucién del sistema. Por
tanto, esos valores son las tensiones de Kirchhoff buscadas. Con las

tensiones e intensidades se obtienen las potencias de Kirchhoff que
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absorben las ramas, y de esas potencias, si se desea, las energias; y la red

queda analizada, o sea, su comportamiento total queda conocido.

Si el sistema de ecuaciones no es compatible, la red formada no es
una red de Kirchhoff”.

En realidad, para aplicar el método de los bucles no es necesario
asignar intensidades de bucle desconocidas a todos bucles de una red de
Kirchhoff, sino que basta asignar intensidades de bucle solo a los bucles de
los enlaces de un darbol dado. Como también se vio, esas intensidades
coinciden con las intensidades de los enlaces. Al resto de los bucles se
supone asignada intensidad de bucle nula®. La razén de la posibilidad de

esta forma de asignacién de intensidades de bucle es que, como ya se vio,

2 El método de los bucles, llamado también a veces método de las mallas, se
utiliza profusamente para el andlisis de redes eléctricas, pero, en general, sin
justificar la razén de la utilizacién de las intensidades de los bucles, a las que,

como ya se dijo, se tiende a atribuir significado fisico [67].

El teorema de caracterizacién de intensidades de Kirchhoff, expuesto en el
capitulo 7, es la justificacién del método de los bucles, aplicable a cualquier red
de Kirchhoff, no solo a las redes eléctricas. Este teorema es citado y demostrado
en [1], [2] y [6]. La demostracién que se ofrece en esas referencias es parecida a la

que se expone en esta tesis.

Ademads de servir de fundamento al método de andlisis de las intensidades
de bucle, el teorema aclara el papel meramente auxiliar de esas intensidades, sin
que sea necesario atribuirles ningtn significado fisico, sino solo el papel auxiliar

que proporciona la relacién topolégica ya expuesta en el capitulo 7.

» Realmente no es imprescindible asignar a esos bucles intensidad cero,
sino que se puede asignar cualquier intensidad de bucle, pero de valor fijo. La
razon es que, en una red de Kirchhoff, fijado un drbol de la red, el nimero de
intensidades independientes de bucle es /, el nimero de enlaces de ese drbol. Por
eso solo esas intensidades son las incégnitas. A cada una de las intensidades de
bucle restantes se puede asignar un valor arbitrario, que, desde luego, puede ser

cero.
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fijado un drbol de una red de Kirchhoff, todas las intensidades de las
ramas de esa red pueden ser escritas como sumas de las intensidades de
los enlaces correspondientes a ese drbol, que son las intensidades de los

bucles de esos enlaces.

Tampoco hace falta aplicar la segunda ley de Kirchhoff a todos los
caminos cerrados formados por pares de nudos, pues si se aplica la
segunda ley de Kirchhoff a un camino tal que todos los pares de nudos
estdn en otros a los que ya se ha aplicado esa ley, la ecuacién que surge es
combinacién lineal de las ecuaciones correspondientes a los caminos
cerrados primeros. En realidad basta aplicar la segunda ley de Kirchhoff a
los bucles de los enlaces. En ese caso todas las ecuaciones que se obtienen
de la segunda ley de Kirchhoff son independientes, y no hay mds

ecuaciones independientes.

Ejemplo

En la figura 1 se muestra la red de Kirchhoff formada solo por
condensadores y fuentes de tensién que se ha venido considerando como

uno de los ejemplos de esta tesis. La relacién intensidad-tensién de cada
condensador es g;, =C,V;,. Recordando que en esta red las cargas de los
condensadores son las intensidades de Kirchhoff, y las tensiones eléctricas
son las tensiones de Kirchhoff, resulta de la relacién g, =C;,V}, que cada

capacidad C;, es una admitancia. También V) = p,q;,, con p, =1/C,,; por lo

que cada p;, es una impedancia.
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Fig. 1.- Andlisis de una red de Kirchhoff por el método de los
bucles.

Para analizar esta red por el método de los bucles se asignan a las
tres mallas las intensidades de bucle desconocidas Q;, Q, y Q3, que en

este caso resultan tener dimensién de cargas eléctricas™. Esta asignacion es
suficiente, porque esas mallas son los bucles de los enlaces
correspondientes al drbol formado por las ramas 2, 4 y 5. Esas intensidades
de bucle servirdn para derivar de ellas las intensidades de Kirchhoff de las
ramas asi: q; =Q;; 9, =0, —Q;; 94 =0 —Q3; y de la misma manera las
intensidades de Kirchhoff del resto de las ramas. Esta forma de escribir las
cargas de los condensadores, que son las intensidades de Kirchhoff de las
ramas, asegura que esas intensidades cumplan la primera ley de

Kirchhoff, es decir, asegura que sean realmente intensidades de Kirchhoff.

Si se aplica ahora la segunda ley de Kirchhoff a cada una de las tres

mallas, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

* Notese que resulta inutil tratar de dar significado fisico a estas

intensidades de bucle, que son cargas eléctricas en este caso. A lo sumo que

Q) =4, 0 sea que la intensidad de la malla 1 es la intensidad de Kirchhoff del
enlace 1, lo que equivale, en este caso, a identificar la carga Q; con la carga ¢,

del condensador 1; también Q, =—q3,y Q3 =4
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Sustituyendo las tensiones de esas ecuaciones por las relaciones

tensién-intensidad V), = p,q;, se obtiene

P11+ Palda — P22 =V4
P2q2 + P55 — P3d3 = V3
Peds — P55 — Pads =0

Y obteniendo ahora las intensidades de Kirchhoff de las ramas de las

intensidades de bucle, tal como se dijo arriba, queda:

Q1 +pa(Q - Q3)-12(Q-Q1)=Va4
P2 (Q—Q1)+p5(Q—Q3)-p3(-Qy) = V3
PsQs —P5(Q2 ~Q3)— P4 (Q1 ~Q3)=0

Con matrices el anterior sistema de ecuaciones resulta

P1tPstP2 —P2 —P4 Q Va
—P> Py +Ps5+P3 —Ps Q |=| VB
—P4 —Ps PetPs+tps || Q3 0

Esta ecuaciéon matricial se puede escribir directamente siguiendo las

mismas reglas que se aplican en las redes eléctricas [1][2].

Si se hace

P1tPstP2 —P2 —P4
—P2 P2+ Ps5+P3 —Ps = [P]
P4 ~Ps PetP5+Ps
Q
Q |=[Q]
Q3
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la ecuacién anterior se escribe de forma mds simplificada asf:

[pllQ]=[V]

La dltima ecuacion indica que si se conocen las capacidades C; de
los condensadores y, por tanto, sus inversas p;,, que son los términos de la
matriz [p], y se conocen también las tensiones de las fuentes de tension,
que son los términos de la matriz [V], se puede obtener la matriz de las

intensidades de los bucles, cuyos términos son Q;, Q, y Q3. De esas
intensidades de bucle se obtienen las intensidades de Kirchhoff de las
ramas, como se indicé més arriba: q; =Q;; 9,=0Q,-Q;; 94=0;-Q3, y
asi sucesivamente. En este ejemplo, esas intensidades de Kirchhoff de las

ramas son las cargas de los condensadores, que quedan totalmente

determinadas.

15.2. Método de los nudos

El fundamento y justificacién del método de andlisis de redes de
Kirchhoff llamado método de los nudos es el teorema de caracterizacién
de tensiones de Kirchhoff [1], [2], [6] incluido en el capitulo 8 de esta tesis.
Consiste en asignar potenciales de Kirchhoff desconocidos a todos los
nudos de la red que se analiza. Como el origen de esos potenciales puede
ser un nudo de la red, si se desea, a uno de los nudos de esa red se asigna
potencial cero, y, a cada uno de los nudos restantes potencial desconocido

designado por una variable. A continuacién se hace derivar la tensién
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entre cada par de nudos de esa red de los potenciales de nudos
desconocidos. O sea, se escribe la tensién de cada par de nudos como la
diferencia entre los potenciales de esos nudos. Esa forma de escribir las
tensiones asegura que esas tensiones, que son diferencias, sean tensiones
de Kirchhoff, o sea, asegura que cumplan la segunda ley de Kirchhoff,
cualesquiera que sean los valores de los potenciales. Si de las relaciones
tensién-intensidad de las ramas se pueden despejar las intensidades de las
ramas de la red, se escriben las ecuaciones que se obtienen de aplicar la
primera ley de Kirchhoff a todos los nudos de la red menos a uno. Asf se
asegura que las intensidades cumplen la primera ley de Kirchhoff, y que
se cumplen también las relaciones tensién-intensidad. La razén de aplicar
la primera ley de Kirchhoff a todos los nudos menos a uno es que, como
ya se vio en el capitulo 7, si se aplica al dltimo nudo la primera ley de
Kirchhoff, se obtiene una ecuacién que es combinacién lineal de las

obtenidas de los nudos anteriores.

Las incégnitas del sistema de ecuaciones asi obtenido son los
potenciales de los nudos. Si el sistema tiene solucién, la red analizada es
una red de Kirchhoff, y la solucién son los potenciales de los nudos de esa
red. A partir de ellos, por diferencias, se hallan las tensiones de todos los
pares de nudos y, con esas tensiones y con las relaciones tensién-
intensidad de cada rama, se hallan las intensidades de todas las ramas.
Con las tensiones e intensidades de las ramas se hallan las potencias que

absorben, y de ellas las energias. Y la red queda analizada.

Ejemplo

En la figura 2 se muestra la red de Kirchhoff que describe el flujo de
potencia calorifica de la edificacion de dos recintos que se viene
considerando como ejemplo. Las fuentes representan los focos de calor de
potencia calorifica Q; y Q, de los dos recintos. ¢; y ¢, son las
conductancias térmicas respectivas de las paredes que separan del exterior

los recintos 1 y 2. Eso significa que la potencia calorifica que pasa del
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recinto 1 al exterior por la pared que los separa es g; =¢; (Tl - TO), donde
T; es la temperatura del recinto 1, y T, la temperatura del exterior”. Esa
potencia calorifica g; es la intensidad de Kirchhoff de la rama 1, que es la
rama que representa a esa pared. La potencia calorifica que pasa del
recinto 2 al exterior por la pared que los separa es g, =c, (TZ —TO). Esa
potencia calorifica es la intensidad de Kirchhoff de la rama 2, que es la que
representa a esa pared. ¢, es la conductancia térmica de la pared que
separa los recintos 1 y 2. Por tanto la potencia calorifica que pasa del
recinto 1 al 2 es gy, = ClZ(Tl —Tz). También esa potencia calorifica es la

intensidad de Kirchhoff de la rama 12, que es la que representa a esa

pared.
a)

'@
" @

Fig. 2.- Andlisis de una red de Kirchhoff por el método de los
nudos.

Por tanto, la red de la figura 2 es una red de Kirchhoff en la que las
intensidades de las ramas son potencias calorificas, y en la que los
potenciales de los nudos son temperaturas, por lo que las tensiones entre
pares de nudos, que es lo que de verdad interesa para el andlisis de la red,
son diferencias de temperaturas. Analizaremos esa red por el método de
los nudos. A cada nudo se asignard como potencial su temperatura, que
puede ser conocida o no. Siguiendo la practica, se puede tomar cualquier

nudo como referencia de potenciales, es decir, se puede asignar a un nudo,

* Aqui se utilizan simbolos de temperaturas absolutas, pero como en todas
las férmulas intervendrdn solo diferencias de temperaturas, se pueden utilizar
temperaturas de cualesquiera de las escalas, aunque, desde luego, en cada

problema, solo una escala.
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por ejemplo al nudo O, que representa al exterior, cualquier potencial,

cualquier temperatura, como, por ejemplo, temperatura cero. Si es asi, T} y
T, representan las diferencias de temperaturas entre los recintos 1 y 2

respectivamente, y el exterior; o sea, T} y T, representan las tensiones de
Kirchhoff de los pares de nudos 10 y 20.
Analizar esta red por el método de los nudos consiste ahora en

aplicar la primera ley de Kirchhoff a los nudos 1 y 2. Se obtiene asi el

siguiente sistema de ecuaciones:
Q—q1—q12=0
Q= g2 +q12=0
Como se ha comentado otras veces, si se aplica esa ley también al
nudo O, se obtiene una ecuacién que es combinacién lineal de las
anteriores. Desde luego que es posible aplicar la primera ley de Kirchhoff
al nudo O y no aplicarla al nudo 1 o al nudo 2. Las ecuaciones que se
obtendrifan asi formarfan también wun sistema de ecuaciones
independientes.
Si se utiliza la relacién tension-intensidad, las intensidades de

Kirchhoff pueden ponerse en funcién de los potenciales asi: g; =¢;T;,

go =¢T5 y g1p =C1o (Tl - TZ). Si se sustituyen en el sistema de ecuaciones

anterior las intensidades de Kirchhoff de las ramas por esos valores y se

ordena, queda:
afi+ep(h-T)=Q
Ty (T - T) = Q

En forma de matricial,

|:Q1}:|:01+C12 ~C12 :||:T1:| 1)
Q> 1 Ctep [T

Si se conocen las conductancias térmicas de las paredes, y si se fijan

las diferencias de temperaturas T; y T, respecto al exterior, la (1)
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proporciona las potencias calorificas Q; y Q, que han de tener las fuentes

térmicas para mantener esas temperaturas en los recintos. Si se

premultiplica por la matriz inversa de las conductancias térmicas, se

[T1 } _ [01 o o }_1 {Ql} 2
T —C1p Ctep ]| |[Q

La (2) proporciona las respectivas diferencias entre las temperaturas

obtiene

de los recintos y el exterior originadas por sendas fuentes de potencia

térmica fija situadas en esos recintos.

o

[01 Tl Opp } _ [C]
- 7
€1 CrTlpp

Ry

las (1) y (2) se pueden escribir mds simplificadamente ast:

[Q]=[e][T]
[T]=[e]"[Q]

Noétese que, como ocurre en las redes eléctricas [1], [2], la (1) se puede

Si se hace

escribir directamente, pues los términos de la diagonal principal de la
matriz de conductancias térmicas son la suma de las conductancias

térmicas de las ramas que confluyen en los nudos correspondientes. Asf, el
término que ocupa el lugar 11 es c¢; +cy,, y el término del lugar 22 es
€y + 15 . Los términos que no pertenecen a la diagonal principal son los

opuestos de las conductancias de las ramas que unen los nudos
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correspondientes. Asf, el término que ocupa el lugar 12 es —c;,, igual que

el que ocupa el lugar 21.

(a) c1 WO (b)

1 1

2 O 2 2C12 (
Qx(” 13

Fig. 3.- a) Edificio con tres fuentes de calor en sus recintos, y b)
red de Kirchhoff que describe el flujo estacionario de potencia
calorifica.

La figura 3a muestra otro edificio, este con tres recintos y sendas
fuentes de potencia calorifica en ellos. La figura 3b es la red de Kirchhoff
que representa el flujo térmico [6]. Los nudos 1, 2 y 3 representan los
recintos, y el O el exterior. Las ramas representan las conductancias de las
paredes y las fuentes de potencia térmica. Aplicando las reglas

comentadas anteriormente, se puede escribir la ecuacién matricial de la

red asf:
¢ +C1p+013 —C1p —C13 L |
—C1p Cp +C1p +Cp3 —Cp3 T, =1 Q
—C13 —Cp3 cgteztops || T3] Qs

T;, T, y T3 son las diferencias de temperaturas entre los recintos y el

exterior.

Se ve que los procedimientos de andlisis de redes eléctricas se
pueden aplicar con total seguridad a todos los sistemas que puedan ser

descritos por medio de redes de Kirchhoff.






16. Sintesis de la teoria formal de
las redes de Kirchhoff

En la exposiciéon que se ha hecho hasta aqui en esta tesis se ha ido
construyendo la teorfa formal de las redes de Kirchhoff. Pero una
considerable fraccién del texto escrito no es parte de esa teorfa. La
constituyen, por ejemplo, los razonamientos que tratan de justificar esa
construccion, comentarios sobre las relaciones de la teoria de la redes de
Kirchhoff con la teoria de las redes eléctricas, y numerosas observaciones
sobre las formas en que los diversos autores tratan temas concretos. Parece
conveniente, por tanto, presentar en un resumen ordenado, a modo de
resultados, las definiciones y teoremas de la teoria formal elaborada. Se
facilita ademds asf un visién inmediata de esas definiciones y teoremas, e
incluso de la teoria. Esa presentacién constituye este capitulo. Es, como se
ha dicho, la presentacién ordenada de definiciones y teoremas de la teoria,
sin ningdn comentario ni figura. De los teoremas solo se incluye su
enunciado, no la demostracién. Tampoco se incluyen los métodos de
andlisis de redes, que son aplicaciones de los teoremas de caracterizacién

de tensiones e intensidades.

16.1. Redes

16.1.1. Ramas y conjuntos de ramas

Definicién.- Rama es cada elemento de un conjunto R de pares ordenados
tal que (o, B)eR=[(B,a)eR y a#p].

Cada una de las dos componentes del par que constituye una rama se llama

extremo de esa rama. Por ejemplo, o y B son los extremos de las ramas

(. B) y (B o).
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El conjunto R se llama conjunto de ramas. Es decir,

Definicién.- Conjunto de ramas es cada conjunto R de pares ordenados tal

que (o,f)eR=[(B,a)eR y a=p].

En general, del par (B,c) diremos que es el par opuesto del (e, ). Por

tanto, de la rama (B, «) diremos que es la rama opuesta de la (o, B).

Definicién.- El conjunto formado por las ramas (e, B) y su opuesta (B, o)

se llama rama no orientada de extremos o y f3.

16.1.2. Redes, nudos y terminales de ramas

Definicién.- Sea R un conjunto de ramas, E el conjunto de los extremos de

las ramas de R, y f una aplicaciéon suprayectiva de E en un conjunto N. EI trio

(R,N,f) se llama red.
Los elementos de R se llaman ramas de la red (R,N f ) .
Los elementos de N se llaman nudos de la red (R,N,f).

Definicién.- Los nudos A y B de lared (R,N, f) son terminales de la rama

(e, B) si f(a)=Ay f(B)=B.

16.1.3. Interseccion de redes

Definicién.- Sean (erNlrfl) y (Rerzrfz) dos redes, R=R; "R, y

N=N;NN,. Si fl_l(A)zfz_l (A) VAeN, entonces la red (R,N) con la

restriccion de f; y f, a los extremos de las ramas de R se llama interseccion de

las redes (erNlrfl) y (Rz,Nz,fz).
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16.1.4. Ramas conectadas en serie

Definicién.- Dos ramas de una red estdn conectadas en serie si el sequndo
terminal de una rama coincide con el primero de la otra, y si, ademds, a ese

terminal no llega ninguna otra rama.

Si una rama estd conectada en serie con otra y esta lo estd con una tercera y
ast sucesivamente hasta la rama m, se dice que las m ramas estdn conectadas en

serie.

Sies A el primer terminal de la primera rama y es B el sequndo terminal de
la ltima rama m, los terminales A y B se llaman terminales de la conexién en

serie.

16.1.5. Ramas conectadas en paralelo

Definicién.- Dos o mds ramas de una red estdn conectadas en paralelo si

tienen el mismo par ordenado de terminales.

16.1.6. Conjuntos de corte de una red

Definicién.- Se llama conjunto de corte de un conjunto de nudos de una red
al conjunto de las ramas que llegan a ese conjunto de nudos, excluidas todas las

que unen dos de ellos.

Un conjunto de corte de un conjunto de nudos divide una red en dos partes.
Una, que designaremos por A, la formada por el conjunto de corte, su conjunto de
nudos, y el conjunto todas las ramas cuyos dos terminales son elementos de ese

conjunto de nudos; y otra, B, formada por el resto de la red.

16.1.7. Redes conexas

Definicién.- Se dice que la red (R,N, f) es conexa si el conjunto de corte
de todo conjunto de nudos M c N, M # N no es el conjunto vacio.

Una red que no es conexa se llama red inconexa.



208 M?® Margarita Redondo Melchor

16.1.8. Caminos

Definicién.- Camino es una sucesion de pares ordenados (AhrBh) tal que
1<k=B,_1=4A;.

Las componentes de los pares de un camino, tal como A y By se llaman
vértices del camino.

El primer punto A, del primer par de un camino se llama origen, principio

0 extremo inicial del camino.

El sequndo elemento del 1iltimo par, si lo hay, se llama fin, final o extremo

final del camino.

16.1.9. Camino finito

Definicién.- Si existe un niimero natural m tal que (Am'Bm) es un

elemento de un camino, y para todo elemento (Ak,Bk) de ese camino ocurre que

k<m, entonces ese camino se llama camino finito, y se dice de él que estd

formado por m elementos o por m pares.

Entonces el par (Am,Bm) es el uiltimo par del camino y B, es el final de ese

camino.

16.1.10. Caminos opuestos

Definicién.- Dos caminos finitos de m elementos son caminos opuestos si

cada par k de uno es opuesto del par m—(k—1) del otro.

16.1.11. Caminos cerrados

Definicién.- Camino cerrado es cada camino cuyo principio y cuyo final

coinciden.
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16.1.12. Bucles

Definicidon.- Bucle es cada camino cerrado de ramas de una red.

16.1.13. Arboles y enlaces de redes conexas

Definicién.- Arbol de una red conexa es cada conjunto del mayor niimero

de ramas no orientadas de esa red que no forma ninguin bucle.

Definicién.- Fijado un drbol de una red, cada rama que no pertenece a ese

drbol se llama enlace.

16.2. Intensidades de Kirchhoff

16.2.1. Valores asignados a ramas de una red
Definicién.- Sea R el conjunto de ramas de una red, G un grupo
conmutativo, y fg una aplicacion de R en G tal que V(o f)€R ocurre que

fr(B,&)=—fr (e, B). Entonces fg(a,B) se llama valor asignado a la rama

(e, B).

16.2.2. Intensidades de Kirchhoff

Definicién.- Un conjunto de valores asignados a las ramas de una red es un
conjunto de intensidades de Kirchhoff si la suma de los valores de las ramas que

llegan a cada nudo de la red es cero.

Se dice entonces de esos valores que cumplen la primera ley de

Kirchhoff.

16.2.3. Red de intensidades de Kirchhoff

Definicién.- Una red con intensidades de Kirchhoff asignadas a sus ramas
se llama red de intensidades de Kirchhoff.
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16.2.4. Propiedades de las redes de intensidades de
Kirchhoff

Teorema.- Si a un nudo de una red de Kirchhoff solo llega una rama, la

intensidad de Kirchhoff de esa rama es cero.

Teorema.- Las intensidades de Kirchhoff de dos ramas en serie de una red
de Kirchhoff son iguales.

Teorema.- La suma de las intensidades de las ramas de cada conjunto de

corte de una red de Kirchhoff es cero.

Teorema.- El niimero mdximo de ecuaciones independientes que relacionan

las intensidades de las ramas de una red de intensidades de Kirchhoff es el niimero

de nudos de la red menos uno: n=mn, —1.

Teorema.- Las intensidades de las ramas de cada drbol de una red de
intensidades de Kirchhoff pueden ser escritas en funcion solo de las intensidades

de los enlaces de ese drbol.

16.2.5. Intensidades de bucle

Definicién.- Sea B el conjunto de todos los bucles de una red. Si fg es una
aplicacion de B en un grupo conmutativo G tal que fB(—b) = —fB(b) VbeB,

entonces fg(b) se llama intensidad del bucle b.

-b es el bucle opuesto del bucle b.

16.2.6. Valores asignados a ramas, que derivan de
intensidades de bucle
Definicién.- Si un wvalor asignado a una rama es la suma de las

intensidades de todos los bucles de los que esa rama forma parte, se dice que el

valor de esa rama deriva de las intensidades de bucle.
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16.2.7. Teorema de caracterizacion de intensidades de
Kirchhoff

Teorema.- Para que un conjunto de valores asignados a las ramas de una
red sea un conjunto de intensidades de Kirchhoff es condicion necesaria y
suficiente que ese conjunto de valores derive de un conjunto de intensidades de

bucle.

16.3. Tensiones de Kirchhoff

16.3.1. Valores asignados a pares de nudos

Definicién.- Sea N un conjunto a cuyos elementos llamaremos nudos. Sea
G un grupo conmutativo, y fp una aplicacion de N2=NxN en G tal que
V(A,B)e N2 ocurre que fP(B,A):—fP(A,B) Y que fP(A,A)zO. Entonces

fp (A,B) se llama valor asignado al par de nudos (A,B).

16.3.2. Tensiones de Kirchhoff

Definicién.- Un conjunto de valores asignados a un conjunto N 2 de pares

de nudos se llama conjunto de tensiones de Kirchhoff si la suma de los valores de

los pares de nudos de cada camino cerrado de N 2 es cero.

16.3.3. Tension entre dos nudos

Teorema.- La tension de Kirchhoff del par de nudos (A,B) de una red de

tensiones de Kirchhoff es la suma de las tensiones de los pares de nudos de

cualquier camino de pares nudos de la red cuyos extremos sean A y B.
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16.3.4. Potenciales de Kirchhoff

Definicién.- Sea N un conjunto a cuyos elementos llamaremos nudos. Se

llama potencial de Kirchhoff del nudo AeN a fN(A), donde fy es una

aplicacion de N en un grupo conmutativo G .

16.3.5. Valores asignados a pares de nudos, que derivan

de potenciales de nudo

Definicién.- Si el valor asignado a un par ordenado de un conjunto de
nudos es la diferencia entre los potenciales del primero y sequndo nudos del par, se

dice que el valor de ese par deriva de los potenciales de sus nudos.

16.3.6. Teorema de caracterizacion de tensiones de
Kirchhoff

Teorema.- Para que un conjunto de valores asignados a los pares de nudos

de un conjunto N sean tensiones de Kirchhoff es condicion necesaria y suficiente

que deriven de un conjunto de potenciales de sus nudos.

Corolario.- Fijado un conjunto de potenciales de Kirchhoff de los nudos,
existe un tinico conjunto de tensiones de Kirchhoff que derivan de esos potenciales

de nudos.

16.3.7. Arbitrariedad del cero del potencial

Teorema.- Sea una red de tensiones de Kirchhoff cuyas tensiones derivan de
un conjunto de potenciales de Kirchhoff del grupo conmutativo G asignados a sus
nudos. Si se suma el mismo elemento K de G a todos los potenciales, el conjunto
de tensiones de los pares de nudos que derivan de los nuevos potenciales es el

mismo que el que deriva de los primeros.

Corolario.- Dado un conjunto de tensiones de Kirchhoff, existen infinitos

conjuntos de potenciales de los cuales derivan esas tensiones.
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Corolario.- Dado un conjunto de tensiones de Kirchhoff y un nudo
cualquiera A de esa red de Kirchhoff, existe un conjunto de potenciales de
Kirchhoff de los cuales derivan esas tensiones tal que el potencial del nudo A es

cero.

Un nudo de una red de Kirchhoff con potencial cero se llama origen de

potenciales.

16.4. Redes de Kirchhoff

16.4.1. Redes de Kirchhoff

Definicién.- Una red de Kirchhoff es una red con intensidades de Kirchhoff
asignadas a sus ramas y con tensiones de Kirchhoff asignadas a sus pares de
nudos, en la que esas tensiones e intensidades son elementos de un mismo cuerpo

conmutativo.

16.4.2. Redes de Kirchhoff equivalentes

Definicién.- Dos redes de Kirchhoff cuya interseccion no es vacia son
equivalentes si cada rama y cada par de nudos de esa interseccion tienen la misma

intensidad y la misma tension de Kirchhoff respectivamente en ambas redes.

16.4.3. Sustitucion de ramas en paralelo

Teorema.- Si m ramas en paralelo de terminales A y B de una red de
Kirchhoff se sustituyen por una sola rama conectada entre los mismos terminales
para que tenga la misma tension que las m ramas, y se le asigna como intensidad
la suma de las intensidades de la m ramas, la nueva red de Kirchhoff que ast se

obtiene es equivalente a la primera.

La rama que sustituye a las m ramas en paralelo se llama rama resultante de

las m ramas en paralelo.
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Por tanto, la rama resultante de m ramas en paralelo es una rama con la
misma tension de Kirchhoff que las m ramas en paralelo y cuya intensidad de

Kirchhoff es la suma de las intensidades de Kirchhoff de las m ramas en paralelo.

16.4.4. Sustitucion de ramas en serie

Teorema.- Si en una red de Kirchhoff m ramas forman una conexion en
serie de terminales A y B, y la serie de ramas se sustituye por una sola rama
conectada entre esos terminales A y B, a la que se asigna como intensidad la
misma que la de las m ramas, y como tension la suma de las tensiones de las

ramas originales, se obtiene una red equivalente a la primera.

La rama que sustituye a las m ramas en serie se llama rama resultante de las

m ramas en serie.

Por tanto, la rama resultante de m ramas en serie es una rama con la
misma intensidad de Kirchhoff que las m ramas en serie y cuya tension de

Kirchhoff es la suma de las tensiones de Kirchhoff de las m ramas en serie.

16.4.5. Sustitucion de una parte de una red unida a otra
por un conjunto de corte
Teorema.- Si una parte de una red unida a otra por un conjunto de corte se

sustituye por un nudo en el que confluyen las ramas de ese conjunto de corte, a las

que no se modifican sus intensidades, se obtiene una red equivalente a la primera.

Al nuevo nudo se puede asignar cualquier potencial.

16.4.6. Sustitucion de un nudo por una rama y dos nudos

Teorema.- Si un nudo de una red de Kirchhoff se sustituye por dos nudos,
ambos con el potencial del primero, y una rama cuyos terminales son los dos
nudos, a la que se asigna como intensidad de Kirchhoff la suma de las intensidades

que llegan a su extremo inicial, la red que resulta es equivalente a la primera.

Como a los dos nuevos nudos se asigna el mismo potencial, la

tension de la nueva rama es cero.
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16.4.7. Sustitucion de un conjunto de nudos con el
mismo potencial
La operacién inversa de la expresada por el teorema anterior también

da lugar a redes equivalentes a la de partida. Se enuncia en el siguiente

teorema:

Teorema.- Si m nudos de una red de Kirchhoff que tienen el mismo
potencial, y todas las ramas que unen cada par de ellos se sustituyen por un nudo
al que se asigna ese mismo potencial, se obtiene una red de Kirchhoff equivalente a

la primera.

16.5. Teorema de Tellegen

16.5.1. Potencia de Kirchhoff de una rama de una red de
Kirchhoff

Definicién.- Se llama potencia de Kirchhoff que absorbe la rama orientada

de terminales A y B de una red de Kirchhoff, a p g = v sgiag-

Teorema.- La potencia de Kirchhoff que absorbe una rama de una red de

Kirchhoff es igual a la potencia de Kirchhoff que absorbe su rama opuesta.

Definicién.- El opuesto de la potencia de Kirchhoff que absorbe una rama se

llama potencia de Kirchhoff que entrega esa rama.

16.5.2. Energia de Kirchhoff

Definicién.- Se llama energia de Kirchhoff que absorbe una rama h de una

red de Kirchhoff entre los tiempos t; y ty a

Wh = J‘tiz phdt

Definicién.- El opuesto de la energia de Kirchhoff que absorbe la rama h en
un intervalo de tiempo se llama energia de Kirchhoff que entrega esa rama en ese

intervalo.
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16.5.3. Teorema de Tellegen

Teorema de Tellegen.- La suma de las potencias de Kirchhoff que absorben

todas las ramas de una red de Kirchhoff es cero.

16.6. Multipolos

16.6.1. Multipolos

Definicién.- Si las tensiones de Kirchhoff de las ramas de un conjunto de
corte de una red de Kirchhoff son cero, cada una de las dos partes en que ese
conjunto de corte divide a la red se llama multipolo. Las ramas del conjunto de

corte se llaman terminales de los multipolos.

Definicién.- Si vy,v,,...,v, son los potenciales de Kirchhoff, e ij,1,,...,1
las intensidades de Kirchhoff de los terminales que entran a un multipolo, las
matrices

@ il
(%) _ in
L2 ot S U
Ot Iy
se llaman matriz de los potenciales y matriz de las intensidades de los terminales

del multipolo, respectivamente.

Teorema.- La suma de las intensidades de los terminales de un multipolo de
una red de Kirchhoff es cero.

16.6.2. Acoplamientos equivalentes de multipolos

Definicién.- Una red formada por dos multipolos se llama acoplamiento de

esos dos multipolos.

Definicién.- Dos acoplamientos de multipolos son equivalentes si su
interseccion es uno de los multipolos con los mismos potenciales de sus nudos, y

con las mismas intensidades de sus ramas en ambas redes.
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16.7. Teorema de la potencia de multipolos

16.7.1. Potencia de Kirchhoff de un multipolo

Definicién.- Se llama potencia de Kirchhoff que absorbe un multipolo a la
suma de las potencias de Kirchhoff que absorben sus ramas.
16.7.2. Teorema de la potencia de multipolos

Teorema.- Sean vy,v,,...,v, los potenciales, e iy,i,,...,i, las intensidades

de los terminales de un multipolo. La potencia de Kirchhoff que absorbe ese

multipolo es
t
p= 2 v
k=1

Corolario.- La potencia de Kirchhoff que absorbe un multipolo es iqual a la

que entrega el multipolo acoplado a él.

16.8. Redes multipuerta

16.8.1. Puertas

Definicién.- Se llama puerta de un multipolo de una red de Kirchhoff a cada
conjunto de terminales de ese multipolo cuya suma de intensidades de Kirchhoff es

cero.

16.8.2. Potencia de Kirchhoff de una puerta

Definicién.- Si los terminales 1,2,...,m de un multipolo de una red de
Kirchhoff son una puerta, se llama potencia de Kirchhoff que el multipolo absorbe

por esa puerta a

m
P1= 2 Uk lg
k=1
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El opuesto de p; es la potencia que entrega el multipolo por esa

puerta.

Teorema.- Si los terminales 1,2,...,m de un multipolo de una red de

Kirchhoff son una puerta, la potencia que ese multipolo absorbe por esa puerta es

m=1
PL= 2 Yk
k=1
Ui, ©S la tension entre el terminal k y el m.

16.8.3. Puertas disjuntas

Definicién.- Dos puertas de un multipolo son disjuntas si no tienen

ningun terminal comuin.

Teorema.- Si la union de q puertas disjuntas es el conjunto de terminales

de un multipolo, la potencia que absorbe ese multipolo es la suma de las potencias

que absorbe por esas puertas.

16.9. Relacidon tension-intensidad

Para cada rama de una red de Kirchhoff puede existir o no relacién
entre la tensién de Kirchhoff y la intensidad de Kirchhoff de esa rama. Si

existe, esa relacion se llama relacion tension-intensidad de esa rama.

Segun su relacién tensién-intensidad, algunas ramas o dipolos tienen
un nombre especifico, como resistencia, autoinduccién, capacidad, fuente

de tensién, fuente de intensidad, dipolo de Thévenin y dipolo de Norton.

16.9.1. Solucion de un dipolo

Definicién.- Se llama solucién de un dipolo o solucién de una rama a cada
par de valores que la relacion tension-intensidad de ese dipolo o de esa rama

permite para sus tensiones e intensidades de Kirchhoff.
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16.9.2. Dipolos equivalentes

Definicién.- Dos dipolos son equivalentes si tienen el mismo conjunto de

soluciones.

16.9.3. Dipolos lineales

Definicién- Si para todo par de soluciones (Ulfil) y (vz,iz) de un dipolo

ocurre que A (vy,i; )+ Ay (s, 1p) = (401 + Ayvy, Ay + Ayiy) es solucion de ese

dipolo, el dipolo se llama dipolo lineal.

16.9.4. Dipolos bilaterales

Definicién.- El dipolo AB de una red de Kirchhoff es bilateral si es
equivalente al dipolo BA.

Definicién equivalente.- Un dipolo es bilateral si, siempre que el par

(v, i) sea solucion de ese dipolo, también el par (—v, —i) lo es.

Teorema.- Los dipolos lineales son dipolos bilaterales.

16.10. Analisis de redes de Kirchhoff

Los métodos de andlisis de redes eléctricas son vélidos para el

andlisis de cualquier red de Kirchhoff.

16.10.1. Método de los bucles

En particular el método de los bucles estd basado en el teorema de
caracterizaciéon de intensidades de Kirchhoff: al hacer derivar las
intensidades de las ramas de la red que se analiza de intensidades de
bucle, que son las incdgnitas, cualquiera que sea el valor de esas
intensidades de bucle se asegura el cumplimiento de la primera ley de
Kirchhoff. Después se aplica la segunda ley de Kirchhoff y se introduce en

las ecuaciones la relacién tensién-intensidad de las ramas para seleccionar
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las intensidades de bucle que hacen que también se cumpla la segunda ley
de Kirchhoff y las relaciones tensién-intensidad de las ramas. Si el sistema
de ecuaciones asi obtenido tiene solucidn, la red es una red de Kirchhoff.
Halladas las intensidades de bucle, de ellas se obtienen las intensidades de
las ramas, y de ellas, con la relacién tensién-intensidad de las ramas, sus

tensiones de Kirchhoff, sus potencias y energfas.

16.10.2. Método de los nudos

El método de los nudos se basa en el teorema de caracterizacion de
tensiones de Kirchhoff: al hacer derivar de potenciales de nudos, que son
las incégnitas, las tensiones de los pares de nudos de la red, cualquiera
que sea el valor de esos potenciales de los nudos se asegura el
cumplimiento de la segunda ley de Kirchhoff. Después se aplica la
primera ley de Kirchhoff y se introduce en las ecuaciones la relacién
tensién-intensidad de las ramas para seleccionar los potenciales de nudo
que hacen que también se cumpla la primera ley de Kirchhoff y las
relaciones tension-intensidad de las ramas. Si el sistema de ecuaciones asi
obtenido tiene solucién, la red es una red de Kirchhoff. Hallados los
potenciales de nudo, de ellos se obtienen las tensiones entre pares de
nudos y, por consiguiente, las tensiones de las ramas, y de ellas, con la
relacion tensién-intensidad de las ramas, sus intensidades de Kirchhoff,

sus potencias y energias.



17. Conclusion

Como se ha dicho, la idea que inspira la teoria que se desarrolla en
esta tesis consiste en considerar las dos leyes de Kirchhoff como
propiedades exclusivamente topolédgicas de valores asignados a las ramas
y a los pares de nudos de una red. Se apoya ese enfoque en la constatacién
de que esos valores cumplen o no las dos leyes de Kirchhoff en relacién
con las posiciones relativas que ocupan las ramas y los pares de nudos de

la red.

Una consecuencia de esa forma de entender las leyes de Kirchhoff es
que la teorfa que de ellas se puede deducir resulta una teoria abstracta,
que, en principio, puede ser aplicada a distintos sistemas. Por esa razén,
en toda la teoria se ha tenido especial cuidado en que los conceptos
definidos sean totalmente independientes de los sistemas concretos que
esas redes pueden representar, y que, a la vez, sean lo mds amplios posible
para que incluyan los que se manejan en la préctica, y especialmente en la

préctica de las redes eléctricas.

Aungque la investigaciéon ha de continuar, nuestra opinién es que el
resultado conseguido ha sido bueno, al menos en el sentido de que se
comprueba que es posible la construccion de una teoria de esas
caracteristicas. Los ejemplos elegidos en esta memoria muestran que este
enfoque abstracto sirve para aplicar la teorfa de forma inmediata a
diversos sistemas reales, que quedan identificados en cuanto se

comprueba que poseen variables que cumplen las leyes de Kirchhoff.

De este enfoque han surgido, ademds, nuevas aportaciones mds o
menos originales, que aparecen desde el principio, como los conceptos de
rama y de red, definidos en el capitulo 6, que cumplen con los objetivos
que se pretendia, ya que, probablemente, sean los mds amplios posibles, e

incluyen a las ramas y redes ordinarias, también a las ramas y redes
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eléctricas. Como se pretendia, las definiciones de todas las partes de las

redes que se dan son exclusivamente topolégicas.

El concepto de interseccién de redes creemos que estd creado y
definido en esta tesis por primera vez, y resulta imprescindible, como se
ha visto, para una definicién posterior precisa de redes de Kirchhoff
equivalentes, concepto tratado muy confusamente en las publicaciones

actuales de Teoria de Circuitos.

La definicién de conjunto de corte que se da en esta memoria
relaciona a cada conjunto de corte de una red con un conjunto de nudos de
esa red, ya que existe una correspondencia biunivoca entre esos conjuntos.
Es decir, fijado un conjunto de nudos de una red existe un tinico conjunto
de corte que le corresponde, y reciprocamente. Esta forma de definir
conjunto de corte y la constataciéon explicita de esa correspondencia
biunivoca también creemos que es una aportacién original, importante

para la construccién del resto de la teoria.

El concepto del “valor” que se asignha a cada rama o a cada par de
nudos, como elemento de un grupo conmutativo o de un cuerpo
conmutativo cualquiera, es una de las novedades que mds contribuyen a
dotar de generalidad a la teorfa; pues, al mostrar que tanto las
intensidades de Kirchhoff como las tensiones de Kirchhoff son, por
separado, simplemente elementos de cualesquiera grupos conmutativos,
que cumplen la primera o la segunda leyes de Kirchhoff, las propiedades
que derivan de esas leyes son cumplidas, respectivamente, por todas las
intensidades y por todas las tensiones de Kirchhoff, sean o no esos valores

resultado de medidas de variables de sistemas fisicos. Las redes en las que
los valores son elementos del grupo o cuerpo conmutativo {0,1},

propuestas como ejemplos, son muestras notables de generalidad y de
abstraccion. El resultado es que, de forma automdtica, todas las
propiedades de las intensidades y tensiones eléctricas que deriven de las
leyes de Kirchhoff las poseen todas las intensidades y todas las tensiones
de Kirchhoff. En la préctica, eso significa que, de forma automdtica, esas

propiedades pueden ser utilizadas para el andlisis de todos los sistemas
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que puedan ser descritos por redes de intensidades o de tensiones de
Kirchhoff.

Ya que la utilizacién de esas propiedades para el andlisis de las redes
eléctricas es bien conocido, se ha procurado nombrar a los nuevos
conceptos como los correspondientes de las redes eléctricas, afiadiendo el
complemento “de Kirchhoff” [6]. De esa manera el traslado de las técnicas

de anélisis de unos sistemas a otros resulta automatico.

Como se ha dicho, los valores que se asignan a ramas y nudos para
que puedan ser intensidades o tensiones de Kirchhoff deben ser elementos
de un conjunto que tenga, al menos, estructura de grupo abeliano. En el
caso de que ese conjunto tenga estructura de espacio vectorial o de cuerpo
conmutativo, como ocurre con los nidmeros y las funciones con las
operaciones ordinarias, o que sean valores derivables o integrables, de
cada red de intensidades de Kirchhoff o de cada red de tensiones de
Kirchhoff se pueden derivar infinitas redes de intensidades o de tensiones
de una inicial. Basta, por ejemplo, multiplicar todas las intensidades o
todas las tensiones por un mismo ndmero, u obtener sus derivadas o, en
general, aplicar al conjunto de tensiones e intensidades cualquier
transformacion lineal y asignar esos nuevos valores a las ramas y nudos.
La nueva red con los nuevos valores resulta otra red de intensidades o de
tensiones de Kirchhoff. Esta propiedad, que resulta una consecuencia casi
trivial del planteamiento formal que aqui se hace de la teoria, no se cita en
las publicaciones habituales de Teoria de Circuitos, a pesar de ser de
notable utilidad, pues permite saber de antemano que las redes derivadas
de esta forma de redes de Kirchhoff son también redes de Kirchhoff, y

tienen, por tanto, todas las propiedades de estas redes.

Los teoremas de caracterizacién de tensiones e intensidades son
también, a nuestro juicio, una aportacién ttil para la generalizacién de la
teorfa, y también para aclarar el papel puramente topoldgico y auxiliar
que desempefia el concepto de intensidad de bucle o de malla, muy
confuso por lo general en las publicaciones de Teoria de Circuitos, por el

intento de muchos autores de dar significado fisico a ese concepto. El
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hecho de que los valores que deriven de cualquier conjunto de
intensidades de bucle sean intensidades de Kirchhoff justifica del todo el
método de los bucles, y el que los valores que deriven de cualquier
conjunto de potenciales sean tensiones de Kirchhoff justifica el método de
los nudos. Pero, ademds, ambos teoremas son medios auxiliares de gran
utilidad para encontrar valores que sean intensidades y tensiones de
Kirchhoff. En particular, el teorema de caracterizacién de tensiones de
Kirchhoff permite asegurar que cualquier conjunto de diferencias cumple
la segunda ley de Kirchhoff, y que el cero del potencial, relacionado
muchas veces con los potenciales energéticos exclusivamente, como el
potencial eléctrico y el potencial gravitatorio, es realmente una propiedad
topolégica, una propiedad de cualquier potencial de Kirchhoff. No
conocemos ninguna publicacién en la que este resultado se exponga con

esta claridad.

La definicién de red de Kirchhoff como red con intensidades de
Kirchhoff asignadas a sus ramas y tensiones de Kirchhoff asignadas a sus
pares de nudos del mismo cuerpo conmutativo permite identificar muchos
sistemas que son redes de Kirchhoff, y atribuirles todas las propiedades de
estas redes. Incluso, a partir de las redes eléctricas, pueden ser
consideradas otras muchas redes de Kirchhoff por el procedimiento de
realizar transformaciones lineales sobre las intensidades y tensiones
eléctricas instantdneas, transformaciones que, a veces, son de gran
utilidad. Asi, las redes que surgen de asignar a las ramas y pares de nudos
las transformadas de Laplace de las intensidades y de las tensiones son
también redes de Kirchhoff, con todas las propiedades de estas redes. Lo
mismo puede decirse de las redes fasoriales, con las que se describen de
ordinario las redes sinusoidales. Otros sistemas, como las redes
hidrdulicas estacionarias y, en general, redes de flujos estacionarios de
materia, los sistemas de transferencia estacionaria de potencia calorifica,
redes de condensadores o, incluso ciertas redes digitales, también pueden

ser descritos por medio de redes de Kirchhoff.
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La dimensién de que este enfoque topoldgico dota al teorema de
Tellegen es, quizd, una de las caracteristicas mds sobresalientes de la
teorfa. A pesar de los amplios estudios que otros autores han dedicado a
ese teorema, y a pesar de las numerosas particularizaciones a casos
concretos en que esos estudios han consistido [48], [49], esas aplicaciones
han estado siempre referidas a las variables de los sistemas a que se
aplicaban, sin haber llegado ninguna, por lo que nosotros sabemos, a la
dimensién puramente topoldgica y, por tanto, totalmente general y
abstracta, con que lo presenta la teoria elaborada en esta tesis. La
presentacién del teorema de Tellegen como una propiedad topoldgica es
suficiente para reunir en ella todos los casos particulares a que se refieren

esas publicaciones.

También se ha dedicado un gran esfuerzo en esta tesis a la
elaboracién precisa de la parte de la teoria que se refiere a la equivalencia
de redes de Kirchhoff. La equivalencia de redes es un concepto muy
utilizado en el andlisis de redes eléctricas, pero cuyo significado y alcance
no estd precisado con nitidez en las publicaciones, sino que su empleo
descansa en una fuerte dosis de intuicién y de practica. Creemos que en
esta tesis se hace un aporte considerable para contribuir a una mayor
claridad de la equivalencia de redes y para un empleo mds seguro de las
transformaciones que conducen a redes equivalentes. En concreto, el
resultado que se expresa en la memoria de que cualquier parte de una red
de Kirchhoff unida a otra por un conjunto de corte puede ser sustituida
por un nudo con cualquier potencial, resultando otra red de Kirchhoff
equivalente a la primera, es el enunciado de la transformacién mds general
y de mayor amplitud que se puede efectuar para obtener una red de
Kirchhoff equivalente a otra dada. En esta misma tesis se comprueba la
utilidad de esta conclusién para el andlisis de redes. En particular, la
demostracién del teorema de la potencia de multipolos se facilita en gran

manera por esta transformacion.

Precisamente el teorema de la potencia de multipolos y su

generalizacion a cualquier red de Kirchhoff y, por tanto, a sistemas
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diversos, es también uno de los resultados mds notables de esta teoria.
Permite medir de forma muy fécil la potencia de Kirchhoff que absorbe un
multipolo a partir de medidas de tensiones e intensidades, o de potencias
de Kirchhoff, de sus terminales, ademéas de un tratamiento claro de las
redes multipuerta y de la relacién de las potencias que el multipolo

absorbe por cada puerta con la potencia total del multipolo.



18. Futuras investigaciones

En esta memoria se ha elaborado la parte fundamental de la teoria de
las redes de Kirchhoff. A partir de aqui se puede seguir en distintas
direcciones. Una consiste en continuar con el andlisis de redes eléctricas a
la luz del nuevo enfoque, actividad que puede constituir una linea
permanente de trabajo futuro. Se tratarfa de considerar las diferentes
partes de la Teoria de las Redes Eléctricas y generalizar lo que sea posible
hacia las redes de Kirchhoff.

Dentro de esta actividad parece de especial interés el estudio de los
sistemas eléctricos con intensidades deformadas respecto a la sinusoide,
pues, quizd pueda resultar ttil estudiar esos sistemas como redes de
Kirchhoff para cada par de arménicos de la misma frecuencia, de tensién e

intensidad, y sumar los resultados asi obtenidos.

Otra linea de trabajo serd aplicar lo aqui desarrollado a sistemas que
puedan ser descritos por medio de redes de Kirchhoff. Un grupo de esos
sistemas son los que llamaremos sistemas de transferencia estacionaria de
energia. Si en esos sistemas se pueden localizar caminos por donde fluyan
potencias para que esos caminos puedan ser representados por ramas,
esas potencias cumplen la primera ley de Kirchhoff. Si, ademds, las
cantidades de potencia transferida estuvieran relacionadas con algin
potencial, como lo suelen estar con la temperatura los sistemas de flujo de

potencia calorifica, esos sistemas pueden ser representados por redes de
Kirchhoff.

Un sistema de especial interés que puede ser considerado como
sistema de transferencia estacionaria de potencia son los propios sistema
eléctricos, por cuyas lineas fluye potencia eléctrica de unas partes a otras.
Quizd considerar esa potencia como una intensidad de Kirchhoff ayude en

el estudio de los flujos de potencia en los sistemas eléctricos, y en la
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eleccién de las fuentes de suministro mds convenientemente situadas para

hacer minimas las pérdidas de energia.

En esta memoria se han puesto diferentes ejemplos de sistemas que
pueden ser descritos por medio de redes de Kirchhoff, unos muy
diferentes de otros. La eleccion de esos ejemplos ha pretendido mostrar la
diversidad de las posibles aplicaciones de la teoria abstracta que se ha
elaborado, pero esos ejemplos no constituyen una relacién exhaustiva de
los posibles sistemas que puedan ser descritos por medio de redes de
Kirchhoff. Una linea de investigacion permanente serd tratar de ir
confeccionando una lista de ellos con la identificacién precisa de la red de
Kirchhoff que los describe y, por tanto, identificando las variables de esos
sistemas que son intensidades y tensiones de Kirchhoff. De esa forma
puede ser posible obtener relaciones entre ellas a partir de los teoremas de
la Teoria de Redes de Kirchhoff y, como minimo, incorporarlos como

casos particulares de la teoria.

Es decir, en general por tanto, se trata de mantener presentes las
ideas que derivan del enfoque que constituye la Teoria de Redes de

Kirchhoff, e ir agrupando los sistemas que puedan ser descritos por ella.
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