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Cambiar la metodologia docente con todo lo que ello conlleva
(docencia propiamente dicha, tutorias, sistema de evaluacion, etc.) y su
adaptacion a las exigencias del E.E.E.S. es el objetivo principal que nos
hemos marcado en este grupo de trabajo. Cambiar la organizacién de las
asignaturas, sus contenidos y la manera de hacerlas llegar a los alumnos es
una tarea insoslayable en el nuevo marco europeo.

Para ello debemos abordar en primer lugar un cambio en la seleccion de
contenidos que se han de impartir, procurando evitar solapamientos inutiles
y evitando saltos en el vacio respecto de los conocimientos que se
presuponen adquiridos en el bachillerato de referencia para la titulacion. En
este sentido, la presencia en el grupo creado, de profesores que han
impartido y siguen impartiendo la asignatura garantiza un conocimiento
exhaustivo de la actual situacion y permite avanzar en el disefio del nuevo
programa de acuerdo a las necesidades formativas actuales de los
ingenieros informaticos.

En segundo lugar, hay que abordar un cambio metodoldgico que
permita afrontar las nuevas necesidades de aprendizaje de los alumnos. La
utilizacion de todo el potencial que proporcionan las nuevas tecnologias
aplicadas al ejercicio docente puede derivar en la necesidad de replantarse
la organizacién de los diferentes grupos docentes, adaptando su tamario a
las posibilidades de las diferentes aulas de informatica o aulas de trabajo
especificas. En este sentido, la adaptaciéon al E.E.E.S. hara necesario un
cambio institucional respecto de la organizacion docente y no sélo de la
labor docente de cada profesor o grupo de profesores.

Las nuevas tecnologias desempefiaran un papel predominante en el
nuevo enfoque que hay que dar a los diferentes procesos de ensefianza-
aprendizaje, de evaluacion, y en la accion tutorial. Los desarrollos de las
Tecnologias de la Informacion y Comunicacion (T.1.C.) son cada vez mas

rapidos y potentes, y proporcionan nuevas metodologias educativas con el



fin de personalizar la ensefianza. Ademas hay que aprovechar la
oportunidad que supone el hecho de que los actuales estudiantes estén
familiarizados con ellas, especialmente en esta titulacidn, y por tanto sean
capaces de utilizarlas con facilidad y provecho.

Las T.1.C.s favorecen la comunicacion y la gestion del conocimiento, y
deberian formar parte sustancial de los modelos educativos. En el
documento del Consejo de Coordinacion Universitaria, Propuesta para la
Renovacion de las Metodologias Educativas en la Universidad (2006) se
recoge como uno de los objetivos para la renovacién de cara al E.E.E.S. la
potenciacion en el uso de las T.1.C.s. También favorecen un contacto y un
seguimiento méas personalizado del alumno, contacto que va mas alla de la
finalizacion de sus estudios en la Universidad, como hemos tenido ocasion
de constatar en otros casos, y que de alguna manera posibilitan la
realizacion de un aprendizaje permanente, amén de otros cauces que los
egresados puedan elegir.

La metodologia empleada hasta ahora ha sido fundamentalmente
expositiva, al servicio de la transmision de la informacion. Los resultados
de aprendizaje que se demandan generalmente a los estudiantes se
circunscriben al recuerdo de esa informacion en situaciones de examen
tradicional.

En las asignaturas de matematicas se ha aplicado hasta ahora el
binomio clases tedricas y clases practicas de problemas, y no existen, en
general, laboratorios de matematicas tal y como se entienden en las
metodologias modernas. Este sistema de ensefianza tradicional impide,
ademas, el cambio en los sistemas de evaluacion que siguen siendo, en un
porcentaje muy elevado, los derivados de los resultados de los examenes
presenciales.

Hemos pretendido cambiar esta situacion desarrollando los

siguientes aspectos:



- nuevo concepto de tutoria
- utilizacion de una plataforma on-line
- utilizacion de recursos informaticos

- sustitucion del tradicional examen por otros medios de evaluacion

Un nuevo concepto de tutoria:

Tradicionalmente, en los ultimos afios, el profesor tenia que sefialar una
serie de horas en que se encontraba en su despacho a disposicion de los
alumnos. Y generalmente, estos no acudian a hacer las consultas oportunas.
La razon alegada para no acudir solia ser el miedo a hacer el ridiculo, el
pensar que las cuestiones que se iban a plantear suscitarian algin tipo de
rechazo por parte del profesor.

Con el uso de medios virtuales, basicamente lo que se ha favorecido es la
comunicacion no presencial: los alumnos no temen ponerse delante del
ordenador y preguntar al profesor por cuestiones relacionadas con la
asignatura. ElI aumento de las tutorias debido a la utilizacion de este
formato ha aumentado en torno a un 60%. ElI método preferido por su
comodidad es el correo electronico, seguido del uso de plataformas
especificas como la plataforma Studium.

En la pagina siguiente mostramos unas imagenes que ratifican la utilizacion
por parte de los alumnos de estos medios de tutoria. Cuando es posible,
aunque las dudas de la materia de matematicas pueden parecer dificil de
responder a través del correo electronico, no hay especial dificultad. Y
cuando ello ha ocurrido, se ha procedido a generar un fichero .pdf escrito
con notacion matematica (mediante un procesador de texto matematico

adecuado) para que la respuesta sea mas comprensible.
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Utilizacion de una plataforma on-line :

Ya hemos aludido anteriormente al uso de la plataforma Studium en
relacion con las tutorias. Pero no ha sido este el uso méas extendido. La
plataforma Studium ha permitido crear una pagina de la asignatura, donde
se presentan todo tipo de informaciones relacionada con la misma, desde
apuntes sobre temas del programa, hasta las notas obtenidas, pasando por

explicaciones sobre diversas cuestiones practicas.
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Hay que sefialar que la participacion de los alumnos mediante esta
plataforma ha sido mayoritaria, y ha sido acogida con satisfaccion por su
parte. Lo ideal seria poder ofrecer a través de ella procedimientos de
autoevaluacion de una forma continua, que les permitiera conocer sus

debilidades. Es algo que esperamos desarrollar en un plazo no muy lejano.
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Utilizacion de recursos informaticos :

La utilizacion de recursos informaticos de aplicacion directa en las
asignaturas de matematicas ha consistido en el uso del programa
Mathematica para la realizacion de préacticas y del programa WinEdt para
la edicion de documentos cientificos.

Para que la utilizacion por parte de los alumnos fuera posible primeramente
se les ha contado como funcionan dichos programas. El programa
Mathematica sirve como apoyo complementario a las clases, y esta
disponible en las aulas de informatica (ademas de que existe una version de
evaluacion para alumnos). Lo han utilizado también para realizar los
programas requeridos en relacion con los trabajos que han tenido que
presentar.

El programa WinEdt ha permitido realizar los trabajos en un formato usual

para la presentacion de documentos cientifico-técnicos.

# Wolfram Mathematica 7.0 - [métodos de Euler y Trapecio.nb]
File Edit Insert For I Graphics Evaluation Palettes Window Help

x0 = 0;

¥0 = 27

£lx , v ] :=2x+7;
h=0.01;

metEuler[{x , v }] := {x+h, ¥ +hf[x, 1}

pl = metEuler[{x0, v0}]
{0.01, 2.02}

p2 = metEuler [pl]
{0.02, 2.0404}

solDis = NestList [metEuler, {x0, y0}, 100];

dibaprox = ListPlot[solDis, Joined - True]

o

S
-

DSelve[{y " [x] = 2x+y[x], ¥[0] =2}, y([x], x]
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Sustitucion del tradicional examen por otros medios de evaluacion:

Al final del proceso de ensefianza se nos exige una calificacion (ahora
numérica) con que sefialar los logros alcanzados por el alumno.
Supeditar la valoracién de esos logros a una sola calificacion obtenida
en un unico examen final puede ser muy arriesgado, y seguramente en
ocasiones injusto. Por ello hemos propuesto la realizacion de tareas a
lo largo del curso, la realizacion de pruebas parciales (que pueden ser
mas segln requiera la situacion) y la realizacién del trabajo sefialado
anteriormente, ademas del examen final. Todo ello se tiene en cuenta
para establecer la calificacion final de los alumnos segun la formula
15 m

15 N
APF+3TF+ > T. +~ 3 P.
ni=t! mij=z !

10

NotaFinal =

donde PF, TF, T;, P; son las valoraciones sobre 10 de los distintos
aspectos. PF se refiere a la prueba final escrita (que en ocasiones
pueden ser mas de una), TF al trabajo obligatorio, T; a los distintos
trabajos practicos que se han propuesto a lo largo del curso (obtencion
de la demostracion de un teorema, desarrollo de alguna cuestion
practica de especial dificultad,..) y P;a las pruebas escritas que se han
realizado durante el curso.

Esta forma de obtener la calificacion final resulta adecuada para
valorar el trabajo a lo largo del curso y ha sido acogida favorablemente

por los alumnos.



ANEXO |

Muestra de algunas de las hojas de tareas puestas a disposicion de

los alumnos.
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Encontrar una ley de recurrencia que permita calcular:

49.- 1, =[e™x"dx 50.- 1, =[tg"xdx

52.- | =IL 53.- 1, = [ x*(LX)"dx
: n (X2+a2)n n

I, =] X d x

51- 1,=]

o4.-

d x
(L+x%)"




INTEGRALES CURVILINEAS

1.- Calcular las siguientes integrales a lo largo de la curva y los puntos que se indican:
a) J. xydx+(x*-y?)dy, y: x>+y?=1.
4

b) Ixydx+(x2—y2)dy, y. y>=x entrelospuntos (1,-1) y (11).
4

C) jxydx+(x2—y2)dy, vy y?> =x° entrelospuntos (1,-1) y (11).
V4

d) I xydx+(x>-y?)dy, y:x*+2y?=4,
Y

Solucion: a) 0 b) 8 c) 16 d)o
15 21

2.- Calcular la integral curvilinea j (x’y-y*)dx+(y*=x)dy alo largo de la parabola
Ve
y?=x, entrelospuntos (1,1) y (4,2).

., 2.914
Solucién;: —
105

3.- Calcular la integral curvilinea j(2xy+1)dx+(x2+3)dy entre los puntos (0,0) vy
Ve

(6,0) alolargodelacurva x*+y®>—-6x-8y=0.
Solucion: 6
@)
4.- Calcular la integral J' (y—x)dx+ydy alolargo de:
0,0)
a) Larecta que une los puntos.
b) Unarco de la parabola de ecuacion y* =2px, que pasa por los puntos (0,0)y (1,1).

c) Unarco de la pardbola de ecuacion x> =2py, que pasa por los puntos (0,0) y (1,1).

Solucion: a) 1 b) 2 c) 1
2 3 3
5.- Calcular j z_y -dx+— X ~dy, siendo AB el arco de la circunferencia de
as X tY X" +y
centro el origen y radio 1, con A ﬁl y B Eﬁ
2 2 2 2
Solucion: =~
6

6.- Hallar la primitiva de la expresion (8xy +5y) dx+ (4x* +5x+2)dy.
Solucién: U =4x’y+5xy+2y+C

7.- Encontrar la funcion potencial de las funciones: X (x, y) = 2xy, Y(x,y) = x> —y~.
3
Solucion: U :xzy—y?+C



(7,7)

8.- Calcula J. (x+y)dx+(x—y)dya lo largo de los siguientes caminos que unen O (0,0) y M

(0,0)

(m,7):

a) Recta OM.

b) Curva y=x+senx.

c) Linea OPM, siendo P (x,0).
2

d) Parébola y:X—
T

Solucién: z* (en los cuatro casos).

9.- Calcular I (y—senx)dx+cosydy a lo largo del contorno triangular de vértices
C

A(0,0), B(E,O] c(ﬁ,fj
2 2'2

., T
Solucion: _T

10.- Calcular §e‘(xz‘y2)(0052xydx+sen2xydy) a lo largo de la curva x?+y* =R,
Solucién: 0

11.- Calcular §x3 dy—y®dx alolargodelacurva x* +y®=R?

4
a) Directamente.
b) Aplicando el teorema de Riemann.

Solucion: E7zR“
12.- Calcular §(3x2+2y)dx—(x+3003y)dy, a lo largo del paralelogramo de vértices
Cc

(0,0,(2,0,BDy (11).
Solucién: -6

13.- Calcular §M siendo C el contorno situado en la regién de valores positivos de
S AX+Y

las coordenadas, siendo x>3 formado por las lineas x =3, x*+ y? = 25. Comprobar
el resultado mediante la formula de Green.

PSR |
Solucion: A
14.- Comprobar el teorema de Green para las funciones X =2x*+3y%, Y =4xy vyla

curva C, situada en la region de valores positivos de coordenadas, formada por las
curvas y=0, x*+y?=2x, Yy’=x

Solucién: —Z
6



INTEGRALES MULTIPLES

1.- Calcular ” x>dxdy, siendo R el rectangulo limitado por los ejes y las rectas

X=4, y=-2. Solucién: 12%

2.- Calcular ” xy>dxdy en el recinto de integracion limitado por el eje OY y la
R

curva x*+y?—-2y=0, siendo x>0.  Solucién: 1%5

3.- Calcular U (x* +y?)dxdy, siendo R el recinto limitado por las curvas y = x*,
R

y=1vy x=2. Solucion: 1-00%05

4.- Calcular ”nydx dy extendida a la region del primer cuadrante limitada por

y=x e y=x. Solucion: 1/16

- X z
5.- Calcular el volumen del tetraedro limitado por el plano —+%+—=1 y los
a C

abc
planos coordenados. Sol.: ru u.dev.

6.- Hallar el volumen de la region limitada por z=x"+y*, 71=0, x=a,
. 8a’
X=—a, y=a, Yy=-a. Solucion: 3 u.dev.

7.- Calcular HR x-e ¥ dx dy extendida a la porcion del plano limitada por

x=0, x’=y, y=1 e y=2. solucion: > =1
e

8.- Hallar el volumen comprendido entre las superficies z=x*+y?, x=Yy? vylos

576

8
planos x=4, z=0. Solucion: u.dev.

8.- Calcular ”R x dxdy, siendo R el recinto plano limitado por las curvas:

x=0, y=0, x*+y*=10, x-y=3. smmm:@

10.- Hallar el volumen limitado por los planos y+z=25 y z=0 enelcilindro
circular recto x? + y* =4. Sol.: 1007z wu.dev.



11.- Hallar ”R dxdy, siendo R la region comprendida entre y=2x e y=x?,
situada a la izquierdade x=1. Sol.: %

12.- Hallar ”sz dxdy, siendo R la region del primer cuadrante limitada por la
hipérbola x-y=16 ylasrectas y=x e y=0. Solucion: 448

13.- Calcular ”Rw/xz +y? dxdy, donde R es la region definida por x +y®<a’.

3

Solucion:

14.- SiRes laregion x* +y? <a®, calcular J"[Re“xzﬂz’ dxdy. Solucién: 7 (1—e ™)

15.- Siendo R el tridangulo definido por las rectas x=0, y=0 y X+y=2,
4
hallar”R(x—Zy)dxdy. Solucion: 3

16.- Siendo R la semicorona circular situada por encima del eje de abscisas y

y  x>+y’>=9 , hallar ”Rﬁdxdy.

determinada por x* +y* =25

Solucién: 16

2 2

17.- Siendo R el dominio definido por: X—+y—:1, hallar ” dxdy . Solucién: 12 &
16 9 R

18.- Calcular la siguiente integral invirtiendo el orden de integracion:

L%
| fcos X,/ 1+cos®xdxdy

0 arcseny

19.- Hallar el volumen del s6lido que esta encima del cono z =4/ X* +y* vy
debajo de laesfera X° + y* +2° =1.

20.- Dibuja el recinto de integracion y calcula la siguiente integral, invirtiendo el orden

1 3
de integracion: [ jexzdxdy
0 3y
2 2-x
21.- Intercambiar el orden de integracion en: J' J' f (X, y)dy dx
-6 2

Rl
4



ANEXO II

Muestra de una de las practicas realizadas mediante el uso del

programa Mathematica



Practicas de Matematicas con Mathematica .

Integracion numeérica.

Departamento de Matematica Aplicada.

E.P.S. de Zamora

Universidad de Salamanca

EJEMPLO 1:

Consideremos la integracion numeérica de la funcion siguiente
en € intervalo [0, 2] :

‘ fIx_1:=Exp[-x"2] ‘

El valor exacto de laintegral puede obtenerse con el comando
Integrate del Mathematica

Integrate[f [x], {x, 0, 2}]

1
5 Nt Erf (2]

Y la aproximacion numerica del valor anterior se obtiene en la
formasiguiente :



2 integracion numerica-2.nb

1
Exacto = N[- o Erf [2], 16]
2

0. 8820813907624217

S quisiermos utilizar 20 subintervalos en la Regla del
Trapecio compuesto deberemos hallar 1os nodos de inte-
gracion :

n =200000; a=0; b=2;

h=(b-a)/n

1
100 000

Table[x[j] =a+] =h, {j, 0, n}];

Laformuladel Trapecio se puede expresar en laforma:

T =N[h (f [x[0]] /2 +Sum[f [x[i]], {i, 1, n-1}]+f[x[n]]1/2)]

0. 882081

Exacto - T

6. 10401 x 10°%3

Lo ideal es utilizar una sdlo férmula que evalUe directamente
lo que queremos. Ello se puede conseguir introduciendo todos
los pasos anteriores en una funcion que llamamos
Trapecio[n_, a , b ] donde n sera e numero de intervalos, y
a, b los puntos extremos del intervalo de integracion. La fun-
cion f[x] ya estaba definida previamente.

Trapecio[nn_, a_, b_1:=(=nn; h=(b-a)/n; Table[x[j] =a+] *h, {j, 0, n}];
N[h (f [x[011 /2 +Sum[f [x[i]], {i, 1, n-1}] +f [x[n]]/2), 16])



integracion numerica-2.nb | 3

Comprobamos el error que se comete al aplicar la funcion que
acabamos de definir para distintosvaloresden :

Exact o - Trapeci 0 [2000, 0, 2]

6.105212 x 10°°

~1/12h”3f"" (s)n

fr'oox]

2 2
—2e* +4 e x?

Plot [f'"' [x], {x, 0, 2}]

05F

1 1 1 L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
05 10 15 2.0

-05F

-10f

-15F

—2.0F

1000

2000

fD=2




4 integracion numerica-2.nb

ErrorT =N[1/12h”3fDn]

2.08333 x10°°

Exact o - Trapeci 0[800, 0, 2]

3.8157541 x 1078

Exact o - Trapeci 0 [8000, 0, 2]

3.81576 x 10710

Exact o - Trapeci 0 [80000, 0, 2]

3.816 x 10712

Lo mismo gue hemos hecho parala Regla del Trapecio puede
hacerse con la Formula de Simpson compuesta. Definimos la
funcion Simpson[n_, a , b_] teniendo en cuenta que ahora €l
numero n de subinterval os tiene que ser par.

Sinpson[nn_, a_, b_]:=
(n=nn; h=(b-a)/n; Table[x[j] =a+] *xh, {j, 0, n}y]; N[h/3 (f [Xx[O]] +
4 Sum[f [x[i11, (i, 1, n-1, 2}1 +2Sum[f [x[i]], {i, 2, n-2, 2}]1 +f [x[n]]), 161)

La aplicacion de la funcidon que acabamos de definir produce
los siguientes errores

Exact o - Trapeci 0 [800, 0, 2]

3.8157541 x 1078

Exact o - Si npson [800, 0, 2]

1.59 x10°13

frortxy

12 e ¥ ~48 X x2 + 16 e** x*




integracion numerica-2.nb

| 5

DIf [x], {x, 4}] /. x>0

12

Plot [12e™ -48 e™ x?+16 ™ x*, {x, 0, 2}]

10 -

05 10 15~ 20

f4D = 12

12

ErrorS = N[1/180h~5f4Dn]

5.20833 x 10 *?

ERROR EN LA FORMULA DE S| MPSON

/Juz flz)dr = %? [f(zq) +4 flzy) + flzz)] — ;_0;?_5 ).

Clear [f, h];
Series[Ilntegrate[f [t], {t, X0, x0+2h}] -h/3 (f [x0] +4f [x0O+h] +f[xO+2h]),

1
-— f®[x0] h®+0rh]®
90

{h, 0, 5}1]

Series[Integrate[f [t], {t, X0, xO+h}] -h/2 (f [xO] +f [xO+h]), {h, 0, 3}]

1
- — f7[x0] h®+0O[h]*
12
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EJEMPLO 2 :

f[x_1:=Sin[x]

Exacto = I ntegrate [f [x], {X, 0, Pi}]

Trapeci o[300, 0, Pi]

1.999981722921408

Si npson [300, 0, Pi]

2.000000000133622

Errores cometidos con |os métodos anteriores

Exact o - Trapeci 0[300, 0, Pi]

0. 000018277078592

Exact o - Si npson [300, 0, Pi ]

~1.33622 x10°1°

EJEMPLO 3:

f[x_1:=x73Sin[40x]

Exacto = I ntegrate [f [X], {x, 0, 2Pi }]

3 3

16000 5

N[Exact o]

-6.20067

Errores cometidos con |os métodos anteriores




integracion numerica-2.nb

Exact o - Trapeci 0[10000, 0, 2 Pi ]

-0.000326424432599

Exact o - Si npson [10000, 0, 2 Pi ]

1. 3742806 x 108

7

EJEMPLO 4 :

fIx_1:=x"3Sin[10x]

Exacto = I ntegrate [f [X], {Xx, 0, 2Pi }]
3x 478
250 5

nint =1600; Al = Trapecio[nint, 0, 2Pi ];

Exacto - Al

-0.00318778660995

nint =800; A2 = Trapecio[nint, 0, 2Pi];

Exacto - A2

-0.01275212530323

nint = 2400; A3 = Trapecio[nint, O, 2Pi ];

Exacto - A3

-0.00141677391024

Al - A2
Exacto—[A1+ ]

2r2-1

3.2628781 x 10~/
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Ahora ademas de calcular laintegral con los métodos anteri-

ores aplicaremos el proceso de extrapolacion para a partir de
un nimero n 'y de un nimero 2 n de subinterval os obtener for-
mulas mejoradas.

Noétese que con 3 n subinterval os no obtenemos mejor aproxi-
macion que con las mismas evaluaciones pero utilizando €
proceso de extrapolacion.

Con laformulade Simpson pasa algo parecido

nint = 1600; S1 = Sinpson[nint, 0, 2Pi ];

Exacto - S1

3.2628781 x 10/

nint =800; S2 = Si npson[nint, 0, 2Pi ];

Exacto - S2

5.22345133 x10°°

nint = 2400; S3 = Sinpson[nint, 0, 2Pi ];

Exacto - S3

6. 444541 x 108

S1-S2
Exacto - [Sl + ]

274 -1

-1.8975 x 10 1°
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Capitulo 1

Conceptos Previos

1.1. Concepto de Integral

Concepto de las matematicas avanzadas, tanto en el campo del célculo
como en el del andlisis matemético. Basicamente, una integral es una suma
de infinitos sumandos, infinitamente pequenos. Se conocen hasta ahora una
gran variedad de técnicas y métodos para resolverlas.

1.2. Concepto de derivada y derivada parcial

La derivada de una funcién de una variable mide la rapidez de cambio de
la variable dependiente respecto a la variable independiente. Con funciones
de dos variables ”x” e ”y” es posible medir dos cambios: uno segiin cambia
7y” dejando la variable ”x” fija y otro segin cambia ”x”, dejando la variable
7y” fija. Si se deja variar sélo a ”x”, dejando a ”y” fija y poniendo de
condiciéon que "y = b”, en donde ”b” es una constante, entonces, se trata de
una funcién de una sola variable "x”, a saber ”g(x)=f(x,b)”. Si ”g” tiene una
derivada en ”a” entonces la llamamos la derivada parcial de ”f” con respecto

7 M5,

a”x” en ”(a,b)”. De forma andloga podemos hacerlo para ”y” variable y ”x”
fija.



Capitulo 2

Curvas Parametrizadas

A menudo resultard de interés ver una cierta grifica como si fuese el
rastro que deja un movil que se desplaza por el plano. Esto puede hacerse
mediante las llamadas curvas parametrizadas.

_Te=fH 4
c_{y:g(t} t € [a, b].

A t se le llama pardmetro de la curva, y puede resultar tutil pensar en él
como en el tiempo.

ECCYE-CY)

N

(f(ty).e(ty))

Es importante que se especifique el intervalo de definicién del parametro,
pues en caso contrario se pasard a restringirse a una regiéon u otra de la curva.
Cuando no se especifique nada, se dard por entendido que el pardmetro
puede tomar cualquier valor real para el que estén definidas f(t) y g(t).
Entonces, en cada instante la particula mévil tendra unas coordenadas (x,
y) = (f(t), g(t)). Obsérvese que a medida que se van tomando t mayores, nos
vamos desplazando segiin un cierto sentido sobre la curva C. Este sentido de



recorrido se llama orientacién de la curva C. Para llevar lo explicado hasta
ahora a la préctica se procede a realizar un ejemplo.

2.1. Ejemplo de parametrizacion de una curva

Consideremos la curva parametrizada C dada por las ecuaciones siguien-
tes:

7= 2cost
== Yo
C_{yz‘_?sint .t €]0,27].

Para poder hacerse una idea de su forma se procede a dar valores al
parametro t, obteniédose asi una tabla como la siguiente:

t (z,y)

0 (2,0)
7/4 | (V2,V2)

7/2 (0,2)
3 /4

M

(—v2,v2)
(_21 0}

Representando las parejas de valores (x, y) resulta la siguiente figura:

i
(0,2)
S *
(V232) \ (V2,N2)
[ ] L ]
s !\’\

lll/ \ll
L |
* * X

(-2,0) (2,0)

Llegando a completar la circunferencia si se diesen valores hasta 2.
Este proceso no es posible en todos los casos; no siempre se puede des-
pejar el pardmetro para obtener una ecuacién y = y(x), es decir, no toda

curva parametrizada C es globalmente el grafico de una funcién y = y(x).
Como ejemplo tenemos la curva de ecuaciones siguiente:

T = coi(t)
Y = t2sin(t)

4



Lo que si se puede hacer siempre es escribir una funcién arbitraria y =
y(x) como una curva parametrizada. S6lo hay que poner:

x=t
y=y(t)
Ahora se expondra un ejemplo sobre curvas que no pueden ser parame-
trizadas de forma sencilla

Consideremos la pardbola 422 4+ y = 4. De la ecuacién resulta f(x) =
4(1 — 22) que segin se ha explicado anteriormente, una parametrizacién

seria:
r =t
y=4(1-1)



Capitulo 3

Introduccion a la Integral de
Linea

En este tipo de integrales, el intervalo [a, b] se reemplaza por una curva
en el espacio de n-dimensiones definida por una funcién vectorial «, y el
integrando es un campo vectorial f definido y acotado en esa curva. La
integral que resulta se llama integral de linea, integral curvilinea o integral
de contorno, y se emplea para ella la notacion:

O algin otro simbolo parecido. El punto intermedio en la integral es
usado para indicar el producto interior de dos vectores. La curva se llama
camino de integracién. El uso de este tipo de integral es comun en el campo
de la Fisica.



Capitulo 4

Caminos e Integrales de
Linea

Antes de definir las integrales de linea recordemos la definicién de curva.
Sea « una funcién vectorial definida en un intervalo cerrado finito. Cuando t
va tomando los valores de J, la funcién a(t) describe un conjunto de puntos
en el espacio de n-dimensiones llamado grafica de la funcién. Si « es conti-
nua en J la gréfica se llama curva; con mayor precisién es la curva descrita
por «. Al estudiar integrales de linea es de interés no solo el conjunto de
puntos de una curva sino la manera en que la curva ha sido originada, es
decir la funcién «. Esta funcién recibe por nombre camino continuo, que se
definird a continuacion.

Sea J = [a,b] un intervalo cerrado finito de R' . Una funcién
a:J—R"™ continua en J se llama camino continuo en el espacio de
n-dimensiones. El camino se llama regular si existe la derivada «’
y es continua en el intervalo abierto (a, b). El camino se llama
regular a trozos si el intervalo [a, b] puede descomponerse en un
numero finito de subintervalos en cada uno de los cuales el camino
es regular.

Una vez definido el camino se define la integral de linea.

Sea o un camino regular a trozos en el espacio de n-dimensiones
definido en un intervalo [a, b], y sea f un campo vectorial definido
y acotado sobre la gréafica de o . La integral de lAnea de f a lo
largo de « se representa con el simbolo [ f,dx y se define por:

b
a

[ @z == [ fla)a't)as

Siempre que la integral del segundo miembro exista, bien como
integral propia o integral impropia.



Si C representa la Grafica de « , la integral de linea [ f(z)dz también se
representa por [ f(z)dz y se llama intedral de f a lo largo de C. Sia = a(a)
yt b = «a(b) representan los puntos extremos de C, a veces la integral de linea
se expresa poniendo [ ; fol ; fdx y se denomina integral de linea de f desde
”a” hasta ”b” a lo largo de a. Cuando se use la notacion | ; f debera tenerse
en cuanta que la integral no depende solamente de los extremos "a” y ”b”,
sino también el camino a que los une.

Cuando a=Db el camino se llama cerrado. A menudo el simbolo § f se usa
para indicar la integracién a lo largo de un camino cerrado. Cuando f y «
se expresan en funciéon de sus componentes, a saber:

=1, fn) y a=(ag,...,an)

La integral del segundo miembro de la definicién de la integral de linea
(o/(t)dt) se convierte en suma de integrales

n

S [ lalah(t)d]

K=1"9

En este caso la integral de linea también se pone en la forma [ fyaq +
oo + frday,. En el caso de dos dimensiones ordinariamente el camino alpha
se defince con un par de ecuaciones paramétricas,

L= O[(t), Yy = a2(t)

Y la integral de linea [ fidx + fody o bien [ fi(z,y)dx + fo(z,y)dy
En tres dimensiones seria igual, pero anadiendo la coordenada Z.
En el siguiente ejemplo se resolverd una integral de linea y ademés se co-
mentara una de las propiedades de la integral de linea que consiste en que
el valor de la integral es independiente de la representaciéon paramétrica
utilizada para la curva.

4.1. Ejemplo de una integral de linea
Sea f un campo vectorial de dos dimensiones dado por:
flay) = Vit (2 +y)j

Para todo (x, y) con y > 0. Calcular la integral de IAnea de f desde (0,0)
a (1,1) a lo largo de cada uno de los siguientes caminos:

1. La recta de ecuaciones paramétricas z =t y=t 0<t<1

2. El camino de ecuaciones paramétricas z=1t> y=1¢t> t<1



Para el camino de la parte 1 tomamos «(t) = ti+tj. Entonces o/ (t) = i+j
y fla(t)] = vVt i+ (t2+1)j. Por consiguiente el producto interior de f[c(t)]
por o/(t) es igual a v/t + t3 4+t y encontramos

(1) 1 , 17
/ fd:c:/(\/ﬂt +t)dt = —
(0,0) 0 12

Para el camino de la parte 2 tomamos «(t) = ti +t3j. Por consiguiente
Fla®)]a(t) = 2t3 + 318 + 315

Asi que

(1,1) 1oy
/ fdx = / (2t2 4 3t5 4 3t5) = 29
(0,0) 0 42

Estos ejemplos ponen de manifiesto que la integral desde un punto a otro
puede depender del camino que los une.

Ahora si se calcula la parte 2 una vez mas utilizando la misma curva pero
con representacién paramétrica distinta podr 4 comprobarse lo dicho antes
referido a que el valor de una integral de linea no varia segun la representa-
cién paramétrica usada. Dicha curva podra representarse con la funcion:

B(t) =ti+1t2, donde 0<t<1

Esto conlleva a la relacién:

3, By, 3,1, s 31 3
FIBWIF (1) = (70 + (1 + 12)) (i + 5t2j) =12 + St2 + o
Cuya integral desde 0 a 1 es % , como antes. Esto comprueba que el
valor de la integral es independiente de la representacion parametrica para
la curva. Esta es una propiedad general de las integrales de linea que se
demuestra a continuacién:



Capitulo 5

Propiedades fundamentales
de las integrales de linea

Al definirse en funcién de las integrales ordinarias, las integrales de liinea
comparten muchas de las propiedades de estas. Por ejemplo tienen la pro-
piedad de linealidad respecto al integrando:

/(af+bg)d:n:a/fdm+b/gdx

Y la propiedad aditiva de la integracién

/Cfd:c:/ledx—i— CQfdw

Donde las dos curvas C1yC5 forman la curva C. Es decir, C es la grafica
de una funcién « definida den un intervalo [a,b], y las curvas C1yCsy son
las representaciones graficas de «(t) al variar en los subintervaloes [a,c][c,b]
respectivamente, para un C que cumple a < ¢ <b

Seguidamente se estudia el comportamiento de las integrales de linea al
efectuar un cambio de parametro. Sea o un camino continuo definido en un
intervalo [a,b] , sea "u” una funcién real derivable, de modo que u’ nunca
sea cero en un intervalo [c,b] , y tal que el recorrido de u sea [a,b] . Entonces

la funcién 3 definida en [c,d] por la ecuacién

B(t) = afu(t)]

Es un camino continuo que tiene la misma grAiﬁca que a. Dos caminos
a y [ asi relacionados se llaman equivalentes. Se dice que proporcionan
distintas representaciones paramétricas de la misma curva. Se dice que la
funcién y define un cambio de parametro.

10
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En la siguientes figuras el cambio de pardmetro definido por u=h(t) En
la imagen de la izquierda la funcién h conserva la orientacién. En la imagen
de la derecha invierte la orientacién.

Sea C la grafica comun de los dos caminos equivalentes oy 3 . Si la deri-
vada de u es siempre positiva en [c,d] la funcién u es creciente y decimos que
los dos caminos « y § originan C en la misma direccion. Si la derivada de u
es siempre negativa decimos que a y 3 originan C en direcciones opuestas.
En el primer caso se dice que "u” conserva la orientacién; y en el segundo
caso que u invierte la orientacién, como se muestra en la imagen anterior.

El teorema siguiente demuestra que una integral de linea no varAa al

efectuar un cambio de parametro que conserva la orientacién. Se da por
supuesto que existen las dos integrales: [ fda e [ fdf

5.1. Comportamiento de una integral de linea fren-
te a un cambio de parametro

Si v y 8 son dos caminos equivalentes regulares a trozos entonces se tiene

| rda= [ yas

Si a y B originan C en la misma direccion

| fda = [ ras

Si a y B originan C en direcciones opuestas

| 1= [ as

11



5.2. Demostracion

Basta demostrar el teorema para caminos regulares; luego se aplica la
propiedad aditiva con respecto al camino de integracién para deducir el re-
sultado para caminos regulares a trozos.

La demostracién es la aplicacion de la regla de la cadena. Los caminos
a 'y [ estan ligados por una relacién de la forma §(t) = «afu(t)], estando
u definida en un intervalo [c¢,d] y « en un intervalo [a,b]. De la regla de la
cadena resulta:

Por consiguiente:

d d
[ a5 = [ slowp wad = [ sakuafueod

En la dltima integral se realiza la sustitucién v=u(t), dv=u’(t) y se
obtiene que:

u(d) , B b , _
| fa5 = [, Tata @) =+ | @@’ @de = £ [ fa

En donde se utiliza el signo + si a@ = u(c) y b = u(b), y el signo - si
a = u(d) y b = u(c). El primer caso se presenta si o y 3 originan C en la
misma direccién. El segundo si originan C en direcciones opuestas.
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Capitulo 6

Integrales de linea de campos
escalares

Supongamos una funcién definida en el plano,F : 7> — R, que deno-
taremos F(x, y), y una curva parametrizada C, dada por las ecuaciones
mostradas en el apartado

A una funcién como F(x, y) se la llama campo escalar, porque se puede
pensar que nos dice, para cada punto (x, y) del plano, cuél es el valor de una
magnitud numérica (o escalar) definida sobre el plano. Por ejemplo, podria
darnos la temperatura en cada punto de una plancha metélica.

Se llama integral de linea del campo F(x, y) a lo largo de la curva C,
entre los puntos P = (xp,up) y Q = (24,uq) y se denota por [, F(s)ds a la
integral de una variable dada por:

[ P00 702 + o @R

P

En esta expresion,t,, t, son los valores del pardmetro ”t” para los cuales
la curva pasa por P = (xp,up) ¥ Q = (x4, uq), respectivamente.

Si cambiamos la orientacién de C, la integral anterior cambia de signo,

ya que:
tP tQ
Jo =

Se considera que si la curva C pasara por alguno de estos puntos para
mas de un instante t, no se sabria cual de esos instantes tomar para calcular
la integral. Por eso, se supondra que las curvas parametrizadas con las que se
trabaja no tienen autointersecciones (se dice a veces que son curvas simples).
Por ejemplo, una circunferencia.
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C = { E=CSt 4 e 10,2n],
Yy —=sint

no tiene autointersecciones, pero la curva (que tiene la grafica de un 8)

CE{ F = §in2t e [0,2q],

il
T

y=cots

tiene una autointerseccién en (x, y) = (0, 0). Pasa por este punto para

los valores
; ™ ; 3T

2
6.1. Ejemplos de una integral de linea de campo

escalar

A continuacién se muestran dos ejemplos de integrales de linea de campo
escalar

1. Se procede a evaluar la integral de linea del campo F(X,y):%3 a lo

largo de la pardabola y = % entre los puntos (0,0)(2,2)

Lo primero que hay que hacer es parametrizar la parabola(recuérdese
el método citado anteriormente para las curvas no parametrizable,

es decir, tomar f(t) =t y g(t) = % Los valores del pardmetro t para
los cuales la pardbola pasa por (0,0) y (2,2) son, respectivamente, t=0,
t=2. Ahora, ya podemos aplicar la férmula de la integral de campo
descrita anteriormente.

t=2 t2 2 t3 2
/ F(t,i)\/l—kﬂdt:/ t—Q\/lth?dt:/ 2tV 1+ t2dt
t 0 5 0

=0

/ F(s)ds = 2(1 +12)z|) = g(\/%— 1)
c 3 3

14



(-2.0) (2,0)

Figura 6.1: Representacion del alambre

2. Un alambre tiene la forma de una semicircunferencia de radio a. La
densidad lineal de masa en un punto P es directamente proporcional
a la distancia de P a la recta que pasa por los extremos del alambre,
y se quiere determinar cudl es la masa total.

El primer paso consiste en situar el alambre en un sistema coordenado
sobre el plano, como en la figura: Ahora, obsérvese que la densidad
puede interpretarse como un campo escalar: lo que nos dicen es que en
cada punto P = (x, y) de la curva que describe el alambre, la densidad
es:

Mz, y) = ky

(donde k es la constante de proporcionalidad), ya que y es la distancia
de P a la recta que pasa por los extremos. Calcular la masa total equi-
vale a sumar la densidad sobre todos los puntos de la curva, y asi lo que
queremos calcular es m = [~ A(s)ds, donde C es la curva que describe
el alambre, la semicircunferencia de radio a. Una parametrizacién para

C es:

C‘;{ EEMS e T

Y = asind

Esta parametrizacién tiene orientacién antihoraria, es decir, comienza
en (a, 0) parat = 0y pasa por (—a,0) en t = 7. Aplicando la definicién
de integral de linea:

m= / A(s)ds = / kasint\/ a2sin’t 4+ a2cos’tdt = kaQ/ sintdt =
c 0 0

= —ka®(cont)|§ = 2ka?
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Capitulo 7

Integrales de linea de campos
vectoriales

Una aplicacién diferenciable F' : ™ — R" se dice que es un campo vec-
torial de n dimensiones. Normalmente se trabajara con las dimensiones 2 y
3. Un campo F asigna un vector (de R,,) a cada punto de R,, con el objetivo
de que la orientacién de esos vectores no sufra variaciones bruscas.

Primero se describird la situaciéon de n = 2 dimensiones. La accién del
campo F serd descrita como F(x,y) = Fi(z,y)i+ Fa(x,y)j o como F(z,y) =
(Fl(z,y), F2(x,y)), indistintamente. Ahora, al igual que con las integrales
de campos escalares, dada una curva parametrizada:

cz{ _:;':f(t) t € [a,0]

=

—
=

S

podemos considerar la integral de F a lo largo de C.
Se llama integral de linea del campo F(x,y) a lo largo de la curva C,
entre los puntos P = (zp,yp) v Q = (24, yq) a la integral:

tQ tQ
/ Fi(z,y)dx + Fy(z,y)dy
tP tP

Simplificando la expresién anterior nos quedaria la integral siguiente:

/C Fi(z,y)dz + Fa(x,y)dy

Nuevamente ¢, y t, son Is valores del pardmetro t para los cuales la cur-
va pasa por P = (zp,yp) ¥y Q = (x4, yq), respectivamente.Obsérvese que la
integral de linea de campo descrita anteriormente tiene los extremos expre-
sados en funcién del pardmetro t. Por tanto, habra que hacer un cambio
de variable para convertir dx y dy en dt. La tactica para conseguirlo, es la
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misma que se emplea en los cambios de variable de las integrales usuales:
diferenciando las ecuaciones paramétricas de C descritas anteriormente en
este mismo apartado para obtener dx y dy en funcién de dt.

dx=f"(t)dt
dy=g’(t)dt

A continuacién se mostrard un ejemplo.

7.1. Ejemplo de una integral de linea de campos
vectoriales

Evaltiese la integral de linea del campo F(x,y) = (zy,2?) a lo largo de
la curva C con las siguientes ecuaciones paramétricas:

) = i
C‘:{ Y= 32 9 ,tc[l,S]

En este caso, tenemos que

Fl(-fU,y) = xyaFQ('rvy) = $‘2

y,por tanto, lo que queremos es [ zydz +2x%dy. De las ecuaciones de C resul-
ta, segin las ecuaciones pardmetricas descritas anteriormente para obtener
dxy dy en funcién de dt:

dx=(3t-1)dt=3d¢
dy=(6t-2)dt

, donde sustituyendo

5/3
/ pyda + 22dy — / (3t — 1)(3t2 — 26)3t + (3t — 1)2(6t — 2))dt =
C 1

5/3
= / (813 — 81t% 4 24t — 2)dt = 58
1
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Capitulo 8

Integrales de linea con
respecto a la longitud de arco

Sea v un camino con derivada o’ continua en un intervalo [a,b]. La grafica
de « es una curva rectificable. La correspondiente funcién longitud de arco
7s” estd dada por la integral

¢
st) = [ lle'@)ldu
La derivada de la longitud de arco tiene por valor

s'(t) = [la’(D)]]

Sea ¢ un campo escalar definido u acotado en C, la grafica de a. La
integral de linea de ¢ con respecto a la longitud de arco a lo largo de C se
presenta con el simbolo [ ¢ds y se define por:

/Ccpds = /abgo[a(t)]s’(t)dt

Siempre que exista la integral del segundo miembro.

Consideremos ahora un campo escalar ¢ dado por pla(t)] = fla(t)]T(t)
que es el producto interior de un campo vectorial f, definido por C, por el
vector tangente unitario T'(t) = (fl—g‘). En este caso la integral de linea [ ¢ds
coincide con esta otra, [ fda debido a:

Cuando f representa una velocidad, el producto interior f7T es el com-
ponente tangencial a la velocidad, y la integral de linea fT'ds es la integral
de flujo de f a lo largo de C. Cuando C es una curva cerrada la integral de
flujo es la circulacién de f a lo largo de C. Estas denominaciones se usan
corrientemente en la teoria del flujo de fluidos.
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8.1. Ejemplo de una integral de linea con respecto
a la longitud de arco

Evalie [, 2xds,donde C es la curva descrita por el arco de la parabola
y =22 de (0,0) a (1,1)

(0.0)

2

Parametrizando y = x* x=x, en el pardmetro x (y'(z) =2z 2'(z) = 1)

1 1
2xds = / 2x4/1 + (22)2dx = / 221 + 4x2dx
/C' 0 ( ) 0

1 /1 12 3 5v5 — 1
= 1+422)2 = ~S(1+422)2 ) = ==
1] et = et = 2

[NIES
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Capitulo 9

Teorema de Riemann-Green

El teorema de Riemann-Green establece la relacién entre una integral de
linea alrededor de una curva C cerrada y simple, y una integral doble sobre
la regién plana R limitada porC . Este tipo de teoremas resulta muy itil ya
que dados un campo vectorial y una curva cerrada simple sobre cual hay
que integrarlo, puede elegirse la posibilidad mas simple entre poder integrar
el campo directamente sobre la curva o bien integrar la diferencia de sus
derivadas parciales cruzadas sobre un recinto que esté delimitando la curva.
Por otro parte, la relacién asi establecida entre la integral de la linea sobre
una curva y la integral doble sobre la region interior a ésta, permite a veces
obtener informacién sobre una funcién o su integral en un espacio a partir
del comportamiento de esta funcién sobre la frontera de dicho recinto.
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Capitulo 10

Demostracion Teorema de
Riemann-Green

Sea C una curva simple y cerrada, suave a trozos y orientada positiva-
mente, y sea F(x;y) = (P;Q) un campo vectorial cuyas funciones coordenadas
tienen derivadas parciales continuas sobre una regién abierta que contiene a
la region R acotada por C. Entonces:

/Cde+Qdy://R{3cj—g§}d:ﬁdy

Ahora se procedera a verificar el teorema de Riemann-Green demostran-
do que:

L Jo Pdz = — [ [5[2)dy
2. JoQda = [ [32Q]da

y
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Donde R es la region acotada por la curva.Para la primera parte, primero
proyectamos la regién R sobre el eje X.

Sea C la curva cerrada que determina la frontera de la region R.

Se forma la curva C1, descrita por la funcién y1( x ); y la curva C2
descrita por la funcién y2( x ).

C1 esta definida por yi(z);a < z < b C2 estd definida por ya(z);a <
rz<b

Calculando la integral siguiente:

OP(z,y) B b v2(¥) 9P (z,y) _ b -
/Lzé@M@L<L@<%@»MAWQWWW?@%@WM

= —/ab(P(a:,yQ( )dx— / P(z,y1(x))dx = Pda:

f’Pd /:/ 8P‘”y<1d

Por lo que obtenemos que:

fpm_ //8ny

Ahora proyectaremos la region R sobre el eje Y

Pdx = —7{ Pdx
Cq C

l}!

Sea C la curva cerrada que determina la frontera de la regién R.

Se forma la curva D1, descrita por la funcién z1(y); y la curva D2 descrita
por la funcién za(y).

D1 esté definida por z1(y); ¢ < 2 < d D2 estd definida por z2(y);c < z < d

Ahora calculamos la otra parte de la demostracién del teorema:
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[ [ A dray = /cd ( /:2@ 2Qa.) dx) iy~ [ Qs ), 1)~ Qw1 (), )y —

1(y) z

—/ dy+/Qa:1 dy:ﬁh@dy—i-ﬁ)l@dy:j{c@dy

Con lo que nos queda

fra= |

Sumando lo que nos queda, demostramos el teorema

[racsan= 323
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Capitulo 11

Aplicaciones Teorema de
Riemann-Green

11.1. Calculo de Integrales Curvilineas

Una aplicacién muy importante de este teorema es el calculo de integrales
curvilineas mediante el teorema de Riemann-Green (la transformacién de
integrales de linea en integrales de dobles), como puede verse a continuacién
en este par de ejemplos:

11.1.1. Ejemplos de calculo de integrales curvilineas

1. Aplicar el Teorema de Riemann-Green para evaluar la integral, §(5y —
42%)dx + (22 —6%)dy donde C es la curva que acota la regién mostrada
en la siguiente gréfica:

24



LS .
i 'X\ 1 [ /
. P -
M\"-\. i — | .-"-.
"'\.\_\_\_H-\- [ o
1 1 I S S s S I '---j-l = 1 1
g g g et 3

La ecuacién del Teorema de Riemann-Green es:

/CPd:x—i-Qdy://Rr;(j—?;}dxdy

de manera que para resolver la integral de linea cerrada por medio de
este teorema, se realizara el siguiente proceso:

a) Identificar Py Q
P=5y—4z? y Q=2z—g¢¥

b) Obtener 29 — 2P

ox oy aQ
R )
oz
oP
67; =95

c) A partir de la gréfica, plantear los limites de integracién, donde
claramente se aprecia que:

:L‘Q—:Egygl—x
—1<z<1

d) Sustituir toda esta informacién en la ecuacién del Teorema de
Riemann-Green y resolvemos la integral:
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1 l—z
j{(t’)y — 4z dz + (20 — 6%Y)dy = / /2 (2 — 5)dydz
—1Jx*—=x
1 fl-z 1
/ / —3dydx = —3/ [y]i,;fxdx
—1J22—2 -1

1 1
—3/ [1—x—$2+x]dx:—3/ (1 — z%]dx
—1 -1

e) Entonces, para la curva inticada tenemos que:

%(53} — 4z dx + (20 — 6%)dy = —4

26



Bibliografia

http://www.eva.com.mx/sia/ingenieria/ejercis/calculovec/mediou9.htm

http://www.uantof.cl/facultades/csbasicas/Matematicas/
academicos/emartinez/calculo3/green.ppt.

http://forum.lawebdefisica.com/threads/5013-%C2%
BFMe-explican-las-integrales—-de-linea-y-las-integrales-cerradas

http://galia.fc.uaslp.mx/~jvallejo/integrales_linea.pdf
http://es.wikipedia.org/wiki/Integral_de_1%C3%ADnea
http://webcache.googleusercontent.com/search?q=cache:
J191Ha4x9B4J : www. abrakadabra.com.ve/Curvas%2520en72520el,
2b520espacio.doc+integral+de+lineatrespecto+atunatlongitud+

det+arco&cd=3&hl=es&ct=clnk&gl=es&client=firefox-a

Calculus; Vol. 2, Tom M. Apéstol; Editorial reverte, s.a. 1977

27


http://www.uantof.cl/facultades/csbasicas/Matematicas/academicos/emartinez/calculo3/green.ppt.
http://www.uantof.cl/facultades/csbasicas/Matematicas/academicos/emartinez/calculo3/green.ppt.
http://forum.lawebdefisica.com/threads/5013-%C2%BFMe-explican-las-integrales-de-linea-y-las-integrales-cerradas
http://forum.lawebdefisica.com/threads/5013-%C2%BFMe-explican-las-integrales-de-linea-y-las-integrales-cerradas
http://galia.fc.uaslp.mx/~jvallejo/integrales_linea.pdf
http://es.wikipedia.org/wiki/Integral_de_l%C3%ADnea
http://webcache.googleusercontent.com/search?q=cache:Jl9lHa4x9B4J:www.abrakadabra.com.ve/Curvas%2520en%2520el%2520espacio.doc+integral+de+linea+respecto+a+una+longitud+de+arco&cd=3&hl=es&ct=clnk&gl=es&client=firefox-a
http://webcache.googleusercontent.com/search?q=cache:Jl9lHa4x9B4J:www.abrakadabra.com.ve/Curvas%2520en%2520el%2520espacio.doc+integral+de+linea+respecto+a+una+longitud+de+arco&cd=3&hl=es&ct=clnk&gl=es&client=firefox-a
http://webcache.googleusercontent.com/search?q=cache:Jl9lHa4x9B4J:www.abrakadabra.com.ve/Curvas%2520en%2520el%2520espacio.doc+integral+de+linea+respecto+a+una+longitud+de+arco&cd=3&hl=es&ct=clnk&gl=es&client=firefox-a
http://webcache.googleusercontent.com/search?q=cache:Jl9lHa4x9B4J:www.abrakadabra.com.ve/Curvas%2520en%2520el%2520espacio.doc+integral+de+linea+respecto+a+una+longitud+de+arco&cd=3&hl=es&ct=clnk&gl=es&client=firefox-a

	MEMORIA DEL PROYECTO 1
	4.-  Calcular     extendida a la región del primer cuadrante limitada por  .      Solución: 1/16

	integracion numerica 2
	MEMORIA DEL PROYECTO-3
	integral 4
	Conceptos Previos
	Concepto de Integral
	Concepto de derivada y derivada parcial

	Curvas Parametrizadas
	Ejemplo de parametrización de una curva

	Introduccion a la Integral de Línea
	Caminos e Integrales de Línea
	Ejemplo de una integral de línea

	 Propiedades fundamentales de las integrales de línea
	Comportamiento de una integral de línea frente a un cambio de parámetro
	Demostración

	Integrales de línea de campos escalares
	Ejemplos de una integral de línea de campo escalar

	Integrales de línea de campos vectoriales
	Ejemplo de una integral de línea de campos vectoriales

	Integrales de línea con respecto a la longitud de arco
	Ejemplo de una integral de línea con respecto a la longitud de arco

	Teorema de Riemann-Green
	Demostracion Teorema de Riemann-Green
	Aplicaciones Teorema de Riemann-Green
	Cálculo de Integrales Curvilíneas
	Ejemplos de cálculo de integrales curvilíneas




