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Capitulo 1. IDENTIFICACION DEL PROBLEMA Eliécer Alth Bermudez

Capitulo 1. IDENTIFICACION DEL PROBLEMA

El presente estudio trata acerca de la comprenstah Concepto de Integral
Definida de estudiantes universitarios en el maleda teoria “APOE”. El estudio de la
comprension de los conceptos matematicos es un ccagep gran interés para la
investigacion en Educacion Matematica, por tantopestra investigacion profundizamos
en el desarrollo de la comprension de éste conamtiematico, concretamente en los
distintos niveles de desarrollo del esquema delceio de Integral Definida, con
estudiantes de tercer afio de Licenciatura de Mateas, en un rango de edad de 18 a 32
afos. El ambito en el que se ubica el trabajozaddi es en el de la linea de investigacion
en Didéactica del Analisis Matematico y en el canmgel Pensamiento Matematico

Avanzado.

En este primer capitulo realizaremos unas bresfésxiones sobre el aprendizaje y
la comprension de los conceptos matematicos panarear el centro de atencién de esta
tesis doctoral, nos centraremos en el tratamieattadntegral Definida en los libros de
texto del Bachillerato y de Universidad con objé¢oentresacar los elementos matematicos
gue configuran este concepto, y posteriormentedalbemos la comprension de Integral
Definida como ambito de investigacion. Finalmentemiularemos el problema de

investigacion, asi como los objetivos y las hipétde la investigacion.
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1.1. Reflexiones sobre el aprendizaje y comprension digs conceptos matematicos.

El Andlisis Matematico es una de las materias domehtales de los planes de
estudios universitarios, y su aprendizaje tiene gele con procesos cognitivos como
abstraer, analizar, categorizar, conjeturar, reptes, conceptualizar, inducir y visualizar,
definir, demostrar, formalizar, generalizar y siiz@ caracteristicos del Pensamiento

Matemaéatico Avanzado.

En este sentido, un ndmero importante de investgas de tipo cognitivo en
Didactica de las Matematicas se centran en el iestied los problemas de aprendizaje del
Andlisis Matematico. Entre ellos, Dreyfus y Eisengp€1990) sefialan que el Analisis
constituye la rama de la Matematica Avanzada que te@po ocupa en la ensefianza
institucionalizada actual, y su aprendizaje posegran niumero de dificultades no triviales
gue requieren de su estudio. Por ello, el Anafisssilta ser un campo privilegiado para el

planteamiento de problemas de investigacion.

Muchos son los conceptos propios del campo deligis@&ateméatico que han sido
motivo de estudio por parte de algunos investigegloaiqui s6lo mencionaremos algunos
de los realizados en Espafia como el de Azcaradé €1996) en el que se presenta una
propuesta sobre el aprendizaje del concepto dgrhita partir de la integracion numérica
de forma independiente y anterior al concepto dizalda; el de Sierra., Gonzalez. y Lépez
(1999) sobre la evolucion histérica del conceptdiahite funcional en los libros de texto
de bachillerato y COU; o el que estos mismos astdserra., Gonzalez y Lopez (2000)
hicieron sobre las concepciones de los alumnos abhilkerato y COU sobre limite
funcional y continuidad; el de Blazquez y OrtegdDO®) sobre los sistemas de
representacion en la ensefianza del limite; o &alezdlez (2002) sobre los sistemas de
representacion del Analisis Matematico desde umappetiva historica utilizados en la
ensefianza de los puntos criticos; y varias inegtges de Camacho et al. (2008) como

un estudio de casos sobre el aprendizaje de lgradt®efinida en diversos contextos.
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En algunas de estas investigaciones se han idawlifi dificultades y errores
persistentes en los estudiantes relacionados corapetndizaje de los conceptos
matematicos, y sin lugar a dudas todas han sidgparte fundamental como referencias en
el desarrollo posterior de otros estudios que tiegee ver con la comprension y el

aprendizaje de los conceptos matematicos en general

Como se ha indicado, algunas investigaciones pdeemanifiesto las dificultades
gue tienen los alumnos en la construccion de loseqtos, al estar asociados a imagenes
débiles de los conceptos matematicos, a utilizatosn nivel exclusivamente algoritmico

y/o memoristico y al estar relacionados con cornioeps erroneas.

En relacion con estos conceptos matematicos, taame del estudiante evoca algo
gue generalmente no es la definicion del concegmo, lo que se denomirncept image
(imagen del concepto), que consiste en “toda lai@stra cognitiva de un sujeto asociada a
un concepto matematico y que incluye todas las émég mentales, las propiedades y los
procesos asociados al concepto. Se construyeagglo de los afios por experiencias de toda
clase y va cambiando segun el individuo madura guemira nuevos estimulos” Tall y
Vinner (1981, p. 152). Esta imagen del concept@ dstmada por representaciones
visuales, recuerdos de experiencias con el congeptgistro de ejemplos. La imagen del
concepto, es entonces, toda la estructura cognétbeiada a una nocidn matematica,
aunque no sea necesariamente coherente en todontooy@eque los estudiantes pueden
evocar imagenes contradictorias en momentos difsse/na imagen mental (Azcarate y
Camacho, 2003) es el conjunto de todas las imagmuesadas al concepto en la mente del
sujeto, incluyendo cualquier tipo de representadéinconcepto matematico que puede ser
gréfica, numérica, o simbdlica entre otras. En daadefinicion del conceptse refiere
a “una definicién verbal, a un conjunto de palalppasa especificar un concepto” (Tall y
Vinner, 1981, p. 152).

Asimismo, cuando un estudiante se enfrenta aanea ton relacion a un concepto
matematico, generalmente esperamos que la définseia activada para que le ayude en la

resolucion de la tarea, sin embargo, eso no esdaygele ocurrir. Usualmente el estudiante
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no utiliza la definicion y responde de acuerdo airsagen del concepto. El caracter,
adecuado o no, de las imagenes, propiedades yspoapie integran la imagen del
concepto puede llevar a la aparicion de errorescensistencias. El conflicto entre la
imagen del concepto y la definicion del concepgmifica, en la practica, la ausencia de

una verdadera comprension del concepto por palrtdudano.

Estas reflexiones son fundamentales, teniendo entawel papel que juegan las
definicionesy las representacionesentales en la comprension y construccion de los
conceptos matematicos. En relacion a las definksi@stas representan, mas que cualquier
otro aspecto, el conflicto entre la estructura deptopia Matematica y los procesos
cognitivos necesarios para la adquisicion de urcejmio matematico por parte del sujeto
(Vinner, 1991).

Se supone que adquirir un concepto significa tanarimagen conceptual de forma
gue se asocien ciertos significados a la palabma dgsigna el concepto: imagenes
mentales, propiedades, procedimientos, experiens@ssaciones, ademas, de tener un
dominio de la complejidad y construccion del cotegporque muchos alumnos recuerdan
de memoria la definicibn de un concepto productdadmstruccion previa pero cuando

tienen que utilizarlo no saben como hacerlo o ehale forma errénea.

En lo que se refiere a las representaciones, demgyius y Eisenberg (1990) estas
tienen una importante funcibn en Matematicas. Haye odistinguir entre las
representaciones simbolicas y las mentales. Laggeptaciones simbdlicas involucran
relaciones entre los signos y sus significados representaciones externas que tienen una
finalidad comunicativa. Las representaciones mestaon aquellas que recogen la
generacion de imagenes, ejemplos o aspectos déeda objeto. Son representaciones

internas y propias de cada sujeto.

Estos aspectos, tienen relacion con la investigagie aqui presentamos, puesto
gue el objeto de estudio es la comprension de noeio matematico con el objetivo de

caracterizar los niveles de desarrollo del esquedetaconcepto de Integral Definida que
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tienen los estudiantes universitarios.

El concepto de Integral Definida es uno de los eptas fundamentales del Analisis
Matemaético, se incluye en el curriculo de diferertarreras y, en concreto, aparece en el
plan de estudios de la Licenciatura de MatematimsColombia; por tanto resulta de
interés el analisis de su comprension. La compberdg un concepto matematico es basica
para la construccion del conocimiento; al respe®@eoeyfus (1991) manifiesta que
comprender es un proceso que tiene lugar en laentkttestudiante y es el resultado de
una larga secuencia de actividades de aprendinagamte las cuales ocurren e interactian

una gran cantidad de procesos mentales.

El aprendizaje del concepto de Integral Definidke acuerdo con nuestra
experiencia y los resultados obtenidos en divemsasstigaciones, presenta dificultades
para los estudiantes que se manifiestan mediantgilizacion mecanica, algoritmica y
memoristica de su definicidon; no logran establagea conexion entre el pensamiento
numeérico, algebraico, geométrico y analitico; trepeoblemas para interpretar las gréaficas
de &reas bajo curvas cuando la gréfica de ladanuasa de ser positiva a ser negativa o
presenta discontinuidades; en otros casos pieasamelgral s6lo asociada al concepto de
area pero aislada de otros contextos; y demuedifianltades para aplicar las propiedades

de la Integral Definida.

Resumiendo, los problemas en el aprendizaje delepio de Integral Definida, se

pueden sintetizar de la siguiente forma:

» Generalmente los estudiantes identifican “Integeali “primitiva”. La integral para
ellos no comporta ningdn proceso de convergencia tampoco un aspecto
geométrico. Es por tanto, un proceso puramentebeEy®, mas o menos
complicado, de modo que un estudiante puede condisersas técnicas de
integracién e incluso saberlas aplicar, y al misimmpo, no ser capaz de aplicarlas
al calculo de un area o ignorar por completo quélas sumas de Riemann. La

primera imagen que evocan muchos estudiantes sdbgral es la de “hallar una
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funcion de la que se conoce la derivada”.

Los estudiantes generalmente identifican las lategrDefinidas con la regla de
Barrow, incluso cuando esta no pueda aplicarseelEsaso de los resultados

encontrados por Mundy (1984), donde un porcentiéjede estudiantes no supo
ik
responder a la pregunta: ¢ Por ({glﬁ_zdﬁ [—X_l]l_1 =(—Z|)—1=—2, es incorrecto?

Esto pone en evidencia que el estudiante no s@oodece las condiciones para
poder aplicar la regla de Barrow, sino que adem#sstra una desconexion entre la
definicién del concepto de Integral Definida yraaigen particular que tiene de este

concepto matematico.

Falta de relacion entre el concepto de Integralidf y el de area. Muchos
estudiantes no distinguen entre la Integral Defiridmo area y la Integral Definida
como calculo algebraico, porque no establecen anexiton entre la representacion
gréfica y la representacion algebraica de una umgino son capaces de calcular el
area bajo una curva a partir de su grafica. Ensatesos porque el estudiante no
tiene los conceptos previos necesarios para raskalvarea satisfactoriamente. En

este sentido, Mundy (1984) encontr6 también que9b® de los estudiantes

3
respondieron incorrectamente a la pregunta: Cal¢alj§l_3‘X+2‘ld>§ en la que les

plante6 varias opciones de respuesta; porque rensalegrar la funcién valor
absoluto y no han logrado establecer una relaciéne ¢éa representacion algebraica

formal y la visualizacion gréfica de la funcién.

Otros estudios, han demostrado el predomino delonadgebraico sobre el gréfico

que tienen los estudiantes al resolver tareas deul@dntegral, hay un dominio de los

procedimientos algoritmicos frente a los aspectoeeptuales. Al respecto, Orton (1980),

(citado por Azcarate et al. 1996, p. 15) pone denifiesto que existe “un nivel

relativamente bueno en la manipulacién de los #fgos algebraicos que aparecen en los

calculos de primitivas de funciones y, sin embadificultades en la conceptualizacion de

los procesos de limite asociados al concepto deghalt Definida; por ejemplo, pocos
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alumnos fueron capaces de expresar de forma cargeet el valor exacto del area bajo
una parte de una pardbola se podia obtener coméniéé de sumas de franjas
rectangulares”. Asimismo, hablan de otras difidéten el calculo de areas limitadas por
curvas que presentan valores negativos o discoddides, y afirman que “en palabras de
Orton muchos estudiantes demuestran saber lo gaentique hacer, pero cuando se les
pregunta acerca de su método no saben realmentguéoio hacen de esta manera”
(Azcarate et al. 1996, p. 15).

Por todo lo anterior, consideramos que el aprejalidal concepto de Integral
Definida es un foco importante de investigaciongle justifica esta investigacion. Se
tratara de analizar los diferentes niveles de del§adel esquema del concepto de Integral
Definida que tienen los estudiantes universitagios acaban de estudiar, por primera vez,
éste concepto matematico. Para lo cual primeroni@seun analisis estructural del
contenido, atendiendo a coémo aparece el desarcaliocular del concepto de Integral

Definida en los libros de texto del bachilleratdeyuniversidad.

1.2. La Integral Definida en los libros de texto del bchillerato y de universidad.

Hemos realizado una revision de libros de textdathillerato y universidad para
saber cdmo se presenta en ellos el concepto dgrdahtBefinida y, asi, determinar los
elementos matematicos que configuran este condepgdibros de texto que se escogieron
para dicho andlisis pertenecen a editoriales de djfasion a nivel de Espafia en el caso de
los textos del bachillerato e internacional como ekscaso de los libros de texto
universitarios. Son cinco textos de bachilleratoinco de universidad y a continuacion

indicamos la referencia correspondiente a cadadaredlos.

a. Libros de texto de bachillerato.

» Anzola, M. y Vizmanos, J. R. (2003} iencias de la naturaleza y de la Salud y
Tecnologia. Algoritmo, Matematicas 2, Bachillerd#adrid: SM.
» Biosca, A., Espinet, M. J., Fandos, M. J. y JimeMo,(1999). Matematicas I,
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Bachillerato.Barcelona: Edebé.

= Colera, J., Olivera, M. J. y Fernandez, ($997). Matematicas Il, Bachillerato
LOGSE Madrid: Anaya.

» Abellanas, L., Garcia, J. C. y Martinez, C. (199@atematicas 2, Bachillerato
LOGSE Madrid: McGraw-Hill.

= Rodriguez, E., Ayuso, M. B., Pinedo, C., Lépezy ®iez, A. (1993)Matematicas
Il COU. Zaragoza: Edelvives.

b. Libros de texto universitarios.

= Larson, R., Hostetler, R. P. y Edwars, B. H. (20@2lculo | (72 ed.). Madrid:
Piramide.

= Bradley, G. L. y Smith, K. J. (2000falculo de una variable(Vol. 1). Madrid:
Prentice Hall.

» Garcia, A., Gutiérrez, A., Rodriguez, G., Garéia,Lopez, A. y De la Villa, A.
(1994). Calculo | Teoria y problemas de Andlisis Matemat&wo una variable.
Madrid: Clagsa.

= Apéstol, T. M. (1991)Calculus, Célculo con funciones de una variables coa
introduccion al algebra lineal(\Vol. 1). (22 ed.). Barcelona: Reverteé.

» Leithold, L. (1982)EI Calculo con Geometria Analitiqd? ed.). México: Harla.

Estos textos se escogieron porque se trataba,ireergugar, de analizar como se
empieza a desarrollar el concepto de Integral fien el bachillerato y cémo se produce
el paso a la universidad ya que la poblacion oljet@sta investigacion, no ha estudiado
este concepto hasta que inicia sus estudios sugepen segundo lugar, porque esto nos
permitid determinar los elementos matematicos qufiguran la nocion de Integral

Definida para hacer la descomposicion genéticastieadncepto.

En cada uno de los dos niveles educativos logege consider6 coémo esta
organizada la unidad didactica de la Integral Definqué conceptos se incluyen y qué

tipos de problemas se presentan, (ver tablas 1)—PHda cada tabla, la columna de la
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izquierda representa los epigrafes literales dea ¢edto y la columna de la derecha
presenta los conceptos abordados en cada unoaeepdgrafes. En la dltima fila de cada
tabla se describe el enfoque metodoldgico de lagidades asi como un recuento de los

problemas y los ejercicios de aplicaciéon teérigmocedimental.

La tabla 11, representa el paso previo al resuinah (tabla 12), y consta de dos
columnas, la de la izquierda contiene un listaddodetemas mas frecuentes que estan
presentes en todos los libros de texto y la colude#a derecha una descomposicién de
todos los subtemas correspondientes a cada umms @delmentos matematicos indicados en

la columna de la izquierda.

Finalmente, la tabla 12, contiene la concreaiénlos elementos matematicos
encontrados para cada uno de los distintos libeotexito. En la columna de la izquierda
estan ubicados los elementos matematicos que apareiteradamente en los 10 libros de
texto analizados y en cada una de las columnas derécha se indica mediante un aspa la

presencia de dichos elementos en cada editorial.

El orden en que aparecen los elementos mateméigc@sque ver, por un lado con
la estructura formal como se presenta el conceptiemmatico en los distintos libros de
texto y por otro, con el proceso de construcciontalegque hace el alumno del concepto de

Integral Definida.

1.2.1. Libros de texto de bachillerato

Este libro de texto de la editorial SM, correspoadas Matematicas de segundo de
bachillerato, modalidades de Ciencias de la namealy la Salud y Tecnologia. En su
estructura curricular se identifican tres bloqueséticos: Aritmética y Algebra, Geometria,
y Analisis de funciones, y cada bloque tematic@ dstmado de diferentes unidades
didacticas. El concepto de Integral Definida aparat finalizar el bloque tematico del
Andlisis de Funciones en la unidad 19 y el conceptoo tal se desarrolla a partir de la

pagina 375 hasta la pagina 387, como se preseatatiauacion.
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Editorial Titulo Autores Ciudad Afio
SM Ciencias de la Naturaleza y de la Salud| fnzola, M., y Vizmanos, J Madrid 2003
Tecnologia. ALGORITMO, Matematicas 2. R.
_ Contenidos
Area de trapecios curvilineos Explicacion gréfica y algebraica.
Area bajo una curva Aproximacion.

Regla del Trapecio.
Area por rectangulos superiores e inferiores Suma superior y suma inferior

Area del recintoR( f (X) [a, b])

Integral Definida Integral definida como limite de rectangulos medios
Signo de la integral Definida: funciones positivasegativas

Propiedades de la Integral Definida. Enuncia cinco propiedades: unién de intervalose@sfes, suma o diferencialy
de la constante.

Tasa de variacién media e integrales: Teorema de la media: definicion y explicacion grafy algebraica.

Funcién Integral Definicién gréafica y analitica.

Derivada de la funcién Integral. Definicién y explicacion gréafica y algebraica.

Integral Definida er[a b] Teorema de Barrow: definicién y explicacion.

Integrales con Calculadora y ordenador. Instruesqgrara el manejo de la calculadora y el ordenador

Aplicaciones Area del recinto donde interviene fureion positiva y una negativa. Area del

recinto donde intervienen dos funciones.

Volumen de un cuerpo de revolucion.

VVolumen de un cuerpo por secciones: Teorema deli€ava

Ejercicios En algunos epigrafes aparecen ejercicios resueltos.

Al final de la unidad didactica aparecen 41 ejéosiae aplicacién tedrica
procedimental.

En las aplicaciones de cada apartado apareceit&gsnesueltos y un conjuntp
de 66 de caracter tedérico y procedimental pardversc

Tabla 1.1. Desarrollo de contenidos y actividadesobre la Integral Definida. Editorial SM.

Como puede notarse los elementos matematicos quecap en el libro de texto
tienen que ver con el area como aproximacion,esg éomo limite de una suma, la Integral
Definida, las propiedades de la Integral Definiglateorema de valor medio y el teorema
de Barrow, desarrollados tanto de forma gréficéizatido figuras geomeétricas, como
algebraica por medio de férmulas y expresioneshadgeas, y algin elemento matematico

esta representado de forma analitica.

El siguiente libro de texto de la editorial Edeleéta estructurado en unidades
agrupadas en tres bloques tematicos: Algebra Ji@@dmetria y Andlisis. Cada bloque se
inicia motivado con una referencia historica ydasdades estan estructuradas en: paginas
iniciales (contexto, objetivo, esquema Yy preparadgidesarrollo de la unidad (exposicién,
ejemplos, ejercicios y aclaraciones), resoluciorejeecicios y problemas, organizaciéon de
conocimientos (mapa conceptual), actividades yatesgjias de resolucién de problemas. El

concepto de Integral Definida se presenta en ldadhi5, al finalizar el bloque tematico
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del Andlisis Matematico, a partir de la pagina 828ta la pagina 341, y viene desarrollado

como se muestra a continuacion.

Editorial Titulo

Autores Ciudad Afo

Edebé Matematicas Il Bachillerato

Biosca, A., EspiM. J., Fandos, M. J., y Jimeno, M. Barcelopa 1999

Contenidos

Area bajo una curva.

Describe dos procedimientos gréaficos y algebra@msproximacion del area ba
una curva; a través de las sumas de areas degelttgin

Integral Definida.

Explicacion grafica, algebraica y analitica denlegral de Riemann.

Propiedades: Enuncia y explica 6 propiedades: syndiferencia de integraleq,

integral de una constante, unién de intervaloggirtles especiales y uso de La

comparacion.

Teoremas de integracion.

Teorema del valor medio del Célculo Integral: Iptetacion geométrica.
Teorema fundamental del Calculo: Enunciado y demacigin.
Regla de Barrow: Explicacion, demostracion y ejerapl

Areas de figuras planas: Area limitada por la geatie una funcion continua, el €]

de las abscisas y las rectds=a y X= by Area limitada por la gréfica de dq
funciones continuas y las rectd%=a y X=D.

(2}

Aplicaciones. Volumen de un sélido de revolucion: Explicacionfig@ y analitica, definicion
ejemplo.
Aplicaciones en fisica: Variacion del espacio redor; variacion de la velocidad
trabajo.
Al final de los epigrafes de teoremas y aplicaegoproponen un conjunto variado
resolucién de ejercicios y problemas.

Ejercicios. Finalmente proponen una coleccion de 33 ejerci¢amtividades) de aplicacié

tedrica y procedimental para resolver.

de

h

Tabla 1.2. Desarrollo de contenidos y actividadesbre la Integral Definida. Editorial Edebé.

En la tabla se pone de manifiesto que en la undi@éctica de Integral Definida

aparecen los elementos matematicos que hacen nateral area como aproximacion

utilizando sumas de areas de rectangulos, la Bilt&gfinida como el limite de una suma
de Riemann, las propiedades de la Integral Defigidas teoremas fundamentales y de

valor medio. Todos los elementos matematicos aparen los sistemas de representacion

gréfico, algebraico y algunos de forma analitica.

El libro de la editorial Anaya, que corresponde a& IMatematicas de las

modalidades de Ciencias de la naturaleza y de llad SaTecnologia, en su estructura

curricular presenta tres bloques temaéticos: AlgeBeometria y Funciones, y cada uno de

estos bloques tematicos esté a su vez organizadoidsdes didacticas. Al inicio del texto
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aparece un apartado sobre resolucién de problemasantiene consejos, estrategias y
demostracion. El concepto de Integral Definida est&l bloque temético de Funciones, en
la unidad 16, al final del texto desde la pagind B8sta la pagina 414. La unidad se inicia
con unas interpretaciones graficas, un panoramatelel y en el desarrollo las
explicaciones van acompafadas de ejemplos. Loseatesm matematicos que van
configurando el concepto de Integral Definida hado sdesarrollados utilizando los

sistemas de representacion grafico y algebraicaa@mos en la tabla siguiente.

Editorial Titulo Autores Ciudad Afo

Anaya Matematicas I Colera, J., Olivera, M. J., y Fernandez, S. Madrid 1997
2° Bachillerato LOGSE.

Contenidos
Aproximacién al area bajo una curva: explicaciéafiga y algebraica.
Integral de una funcién continua: explicacion grafy algebraica.
Integral Definida Areas negativas: explicacion para funciones pasitiznegativas.
Conclusion y ejemplos representados de forma grgfalgebraica.

A partir del concepto de Integral, enuncian 9 pedpdes y en la Ultima g
Propiedades de la Integral incluye el teorema del valor medio del Calculo dméé, con su demostracid
grafica y analitica.

=)

La funcion area.
La integral y su relacion con la derivada | Teorema fundamental del Célculo: enunciado, dewawiéh y ejemplos.

Regla de Barrow. Enunciado, demostracién y regla practica (reglBateow).

Célculo de areas Mediante Integrales Area comprendida entre dos curvas: explicacionéicgs y algebraicas para
funciones que cambian de signo.
Ejemplos.

Volumen de un cuerpo de revolucion. Definicién y ejemplos.

Ejercicios En cada uno de los epigrafes excepto en el de rigsiedades, aparecen

ejercicios resueltos a manera de ejemplo o exjfinade la teoria y otro
ejercicios propuestos para que los estudiantesseelvan.

Al final de la unidad didactica, se plantea unaeccibn de ejercicios Y
problemas resueltos y propuestos de aplicaciéiceegprocedimental.

Tabla 1.3. Desarrollo de contenidos y actividadesbre la Integral Definida. Editorial Anaya

En la tabla se pueden observar los elementos miwesi&onsiderados por los
autores que configuran el concepto de Integralriddientre los que podemos apreciar: el
concepto de area como aproximacion, la Integraindizf, la integral de una funcién
continua y la Integral de funciones positivas y aie@s, las propiedades de la Integral
Definida, los teoremas fundamentales y el teoregh&alor medio.
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El libro de texto de la editorial de MacGraw-Hillene una estructura curricular
organizada en tres bloques tematicos: Algebra Lieometria y Andlisis, y cada bloque
tematico a su vez esta dividido en unidades dickxtiEl Bloque tematico Ill, corresponde
al Andlisis y esté constituido por 7 unidades didas, de las cuales las dos ultimas, la 16
y 17, tienen que ver con el desarrollo del concegtdntegral Definida y sus aplicaciones
desde la pagina 364 hasta la 413. Las unidadeasequle se desarrolla el concepto de
Integral Definida vienen organizadas a partir dgetdlos y se incluyen aclaraciones,
procedimientos y actividades (ejemplos y/o ejeosiaile aplicacion), una introduccion y
una pequefia biografia de Isaac Barrow y de Geamglieh Bernhar Riemann. En la
siguiente tabla se incluyen los diferentes elententatematicos considerados en torno a la

Integral Definida.

Editorial Titulo Autores Ciudad Afio
McGraw - Hill Matematicas 2 Bachilleratp Abellanas, L., Garcia, J. C., y Martinez, C. Mehdr 1996
LOGSE
Contenidos
Particion del intervalo, sumas inferiores y sup@so
Teorema sobre la definicion de Integral Definida.
El area y la Integral Definida. Definicién de éarea.
Extensiones del concepto de area: funciones negagifunciones continuas
a trozos.
Propiedades de las Integrales Definidas. Suma, producto por una constante, positividad royceditividad.
Extension a otros intervalos.
Célculo de integrales: S.0.S. Presentazun ejemplo gréafico y algebraico para zaleharea bajo la curva de
Y = X , entre los puntos de las abscisés= 1y X = 2.
El teorema fundamental del Calculo. Enunciado, Demostracion e interpretacion del tearea través de I3
resolucién de un problema.
La regla de Barrow. Enunciado y demostracién del segundo teorema fueni@idel Calculo.
Enunciado y demostracion del teorema sobre la degBarrow.
Area bajo la gréfica de una funcién positiva.
Area limitada por una gréafica arbitraria.
Area entre dos gréficas.
Aplicaciones de la Integral. Volumen de un sélido de seccién conocida.
Volumen de sélidos de revolucion.
Valor medio de una funcién.
Integrales con limites variables.
Cambios de variable en una Integral Definida.
Ejercicios. Al finalizar la unidad en problemas propuestoslaatpan algunos ejercicigs
de aplicacion tedrica y procedimental.
En la autoevaluacién se propone a los estudianesarmllar algunog
ejercicios de comprension tedrica y procedimental.

Tabla 1.4. Desarrollo de contenidos y actividade®bre la Integral Definida. Editorial McGraw-Hill.
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En la tabla podemos apreciar los elementos matemsatjue para estos autores
configuran el concepto de Integral Definida: el cgpto de area, la Integral Definida de
funciones positivas, negativas y continuas a troasspropiedades de la Integral Definida, el
teorema fundamental del Calculo y el teorema dervakdio. Para la representacion de los

elementos matematicos se usan los sistemas gyadigebraico.

El libro de texto del Curso de Orientacion Univiersa (COU) de la editorial
Edelvives, en su estructura curricular presenta ¢epitulos: Elementos de Algebra lineal,
Andlisis descriptivo de funciones y gréficas, yraémtos de Probabilidad y Estadistica. Cada
capitulo ha sido dividido en bloques tematicos tpa su vez en temas. En cada tema se
hace una exposicion tedrico-practica y al finalrapan unas actividades de sintesis que
consisten en ejercicios resueltos y propuestosofitepto de Integral Definida forma parte
del capitulo 2 de Andlisis descriptivo de funcionegraficas, se incluye en el bloque
tematico 4 de Integrales, y se desarrolla en etag@4.3 que va desde la pagina 241 hasta la
pagina 253. En la tabla siguiente se resumen Brmeitos matematicos considerados a lo
largo del tema.

Editorial Titulo Autores Ciudad Afio
Edelvives Matematicas || COU Rodriguez, E., AyudoB., Pinedo, C., Lépez, S., y Diez A. Zaragozal993

Contenidos

Definicién: Gréfica y algebraica. Ejemplo.

Ejemplos: suma de areas de rectangulos inscrit@synscritos.

Integral definida. Limite de las sumas aproximadas: aqui definen meaféintuitiva” la integral
definida cuando el limite de las sumas tiende a.cer

La integral de funciones positivas y negativas.

) Enunciado.
Teorema del valor medio. Demostracion grafica y analitica. Ejemplo.
Enunciado.
Teorema fundamental. Demostracion grafica y analitica. Ejemplo.
Regla de Barrow. Enunciado.
Explicacion grafica y algebraica. Ejemplo.
Propiedades de la Integral definida. Enunciados: Utilizando la definicion y la regla Barrow, se demuestran 5

propiedades. Ejemplos.

Los métodos de integracion y la integral definida.| Por cambio de variable: Definicion. Ejemplo.
Por partes: Definicion. Ejemplo.

Caélculo de éareas. Explicaciones gréficas y analiticas.
El &rea para regionpositivas y negativas. Ejempl
Area comprendida entre dos curvas Explicaciones gréficas y algebraicas. Ejemplos.
Ejercicios resueltos y ejercicios propuestos. Al finalizar la unidad didactica se plantean unativalades de sintesis,

estructuradas en 2 ejercicios resueltos y 4 propsieembos de aplicacion
tedrica y procedimental.

Tabla 1.5. Desarrollo de contenidos y actividadesobre la Integral Definida. Editorial Edelvives.
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En la tabla se evidencia los elementos matematiepesentados tanto grafica,
como algebraicamente y en algun caso de formatigaaijue estos consideran que para el
desarrollo de la comprension del concepto de Iatddgfinida: el area como aproximacion
por defecto y por exceso, el area como limite da sama, la Integral Definida de
funciones positivas y negativas, las propiedadetadategral Definida, y los teoremas

fundamentales y del valor medio.

1.2.2. Libros de texto universitarios.

El libro de texto de la editorial Piramide, preseaha estructura curricular formada
por un capitulo de preparacion al Célculo y 8 cdpét dedicados al estudio de: Limites y
sus propiedades, La derivada, Aplicaciones de lavatla, Integracion, Funciones
logaritmicas, exponenciales y otras funciones é&radentes, Aplicaciones de la integral,
Técnicas de integracion, regla de L Hopital e irdkgs impropias y Series infinitas. El

concepto de Integral Definida aparece en el cap#tutiesde la pagina 253 hasta la 312.

Editorial Titulo Autores Ciudad Afio
Piramide [Calculo | 72 Edici¢ Larson, R., Hostetler, R. P., y Edwards, B. H. Nthd 2002
Contenidos

La notacién sigma y ejemplos.

Teorema: férmulas de suma y ejemplo de evalua@@ma suma.

3 Area de una region plana y ejemplo gréfico y algieior

Area Sumas inferiores y superiores y ejemplo.

Teorema: limites de sumas superiores e inferiores.

Definicién del area de una regién plana.

Ejemplos de célculo de area como limite.

Sumas de Riemann y una particién con subintervigadistintas anchuras.
Definicién de sumas de Riemann.

Integrales definidas: Definicion de la Integral Difa.

) Teorema: continuidad implica integrabilidad.

Sumas de Riemann Ecalculo de una integral definida mediante un Bmit

Integral Definida. Teorema: la Integral Definida como area de unaregi

Ejemplo de areas de figuras geométricas comunes.

Propiedades de las integrales definidas: especiadiiva de intervalos, conservacion (e
desigualdades y teorema de propiedades de lgsafes definidas y ejemplo

Enunciado, demostracion. Y estrategia para useoetma fundamental del Célculo.
Ejemplos (3) sobre aplicaciones: célculo de unegitatl definida, integral de un valor absoluto y el
area acotada por una parabola.

El teorema Fundamental El teorema del valor medio y su demostracion.
del Calculo. Definicién del valor medio de una funcién. Ejemplalor medio de una funcién y velocidad del
sonido. El segundo teorema fundamental del Cakenlmciado, demostracion y aplicaciones.
Ejemplo de la Integral definida como funcién.

La unidad didactica esta dividida en tres seccigness cada una de ellas se proponen un conjunto
Ejercicios variado de ejercicios de aplicacion tedrica y pdovental. Los ejercicios son de tipo grafico y
simbdélico y los enunciados son verbe

Tabla 1.6. Desarrollo de contenidos y actividadesobre Integral Definida. Editorial Piramide.

30




Capitulo 1. IDENTIFICACION DEL PROBLEMA Eliécer Alth Bermudez

En la tabla se aborda el concepto de area comaig@aon, el area como limite de
una suma, la Integral Definida, propiedades deingsgrales definidas, y los teoremas
fundamentales del Célculo del valor medio. Los elaims mateméaticos se presentan de
forma gréfica, algebraica y analitica y finalizacapitulo con la integracion por sustitucion

(cambio de variable) y la integraciébn numérica.

El libro de texto de la editorial Prentice Halerie 8 unidades tematicas: Funciones y
limites, Técnicas de derivacion y aplicaciones, a®traplicaciones de la derivada,
Integracion, Funciones exponenciales, logaritmigadrigonométricas inversas, Otras
aplicaciones de la integral, Métodos de integragi@eries. El concepto de Integral Definida
aparece en la unidad 4, a partir de una perspegtolzal del capitulo, una presentacion
motivada mediante un problema de aplicacion y sadello de la unidad va de la pagina

281 a la 353, como sigue.

Editorial Titulo Autores Ciudad Afo

Prentice Hall Célculo de una variable Bradleyl.G.y Smith, K. J. (2000). Madrid 2000

Contenidos

El &rea como limite de una suma.

El area como limite de una sumagEsquema general de aproximacion: explicacion grafityebraica y analitica.
notacion sumatoria. Notacién sumatoria: reglas basicas y formulas jparaumas.

El area en formulas sumatorias: ejemplos.

Sumas de Riemann: explicacion analitica.

La integral definida: explicacion algebraica y dtic.

Las sumas de Riemann y la integfak| area como integral: definicion y ejemplos.

definida. La distancia como integral.

Propiedades de la integral definida: de linealidieddominacion y de subdivisit

El teorema fundamental del Célculp;Teorema fundamental del Calculo: enunciado y denaciéh.
integracion por cambio de variable. | Cambio de variable en una integral indefinida.
Cambio de variable en una integral definida.

Introduccion a las  ecuaciongsintroduccion y terminologia, Ecuaciones difererasatle variables separadas. Trayecto
diferenciales. ortogonales. Flujo de un fluido a través de uficioi
Velocidad de escape de un proyectil.

as

El teorema del valor medio de¢lTeorema del valor medio del Calculo Integral: eriaoe y demostracion.
Calculo integral; valor medio. Valor medio de una funcién.

Limites de integracién variables.

Regla de Leibni:

Integracion numérica: la regla delAproximacion por rectangulos: explicaciones gréafigalgebraicas.
trapecio y la de Simpson. Regla del trapecio y de Simpson: explicacionesgagfy algebraicas.
Estimacién del error.

Area comprendida entre dos curvas.| Area comprendida entre dos curvas, y el area putdsaverticales y horizontales.
Dos aplicaciones a la economia.

Los problemas iniciales de comprobacion calibrazbabcimiento de los conceptos.
Otros problemas (Pag. 19-30), sirven para comprdédacomprension de los conceptps
Repaso del capitulo. mediante la realizacion de problemas préacticos.
Los ejercicios de aplicacion tetrica y procedimeptasentan variedades de situaciones para
resolver.

Tabla 1.7. Desarrollo de contenidos y actividade®bre la Integral Definida. Editorial Prentice Hall.
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En la tabla se pone de manifiesto que los elemem@sematicos estan
representados de modo gréfico, algebraico y araliyi son: el esquema general de
aproximacion, el area como limite de una sumantigral definida como el limite de una
suma Riemann, las propiedades de las integralesddef y los teoremas fundamentales y

del valor medio.

En el libro de texto de la editorial Clagsa suedtrra curricular esta organizada en
dos partes: Métodos Analiticos del Célculo y MémobNmméricos, y cada una de éstas a su
vez esta dividida en capitulos. El texto en genevabkta de 21 capitulos, de los cuales el
capitulo 12 corresponde a lo que los autores llamgagral de Riemann y se encuentra
desarrollada de la pagina 369 a la pagina 400, cenubserva en la tabla.

Editorial Titulo ‘ Autores Ciudad Afio

Clagsa Calculo | Teoria y problemas de Andlisi©€arcia, A., Gutiérrez, A., Rodriguez, G., Madrid 1994
Matematico en una variable. Garcia, F., Lépez, A., y De la Villa, A.
Contenidos

Particién.

Sumas superiores e inferiores de Riemann.
Refinamiento.

Proposicion.

. Integrabilidad.

Definiciones Generales. Teorema criterios de integrabilidad de Riemann.
Teorema.

Integral como limite de una suma.

Propiedades de la integral definida. Linealidad, monotonia, acotacién y aditiva dedixalo

La clase de funciones. Teoremas: enuncian las condiciones suficientesntigrabilidad,
como monotonia, continuidad e integrabilidad defunaion.
Corolario.

Promedio Integral y Teorema del valor medio Definicién de promedio integral.

Teorema del valor medio.
Teorema del valor medio generalizado.
Definicion de media cuadratica.

Teorema fundamental del célculo. Teorema: enunciado.

Corolario.

Teorema fundamental del Calculo: enunciado.

Corolario regla de Barrow.

Evaluacion de integrales. Teorema de integracion por partes.

Primer teorema del cambio de variable.

Segundo teorema de cambio de variable.

Ejercicios Al finalizar la unidad didactica se presenta unrigu® con un
Test de autoevaluacién de 11 preguntas de anddiéisco, un
conjunto de 29 problemas resueltos de orden tegnmocedimental
y por ultimo una coleccion de 32 ejercicios proposambién de
caracter tedrico y procedimental para resolver

Tabla 1.8. Desarrollo de contenidos y actividadesobre la Integral Definida. Editorial Clagsa.
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En la tabla aparecen los elementos mateméaticovaugenerando el concepto de
Integral Definida: particiones, limites de sumagesiores e inferiores de Riemann; es decir
los conceptos de area como aproximacion, la Integweno limite de una suma, las
propiedades de la Integral Definida, los teoremamldmentales y el teorema de valor

medio representados de forma gréfica, algebraazalitica.

El libro de texto de la editorial Reverté, es tedyilos primeros 4 apartados estan
dedicados a preparar los elementos teoricos quierceen los 16 bloques teméaticos que
configuran la estructura curricular del mismo. Bhcepto de Integral Definida aparece
antes que el de derivada, en los apartados 1 jyoddsasiguientes epigrafes: los conceptos
del Calculo Integral y algunas aplicaciones degraeion.

Editorial Titulo Autores Ciudad Ao
Reverté CALCULUS, Calculo con funciones de unaame, con| Apdstol, T. M. Barcelona 1991
una introduccién al Algebra Lineal. (Vol. 1). (2R
Contenidos
Definicion de integral para funciong®resenta definiciones, explicaciones analiticasifiaps.
escalonadas.
Propiedades de la integral de una func|6heoremas y demostracion de las propiedades: aditiwenogénea, de linealidad,
escalonada. comparacion, aditividad respecto al intervalo degracion invarianza frente a una
traslacion y dilatacion o contraccion del intervadéintegracion.

Otras nociones para integrales. Explica otras formas de expresar una integral @kfin
Integral de funciones mas generales. Definicién de integral de una funcién acotada.
Integrales Superior e Inferior Enunciado del teorema.

El 4rea de un conjunto de ordenadaEnunciay demuestra dos teoremas de integralesdasoen un intervalo.
expresada como una integral.

Observaciones relativas a la teoria y técrjicaQué funciones acotadas son integrables?
de la integracion. Si una funcidn f es integrable, como se calculatizgral de f?

Funciones monotona y monotona a trozos] Presenta la gréfica de funciones crecientes, eresieen sentido estricto, decreciente
en sentido estricto y monétono a trozos.

Integrabilidad de funciones mondétonasEnunciado del Teorema de una funcion monétonadestostracion.
acotada:

Célculo de la integral de una funcigeorema y demostracion.
monétona acotada

Teorema y demostracion.

b
Calculo de Iaj0 Xp dX siendop entero

positivo

Integracion de polinomios Explicaciones analiticas.

Propiedades fundamentales de la Integral | Demostraciones.

El &rea de una region entre dos gréaficas expresada una integral.
Funciones trigonométrica y Coordenadas polares.

Algunas aplicaciones de la integracion. Vollimenes y al concepto de trabajo.

Valor medio de una funcioén.

En dos apartados de la unidad, plantean ejercideos  aplicacion tedrica
procedimental. Al finalizar la unidad se proponema wariedad de ejercicios de
Ejercicios aplicacion tedrica y en contextos especificos.

Tabla 1.9. Desarrollo de contenidos y actividadesobre la Integral Definida. Editorial Reverté.
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En la tabla se evidencia los elementos matemagiédios, algebraicos y analiticos
gue constituyen el concepto de Integral Definidéedral de funciones escalonadas, el area
como integral, propiedades de la Integral Definida condiciones de existencia de la

Integral Definida, los teoremas fundamentales ywdkr medio.

Finalmente, el libro de texto de la editorial Haclantiene 20 bloques tematicos
organizados en unidades didacticas y cada unarezsesta dividida en distintos apartados.
El concepto de Integral Definida se encuentra delsaio en el capitulo seis, presenta
definiciones, ejemplos, demostraciones de los tease y ejercicios de caracter
procedimental y de aplicacion a lo largo de lasneg392 a la 498, como se manifiesta en

la tabla siguiente.

Editorial Titulo Autores Ciudad Afo
Harla El Célculo con Geometria Analitica. (42 ed.). Leithold, L. México 1982
Contenidos
Definicion.

Presenta 7 Teoremas que incluyen la sumatoriargaliaar los célculos.
3 Demostracion de cada teorema.

Area. Ejemplo ilustrativo en cada teorema.

Definicién analitica de la medida del area deion y ejemplos.

Particiones, suma de Riemann y ejemplo ilustrativo.

Definiciones analiticas de integral definida (2).

Integral Definida. Teorema: Integral de una funcion continua en weriatio cerrado y ejemplo.
Definicién analitica de la medida del area de @ggon y su respectivo ejemplo.
Definiciones (2), con ejemplos ilustrativ

Propiedades de la IntegralPresenta nueve teoremas con sus respectivas dachmsérs y ejemplos ilustrativos de  cémo

Definida. calcular integrales definidas.

Teorema del valor medio pafaExplicacién, ejemplo ilustrativo y demostracion eemplo.
integrales. Definicién de valor medio o de valor promedio gmaplo.

Teorema fundamental del Introduccién histérica de los conceptos basicok detegral definida.
Célculo. Teoremas (2), demostraciones y ejemplos grafiagebraicos.

Explicacion introductoria.

Teorema de la regla trapecial y ejemplo gréaficdgglaraico.
» ) Teorema del valor aproximado y ejemplo graficogeataico
Integracion aproximada. Teorema para una region acotada y demostracion.
Teorema de la regla de Simpson y ejemplo.

Teorema y ejemplos.

Area de una regién en un plano.

Volumen de un sélido de revolucion: métodos detalisdel anillo circulares.
Aplicaciones de la Integral volumen de un sélido de revolucién: método de s cilindricas.
Definida. Volumen de un solido que tiene secciones planasdgias conocidas.
Trabajo mecanico: explicacién ejemplo y definicion.

La longitud de arco de una curva pl

Ejercicios Cada seccion presenta su definicion formal, tearelemostracion, ilustraciones y propgne
ejercicios complementarios de aplicaciones teéggamcedimentales.

Tabla 1.10. Desarrollo de contenidos y actividadesmbre la Integral Definida. Editorial Harla.
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En la tabla se evidencian los elementos matensatopoe para este autor
configuran la construccion del concepto de Inted@afinida y de sus aplicaciones: la
integracion numeérica como una aproximacion del,deedefinicion de area, las sumas de
Riemann, la Integral Definida y la condicion suditie de integrabilidad, las propiedades

de la Integral Definida, los teoremas fundamentglelsteorema de valor medio.

El analisis de los libros de texto nos llevd aedw®inar los contenidos que
aparecen reiteradamente y que son comunes a t&ltibrbs de textos estudiados; hemos
denominado a estos conceptos elementos matemuytamgiguran el concepto de Integral
Definida. La tabla siguiente muestra en la colunt®a la izquierda los elementos
matematicos y la columna de la derecha una desionfm@ de cada uno de estos

elementos matematicos.

Elementos Matematicos Descomposicion

Definicién de area, definicion de la medida deladde una region, area de figurps
planas, el area acotada por una pardbola, area emtvas, area limitada por una
El area como aproximacion grafica arbitraria, aproximacion al area bajo uneva, aproximacion por la regla del
trapecio y la de Simpson, area por rectangulos reups e inferiores, area en
férmulas sumatorias, y esquema general de aproidmac
Particiones, notacion sumatoria, teoremas de f@sndé suma, sumas de Riemann,
definicion de sumas de Riemann, sumas inferioragpgriores, sumas de Riemann y
El area como limite de una suma | una particion con subintervalos de distintas areyurontinuidad, teorema del limite
de sumas inferiores y superiores.
Definicién de la integral como area, la integrdiimida como el area bajo la grafig
de una funcién positiva y extension del conceptodEa a funciones negativas
La integral definida continuas a trozos usando la integral definidayeside la integral Definida, definicié
de la integral definida, teorema: continuidad imglintegrabilidad, integral de url
funcién continua y célculo de una integral definidediante un limite.
Suma, multiplo constante, positividad, orden, esitma otros intervalos, monotonij
acotacion, homogénea, linealidad, comparaciénjvatiiti respecto al intervalo d
Las Propiedades de las Integrales| integracién, invarianza frente a una traslaciérilatacion o contraccion del interval
de integracion.
Definicién, demostracién, interpretacion, sustifucien una integral definidd,
estrategia para usar el teorema fundamental, cadlilina integral definida, integra
Los Teoremas fundamentales del| de un valor absoluto.
Calculo Regla de Barrow: La integral y su relacion condaivchda, enunciado y demostracion
del segundo teorema del Calculo y teorema de iat&gm
Definicion, interpretacion geométrica, demostracidefinicion de promedio integral,
Teorema del valor medio de una | definicion de media cuadratica, valor medio de fumion, limites de integracion
funcion. variables y regla de Leibniz.

Tabla 1.11. Descomposicion de los Elementos Mateticds que configuran el concepto de Integral
Definida en los libros de texto del Bachillerato yle Universidad

[SREE )

O D

Asimismo, hemos considerado una sintesis o resuteaadmo se presentan estos
elementos matematicos segun que el libro de text@sponda al nivel de bachillerato o
universidad y de acuerdo con la editorial a la peienece cada libro de texto en la tabla

gue presentamos a continuacion.
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Resumen de los Elementos Matematicos que apareceiteradamente sobre Integral Definida en Libros delTexto de
Bachillerato y de Universidad segin cada editorial
EDITORIALES
@ m > £ m 2 3 Q 5| &
3 @ [ 2
Elementos Matematicos % % Py = 2 = @ 3 >
3 S & 3 ®
= 3 "’ T
I 2
El a&rea como aproximacion X X X X X X X X X X
El drea como limite de unp X X X X X X X X X
suma
La Integral Definida X X X X X X X X X X
Propiedades de la IntegralX X X X X X X X X X
Definida
Teoremas fundamentales [yX X X X X X X X X X
del valor medio

Tabla 1.12. Elementos Matematicos que configuran ebncepto de Integral Definida.

A partir del estudio realizado en los libros dedgxodemos concluir que:

e En 8 de los 10 libros de texto, el tema de la hategomienza con el calculo de

primitivas o antiderivadas y después presentantéggtal Definida.

* Los elementos matematicos comunes a los libraexde que configuran el concepto
de Integral Definida se pueden agrupar en cincajuds tematicos que hemos
denominado: El area como aproximacion, el area domite de una suma, la Integral
Definida, las propiedades de la integral definidbby teoremas fundamentales y del

valor medio.

* En 9 de los 10 libros de texto después de preségaglementos matematicos que
configuran el concepto de la Integral Definida aparuna seccion o capitulo dedicado

a las aplicaciones de la Integral Definida.

* EIl concepto de area como aproximacion aparece aenaaxplicita en los libros de
texto de bachillerato como de universidad en eailelo y construccion del concepto

de Integral Definida utilizando particiones y agraciones de areas por defecto y por
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exceso con rectangulos inscritos y circunscritas. aproximaciones numéricas a través

de la regla del trapecio y de la de Simpson aparec€’ libros de texto.

El concepto de area como limite de una suma seeetraude forma explicita en 9 de
los 10 libros de texto; de forma intuitiva en l@extbs de bachillerato y con mayor
profundidad conceptual en los libros de textos ensitarios.

Las propiedades de la Integral Definida aparecemocelaciones fundamentales en la
construccién y compresion del concepto de Integedinida y estan presentes en todos
los textos de bachillerato y de universidad; algus@n comunes a ambos niveles, otras

por su complejidad solo aparecen en los textoseusitarios.

Los teoremas fundamentales y el teorema de valdionagarecen en los diez libros de
texto y constituye un elemento esencial para elutélde areas bajo la curva. La regla
de Barrow se presenta generalmente como el segeodona fundamental del Calculo.

Aunque los elementos mateméaticos que configuranredepto de Integral Definida son
comunes tanto en los textos de bachillerato comondesrsidad, existe diferencias en
la profundidad con la que se tratan los contengigs conforman el concepto, en las
relaciones légicas que se establecen entre ellen yla cantidad de elementos

matematicos que se utilizan.

En los libros de texto del bachillerato se aprewdgyor énfasis en la presentacion de los
elementos matematicos en los sistemas de repregentpéafico y algebraico, y solo se
plantea esporadicamente algin elemento mateméatidorcha analitica. En los textos
universitarios los elementos matematicos son ptades y explicados en los sistemas

de representacion grafico, algebraico y analitico.

En todos los libros de texto los autores han tealmajsobre la construccion de la
Integral de Riemann. La estructura curricular derdadad didactica sobre la Integral

Definida esta organizada en: exposicion de los $eejamplos, y una gran variedad de
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ejercicios de aplicacion tedrica y procedimental.

» Estas conclusiones establecidas a partir de la®slile texto nos permitieron
determinar los elementos matematicos vinculada®@tepto de Integral Definida asi

como el tipo de relaciones ldgicas que se podi@bleser entre ellos.

1. 3. La comprension de Integral Definida como ahito de investigacion.

Después de hacer unas reflexiones sobre el apagmdizla comprension de los
conceptos matematicos y de las dificultades questrarelos alumnos en el aprendizaje en
particular de la Integral Definida, y de analizémo se desarrolla éste concepto en los
libros de texto, describimos las aportaciones, soigre la Integral Definida han sido

motivo de estudio y aportacién por algunos investiges.

Las investigaciones sobre la Integral Definida lmvea existencia de dificultades
en el aprendizaje y comprension de este concefstmgcesidad de una mayor indagacion
en este campo del conocimiento. A continuacion escriben algunas investigaciones

siguiendo un orden cronoldégico.

Orton (1983) fue quien realizé una de las primenaestigaciones en torno a este
tema en la que manifestd la preocupacion de logegwoes acerca del hecho que los
estudiantes eran capaces de integrar y diferepeiardemostraban poca comprension real
de estos procesos. El propésito principal de dwajoafue investigar la comprension por
parte de los estudiantes de distintos aspectodiguen que ver con el concepto de la
integracion y la diferenciacion. En cuanto a l&gnacion el estudio se realizé a través de
entrevistas individuales a 110 estudiantes (16-+##5)a que constaban de 38 cuestiones
relacionadas con limites, areas de rectangulogxmpacion del area bajo una curva,
calculo de integrales y calculo de volimenes deada®l de revoluciéon. Entre las

conclusiones de la investigacion, Orton destaea qu

» Para los estudiantes fueron dificiles las pregumigsse referian a la comprension de la
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integracibn como limite de la suma, por lo que Itaspoco viable introducir las
integrales de esta forma, dado que el fin Ultimgues los estudiantes sean capaces de

integrar y dar respuesta a aplicaciones simples.

» El concepto de limite parece haber sido descui@adoiveles mas elementales lo que

no ayuda a la etapa siguiente de introduccionsiatagrales.

» El acceso a las calculadoras hace mas facil Igrisxt@dn numérica; en la practica, los
procedimientos realizados a mano pueden ser tedipsas ventajas de tener una
calculadora resultan mas obvias en la integraci@ean la diferenciacion (se trata de
sumar numeros decimales); en definitiva las caftarks facilitan el calculo de areas

aproximadas bajo una curva.

* Resulta aconsejable que para la introduccion di&u@ase utilicen tanto diagramas

como graficos.

* Muchos estudiantes mostraron dificultades en laptension de la relacion entre la
Integral Definida y el area bajo la curva, por g@orcuando la curva atraviesa uno de

los ejes.

Posteriormente, Mundy (1984) realizé el andlisisideuestionario cumplimentado
por 973 estudiantes que habian recibido un curs€d&eulo. Entre las preguntas que

debian responder, citaremos algunas por su espeleahncia en nuestra investigacion.

Una de ellas era de opcién multiple y se pedisa&$ftudiantes evaluar la integral:

3
J._S‘x+adX, siendo las posibles opciones de respuestas:12, 93 y 14. Sélo el 5.4% de

los estudiantes respondio correctamente a la ptagbih24% indico que era 0, el 22% que

era9yel48 % que era 12.

En otra tarea se pedia a los alumnos que arguraarg®or qué es incorrecto?
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1

J‘_llx—lz dx = j_llx’z dx= )i—l

-1' -1 -1 . -
=— :T—T:—Z, Yy comprobo que un porcentaje
-1

-1
considerable de estudiantes no supo responderctaimente la pregunta, porque se limitd
a utilizar la regla de Barrow para calcular la gnéé sin tener en cuenta que la funcién
presenta una discontinuidad en un punto del inkerize este estudio concluyo que:

* Los estudiantes no tenian una comprension visuajudela Integral Definida de

funciones positivas puede ser considerada en tésntia area bajo una curva.

* La Integral Definida se asocia con la regla de ®&araunque no cumpla las

condiciones para poder aplicarse.

Por su parte, Turégano (1994) hizo una investigasobre los conceptos en torno a
la medida y el aprendizaje del Calculo Infinitedimzon el objetivo de encontrar un
modelo dentro del contexto matematico (alternadiva Integral de Riemann) para elaborar
una propuesta didactica que pudiera utilizarseaeenkefianza de la Integral Definida a
estudiantes de secundaria. Para disefar dicha gstgpparte de la génesis historica del
concepto, del estudio de textos y del curriculo.apficacion de la propuesta le permitié
analizar las dificultades que encuentran los esihtes en la iniciacion al Calculo y

determinar si las dificultades de aprendizaje etmadas se pueden rectificar.

Este estudio fue desarrollado en dos fases, laepairen el ambito de las ideas
matematicas y la segunda en el de la investigaetfucativa. En la primera fase la
investigadora, apoyada en un modelo matematicaddénicion de Integral basada en la
idea de primera cuadratura” (Turégano, 1994, p. @@pord una propuesta didactica para
ensefar a los estudiantes la Integral Definidava eonceptual, y la segunda fase la realizé
con estudiantes, utilizando cuestionarios y endtasi a partir del analisis del disefio de
situaciones didacticas, durante la etapa de ama&ediy del estudio de casos obtiene
conclusiones, antes, durante y después del apegadiEntre las conclusiones finales
(después del aprendizaje) que tienen mayor relamddnnuestra investigacion estan las

siguientes:
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Los modelos visuales en la ensefianza del Calculdiame el uso del

ordenador y la eliminacion de célculos algebrafewsrecen la formacion y

transformacion de intuiciones y la creacion de iem&$ de los conceptos
formales del Célculo infinitesimal.

La introduccion de la Integral Definida de formaogestrica permite dar
sentido a los conceptos de sucesion, limite, numesaloe Integral Definida

en el contexto del calculo de areas bajo curvas.

En el aprendizaje del concepto de Integral, al lignee en el area, los
alumnos ponen de manifiesto tres imagenes mentalesiitiva, operativa
y descriptiva” Turégano (1994, p. 248). En la ptivai hacen referencia a la
Integral asociada a una férmula que les permiteutal areas de figuras
irregulares, aqui los alumnos no tienen una imaggecifica ni de area ni
de Integral, la operativa corresponde a una imagenintegral como
sinbnimo de area, donde el alumno no ha logradegiat todos los
elementos subyacentes al concepto de Integral esolanconcepto y la
imagen descriptiva es la articulaciébn geométricaugnérica del concepto,
porque logran el paso al limite tanto a nivel dec@gcion visual como

numérico y pueden transferirla a otros contextos.

Para obtener una imagen descriptiva de Integranessesario que el
estudiante haya construido el concepto de area cuagnitud, acepte la
divisibilidad infinita de un segmento y la existendel limite, y tenga una

percepcion completa de la representacion gréafica.

Las propiedades de las Integrales son justificadasos alumnos desde dos
tendencias: unos sélo pueden obtener esas relacammeasos concretos y
experimentales como por ejemplo, eligen el calcalomérico para
determinar la medida del &rea y otros las establpaea casos generales las
relaciones entre las integrales y las regiones étg@avan a calcular.
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En este mismo sentido, Calvo (199&alizé un estudio cuyo objetivo era preparar
las bases para una propuesta didactica que pesendiéos estudiantes de un primer curso
de Calculo la construccién de la imagen del corcdptintegral Definida (concept image,
en el sentido de Vinner, 1991), consistente codedinicion formal, y rica en relaciones
con los esquemas conceptuales de area y derivadadéJlos instrumentos que utilizé fue
un cuestionario de 10 items, que aplicé a 56 emtteh. Entre las conclusiones de esta

investigacion tenemos:

» Sugiere utilizar como definiciones de Integral diqiséque resulten independientes
del concepto de derivada y del conjunto de reglgsriimicas asociadas a su

calculo.

* Propone elegir como definicién de Integral, la \@rspropuesta por Riemann y
reformulada més tarde por Darboux en términos geesws de sumas inferiores e

infimas de sumas superiores.

* En cuanto a las conexiones con el esquema contelgtiaea sefiala que el éxito
en la actividad matematica se relaciona con lagi@sepor parte del individuo, de
ricos esquemas conceptuales que permitan, no stablecer conexiones con otros
esquemas conceptuales, sino la existencia (enopiopesquema conceptual) de
varias representaciones del mismo concepto reladamentre si, de manera que
faciliten el paso de una perspectiva a otra segsiexigencias del problema que se

ha de resolver.

* En el caso del concepto de Integral Definida, Isgeatos o las representaciones
cuya existencia y conexiones dan rigueza al esquemeeptual son la algebraica,

la numérica y la grafica.

* Un recurso para plantear a los estudiantes imagéseales enriquecedoras del
esquema conceptual de Integral Definida consisteex@lorar su relacion con el
esquema conceptual que tienen de area.
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Por otro ladoCzarnocha et al. (2000) realizaron un analisistepisiogico de las
aportaciones de matematicos tales como Cavalieai]is\y Roberval al desarrollo del
concepto de la Integral Definida. Los sujetos abgl estudio fueron 32 estudiantes de
Ingenieria, Ciencias y Matematicas, de los cualesabian completado un curso semestral
de Calculo denominado Calculo, Conceptos, Compatagi Aprendizaje Cooperativo
(C*L), en el que habian participado 145 estudiant@¢iabian completado un curso de dos
semestres con clases magistrales al que asistiartotal de 2000 estudiantes; y uno habia
completado los dos cursos. Se escogieron los astedi a partir de las diferencias entre
ellos y de forma que hubiera un nimero razonableambos grupos. EI método de
instruccion incluyd actividades de descubrimienttado adaptadas para un aprendizaje
cooperativo en un entorno computacional y posterote se les realizé una entrevista

audiograbada que duré un promedio de una horaoeesultados concluyeron que:

» Es fascinante observar la percepcion demostradéopa@studiantes cuando se les
aplico el método de instruccion, diferente de |la@ ge desarrollé en el salon de
clases, posiblemente pudo deberse a la naturake#a idstrucciéon o al entorno

visual del desarrollo de los conceptos via ordenado

e Les impresion6 observar a los estudiantes imitaruea pequefia medida, los

argumentos légicos utilizados por grandes matewstic

* La intuicion que tienen los estudiantes sobre elode de exhaucion y de los
indivisibles no deben desaparecer por las clasé#tuades recibidas; por el
contrario recomiendan utilizarlos para que los diantes hagan aproximaciones

usando en este caso las sumas de Riemann.

» Los profesores, frecuentemente, no tienen la opoldd de presentar los
conceptos de esta forma (desde la instruccion basace! desarrollo historico) a
los estudiantes; por lo que la instruccion deberganizarse de forma que partiera
de la intuicion natural de los estudiantes paraalogue finalmente utilicen un

método riguroso de calculo de la Integral Definida.
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» Los cursos de Matematicas, basados en un tralsfribo estan pensados, no solo
como cursos de Historia de las Matematicas, sin® apemas, ésta forma de
instruccidn puede servir como elemento para ingantiun mas a los estudiantes

gue tienen preferencia por las Matematicas.

En otro estudio, Czarnocha et al. (2001) utilizdeoteoria “APOE” para investigar
la comprension del concepto de Integral Definideg(h estos autores, el desarrollo del
esquema de Integral Definida comporta la coordéraade dos esquemas: el esquema
visual de la suma de Riemann y el esquema dekliddtla sucesion numérica. La Integral
Definida comprende construcciones de tipo geon@iriconstrucciones de tipo numérico

(sucesiones infinitas y limites).

Inicialmente estos autores plantearon una descsigipo genética del concepto de
Integral Definida a partir del concepto de funcydias sumas de Riemann como objetos, la
coordinacion del proceso de funcién y del procestacsuma de Riemann, y la aplicacién
del esquema de limite a las sumas de Riemann ptgaes un numero (Integral Definida).
Para construirla asumieron que los estudiantesmpde una comprension de las funciones
como objeto y de las particiones como accion yrdekan una comprension progresiva de
las sumas de Riemann como aproximacion primero cacogbn, luego como proceso, y
finalmente como objeto. Por ultimo aplican el esqaele limite para obtener un nimero.

Esta es la descomposicion genética inicial utliza

Considerar la funcion como un objeto.

2. Pensar la particibn como una accion.
Una funcion y una particion como una accion. Camsta suma de Riemann de una
funcién con una particion.

4. El concepto de la suma de Riemann como un prosardinar el proceso de una
funcion y el proceso de una particion a travésadestimas de Riemann.

5. Concepcion de la suma de Riemann como un objetcad=ular el proceso del
numeral4. Variaciones de la dependencia de la suma (izdmjeterecha, ajustada,

media). Dependiendo de
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6. La accién de hallar la suma de Riemann y comp@acam un area o una solucion a
una ecuacion diferencial. Este hecho es presemtadm nivel indistinto, intuitivo,

y requiere mejorar la aproximacion.

7. La suma de Riemann como un proceso. Interiorizaueto 6.

8. Aplicar el esquema de limite para calcular un n@mer

En esta investigacion participaron 32 estudiardes Ingenieria, Ciencias vy
Mateméticas. Para analizar el desarrollo del esgqueenintegral Definida se utilizé un
cuestionario con 10 preguntas y posteriormentdzezah entrevistas individuales a los

estudiantes.

Los autores trataron de dar respuesta a las stgaipreguntas:

* ¢Cuél es la relacién que existe entre la descowiposgenética inicial y las
construcciones mentales que sobre Integral Defiieti@n los estudiantes?

» ¢ Qué construcciones mentales no realizan los astedi?

* ¢Qué se debe modificar a la descomposicion genptca acomodarla a la

posibilidad de hacer las construcciones mentatpseredas?

El andlisis de los datos de las entrevistas pasmanifiesto que: los estudiantes
eran capaces de obtener las sumas a partir deigaes de distinto tamafio (2, 3, 4,
5,...n,...); la dificultad de la comprension como objdel esquema de la suma de Riemann
estaba vinculada a las dificultades que los alumen&n con el esquema de limite. El
limite de la suma de Riemann era visto como surfiaitan de rectangulos de pequefia
amplitud, o bien como suma de “lineas”, es dedma suma de infinitos rectangulos de
amplitud O (suma del limite de las areas de los rectangylos) como el limite de la suma
de las areas de los rectangulos y esta dificuitidyid en la comprension del esquema de

Integral Definida. Por ello resulta fundamentaktanprension del concepto de limite de
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una sucesién para que los estudiantes comprendanagpto de Integral Definida como el

limite de sumas parciales. En funcion de los radok obtenidos plantearon:

» Una descripcion de las construcciones mentalegzaeals por los estudiantes sobre

la comprension del concepto de Integral Definida.

* Una modificacion de la descomposicion genéticaahmanteada en los siguientes
términos: a) la sucesion como un objeto; b) el esgudel limite de la sucesion; c)
el esquema de la suma de Riemann; d) coordinaoibe €l esquema de la suma de

Riemann y el esquema del limite de la sucesion.

* Que el esquema del concepto de la suma de Riemdarcgordinacion de este

esquema y el esquema de limite no sufrié ningUrbaam

* Que en el ambito de la instruccion, se enfaticelosnplanes de estudios los
conceptos necesarios, por ejemplo el concepto deidin y de limite, para

comprender la Integral Definida como el limite deslima de Riemann.

Otro estudio, es el de Rasslan y Tall (2002) quigresentan una investigacion en
la que se explora la imagen del concepto (Vinrn@®1) de Integral Definida que tienen los
estudiantes después de haber seguido un cursocobasad “School Mathematics Proyect
A-level” (SMP, 1997). En este caso, la integracé@nintroduce mediante actividades de
estimacion del area comprendida entre la graficardgefuncion y el eje de las abscisas,
usando para ello figuras y métodos numéricos. Amic un cuestionario a 41 estudiantes

de ultimo afo de bachillerato (17- 19 afios). Aipdg este estudio concluyeron que:

« La mayoria de los estudiantes fueron incapacetefileir correctamente la

Integral Definida.

» Los estudiantes tienen dificultades para interplegproblemas de calculo

de areas como Integrales Definidas en contextosama$ios.
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Para conseguir la comprensiéon del concepto deralt&gfinida como area bajo
una curva Depool (2004)isefid un material partiendo de la idea de aproiiinay
utilizando un programa informatico. En su estuditzé como marco teérico los Sistemas
de Representacion Semiético de Duval (1993, 1985yjsualizacion de (Zimmermann,
1991; Steen, 1988; Hitt, 1998) y las dificultadegmnpores de Socas (1987), para luego

definir un modelo de competencia cognitivo de IraéBefinida.

El estudio se desarrollé en diferentes fases ctaredite nUmero de estudiantes
universitarios en cada una de ellas y la recogiddalos se realizé mediante cuestionarios
(pretest y postest) y entrevistas. Entre las coimhes mas destacadas sobre la

comprension de Integral Definida, encontré queaemayoria de los casos:

 Cuando se presentan a los estudiantes situaciomelase que deben utilizar

representaciones graficas tienden a proporcioganantos algebraicos.

« El célculo de la Integral Definida es visto por &studiantes como la aplicacion de

un procedimiento algoritmico sin una contextuali@adel problema.

» Cuando se le pide a los estudiantes que justifigueposiciones generales en las
que intervienen propiedades de las funciones yrslaciones con la Integral

Definida, no proporcionan un argumento coherenta gpoyar sus respuestas.

De su parte, Contreras y Ordofiez (2005) hicierorandlisis de los significados
personales con estudiantes acerca de la Integfalid@e Este estudio forma parte de un
trabajo mas amplio, y su objetivo fue estudiarf@®menos que acontecen en los procesos

de ensefianza y aprendizaje del concepto de Integfalida.

Utilizaron como marco tedrico el Enfoque OntolégiBemidtico de la cognicidon
matematica (EOS), (Godino, 2002) y el epistemoligiel enfoque ontoldgico tiene que
ver con los significados personales o las integgrehes de los simbolos y el

epistemoldgico con la problematizacion del promoacimiento mateméatico. Asumen que
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el doble enfoque cognitivo e institucional, es fam@ntal para explicar los fenémenos que
se producen en la ensefianza-aprendizaje, abordandtmension epistemoldgica y
cognitiva que se evidencia en todo proceso de angary aprendizaje de las Matematicas.
En este doble sentido utilizan los significadosspeales e institucionales de Godino y
Batanero (1994).

Para el estudio aplicaron un cuestionario pilota @0 items a un grupo de 16
estudiantes de 2° de bachillerato, que ya habé&ipide una instruccion previa. Algunos de
los items estaban orientados a indagar sobredeidel entre el area y la Integral Definida,
las propiedades de la Integral Definida, y el te@mdéundamental del Célculo. En el anélisis
tuvieron en cuenta las “entidades primarias” cptee y propiedades, conflictos
semiobticos, lenguaje, argumentaciones y accionelsallisis y de los resultados pudieron

concluir que los estudiantes:

» Demuestran confusion entre Integral Definida yaaporque confunden el

concepto analitico de Integral Definida con elmtedral como area.

* Tienen dificultades para a argumentar o justifeees respuestas.

* Presentan conflictos semidticos para trabajar eicepto de Integral
Definida en otros contextos como es el caso delinmento uniforme de la

Fisica.

* Ponen de manifiesto conflictos asociados a la Elrarronea de los limites

de integracion, y algunos confunden la Integrallecsterivada.

* Muestran conflictos semidticos puestos de manifiest: resolucién de
problemas de movimiento uniforme, en la eleccigireza de los limites de
integracion, en el célculo numérico y en las operexs propias al evaluar

una Integral Definida.
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» Utilizan més el lenguaje natural y el analiticaydo del natural solamente,
y sblo en un caso se usan los tres tipos de lgnquaural, gréafico y
analitico.

e Han alcanzado un mayor grado de comprension den@dgeonceptos,
cuando ademdas de haber adquirido sus significados capaces de
transferirlos a otros contextos.

En relacion con la ensefianza y el aprendizaje @®tapto de Integral Impropia,
Gonzalez-Martin (2006) realizd una investigacionl@n primeros cursos universitarios
para mejorar la comprension por parte de los embtel, partiendo de que la integral
impropia es una extension de la Integral de Riembmicialmente selecciond un grupo de
estudiantes que cursaban primero de la Licenciditdatematicas, a los que les aplicé un
cuestionario y una entrevista. Ademas se elabortnadelo de competencia cognitivo,
(adaptado de Socas, 2001) con la finalidad de iestled comprension del concepto por

parte de los estudiantes.

El disefio metodologico que utilizd en su trabap éude las Situaciones Didacticas
para crear la Ingenieria Didactica. EI marco teotitilizado para analizar la comprension
del concepto fue el de los Sistemas de Represént&imidticos de Duval (1993). Entre

sus conclusiones, menciona que:

Los estudiantes prefieren procesos algoritmicgastados a lo que se les pide.

» Las graficas no son usadas de manera habitualongsyea por los alumnos y la

coordinacion entre los registros algebraicos yigpafno fueron adecuados.

e Para la correcta comprensiéon del concepto de riitémpropia es necesario

visualizar el célculo de &reas como un procesonit@

El modelo de competencia que ha elaborado regtiltpara describir el nivel de
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comprension cuando entran en juego los registrosedeesentacion grafico y

algebraico en el aprendizaje del concepto de lat@gipropia.

Otro trabajo es el d&aschos et al. (2006) quiergssarrollaron un estudio de un
caso sobre la abstraccion reflexiva en la constincdel concepto de Integral Definida,
con una estudiante universitaria de primer cursoMdéematicas. Emplearon la teoria
piagetiana de la abstraccion reflexiva para desdalzonstruccion del concepto de Integral
Definida y analizar las operaciones mentales de @simna. Este estudio forma parte de
una investigacion mas amplia que tiene que vetaornroducciéon del concepto de Integral
Definida y del teorema fundamental de Célculo adsisidiantes universitarios de primer
afno de Mateméticas

El estudio tiene como propésito interpretar lasrapiones mentales utilizadas para
la construccion del concepto de Integral Definml&aves de la resolucion de un problema
de movimiento uniformemente no acelerado, lo quydiad la construccion necesaria de la
coordinacion de varios objetos matematicos. A pdtila interpretacion de los resultados

de la entrevista y de la observacion estos autdim@san que:

* La comprension del mecanismo de “abstraccion rietéxpermitira decidir y
distinguir si los estudiantes llegan a una verdademprension de la definicion
del concepto de Integral Definida en lugar de tes@o una percepcion

empirica de la integracion.

* La metodologia (disefio de instruccion y desarrdiéoactividades) utilizada

ayuda a los estudiantes a desarrollar el Pensamiéatematico Avanzado.

» Algunas modificaciones en la metodologia utilizagadarian a desarrollar los
procesos de aprendizaje en el estudiante, habititarpara la construccion de
los conceptos matematicos en general, ademas detefo de Integral
Definida.
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Por su parte, Boigues y Pastor (2007) utilizarotetstia Fuzzy como elemento para
medir el grado de desarrollo en la comprensiéradategral. El objetivo de su estudio fue
caracterizar el desarrollo de la comprension deghal Definida de 87 estudiantes
universitarios de Licenciatura de Medio Ambientgdnieria técnica e Ingenieria agricola,
mostrando que la métrica Fuzzy puede determinatalaa de desarrollo de la comprensién

del concepto de un estudiante y obtener asi uroglagertenencia a una etapa.

El marco teorico utilizado es el de la teoria APd2EAsiala et al. (1996) y la teoria
de espacio métrico Fuzzy de George. y Veeraman®4(l9Para el disefio de la
investigacion hicieron la siguiente descomposicgenética preliminar del concepto
(Boigues y Pastor, 2007, p. 150):

“A. Particion de un intervalo [a, b]:
El conjunto de elementos cognitives = { A0, A1, A2, A3}
A.O: Esquema tematizado de intervalo en la recta real.
A.1l: Graficamente se tendria la accion de dividir e@gnsento en varias partes.
A.2: Analiticamente tendriamos la accién de mostracamunto de valores ordenados,
cuyo primer elemento coincidiria c@y conb.
A.3: Interiorizacion en un proceso de la nocion deigan.
Y la relacion de equivalencia RA (suponemos lapipdades reflexiva, simétrica y
transitiva) cuyos elementos més destacables seRaRn:= {A1RA2}via identidad de

nociones.

B. Sumas de Riemanrpara una funcién continug(x) en un intervalo reaja, b] y con
una particion dada.
El conjunto de elementos cognitives = {B01, B02, B03, B1, B2, B3}
B.01 Esquema tematizado de area de una superficie.
B.02 Esquema tematizado de una funcion de variable rea
B.03 Esquema tematizado de particion.

B.1: Graficamente se tendria la accion de constrgtargulos cuyas bases serian los
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subintervalos definidos por la particion y cuydsirals serian las imagenes de un punto
segun un criterio (el maximo, el minimo,...) y delianisus areas.

B.2: Analiticamente, se tendria la accion de hallaniimero que coincide con la suma
de las areas de los rectangulos.

B.3: La interiorizacion de las acciones llevara a coaprension de la nocion de suma
de Riemann a nivel de proceso.

Y la relacion de equivalencia RB (suponemos lapipdades reflexiva, simétrica y
transitiva) cuyos elementos mas destacables serar: {B1RB2}via identidad de

nociones.

C. Definir la Integral Definida como la aplicacion del esquema limite a una suced#d
sumas de Riemann.

El conjunto de elementos cognitivasc ={C1, C2, C3}

C1: Esquema tematizado de sucesion.
C2: Esquema tematizado de limite de una sucesion.

C3: Esquema tematizado de suma de Riemann.

Y larelacién RC cuyos subconjuntos mas destasaeidanrC1 = {C1RC3} via
construccién de una sucesion de sumas de Riem@wry= {C2RC3} via limite de una

sucesion de sumas de Rientann

La informacién se obtuvo a partir de un cuestiangride una entrevista. El
cuestionario fue aplicado durante 45°, contenidefd, y constaba de dos partes: los
elementos que utilizaban los estudiantes en eleesguy la coherencia del esquema. La
puntuacién que dieron fue de 1 para respuestasatasry de O para respuestas erroneas. La
entrevista fue aplicada a un grupo reducido dedesites para determinar con mas
exactitud los elementos de la descomposicion quefestaban los estudiantes, y para fijar
el grado de adquisicion de los elementos asignasowalores siguientes: 0 si el estudiante
no usaba el elemento previsto; 0.25 si el elemerdousado de forma incorrecta; 0.5 si
usaba bien el elemento pero después de algunavaber; 0.75 si lo usaba bien pero no
acababa de justificar su uso, y 1 si respondiatyfizaba segun lo previsto.
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Para el andlisis utilizaron en primer lugar, lari@APOE teniendo en cuenta las
caracteristicas de los tres niveles de desarrellondesquema y la descomposicidén genética
previa, y en segundo lugar, la asignacién de uverchihado nivel a cada alumno utilizando

la métrica Fuzzy.

De los resultados obtenidos estos autores conduayer

* Que 3 de los 87 estudiantes estarian en el nitexl jpuesto que la comprension

de la suma de Riemann alcanza un grado de pertarsuperior a 0.25.

* Que no obstante el grado de desarrollo global ots@d esquema de Integral

Definida seria muy bajo.

Por ultimo,Camacho et al. (2008presentan los resultados de un estudio de casos
sobre la Integral Definida en diversos contextdsolifetivo de su investigacion, es el de
estudiar la forma en que el uso del CASihputer Algebra Systg@rpermite identificar
aspectos importantes en la resolucion de probleoia® la Integral en diferentes contextos
y analizar si la comprensién de Integral Definideno area determina la concepcién de los

estudiantes durante la resolucién de problemas.

El marco teorico en el cual se apoya la investi@atiene que ver con los sistemas
semioticos de representacion de Duval (1998); texamacion instrumental hacia el uso de
los CAS de Artigue (2002); la caracterizacion deddicultades y errores de Socas (2007)

y la clasificacién de los problemas en context¢@@vemeijer y Doorman, 1999).

En cuanto a la metodologia utilizaron un estudicasos de tipo interpretativo y
descriptivo con estudiantes universitarios y dedliais y de los resultados obtenidos

concluyeron que:

* Los estudiantes no presentan dificultades cuamalmajsn con funciones
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continuas en problemas situados en un contextonmaéit y utilizan
diferentes sistemas de representacion haciendersiomes y coordinacion

entre ellos.

* No obstante tienen dificultades cuando las furesason continuas a trozos

porque presentan dificultades de interpretacion.

* En estos casos se produce una falta de coordmaaibe los sistemas de
representacion, tanto en el planteamiento de lagiat como en su

resolucion.

* Los alumnos manifiestan errores cuando los proldemstan en otro
contexto, por ejemplo cuando la Integral Definida estd asociada al
calculo del area y tienen que interpretarla como/alor que puede medir
longitudes (desplazamientos, arcos de curvl@acjendo uso incorrecto de

la informacion y de las diferentes representaciones

Las investigaciones presentadas en este apartslbemos considerado como un
aporte fundamental dentro del estado de la cuestaircretamente del concepto de Integral
Definida como punto de partida de nuestra invesitiga porque nos han aportado
informacion relevante para sistematizar nuestradest aunque con otros objetivos,
diferente método de investigacion y de analisisgny distinto dmbito o contexto de

investigacion.

En todas ellas hay consideraciones comunes quenside base en nuestra
investigacion, como son la complejidad del conceletdntegral Definida, las dificultades y
errores persistentes que muestran los alumnos enotaprension/construccion del
concepto, las demandas logicas que debe establecealumno entre los elementos
matematicos y la coordinacion de varios sistemagegeesentacion para llegar a un
desarrollo del esquema conceptual de Integral efintodo esto nos ha permitido

formular el problema siguiente de investigacion.
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1.4. Formulacion del problema.

Las dificultades en la comprension y construcciénlas objetos matematicos v,
mas concretamente, las dificultades encontradas aprendizaje del concepto de Integral
Definida, la forma como lo presentan los diferetite®s de texto, y como algunos de ellos
hacen mayor énfasis en los procedimientos algardisny algebraicos, antes que en el
significado analitico del concepto y los aportesoatrados en distintos estudios por

algunos investigadores, nos han llevado a formallaiguiente problema de investigacion:

¢, Como adquieren los estudiantes el concepde | ntegral Definida?

Para poder hacer un acercamiento a la respuestsaderegunta, a lo largo de esta

tesis intentaremos responder a las siguientes pi@gmas especificas:

= ¢CoOmo podemos caracterizar los niveles de desarmlbel esquema de

Integral Definida?

= ¢ Qué relaciones y qué elementos matematicos se nfistan en cada

nivel de desarrollo de lal ntegral Definida?

= (;COmo podemos caracterizar el paso de un nivel deeshrrollo al

siguiente?
1.5. Obijetivos de la investigacion.
Los objetivos planteados en esta investigacion diggidos a profundizar en la
comprension que tienen los estudiantes de Licemeiale Matematicas del concepto de

Integral Definida. Asi, los objetivos de la investtion quedan resumidos en los siguientes

puntos:
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1.5.1. Objetivo general.

Estudiar el desarrollo del esquema del conceptiotdgral Definida que tienen los

estudiantes universitarios en el marco teéricOEP

1.5.2. Objetivos especificos.

1. Identificar el grado de comprension del conceptintiegral Definida en estudiantes

de Licenciatura de Matematicas mediante la triaddka deoria APOE.

2. Describir el tipo de relaciones que establecenalosnnos entre los elementos

matematicos que constituyen el concepto de Int&ghahida.
3. Establecer las formas de representacion usaddegalumnos para resolver tareas

relacionadas con el concepto de Integral Definida sintesis entre dichas formas

de representacion.
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Capitulo RIARCO TEORICO

El problema de investigacion que nos hemos pldotsa centra en @omprension
del Concepto de Integral Definidg, como se desarrolla el proceso de construccidn de
concepto por parte de los estudiantes universiidfio este apartado se hace una revision
acerca de diferentes referentes tedricket Pensamiento Matematico Avanzado que
describen las formas de conocer un concgpta manera en la que los estudiantes

construyen el conocimiento matematico.

El Pensamiento Matematico Avanzado (PMA) tiene gee con los procesos
mentales propios de las Matematicas superioressquensefian y se aprenden en los
ultimos afnos de bachillerato y en especial en délinuniversitario, y que de acuerdo con
Azcarate y Camacho (2003, p. 136-141), este tippetsamiento por su naturaleza posee
unos procesos caracteristicos entre los que desthoavel de abstraccion, formalizacion

del conocimiento, la representacion, definicioriadeconceptos y la demostracion.
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Asimismo estos investigadores, afirman “que lo diferencia las Matematicas
elementales de las avanzadas es la complejidazsd®htenidos y la forma de controlarla;
y los procesos mas potentes son aquellos que perrditho control, en particular la
representacion y la abstraccion”, ademas establepenen las Matematicas elementales
los objetos se describen, mientras que en las aslanzestos objetos matematicos se
definen”.

Por su parte, SGnchez-Matamoros, Garcia y LIin@@36, p. 86), afirman “que lo
gue parece comun a todas las teorias, y que deaaliguma caracterizan el PMA, es
concebir la construccion de la comprension de u@Eon mateméatica a traves de la
construccion de un objeto que se puede manipular Brismo a partir de un proceso que
generalmente es realizado paso a paso (Do2@o2; Meel, 2003; Mason y Jonston-
Wilder, 2004; Sfard]1992; Tall et al. 2000)”. Estos mismos autores ¢Bam-Matamoros et
al. 2006), consideran que aunque esta aproximazidam ideade construccion de los
conceptos ha generado algunessticas (Confrey y Costa, 1996), piensan que este
planteamiento proporcion@cursos conceptuales que tiersriciente poder explicativo
para caracterizagl desarrollo de la comprension de una nocion métiea) y en nuestro

caso también lo asumimos para estudiar la compnewisl concepto de Integral Definida.

Por otra parte, Dubinsky y McDonald, (2001) coesith que una teoria de
aprendizaje de las Matematicas nos proporciondoaqibnes de los diferentes fendmenos
de construccion del conocimiento y comprensiorodecbnceptos matematicos por parte de
los estudiantes; identificando procesos de aprajgliptorgando un caracter explicativo de
las construcciones mentales, aplicAndola a un ammgéampo de fendmenos,
interrelacionando ambitos de aprendizaje, sirviecwlno herramienta de analisis de datos

y proporcionando un lenguaje para la comunicac®lasd ideas.

En este sentido, Dubinsky (2000b) establece quirlaa como se produce la
construccibn mental de un concepto matematico @otepdel estudiante, puede ser
observada desde un marco teérico especifico wésti@de él dar una explicacion de aquello

gue los estudiantes pueden haber aprendido, poonsideran que una teoria debe ayudar
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a resolver problemas, a demostrar nuevos teoreaneslizar aplicaciones dentro de las
Matematicas y a plantear las construcciones menge utiliza un estudiante para la

comprension de un concepto.

2.1. Construccion de objetos matematicos.

Desde esta perspectiva tedrica, y como indican ragedy Camacho (2003), la
complejidad del conocimiento matematico superisrgee, en su mayoria, los conceptos
del PMA, pueden jugar el papel de procesos y detadj segun la situacion planteada o el

nivel de conceptualizacion que tenga el alumno.

Al respecto, Sfard (1991), sefiala que los consepiatematicos abstractos pueden
ser concebidos desde dos perspectivas. Una conoemuones operacionales (procesos,
algoritmos y acciones) y otra como concepcionesu@strales (conceptos matematicos
considerados objetos abstractos), donde las coogscoperacionales son previas a las
concepciones estructurales. El paso de las cormegscbperacionales a las estructurales se

realiza a través de tres fases de evolucion: brizacion, Condensacion y Reificacion.

* Interiorizacion, es la fase en la que el estudiante se familiamiralos procesos
gue daran lugar al nuevo concepto. Estos procemosogeraciones con objetos
matematicos de nivel elemental y que se van coyesido de forma gradual, en la

medida que el sujeto va adquiriendo las habilidadegias de dichos procesos.

* Condensacionges un periodo de cambio en el que se concerdrgad secuencias
de operaciones en unidades mas manejables. Acesiugiante se siente capaz de
pensar en un proceso dado como un todo, en térndi@osntrada y salida, sin
necesidad de considerar todos los detalles quentpanen. En esta fase se puede
dar nombre al concepto que nace, se hace masléactimbinar procesos, hacer
generalizaciones y aumentar las posibilidades deerhaepresentaciones del
concepto. Este periodo dura mientras la nuevaahtp@érmanece ligada a un cierto

proceso.
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* Reificacidon, es el momento en que el estudiante es capaz darpen la nueva
nocién como un objeto en si mismo con sus pro@escteristicas. La reificacion se
define en términos mas generales como un cambiolégito, una habilidad

repentina para ver algo familiar con una perspadbtalmente nueva.

En este modelo tedrico de la reificacion (Sfa@B2) un concepto matematico pasa
de proceso a objeto abstracto y de éste, a un mi&elsuperior, para construir constructos
matematicos mas avanzados. La diferencia entreecsadion y reificacion radica en que
la condensacién es un cambio técnico de aproximagpi@ se traduce en la habilidad para
trabajar con un proceso sin considerar todos Iesgpaonstituyéndose de forma gradual y
cuantitativa. La reificacion sin embargo, debe esgiendida como un salto cualitativo e
instantdneo. Aunque un concepto haya sido bienaontzado y condensado en una entidad
propia, no significa que se haya adquirido la cejg@cde pensar sobre éste como un todo
estructural. En este sentido si no se ha realifmdeificacion del concepto, su manejo no

deja de ser puramente operacional.

En esta perspectiva tedrica, Sfard y Thompson4)Ll&8nsideran que el modelo de
la reificacion resulta util para la descripcion te comprension de los conceptos
matematicos; pero esta etapa de la reificacionlteedificil para los alumnos, porque es en
esta fase cuando deben ser capaces de pensar rareMa nocion como un objeto
matematico como tal, con sus propias caractersstica

Desde este ambito, Dofler (2002) subraya que lasdestes construyen objetos
matematicos combinando el objeto en si mismo cerptapiedades y relaciones que lo
constituyen, configurando un todo diferente de é&bsmentos que lo conforman. La
construccién de objetos matematicos es interpratada una decision del estudiante por
tratar algo como una entidad reificada, y por tal#® construcciones matematicas tienen
gue ser admitidas por los estudiantes para queapueshstruirse. Razon por la cual, es
fundamental en la formacién de los objetos matamsatque la actividad matematica que
realicen los estudiantes sea aceptada para quen@rension resulte una actividad
consciente por parte de los estudiantes.
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En relacion con los objetos matematicos, Tallle{2000) distingue tres tipos de

construcciones de objetos mentales en Matematicas:

» Objetos percibidos: surgen a través de la abstraanpirica desde los objetos del
entorno.

* Procepto: es un objeto mental que consiste en acepo, un concepto producido
por dicho proceso y un simbolo que se puede utifasa representar a cualquiera
de los dos.

» Objetos axiomaticos, concebidos por criterios eifipes (axiomas o definiciones)

cuyas propiedades se deducen por demostracionlforma

En este mismo aspecto cognitivo sobre la constmate los objetos matematicos,
Tall (1991) y Gray y Tall (1994), hacen planteanosrpara determinar los procedimientos
0 procesos de las nociones mateméaticas medianggmibolismo de naturaleza dual que
sirva para referirse tanto al procedimiento coma@icepto. Ademas, indican que la
ambiguedad simbdlica permite la flexibilidad ergtgroceso para llevar a cabo una tarea
matematica y el concepto que se va a manipuldecttalmente como parte del esquema
mental del individuo, que ellos denominan “proc&ptoAsimismo, establecen una
diferencia entre proceso y procedimiento:

» EIl términoprocesolo usan de manera general para significar un camento o un

proceso matematico.

« EIl términoprocedimiento, para referirse a un algoritmo especifico empleztta

realizacion de un proceso.

Esta dualidad del simbolismo requiere de la coaddn de la comprension del
proceso y del objeto. El término “procepto” lo defn para referirse a la combinacién
tanto del proceso y del objeto utilizando el missfrabolo.
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Tall (1995 a), clasifica estos “proceptos” en tategorias:

* Proceptos operacionales: como los aritméticos, disponen de algoritmos
explicitos para la obtencion del resultado.

* Proceptos potenciales: como las expresiones algabrajue contienen variables,
donde pueden evaluarse los proceptos asignandddeesaa las variables, o

manipulandolos simbdlicamente como conceptos maiersa

» Proceptos estructurales: como los limites, queetienn proceso asociado para

obtener el resultado pero no tienen un procedimigmariable para calcularlos.

Para Tall (1995 b) y Tall et al. (2000, 2001), pwsceptos son usados por el alumno
para representar las ideas mateméticas que regusardolos matematicos, iniciando el
desarrollo mateméatico en las percepciones y eadeisnes sobre objetos del entorno de la
persona. Las acciones finalizan con éxito cuandatitigan representaciones simbdlicas
flexibles como “proceptos”. La sucesion de pera@apde objetos externos, realizacion de
acciones en ellos y la reflexion sobre los mismugtos, es considerada por Gray et al.
(1999), como la actividad cognitiva fundamental guede conducir a la comprension, o
no, de los conceptos matematicos, influenciadosgpactividad desarrollada por el sujeto.
Por ejemplo, en la construccion de conceptos gemogtes fundamental la percepcion de
las figuras y su forma, basando su comprensioraatdtion y la reflexion; mientras que
para construir el concepto de niamero y el procesoaoatar, la aritmética se apoya en la
accion y en la manipulacion simbdlica.

En este sentido, Barnard y Tall (1997) considegare la capacidad de los
estudiantes para concebir y manipular partes ésttactura del conocimiento matematico
es fundamental para el desarrollo del aprendizaggemmatico. A estas partes de la
estructura cognitiva que se reducen a niveles ejables que contienen la informacion
esencial la denominan “unidad cognitiva”. Por tarito construccion del pensamiento

matematico se fundamenta en dos factores: la agzhdie condensar la informacion de las
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estructuras cognitivas y la habilidad para realcarexiones entre los procedimientos que
originan el mismo proceso, donde se desarrollaretgpto y se forman unidades
cognitivas mas complejas. Barnard y Tall (199Ddfler (2003), dicen que la dualidad
proceso-objeto constituye el germen de las te@odage la comprension de los conceptos

matematicos como son las teorias de Dubinsky (19Sfard (1991).

Por su parte, los estudios de Piaget y Garcia (1882 servido de base a
investigaciones relacionadas con el PMA. A pariredtos estudios aparecen interrogantes
como: ¢como construye el conocimiento el sujet@?uygé tipo de construcciones realiza?
¢qué relaciones establece? Las respuestas te®éshss cuestionamientos varian entre los

diferentes autores.

2.2. Una aproximacion piagetana de la construccideel conocimiento matematico.

A partir de la teoria de Piaget, Tzur y SimonO@0 asumen que los procesos
mentales son elementos constituyentes de la cosipremle un concepto matematico,
logrando que la transicion del proceso al objetmlucre dos fases de transformacion

conceptual: la fase participativa y la fase ansidigra.

En la fase participativa, los estudiantes apgand predecir algunos de los
resultados de la actividad, explicando los resolaghrocedentes de ella. Aqui el
conocimiento esta disponible en el contexto declividad. En la fase anticipadora, el
estudiante usa los resultados de la actividadelzeion ya no se limita al momento en que

se desarrolla y puede ser utilizada en otras stnes.

Los estudiantes que se encuentran en la faseipatitva no pueden construir el
nuevo concepto como un objeto al ser incapacesalbolen otras situaciones. S6lo cuando
se encuentran en la fase anticipadora pueden estal®#l nuevo concepto como objeto,
utilizdndolo para realizar inferencias en las difées situaciones en que pueda ser

requerido.
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La aproximacion al desarrollo de un esquemagpuesto por Piaget y Garcia (1982)
y la particularizaciona través de la teoria APOE (Dubinsky, 1991) lsanvido para
fundamentar el estudio de la manera como los esiteli llegan a comprender los
conceptos matematicoRubinsky (1991) propone “la abstraccion reflexivdé Piaget
como base tedrica para el andlisis de la comprerd#los conceptos matematicos v,
plantea (Dubinsky, 2000a) que el origen de laiéedkPOE se encuentra en la
reformulacion de la teoria Piagetana de la Absibac®Reflexiva para ser aplicada al

Pensamiento Matematico Avanzado.

2.3. Lateoria APOE

Esta teoria se conoce en Inglés coaROS de Action, Process Object, Schema.
En la literatura espafola se traduce Pd?OE. Para efectos de esta investigacion
utilizaremos la sigla APOE. La teoria APOE, dedtda por Dubinsky (1991) y un grupo
de investigadores d&esearch inUndergraduateM athematicsEducation Community
(RUMEC), esta basada en una interpretacion del constizrot a partir de la adaptacion

de algunas ideas del enfoque cognitivo de Piage¢asamiento Matematico Avanzado.

Una de estas ideas es la“@dstraccion Reflexiva” introducida por Piaget para
describir como construyen los individuos laswegtiras l6gico — matematicas. Piaget y
Garcia (1982, p. 10) definen la abstraccion refl@xcomo “el mecanismo por el cual el
individuo se mueve de un nivel a otro”. Para Piglgeabstraccion reflexiva se lleva a cabo
a través de actividades (fisicas 0 mentales) delsque tienen dos partes, necesariamente
asociadas: una es la proyeccion del conocimienisteg®e a un plano superior del
pensamiento, y la otra es la reorganizacion y r&coccion de aquel conocimiento para
formar nuevas estructuras que son estudiadas e@éstd¢oque cognitivo. “El mecanismo
para pasar de un nivel a otro siempre es la abgiraceflexiva, comprendida en el sentido
del razonamiento que hace el sujeto sobre el ggdid de las operaciones que realiza
sobre el objeto matemético y de los resultadospgo@uce en el propio sujeto” (Trigueros,
2005, p. 9).
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Dubinsky (1991) afirma que el concepto de “absitacreflexiva” constituye una
poderosa herramienta que dota a los investigadigeana base tedrica sélida para la

comprension del desarrollo del Pensamiento Matemétvanzado.

En este sentido, Dubinsky (1991, 1996) considesa la principal dificultad para
aplicar las ideas de Piaget al PMA, ha sido queedaia de Piaget tiene su origen en la
manipulacioén de objetos fisicos, pero a medidaejugvel matematico aumenta, se hace
necesario construir nuevos objetos, no fisicos sieatales, y manipularlos para construir
las ideas matematicas. Considera que un problepariamte en la Educacion Matematica
consiste en encontrar sustitutos apropiados paraldjetos fisicos y cree que los entornos
informaticos pueden servir para este propoésito. de piensa, que para explicar las
diferencias en las conductas de los estudiantesgessario formular hipotesis de tipo
mental, ya que para poder explicar y buscar sahgsia estas diferencias, es necesario
desarrollar una teoria sobre los procesos mentgles, pueda explicar lo que esta
ocurriendo en la mente de los estudiantes: “El comento matematico de un individuo es
su tendencia a responder ante situaciones matasdioblematicas, reflexionando sobre
ellas en un contexto social construyendo y recopstrdo acciones, procesos Yy objetos
matematicos y organizandolos en esquemas con ebdinmanejar las situaciones”
(Dubinsky, 1996, p. 32-33).

Desde esta perspectiva tedrica del conocimientteméico, Dubinsky (1991,
2000a), y Asiala et al. (1996) consideran que lodividuos realizan construcciones
mentales para obtener significados de los probleyna#tuaciones matematicas; estas
construcciones mentales son desarrolladas y cadasl por unos mecanismake

construccién, como se explica a continuacion.

2.3.1. Las construcciones mentales

Se llaman construcciones mentales a todas aquedlasformaciones que realizan
los estudiantes para resolver una tarea y queelesita obtener significado de ellas. En el

desarrollo del conocimiento matematico las constames mentales pueden ser
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reconstrucciones exactas (correspondiente a la neergoa la repeticion de métodos
previamente conocidos) o adaptaciones de algogmevrite aprendido. La Ultima de estas
dos es importante en el avance y desarrollo deloaonento matematico. Las

construcciones mentales segun DeVries (2001),raeteaizan como sigue:

» Accion, es la transformacién de un objeto percibida pasaldiante como externa.
La transformacion se produce como una reaccion a indicacion que ofrece
informacién sobre los pasos a seguir. Cuando weisaplo puede realizar este tipo
de transformaciones en la resolucion de una taleeimos que esta operando a
nivel de accion. Podriamos pensar con respectoralepto de Integral Definida,
gue el estudiante tiene un pensamiento a nivel ab#ra cuando realiza una
particiobn del intervalo en subintervalos para hameroximaciones del area por

defecto y por exceso.

* Procesq es la interiorizacion de una accion. Es una coosion producto de una
transformacion interna, no necesariamente dirigiolaun estimulo externo. En el
proceso el sujeto puede describir los pasos invadios en la transformacion e
incluso puede invertirlos, es decir, tiene mas robntle la transformacion.
Asimismo, diriamos que un estudiante puede tengicancepcion de proceso en el
concepto de Integral Definida, si logra interiorizas acciones anteriores por
aproximaciones repetidas y transformarlas en hogds de las sumas inferiores y

superiores de Darboux.

* Objeto, es cuando el estudiante reflexiona sobre acciapbsadas a un proceso
concreto, siendo consciente del proceso como utdidad, aprecia que la
transformacion (accion o proceso) puede actuareséby es capaz de construir la
transformacion. Entonces, se dice que el estudateconstruido este proceso en
un objeto cognitivo; es decir que el proceso Ha &ncapsulado” en un objeto. En
este sentido diriamos que un estudiante muestraant@pcion de objeto cuando es
capaz de inferir que si la amplitud de cada subiate (no necesariamente de la

misma amplitud) se aproxima a cero, el nimero ténservalos tiende a infinito y
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ademas que si existe el limite de las sumas, abt@que es la Integral Definida,
entonces se dice que ha encapsulado el procesalaldac los limites en el objeto

matematico Integral Definida.

 Esquema es una coleccion de acciones, procesos, objetwisog esquemas que
estan relacionados, consciente o inconscientementena estructura coherente en
la mente del individuo y que puede ser evocada petar una situacion
problemética de esa area de la Matematica. Unadiummportante y caracteristica
de la coherencia de un esquema esta en poder detegmé esta en el ambito del
esquema y qué no. Cuando un sujeto se enfrentaaatawea matematica en
concreto, evoca un esquema para resolverla y fegarla su resolucion pone en
juego aquellos conceptos de que dispone en ese mmmeaitiliza relaciones entre
esos elementos. En este caso podriamos determiaarngestudiante muestra una
concepcion de esquema del concepto de IntegrahiDafpor las relaciones logicas
que es capaz de establecer entre los elementosnéimies que configuran este
concepto matematico. Al respecto, Trigueros (20f5ma que ante una misma
situacion, diferentes estudiantes pueden utiliaarnhismos conceptos y diferentes
relaciones logicas entre estos conceptos. El tpaethciones logicas que cada
sujeto establece entre los elementos que utilizacmso el tipo de construcciones
gue hace sobre el concepto matematico, dependmetimiento matematico que
tenga. Los esquemas son una herramienta concefuanalisis que permite
identificar caracteristicas de lo que hace el alwrmmando resuelve un problema

matematico.

Dubinsky (1996) plantea que umaacion es una transformacion de objetos que el
individuo percibe como algo externo. Un sujeto godamente puede entender una
transformacion como una accion, sélo puede re#dizegaccionando a indicaciones
externas que le proporcionen detalles precisosdobrpasos que tiene que hacer. Cuando
una accion se repite y el alumno puede reflexieoare ella, puedmteriorizarse en un
procesa Es decir, se realiza una construcciéon internaajeeuta la misma accion, pero

ahora no necesariamente dirigida por un estimuterrea. Un estudiante que tiene una
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concepcion de proceso de una transformacion puedtéxionar sobre ella, describirla, y
hasta puede llegariavertir los pasos. A diferencia de la accion, el estudipeteibe el
proceso como algo interno y bajo su control, emdwe ser una respuesta a indicaciones
externas. Cuando un estudiante reflexiona sobregasaciones aplicadas a un proceso en
particular, toma conciencia del proceso como um,todaliza aquellas transformaciones
(acciones o procesos) que pueden actuar sobre pilegle construir de hecho estas
transformaciones, esta pensando en este procespwoobjeto. En este caso se dice que
el proceso ha sidencapsuladoen un objeto. En el transcurso de la realizaciéruda
accion o un proceso sobre un objeto, suele sesagodesencapsularel objeto y volver

al proceso del cual se obtuvo a fin de usar sysigntades y manipularlo. Y los objetos se

organizan eesquemasque a su vez se relacionan con otros esquemas.

Para la comprension de un concepto matematiconddiduo ha de producir
acciones: “transformaciones de objetos que sorilp@os por el individuo como algo que,
en cierta medida, es externo” (Asiala 1996, p.p@ycesos: “construcciones internas que
realizan la misma accién, pero que ahora no estasagamente dirigida por estimulos
externos.” (Asiala, 1996, p. 10), objetos: “ uniwduo piensa en operaciones aplicadas a
un proceso particular, llega a ser consciente @&gso en su totalidad, se da cuenta de que
las transformaciones (ya sean acciones o procpaedgn actuar sobre el mismo (proceso),
y es capaz de construir realmente tales transfoomes, entonces esta pensando en este
proceso como un objeto. En este caso, decimosoguardcesos se han encapsulado en un
objeto.” (Asiala, 1996, p. 11) y el esquema: “esnivel de mayor elaboracién en la
comprension de un concepto matematico y esta oglado de manera coherente en la
mente del estudiante.” (Asiala, 1996, p. 12).

2.3.2. Desarrollo de un Esquema
En relacion con umsquema Piaget e Inhedler (1978, p. 20) lo definen coreo “

estructura o la organizacion de acciones, queassfteren o se generalizan con motivo de

la repeticion de una accion determinada en cirame&ds iguales o analogas”.
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El refuerzo de la teoria APOE con la incorporadi@ las tres fases de desarrollo
del esquema propuesto por Piaget y Garcia (1982),lldvado a perfeccionar la
comprension y explicacion de los esquemas. Losrinedes de desarrollo del esquema
para categorizar la comprension de los conceptdemddicos, propuesta por la teoria
APOE, se puede usar para entender algunos compentaside los alumnos fundados en
la interaccion de los esquemas (Baker et al. 200D)erna de los niveles: Intra, Inter
Trans permite una comprension profunda de desarrolloodeelsquemas y una mejor

explicacion de los datos de una investigacion (Bsky y MacDonalds, 2001).

El paso de un nivel al siguiente no se caracteppa el aumento de los
conocimientos respecto al nivel anterior, sino pma reinterpretacion total de los
fundamentos conceptuales: “los mecanismos del @sogdel conocimiento pueden ser
aprehendidos en las transiciones que conducen deiveh de organizacion de menor
adaptacion del sujeto al medio (por conocer), aiesles secundarios ulteriores” (Piaget y
Garcia, 1982, p. 7)

En este mismo sentido se considera que “la suceasioa, inter y transque
encontramos en todos los conceptos y en todos iledes, es la expresion de las
condiciones que las leyes de asimilacion y de #gadion imponen a toda adquisicion
cognoscitiva” (Piaget y Garcia, 1982, p. 128). Adentada vez que el sujeto aborda un
nuevo concepto, se produce un proceso de equililorantre la asimilacion de los propios

esquemas Yy la acomodacion de estos conceptos emueva estructura mental.

El desarrollo de un esquema es un proceso dindynicambiante, por el que el
conocimiento crece segun ciertos mecanismos (Piaggarcia, 1982), y para el que se
pueden considerar tres niveles o fases: Intragr ptTrans, denominadas triada, que se
suceden segun un orden fijo en todas las discipliwa lo que no se trata de un proceso
especifico del pensamiento cientifico. En cadalrsgaepiten los mismos cambios que en
el proceso total. Estas tres fases del desarrellindesquema propuesto por Piaget y Garcia

(1982) son definidas del siguiente modo:
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* Nivel intra, “lo propio de este periodo es el descubrimiento uth@ accion
operatoria cualquiera, y la busqueda del andligissds diversas propiedades
internas o de sus consecuencias inmediatas, perauma doble limitacion. En
primer lugar, no hay coordinacion de esta preop@macon otras en un
agrupamiento organizado; pero ademas el analieim de la operacion en juego
se acompafa de errores que se corregiran progresiv@, asi como de lagunas en
la inferencia que de ella puedan deducirse” (Pigggdrcia, 1982, p. 163).

* Nivel inter, “una vez comprendida una operacion inicial es pesieducir de ella
las operaciones que estan implicadas, o de cool@inaon otras mas o menos
similares, hasta la constitucion de sistemas quauoran ciertas transformaciones.
Si bien hay aqui una situacion nueva, existen snbaego limitaciones que
provienen del hecho de que las composiciones sinngidas ya que solamente

pueden proceder con elementos contiguos” (PiaGetrgia, 1982, p. 165).

* Nivel trans, “es facil de definir en funcién de lo que precedamo involucrando,
ademas de las transformaciones, sintesis entre. ®&iahas sintesis llegan a la

construccion de estructuras” (Piaget y Garcia21p8167).

Por sintesisaqui, entendemos el proceso por el cual a pagtiurth cosa que se
conoce, realizando operaciones con/sobre ellaega & la conclusion y comprension de

algo que no se conocia.

Asimismo, Piaget y Garcia (1982, p. 162), considégue cada fase o nivel (intra,
inter o trans) implica a su vez algunas subetapagie o fundamental es que siguen el
mismo orden y por las mismas razones”. Aunque esitsres no dejan claro cuales son
esas subetapas o subniveles, si que plantean mplejgue denominan gran etapa trans y
gue la dividen en tres subetapas que ellos llartrans' intra”, “trans inter” y “trans trans”.
En nuestra investigacion hablamos de los nivesbyiveles: Intra 1, Intra, Inter 1, Inter y
Trans.
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La descripcion sobre el desarrollo de un esqudraasido utilizada en distintas

investigaciones a partir de la teoria APOE de Dakyin(Bodi, 2006; Sanchez —

Matamoros, 2004). DeVries (2001), también adapta niveles de desarrollo de un

esquema de la siguiente manera:

Nivel intra, se identifica por centrarse en aspectos indiveduaislados de ciertas
acciones, procesos y objetos de naturaleza sinfilaindividuo no ha construido
ninguna relacion entre ellos. Asi por ejemplo, ufet® entiende el concepto de
Integral Definida a nivel intra, cuando no estableelaciones légicas entre los
elementos matematicos, porque los recuerda de mmaa&lada, muestra
concepciones erréneas en el uso de algunos elesneattablece sélo un intento de

conjuncion légica entre los elementos.

Nivel inter, se caracteriza por la construccion de relacieng® acciones, procesos
y objetos. En este nivel se comienzan a agrupamfasmaciones de naturaleza
similar. En el concepto de Integral Definida, asuos que el alumno tiene un
pensamiento a nivel inter, porque comienza a estabkelaciones légicas entre los
elementos matematicos especialmente la conjundg@itd entre los elementos
cambiando de sistema de representacion, estaldeogda de la conjuncién logica
la condicional y aparecen los primeros comienzosidesis entre los sistemas de

representacion grafico, algebraico y analitico.

Nivel trans, se adquiere cuando se tiene construida una estusubyacente
completa en la que las relaciones descubiertag pived inter son comprendidas
dando coherencia al esquema. En nuestra investigaoncebimos que un alumno
manifiesta un nivel trans de desarrollo del esqudmantegral Definida, cuando
establece varias relaciones légicas (conjunciémdictonal y contrario de la
condicional) entre los elementos mateméaticos grafi@algebraicos y analiticos,
utiliza los elementos necesarios en la resolucién las tareas usando los
significados implicitos para tomar decisiones, yalgece una sintesis en los

sistemas de representacion grafico, algebraicaljteo.
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En opinion de Baker et al. (2000), (citado por B&D06) el uso de estos tres
niveles para analizar el conocimiento de los eahids ayuda a los investigadores a
considerar la riqueza de las situaciones y de floblgmas de investigacion. Sefialan que
“en cada nivel de la terna, el estudiante reorgarlzconocimiento adquirido durante el
nivel anterior. La progresion es gradual y no nadamente lineal. En el proceso de
aprendizaje se desarrollan diferentes esquemagigsalrollo y cambio de cada esquema

puede describirse usando esa terna” (Baker, 2099)p.

Mientras que el conocimiento se va adquiriendos $ujetos construyen esquemas
coexistentes, los cuales cambian constantemeniandar sus niveles de evolucion. Por
tanto, en algunas situaciones problematicas, ursbmpe puede necesitar coordinar varios
esquemas. Cada esquema, en si mismo, se comp@ueidees, procesos, objetos, otros
esquemas Yy transformaciones. En particular, unessgupuede depender mucho del
desarrollo de uno 0 mas esquemas. En tales casba,de estar preparado para identificar
en esos esquemas sus componentes y su multidimaldan. Por consiguiente, en la
comprension del desarrollo de un esquema globaldet®en identificar no sélo los
esquemas componentes del desarrollo de un esquebah, gino también su coordinacion.
Dentro del esquema global, su coordinacion nos wmdd nuevas estructuras que se

construyen sobre las propiedades de los esquemgmnentes” (Baker et al. 2000, p. 59).

Dubinsky y MacDonald (2001), manifiestan que aunda sucesién accion,
proceso, objeto y esquema se describe de manesd, lem realidad, cuando un alumno esta
desarrollando la construccion de un concepto, eseepo no es tan lineal. Este aspecto

también esta planteado en la investigacion de dsigal., (1996).
2.3.3. Los mecanismos de construccion
Las abstracciones reflexivas utilizadas parazealias construcciones mentales se

denominan mecanismos y han sido caracterizadoslgpupo de investigadores RUMEC
de la siguiente forma:
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» Interiorizacion, es la construccidon mental de un proceso que tjgeever con una

serie de acciones sobre objetos cognitivos. Lasm@es se interiorizan en procesos.

» Coordinacion, es el acto cognitivo de coger dos 0 mas procesosayos para
construir un nuevo proceso. Piaget (1978), (citpdo Dubinsky, 1991) usa
“coordinaciones de acciones” para referirse a tdamgormas de usar una o mas

acciones para construir nuevas acciones u objetos.

* Inversién, una vez que el proceso existe internamente, jatosle es posible
invertirlo, en el sentido de deshacerlo, para eairstin nuevo proceso original.
Piaget (1978), (segun Dubinsky, 1991) no lo teatael contexto de la abstraccion

reflexiva, lo incluye como una forma de construncdlicional.

» Encapsulacion,es la transformacion mental de un proceso dinamcan objeto
cognitivo estatico. Este objeto puede ser vistocoma entidad total y puede ser
transformado mentalmente por otras acciones o posc&n este caso decimos que

el proceso ha sido encapsulado en un objeto cegniti

» Desencapsulacionges el proceso mental de volverse desde un objepyoakso

desde el cual fue encapsulado el objeto o tuvaigar

* Tematizacion es la reflexion sobre comprension de un esqueiagdolo como
"un todo", y es capaz de realizar acciones sdsgeiema, entonces se dice que el
esquema ha sido tematizado en un objeto, Asialh €1996). En relacion con este
mecanismo, Piaget y Garcia (1982, p. 103), defiagamatizacién como: “el paso

del uso o aplicacion implicita, a la utilizacibmeaiente, a la conceptualizacion”.
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ABSTRACCION REFLEXIVA

Interiorizacion

ESQUEMA
ACCION PROCESO

OBJETO Coordinacion
Inversion

\ o /
Desencapsulacion

Tematizacion

Esquema 2.1. Marco Tedrico APOE. Dubinsky, E.
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2.3.4. Descomposicién Genética

Una descomposicion genética esta definida como adetn cognitivo donde se
describen las posibles construcciones mentalesiquestudiante realiza para entender un
concepto a partir de ciertas habilidades cognitprasias, y son descritas en el marco de la
teoria APOE de Dubinsky (1996) y Asiala et al. @9%onde se trata de explicar el
entendimiento de un concepto mediante las construes mentales y los mecanismos de

construccion.

Las descomposiciones genéticas son una maneramtegy las hipotesis de como
se construyen los conceptos matematicos mentalmasitda et al (1996, p. 7), define la
descomposicién genética del concepto como “conjdetestructuras mentales que pueden
describir como se desarrolla el concepto en laenggitalumnt Para el grupo RUMEC la
descomposicidén genética “es el primer paso deisasdorico de un concepto matematico
en término de las construcciones mentales que emdig puede llagar hacer en orden de
desarrollar la comprension del concepto” (DeVrigf01, p.4). Esta descomposicion
genética es una via para aprender conscientementengepto matematico por parte del
alumno, pensando que la descomposicion genéticandeoncepto no es Unica; y que
“pueden coexistir varias descomposiciones genétittdsmismo concepto en estudio”
(Trigueros, 2005, p. 8).

Las investigaciones en Teoria APOE, parten dedesaomposicion genética inicial
del concepto de interés y esta constituida poiiselfid de un analisis de los instrumentos
tedricos que son los elementos del conocimients yrélaciones ldgicas establecidas entre
estos elementos que configuran el concepto en iéogstlonde se incluyen las
construcciones mentales especificas que un estadealiza para aprenderlo. El disefio se
basa propiamente en la experiencia del profesoel andestigador y de esta manera se
fomenta la construccion de esquemas necesariosepa@rendizaje del concepto que se

desea estudiar.

76



Capitulo 2. MARCO TEORICO Eliécer Aldana Bermludez

Dubinsky y sus colaboradores basan su trabajo |eandlisis tedrico de un
determinado concepto matemético, el desarrollo das udeterminadas estrategias de
ensefianza y aprendizaje, y el analisis de los dqwms probar y perfeccionar el analisis
tedrico inicial y la instruccién. La perspectivadpgogica correspondiente considera que la
comprension conceptual debe converger hacia unapremsion del formalismo

matematico.

2.3.5. Investigaciones en el marco de la teofiaPOE”

Diferentes trabajos de investigacion han asumgta teoria APOE, como marco
para analizar la comprension que tienen los esitela de diferentes conceptos
matematicos. La descripcion de las construccionestates o formas de conocer, los
mecanismos de construccion y la triada de desarmdl esquema, utilizados en la
comprension de los conceptos mateméaticos constitigfeeje fundamental de estas
investigaciones en el marco de la teoria APOEiZdtido esta perspectiva tedrica se han
realizado mudltiples investigaciones entre las geieescuentran las siguientes sobre: el
concepto de limite (Cottrill et al. 1996); clasesetales, normalidad y grupos cocientes
(Asiala et al. 1997); grupos y subgrupos (Browalel1997); regla de la cadena (Clark et al.
1997; Cottrill, 1999); las funciones exponenciallogaritmica (Weber, 2002); calculo
gréfico (Baker et al. 2000; Cooley et al. 2003gduaciones (Barbosa, 2003); la derivada
(Asiala et al. 1997; Badillo, 2003; Sanchez — Maieog, 2004; Sanchez — Matamoros,
Garcia y Llinares 2006); la divisibilidad (Bodi, @); series numéricas (Codes y Sierra,
2004, 2007), entre otras.

La investigacion de Cottrill et al. (1996) tiegee ver con los constructos accion,
proceso, objeto y esquema en el estudio del comaiptiimite, por medio de los cuales
tratan de modelizar como se desarrolla un conaeptematico en la mente del individuo,
denominando descomposicion genética del conceptmrgunto estructurado de dichos
constructos (Asiala, 1996). Esta descomposicidgtiEnse considera como una evolucion
de cdmo adquiere el sujeto la comprension de laseios matematicos. Para realizarla

distinguen cuatro fases: a) Descomposicion genéficgliminar del concepto; b)
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Implementacién sobre la instruccion y analisis @e rhisma; c) Revision de la
descomposicién genética preliminar, a la luz dedopd; d) Discusion de cémo las
observaciones influyen en los cambios que se haro(se han) realizado. Como puede

observarse, se trata de un verdadero analisi®®@. pri

En su investigacion Cottril et al. (1996), plamteea los objetivos siguientes:
reinterpretar la literatura referente al concepéo lignite; describir la descomposicién
genética y hacer propuestas pedagdgicas para ehdipaje del concepto de limite. El

estudio se realiz6 con 25 estudiantes universgayiee cursaban la asignatura de Calculo.

La instruccion dada a los estudiantes fue a tralggracticas con ordenador,
debates, y trabajos de clase en grupos de 3 oudiastes. Posteriormente se hicieron
entrevistas clinicas. El concepto de limite fuasado a lo largo del proceso de ensefianza.
Los resultados obtenidos los llevaron a conclug gxistia una fuerte tendencia por parte
de los estudiantes a identificar el limite de lacfdn en un punto con el valor de la funcion
en dicho punto. Esta identificacion planted protderde comprension cuando el limite no
existia. La comprension estatica del limite en wmt@ podia evolucionar a la evaluacion de
los limites laterales o a la obtencién de los \esotercanos en el dominio estudiado.
Cuando los estudiantes pueden dar valores en vauo®s, mas 0 menos proximos al
punto, se interioriza en un proceso el concepto liddéte, determinando que si

x - a entoncesf(x) - L.

Asimismo, consideran que los estudiantes tienecuttiides con el concepto formal
de limite por dos razones: una es la propia coacithm de los procesos y que no todos los
estudiantes pueden establecerla de inmediato, gtrla se refiere al conocimiento
necesario de los cuantificadores para comprendesralepto de limite. Sefialan ademas,
que el concepto de limite se puede interiorizaruenproceso, si los estudiantes son
capaces de evaluar el concepto de limite en vptinlds mas o menos préximos antes de
dar el valor del limite de la funcidén. Una concegfizacion objeto del limite requiere
pensar, por ejemplo, en el limite de la composi@déndos funciones como proceso y

coordinar la suma de ambas para encapsular ero@bjiiite en la funcion suma.
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Ademas, Cottril et al. (1996) destacan que la epaién dinamica del concepto de
limite es mas complicada que un simple proces@ Estos autores el concepto de limite
no es estatico y configura un esquema muy compieje es producto de aspectos
dinamicos y sefialan el insuficiente tratamientdriresional de la concepcion dinamica del
concepto de limite. La construcciéon del esquembndiée requiere de la coordinacién de
procesos que impliquen fuertes concepciones asiocdan comprension de los
cuantificadores del limite, en lugar de lgs-J de la definicion formal de limite que

resulta dificil para algunos estudiantes.

En el &mbito algebraico, Asiala et al. (1997) himmeun estudio epistemolégico de
las clases laterales, de la normalidad y de lopagricocientes. En la descomposicion
genética propuesta por estos investigadores, eleptm de grupo lateral es entendido
como una accién cuando el estudiante lo obsergatnabaja como una situacion préxima,
como si estuviera descrito como la aplicacién defdrmula. La concepcién como proceso
de la clase lateral permite al estudiante pensd®rubgrupos, sin realizar célculos. Las
clases laterales seran conocidas como objeto cugretudiante pueda pensar en cOmo se
forman éstas o realizar acciones sobre las mismascer comparaciones sobre los
cardinales o aplicar el teorema de Lagrange. Asimjspropusieron la descomposicion
genética de los conceptos de normalidad y grupcsrm@s. El esquema de grupo cociente

lo integraban los esquemas de grupo lateral, dexciga binaria y de grupo

Los resultados de este estudio, mostraron queontgrension de los conceptos de
Algebra fue mayor en los estudiantes que recibienoa instruccion experimental. Los
estudiantes de este curso alcanzaron concepciaedjdto de los esquemas de clase
lateral y de normalidad. La normalidad fue obseavaor la mayoria como propiedad de un
subgrupo que esta incluido en un grupo y la congiderde la idea de grupo fue asociada a

un conjunto con ley de composicion interna.

Asimismo, Brown et al. (1997) estudiaron la compién de los estudiantes sobre
grupos y subgrupos. En la investigacion utilizaeteoria APOE para describir las formas

de conocer Yy los mecanismos de construccion dedoseptos por los estudiantes. El
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estudio se hizo mediante una metodologia experahebtsada en un programa
informatico, en la que participaron 51 estudiangel®s cuales les aplicaron cuestionarios y

entrevistas individuales.

En el estudio Brown et al. (1997), ademas de zaala descomposicion genética,
resultd de especial interés el conjunto de las tomones mentales, denominadas
esquemas, que los estudiantes pueden desarrotiarlgpaomprension del concepto de
grupo y subgrupo. La descomposicion genética iniplanteada incluyd operaciones
binarias, entendidas como funciones lo que imghcéonstruccién previa del esquema de
funcion previamente construido. El esquema de gaupo vez comprendia otros esquemas
como el de conjunto, operaciones binarias y axioguaspodian relacionarse entre si. Por
ejemplo, el esquema de axioma incluia una operduitaria que podia cumplir o no una
determinada propiedad o el esquema de subgrupcapenia los esquemas de grupo,
subconjunto y funcion. Las actividades que plameancluian relaciones de congruencia,
permutaciones, clases modulares y grupos de sanetri

Los resultados mostraron las distintas formas atapecension de los estudiantes.
Asi por ejemplo, las operaciones binarias eran cenaiiddas como accion cuando los
estudiantes no eran capaces de comprender el ¢cordepelacion binaria con ejemplos
especificos. La composicion de dos simetrias efspgsiera entendida como proceso
cuando los alumnos podian usar ejemplos concregemgralizarlos. La comprensién de la
relacién binaria se daba en un nivel superior gpdecibian como una funcion de dos

variables.

Por su parte, Clark et al. (1997) analizaron lamamsion de los estudiantes de la
regla de la cadena y sus aplicaciones, a traveédedalrollo de la triada en un esquema, lo
que facilité la clasificacion de las respuestasadgubr los 41 estudiantes que participaron
de la investigacion y que pertenecian a dos grupasexperimental y otro que recibia una
ensefianza tradicional. El estudio se llevo a cabdiante entrevistas realizadas a todos los
participantes, y las preguntas tenian que ver @sulistintos métodos de derivacion, sobre
la funcion integral o la comprension de la regldadeadena.
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Las preguntas que se plantearon estos investigmdéueron: (a) ¢coémo
comprenden los estudiantes la regla de la cadebp?;quales son los conceptos
matematicos necesarios para la comprension dglde la cadena? (c) ¢como reconocen

y aplican los estudiantes la regla de la caderdiferentes situaciones matematicas?

Estos mismos autores, plantearon una descompogjeitética inicial que describia
la forma que los estudiantes pueden llegar a camdprecomo objeto el esquema de
funcion, de composicion y de diferenciacion y déseron ademas, como deberian
relacionarse dichos esquemas para desarrollagekes de la regla de la cadena y como
aplicarla en situaciones especificas. Las entavistostraron que algunos alumnos podian
generalizar la regla de la cadena de una funcioncreta realizando acciones y
demostrando asi una concepcion accion de la regla dadena. Estas manifestaciones
llevaron a los investigadores a usar nuevos elememe interpretacion apoyados en los
niveles de desarrollo de un esquema. La redefimicdé la descomposicion genética
planteada inicialmente sobre la regla de la cadsaado la triada se planteé de la forma
siguiente: En el nivel intra el estudiante posea coleccion de reglas de derivaciéon para
encontrar todo tipo de derivadas hasta las coreldsrmas dificiles, sin que esto suponga
gue establece relaciones entre ellas. En el nitet estd caracterizado por la habilidad del
alumno para discriminar entre todos los tipos devdéas y establecer relacion entre ellos.
En el nivel trans el alumno construye el esqueniyyatente de la regla de la cadena

vinculando la composicion de funciones vy la diferacion, generalizando asi dicha regla.

Este estudio se complementa con el de Cottrill9g)%también relativo a la
comprension de la regla de la cadena. Parte dipdéebis de que la regla de la cadena no
es dificil en si misma, sino que lo que dificulta ®mprension es la composicion de
funciones. En su estudio participaron 34 estudsarde la asignatura de Calculo,
distribuidos en dos grupos que recibian ensefiaozados metodologias diferentes. Las
preguntas utilizadas en este estudio son muy sasika las de la investigacion mencionada

anteriormente.
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Los resultados, obtenidos por medio de entrejist@straron diferencias marcadas
entre el grupo de control y el experimental; lacdegposicion genética era consistente y es
imprescindible que los alumnos entiendan primeroc@hcepto de composicion de
funciones para lograr un nivel adecuado de compinendel concepto de regla de la
cadena.

Otra investigacion desde esta perspectiva teéeicda de Weber (2002), sobre la
comprension que tienen los estudiantes de lasdnesiexponenciales y logaritmicas. El
objetivo de este estudio es describir como los démttes pueden desarrollar la
comprension de estos temas y analizar la compremigdestos conceptos en los alumnos
dentro del contexto teorico.

El estudio fue realizado con 15 estudiantes qué&haiecibido un curso tradicional
de Precalculo en la universidad; el trabajo se rdaia a partir de entrevistas a los
estudiantes. En las entrevistas se hicieron pragurientadas a recordar las propiedades
de los logaritmos y de los exponentes, a justiflaar propiedades y preguntas abiertas

destinadas a explorar la comprensién conceptuesibs temas.

Las conclusiones a las que llega el investigadsrpbtiene mediante la descripcion
de las actividades de instruccion y sobre la batamilisis tedrico disefiado para fomentar
la comprension de estos conceptos en los estusdidgit@rincipal hallazgo de este estudio
fue que la mayoria de los estudiantes sélo enterddiaxponenciacion como una acciéon y
no entienden este concepto como un proceso; es, dape mientras que todos los
estudiantes en el estudio podian trabajar casasllesrde la funcion exponencial, pocos
estudiantes podian razonar sobre el proceso deerpiacion. La comprension que tienen
los estudiantes sobre los logaritmos y exponerdelsastante limitada y muchos de los

estudiantes no son capaces de comprender lostlngary exponentes como procesos.

Baker et al. (2000) realizaron una investigaci@bre la comprension de los
estudiantes acerca de los conceptos de Calcuipadtis en la resolucion de un problema

atipico de calculo gréfico; esbozar la grafica da funcion en intervalos especificos de su
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dominio conocidas diferentes propiedades de la midtn esta investigacion participaron
41 estudiantes de Ingenieria Ciencias y Matemateca®s cuales se les realizaron
entrevistas. El objetivo era estudiar la concepaaion de la primera y segunda derivada,
la continuidad y los limites de la funcién y anatiza coordinacion que establecian los
estudiantes cuando esbozaban la gréfica de ladiunci

De acuerdo con los autores, el esquema de Célcaficaq esta caracterizado por
una combinacion de los niveles del desarrollo erdmprension de los conceptos de
derivada, de limite y de continuidad y requierecéanprension y coordinaciéon de dos
esquemas, el llamado “de las propiedades” de lasdnes y el llamado “de intervalo” de
dominio especifico. El de propiedades implicabamaer como los estudiantes coordinan
las condiciones analiticas de una funcién y laacrehes con una propiedad grafica. El
desarrollo del esquema de intervalo involucrabaprender la notacion de los intervalos.
La utilizacidon y andlisis del esquema de “calculafigo” en los tres niveles permitio a los

investigadores comprender el comportamiento denakgestudiantes.

Posteriormente este estudio fue ampliado por Coeleyl. (2003), con el objetivo
de observar si los estudiantes eran capaces datirami el esquema de “célculo gréafico”.
Los resultados se obtuvieron de las entrevistdizadas a 27 estudiantes que mostraron
dificultades para establecer relaciones entre lissintbs conceptos implicados y el
esquema de “célculo grafico” fue una herramienta mestudiar la coordinacién de los
conceptos implicados en los problemas de calcuédicgr en diferentes contextos de
representacion. Los autores consideran que parbog@studiantes construyan el esquema
de célculo grafico se requiere el disefio de esgfialidacticas que permitan un adecuado
desarrollo del esquema.

Otro estudio en el marco de esta teoria, es mradiada por Barbosa (2003), sobre
la comprension del concepto de inecuacion que rtidog estudiantes universitarios. El
esquema de inecuacion planteado debia ser invéstigsde dos construcciones mentales
diferentes: interpretacion de inecuaciones y res@tude inecuaciones.
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En primer lugar, el esquema de interpretacion eteneido como un ente
matematico que debe describirse y que puede mansgul través de acciones como
operar, analizar, observar equivalencias o verificanjuntos de nameros reales que
cumplen la inecuacién y en segundo lugar, el esgudresolucién consiste en indicar los
cambios que estan permitidos, las modificaciones sydre el conjunto solucién después
del procedimiento mismo, que permite resolver urecuacion con el menor nimero de
operaciones; y desde el punto de vista grafico estgiema comprende funciones que
pueden ser utilizadas para representar la ineauagi@para comparar signos de las
imagenes. El investigador define lo que significaet contexto de la investigacion los

conceptos de interpretar y resolver.

La investigacion se llevo a cabo con 136 estudsnniversitarios de Informatica y
Mateméticas. Se compard la comprension del concgptinecuacion entre un  grupo
control y el experimental; a través de entrevistas preguntas que se planteé Barbosa
(2003), fueron: ¢ Cuales son los conceptos prewiessg requieren para la comprension de
las inecuaciones?; ¢ Como construye o comprencitugliante el concepto de inecuacion?;
¢, Cuales son las estructuras mentales y las comsxioon otros conceptos matematicos
necesarios para la comprension del concepto deudoEm?; ¢Cdmo influye la

interpretacion de inecuacion en la resolucion ablemas que implican el concepto?

Entre las conclusiones destacan las siguientesieessario que los estudiantes
utilicen transformaciones adecuadas para hallaoliacion de la inecuacion; conozcan las
condiciones y las razones por las qué realizan tesasformaciones. Asimismo, destaca
gue un “fuerte esquema de resolucion, tanto emrkegto algebraico como gréafico, debe
tener un esquema fuerte de interpretacion” (Bab@603, p. 217). Propone que es
necesario plantear actividades basadas en el eagdeninecuacion que involucren la

interpretacion y la resolucién tanto en la represgan algebraica como grafica.

Para la comprension grafica de una funcion y sivatda Asiala et al. (1997),
propusieron una descomposicion genética inicighdi@gn dos modos de representacion, el

gréfico y el analitico. La encapsulacion como abjéel concepto derivada se producira
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cuando la recta tangente a una funcion en un pasttomprenda como: el limite de las
rectas secantes (modo grafico) y el limite de tasentes incrementales de una funcién en

un punto (modo analitico).

En el estudio participaron 41 estudiantes de liegeny Mateméticas distribuidos
en dos grupos, un grupo de 24 estudiantes continadensefianza tradicional y el otro
grupo de 17 estudiantes habia recibido una ir@tm@xperimental basada en el ciclo de
ensefianza “ACE” (actividades, tareas de clase yciejg@s), usando un lenguaje
matematico de programacién, y el aprendizaje co#bo. La investigacion pretendia

hacer un estudio comparativo de ambos grupos.

Para recoger los datos se realizaron entrevistagoreguntas sobre la gréfica y la
recta tangente a una funcion en el punto (5, 4byesla construccion de funciones que
cumplieran con determinadas condiciones. El olgetie las preguntas de las entrevistas
fue inferir informacién sobre cémo los estudiardesiprendian la derivada en los sistemas

de representacion grafico y analitico.

Los resultados mostraron que cuando los estudiandajaban con graficas la
funcion era conocida como proceso. Muchos necesitédner una expresion analitica de
f(x) gue se adaptase a la representacion grafica. hareasion de la derivada como la

pendiente de la recta tangente a la curva en uto unesentd dificultades cuando los
alumnos no comprendian el concepto de funcién cormoeso, porque no entendian que

' (la derivada def ) es una funcion.

Los estudiantes del curso experimental alcanzanencomprension proceso de la
funcion y pocos necesitaron de la expresion aoalﬁ'ef(x) que se correspondiera con la

gréfica. Ademas, estos estudiantes mostraron ungremsion mas completa dé y

f '(derivada def ) que los que seguian una instruccion tradicional.
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A partir de estos resultados, Asiala et al. (198nifiestan que se de debe reforzar
la comprension del concepto de derivada en laseseptaciones gréfica y analitica. La
descomposicion genética inicial debe modificarsa piar mayor énfasis a la concepcion
de funcion que poseen los estudiantes y a la dmeade conexiones entre las
interpretaciones analiticas y graficas.

Desde la linea sobre el conocimiento profesional pitefesor, Badillo (2003)
realizé una investigacion sobre la derivada comgtobmatematico y como objeto de
ensefianza y aprendizaje en profesores de MatemaEtabjetivo de esta investigacion
fue identificar y describir la relacion e integ@cientre el conocimiento del contenido
matematico y el conocimiento didactico del conteradn relacion al concepto de derivada

de profesores de Matematicas en ejercicio.

Para el estudio utilizé las categorias tedricasafiicas que proporcionan el marco
de la Teoria APOE vy los organizadores del curricpéva el estudio de los componentes
del conocimiento profesional del profesor de Matiérad. En la investigacion utilizé la
construccion de la descomposicion genética deleqnade derivada y el desarrollo de los
niveles del esquema del concepto en los sistenasepmtesentacion gréafica y analitica.
Badillo (2003) parte de la estructura y descripcael conocimiento profesional del
profesor y la forma cdmo éste lo estructura eniatiodde trabajo, para lo cual la autora se
centra en la caracterizacion de las tareas queopeopl profesor para ensefiar y evaluar

este concepto matematico en sus alumnos.

En cuanto al tipo de investigacion, utiliza una edetogia de estudio de casos,
donde busca integrar en el andlisis del conocimiefgl profesor, las dimensiones
institucionales y cognitivas, teniendo en cuentadimitacion del contexto. A partir de
esto, la investigadora definié dos niveles de aig&landlisis macro y analisis micro. El
analisis macro tiene que ver con las restricciomssitucionales que puede tener el
concepto de derivada y que de alguna forma pueddiaonar la practica del profesor
(conocimiento matematico, aspectos de formaciéaiahly disefio curricular) y con el

analisis micro, se refiere al conocimiento quedietos profesores sobre el concepto de
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derivada como objeto matematico y como objeto def@anza y aprendizaje.

Del andlisis y de los resultados Badillo (20033éhalgunos planteamientos en los

siguientes términos:

» Existe confusion entre los macro objetos f '(a) ¥x) y falta de un tratamiento

adecuado de las relaciones y diferencias entrs.esto

» Estas confusiones se verifican con mayor o menadagren todos los libros de
textos de Matematicas de 11° (segundo afio de leatol) que usan los profesores,
porque optan por introducir la derivada como uniesge incremental para definir
los macro objetos f '(a) y f '(x) y evitan la comeptlad semiotica que implica

comprender estos macro objetos.

» ElI mismo fenbmeno se evidencia en el conocimiesttod profesores al reproducir
los errores y dificultades en la comprension desestiacro objetos cuando tienen

gue resolver y disefar tareas de Matematicas.

La autora, propone con base en los resultados slanalisis macro, micro y la
integracion de los dos, algunas sugerencias pdmrecion permanente del profesorado

gue permita la solucion del problema detectado.

Otro estudio significativo, es el presentado poncBéz—Matamoros (2004) y
Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares (2006), sebaesarrollo de la comprension del
concepto de derivada en estudiantes de bachillgrgitamer curso de Licenciatura de

Matemaéticas a través de los tres niveles de ddisaded esquema: Intra, Intery Trans.
La investigacion de Sanchez-Matamoros, Garcidiryates (2006), tiene como

objetivo estudiar el desarrollo de la comprensiéhabncepto delerivadaen el nivel de

bachillerato (16- 18 afios) y primer afio de la ursiad.
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La investigacion estuvo orientada a caracterizdesarrollo de la comprension del
concepto de derivada en estos alumnos, a partia gerspectiva teérica de los niveles
(intra, inter y trans) de desarrollo del esquenwppesto por Piaget y Garcia (1982). Para
este estudio realizaron un andlisis previo de &dmode derivada estudiando los elementos
matematicos y las relaciones légicas que conforelaroncepto. Las relaciones ldgicas
(conjuncion logica, contrareciproco y equivalendimica) se entendieron como la
“coordinacion entre operaciones”, que se establem@ne los elementos matematicos
cuando se resuelve un problema y los elementosmatitms entendidos por estos autores
en los mismos términos piagetianos como “el pramwe una disociacion o de una

segregacion en el interior de una totalidad pre(fadget, 1963, p. 8).

En el estudio participaron 150 estudiantes, disigiis asi: 50 de 1° de bachillerato,
50 de 2° de bachillerato y 50 de primer curso dengiatura de Mateméticas. Para recoger
la informacion utilizaron cuestionarios especifipasa cada uno de los grupos de alumnos

y entrevistas apoyadas en las respuestas prodymdass estudiantes en el cuestionario.

El andlisis de las respuestas de los estudiardéerantes problemas de derivadas
permiti6 asignarles un nivel de desarrollo del esga de derivada. Los resultados
obtenidos a partir de los cuestionarios y de laseeistas indican que el desarrollo del
esquema de derivada esta vinculado a la capacielddsdestudiantes de relacionar los

elementos constitutivos del concepto durante laluesn de problemas.

Los resultados se discuten considerando la actividantal o la capacidad de los
estudiantes para generar informacion (sintesislogeip asi explicar el desarrollo del
esquema de derivada. Asimismo, Sanchez-Matamora;iasy Llinares (2006, p. 96),
consideran “gue un estudiante pasa de un niveledarbllo del esquema a otro por la

manera como realiza la sintesis, de los modosptesentacion”.

De su parte, Bodi (2006) también realiz6 una stigacion en el marco teorico
APOE, sobre el analisis de la comprension de Isibilidad en el conjunto de los nimeros

naturales, tuvo como objetivo analizar la comp@nsile los alumnos de educacion
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secundaria (12-17 afos) de la divisibilidad en @hjunto de los naturales desde la

perspectiva del modelo APOE y caracterizar los legre&le desarrollo del esquema de

Divisibilidad. Los datos de este estudio se obtwviepor medio de cuestionarios y

entrevistas que fueron aplicados a los estudiabtelsanalisis y de los resultados obtuvo

las conclusiones siguientes:

En los alumnos predomina el nivel Intra del dedlrralel esquema de
Divisibilidad, caracterizado porque los estudiantesnen dificultades para
establecer relaciones entre los elementos del esquen el nivel inter empiezan a
establecer relaciones entre los elementos, aunguealgunas dificultades para
indicar que un numero es divisible por sus factomspuestos y en el nivel trans
ya pueden establecer la mayoria de las relacidaebvisibilidad vinculadas a la

representacion factorial de los niUmeros naturales.

La tematizacion del esquema de divisibilidad fuentdicada a partir del manejo de
las diferentes propiedades de la divisibilidad, lem modos de representacion

decimal y factorial de los nimeros.

El uso de las relaciones bicondicionales, de lardinacion y de la relacion
contrarreciproca entre los elementos de divisiiighermitio realizar inferencias
correctas en términos de divisores y no divisodesmultiplos y no multiplos,
admitiendo la idea de la unicidad de la descompbsien factores primos y que
cualquier divisor o multiplo del numero debe podermarse a partir de la

representacion factorial del mismo.

Existe correspondencia entre la reificacion y lanprension de los conceptos
matematicos cuando el individuo establece relasioh@gicas entre ellos,

independientemente del modo de representacion adtmpt

En este sentido, la descomposicion factorial em@ndcomo “procepto”

(procedimiento-concepto) ha resultado fundamerded gl desarrollo del esquema
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de Divisibilidad, facilitando el desarrollo gradwtdl mismo, Bodi (2006, p. 280).

De otra parte, Codes y Sierra (2004) hicieron undés piloto sobre ensefianza-
aprendizaje con Maple del concepto de convergateiseries numéricas con alumnos del
primer curso de la Diplomatura de Informéatica. Bjletivo principal del trabajo fue mejorar
el aprendizaje de este concepto en los alumnostdgeograma académico, utilizando una
instruccion previa apoyada en un programa de alsithbdlico, y el analisis de las
respuestas dadas por los alumnos en la instruegibicendo la metodologia del ciclo de

ensefianza ACE.

Los investigadores parten de la formulacion deagahipotesis en los siguientes
términos: la instruccion permite que se evidena@kgunos obstaculos epistemologicos y
didacticos; la génesis del concepto y el contediléas actividades puede superar algunos
obstaculos epistemologicos asociados a las serfigstas; las representaciones graficas
ayudan a los alumnos a resolver los problemasgepndafianza de un concepto matematico
con una herramienta informatica genera interéd atumno por las Mateméaticas y mejora

su rendimiento académico.

Para el estudio de este concepto matematico,anblizla teoria APOE, a partir de
la descomposicion genética del concepto de sede®ricas y del disefio de instruccion.
La instruccion la implementaron con un total deedtidiantes de los programas de Gestion
y de Sistemas, para lo cual utilizaron un cuestioraevio a la instruccion, uno posterior a
la instruccion y otro para evaluar la instrucci@tilbida. A partir del analisis y de los
resultados obtenidos los autores concluyeron:

* Los alumnos mostraron una actitud positiva porsel de la herramienta informatica
de célculo simbdlico, aunque muchos considerarnsqueso es complicado, porque

requiere de conocer el lenguaje de programacion.

* Los resultados indican que se debe hacer un ussistamatico de la herramienta y

utilizarla durante todo el curso y no solo en ktrimccion.
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 Alto grado de aceptacion de los alumnos por el deb Maple en las
representaciones graficas y comprobaciéon de vdedas hipétesis planteadas en la

investigacion.

» En la prueba piloto se detectaron algunos obstaaue se pretenden corregir a lo

largo de la nueva instruccion, para alcanzar edtodg final del estudio.

* Muchos alumnos requieren de una entrevista pam@spremas el sentido de los

argumentos que dan en las explicaciones de susa€s;s.

A partir de estas conclusiones, los autores pdantentinuar con la aplicacion de la
teoria APOE, haciendo una revision de la descomigosigenética y las modificaciones

necesarias a la instruccion previa recibida, qué &glicada de nuevo a los alumnos.

Continuando con Codes y Sierra (2007) estos iigaeres, ademas presentaron
otro estudio piloto sobre la nocion matematica aeicepto de serie numérica, con el
proposito de analizar la comprension de los estbesade Ingenieria Informatica de este

concepto matematico.

La investigacion la realizaron en el marco ted6riB®OE, a partir de la
descomposicién genética del concepto de serie neeméo que les permitié caracterizar
los niveles (intra, inter y trans) de desarrolld dsequema de éste concepto y definir

subniveles dentro de los niveles (intra e integl)edquema.

Para el estudio tomaron una muestra de 14 estedjaqie en el momento estaban
recibiendo clase sobre este concepto matematica,lpaual los alumnos recibieron una
instruccion tedrica apoyada en un software de @kinbolico Maple. La informacion la
obtuvieron a partir de la grabacion de todas lased sobre el tema de sucesiones y series
numeéricas con aquellos alumnos que de forma vaiardaeptaron. El analisis de los datos
lo establecieron a partir de la formacién de dagpgs de trabajo (S1 y S3) utilizando los

criterios: participacion de los integrantes durdategrabaciones y la diferencia en el nivel
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de comprension. A partir del analisis, los invesfigres obtuvieron los resultados

siguientes:

» Mayor nivel de desarrollo del concepto de serie éniga de un grupo (S1) con

respecto al otro (S3) grupo.

* Ninguno de los grupos tuvo manifestaciones de halmanzado el nivel trans de

desarrollo del esquema.

 Un grupo (S1) mostré caracteristicas de desarmdlo esquema en nivel inter

avanzado.

» El otro grupo (S3) solo presenta una caracteriscaivel inter, ubicandose asi en

el nivel intra avanzado.

Segun, Codes y Sierra (2007) los subniveles avaszsehalan la transicion de un
nivel a otro superior que se manifiesta a travélasgl@cciones que se llevan a cabo sobre

los elementos del modelo sucesion y sucesion dasparciales.

Las investigaciones presentadas acreditan la giatetad del marco tedrico APOE.
La utilizacion de este marco permite a los investayes obtener informacion sobre las
caracteristicas de los significados de los conesejpizestigados y sobre las caracteristicas
de la evoluciéon de los mismos (desarrollo de la pr@msion). Por otra parte, la
descomposicién genética de un concepto permitdifidan los mecanismos y formas de
conocer que deben adquirir los estudiantes pardedarrollo del esquema del concepto
matematico. Asimismo, la identificacion de los etemos matematicos y el tipo de
relaciones establecidas entre ellos permite detamids niveles de desarrollo del esquema

del concepto que se desea construir o aprender.

92



CAPITULO 3



Capitulo 3. DISENO DE LA INVESTIGACION Eliéeddana Bermidez

Capitulo METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

En este capitulo describimos los aspectos metgol® de la investigacion, los
instrumentos utilizados y el procedimiento de amlirealizado. En primer lugar,
desarrollamos el método de investigacion utilizaaciendo referencia al ambito de la
investigacion, enumerando las fases de la invesfiga presentando los elementos
matematicos, las relaciones logicas y los sistedegepresentacion del concepto de
Integral Definida asi como la descomposicion geaétnicial del concepto de Integral
Definida. A continuacion se indica como se disefi@pjicé un precuestionario como
instrumento de recogida de datos para posterioemennstruir los instrumentos de
recogida de los datos definitivos (cuestionaridrexista y mapa conceptual); indicaremos
como se aplicaron estos instrumentos y finalmeptesentaremos el procedimiento

metodoldgico utilizado para el andlisis de los daiwogidos.
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3.1. Método de investigacion.

El tipo de investigacion que hemos realizado ea (linvestigacion cualitativa
orientada a la comprensidéouyo objetivo es describir e interpretar la resdiceducativa
desde dentro” (Dorio, I., Massot, |. y Sabarielgb, 2009, p. 281); porque tiene que ver
con la forma cémo los estudiantes comprenden/agresir el concepto de Integral
Definida, es decir, cdmo se desarrolla el esqueenintiégral Definida en estudiantes de
tercer afo de Licenciatura de Matematicas. Se datan estudio de casos, que “involucra
aspectos descriptivos y explicativos de los tenigest@ de estudio” (Bernal, 2006, p. 116);
los participantes han sido analizados de formaviddal y el analisis global nos ha
permitido caracterizar los niveles de desarrollb ekuema de Integral Definida en la

poblacion objeto de la investigacion.

3.2. Ambito de la investigacion.

Esta investigacion se ha realizado en Colombigldbepartamento del Quindio,
en la ciudad de Armenia, concretamente en la Usidad del Quindio. Los estudiantes a
los que se refiere tienen un rango de edad ent#®2 l&ios, pertenecen a la Facultad de
Educacion y estan adscritos al Programa de Mateasagn el que deben cursar 160
créditos del plan de estudios. La mayoria trabajahe costearse sus estudios por lo que

los realizan en horario nocturno.

En Colombia el concepto de Integral Definida ndéesontemplado en los
estandares curriculares diseflados por el Ministigi&ducacion Nacional (MEN, mayo de
2003) correspondientes a la educacion secundamidp mue este concepto solo se estudia
cuando se ingresa en la universidad. En el segaifidode bachillerato, en Analisis
Matemaético, el plan de estudios contempla “funcépmeciones intuitivas de aproximacion
y limite, y una aproximacion del estudiante a laido de derivada como razén de cambio

instantdnea en contextos matematicos y no mateyaétic
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En nuestro caso los estudiantes que participarola émvestigacion estudian éste
concepto en el tercer afio (sexto semestre) decentiatura de Matematicas, después de
haber visto el Calculo diferenciahn el que se incluyen los contenidos de “funciolieste

y continuidad, la derivada y aplicaciones de lavdeia” (Anexo 7).

La asignatura de Calculo Integral o Calculo Il éehcréditos y se imparte durante 4
horas semanales de docencia directa (1 créditwagua 48 horas, entre docencia directa y
el tiempo que debe dedicar el estudiante a prefmemignatura). El curso total de Célculo
Il esta previsto para 16 semanas activas de cldsel®s cuales las 4 primeras semanas
estan dedicadas a estudiar Unicamente la unidatttaid correspondiente a la Integral
Definida. Por tanto los estudiantes ya habian eslocel concepto de Integral Definida, en
la clase habitual con el profesor de la asignagueaes diferente del investigador, cuando

se realizé la investigacion.

Los objetivos relacionados con el concepto de tatdgefinida de éste curso son:
“interpretar correctamente la Integral Definida cdimote de una suma Riemann, calcular
Integrales Definidas usando el teorema fundameetaCalculo y utilizar correctamente las
propiedades de la Integral Definida para resolveblpmas cuya solucién conduce a una

Integral Definida”.

Ademés, entre los contenidos de esta asignaturancteyen: “antiderivadas,
notacion sigma, propiedades de la sumatoria, giamgs, sumas de Riemann, definicion
de la Integral Definida, funciones integrables,piedades de la Integral Definida, los
teoremas fundamental del Célculo Integral y teorelelavalor medio para integrales
(interpretacion geométrica). Aplicaciones de laedgmal Definida: Area de una region
plana, area de una region entre curvas, volumenaesliios de rotacion y longitud de una

curva plana”.

La metodologia de ensefianza utilizada es de tipgistnal, donde el profesor
expone los conceptos y los escribe en la pizaeleegtudiante toma apuntes. No se dispone

de medios informaticos en la clase. El sistemavaéuacion es cuantitativo y va de 0.0 a
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5.0. Los estudiantes complementan su aprendizdligantdo como recurso didactico
algunos libros de texto sugeridos por el profesmna Larson, R., Hostetler, R. P., y
Edwars, B. H. (2002)Calculo I (72 ed.). Madrid: Piramide.; Purcell, E. J., ValhdD., y
Rigdon, S. E. (2001)Célculo (82 ed.). México. Prentice HalBradley, G. L., y Smith, K.
J. (2000).Calculo de una variable(Vol. 1). Madrid: Prentice Hall.; Edwars, C. H,
Penney, D. E. (1997Calculo Diferencial e Integra(4? ed.) México: Prentice Hall.; y
Apéstol, T. M. (1991).Calculus, Calculo con funciones de una variablen ama
introduccion al Algebra Linea(Vol. 1). (22 ed.). Barcelona: Reverté, y Leithdld(1982).

El Calculo con Geometria Analitiqd® ed.). México: Harla.

Algunos de estos libros de texto junto con otrogreqgen en el capitulo 1 fueron
utilizados para analizar como se desarrolla el gptacde Integral Definida en los libros de
texto de bachillerato y universidad; es decir ghaterminar los elementos mateméaticos que

configuran el concepto de Integral Definida.

Como podra notarse las primeras nociones del ctmcepintegral Definida en el
contexto de la investigacion se adquieren en elithmimiversitario, por lo que resulta
pertinente el estudio de la comprension de esteepdo de los estudiantes de tercer afio de

Licenciatura de Matematicas.

3.3. Fases de la investigacion.

Este apartado tiene que ver con cadadenlas etapas en las que se desarroll6 la
investigacion, algunas se produce de forma simedtAmientras que otras son pasos
previos para la fase siguiente. El esquema gederadvestigacion que hemos utilizado de
acuerdo con Bisquerra y Sabariego (2009, p. 905 “esnstituido por una serie de etapas
interconectadas de forma ldgica, secuencial y diteiinlas cuales presentamos en el

esquema 3.1.

3.3.1. Fase 1:La hemos considerado como el punto de partida dmvestigacion,
seleccionando el tema de la investigaci@ue en nuestro caso se trata de la comprension

del Concepto de Integral Definida en el marco t®d®POE, lo que nos ha llevado a
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formular un problema de investigacién, asociado nasuobjetivos que centran esta
investigacion en estudiar la comprension de losnabs universitarios colombianos del
concepto de Integral Definida, mediante la triagadeésarrollo del esquema de APOE,
describiendo las relaciones que establecen ergrelémnentos matematicos y los modos de
representacion que son capaces de sintetizardRaraspuesta a este estudio se realiz6 una
revision de la literatura existente sobre invesigaes previas realizadas en torno a esta
cuestion, un analisis de como aparece el concephotelgral Definida en los libros de texto
gue sirvio para determinar los elementos matengtigee configuran dicho concepto y
realizar una descomposicion genética inicial delcepto de Integral Definida de acuerdo
con el marco tedrico de la investigacion.

3.3.2. Fase 2En esta etapa nos referimos askleccion del método yisefio de la
investigacion en la cual se establecié la muestra de sujetdgipantes en la prueba
piloto, el disefio del precuestionario, la selecalé@nlos problemas que se incluyen en el
precuestionario la validacion del precuestionarior pxpertos, la aplicacion del

precuestionario y modificacion del precuestionario.

3.3.3. Fase 3lLa consideramos como la fase disefo, aplicacion y analisis de los
instrumentos definitivos de recogida de datos, e incluye la elaboracioncdestionario
definitivo, la seleccién de los sujetos particigagnen la investigacion, la aplicacion del
cuestionario, el andlisis del cuestionario, el iitisée las entrevistas, la aplicacion de las

entrevistas y la construccion del mapa conceptual.

3.3.4. Fase 4Esta etapaen nuestro estudio, correspondeaahlisis conjunto de los
instrumentos (cuestionario, entrevista y mapa conceptual), pgarabtencion de los
resultados, las conclusiones y discusion en tordaoiravestigacion, las implicaciones en la
ensefianza del concepto y las perspectivas de fufumamente concluimos esta fase con la
escritura de la memoria de Tesis Doctoral.
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Fase 1. Seleccién delTema del nvestigacion (Noviembre de 200

4
<

Basqueda de la Cuestién (Noviembre 2006 - Nov. 2007

[
P

Andlisis de Libros de Texto (Enero-marzo de 2007)

Elementos Matematicos, Relaciones Légicas y Sistesnde Representacién del Concepto de Integral Deiia (Abril de 2007)

Descomposicion Genética del Concepto de Integral firéda (Abril - Junio de 2007)

Fase 2 Elaboracion del Precuestionario (Julio-Octubre de Q07)

/\

Validacién del Precuestionario (Octubre - Nov. de @7)

Aplicacion del Precuestionario (Noviembre 26 de 200

— =

Modificacién del Precuestionario (Diciembre de 2007Febrero de 2008)

Fase 3. Elaboracién del Cuestionario Definitivo (Marzo- Mayo de 2008)

——

Aplicacion del Cuestionario (Mayo 13 de 2008)

\

Andlisis del Cuestionario (Mayo-Julio de 2008)

\ Disefio de Entrevistas (Agosto-Noviembre de 2008

e

Aplicacion de la Entrevista (Noviembre de2008)

v

A 4

Construccion del Mapa Conceptual (Nov. de 2008)

Fase 4

Andlisis de Instrumentos (Noviembre de 2008 - Agaside 2009)

"// \ Discusion y
Resultados

%«

¥l conclusiones

(Septiembre de
2009)

Escritura de la Memoria de Tesis Doctoral (Eneradiciembre de 2010)

(Octubre de 2009)

Esquema 3.1. Fases del desarrollo metodologico @emvestigacion
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3.4. Elementos matematicos, relaciones légicas ysteimas de representacion del

concepto de Integral Definida.

El estudio previo de otras investigaciones y élliais de los libros de texto, nos
llevé a vincular la comprension del concepto deedral Definida con los siguientes
aspectos:

* Los elementos mateméaticos que constituyen el esgdenta Integral Definida.
» Las relaciones logicas entre los elementos mateasati

» Los sistemas de representacion.

A. Los elementos matematicos.

Desde esta perspectiva tedrica, un concepto matenesta formado o involucra
diferentes elementos matematicos que lo configurBntendemos los elementos
matematicoxomo ‘el producto de una disociacion o de una segregadgnConcepto de
Integral Definida, vinculada al concepto y a susgiedades”.Esta es una adaptacion de la
definicion de “elemento” de Piaget (1963, p. 8).sbtoos en esta investigacion, igual que
Sanchez-Matamoros (2004), no hablamos de colede@tciones, procesos u objetos, que
son formas de conocer los elementos matematicosodekpto, hablamos de coleccion de

elementos matematicos que configuran el conceptemdico.

Baker et al. (2000) (citado por Sanchez-Matamd084, p. 79), afirman “que en el
proposito de resolver una tarea, las personas dowor y sintetizan” las acciones, los
procesos y los objetos para formar estructuragjees, “coordinan” los elementos que
constituyen el concepto matematico, ya que accjgmexesos y objetos son formas de
conocer elementos matematicos del concepto. Unpa gieevia en una investigacion es
determinar cdmo se relacionan los elementos maieat qué elementos matematicos se
relacionan, como una manera de llegar a caracteeizaesarrollo del esquema, estas
relaciones entre los elementos matematicos delepbmcse realizan por medio de
determinadas operaciones cognitivas, llamadasioele€ u operaciones légicas entre los

elementos mateméticos”, por lo tanto el desarrdibesquema del concepto de Integral
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Definida esté caracterizado por:

* Los elementos mateméticos que se utilizan,
» las relaciones logicas que se establecen entre @stmentos y

* los sistemas de representacion grafico, algebyaswlitico.

Con estos planteamientos podemos analizar el rddsadel pensamiento de un
estudiante mediante el uso que hace de los elemen&bematicos dados en distintos
sistemas de representacion y en su capacidadaldexstr las relaciones logicas entre estos

elementos en la resolucién de un problema.

Cuando mencionamos los elementos matematicos ladwsi al concepto hacemos
referencia al concepto mateméatico como tal, es @elei nocion matematica que configura
dicho concepto matematico, y hacemos referenais aistemas de representacion grafico
G, algebraicoA y analitico AN, del concepto como tal, porque estos registros de
representacion son los que resultaron del andlésies libros de texto en el capitulo 1 de
esta tesis, y que comunmente utilizaron y coordmdos estudiantes a lo largo de los

procedimientos de resolucién de las tareas.
La tabla siguiente muestra los elementos mateosatiel concepto de Integral

Definida vinculados a los sistemas de representagiafico, algebraico y analitico que

constituyen éste concepto matematico.
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ELEMENTOS
MATEMATICOS

SISTEMAS DE REPRESENTACION

GRAFICO

ALGEBRAICO

ANALITICO

EL AREA COMO
APROXIMACION
(ACA)

1APROXIMACION DEL AREA
DE UNA REGION PLANA
El area de una regién con fronte

curva puede ser aproximad
sumando un conjunto d
rectangulos.  Aumentamos

exactitud de la aproximacion
usando cada vez mas rectangu
inscritos y circunscritos

Aprosimacir

Apraximacién
o defecty fior exceso

Al

2. SUMAS
SUPERIORES

y= f(x)

Area bajo una curva

INFERIORES Y

X

La suma de las éareas de |
rectangulos inscritos se llama su
inferior, y la suma de las areas
los rectangulos circunscritos
llama suma superior.

q

3. SUMAS DE RIEMANN

1. FORMULAS DE AREA DE REGIONES
PLANAS

&n la aproximacion del area bajo gréaficas
ahacen calculos  aproximados utilizan
E comUinmente la definicién de areas elementale|
a

, 1.1. FORMULA DEL AREA DEL RECTANGULO:

os A=bxh

1.2.  FORMULA DEL AREA DEL TRIANGULO:
bxh
A =
2
1.3. FORMULA DEL AREA DEL CUADRADO:
A=l x|
1.4. FORMULA DEL AREA DEL TRAPECIO:
B+b
a=(B+b)y
2. SUMA DE UNA SUCESION

La suma deltérminos 5 a, a,.. a

se escribed
eZai =a,+a,+a, +..+a
i=1

n

n

donde | es el indice de sumad; es el i-ésimo
término de la suma, y los limites superior

inferior de la suma sofly 1
P8, CALCULO DE LA SUMA DE UNA

”:SUCESION
n
e 2L.% c=cn
i=1
2.2.
;1 = : (n2+ l)
23,5 o _ n(nh+1)@2n+1)
2 6
n?(n+1)*

4

ﬁgarticién del intervalo [a, b] en N subintervalos de ba&sA>< -
5.

1. ESQUEMA GENERAL DE APROXIMACION DEL AREA DE(UNAa)REGION PLANA

. Sus puntos terminale

a=Xp Xq Xn=p

\J<a+1(a,)<a+2(a,)<...<a+n(

,__/m
son: a+ O(A n(AX )
como f es continua, el teorema de los valores extremagiessda existencia de un minimo y de

maximo de f (X) en cada subintervalo.

f(Xi) — valor minimo de f (X) en el i-ésimo subintervalo.

* %

fx

*
Definimos un rectangulo inscrito dentro de la Réssisubregion, de aIturaf(Xi), y un rectangulo|

) = valor maximo de f (X) en el i-ésimo subintervalo.

circunscrito que se extiende fuera de esa i-ésirheegion de alturaf (Xl ) Para cadd , el area

del rectangulo inscrito es menor o igual que eh @@ rectangulo circunscrito. La suma de las a

de los rectangulos inscritos se llama suma infetéoDarboux y la de los rectangulos circunscri

suma superior de Darboux.

2. SUMAS INFERIORES Y SUMAS SUPERIORES
2.1.SUMAS INFERIORES

e%:iZ:l: f( *)b—a

2.2. SUMAS SUPERIORES
n
3.

i=1 n
DEFINICION DE LAS SUMAS DE RIEMANN
Ahora consideramos una particion del intervalc[a, b] en N subintervalos no necesariamentg
de la misma amplitud.

Sea f definida en el intervalo cerradLa, b] y sea A una particion de[a, b] dada por
A= X <X <X <..<X, 4 <X,= b donde Axi es la amplitud del i-esim

n
subintervalo. Si Ci es cualquier punto del i-ésimo subintervalo, IemasZ f (CI )AX,,
1

i=1

<

4 =G < X; es una suma de Riemann deasociada a la particic')A .

)(i

eas
0s,
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SISTEMAS DE REPRESENTACION

ELEMENTOS
MATEMATICOS
GRAFICO ALGEBRAICO ANALITICO
1. LIMITE DE LAS SUMAS INFERIORES Y 1. DEFINICION DEL LIMITE DE LA SUMAS INFERIORES Y
SUPERIORES SUPERIORES.
Cada punto X puede estar en cualquier lugar
) )ﬂ Sea f continua y no negativa en el interva a,b Los limites, cuandd
subintervalo: en el extremo derecho, en el extr
izquierdo o en algan lugar intermedio. N — 00, de las sumas inferioressyperiores son iguales. Es de
1.1. LIMITE INFERIOR 1.2. LIMITE SUPERIOR
s=limy. f(X)== S=1lmY f(x)==
Hia = n S = n
~ EL AREA COMO
LIMITE DE UNA SUMA
(ALS) o .

" BE’ %el [h X

" .
% X

donde f(X| ), f()(I ) son respectivamente, los valores minimo y maxim

f en el subintervalo.

2. DEFINICION DEL AREA DE UNA REGION PLANA

Sea f continua y no negativa en el intervi [a, b] .El &rea de la region limitad

por la gréafica def el eje X ylas rectas verticale X =a y X = b es

Area= Iimzn: f(Q)AX X1 £C £X.
neeia

1Y
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ELEMENTOS SISTEMAS DE REPRESENTACION
MATEMATICOS
GRAFICO ALGEBRAICO ANALITICO
1. INTERPRETACION DE INTEGRAL DEFINIDA 1. LA INTEGRAL DEFINIDA COMO AREA DE UNA 1. DEFINICION DE INTEGRAL DEFINIDA
REGION . f :
Si  f esta definida en el intervalo cerra|a, b y el
. . . . n
Si f es continua y no negativa en el intervalo cer[ﬂi,cb] , el | limite | = Iim z (C~ )A existe, entoncesf
i X;
area de la region limitada por la grafica de, el eje X vy las Iall-05=1
rectas verticalesX = @ y X = D viene dada por: es integrable er[a, b] y escribimos
b B n B n b
aren= [ F(x)dx fim > £(c)a, =lim > (c)a, = f(x)dx
a Vi - i=1
2. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA DE Este limite se llama la Integral Defin de f entred y
2. FUNCIONES POSITIVAS Y NEGATIVAS FUNCIONES POSITIVAS Y NEGATIVAS
y=f (X) 21 s f (X) > Oy es integrable en el interval[ﬁ, b] la b El nimero @ se llama limite inferior de integracion
i b el numerob limite superior de integraci.
integral J. f (X)dX> Oy el area coincide con el recinfo )
a 2. CONDICION SUFICIENTE: CONTINUIDAD
LA INTEGRAL
DEFINIDA limitado por la gréafica def (X) y el eje X en el intervalo IMPLICAINTI'E,GRABILIDAP )
(LID) Si una funcio f es continua en el intervalo cerra

3. FUNCION NO ACOTADA

[a, b] :

22.si f (X) <0 y es integrable en el intervalEa, b] la
b
[ f(x)d% .

23.si f (X) es integrable y cambia de signo en el inter

integral J.: f (X) dx<0 yel areaesA =

[a, b] la integral nos da la suma algebraica de lasséanea

estan por encima y por debajo del efe, cada una con su sign
Aclarando que las areas siempre son positivanees, el area s
obtiene cambiando de signo a esta Ultima que egstima o

b C b
mediante la suma de losvéalores absoluto$ (de las integrales J. f(X) dX: J.a f(X) dX+J.C f(X) dX

extendidas a los intervalos en los que consengigeb) de los
recintos.

[a, b] entonce: f es integrable erEa, b]

3. INTEGRANDOS QUE SON INFINITOS EN UN
PUNTO INTERIOR

aI%i f es continua e [a, b] , excepto en un nimerG,

en donde A<C<D, y supongase qu
. ”I’d f(X)( =00, Entonces definimos
X-C

=Y

a
Siempre que ambas integrales converjan. En

b
contrario, decimos QL‘[ f (X) dX diverge.
a

Ho
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ELEMENTOS
MATEMATICOS

SISTEMAS DE REPRESENTACION

GRAFICO

ALGEBRAICO

ANALITICO

PROPIEDADES DE LA
INTEGRAL DEFINIDA
(PID)

1. INTERPRETACION GRAFICA DE LA UNION
DE INTERVALOS

¥ v = fix)

L

2. INTERPRETACION DE COMPARACION

1. UNION DE INTERVALOS
Si fes integrable en los tres intervalos cerrados miados por 4, by C, entonces|

b
J': f(x)dx=L f(x)dx+_"bC f(x)dx

2. REGLA DE LINEALIDAD

si fy Qson integrables er[a, b] también lo estf + SQpara todo par de

b b b
constanted”, S yj [rf (x)+ sg (x)]dx = rI f(x)dx + sj g(X)dX
a a a
3. CONSERVACION DE DESIGUALDADES
3.1Sif es integrable y no negativa en el intervalo cerrga, b] 0 < J‘b f(x)dx .

32sif y g son integrables en el intervalo cerraEﬂ, b] y f()@SdX) para todo

Xen [a,b)], enonce{, f{ycbes dRcb

4. COMPARACION
Si fes integrable y mMm< f(X) < M para@ < X < Dentonces

mb-a)< _[: f(xdx< M(b-a).

5. DEFINICION DE INTEGRALES ESPECIALES

5.1 Si f esta definida enX:a,J;a f()adXZO

5.2 Si f esintegrable er[a, b] J.ba f (X)dX:—I: f(X)dX
6. INTEGRAL DE UNA CONSTANTE

Lb cdx = c(b - a)-
7. TEOREMA DE SIMETRIA

7.1.Si f esuna funcion par, entonc{ga f()adX:ZJ: f(Xb)‘

7.2.Si f esunafuncién impar, entonc£ I())d)FC
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ELEMENTOS SISTEMAS DE REPRESENTACION
MATEMATICOS
GRAFICO ALGEBRAICO .
ANALITICO

1. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO 1. PRIMERA PARTE: REGLA DE BARROW 1. SEGUNDA PARTE:

(TFO) Si f es continua en el intervalo cerra[ﬁ b] F

Relaciona el Calculo Integral con el Calculo Défesial. ! inu Interv T I
es cualquier funcién primitiva df ,osea, que verifique Seaf (t) continua en el intervalc{a, b] .y sea G
que F/ (X) =f (X) en[a, b] entonces L " L

£ {x+dy) la  funcién definida por la ecuacion integt
b X
L f (X)dX— F(b)_ F(a)' G(X): J. f (t)dt para A< X< D. Entonces
10 a
fix] G es una primitiva  de f en [a, b] , es decir,
6 R+ - (%) G’ (x)=f (x).
TEOREMAS
FUNDAMENTALES Y DEL 2
VALOR MEDIO
(TFV) ¥ xtdx
2 6

2. EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA
INTEGRALES (TVM)

El area bajo una curva es mayor que el area de
rectangulo inscrito y menor que la de uno circutscEste
teorema afirma que exisémtre el inscrito y el circunscrito
un rectangulo cuya area es la misma que la dgiarre

y=1td

Il

-~
——

2. TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Si f escontinua en el intervalo cerra[ﬁ, b] existe

m Cen [a, b]
Lb f (x)dx= f(c)b-a).

3. VALOR MEDIO DE UNA FUNCION

namero tal gue

Si f es continua en el intervalo cerrac{(ﬁ, b] el

valor medio de fen [a, b] es
lea ” f (x)ax.

Tabla 3.1. Elementos matematicos Integral Definida
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B. Las relaciones logicas

Los tipos de relaciones légicas establecidas dosreelementos matematicos pueden
ser:
- Conjuncion logica (AL B)
- Condicional (A - B)

Contraria de la condicional (_' A-- B)

Conjuncion légica (AL B)
Un estudiante establec®njuncion I6gica cuando relaciona dos 0 mas elementos

para hacer inferencias, por ejemplo, al hacer esweatios elementos matematicos, por
ejemplo:

A) El area como aproximacion,mediante la particion del intervalo en subintersala
construccién de rectangulos inferiores y superioesa vez mas pequefios, y el calculo de

las respectivas sumas inferiores y superiores:

8=2 1(4)%0 . 53 1(6)%0

n

y el elemento matematico

B) El &rea como limite de una sumaguando determina los limites de las sumas infegiore
y superiores:

§:I|’mzn:f(>,<*)b;rfl, §:I|’mzn: f(x**)b;na
=1

n- oo i

Al considerar conjuntamente esta informacidny(B), a través de lay‘logicd’, el
estudiante puede infiere que cuando calcula etdirabtiene lo que se denomina la Integral
Definida. Asi, por ejemplo, una manifestacion de é&cho la encontramos en el uso que
hace un alumno de los elementos matema#¢@8, ALS y LID en los sistema§&, A y
AN en la tarea 3:
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SeaR, la region entre la grafica de la funciéh(x) = x> 'y ebejen el intervak[)O, 4]

-Utiliza particiones para aproximar el valor detade la regior.
-Justifica la respuesta.

Esto es lo que hace cuando responde la tarea:

T / 8 "’Y‘“' o e

o e peguants
[RESRL douy ¢

by 1

Al1l, representacién G de la tarea 3 del cuestionari

En la representacion grafica se pone de manifiggeestablece uneonjuncion
I6gica entre los elementos matematicA€A y ALS porque utiliza particiones, traza
rectangulos circunscritos al area y afirma que dodos rectangulos se hacen cada vez mas
pequefios, entonces la norma de la particion tiemdeero, entonces el numero de
particionesn, tiende a infinito.
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Al1, resolucién A y AN de la tarea 3 del cuestionia
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En esta parte establece una relacion entre lasemacionG y los sistemas de
representacio y AN de los elementos matematicdsCA y ALS, porque a partir de las
graficas anteriores, utiliza el esquema generamteximacion del area, calcula las sumas

de Riemann y luego les aplica el limite para daa&r del area.

En el protocolo esto es lo que dice para justifisaespuesta:

I: ¢ Sabria comentarme cémo ha resuelto la tarea?

All: Me piden que utilice particiones, entiendo paarticion como coger un
intervalo y dividirlo en un conjunto da—1 puntos, donde esos puntos van a ser
mayores que el extremo izquierdo, pero menores ejuextremo derecho del
intervalo, entonces lo que hice fue suponer quelogos van a seK, , X, y que
todos estos valores eran mayores que “a” , que @maeste caso cero, que era el
extremo izquierdo del intervalo y que todos esogqaieran menores que “b”, eso
es lo que entendia como particionar, por comoditia@e en cuenta que iba a
particionar esto con una cosa que se llama la p#&t regular, que es que la
longitud de cada intervalo sea la misma.

(A11C3).

En este caso estd mencionando el elemento maten&d ACA, porque hace

particion, concretamente regulares. Y afirma:

All: La suma de Riemann, se define o entiendoeguearticionar y sumar las

areas que se me forman en unos rectangulitos artaodas esas areas, eso es lo
que llamo una suma de Riemann y el limite es cudlago que esa longitud de
cada intervalo sea cada vez mas pequefia y tiendar@ es lo que llamamos
integral definida, eso fue lo que hice.

I: ¢ Qué ocurre con los intervalds ,, x, ), a medida que n crece?

Al11: Ella (n), se va haciendo mas pequefia.
(A11C3).

A partir del esquema general de aproximacion ehatuutilizaACA y aplicaALS

para luego establecer conexion con el elementomdaiteo laLID .
Condicional (A - B)

Este tipo de relacion se presenta cuando los iasted relacionan elementos
matematicos a traves de algunas propiedades ategaal, utilizandolas en la resolucion de

las tareas, por ejemplo, cuando los estudiantesileal el area de la region comprendida
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entre la grafica de una funcion y el eje de abscisadiante el célculo de una integral
teniendo en cuenta si la funcién es positiva, negat si cambia de signo. Consideran las
implicaciones entre las propiedades de la Intefalinida de funciones positivas y

negativas, y son capaces de decidir en la resolugda tarea:

. Si f(x)>0es integrable en el intervaIEa, b], entoncesj: f(x)dx>0 , y el area de

la region coincide con el recinto limitado por laéfica de f (x) y el ejex, en el

intervalo [a, b] .

« Sif (x) <0Oes integrable en el intervalka, b], entonces_{: f (x)dx<0 y el area es:

j: f(x)d%

A=

e Sif (x) es integrable y cambia de signo en el interv@cb], entonces la integral

nos da la suma algebraica de las areas que estarepcima y por debajo del eje
X, cada una con su signg,el area se obtiene cambiando de signo (multiplica
por menos uno) a esta Ultima que es negativa aamexdla suma de losvalores

absolutogde las integrales extendidas a los intervalos angiee conserva el signo.

Asi, se estan utilizando las condicionales l6gicas:

. Si f(x)>0en[a, b],entonceff (x)dx>0
. Sif(x)<0en[a, b],entonceﬁf (x)dx<0

. Si f(x) es integrable y cambia de signo fmb], entonce§: f(x) es igual a la

suma algebraica de las areas.
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La contraria de la condicional (_‘ A-- B)

Esta relacidon se establece cuando el alumno mstaifegpie!’Si f no es continua,

entonces no puede aplicar la regla de Barrow”

C. Sistemas de representacion.

Por sistemas de representacion, entendemos, emtetodde las matematicas,
notaciones graficas, algebraicas y analiticasen bianifestaciones verbales, por medio de
las cuales se expresan los conceptos y procedosiemt esta disciplina, asi como sus
caracteristicas y propiedades mas relevantes. HEsf@®sentaciones se agrupan en
diferentes registros de representacibn que losdiesties utilizan para lograr la
comprension/construccion del concepto de Integédiniia.

3.5. Descomposicién genética de la integral defia.

La descomposicién genética del concepto de ladat&gfinida, se hizo en primer
lugar, a partir de la busqueda de la cuestion esisTPoctorales y en articulos de
investigacion que tienen que ver con el marco ¢edte nuestra investigacion y en segundo
lugar desde los elementos matematicos que configeiraoncepto de Integral Definida
obtenidos del analisis de los libros de texto. @esiclera al igual que el grupo RUMEC
(DeVries, 2001), que la descomposicion genéticaetggimer paso del andlisis tedrico de
un concepto matematico en término de las constrmesi mentales que un aprendiz puede

hacer en orden de desarrollar la comprension aelepio”.

A. Conocimientos Previos

1. El conjunto de los niumeros reales.
a. Desigualdades, intervalos y conjuntos ordenados.
b. El nimero real como objeto matematico.
2. Concepto de funcion y sistemas de representacion.
a. Concepto de funcién y clases de funciones.
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b. Representacion grafica de funciones.

c. Continuidad y discontinuidad de una funcién.
3. El concepto de limite como objeto matematico.
4. El concepto de derivada como objeto matematico.
5. Medida del &rea de una figura plana.

a.Error asociado a una medida.

b. Férmulas de areas de regiones planas.

6. La suma de una sucesion.
a. Suma den términos de una sucesion.

b. Limite de la suma d@& términos de una sucesion.

B. El area como aproximacion

1. Dada una funciénf(x) continua y positiva definida en interv@o b], la
accion de calcular una aproximacifuor defectodel area de la region plana

determinada por la funciéri(x) en el intervalo[a, b].

a. Dividir el intervalo [a, b] en subintervalos.

b. Calcular el valor minimo f()gD) que toma la funcibn en cada
subintervalo.

c. Formar rectangulos de base cada subintervalo ytula &l valor minimo
calculado erib.

d. Calcular el area de cada uno de los rectangul@nilats.

e.Sumar las &reas calculadas ®uwh y definir el nimero obtenido como
aproximacion del area por defecto.

2. Dada una funcionf (x) continua y positiva definida en el interva{m b] , la

accionde calcular una aproximacigoor excesodel area de la region plana

determinada por la funciéri(x) en el intervalo[a, b].

a. Dividir el intervalo [a, b] en subintervalos.

b. Calcular el valor maximo f(x,. ) que toma la funcibn en cada

subintervalo.
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c. Formar rectdngulos de base cada subintervalo ytu@a &l valor maximo
calculado er2b.
d. Calcular el area de cada uno de los rectangul@ninluts.
e.Sumar las &reas calculadas 2t y definir el nimero obtenido como
aproximacion del area por exceso.
3. Interiorizacion de las acciones anteriores en pote
a.Repetir la accién del punt®l dividiendo cada subintervalo a la mitad y
calcular el area de la region asi obtenida.
b. Repetir la accion del punto B2 dividiendo cada stdivalo a la mitad y
calcular el area de la region asi obtenida.
c. Utilizar los resultados obtenidos en los puntosy38b del proceso,
compararlos y buscar una aproximaciéon mejor del deela figura.
4. Encapsular el proceso desarrollado en el purBa en el objeto suma

inferior S, = Zf( )b a

n

5. Encapsular el proceso desarrollado en el pur8b en el objeto suma

superior S = Zf( )bna

C. El area como limite de una suma
6. Desencapsularlos objetos4 y 5,y coordinar con el procesd@c en el

proceso del limite de las sumas inferior y superior

—Ilme( ) a, __|Ime( )

n-o 4 oo 4=

D. La Integral Definida

7. Comprobar que los limites obtenidos en el pro&son iguales, encapsular

el proceso en el objeto Integral Definida de lacfan f en [a, b] , COMO

_[: f (x) dx.

8. Desencapsulacion del objetd en el proceso de calculo de la Integral
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Definida de una funciénf en intervalos cerrados con un extremo ary

otro extremo variable.

9. Encapsulacion del proce8cen el objeto funcion integra’F(x):_[:f(><)d>.

E. El Teorema Fundamental

10. Accion de calcular una funcion primitiva.
a.Calculo de la derivada de la funcidn (x)
b. Comprobacion de que la derivada IEIéx) es f(x).
c. Definicion de F (X) como funcion primitiva.
d. Expresar la funcion primitiva comE(x) +C.
11.Interiorizacion de la acciéiO en el proceso de calculo de una funcién
primitiva.
12. Coordinacion del procesil con,

a. El proceso de evaluar una funcion primitiva endegemos del intervalo.

b. Calcular la diferencia entre esos valores.

c. Comprobacion de que la cantidad asi obtenida e aagjaaf (x) dx.

F. Generalizacion del concepto de Integral Definida pa funciones no
estrictamente positivas y continuas.

13. Aplicar el procesd.l para el célculo de Integrales Definidas de funeson
positivas continuas.

14. Aplicar el procesd1 para funciones no estrictamente positivas y caasn
dividiendo el intervalo de definicion en subintdogasegun el signo de la
funcion.

15. Aplicar el procesd.l para el célculo de Integrales Definidas de funeson
positivas discontinuas.

16. Aplicar el procesoll para funciones discontinuas no estrictamente
positivas dividiendo el intervalo de definicion sobintervalos segun el
signo de la funcioén.
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3.6. Disefio, aplicacion y analisis del precuestiano.

En este apartado describimos en primer lugar lestaisticas de los participantes en
el precuestionario, después presentamos como gstifickron y seleccionaron los
contenidos del precuestionario, y concluimos ekttapga con la aplicacion, y la posterior
modificacion del precuestionario a partir del imh@r de los expertos y de las respuestas de

los estudiantes a las distintas tareas del preonasb.

3.6.1. Sujetos.

Contestaron el precuestionario 11 estudiantes (éres1y 7 hombres), con un rango
de edad entre 18 - 28 afios, de tercer afio (sextesse curricular) de la Licenciatura de
Matematicas de la Universidad del Quindio, Armeni@olombia, en el mes de noviembre
de 2007. Todos los estudiantes habian cursado| eoreento de la realizacion de la
prueba, la asignatura de Calculo Il, en la quedstidiantes ya habian recibido una
instruccién previa sobre el concepto de Integrafiriiba, en la clase habitual con el

profesor de la asignatura que es diferente debtigador.

3.6.2 ldentificacion de los contenidos del precugsnario.

Para identificar los contenidos matematicos que iaskebformar parte del
precuestionario, en primer lugar, se selecciongr@malizaron 10 libros de texto, 5 de
Bachillerato y 5 de universidad, debido a la imaocia que se da a los libros de texto
como recurso didactico en la ensefianza (Cobo ynBaia2004). En este disefio se dio
especial importancia a los desarrollos curriculares sobre la Integral Definida hacian las
10 editoriales. Los libros de texto analizadosegponden en su gran mayoria a editoriales
de difusion internacional y que son la fuente ppakcde consulta de los estudiantes a

quienes se les aplico el precuestionario.

Una resefia de este andlisis ha sido presentadecepitilo I. Del analisis realizado

de los libros obtuvimos los elementos matematicesapnstituyen el concepto de Integral
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Definida presentados en el apartado 3.4, y cuygoemsion del concepto por parte de los

alumnos participantes es el objeto de esta In\astig, y que se concretan en:

» El area como aproximacigkCA.

* El area como limite de una suhS.

* La Integral Definidd.ID .

* Las propiedades de la Integral Definfli®.

* Los teoremas fundamentales y del valor madiy' .

En segundo lugar, una vez seleccionados los elesientatematicos que
constituyen el concepto de la Integral Definidaleyanalizar la forma como se presenta el
concepto en los libros de texto observados, protesiia realizar la descomposicion
genética del concepto, lo que nos permitié deteanmehtipo de tareas que deberia contener

el precuestionario.

3.6.3. Elaboracion del precuestionario.

Para la elaboracion del precuestionario se tuviezancuenta los elementos
matematicos, relaciones légicas y sistemas de geptacion del concepto de Integral
Definida, y la descomposicion genética del concelatointegral Definida, presentados en
los apartados 3.4 y 3.5 respectivamente y, a migtellos, se seleccionaron una coleccién
de problemas tomando como referentes (a) el délsactoricular identificado en los libros
de texto, (b) las actividades planteadas en losnoss(c) los problemas descritos en
articulos de revistas de investigacion (Orton, 1988ndy, 1984; Czarnocha et al., 2000;
Czarnocha et al.,, 2001 y Rasslan y Tall, 2002) y I@$ problemas con algunas
modificaciones, que han sido utilizados en Tesist@ales sobre la Integral Definida
(Turégano, 1994; Calvo, 2001; Depool, 2004 y Gazz&lartin, 2006).

Los problemas seleccionados se clasificaron enidonde los cinco elementos
matematicos anteriormente mencionados: El drea @praximacion, el area como limite

de una suma; la Integral Definida, las propiedatkesa Integral Definida y los teoremas
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fundamentales y del valor medio. Asimismo el dised® precuestionario se hizo

atendiendo a:

* los objetivos de la investigacion,

 y el numero maximo de cuestiones que debia conteaexr que pudieran ser
contestados en el transcurso de una clase unamgaditabitual.

El formato de presentacion del precuestioneoiostaba de 8 folios, en el primer
folio se pedia el nombre del estudiante, la edadayfecha de realizacion del
precuestionario, y en cada uno de los siguientessfaparecia una pregunta con el espacio

necesario para responderla y justificarla.

Para elaborar las tareas del precuestionario iz@ tn banco de preguntas
atendiendo a la descomposicion genética del comcep estudio y a los elementos
matematicos, luego seleccionamos aquellas quenfueés representativas del concepto
para poder analizar las relaciones légicas quedagliantes establecen entre los elementos

matematicos dados en distintos sistemas de repaegan grafico, algebraico y analitico.

La tabla siguiente describe las caracteristidascada una de las tareas del
precuestionario atendiendo a los objetivos, endocide la tarea, items, descriptores,
procedencia y variabld®\nexo 1) En el ambito de esta investigacion los descrgstdos
vamos a entender como las palabras claves quesddfirtaracterizan las particularidades
de cada una de las tareas presentadas al estudidatevariables como un conjunto de
aspectos asociados a cada tarea que puede utilieatudiante en las distintas tareas para
resolverlos y que se refiere a los diferentes eidosemateméaticos asi como a las formas de
representacion gréfica, algebraica y analitica goefiguran el concepto de Integral
Definida.
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OBJETIVOS TAREAS ITEMS DESCRIPTORES PROCEDENCIA VARIABLES
Diagnosticar si los estudiantesl. El area de la regién rayada es mayor b/ menor que 1 1.1 Existe una gréfica asociada a unos valores &area que proviene de Aproximacion del area.
logran aproximar el area de una48. la el plano cartesiano. modificar un ejercicio| Representacion gréafica.
region bajo una curva, y como la¢Por qué? 1b 1.2 No aparece una expresion algebraica asocjadel trabajo de Depool Funcion  positiva |
lo hacen a pesar de no tener ynab ¢Puedes dar valores mas ajustados? 1c a la gréfica. (2004). continua en
expresion  algebraica  quelc ¢Cuéles? 1d 1.3 Carece de la palabra Integral. [3, 9] )
acompafie la grafica de lald ¢ Como los obtienes? 1.4 No se puede plantear una Integral Definida.
funcién. Comprobar si son 1.5 Los valores del area son aproximados Y| se
capaces de proponer cotas mas pide ajustarlos mas.
aproximada:

Comprobar los procedimientds 2. Sea R, la regién encerrada por la grafica de lacidum 2 2.1 Aparece la representacion algebraica de Tearea extraida de Area bajo gréficas.
utilizados por los estudiantes ¢n y= f(x) =4x yelejex, enel interval{— 2’ 2] funcion. modificar un ejercicio
el célculo de areas y si saben o . 2.2 Existe un intervalo. del libro de texto dg Representacion
L 2a Dibuja la gréfica. . e . . . .
justificar cada uno de los pasos L. , ., 2.3 No se tiene una gréafica asociada a||€alculo de una variablg, algebraica.
. 2b. Calcula graficamente el area de la region R. o, .

al hallar el valor numérico del 2 2a expresion algebraica. volumen 1.
area de una regi6n bajo |a2c Calcula |aj 4xdx . 2b 2.4 La funcién es continua, creciente y acotadp.Gerald L. Bradley, Funciébn  positiva vy
curva. -2 2c 2.5 El célculo del area requiere de conceptdsart J. Smith. continua en

2d. ¢Son iguales los dos resultados anteriores? gR® basicos. Editorial Prentice Hall. [_ 2 2]

justifica cada paso. 2d 2.6 Se pide comparar y justificar IgsMadrid (2000). ,

procedimiento:

Analizar la forma y el métodd 3 geq R Ja region entre la grafica cfe(X) - X2 yel 3.1Existe una expresion algebraica Tarea que proviene de Concepto de &rea com
gue los estudiantes utilizan ¢n 3 3.2 Se da un intervalo. modificar un ejercicio| una aproximacion.
la resolucion de ejercicios sobfe/ntervalo [0’ 4] 3.3Se pide calculael area. del libro de texto dg Representacion
el célculo de éreas. -Utiliza un procedimiento de aproximacion para ciaicuel 3.4 No aparece la palabra integral. Calculo Diferencial €| algebraica de la funcién|

area. 3.5 El estudiante debe justificar el procedimientdntegral de Edwars y Funcién  positiva vy

- Justifica tu respuesta. utilizado. Penney. Cuarta Edicior. sontinua en[o, 4] )

3.6 No se tiene la gréafica asociada a la expresjoRditorial Prentice Hall.
México 1997.

Analizar si los estudianteS 4 calcula el area limitada por la funcién 4.1 El registro algebraico presenta informaciprtjercicio que provieng Propiedad de la unién d
hacen transferencia de Igs 4 implicita. de uno similar del libro| intervalos.

conocimientos adquiridos y 4
aplican algunas propiedades
la Integral Definida.

) 2
i f (X):I |2X —]ldX con el ejedX.
de 0

- Justifica tu respuesta.

4.2 Se menciona la palabra area.

4.3 Se da una expresion algebraica.

4.4 Existe una funcién para integrar.

4.5 El célculo es sencillo e involucra el area
dos triangulos rectangulos y de concep|

de texto de Calculo I, 7|
Edicion.
Larson, R.; Hostetler, R

previos.

P Teorema fundamentg
del célculo.

. Funcién no derivable.
Representacion

algebraica.

de.; Edwars, B. H,|
tosditorial Piramide.
Madrid. 2002.
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Comprobar si el estudiante5. Dada la siguiente gréfica, calcula el drea deetion 5 5.1 Se pide calcular el area de la regiparea que proviene deArea de regioneg
comprende cémo calcular ¢lrayada. sombreada. modificar un ejercicio| positivas y negativas.
area por medio de la Integral- Explica el procedimiento utilizado en el calculd diesa. 5.2 Aparece especificada la regién positiva y| lalel trabajo de Depoo| La Integral Definida
Definida, de regiones que se region negativa. (2004). como area de una region.
encuentran por debajo del eje- Justifica cada paso. 5.3 No aparece la palabra integral. Funcién continua er
OX y asi mismo cémg 5.4 No se da un intervalo de integracién, aun que [O 35]
establece las relaciones con se identifica en la gréafica. Lt
regiones que estan por encima 5.5No existe una expresién algebraica asociada a
del eje OX. s la funcién cuadratica.
5.6 La funcién que se indica es continua.
5.7 No se pide aproximar.
Determinar qué tipo de 6.Explique, en términos del diagrama o de otra fopoa, 6 6.1 Se pide justificar la propiedad aditiva de |lararea que proviene de Propiedad aditiva de |
argumentos en cuanto a las a a a Integral. modificar un ejercicio dg Integral Definida.
formas de representacion | ( 2 + )% _ de + [ xd 6.2 No se menciona la palabra integral, ni area.A. Orton (1983) y| Representacion grafica
(gréfico, algebraico, numéricd) qué| \X X= X+ | X 6.3 Hay expresiones algebraicas y grafigaBepool (2004). algebraica.
que utilizan los estudiantes para 0 0 0 relacionadas: una recta y dos curvas.
justificar la propiedad aditivg 6.4 No se pide aproximar.
de la Integral Definida. ) 6.5 No existe una region subrayada.
6.6 Las funciones son continuas.
Analizar el nivel de la relacion 7. ¢Cudl es el significado matematico de la Integréiridea 7 7.1Se da una pregunta abierta. Situacion que provieng Definicion del conceptg
entre la definicion del conceptp - f(X) . 7.2 Aparece una funcién genérica. de una de las tareas d@lede Integral Definida.
y la imagen del concepto ded€ unafuncion en un intervalo 7.3 Se da un intervalo genérico. Czarnocha., Dubinsky, dt
Integral Definida. [a b] ” 7.4 Se pide el concepto de Integral Definida. | al.,(2000); Depool
i 7.5 No se da representacion grafica. (2004); y del estudio de
los libros de texto.
Analizar la relacion qug¢ 8. En los apartado8a 8b y 8c, que aparecen 8 8.1 Se dan tres proposiciones para clasificafldSjercicio que provieng Relacién entre la funcior
establecen los estudiantes enfreontinuacion, decide si la afirmacion es verdadefalsa. como verdaderas o falsas. de modificar uno similaf primitiva y el Teorema|
la imagen del concepto y [nEn caso de ser falsa, explica por qué o muestrd un 8.2 Aparece una representacion algebraica| efel libro de texto dg Fundamental de
definicién del concepto de la contraejemplo. 8a cada una de ellas. Calculo |, 72 Edicion. Caélculo.
Integral Definida. . . oA . [ b] 8.3 Se pide justificar en caso de ser falsa laarson, R.; Hostetler, Rl Teorema: Continuidad
8a Si F (X) =G (X) en el intervalo |&, D], 8b proposicion. P Edwars, B. H/| implicaintegrabilidad
entoncesF(b) -F (a) =G (b) - G(a). 8.4 Se puede justificar la respuesta por medig deditorial Piramide.| Continuidad y
8c un contraejemplo (en algunos casos). Madrid. 2002. discontinuidad de
8b Si  f es continua en[a, b] entonces f es 8.5 Existe una discontinuidad y la funcién que funciones.

integrable en[a , b] .
8c J‘_llx’2 dx[— x’l]l_l =(-1-1=-2

aparece integrada es no acotada.

Tabla 3.2. Precuestionario: objetivos, tareas, itesy descriptores, procedencia y variables.
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3.6.4. Validacion del precuestionario por expertos.

Una vez elaborado el precuestionario, éste fueadova expertos en el area de
Didactica del Analisis Matematico de algunas ursidades espafolas con el propdsito de
gue hicieran las valoraciones pertinentes. La isatiale validacion del precuestionario fue
enviada acompafada de las tareas del precuestipademas de la tabla 3.1 anterior y
diferentes cuestiones relativas al procedimienil@zatio en el disefio del precuestionario:
contexto de la investigacion, formulacion del peobd, objetivos, hipotesis y el disefio

metodoldgico de la investigacion.

El informe global emitido por los expertos lo com@amos a continuacion
organizado en dos apartados uno relativo a la atsteu del precuestionario y otro de

aspectos puntuales sobre cada tarea del precuwgtion

A. Sobre la estructura del precuestionario.

Con el propésito de mejorar el instrumento definitlos expertos hicieron algunas
recomendaciones generales en cuanto a la estrudtlirauestionario que ponemos de
manifiesto a continuacion:

1. La estructura es buena y aunque los descriptoresesplicitos pueden ser
redundantes porque describen lo mismo que haytanga.

El nimero de items es pequefio y se sugiere aurtepéaa luego refinarlo.

Los objetivos son claros y las preguntas pertirsente

Algunas tareas podrian presentar bajo grado deutdd, lo que impediria
averiguar el nivel en el que se encuentra el emtitelisegun la teoria APOE.

5. Aunque se desconoce las competencias de los eskgliaobjeto de la
investigacion, se podria hacer un analisis de congtados, porque el grado de
dificultad de las tareas es dispar.

6. En cuanto a la formulacion del problema hay inguletsi existe alguna
instruccion previa en la investigacion y en casbalgerla ¢ cual es?

7. Hay una sugerencia de formular el problema en &mdel nivel de desarrollo de
la Integral Definida y su relacién con el area.
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8. Existe una recomendacién de concretar mas quéaselse quiere indagar en el
precuestionario, por ejemplo, qué argumentos atilibs estudiantes cuando se
les pide calcular el area de una region donde desen la expresion algebraica
de la funcién, o si son capaces de hacer aproximesi a partir de los

conocimientos previos.

B. Sobre cada una de las tareas del precuestionario.

En cuanto a las tareas, los expertos hacen algecasmendaciones relacionadas

con la forma de la pregunta, las cuales describarmmntinuacion:

1. Tarea 1: Aunque hay un acuerdo que la tarea es corregersa que puede no
ser discriminatoria, porque no distingue a los sgigen aproximar areas de los
que no lo saben hacer.

2. Tarea 2: Afirman que la tarea puede ser facil para estuesade tercer afio de
Licenciatura de Matematicas aunque el objetivooesecto, por lo que el grado
de dificultad podria impedir profundizar en el dbje, ademas que se deberia
cambiar la expresion “area bajo la curva” por “deieada por la recta y el eje
ox.

3. Tarea 3: Aunque hay un acuerdo de que la tarea es corrsetaugiere que sea

mas explicita, por ejemplo pidiéndole a los estugis que utilicen particiones.

4. Tarea 4: Hay diferentes opiniones al respecto por ejempk @s correcta, que
en los objetivos no se recoge el problema asoaadalor absoluto y que el
problema fundamental estda en los conocimientos igseque tienen los

estudiantes de la funcién y sugieren modificarskitura de la funcion.

5. Tarea 5: Aunque hay un acuerdo de que la tarea es corseajgeren escribir la

expresion algebraica que representa la gréfica flention.
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6. Tarea 6: Afirman que la tarea se ajusta a estudiantes deerteaiio de
Licenciatura de Mateméticas y sugieren justificara® propiedades de la
Integral Definida y que no hablemos de la unionimtervalos, sino de la
propiedad de la linealidad.

7. Tarea 7: Un experto sugiere que para mejorar la pregumia secomendable
preguntar como aparece en los descriptores porcéecepto de Integral

Definida” que seria algo mas especifico para lasdémntes.

8. Tarea 8: La consideran adecuada y uno sefala que la rezdue no es
integrable en cualquier intervalo que contenga e&o,c@ero no por la
discontinuidad, por ejemplo la funcion f(x)=-1 sk y f(xX)=1 si x>0 es

integrable er{— ll] aundue es discontinua en dicho intervalo.
3.6.5. Aplicacion del precuestionario.

Contestaron el precuestionario 11 estudiantes teitanpromedio de 3 horas y fue
aplicada el 26 de noviembre de 2007 en el horainthal de la clase de Calculo Integral,
en la cual ya habian recibido una instruccion preabre el concepto de Integral Definida
a lo largo de 16 horas de clase. En la aplicac&mpuecuestionario participaron todos los
alumnos del curso. La profesora del grupo partitpg los alumnos sabian de antemano la
hora y el proceso de realizacion de la prueba.ligerate dias previos a la aplicacion del
precuestionario el investigador fue al salén deelpara animar a los estudiantes a que
participaran en la investigacion. Los estudiantgerdn informados, verbalmente y por
escrito, sobre el proposito de la investigacion,tezha, la forma de responder, la
confidencialidad de las respuestas, segun el Cdgigm de laAmerican Psychological
Asociacion(APA) (Bisquerra y Sabariego, 2009, p. 83 — 87).

3.6.6 Modificacion del precuestionario.

Este apartado tiene que ver con la modificacibnrgaézamos al precuestionario a
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partir del informe emitido por los expertos solaesaloracion de cada una de las tareas, y
de la confrontacion con los resultados detectado®< estudiantes al responder a cada
tarea.

A. Sobre la estructura del precuestionario.

En relacion con la estructura y organizacion deWiaidel cuestionario a partir del
informe emitido por los expertos y las respuestatad por los estudiantes nos llevo hacer
siguientes consideraciones:

1. Eliminamos la columna de los descriptores por regatacion de uno de los
expertos.

2. El nimero de items no se modificO, porque considesaque era suficiente para
una clase habitual y realmente el tiempo que tardimrs estudiantes en resolver las
tareas asi lo demostro.

3. En cuanto a la disparidad en el grado de dificuttadas tareas comprobamos que
aquellas tareas que fueron valoradas como faciegsedolver los estudiantes
tuvieron algunas dificultades como es el caso daré&a 2, donde los estudiantes no
lograron diferenciar entre la Integral como areauda region de la Integral como
calculo algebraico. Asimismo, aquellas tareas cmmadas adecuadas para el tipo
de estudiantes objeto de la investigacion fuererglae causaron mayor dificultad,
como el caso de la taréapara la que so6lo uno de los once alumnos intdgtdna
justificacién de la propiedad de linealidad y losmb sucedi6 con la tar@z del
precuestionario donde todos los estudiantes lanesgron incorrectamente.

4. En cuanto a la relacion de la integral con el &fepe la hemos tenido en cuenta en
los elementos matematicos que han sido utilizados @ disefio del cuestionario y
el andlisis de los instrumentos.

5. Encontramos que muchos de los estudiantes hacamaalgaproximaciones
utilizando los conocimientos previos, lo que nosmpid comprobar una de las
inquietudes de los expertos.

6. Las recomendaciones dadas por algunos expertos se$puestas dadas por los
estudiantes nos llevaron a modificar algunas praguecomo se indican en el
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siguiente apartado.

B. Sobre cada una de las tareas del precuestionario.

El resultado de validacion del precuestionario nosrmiti6 hacer
modificacion de algunas tareas para hacerlas ne&ssps y alcanzar asi al objetivo

de la investigacion, veamoslo a continuacion:

1. Tarea 1: No se modificd, porque las respuestas de los estteli nos mostraron
riqueza en los elementos matematicos generalmedfecas y algebraicos que

utilizan.

2. Tarea 2: Se modificé el enunciado de la pregunta. Se carf®@a la funcion
f(x) =4x yel intervalo[— 2, 2], por “Sea R, la regién encerrada por la graficaade |
funcién f(x):4x y el ejex, en el intervalo[— 2, 2]” y se modificé en la misma

tarea la pregunta: “¢ Por qué? Justifica cada paso’s6lo “Justifica cada paso”.

3. Tarea 3: Se modificé la forma de la pregunta para haceéa explicita. Se cambié
“Utiliza un procedimiento de aproximacion para cédc el area”, por “Utiliza

particiones para aproximar el valor del area dedgn R”.

4. Tarea 4: Se modificO la pregunta “Calcula el area limitagar la funcién
2
f (x):J.0 |2x—:|jdx con el eje OX”; por “Calcula el area limitada pargrafica de

la funcion f (x)=[2x -1, en el intervald0,2] y el ejex”.

5. Tarea 5: Se modificd, por la valoracion de los expertos ygpe 6 estudiantes de
los 11 no contestaron la pregunta y 4 lo hiciermoirectamente. Se cambi6 “Dada
la siguiente gréafica, calcula el area de la regiyada. Explica el procedimiento
utilizado en el calculo del area. Justifica cadsopa
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Por “Dada la siguiente gréfica, calquda aproximacion el area de la region rayada.

Explica el procedimiento utilizado en el calculd desa. Justifica cada paso”.

=2

Y T — _
cn=2s-x
/| = > N

el

[ T T

6. Tarea 6: Se modificd, porque la mayoria de los estudiantedificaron la

propiedad solo desde el punto de vista algebra&m.cambio “Explique, en

términos del diagrama o de otra forma, porqﬂézﬂadx:szdxﬂxd)’? Por
0 0 0

“Explique, en términos del grafico, porqﬁ@(2 + >adx=J'x°'dx+jxd>?
0 0 0

7. Tarea 7: No se cambid, solo el orden que en el precuestmriigura como la
pregunta 7 y paso6 a ser la nimero 8 del cuestmraorque consideramos que esta
pregunta tiene que ver con el concepto imagenagiedtudiantes tienen de Integral
Definida.

8. Tarea 8: No se modificO en su estructura, sélo que en etysstionario era la

pregunta 8 y en el cuestionario paso a ser la ptagquimero 7.

La aplicacion del precuestionario nos permitio &aallos aciertos y dificultades
detectadas en los estudiantes a la hora de redabvealiferentes tareas, o que hizo que
modificaramos algunas tareas por ejemplo, porquenghciado era poco preciso o en
algunos casos el estudiante necesitaba la exprakiébraica de la grafica de la funcion
para poder responder la tarea dado que el propifisit tarea no era encontrar la expresion
algebraica de la funcién, sino las relaciones kxig el nUmero de elementos matematicos
gue pudiera utilizar en los procedimientos de tesoh de las tareas. Una vez recibido el
informe de la valoracion y recomendaciones hecluadqgs expertos sobre la validez de
cada tarea y de los resultados encontrados erdpseastas de los estudiantes, procedimos
a realizar las modificaciones correspondientessatdaeas para disefiar el cuestionario
definitivo que sera presentado en la siguienteiéecc
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3.7. Disefo y aplicacion del cuestionario definitiv.

Para seleccionar las cuestiones que debian fgrange del cuestionario definitivo y
con el objetivo de que todos los items del cueatiorse ajustaran a las caracteristicas de la
investigacion tuvimos en cuenta los apartados ianést En esta seccion vamos a describir,
en primer lugar las caracteristicas de los pagitigs en la investigacion definitiva. En
segundo lugar, comentaremos los problemas delicnasb, la descripcién de cada una de

las tareas y la aplicacion del cuestionario.

3.7.1. Sujetos.

Los participantes fueron 11 estudiantes (2 mujgr@shombres) con un rango de
edad entre 20 — 32 afios, de tercer afio del progianhécenciatura de Matematicas de la
Universidad del Quindio, Armenia en Colombia. L&lpoion elegida para realizar este
cuestionario cumple con las mismas condiciones mlecuestionario, es decir, es

intencional al tratarse de la participacion de solds estudiantes de un grupo ya formado

Los estudiantes en el momento de la aplicaciércdestionario definitivo habian
cursado la asignatura de Calculo Il o en su cootex€Calculo Integral, en el cual ya habian
estudiado el concepto de Integral Definida duréadeprimeras 16 horas de clase del curso,
porque este concepto corresponde a la primeradmidiactica de la asignatura. Por tanto
se considera que deberia haber una riqgueza pnevis eelementos matematicos graficos,
algebraicos y analiticos que utilizan estos estue& y en las relaciones logicas que
establecen entre los elementos matematicos grafitgesbraicos y analiticos del concepto

objeto de la investigacion.

El esquema siguiente muestra el proceso seguida f@m elaboracion del
cuestionario y para determinar los elementos mdieosa las relaciones légicas y los
sistemas de representacion que de manera gendnalm@s comentado en el apartado 3.4

de este capitulo.
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Analisis de libros de textos, libros Listado inicial de los elementos

de Célculo, articulos publicados mateméticos que configuran el

en revistas de investigacion y| € | Concepto de la Integral Definida,

Tesis Doctorales relaciones légicas y sistemas d
representacior

Descomposicion genética de
Concepto de Integral
Definida

A 4

Bateria de problemas  [*

Disefio del
precuestionario

Validacion del
precuestionario por
expertos

v
Aplicacion del

precuestionario

A 4
Se modificael precuestionario Modificaciéon  del

precuestionario

A 4

\ 4 v
Elementos matematicos,
definitivos, Relaciones
l6gicas y Sistemas de
Representacion

Cuestionario Definitivo

A
v

Esquema 3.2. Proceso de elaboracion del cuestioimadefinitivo
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3.7.2. Elaboracién del cuestionario.

En cuanto al cuestionario, para su disefio, cgmee ha indicado, tuvimos en
cuenta las recomendaciones hechas por los expsotoe las tareas propuestas en el
precuestionario, y las respuestas dadas por lodiastes en las distintas tareas, lo que nos
permitid hacer algunas modificaciones y seleccidmmproblemas que debian formar parte
del cuestionario definitivo atendiendo, por otrddaa los elementos matematicos, a las
relaciones légicas establecidas entre ellos y aslsemas de representacion grafico,
algebraico y analitico todo ello de acuerdo comldacomposicion genética inicialmente
establecida del concepto de Integral Definida. &&d®d que el cuestionario definitivo
estuviese compuesto por ocho problemas de acuerdtos objetivos de la investigacion.
A continuacion se describen cada una de las taega® sus objetivos, items, procedencia

y variablegAnexo 2}
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OBJETIVO TAREAS ITEM PROCEDENCIA VARIABLE
Diagnosticar si los estudiantes logran aproximar &l El area de la regién rayada es mayor d@ey 1 Tarea que proviene de modificar ¢n
area de una region bajo una curva, y coémo lo hacemenor quet8. ejercicio del trabajo de Depool (2004)| Aproximacién del area.
pesar de no tener una expresion algebraica |qle¢Por qué? la Representacion grafica.
acompafie la gréfica de la funcion. 1b ¢Puedes dar valores més ajustados? 1b L . . 9
: P Funcién positiva y continua epd, J|.
Comprobar si son capaces de proponer cotas |ni&s ¢ Cuéles? 1c
aproximadas. 1d ¢Cémo los c_)btienes? 1d
Comprobar los procedimientos utilizados por [02. Sea R, la regién encerrada por la gréfica de la 2 Tarea extraida de modificar un ejercigioArea bajo graficas.
estudiantes en el calculo de areas de gréaficasng g ion T =4 . . del libro de texto de Calculo de unaRepresentacion algebraica.
A funcion X]=4X y el ejeX, en el intervalo i
justifican cada uno de los pasos al hallar elrvalo variable, volumen 1. ” . . 22
. . . . . Funcién positiva y continua e , &].
numérico del area de una region bajo la grafica, E/— 2’ 2] Gerald L. Bradley,
mediante la Integral Definida. 22 Dibuia | i 2a Kart J. Smith.
a Dibuja la grafica. ) 3 2b | Editorial Prentice Hall. Madrid (2000)
2b. Calcula graficamente el &rea de la region R.
2
2c
2c. Calcula IaJ‘ 24XdX .
2d. ¢Son iguales los dos resultados anteriores? 2d
Justifica cada paso.
Analizar la forma y el método que los estudianted Sea R la region entre la grafica de la funcion 3 Tarea que proviene de modificar ynConcepto de &rea como una aproximacion. y de
utilizan en la resolucion de ejercicios sobre &dé f — 2 04 ejercicio del libro de texto de Calculoarea como limite de una suma.
. X) = X" yelintervalo| U, 4. A ) L, ) L
de areas. Diferencial e Integral de Edwars |yRepresentacion algebraica de la funcién.
-Utiliza particiones para aproximar el valor deta Penney. y " . 4
de la region R. Cuarta Edicién. Funcién positiva y continua eptJ; 4|.
Editorial Prentice Hall. México 1997.
-Justifica tu respuesta.
Analizar si los estudiantes hacen transferencilosle 4. Calcula el area limitada por la gréafica de la fanc Ejercicio que proviene de uno similarPropiedad de la unién de intervalos: La Integral
conocimientos adquiridos a los nuevos y si aplican f (X):|2X _]l li | [O 2] | 4 del libro de texto de Calculo |, 72Definida de un valor absoluto.
algunas propiedades de la Integral Definida. »en el intervalo] U, y e Edicion. Teorema fundamental del calculo: Regla |[de

ejeX.

-Justifica tu respuesta.

Larson, R.; Hostetler, R. P.; Edwars,
H. Editorial Piramide. Madrid. 2002.

BBarrow.
Representacion algebraica.
Funcién no derivable.
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Comprobar si el estudiante comprende cémo calquiar

el area por medio de la Integral Definida,

regiones que se encuentran por debajo del eje Q>rocedimiento utilizado en el célculo del arg
asi mismo como establece las relaciones con regipdestifica cada paso.

que estan por encima del eje OX.

Dada la siguiente grafica, calcula pf
aproximaciones el area de la regién rayada. Explig

I S

I

Tarea que proviene de modificar

Funcién continua er[ 0, 35] .

Inirea de regiones positivas y negativas.
ejercicio del trabajo de Depool (2004).
La Integral Definida como area de una region.

6. Explica, en términos del grafico, porqué

na

Determinar que tipo 6 Tarea que proviene de modificar yrPropiedad de linealidad de la Integral Definidg.
de argumentos en cuanto a las a a a ejercicio de A. Orton (1983) y Depogl Representacién gréafica y algebraica.
formas de representacion 3 .[(XZ + %XZI deX+J.Xd) (2004).
(gréfico, algebraico, numérico) utilizan Igs
estudiantes para justificar la propiedad aditivalade 0 0 0
Integral Definida.
Analizar la relacién que establecen los estudiant#s En los apartadoga, 7b y 7¢, que aparecen a Ejercicio que proviene de modificar urjoRelacion entre la funcién primitiva y el Teoren
entre la imagen del concepto y la definicion gdetontinuacion, decide si la afirmacion es verdadena similar del libro de texto de Calculo |, Fundamental del Calculo.
concepto a partir de la condicién suficiente qug Kalsa. En caso de ser falsa, explica por qué o traues 72 Edicion. Funcién no acotada en el 0
continuidad implica integrabilidad. un contraejemplo. Larson, R.; Hostetler, R. P.; Edwards,

7a si E (X) =G (X) en el intervalol 7@ B. H. Editorial Pirdmide. Madrid. 2002

[a, b] ,entoncesF(tj —F(d :G(a —G\(d

7b'si f es continua efd@, D|, entonces f es| 7b

integrable en[a, b] .

- 1 .~

rof Rrfc {4 -1=2 7

Analizar el nivel de la relacion entre la definitidel | 8. ¢Cudl es el significado matematico de la Integral 8 Situacién que proviene de una de [a®efinicion del concepto de Integral Definida.

concepto y la imagen del concepto de Integ
Definida que tienen los estudiantes universitarios.

"Befinida de una funciony = f(X) en un intervalo

[a, b] ?

tareas similares propuestas por
Czarnocha; Dubinsky, et al., (2000
Depool (2004); y del estudio de Iq
libros de texto.

~

n

Tabla 3.3. Cuestionario definitivo: objetivos, taeas, items, procedencia y variables.
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Una vez descritos los problemas del cuestionarsarpas a analizar las relaciones
entre los diferentes elementos matematicos qusmaaque el estudiante realice en cada

una de ellas:
Tarea 1.

En la resolucion de esta tarea no necesariamentugliante tiene que hacer uso de
las relaciones logicas, aunque podria mencitm@onjuncién logica (A[ B) entre los

elementos matematices area como aproximacion, el area como limite dena suma y
la Integral Definida en los sistemas de representaaééfico, y analitico que le permita
tomar decisiones de cdmo ajustar mas las cotereielbajo la grafica dada y de calcular el

valor exacto del area.
Tarea 2.

En la resolucion de la tarea se espera que eliastaduse la relacion de la
conjuncién légica (AE B) entre los elementos matematidéisarea como aproximacion

y la Integral Definida que le permitan hacer inferencias entre el calagb area

graficamente y el célculo algebraico de la Intefrfinida
Y la condicional logica (A - B) entre los elementos matematictasintegral Definida,

en los sistemas de representagééfico y algebraicq para relacionar el area y la Integral
Definidade funciones que cambian de signsando para ello el elemento matemalaso
propiedades de la integral definidade funciones positivas y negativas y su relacamed

calculo del area..
Tarea 3.

En esta tarea esperamos que el estudiante estalderslacion de I&€onjuncion
l6gica (A[ B) entre los elementos matematic&4.area como aproximacion, el area

como limite de una suma, la Integral Definida y eleorema fundamental del Calculo,

131



Capitulo 3. DISENO DE LA INVESTIGACION..................cccccciee.. Eliécer Aldana Bermudez

estableciendo una sintesis entre los sistemas mtesemtaciongrafico, algebraico y

analitico, para decidir un valor aproximado del area y sungacto.
Tarea 4.

El estudiante en la resolucion de la tarea debableser la relacién logica
conjuncion (A[ B) entre los elementos matematices.area como aproximacion, las

propiedades de la Integral Definida (union de intevalos) y el teorema fundamental

del Calculo, para poder calcular el area de forma grafica atilio triangulos y de forma
algebraicaaplicando la formula del rectangulo y la regla derBw. En esta tarea es
necesario como en otras que el estudiante tengaotaeptos previos referentes al tipo de
funcion que debe integrar, porque de lo contragipresentan concepciones erroneas en la

resolucion de la tarea (Mundy, 1984).
Tarea 5.

En esta tarea el estudiante puede hacer uso deldagnes logicas deonjuncion
(A[ B) y condicional (A - B) entre los elementos matematicdst area como

aproximacion, la Integral Definida, las propiedades de la Integral Definiday el
teorema fundamental en los sistemas de representacién grafico, algebgaanalitico,
para poder decidir sobre un valor del area comoxapacion y el calculo de la integral de
funciones positivas y negativas como areas de egi@dm. En la resolucion es necesario
hacer uso de una de las propiedades de la IntBgfhida de funciones positivas y

negativas.
Tarea 6.

En esta tarea se espera que el estudiante endiaciés establezca la relacion
l6gica de la conjuncion (AE B)entre los elementos matematicosl area como

aproximacion, la Integral Definida y la propiedad ¢ la linealidad de la Integral

Definida, para poder que la propiedad que est4d dada deafaigebraica se pueda
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comprobar de forma gréafica y algebraica.
Tarea 7.

En la resolucion de la tarea el estudiante puetdbleser las relaciones logicda:
conjuncion (A[ B) entre los elementos matematidadntegral Definida y el teorema

fundamental, la condicional y el contrario,porque debe considerar tanto la continuidad

como la discontinuidad de la funcion, para apleao la regla de Barrow.

En esta tarea, el estudiante hace uso derdpncion légicapara decidir el valor de
verdad de la proposicidon 7a, porque debe relaci@némtegral Definida y el teorema
fundamental, para poder tomar una decision que le permitdwesta tarea. En el item 7b,
debe utilizar el elemento matematit Integral Definida por medio de la condicion
suficiente de existencia de la Integral Definidac®nandola directamente a travéslae
condicional. En 7c podria utilizael contrario de la condicionala la aplicacion déa
regla de Barrow, porgue como la funcién es no acotada no se papliear dicha regla

para verificar el valor de verdad o de falsedathddirmacion.
Tarea 8.

Esta es una pregunta abierta y se pretende queampaley manifiesto la imagen
mental que tienen del concepto haciendo uso e$petite de laconjuncion légicaentre
los elementos matematicosl area como aproximacion, el area como limite dana

suma y la Integral Definida.
3.7.3.Aplicacion del cuestionario.

Los cuestionarios disefiados se aplicaron el 13a@mde 2008. Para la resolucion
de las diferentes tareas del cuestionario los esties dispusieron de un periodo de tiempo

flexible entre 1 y 3 horas aproximadamente y fuetontestados en el horario habitual de

la clase de Célculo Integral. En la aplicacion deéestionario participaron todos los
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alumnos que asistian al curso regular; se acordéetprofesor del grupo participante
con los alumnos la hora y el proceso de realizad®ha prueba. ual que se hizo en

precuestionario, dias previos a la aplicacion dektionario el investigador fue al salon
clase para animar a los estudiantes a que parcim el proceso de la investigacion.

estudiantes fueron informados verbalmente or escrito sobre el propésito de
investigacion, el tema, la forma de responderpldidencialidad de las respuestas, se
el Codigo Etico de I&merican Psychological Associen (APA), (Bisquerra y Sabarieg
2009, p. 83 -87) vy, sobre todo, se lo énfasis en que lo mas importante era argum

las respuestas, asi como su forma de pensar y endgrlas taree

El formato de presentacion del cuestionario eraigliente: en el primer foli
aparecia en la parte superior que los estudiantksan completar sus datos y
continuacién la primera tarea; a continuacion, aachoja, se planteaba una de las «
siete tareas que formaban parte del cuestionara gae el estudiante tuviera espe

suficiente que le permitiera resolver y justificada tarea.

VNi\-' I-_I{Hil)'_\l) UNIVERSIDAD

P SALAMANCA DEL QUIMDIO
Nombre y Apellidos: Edad: Fecha: Cadigo:
Tarea 1.

1. El area de la regién rayada es mayor12y menor quet8.
la¢Por qué?

1b ¢ Puedes dar valores mas ajusta

1c ¢Cudles?

1d ¢,C6émo los obtienes?

Tarea 2.

2.Sea R, la regién encerrada por la gréafica de fecidur f (X) =4x yelejeX, enel intervalo[— 2, 2]

2a Dibuja la gréfica.
2b. Calcula graficamente el area de la regio

2
2c. Calcula IaJ._2 4xdx .

2d. ¢Son iguales los dos resultados antericJustifica cada paso.
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Tarea 3.

Sea R laregion entre la gréafica de la funcioh (X) = X2 yel Intervalo[o, 4] Utiliza particiones para aproximar el valpr
del area de la region R. Justifica tu respuesta.

Tarea 4.
4, Calcula el area limitada por la gréafica de la fénc f (X):|2X - 1| ,enel intervalo[o, 2] y el ejeX . Justifica tu

respuesta.
Tarea 5.

5. Dada la siguiente grafica, calcula por aproxigrael area de la region rayada. Explica el prauoétito utilizado en el calcul
del area. Justifica cada paso.

Tarea 6.

a a a
6. Explique, en términos del grafico, porqﬁé)(z + )&jX:j X"dX+de)
0 0 0

Tarea 7.

7. En los apartadoga, 7b y 7¢, que aparecen a continuacion, decide si la afidnaes verdadera o falsa. En caso de ser falsa,
explica por qué o muestra un contraejemplo.

7asi F ' (X) = G‘ (X) enel intervalo[a, b] , entoncesF (b) -F (a) :G(b) —G(a)

7bsi f es continua er[a, b] ,entoncesf es integrable er{a, b] )
re [t ={-§-1=-2
Tarea 8.

8. (Cudl es el significado matematico de la Integrdirea de una funciény = f(X) enun intervalz{a, b] ?

Tabla 3.4. Tareas del cuestionario.

En la tabla anterior se presenta el cuestionario las preguntas seguidas sin

espacio entre ellas para que se pueda ver de fylobal.

3.8. Las entrevistas.

Las entrevistas realizadas a los estudiantes wit@eos fueron entrevistas
semiestructuradas que aportaron a la investiganfonmacion sobre la comprension que

tienen del concepto de Integral Definida. De aocmecdn Bernal (2006, p. 226), la
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entrevista semiestructurada es aquella que tiemcigrado relativo de flexibilidad tanto
en el formato como en el orden y los términos daizacion de la misma para las
diferentes personas a quienes esta dirigida”. Asimaj segun Ginsburg et al. (1983), la
entrevista semiestructurada, es un método mixtoeleque el entrevistador pide al
estudiante que exprese todo lo que va haciendmgapedo (pensando en voz alta) y, que
para facilitar la verbalizacidon, el entrevistada kaciendo preguntas que ayuden a

profundizar en la forma de pensar del alumno.

Las entrevistas fueron realizadas a todos los iesties durante el mes de
noviembre de 2008, después de la aplicacion daltionario y de haber hecho un andlisis
previo, de la forma en la que cada uno de ellodahedsuelto las diferentes tareas. El
disefio de la entrevista realizada a cada alumriuzeeen funcion de las respuestas que
habia dado en el cuestionario. ErAakexo 4 se pueden ver las preguntas establecidas para
cada alumno. Las entrevistas se realizaron de m@mandividual, tuvieron una duracion
aproximada de hora y media, y fueron audiograbadas centro audiovisual de la misma
universidad a la que pertenece la poblacion olgjetta investigacion. Se hicieron un total
de 11 entrevistas para cada una de las cualesiserttbpreviamente con los estudiantes la
hora y fecha. Durante la realizacion de la enttayis medida que se hacia la grabacion, el
entrevistador iba tomando nota de todos aquellpecéss que pudieran arrojar mas

informacién de la ofrecida verbalmente.

Los estudiantes, antes de la entrevista, teniagsaca su cuestionario con el
propésito de que recordaran las tareas y la fodnagodas habian resuelto, ademas se les
entregaba papel y lapiz para que pudieran justifioa procedimientos de resolucion
utilizados y se les animaba a participar en laeerdta continuamente. El investigador, por
su parte, disponia de un guidn de entrevista prexigée elaborado de acuerdo con los
resultados obtenidos por cada alumno individualeent el cuestionario. El objetivo era
recoger aquellos aspectos no visibles en los proeeatos y la justificacion que habian
hecho los estudiantes por escrito al respondetataas del cuestionario. El entrevistador,
cuando lo consideré necesario, reformuld o agredgormacion adicional a través de

nuevas preguntas y de orientaciones para estimauaflexion del estudiante.
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La trascripcion de las entrevistas se realizd6 emieses de noviembre y diciembre
de 2008 y enero de 20Q8nexo 5).Se utilizé un seuddénimo para cada estudiante Iciim e
de ocultar su identidad, este nombre figurado esetgue se identifican a lo largo de esta
investigacion. La grabacion y transcripcion de &drevistas se hizo siguiendo las
recomendaciones hechas por Farias y Montero (2005)psteriormente se hizo la
depuracion de los protocolos de las entrevistasrgduccion de la informacion.

3.9, Los mapas conceptuales.

Los mapas conceptuales fueron elaborados duramtee®lde noviembre de 2008
por cada uno de los estudiantes después de halealezado la entrevista. Algunos de los
estudiantes ya tenian nociones de como elaboraasmamceptuales, sin embargo se les
facilitd una sintesis sobre como elaborar mapasepinales de Matematicas, apoyados en
un documento de Huerta, Galan y Granel (2000),ngsi@firman que “un mapa conceptual
de Mateméticas en un sentido amplio, es una repeesén de una estructura matematica,
el pensamiento en términos de conceptos matematilassrelaciones entre los conceptos

matematicos, es decir, proposiciones mateméati¢hsdita, Galan y Granel, 2000, p. 2).

Después de la lectura de una sintesis del articldosu estudio personal y la
aclaracion de algunas inquietudes por parte delestigador, elaboraron mapas
conceptuales de manera individual en presenciadestigador sin hacer uso de los libros
de texto o de los apuntésnexo 6), porque lo que se pretendia con el mapa concegtaal
gue reflejara la imagen del concepto que teniaimtégral Definida en ese momento. Para
su elaboracién cada estudiante dispuso de regla, ygapel y de un tiempo aproximado
de una hora. Durante la realizacion del mapa rbiesen explicaciones ni se realiz6 ningun

tipo de grabacion.
Cada mapa, igual que los cuestionarios y las dstasy se identifica mediante el

seuddnimo que identifica a cada estudiante. Eliesiggl es un mapa conceptual elaborado
por uno de los estudiantes.
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A9, mapa conceptual que representa el concepto deegral definida

Este mapa conceptual pone de manifiesto la imag#ncahcepto de Integral
Definida. Los elementos mateméticos que configedaconcepto de Integral Definida de
este alumno sorel area como aproximacion el area como limite de una suma
Riemann, la Integral Definida y las propiedades de las integralesonsideradas en los
sistemas de representacion grafico, algebraicaaljitemo. Como puede notarse no aparece
en el mapa explicitamente el elemento matem&ideorema fundamental del Céalculp

lo que si se plantean son aplicaciones de la kt@gfinida a otros contextos especificos.

Estan presentes los elementos matematelodrea como aproximacion cuando
menciona la particion del intervalo, haciendo lastouccion de rectangulos cada vez mas
pequefios y planteando las sumas de Riemahdrea como limite de una sumal
plantear el limite de la sumatoria cuando la nodeéda particion tiende a cero y el nimero
de subintervalos tiende a infinito; Igs propiedades de la Integral Definida cuando

menciona algunas de ellas como la aditiva, la linda homogénea.
En general lo que expuso este alumno en el mapzeptral incluyé los mismos
elementos matematicos que utilizé tanto en el mremio como en la entrevista; aunque

muchos de estos elementos los recuerda y tiermultéil con algunos para utilizarlos de
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forma correcta en la resolucion de las tareas.t®dw lo anterior, tanto el cuestionario
como la entrevista y el mapa conceptual nos progueo informacion sobre la
comprension de los estudiantes acerca del conceptotegral Definida. El uso conjunto
de los tres instrumentos aplicados en la recogidaddtos permitié realizar una
triangulacion entendida “como el uso de dos o méwdos de recogida de datos en el
estudio de algun aspecto del comportamiento humé@dohien y Manion, 2002, p. 331),
para determinar el nivel de desarrollo del esqudelaconcepto de Integral Definida que
tenian estos estudiantes.

3.10. Procedimiento de analisis.

El andlisis de los datos es un “proceso dinamicgseytrata de obtener una
comprension mas profunda de lo que se esta estadi@haylor y Bogdan, 1984, p. 159).
En nuestra investigacion este procedimiento dasas@lermitira: La caracterizacion de los
esquema de Integral Definida de cada uno de losrads participantes en esta
investigacion a partir de los instrumentos tedri@smentos del conocimiento matematico
y relaciones logicas entre dichos elementos deb@onento matematico) descritos en los
apartados anteriores, y el andlisis de las resmiedadas por los estudiantes a los
cuestionarios, la justificacion de dichas respestalas entrevistas, y la representacion del

concepto de Integral Definida puesto de manifiestétos mapas conceptuales.

3.10.1. Los niveles de desarrollo del esquema dehcepto de Integral Definida.

A partir del marco tedrico que planteamos en eltap2 de esta memoria y de los
aspectos metodoldgicos que hemos desarrolladoseapbrtados anteriores, asumimos que
el desarrollo del esquema de Integral Definida evi@aracterizado por los elementos
matematicos graficos, algebraicos y analiticosnigrelaciones logicas que se establecen
entre ellos. Por tanto el procedimiento de anatisise permitir identificar los elementos
matematicos que los alumnos utilizan en foaA y AN y las relaciones légicas que los
estudiantes establecen para hacer inferencias sbbesarrollo del esquema del concepto

de Integral Definida que tienen estos estudiantes.

139



Capitulo 3. DISENO DE LA INVESTIGACION..................cccccciee.. Eliécer Aldana Bermudez

Desde el andlisis tedrico y la revision de lasestigaciones previas, vamos a
identificar las caracteristicas propias de cadadetos diferentes niveles de desarrollo de
un esquema para el caso concreto de la IntegrahiBef asumiendo que existe una
construccion progresiva de este esquema, entendida el aumento del uso de elementos
matematicos y de relaciones légicas de manerarm@iy ascendente en la resolucion de
las tareas. A continuacion describimos la integmién de los distintos niveles y subniveles
de desarrollo del esquema del concepto de Int@gfhida que resulta de una adaptacion
de la caracterizacion realizada por Sanchez Matsn(2004) para el esquema de la

derivada:

EL NIVEL INTRA 1

Este nivel de desarrollo del esquema se caracteoizpie el estudiante demuestra:

1. No establecer relaciones logicas entre los elent@s matematicos

Esta situacion se presenta cuando el estudiantesnmapaz de resolver la tarea,
porque desconoce los elementos matematicos nexegEia su resolucion y a pesar de
intentarlo no logra establecer ningun tipo de iéladdgica, ni usar los elementos que le
permiten hacer una comprension minima de la cuestipuede mencionarlos pero el uso

de los mismos le presenta conflictos.

2. Recordar sélo algun elemento matematico a lo largde todo el cuestionario,

vinculado sélo a un sistema de representacion, gréd, algebraico o analitico

Esta caracteristica se presenta cuando el estedimenciona de memoria y
generalmente de forma reiterada por lo menos unegito matemético como producto de
la instruccién previa, pero soélo es capaz de atilizen la resolucion de la tarea desde un
sistema de representacion, es decir que no logadleser una transformacion entre los

sistemas de representacion gréfico, algebraicaljteo.
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3. Recordar elementos matematicos con errores

Es propio de este subnivel de desarrollo del esgqugme un estudiante al tratar de
resolver una tarea recuerde algunos elementos rttesy cuando intenta aplicarlos lo
haga con concepciones erréneas y/o de forma irataryepor tanto los procedimientos que
utiliza en la resolucion de las tareas sean irctus.

EL NIVEL INTRA

Este nivel esta caracterizado porque el estudsrste:

1. Mostrar dificultades en establecer relaciones logas (conjuncion légica) entre

elementos matematicos. (Intento de relacion “conjwién logica”)

La relacién logica que méas habitualmente usan llasreos en la construccion del
esquema de Integral Definida es lacdajuncidn légica entre los elementos matematicos
representados de forn@ y A. En general, en este nivel aunque el estudianteuete
establecer relaciones logicas cuando intenta esbtonjuncion Iégica tiene dificultades
para hacerlo, porque normalmente los elementosnmaditeos que recuerda son de memoria

y al usarlos lo hace de forma inconclusa.

2. Recordar algunos elementos matematicos de formasslada

En este nivel de desarrollo del esquema de Intdgeéihida el estudiante suele
utilizar uno o varios elementos matematicos perdodea aislada o inconexa. Esto se
presenta porque el estudiante recurre a un saioeall® matematico representado de forma
G, A 0 AN, y puede suceder porque la resolucion de la tedéa exige el uso de un
elemento matematico o varios de ellos pero no pazcde utilizarlos conjuntamente para
resolver la tarea. En ocasiones, ademas, sueleionan@lgunos elementos matematicos

sin saber cOmo aplicarlos en la resolucion der&ata
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3. No tener sintetizados los sistemas de represetitn

Es propio de este nivel que el alumno logre utilimao o varios elementos
matematicos, pero no sea capaz de coordinar eldasestos entre los sistemas de
representacion grafica y algebraica, es decir quesdolucién que el alumno hace de la
tarea depende mucho si la informacion dada o laéjusismo produce proviene de un

registro grafico o algebraico.

NIVEL INTER 1

1. Usar la conjuncion légica (“y logica”) de forma correcta entre elementos

matematicos dados en el mismo sistema de represestm

Es propio de este nivel de desarrollo que el aluempiece a establecer conjuncion
I6gica entre elementos matematicos utilizando etmmi sistema de representacion.
Generalmente los alumnos establecen con mas refgulaconjuncion logica entre

elementos matematicos en modo gréafico y algebraico.

2. Recordar algunos elementos matematicos graficadgebraicos y/ o analiticos

Esta categoria tiene que ver con el uso parcial @juumno hace de algunos
elementos mateméaticos que recuerda y que utiliza essolucion de las tareas en alguno
de los tres sistemas de representacion, pero qezadeente en este nivel de desarrollo del
esquema lo hace de forma grafica y algebraica, umuradgunas veces suele recordar

algunos elementos matematicos de forma analitica.
3. Tener esbozo de sintesis de los sistemas de espintacion gréafico y algebraico
Una manifestacion de esta caracteristica se estaleneralmente cuando el

estudiante al resolver una tarea coordina parcigknel uso de algunos elementos

matematicos cambiando de sistema de representasidecir que para el alumno la tarea
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la resuelve pero dependiendo del sistema de repaesén que utilice.

NIVEL INTER

Este nivel esta caracterizado porque el estudfardde:

1. Usar diferentes relaciones légicas entre elementosatematicos de forma correcta

salvo alguna excepcion (generalmente en el mismateima de representacion)

En este estado se comienza a establecer mas deralaaion logica entre los
elementos mateméticos usando generalmente en elonsstema de representacion. Se
evidencia ademas, una tendencia a utilizar freemegnte la conjuncion logica y la
condicional entre elementos matematicos, el egitelieelaciona dos o mas elementos
matematicos, aunque algunas veces el razonamieetteser inconcluso; es decir que el

razonamiento que hace el estudiante es incomptetpue no logra concluir la tarea.

2. Recordar los elementos matematicos necesarios knresoluciéon de la tarea en

varios sistemas de representacion (gréafico, algebca y/o analitico)

En este estado de desarrollo de la construccioesidglema de Integral Definida el
estudiante suele empezar a recordar y a utilizaelementos matematicos necesarios que
le permiten hacer un razonamiento logico y podeolwer asi la tarea coordinando

generalmente los sistemas de transformacion grafigebraico y/o analitico.

3. Tener esbozo de sintesis de los sistemas de repnéseidn grafico, algebraico y
analitico

Una manifestacion de esta caracteristica en egtd dé desarrollo del esquema
sucede cuando el estudiante es capaz de utilimmigmos elementos matematicos

cambiando entre los sistema de representaBiof y AN, porque la solucion de la tarea
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depende de lo que sabe hacer con los elementognatates que conoce y de la

transformacion entre sistemas de representacion.

NIVEL TRANS

Este nivel esta caracterizado porque el estudfamdde:

1. Usar diferentes relaciones ldgicas (conjunciérdgica, condicional y la contraria de

la condicional) entre los elementos mateméaticos fi@rma correcta

La conjuncion loégica es la relacion que mas utililes estudiantes en la resolucion
de las tareas, seguida de la condicional y laidague menos utilizan los estudiantes es la
del contrario de la condicional.

2. Recordar los elementos matematicos necesarioslarresolucion de la tarea, usando
los significados implicitos para tomar decisiones

Es propio de este nivel que los estudiantes utillos elementos que configuran el
concepto de Integral Definida de forma correctasyaldezcan las relaciones logicas
necesarias en la resoluciéon de las tareas. Unamiadde este hecho se presenta cuando el

estudiante a lo largo del cuestionario resuelveectamente todas las tareas.

3. Tener sintesis en los sistemas de representacgyafico, algebraico y analitico

En este nivel de desarrollo del esquema de Intdgedinida el estudiante ha
logrado construir una estructura coherente del eesgudel concepto mediante las
relaciones establecidas en el niwaler. Esta coherencia le permite decidir cual es el
ambito de aplicacion del esquema. Ademas, los iestiegd son capaces de utilizar los
elementos matematicos en la resolucion de la ta@gpendientemente del sistema de
representacion grafico, algebraico, analitico ottes a la vez. Un ejemplo que pone de

manifiesto este hecho es el uso que hace un estedidel elemento matematicel area
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como aproximacionde forma gréaficaisando figuras planas y algebraica aplicando las
formulas adecuadas para hallar el area de figuraslanas, del elemento efrea como
limite de una suma, en el registro de representacic@nalitico calculando el limite de las
sumas de Riemann, para inferir que el limite deuma es el elemento mateméatieo

Integral Definida.

La siguiente tabla sintetiza las caracteristicaegdes de cada uno de los niveles y

subniveles de desarrollo del esquema del conceplategral Definida.

NIVEL CARACTERISTICAS
* No establecer relaciones logicas entre los elersentiematicos.
INTRA 1 » Recordar solo algin elemento matemaético a lo latgotodo el cuestionaria,

vinculado sélo a un sistema de representaciénicgré&flgebraico o analitico.
¢ Recordar elementos matematicos con errores.

[¢)

» Mostrar dificultades en establecer relaciones Hgyi¢conjuncion Iégica) entn
INTRA elementos matematicos. (Intento de relacién “cafgmlégica”).

* Recordar algunos elementos matematicos de forrzalais

* No tener sintetizados los sistemas de representacié

(2]

e Usar la conjuncién ldgica (“y logica”) de forma opecta entre elementg
INTER 1 matematicos dados en el mismo sistema de repreganta

» Recordar algunos elementos matematicos gréaficgsbedicos y/ o analiticos.

* Tener eshozo de sintesis de los sistemas de retaei®m gréafico y algebraico.

» Usar diferentes relaciones logicas entre element&iematicos de forma corregta
salvo alguna excepcién (generalmente en el misgtersa de representacion)
INTER * Recordar los elementos matematicos necesarios egstducion de la tarea n
varios sistemas de representacioén (grafico, algabydo analitico).
» Tener esbozo de sintesis de los sistemas de rafaeigm grafico, algebraico ly
analitico.
» Usar diferentes relaciones légicas (conjunciéndagcondicional y la contraria de
TRANS la condicional) entre los elementos matematico®dea correcta.
» Recordar los elementos matematicos necesariosreadhicion de la tarea, usando
los significados implicitos para tomar decisiones.
» Tener sintesis en los sistemas de representacfio@ralgebraico y analitico.

Tabla 3.5. Caracterizacion de los niveles y subniles de desarrollo del esquema de Integral Definida

La caracterizacion de estos niveles permitio raak andlisis de las respuestas de
los estudiantes a las tareas del cuestionario staiente con las transcripciones de las
entrevistas y los mapas conceptuales para detargonao se comprende del concepto de

Integral Definida.
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Para establecer el nivel en el que se encuentra cam se analizd su
comportamiento global en el cuestionario, la emgtaw el mapa conceptual, de forma que
un alumno estara en el nivel TRANS si a lo largotadas las tareas ha establecido
relaciones ldgicas entre los elementos matematiced)a utilizado correctamente y se ha

producido una sintesis entre las diferentes foheagpresentacion.

Para poder realizar esta clasificacion de los absnohe acuerdo a los diferentes
niveles del esquema descritos anteriormente, sedfizado un analisis en diferentes etapas

gue se describe a continuacion.

3.10.2. Fases del analisis.

Los estudios previos sobre distintos trabajos destigacion y la aplicacion del
precuestionario nos permitieron determinar un piiseEnto de analisis conjunto de los
cuestionarios, entrevistas y mapas conceptuales tpdos los estudiantes del grupo por
tratarse de una poblacién pequefa. Esto permdiizae un estudio de todas las tareas para
cada estudiante asi como establecer las diferepaotas ellos en cada una de las tareas
siendo necesario realizar un procedimiento de sigation tres fases que describimos a

continuacion.

Fase 1.

En la primera fase del analisis se hizo una rewisié las justificaciones dadas por
cada estudiante en el cuestionario definitivo,Ue gos permitié sistematizar esta primera
informaciéon en diversas categorias para cada ptagusl analisis previo de los
cuestionario$1os permitid elaborar y aplicar el guion de lageanstas para cada alumno.

Asimismo, los alumnos en esta misma fase realizamamapa conceptual.

Fase 2.

En esta segunda fase se analiza cada tarea de fstada a través de los
instrumentos teodricos (elementos matematicos usahosdiferentes representaciones

gréfica, algebraica y analitica, y sus relaciorggchs), utilizando de manera conjunta el
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cuestionario, la entrevista y el mapa conceptualglie nos permitird establecer las
diferencias entre los alumnos y nos ayudara posteeinte a caracterizar la comprension
de Integral Definida por parte de cada sujeto. iBraveste analisis se hizo una lectura
detenida de las transcripciones de las entrevigtastificAndose las unidades de andlisis,
es decir, el conjunto de frases que a lo largolaeintrevista ha expresado el estudiante
mostrando el uso o no de los distintos elementoméicos. Asimismo, se hizo un
analisis del mapa conceptual para identificar lemo como los alumnos comprenden y
representan el concepto de Integral Definida.

Fase 3.

Las particularidades de cada tarea y la forma déarhabia resuelto cada estudiante
nos llevo a esta tercera fase en la que tratamestddiar de forma global como un mismo
estudiante ha resuelto todas las tareas del cnasgto Esto nos permitié obtener una
informacion mas detallada de cada individuo seglorima de resolver todas las tareas del
cuestionario, asi como los aciertos o errores ddogy establecer los niveles de desarrollo
del esquema para cada uno de ellos, lo que nositpiErntomprobar las hipoétesis
planteadas en el capitulo 1. Asi por ejemplo, éagpuestas dadas por un mismo estudiante
nos indicaban si al utilizar uno o0 mas elementoematicos cambiaba de representacion o
si los relacionaba. Esto nos llevo a caracteripar distintos niveles de desarrollo del
esquema de Integral Definida en que se encontradea uno de los 11 estudiantes usando

conjuntamente las respuestas al cuestionario ttawesta y el mapa conceptual.

En el esquema siguiente especificamos cada unasdectiones establecidas para
las fases anteriores que nos permitié realizarnélisis de los datos a partir de los

instrumentos aplicados para recoger la informacion.
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Estudiante
Fase 1
4//// Y Mapa
Cuestionario < »| Entrevista |e¢ »| Conceptual
A v A\ 4
Justificaciones ) Unidades de B R Representacion
B d Andlisis - 7| del Concepto

-ase :

Relaciones entre
Elementos del Elementos del

Conocimiento Conocimiento
Matematico

Instrumentos Teodricos

Caracterizar los
v elementos

Cada _ matematlcos_ y
> Cada tarea de forma aislada las relaciones
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en cada tarea de
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\ 4

Persona
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instrumentos teéricos resolverlas
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aVa

Caracterizar los distintos Niveles del Desarrollo €l
Esquema de la Integral Definida movilizado por el
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protocolos y de la representacion del concepto eh ¢
mapa conceptual.

Esquema 3.3. Fases de analisis
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En lo que sigue a continuacién mostraremos comaraeedio en cada una de las

fases del andlisis de los instrumentos aplicados:

3.10.2.1. Primera fase.

En la fase 1 se analizan las respuestas del conastoEn este caso se presenta el
procedimiento de andlisis del cuestionario en $lueion que hace el alumno A7 de la

tarea 1(A7C1) que era la siguiente

Tarea 1.
El area de la region rayada es mayor H2ig menor quets.
la¢Por quée?
1b ¢ Puedes dar valores mas ajustados?
1c ¢Cuales?
1d ¢, Cémo los obtienes?

A continuacién se pueden ver las justificacionegadgor el alumno A7 a cada uno

de los apartados de la tarea 1.

ITEM JUSTIFICACIONES

4
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Tabla 3.6. Justificaciones de A7C1

A partir de esas justificaciones obtuvimos lasegatias que nos permitieron
sistematizar y organizar la informacion que profor@ el alumno A7 en el proceso de

resolucion de la tarea 1 del cuestionario C1.

ITEM CATEGORIA ALUMNO
1a  Justifica las cotas por aproximaciones geométricas A7
1b » Afirma que si se pueden dar valores mas ajustados A7
1c » Propone una aproximacion geomeétrica A7
1d * Plantea integrar una funcion para aproximar masesl A7

Tabla 3.7. Categorias de A7C1

Este mismo procedimiento metodologico de analigis permitié analizar las
justificaciones dadas por todos los estudiantesesblver cada una de las tareas del

cuestionario hasta organizar dichas justificaciomescategorias que pueden verse en el

Anexo 3del cuestionario.
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3.10.2.2. Segunda fase.

A continuacion.en la fase 2 se analiza cada tarea de forma aistadisando los

tres instrumentos aplicados para recoger la infoidna

Las entrevistas se organizaron en tablas de colommoas. En la primera de ellas se
hace referencia a las intervenciones del investigagl del alumno numerandolas
secuencialmente ddl en adelante a medida que se van sucediendo. Beglanda se
incluye la transcripcion de la entrevista. Paranidfiear las intervenciones del
investigador/entrevistador se utilizo la lekray las del entrevistado o el alumno con la letra
A, seguida de un numeral que se les asigno paraen&rngu anonimato, por ejemplo, el
alumno 7 se identifica com®7, y la expresion complef&7E1, significa elAlumno7 en la
Entrevista de la tared, mientras que se ha usado la le@Gapara hacer referencia al

cuestionario y IaM, al mapa conceptual.

En la tercera se indica un codigo que de acuerdd>to(1994, p. 72-83) debe estar
representado por tres letras mayudsculas, depermdidadcada investigacion, y que en
nuestra investigacion hace referencia a los elesaemiatematicos usaddsCA: el area
como aproximacionALS: el area como limite de una suntdD: la Integral Definida;
PID: las propiedades de la Integral DefiniddkKV: el teorema fundamental y del valor

medio.

En la cuarta se hace referencia a las unidadesdesia, es decir, aguellos que
corresponden a un mismo elemento o criterio tem&i@&il, 1991, p. 72-83). Asi por
ejemplo, en el caso d&7E1R2-6 R representa las respuestas que da el alumno en ese
trozo de la transcripcion, en este caso nos referianlas intervenciones que hace sélo el

alumno desde la respue&taasta la sei€-6).
En la quinta se pone de manifiesto los comentagios el entrevistador pudo

registrar de aquellas acciones que realizé el estteddurante la entrevista. Por ejemplo,

traza, dibuja, grafica, calcula, y sefiala, las esa@stan codificadas dentro de la misma
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categoria porque se refieren al mismo elementom#ieo que el estudiante utiliza en el
momento de la entrevista y que aparecen en elsandg los extractos de los protocolos. A
continuacion se puede observar una de las tabtetraaas.

Ne I: ENTREVISTADOR CODIGO DE LA | UNIDAD DE | COMENTARIO
A7: ENTREVISTADO CATEGORIA ANALISIS
ACA: EL AREA | SEGMENTOS | ACCIONES DEL
o
TAREAN® 1. COMO ALUMNO
A7E1l APROXIMACION
1. | I: ¢Podria explicarme cémo

obtuvo la respuesta a |a
pregunta nimero 17?
2. | A7: Al punto @ de la pregunta
1, si.
3. | I: O, lo puede hacer en genera|.
4. | A7: La pregunta decia que p
area de la regién rayada ps
mayor que 12 y menor que 48
habia que probar eso, enton¢es
intente hacerlo geométricamente
o graficamente mejor.
511 ¢ Que quiere decif
graficamente, cémo lo hizo?
6. | A7: Hicimos lo siguiente| Justifica el area A7E1R2-6 Traza los graficos

tenemos esto que es un 3| gproximada usandp hace los célculos en
tenemos este grafico que npprocedimientos una hoja de|
proporcionaba usted; la idea ergeométricos respuestas

mostrar que la medida de estdiferentes Y|

area podria estar en medio [deompara los

otras dos medidas, de otras dasultados.
areas, entonces una podria ser el

area de este tridngulo quie
obviamente se ve que el arpa
que usted nos dice mostrar es
mayor y aqui podemos ver que
si construimos un rectangulp,
esa area de la que usted nos
habla, es menor que la del
rectangulo.

Tabla 3.8. Protocolo de entrevista A7C1

En esta misma fase se hizo el andlisis del al ncapaeptual que junto con el
cuestionario y la entrevista nos permitio completaeta informacion y poder hacer una
interpretacion global del esquema que tiene coidstrel estudiante de Integral Definida.
Veamos éste ejemplo:
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A7, mapa conceptual que representa el concepto deegral definida

Este mapa conceptual pone de manifiesto que aliaste muestra, en la columna
del centro, los elementos matematigog AN, el ALS y LID, yelTFV de formaA; en la
columna de la izquierda recuerda el elemento maieorfID de formaA, y en la columna

de la derecha menciona las aplicaciones déJa en ambitos de aplicacion diversos.

En lo que sigue, a continuacion, reflejamos laerdiicias entre alumnos para ver
gue una misma tarea se resuelve de muy diversasagoresaltando por un lado, los
diferentes tipos de divisiones que hacen los alsnai@ouna figura: tridngulos, rectangulos,
cuadrados, trapecios; por otro lado, si algundani particiones en intervalos regulares;
como utilizan el elementcACA; si hacen trasformaciones de unos registros de
representacion a otros, por ejemploGa A deG aAN; si son capaces de hacer mejores

aproximaciones; y si utilizan algun otro elementtematico.
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Este hechale analizar cada tarea de forma aisladaamos a mostrar en relacion
con la tarea 1, escogiendo las diferentes formagquenvarios alumnos resolvieron esa

tarea

1. El &rea de la regidén rayada es mayor Ifig menor quel8.
la¢Por qué?

1b ¢ Puedes dar valores mas ajustados?

1c ¢Cudles?

1d ¢ Como los obtienes?

Este es el episodio de un alumno que utiliza einefdo matematico eACA,

cambiando de un sistema de representa@i@unoA.

P Ty | [ Al

(' v i edonces 48
; f 15 = X

‘.l'll" ,|"" .I :;r

A5, representacion G y A de la tarea 5 del cuestiano

Este alumno recurre a figuras geométrseacillas (rectangulo, triangulo, trapecio)
para aproximar el area que se le pide. Utilizdeshento matematicel ACA, de formaG
y A, porque forma un rectangulo, traza una diagonal para formas triAngulos
rectangulos, uno de ellos cubre parte del areasaua, y sobre la hipotenusa de éste traza
otro tridngulo, tratando de cubrir toda el area ls@@ada. Aplica la férmula del area del
rectangulo, encuentra el area del rectangulo, ll@n@ala region que esta por encima de la
sombreada, le da por tanteo el valor de 20 y aalellalor aproximado del area bajo la

gréfica como 28 unidades cuadradas. Asi justifidarea:
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I: ¢ Podria explicarme esa expresion de donde lawihtcx8?

Ab5: El area es igual a base por altura, entoncemamos el cuadrado...

I: ¢ Por qué le restax ?

A5: Porque, no sabemos cuanto vale el area quertesen blanco....

I: ¢ Me podria explicar mas sus argumentos?

A5: Como nos han dado la escala, entonces formahogadrado y sabemos que
el &rea es base por altura, le restamosxlaque es el area que formamos, para que
nos diera el cuadrado y le trazamos una linea geaeer la base por altura.

I: ¢ Existe otra forma de ajustar las cotas?

A5: Posiblemente por sumatorias de Riemann, pergéno

I: ¢ Como seria por una sumatoria de Riemann?

A5: No, tocaria hallarle el area a cada uno, pero, neso es complicado, no me
acuerdo.

(ASED).

En el protocolo pone de manifiesto por un lado tgaigaja en el registro gréafico y por
otro en el algebraico. En el grafico busca una fogaométrica que le pueda ayudar para
calcular el area pedida y en el algebraico calmédiante formulas el area de la figura. Para
la primera aproximacion utiliza la formula del a rectangulo de base 6 unidades y de
altura 8 unidades. Posteriormente, para buscaxiapgoiones mejores traza graficamente
una de las diagonales del rectangulo tratando lier@l area sombreada y se forman asi dos
triangulos. Esta construccion, finalmente, no li#izat porque numéricamente del area del
rectdngulo resta la regién en blango que esta por encima de la parte sombreada; supone
sin ninguna justificacion que la regién en blanatcege tener un area de 20 unidades
cuadradas, reemplaza en la expresion algebraidatigne asi un valor aproximado de 28
unidades cuadradas. Como puede notarse cuando peedenta por otras formas de
aproximacion recuerda el nombre de las sumas dadrie, pero dice que es dificil y ademas
que no sabe como hacerlo. Utiliza sOI®AEIA, menciona las sumas de Riemann, pero no es

capaz de construir rectangulos que aproximen ne¢grea.

En el siguiente ejemplo un alumno responde aisanmtarea usando una particion

del intervalo de integracion y construyendo recogsuperiores:
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A4, resolucion G de la tarea 1 durante la entrevist

En la resolucion de la tarea se puede ver que mdgug utiliza el elemento
matematicoel ACA de formaG, realizando una particion déB, 9] en 6 subintervalos,

traza 6 rectangulos de longitud de la base unaadnydlios prolonga verticalmente hasta
gue el extremo izquierdo corta a la curva, proyesa altura sobre el eje y para poder
calcularla determina el area de cada uno de los rectangylfisalmente suma dichas

areas. Como se le pide una aproximacion graficaaded, obtiene por este método 24
unidades cuadradas. Realiza la aproximacion deafancorrecta porque, por ejemplo, el
ultimo rectangulo le deberia dar un area mayor U@l estar calculando el area por
exceso) y le ha asignado un valor de 1 unidad edadiCuando se le pide justificar, estos

son sus argumentos:

A4: ... como no teniamos la ecuacion, tendriamoshqberla hallado y evaluarla
en los puntos 3y 9.

I: Le piden ajustar més el area de esa region ¢ ieasa, como lo haria?

A4: Haciendo particiones.

I: ¢ Cémo seria, trate de hacerlo?

A4: Espere y vera mas o mer{déuja en una hoja de respuestas).

I: ¢ Para qué traza los rectangulos?

A4: Para hallarles el area y sumarla para poderdgenn area mas aproximada.

I: ¢ Cuanto le daria el area aproximada calculandotodos?

A4: Me daria 24.

I: ¢Podria aplicar otro procedimiento diferente glgéepermita mejor aproximacion
del area y que justifigue mas las cotas?

A4: Hallando la expresién calculamos la IntegralfDéla de 3 a 9.

I: ¢ Qué le permite esto, ajustar el area o calclidhérea exacta?

A4: Calcular esa area.

I: ¢ Qué mas podria utilizar para ajustar mas losovas?

A4: Particionando mas chiquito y teniendo en cuasdins que estan fuera. .

(A4EL).
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Este alumno, es capaz de hacer una particion defvalo en subintervalos
regulares y calcular una aproximacion del &€ por exceso coordinando los registros
grafico G y algebraicoA, puesto que para calcular la altura de cada rgat@rfaunque lo
hace de forma incorrecta) se fija en la represéntagrafica de la funcion que luego
sustituye en la férmula del area del rectanguloemds, considera que al hacer mas
divisiones va a obtener una aproximacion mejoréaed, luego utiliza la representacion
analiticaAN y sefala que para calcular el area de forma exiafteria calcular la integral
definidaLID . Pero reconoce que para calcular tanto las suenBsetnann como la integral

definida necesita la expresién algebraica de laifum

En el siguiente ejemplo el alumno A6 hace menosicquames que el anterior y
utiliza el elemento matematicACA, de formaG y A: y sugiere otro procedimiento

mediante un refinamiento de la particion considarad

o
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AB, resolucion G y A de la tarea 1 durante la entngsta

Por la forma como responde utiliza el elemento mateoACA de formaG y A,
porque traza rectangulos inferiores sobre la reg@nbreada y hace una aproximacién del
area por defecto. Utiliza la férmula del area dsitangulo, calcula el area del rectangulo
mayor de base 6 unidades y de altura 2 unidadesiya&!| area de los otros 4 rectangulos
cuya base es de 1 unidad y de altura la mitad delleectangulo anterior, suma las areas

parciales y obtiene el area total aproximada.

Durante la entrevista manifiesta lo siguiente:

A6: ...Tiene que ser mayor que 12 porque tomandeathngulo de abajo da 12 y
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esta sobrando un espacio, eso quiere decir queagemgue 1A sefala el grafico).

I: ¢ Como justifica que sea menor que 48?

A6: Menor que 48, por los otros rectangulos queyten

I: ¢Cuadl es el valor de las areas de esos rectéygygue estan entre la curva y el
rectangulo base?

A6: Tengo uno de base 1, de 3 a 4 me da una unidigdaltura me esta dando de 2
hasta 6, me da 4 por 1 me da 4 unidades cuadratéala misma manera hago las
particiones, mas o menos el primero lo tome de43em el ejex, el segundo lo
tomo de 4 a 5 que seria mi base y la altura sesi@ @ 4, este da 2 por 1 me da dos
unidades cuadradas de area seria mi segundo reaténg el tercer rectangulo
seria de 5 a 6 en la base, que seria una unidaé wltira 2 hasta 3, seria una
unidad, esto me da, uno por uno me da una unidadreda, el que sigue en la
base seria de 6 a 7 que seria una unidad y deaaliproximadamente una unidad,
que seria de 2 a 2.5 la anterior la tome a 3, ésté dando en la mitad, entonces de
2a 2.5, medaQ0.5, entonces da 1 por 0.5 medaridades cuadradas.

I: ¢, COémo obtiene el area total?

A6: El area total la obtengo haciendo la sumatadie todas las unidades que me
dieron, pero de todas maneras me estan sobrande aspacios, y es ahi donde
hago mis aproximaciones entonces voy a decir @ue 4, 16 + 2, 18 +1, 19,
19.5, ahora puedo aproximar los espacios que meayoa, entonces puedo decir
gue eso me va a dar mas de 20 y menos d@a€e calculos en una hoja).

(ABE1).

Se puede observar que utiliza el mismo elementa gscribir lo que hace tanto de
forma G comoA, justifica la cota inferior y la superior aproxinto el area por defecto y
por exceso respectivamente. Para calcular una iapaoidn mejor divide el intervalo en 6
subintervalos, construye un rectangulo en la bask figura de 2x6 y sobre él construye
rectangulos inferiores para aproximar el area lzagurva. Luego calcula las areas de cada
rectangulo mostrando cierta coordinacion entredsgectos gréaficos y los algebraicos.
Aunque se fija en el grafico para calcular las sréa los rectangulos sélo calcula las
correspondientes a 4 rectangulos (le falta el coidst desde la abscisa 7 a la abscisa 8) y
en el ultimo que calcula realiza mal la multipligacpuesto que dice que 1 por 0.5 es 1.5.
Finalmente suma esas areas y para obtener undrapoién del area.

I: ¢Podria aplicar otro procedimiento diferente glgéepermita mejor aproximacion
del area y justificar mas las cotas?

A6: Haciendo mas particiones.

I: ¢, Cémo seria?

A6: Refinando particiones.

I: ¢ Qué es refinar particiones?

A6: Refinar particiones es partir los rectdngulasegengo en mas rectangulos, en
rectdngulos cada vez mas pequefios para hacer qare@&lsea mas aproximada.
(ABEL).
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En esta parte del protocolo se pone en eviden@emas, que piensa el elemento
matematic)ACA de formaAN cuando menciona particiones refinadas y formanegtios

para poder calcular una aproximacién mejor.

En el siguiente procedimiento de resolucion un alwrtiliza varios elementos
matematicos, coordina varios sistemas de represéntay usa distintas formas de

aproximacion del area bajo la curva de la gréfica.

Inicialmente en el cuestionario representa un guénrectangulo de base 6 y altura
8 para ajustar el area de la figura por defectm yactangulo de base 6 y altura 8 para

ajustarla por exceso.

* 7

&

>

b,

. + — >

- 4

Figura 1. Figura 2.

A7, representacion G de la tarea 1 del cuestionario

Esta utilizando el element®CA de formaG y A para justificar que el area de la
figura que le piden es mayor que 12 y menor queAd8mas, en la figura 2, se puede ver
como el estudiante determina dos puntos sobreafecgrde la funcion y traza un trapecio
de base mayor 8, de base menor 2 y de altura 6dpanana mejor aproximacion del area

bajo la curva.

Ademas, establece una transformacion de un sislemepresentacioB, a uno de

representacioA, utilizando el mismo elemento matematicd\ElA:
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Procedimiento 1. Procedimiento 2.

A7, resoluciéon A de la tarea 1 del cuestionario

El procedimiento 1 esté ligado a la figura 1, poegtie el estudiante aplica la
formula del area del triangulo y del rectangulon@ue no aparezca de forma explicita)
para aproximar el area por defecto y por excesstficar de esta manera las cotas. En el

procedimiento 2, se pone en evidencia que tratajutar mas el area formando un
trapecio y calcula su area.

Para aproximar mejor el area, este alumno ajustéurlaion relacionando los
registrosG y A planteando la expresion algebraica de una funbi@al que le permite
posteriormente integrar esa funcion en los extredebsntervalo correspondientes al area

gue se pide y usar de esta forma el elemento matenehTFV de formaA:

A7, resoluciéon A de la tarea 1 del cuestionario

Esta utilizando el elemento matematidd-V a partir del grafico y de los
conocimientos que tiene de geometria analiticayysoutiliza dos puntos de la gréfica del
trapecio para hallar la pendiente de la recta gdua ecuacion de punto — pendiente de una

recta, de esta manera encuentra la ecuacion desatgay plantea una Integral Definida,
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aungue no la calcula, puesto que su valor coirmdesl que obtuvo cuando calcul6 el area
del trapecio.

Cuando el estudiante en la entrevista justificapgaxedimientos utilizados en la

resolucion de la tarea continua utilizando el misstemento matematicACA, de forma
GVyA:

8 & 1
(5 b .
, %
AT

- - [T ey

- . i Cl—
l S o= “— a1

Figura 3. Figura 4

A7, representacion G de la tarea 1 durante la entxésta

En la figura 3, forma un triangulo de base 6 pde&ltura, para ajustar el area por
defecto y un rectangulo de base 6 por 8 de altara galcular una aproximacion del area
por exceso. En la figura 4, construye dos rect@sgde base 3 unidades cada uno y de
altura 4 y 2 respectivamente y sobre cada unolds f@rma dos triAngulos de igual base
gue los rectangulos y de alturas 4 y 2 unidadescando cubrir el area sombreada.
Ademas, esto también lo hace de forma A, para rrej@maproximacion:

P = > e Ao = = <4+= 12
Neo—c~= Taa — e e
e = s As——;a}?—:?s
P s — %ﬁ’:‘# Ax = Ant+Aa Aa+ B
) _ = -y
L — o fj;;k';f::ws
Procedimiento 3. Procedimiento 4.

A7, resoluciéon A de la tarea 1durante la entrevista
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Lo significativo de este alumno es que cada vezudsina lo que hace con los
elementos que conoce tratando siempre de consegjores aproximaciones, para lo que
utiliza dos procedimientos distintos para ajustéraesa, en primer lugar, en el
procedimiento 3 que corresponde a la figura 3izatih férmula del area del triangulo para
aproximar el area por defecto y aplica la formwhatea del rectdngulo para aproximar el
area por exceso, y de esta manera justifica géeeales superior a 24 unidades cuadradas,
pero inferior a 48 unidades cuadradas. En seglug@dm en el procedimiento 4 de la figura
4, forma en la base de la regibn sombreada redt#gralcula sus areas respectivamente
de 12 y 6 unidades cuadradas, y para cubrir elsimedreada sobre cada rectangulo forma
un triangulo de areas 6 y 3 unidades cuadradaseg@spmente, suma las areas
aproximantes de los rectangulos y de los triangyloistiene un valor aproximado del area

de 27 unidades cuadradas.

Estos son algunos de los argumentos que expresalastno durante la entrevista

para justificar los procedimientos:

I: ¢ Existe otra forma mas exacta de ajustar esaastb

A7: Yo diria que la integral es la forma precisa.

I: ¢ Cudl de los dos procedimientos se aproxima ah@sea?

A7: Este nuevo procedimiento.

I: ¢ Como calcularia una integral, como lo haria?

A7: El area de esa region es la integral, desdea8tdn 9 de la funcion ¢Aqui nos
dan la funcién o no? Tendria que tener la funcide gmita el area.

I: ¢ Por qué piensa que debe aplicar la integralg@ajustar esas cotas?

A7: Porque es que la integral de Riemann es ungsode limite.

(A7EL).

Este alumno esta usando el elemento matemAt®d de formaG, porque utiliza
triangulos, rectangulos y trapecios para aproxieh@rea, y de formA, porque utiliza las
formulas del triangulo, rectangulo y trapecio pajastar el area; pero también menciona
particiones y el elemento matematld® como una forma precisa de calcular el area.

De forma global, en la resolucion de la tarea eldéante establece una conjuncion

I6gica entre los elementos matematié@3A, LID y TFV de formaG y A para ajustar el
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area, porque utiliza diferentes formas de aproxiomapor defecto y por exceso, utiliza una
particién del intervalo y varias construccionesfigess, muestra sus conocimientos previos
para encontrar una funcion y plantear el calculoladéntegral como otra forma de

aproximacion del area.

Otro hecho significativo es el del alumA& cuando responde la tarea utilizando un
nuevo elemento matematidd-V de forma A. Lo que se evidencia a continuacion es la
relacion que establece, asumiendo que el areddajova siempre es mayor que la de un
rectangulo inferior y menor que la de uno supeferirata de que el estudiante ajuste mas
las cotas y las justifique, entonces veamos conmade de forma:

I: ¢ De dénde obtiene el valor de 4?

Al: Cuando la funcion toma el valor dé4) aplicandole el valor medio para
integrales(lo indica en la grafica del cuestionario)...

I: ¢ Como toma ese valor medio?

Al: Porque la funcion esta entr8y 8, entonces saqué el valor promedse
refiere a la mitad entre O y 8).

I: ¢ Para qué le sirve ese valor?

Al: Con base en ese valor del punto medio y laitodgle la medida del segmento
del intervalo puedo aplicarle el valor medio pargdgrales y asi puedo hallar el
area de la region.

(A1E1).

AR- Yco3)— 2Y

Al, resoluciéon A de la tarea 1 del cuestionario

En el protocolo se infiere que el estudiante ikt elemento matemétidd-V de
formaG y A pero erroneamente, cuando usa el punto medioaeuta y lo multiplica por
la diferencia de los extremos de la longitud dévdae; puesto que el teorema de valor
medio del célculo integral no dice como calculae gainto, simplemente afirma su

existencia.

Este estudiante utiliza los elementos matema#d@Aa y TFV, en los sistemas de
representacios y A respectivamente. Utiliza el elemento matematicA@A, usando un
rectangulo inferior y uno superior, calcula el adm cada uno de los rectangulos y

establece comparaciones y, a partir de la mismiicgraaplica el elemento matematico
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TFV de forma errénea para integrales, establecieridmasrelacion del area que hay entre

el rectangulo inscrito y el circunscrito.

3.10.2.3. Tercera fase.

En estdase 3 se analizdle forma global, como un mismo estudiante ha resuel
todas las tareasa lo largo del cuestionario, las ha justificadol@mentrevista y como ha
representado el concepto de Integral Definida emaga conceptual para asignar a cada
alumno un cierto nivel de desarrollo del esquensda Ease nos permitio centrarnos en el
tipo de relaciones que establece, entre qué elesyanaitematicos las establece y si

relaciona las diferentes formas de representacion.

A partir de este analisis pudimos observar en caojel nivel de desarrollo del
esquema del concepto de Integral Definida de catlaliante, ya que el analisis se hizo
uno a uno y nos permitié ver como se va produciantho transicion de un nivel a otro.
Sdlo al final de esta fase podemos establecewel de desarrollo del esquema de Integral
Definida que alcanza un estudiante por el uso @ige de los elementos matematicos que
configuran dicho concepto matematico y segun lasianes que establece entre los modos

de representacidB, A y AN. Estos resultados se presentan en el proximoubapit
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Capituio RESULTADOS

En este capitulo comenzamos presentando el andéisteda uno de los alumnos
organizados por niveles de desarrollo del esquerheothcepto de Integral Definida, segun
las relaciones légicas que establecen entre losesli®s matematicos que utilizan en la
resolucion de las distintas tareas del cuestionaldcoordinacion que establecen entre los
sistemas de representacion gréfico, algebraicoalitmo. Estas descripciones surgen no
s6lo de las respuestas al cuestionario, sino dero®colos de las entrevistas, y de la
representacion en un mapa conceptual de dicho ptmogatematico. Asi se ha tratado de
caracterizar, de forma descriptiva y explicativahds niveles de desarrollo del esquema

del concepto de Integral Definida.
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4.1. Andlisis de cada uno de los alumnos

Las fases del analisis, descritas en el capitulerian, nos permitieron encontrar
evidencias de como utilizan los estudiantes losnefdos mateméaticos relativos a la
Integral Definida; algunos los recuerdan como petalule una instruccion previa, pero no
saben utilizarlos en el desarrollo de las tareasiando los utilizan, lo hacen con errores,
porque demuestran que no tienen encapsulado eégionde Integral Definida como un
objeto matemaético; otros, a pesar de establecentemto de conjuncién logica, no lograron
concluir la resolucién de algunas tareas y no &stab una sintesis entre los diferentes
sistemas de representacion; un grupo mayoritarestieliantes logré establecer con alguna
dificultad la conjuncion légica y/o la condicionatonseguir una sintesis entre los sistemas
de representacion, de forn@& y A; encontramos un grupo que establece parcialmente
algunas relaciones légicas (conjuncion, condiciortre los elementos matematicos
implicitos necesarios en la resolucion de la tgreatablece parcialmente una sintesis entre
los sistemas de representac®nA y AN; vy, finalmente, hay sé6lo un alumno que alcanza

un nivel mas avanzado de desarrollo del esquema.

Cada una de las tareas del cuestionario estabéadsepara que los alumnos
pudieran establecer relaciones Idgicas entre l@asnesitos matematicos utilizando
diferentes formas de representac®nA y AN para mostrar, de esta forma, el desarrollo
del esquema del concepto de Integral Definida yepodganizarlos en niveles. Como se ha
comentado en el capitulo anterior, los niveles eadollo estan caracterizados adaptando

la descripcion de Sanchez-Matamoros (2004) pazasel de la Integral Definida.

4.1.1. Nivel intra 1

Este subnivel de desarrollo del esquema se carcigorque los alumnos no son
capaces de establecer ninguna relacion logica #relementos matematicos, recuerdan
los elementos matematicos de memoria y se muest@paces de utilizarlos en la
resolucion de las tareas, utilizan elementos mdteosa s6lo en las formas de
representacios y A mostrando algunas concepciones erroneas y resuglyenas tareas
de forma incorrecta.
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Entre los alumnos con los que se ha realizad® estudio, A5no es capaz de
establecer relaciones logicas entre los elementostematicos,es decir utiliza algunos

elementos matematicos de forma aisl&a ejemplo en la tarea 1.

El area de la region rayada es mayor tig menor quel8.
a. ¢Por qué?

b. ¢ Puede dar valores mas ajustados?

c. ¢,Cuales?

d. ¢ Cémo los obtiene?

Representa graficamente la funcion y realiza umexapacion grafica por exceso y

por defecto del area bajo la curva.

Ab, representacion G de la tarea 1 del cuestionario

Esta utilizando el elemento matematiéCA de forma G, porque forma un
rectangulo, traza su diagonal para formar dos dtios rectangulos, uno de ellos cubre
parte del area sombreada, y sobre la hipotenussstdetraza otro triangulo, tratando de

cubrir el resto del area sombreada.

Para dar la aproximacion del area de foAnealcula el area del rectangulo y luego

da una aproximacion restando cierta cantidad querslidera adecuada.
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A5, resolucién A de la tarea 1 del cuestionario

Esta utilizando el elemento matematAGA de formaA porque parte de la formula
del area del rectangulo para calcular su areaallamla region que esta por encima de la
sombreada, le da por tanteo el valor de 20 y aalellalor aproximado del area bajo la

gréfica como 28 unidades cuadradas.

Durante la entrevista reconoce que no es capaaalb de otra manera:

A5: Decimos que el area es igual a base por alterapnces armamos el cuadro y
tratamos de hacer una linea para hallar el area.

I: ¢ Por qué le restaX?

A5: Porque, no sabemos cuanto vale el area quenteseen blanco, con la que
formamos el cuadro, para hallar los otros valores.

I: ¢ Por qué justifica las cotas de esa forma?

A5: No, son valores que uno le da como para haserlo

I: ¢ Existe otra forma de ajustar las cotas?

A5: Posiblemente por sumatorias de Riemann, pergéno

I: ¢ Como seria por una sumatoria de Riemann?

A5: No, tocaria hallarle el area a cada uno, pero, reso es complicado, pero
sinceramente en este momento no me acuerdo.

(ASES5).

Aunque en este extracto menciona un cuadro, eidadake esta refiriendo al
rectdngulo que ha construido de forma gréfica de lfaunidades y de altura 8 unidades.
Como puede notarse el estudiante no utiliza nii@hgulo, ni el trapecio que trazé sobre la
regiobn sombreada para aproximar y, cuando se tpipta por otras formas de aproximacion,
recuerda el elemento matematico de las sumas aeaRie pero no es capaz ni siquiera de

plantearlas.
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Ademas en la tarea 3:

Sea R la region entre la gréafica de la funci@)ei° y el Intervalo [0,4]
-Utiliza particiones para aproximar el valor detade la region R.

-Justifica tu respuesta.

Este alumno representa de for@da funcion:

———

{ P—
¥

-

A5, representacion G de la tarea 3 del cuestionario

Aunqgue hay un intento de utilizar el elemento mditisn ACA de formaG porque
dibuja la funcion, no logra hacer ningun tipo deoapnacion utilizando éste elemento

matematico. Recurre a un célculo algebraicatilizando el elemento matematiéCA,

para obtener unos valores aproximados.

A5, resoluciéon A de la tarea 3 del cuestionario

Para ello, subdivide el intervalo en dos subirglry de longitud de la base 2
unidades cada uno y, para cada uno de ellos, aadtdrea aplicando la férmula del area
de un rectangulo, uno de ellos de altura 2 y otraltlra 8. No hay coordinacion entre los
calculos algebraicos y la representacion grafiesfmuque las alturas no se corresponden
con ninguna figura geométrica que haya represenwtoda grafica y tampoco se

corresponden con los puntos por los que pasava.cur
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Durante la entrevista, cuando se le pregunta g®rchlculos que realizé en el

cuestionario, no es capaz de establecer un razensodgico que los justifique.

I: ¢ La expresion2 x 2 de donde la obtiene?
A5: Porque ésta es la base que seria...
I: ¢ Qué quiere decir con que ésta es la base?
A5: Que queremos hallar el area y necesitamos salb&res la base de la figura
que nos dan, entonces decimos que2 .
I: ¢ De donde obtiendx2+2x8? ¢ De dénde obtuvo ésta expresion?
A5: Tiene que ser de la figura.
I: ¢ Como de la figura, como la obtuvo, de dondsded, qué haria en este
momento?
A5: No, no me acuerdo profe.
(ASE3).

Se pone de manifiesto que utiliza los conocimiergos tiene para graficar la
funcion cuadrética, recuerda la formula del ardaeattdngulo y utiliza un célculo numeérico
para aproximar el area, pero no lo sabe justificaro coordina los sistemas gréficos y
algebraicos, por lo que podemos inferir que estemab so6lo menciona algunos elementos

matematicos de manera aislada sin coordinar lesetlifes sistemas de representacion.

Para resolver la tarea 6:

Dada la gréfica de estas funciones, explicar emités del grafico, por qug

Ot

(x2 + x)jx:ja‘ xzdx+jxdx.
0 0

Utiliza un procedimiento exclusivamente algebra&pgesar de que la tarea dice que

se explique la propiedad en términos graficos.

—=— R £ v = e
-):JC*“*X>=/~ — J-_-'x‘clx+ 5:—‘5‘4)(
F e D = ST el e 8 e Ao
ETe x2D)T xm 1t . =m/C
Q= - T =

=22 - Z2— -
2_61/ = ' e (Q ‘ g.:ra{ C»//ae‘:@;-p‘ z»)—}(( ——c=
e e= L Aol

A5, resolucién A de la tarea 6 del cuestionario
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Por la forma como responde se pone de manifiest iiza el elemento
matematicoTFV de formaA porque utiliza, para demostrar la propiedad dealidad, el
calculo de la integral en el intervalo [0, 3] medela regla de Barrow a ambos lados de la
igualdad. Se limita a desarrollar las integralesppestas en el ejercicio, y como no es
capaz de hacerlo cuando uno de los limites deivialte de integracion viene dado por una
letra (a), la sustituye por un nimero que relacioma la grafica (ya que 3 es el dltimo
namero que aparece en la escala del eje de absgisasnprueba que numéricamente
obtiene el mismo resultado a ambos lados de lddgdaDurante la entrevista él mismo

sefiala que no es capaz de justificar la propiedddrdhaG.

I: ¢ Podria explicarme que quiere decir con esteoramiento?

A5: Aqui, nos dan las integrales en unos intervabeso el intervalo superior esta
limitado por U, entonces reemplazamos.

I: Es de cero aa, todos tienen el mismo intervalo de cer@.a

A5: Lo tomé comdl, porque no se ve bien, entonces le damos un vaés o
menos aproximado a la gréafica y lo resolvemos.

I: ¢ Podria demostrarlo graficamente?

A5: No

(A5ESB).

Por alguna deficiencia en las fotocopias, no esazage distinguir el extremo
superior del intervalo de integracion (a) al quenls@ la denominacion y lo llamd@ vy,
como no puede manejar la integral como un objetdalun valor numérico a esta variable
y luego calcula las integrales que constituyenpl@piedad para demostrarla, obteniendo
una igualdad numeérica; no logra utilizar los eletaenmatematicos necesarios para

demostrar la propiedad de la union de intervalodeaG.

Otra caracteristica de este nivel consisteeeonrdar algun elemento matematico
a lo largo de todo el cuestionario, vinculado sola un sistema de representacion,
gréfico, algebraico o analitico.Esto se pone de manifiesto en la manera que tistee e

alumno de resolver, por ejemplo, la tarea 2:

172



Capitulo 4. RESULTADOS Eliécer Aldana Bermudez

SeaR, la region encerrada por el grafico de la funcitf)(x) =4x y el ejex enel
intervalo[— 2, 2] :

a. Dibujar la grafica.

b. Calcular graficamente el area de la region R.
Cc

d

Calcular Iafz4x dx

¢, Son iguales los dos resultados anteriores? idastifada paso.

Para calcular el area, en el cuestionario recurlemento matematicalD de

formaA:

- =
.

|
. l
¥

+
#
)
1
1

18

A5, representacion G y A de la tarea 2 del cuestiano

Para ello dibuja la funcion correctamente, perceaaapaz de utilizahCA para
calcular el area de form@ ni A y utiliza TFV como un calculo algebraico y de forma
incorrecta porque aplica mal la regla de Barrowoysa da cuenta que el valor del area no

puede ser cero.

Cuando calcula la integral lo hace de fona

| e A
| { n‘{ - £ i
- - 14 “faies
-G, i npa)

o Wt J0A jpjiedd]
o A -+ At [ -
Lileddales Afwioas, f @ ¢ OF

A Fitn # Fe=ai g e L {Ar-f‘-r

A5, resolucion A de la tarea 2 del cuestionario
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Aplica el elemento mateméatiCtFV utilizando la regla de Barrow y como no fue
capaz de utilizalLID como &area de una region obtiene el mismo resultaderior,

entonces identifica la Integral Definida con lgelyral como érea de una region:

I: ¢ Como calculd el area graficamente?

A5: Por eso, por una integral.

I: ¢Qué le piden aplicar la integral o calcular giéamente?

A5: No, aplicar graficamente, hallar el area deeégiangulo y restarle éste.

I: ¢, Cémo seria?

A5: Con la Integral Definida.

I: ¢ El &rea de un triangulo se haya con la Integiadfinida?

A5: No, no me acuerdo, porque es que aqui me ditmilar graficamente la
region.

I: ¢ Qué valor obtuvo al calcular la integral?

A5: Supuestamente cero.

I: ¢ Por qué da cero la integral?

A5: Porque al evaluarlo primero en la parte supernycen la inferior me daria cero.
I: ¢Un area puede dar cero?

A5: No...

I: ¢ Como calcularia el area?

A5: No, no me acuerdo profe.

(ASE2).

En el extracto de la entrevista se pone de matufigge no es capaz de aplicar el
elemento matematicACA vy utiliza el elemento matematicbFV. Es evidente que el
estudiante tiene dificultad con el elemeABA de formaG y aunque asocia el calculo del
area con elemento matematici, la calcula de form& y obtiene como resultado cero,
pero a pesar de esto es consciente que el areaede per cero y ésta situacion le genera

un conflicto.

En este mismo sentido, para confrontar la infoiémanterior mostramos a
continuacion el mapa conceptual que realizo estera para representar la imagen que
tiene del concepto de Integral Definida, en la @epone en evidencia, igual que lo hizo
tanto en el cuestionario como en la entrevista tgoién recuerda solo algunos elementos

matematicos en los sistemas de represent&iio A.
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A5, mapa conceptual que representa el concepto detégral Definida

En este mapa conceptual recuerda los elementosnditatesACA, LID y PID de
forma G y A; pero no menciona los elementd&V, ni tampocoALS, este ultimo
elemento tampoco lo aplicé ni lo menciondl@mesolucion de las tareas del cuestionario y
durante la entrevista y. comprobamos que aunquapEz de mencionar algunos elementos
matematicos, cuando tiene que utilizarlos en laluegdn de las tareas no sabe como

hacerlo, porque los recuerda de memoria producta istruccién previa.

Ademas, este alumnecuerda algunos elementos matematicos con errores
las tareas 4, 5, 7c y 8. Sus errores estan rekisncon calculos incorrectos (relacionados
con los signos que se obtienen al aplicar la rdgldarrow), el desconocimiento de la
funcion valor absoluto, el célculo incorrecto deptanitiva de alguna funcion, su falta de
capacidad en el manejo del registro grafico o stdeocimiento de las condiciones para
aplicar la regla de Barrow y concepciones erromnieaka Integral Definida y de las sumas

de Riemann.
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Asi en latarea 4

Calcular el area limitada por la gréfica de la fand (X)=‘2X—1, en el intervalg

[0, 2] y el ejeX. Justificar la respuesta.

El alumno no realizé ninguna gréfica de la funcpmr lo que responde de forma

exclusivamentd en el cuestionario:

A5, resoluciéon A de la tarea 4 del cuestionario

En esa respuesta se puede observar que el aluomon pado no tiene en cuenta

gue la funcién que esté integrando es la funcidor\absoluto y prescinde de dicho valor

absoluto, y por otra parte, la primitiva asociadasa funcion no es correcta, sélo ha

integrado una parte de la funcion, no ha tenidowamnta el -1 de la funcion. Los errores

estdn asociados tanto a su desconocimiento denlgiofu valor absoluto como a la

aplicacion de la regla de Barrow.

Ademés, como no ha representado graficamente &dfunno tiene otros recursos

para calcular el area que se le pide y, en la\@stee no es capaz de desarrollar una

justificacidn a los célculos que hace:

I: ¢Considera qué esa funcion esta bien integrada?

A5: Pues no se profe, en este momento no se, puasice asi pero...

I: ¢ Sile piden calcular el area, por qué aplicoifeegral?

A5: ¢ Si me piden calcular el area?

I: Si le piden calcular el area de una funcion vabbsoluto ¢Por qué aplica la
integral de esa funcién?

A5: Porque con ella también la puedo hallar.

(ASEA4).

Al igual que hizo en la tarea 2, este alumno detmaiegie cuando se le pide el

calculo de un area inmediatamente lo asocia contdégral Definida sin darse cuenta que
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podria haber formas mas sencillas para calcular&sas, como cuando el area formada es

simplemente un triangulo.

También comete algunos errores en la resoluciéla darea 5 cuando tiene que

utilizar las propiedades de la integral definiddudeciones positivas y negativas.

Dada la gréfica dé(x) = 2x—x*, calcular por aproximaciones el area de la regién
rayada. Justificar el procedimiento utilizado.

N 4
=y 22—~

I I

Para responder a esta tarea, el alumno no caligana aproximacion sino que se

limita a aplicar la regla de Barrow.

T i e e T e N
__s\_:. e — e — 5: =z < — e T A =
-
= ST _ X"%—Bé
>< i =
——= - - = —C e — =2 ]
— — __/~$_L_[
= - [ = + == \
'—% B O = 1
= - 1= — - 4=

A5, resolucion A de la tarea 5 del cuestionario

Por la forma como responde pone de manifiesto lizavel elemento matematico
TFV (concretamente la regla de Barrgvéra realizar un calculo algebraico que le da como
resultado un numero negativo que no puede sereal geométrica de la regidon. Este
alumno no ha aplicado correctamente la regla deofaal sustituir en los extremos de los
intervalos de integracion, no ha utilizado el sigregativo correctamente y por eso el
resultado le da negativo. Ademas no utilizo el pesis necesario para indicar cual era la
funcion que estaba en el integrando en cada intggapuso que el extremo derecho del

segundo intervalo de integracion era 4 cuando grafiica se indica el 3,5.
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Durante la entrevista menciona la propiedad delub@dlde areas de funciones no

estrictamente positivas.

A5: ...hay una férmula que dice que cuando uno tadosareas hay que mirar la
que esta por arriba y la que esta por debajo, ecésnse tiene la que esta por
arriba y se le resta la que esta por debajo y sdleven los intervalos dados.

I: ¢ Por qué se resta?

A5: Porque esta por debajo, si no estoy mal, egymesta por debajo.

I: ¢ Siempre que esté por debajo se resta? ¢ Cusdesriterio?

A5: ¢ Cual es el criterio? No.

I: ¢ De qué forma podria aproximar el area?

A5:¢De qué otra forma lo puedo hacer? Pues coni@artes, con una suma de
Riemann, pero no.

I: ¢ Como seria con particiones? ¢, Podria comentarlo?

A5: (El estudiante se rie), los divide en rectangut empieza hallar el area.
(ASED).

En el extracto se pone de manifiesto que mencioaaelacion entre los elementos

matematicoACA y TFV; pero, por un lado no es capaz de dar una aprcidmalel area

utilizando el elemento matematiédCA de formaG ni A y, por otro, cuando calcula el

area usando la regla de Barrow lo hace de forngameagral confundirse con los signos.

También comete errores cuando trata de resolvarda 7c.

Considerar el valor de verdad o de falsedad d'é'erlﬂaaiacién_[llx‘zdxz[—x'l]f1 =(-1)-1=-2

y en caso de ser falsa, explicar por qué o daountragjemplo.

En el cuestionario responde de forma exclusivamehgebraica mediante el

siguiente razonamiento.

A5, resolucién A de la tarea 7c del cuestionario

El procedimiento algebraico que utiliza para resolka tarea pone de manifiesto

gue desconoce las condiciones necesarias para ppligar la regla de Barrow, porque
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encuentra la primitiva de la funcion y la evallales limites de integracion, no se da
cuenta que la funcion tiene una discontinuidad anpunto del intervalo; es decir,
desconoce las condiciones para poder aplicar sigglementos matematicos que debe

utilizar para justificar el valor de verdad/falsddie la proposicion.

En la entrevista insiste en que el procedimienteaacién es correcto aunque la
solucién final no sea igual a la que él obtuvo:

I: ¢ Qué valor le dio a la proposicién 7c y por qué?

A5: Dicen que vade -1 a 1, dije que era falsa.

I: ¢ Por qué la considera falsa?

A5: Porque la resolvi, no sé, si esta bien, melaicontrario, un nimero contrario
a la respuesta anterior que nos dan.

I: ¢ Qué aplicaron ahi, para resolver esa integral?

A5: En lo que hemos visto, en la integral, segrdda funcion, la evaluamos en los
intervalos, que es -1y 1 y solucionamos.

I: ¢ Est& de acuerdo con el procedimiento mas nol@oaspuesta?

A5: No, la respuesta supuestamente es falsa, pargudio lo contrario es por el
procedimiento.

(ASE7C).

Asocia el concepto de Integral Definida con un atgw para calcularla sin tener
en cuenta las condiciones para poder aplicarlorepo considera valido el procedimiento,
pero la solucion final no es igual a la suya porgaeete un error en el signo de la
respuesta, al ser sus calculos numéricos incogegtpor tanto piensa que la afirmacion es
falsa por esa diferencia en el signo.

En esta otra situacion (tarea 8) demuestra querga elementos matematicos con

errores en:

¢, Cudl es el significado matematico de la Integedirida de la funciény = f (x) en
un intervalo[a, b]’?

El estudiante responde utilizando los argumentpsentes

I: ¢ Como le explicaria a un compafiero el significat la Integral Definida?
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A5: Dice que el significado matematico, es quentadral Definida es un limite y
donde el intervalo digémoslt{a,b] esta dividido en subintervalos infinitos, los

cuales al sumarse en una suma de Riemann nos aaund/alor numérico.
I: ¢ Qué quiere decir en una suma de Riemann y temvialo infinito?
A5: Una suma de Riemann, es por ejemplo las partes, o sea, la integral es un
namero y la suma de Riemann son las particionesygupuedo hacerle a ese
intervalo y sumarlo infinitas veces.

(A5ES).

En el protocolo se pone de manifiesto que el estieirecuerda el elemento
matematic)ACA cuando menciona las particiones de un intervalsudmtervalos pero lo
hace de forma errénea puesto que asocia la suiddivdel intervalo directamente con las
sumas de Riemann sin tener en cuenta la funciademas, en lugar de considerar infinitos
subintervalos habla de subintervalos infinitos.aEgtiede ser la razén por la que este
estudiante no sabe utilizar los elementos mateoggn la resolucion de las tareas del

cuestionario.

De manera global, por la forma como resolvi6 lagas a lo largo de todo el
cuestionario, el modo de justificar las respuestada entrevista y la comprension del
concepto de Integral Definida que refleja en el anapnceptual, podemos afirmar que el
estudiante recuerda los elementos mateméaticos gustittlyen el concepto de Integral
Definida de memoria y con dificultades, porque lagnciona pero no es capaz de
aplicarlos en la resolucion de las tareas y, cuam@nta utilizarlos, ademas de hacerlo de
forma inconexa, muestra concepciones erroneassNamaz de manejar el regis@oy en
el registroA comete muchos errores. Por todo lo anterior, denamos que se encuentra

en el nivelintra 1, de desarrollo del esquema del concepto de IntEgfahida.

En la tabla siguiente se presentan las relaci@ggsas que establece, los elementos
matematicos que usa y los sistemas de represemtqoe pone en juego a lo largo de la
investigacion aunque lo haga con errores y que e@ueadhracterizar el desarrollo del

esquema de la Integral Definida en el nivgfa 1.
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i i SISTEMAS DE'
NIVEL CARACTERISTCAS ELEMENTOS MATEMATICOS REPRESENTACION
El area como aproximacion: (G, A)
No establecer| -Aproximacion del area de una regién plana.
relaciones I6gicas| -Formula del area del rectangulo.
entre los elementog -Formula del area del triangulo.
L ] -Particion del intervalo.
matematicos. -Sumas de Riemann.
’ | El'area como limite de una suma:(AN)
Recordar soélo algun| -El limite de las sumas.
elemento matematico| La Integral Definida: (A) Gréfico
INTRA1 | a lo largo de todo el| -La definicion analitica de integral definida. Algebraico
cuestionario -La integral definida como area de una region. Analitico

vinculado sélo a un
sistema de

- La integral definida como célculo algebraico
-La integral de funciones positivas y negativas

-Propiedades de la integral definida de funciones

positivas y negativas.
Propiedades de la Integral Definida:(A)
-Integrales especiales.

representacion,
gréfico, algebraico o

analitico. De linealidad.
Teoremas fundamentales:(A)
Recordar  elementos| _regia de Barrow.
matematicos con
errores.

Tabla 4.1. Relaciones logicas, elementos matemastopsistemas de representacion que caracterizan los
niveles de desarrollo del esquema de integral defia en A5

4.1.2. Nivel intra

En este nivel, los alumnos suelen utilizar algliterito de conjuncion légicantre
elementos matematicos, recordar elementos mataméiticonexos de forma aislada y
utilizarlos en la resolucion de las tareas y netaintetizados los modos de representacion
especialmente eAN. Por ejemplo la alumnA4 muestra dificultades para establecer
relaciones logicas (conjuncion légica) entre elemts matematicos. (Intento de
relacién “conjuncion logica”), es decir, trata de establecer woajuncion ldgica entre
ciertos elementos matematicos pero, a pesar dentestos, no lo logra y no resuelve

correctamente la tarea. Asi, en la tarea 2:

Sea R, la region encerrada por el grafico de la funcicﬁ(x) =4x y el ejex en el
intervalo[— 2, 2] :

a. Dibujar la grafica.
b. Calcular graficamente el area de la region R.

c. Calcular Ia_[_224x dx

d. ¢ Son iguales los dos resultados anterioresfichrs cada paso.
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Esta alumna representa graficamente la funcionlizauesta representacion para

calcular graficamente el area que se le pide.

., _ . - .
fe a \ : 1 WCO v e
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A4, representacion G de la tarea 2 del cuestionario

Ha utilizado el elemento matematiB€A de formaG, porque traza la gréfica de la
funcion, forma dos triangulos rectangulos simégjamo sobre el ej¥ y el otro bajo el eje
X, calcula el area de un triangulo y como los tridog son iguales la duplica y obtiene el

area total.

Cuando se le plantea calcular la integral, esto gae hace:

’ So#l = Ao - e ML;‘.:MM f /C \
f el (o b-fa) 28 ML G
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A4, resolucion A de la tarea 2 del cuestionario

Utiliza el elemento matematicbFV de formaA, aunque como sus céalculos son
incorrectos al cambiar el signo menos (-) por gn@imas obtiene el mismo resultado que
le dio el area graficamente, justifica el procedimid afirmando que aplica el elemento
matematicoTFV y luego hace otro célculo de la integral de foen@nea aplicando el

elementoLID, concretamente la integracién de funciones positivaegativas, porque lo
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gue hace esta alumna es sumar incorrectamente a ictajrando los extremos del

intervalo [— 2, 2] de integracion.

En el protocolo explica como resolvio la tarea,j¢addo que lo primero que hizo
fue representar graficamente la funcion mostrangotggne una concepcion proceso de la
funcion lineal, puesto que aunque si sabe que #&icgr es una recta, para poder
representarla tiene que ir dando valores a la «umatuando la expresion algebraica le
podria haber bastado para poder representarla.

A4:.....le divalores a I, para poder hallar la recta y dibujarla....

I: ¢ Qué figuras se formaron bajo la linea recta?

A4: Triangulos rectangulos.

I: ¢ Como ha calculado el area graficamente?

A4: El érea del triangulo es base por altura soleluego tengo de base 2 y de
altura 8, entonces dos por ocho 16 y dividido e@trecho. Como tengo otra figura
igual, es sélo multiplicar por 2 y obtengo las I8dades de medida cuadrada.

I: ¢ El &rea que esta bajo el eje OX es igual qugua esta por encima del eje OX?

A4: No, porgue es igual pero con signo contrario.

I: ¢, Como son las areas entonces?

A4: Las areas deben ser siempre positivas.

(A4E2).

Demuestra que es capaz de calcular correctamedealde form& a partir del
area de dos triangulos rectangulos de los que eofé@mimente sus dimensiones pero,
cuando se le pregunta si el area que esta por amgireje OX es igual al area que esta por
debajo del eje OX son iguales, se contradice podice que son iguales pero de signo

contrario y afirma que las areas deben ser positiva

I: ¢ Como ha calculado la integral?
: . f2 .
A4: Asi como le explique, calculé [Eﬁxdx y la resolvi integrando normal,

evaluando en estos 2 puntos y teniendo en cuenteostma(hace referencia al
cuestionario).

I: ¢ Cuanto dio el valor de esa integral?

A4: Me dio 16

(A4E2).
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En cuanto al calculo de la integral, aunque estatphda correctamente, al final se
confunde con un signo y le da un resultado erroBaaierto momento de la entrevista se

da cuenta del error que ha cometido:

I: ¢ Estd segura que ese valor es correcto?

A4: No.

I: ¢ Por qué?

A4: Porque, cuando le doy el valor dé(0)—f(@, f(b) seria 2 vy al

reemplazarloZZes 4 por 2 ocho, menos &(a) seria -2. y—22 4 positivo por -2
menos 8, entonces ahi se me cancela o sea me@iatia area no puede dar

(A4E2).

Y finalmente, calcula correctamente el valor deirtegral afirmando que el
resultado debe ser cero, esto le plantea ciertliddonque le hace dudar de la solucion

correcta:

I: ¢ Qué le piden calcular el area o calcular laegtral?
A4: Me piden calcular la integral.

I: ¢ Est4 de acuerdo con lo que hizo y por qué?

A4: Pues de acuerdo no, porque me equivogue aca.
I: ¢, Cudl seria el valor correcto?

A4: Cero.

(A4E2).

Cuando se le pregunta por la diferencia entretéghal Definida y el area sefala:

I: ¢ Significan lo mismo el &rea y la integral dédia?

A4: No.

I: ¢ Por qué?

A4: La integral definida es el proceso limite dawuma de Riemann.

I: ¢ Qué es el area?

A4: El area es la integral definida entre un intaiv cerrado[a , b] de la funcion

evaluada en este intervalo.
(A4E2).

Esto demuestra que, aunque reconoce que son dieremo sabe identificar
correctamente por qué lo son, es decir, es capazanelecionar varios elementos
matematicos com@CA y LID de manera aislada, pero no es capaz de rela@enarl

Ademas recurre a ciertos elementos matematicosge®n suficientes para sacarla de la

confusion:
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I: ¢, Cémo son los dos resultados?
A4: Diferentes.
I: ¢ Por qué son diferentes?
A4: Porque la tome negativa y a mi no me import® egtuviera debajo del efe
I: ¢ El area es negativa o es positiva?
A4: Es que ya entre en duda ya me puso a pensa(sadie)
I: ¢Como debe ser un area?
A4: Positiva.
I: ¢ Qué puede concluir de los resultados obtenidos?
A4: Que es muy diferente calcular la integral ylaiakl area graficamente.
I: ¢ Por qué?
A4: Porque aca sé que la integral de una funcidibedeer continua y si es continua
en ese intervalo es integrable.
(A4E2).

Como se puede ver en el extracto anterior, se eat@gue que el area y la Integral
Definida son cosas distintas pero esto lo inteakacionar con la condicidon suficiente de
gue la continuidad implica integrabilidad sin qugleEjue por qué esto marca la diferencia
entre esas dos cosas. No ha sido capaz de relatdbsnalementos matematic®4D con
LID, lo que le habria permitido diferenciar entrerebdy la integral definida, y en cambio
menciona otros elementos matematicos que no leigersalir del conflicto en el que se
encuentra. Asi menciona los elemem@3A, ALS y LID sin llegar a ninguna conclusion

clara.

Ademas en la tarea 8, no es capaz de relaciamrdiferentes elementos

matematicos, es decir solo es capaz de hacerastdetconjuncion logica:

¢ Cudl es el significado matematico de la Integefiriida de la funciény=f (x) en un
intervalo [a, b]?

Esto es lo que responde verbalmente de fgkma

185



Capitulo 4. RESULTADOS

Eliécer Aldana Bermudez

\
I_“Q _'an‘l‘ ](:.‘I.

8] se '::'.'|I

ne oM ,_11

1e ol Gl

L LAAN LT L

U 0n

el o
T

aonge

RO |

v=Fx) enun
i

B

|
Bl 3 o

A4, representacion A de la tarea 8 del cuestionario

La imagen que tiene del concepto de Integral Dadirke lleva a distinguir entre el

area y la Integral Definida. Para ella, el are@ esociada a la aplicacion de la regla de

Barrow, es decir, la identifica con un procedimieekclusivamente algebraico mientras

gue, mateméaticamente, considera que es el protege de una suma de Riemann. Es

decir, lo que trata es de relacionar por un lad® @ementos matematicatD y TFV y

por otro LID conALS.

I: ¢ Como le explicaria a un compafiero el concegdndegral Definida?
A4: Que la Integral Definida es un proceso limie uha suma de Riemann y que
una suma de Riemann son unas particiones que senhpara llegar a una

aproximacion.

I: ¢ Qué quiere decir que la integral es el limigeuha suma de Riemann?

A4: Que es la suma de todos esos pedacitos qug @xjeendo de la integral y los
estoy evaluando en ese intervalo y sumando.

I: ¢ Cudl es su propia definicion de integral dedia?

A4: Que la integral definida en éa , b] es igual al proceso limite de una suma de
Riemann. Al proceso que se llega cuando trabajoladntegral definida de una
funcion evaluada en un intervalo, a un valor pesiti

I: ¢ Siempre positivo?

A4: No. Un valor numérico.

(A4ES).

En este protocolo se pone de manifiesto queastana recuerda una definicion

analitica del concepto de Integral Definida, poriguasocia con el limite de una sumatoria

de Riemann, evoca una imagen del esquema generapmximacion y lo expresa

verbalmente, trata de exponer un procedimientpasb de las aproximaciones al limite de

dichas aproximaciones y relaciona ese valor pasiahte con el area porque dice que este

procedimiento le permite llegar a un valor positigero luego cuando se le pregunta que si
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ese valor siempre es positivo, responde afirmangoeg un valor numérico. Por la forma
como responde esta tarea podemos inferir que &stana menciona varios elementos
matematicoACA, ALS, LID y TFV , producto de la instruccién previa, pero a lodadgl

cuestionario y de la entrevista demostr6 que dese algunos de estos elementos

matematicos y las condiciones necesarias paraoeatos y aplicarlos en la resolucion de

las tareas.

Esta alumna es capaz decordar algunos elementos matematicos de forma

aislada, por ejemplo, en la tarea 1:

El area de la region rayada es mayor Hig menor quelg.
a. ¢Por qué?

b. ¢ Puede dar valores mas ajustados?

c. ¢,Cuales?

d. ¢ Cémo los obtiene?

Para resolverla representa graficamente la fandiadiendo el intervalo en el que

hay que calcular el area en subintervalos regulares

AD\ =
Az =
ATxs =
Ana
AC]E:-
A M

R -y a

MW Ny
[N Y
~—JA__

Mot

A4, representacion G de la tarea 1 del cuestionario

Esta utilizando el elemento matemathBA de formaG porque divide el intervalo
[3, 9] en 6 subintervalos, traza 6 rectangulos superaedengitud de la base una unidad y

de altura la proyeccion del extremo superior izaqidede cada rectangulo sobre el gje
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calcula el area de cada uno de los rectangulotign@ una aproximacion grafica del area

de 24 unidades cuadradas. Asi justifica el prociesito de resolucion:

A4: ... la expligue como puse ahi, porque no tenidmesuacion, tendriamos que
haberla hallado y evaluarla en los puntos 3y 9.

I: Le piden ajustar mas el area de esa region ¢ Qieésa, como lo haria?

A4: Haciendo particiones. Espere y vera mas o méibgja en una hoja).

I: ¢ Para qué traza los rectangulos?

A4: Para hallarles el area y sumarla para podergenn area mas aproximada.

I: ¢ Cuanto le daria el area aproximada calculandotodos?

A4: Me daria 24.

I: ¢Podria aplicar otro procedimiento diferente glgéepermita mejor aproximacion
del area y que justifigue mas las cotas?

A4: Hallando la expresién calculamésIntegral Definidade 3 a 9.

I: ¢Qué le permite esto, ajustar el area entre e8ogalores o calcular el area
exacta?

A4: Calcular esa area.

I: ¢ Qué mas podria utilizar para ajustar mas losovas?

A4: Particionando mas chiquito y teniendo en cues#i®s que estan fuera.

I: ¢ Como seria mas chiquito, que quiere decir qganamas chiquitos?

A4: Los triangulogA4E1L).

En el protocolo se pone de manifiesto que, porlado, tiene dificultad para
aproximar el area porque necesita la expresiorbedgm de la grafica de la funcion para
calcularla mediante la regla de Barrow. Como nodpubacerlo de esa forma, usa
particiones y hace una aproximacion del area poesax utilizando rectangulos superiores
gue recubran el area bajo la gréfica; calcula seasdaplicando la formula del area del
rectangulo y recuerda, de manera implicita, el etém matematicdALS de formaA,
cuando afirma que si hace particiones mas pequdéadriangulos que van quedando por

fuera serdn mas pequefos” y el valor del areansésajustado.

En cuanto a la tarea 4:

Calcular el area limitada por la grafica de la fond (X)=‘2X—1, en el intervalo[O, 2]
y el ejeX. Justificar la respuesta.

Primeramente representa graficamente la fun@aémocsi fuera una funcion lineal:
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" P X

A4, representacion G de la tarea 4 del cuestionario

No se da cuenta de que se trata de la funcidor \&dsoluto y forma un sélo

triangulo bajo la grafica de la funcion.

A partir de la gréfica utiliza dos procedimientds resoluciéon en el sistema de

representacion:

\) P a.]
\ \ \ ‘, oI | \\\A‘J("C _C
\ \ 3_) 1,«,\;\(“&\\ aef Qo ge en el 1A
CREONRMOy A2 T [ boxondle) ©
‘ \ \\\ CL(‘ *V(\\“l\\._ l\l
\ A N (CQQ( \\ PNV A\O
L\ CN3\3~(' DAV VOIAARY ©

el de L I0=101-40).9

A4, resoluciéon A de la tarea 4 del cuestionario

Ha utilizado los elementos mateméticesD y TFV de forma A, pero
incorrectamente porque calcula la integral comel gitegrando fuera una funcién lineal y
ademas de manera incorrecta porque no determipantgtiva correctamente, integra un

so6lo término de la funcion y no tiene en cuenta glque esta en el integrando.
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"S (x— lex —‘1)(}?\‘\“ Sz l-?ﬁ-i‘\.é'?"-
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A4, resoluciéon A de la tarea 4 durante la entrevist

Durante la entrevista utiliza un procedimiemoincorrecto, porque plantea el

calculo como una suma de integrales utilizanddeshento mateméaticoLID ,

concretamente la propiedad de las funciones pasitwnegativas. Trata de calcular el area

de maneraA nuevamente, pero no lo consigue, porque planteargxtamente la funciéon

del integrando como si fuera una funcién lineahriéepone un menos a la primera integral

y le agrega un y luego le resta la funcion en valor absolutoaReatar de comprender lo

gue ha hecho en el cuadro anterior hemos de realiptotocolo de la entrevista en el que

para explicar esa suma de dos integrales recuaeepresentacion grafica de la funcion y

dice:

A4: ....primero grafiqué la funcién.

I: ¢ Qué figura se formé bajo la recta?

A4: 2 tridngulos.

I: ¢ Qué le piden hallar?

A4: El area limitada por la gréafica de la funcion...
(A4E4)

Esta alumna pone de manifiesto que tiene dudaglaeieamiento que hace porque

tiene un conflicto entre la definicién del valorsaluto y la propiedad que debe aplicar para

calcular el area como se muestra a continuacion.

I: ¢ Qué integrales esta planteando?

A4 Si es 0,5 es que no sé, entonces lo voy a toonao si fuera 0,%escribe en la
hoja)

I: ¢ De qué funcién?

A4: La que esta por encima seria el &emenos la que esta por debajo que seria
2x —1 menos aca, antes de la integral, porque esta pbaj del ejex, mas la
integral de 0,5 a 2 de la curva que esté por encimenos la otra, entonces seria
2x -1 diferencial deX (va diciendo y escribiendo en una hoja).

I: ¢ Esta segura que esa integral esta bien plara@ad
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A4: No. Porque estoy dudando.

I: ¢ Por qué lo duda?

A4: Lo dudo porque, sé que cuando estoy trabajamioel valor absoluto, una es

negativa y la otra es positiva...

(A4E4).

La propia representacion grafica le plantea dudadaesse cuenta de que esta
integrando una funcion valor absoluto. Eso le iragddr una solucion a la tarea utilizando
el elemento matematicdCA e intenta utilizar el elemento mateméati@d&V, pero
desconoce los elementos matematicos necesariosteymilea de forma errénea una
primitiva de la funcion. Ha considerado que el area hay que calcular se encuentra entre
la funcion f(x)=2x-1y el eje x; ha confundido ¢ & con la funcion f(x)=x y ha calculado
el area entre esas dos curvas (f(x)=2x-1 y f(x)kexgjue le conduce a error.

Cuando se insiste en que busque alternativas pbnaar el area, recurre a la Geometria:

I: ¢ Podria calcular el &rea de esa figura sin regua la integral, como lo haria?

A4: Como el area del triangulo.
I: ¢ Como calcularia la altura con ese valor debase? _
A4: Teniendo en cuenta donde se intercepta la fingiconociendo e[IO , 2] .

I: ¢ Qué tridngulo esté calculando?

A4: El grande.

I: ¢ Cuanto daria el area de cada uno?

A4: Esto me da uno, uno punto, 1,3 mas o menos.

I: ¢ El &rea total de quién?

A4: No, el area de éstse refiere al triangulo que esta sobre elje

(A4E4).

Menciona de nuevo, por tanto, al elemento matemACA pero sigue sin resolver
la tarea de form& utilizando la formula del triAngulo, porque nocapaz de coordinar la
representacion grafica con la algebraica; aunquedeesentacion grafica es incorrecta el
area seria la misma que si considera la funci@alif(x)=2x-1 y no deberia haber tenido

problemas en la coordinacion entre los dos regigrgrafico y el algebraico.

Esta es otra situacion donde se muestra quelestaa utiliza de forma aislada el

elemento matematicbFV utilizando la regla de Barrow, en la tarea 7c:
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Considerar el valor de verdad o de falsedad dﬁrtaeaciénflx‘zdx:[—x‘llfl=(—]) —1=-

y en caso de ser falsa, explicar por qué o daoutraejemplo.

I: ¢ Como justifica el valor de verdad?

A4: Aqui, es un igual, porque me estan diciendo que
1

Lx‘zdx:[—x‘l]fl =(-1) -1=-2, entonces integre normalmente, por la férmulaae |

potencia: X > seria X +1, sobre el misma +1.

I: ¢ Qué funcidn esta integrando y de dénde hastald®

A4:De-lal

I: ¢ De qué funcién?

_ 1
A4: ¢ De qué funcion? Esta 2, gue la puedo escribir comg:(); ?

I: ¢ Puede integrar esta funcion asi como esté plad®? ¢Por qué?

A4: No se si lo pueda, igual me va a dar 1, sievan x* =1 me daria 1, entonces
la integral es 1.

A4: ¢ Con qué elementos matematicos se relacionprepasicion?

A4: El teorema fundamental.

I: ¢ Puede integrar esa funcion como la tiene exqula®

A4: Evaluandola en cero, o sea partiendo la intégie@-1 a cero y de 1 a cero.

I: ¢ COmMo seria y por qué?

A4: No, no sé.

(A4AETC).

A4, resolucién A de la tarea 7c durante la entrevia

Durante la entrevista esta alumna utiliza el elem matematicdFV de forma
aislada e incorrecta porque desconoce las conéinecesarias para poder aplicar la regla
de Barrow. En el protocolo pone de manifiesto queidlmente esta de acuerdo con la

forma como aparece calculada la integral, que ateégando la formula de la potencia,
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pero afirma que el resultado que obtiene es unoegd, durante la entrevista, calcula
nuevamente la integral y obtiene el mismo valor sgide presenta en el enunciado de la
tarea, menciona el teorema fundamental y repredaeta la funcién racional, pero la

integra sin darse cuenta que presenta una disaaidoh en una parte del intervalo, y

finalmente dice que no sabe resolver la cuestion.

En la tarea 5 esta alumna ha intentado utilizardlementos matematicésCA,
LID, PID y TFV, pero de forma inconexa y saoordinar los diferentes registros de

representacion Gy A.

Dada la grafica dé(x) =2x—x?, calcular por aproximaciones el area de la regién

rayada. Justificar el procedimiento utilizado.

* /7/‘-\ = =2 ==
s N x x x
Lt )., T
i o ETS

=

En lugar de calcular el area que se le pide pamxamaciones, directamente plantea

una integraLID de forma A:

' t) lvabad I egval  pN®
\ (2x-x¢) *B\ZK-M: * INapoy0 1 ANTEGUERT
J ’ '\(\C&\c_, ¢ \ oreg Qe ‘C\("}.‘ \i G
[9 9 Y s 1 e lONCEY JUMOWR pOY WNOZL
=) Us X r[L'Z/’\‘
L | M

A4, resoluciéon A de la tarea 5 del cuestionario
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El planteamiento le lleva a utilizar el elementatematicd_ID para el célculo del
area de funciones positivas y negativas y realinatélculo algebraico del area sombreada
sobe el ejeX y el area bajo el ej&; aplica incorrectamente el elemento matemarliey
(regla de Barrow), porque cuando trata de hallgrilitiva de la funcion, lo que hace es

derivar la funcion que tiene en el integrando.

Durante la entrevista plantea un boceto de ldicgraividiendo el intervalo de
integracibn en subintervalos y dibujando las ordasa correspondientes a esas

subdivisiones:

A4, representacion G de la tarea 5 durante la entrasta

En la representacio® se observa que trata de utilizar el elemento maiem
ACA. Ademas, durante la entrevista menciona esa<ioas, pero no logra resolver la

tarea y tampoco es capaz de verbalizar el proasodalcular una aproximacion al area:

I: ¢ Para qué hace particiones?
A4: Para poder tener una aproximacion mas exactacza.
I: ¢ Qué figuras forman esas areas?
A4: Puede ser con rectangulos.
I: ¢ Cémo quedarian, como los trazaria?
A4: No igual que trace las otras y aqui trabajaldamismo(grafica en una hoja).
I: ¢ Como hallaria las bases de esos rectangulos?
A4: Teniendo en cuenta la escala que me estan ddadiero a cuatro, entonces
una es de cero a dos.
I: ¢,Como le daria el valor a la base?
A4: Haciendo un refinamiento pequefio de esas panigs por ejemplo, de uno.
I: ¢ Para qué?
A4: Para que no me queden asi como...
(A4EDS).
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Esta intentando utilizar el elemento matemafiG@A de formaG, pero no es capaz
de coordinar los sistemas de representacion graflgebraico y analitico que le permitan
concluir la tarea. Para determinar los rectangokxsesita establecer no solo la base sino
también la altura para ello debe coordinar el siatgréafico y el algebraico, luego debe
calcular el area de cada rectangulo utilizanddsééma algebraico, sumar esas arkag
calcular el limite si quiere obtener un resultadacto para lo que necesitaria utilizar el

sistema analitico.

En cuanto a la tarea 6:

[N

Dada la gréfica de estas funciones, explicar emités del grafico, por qu

'T(x2 + x)szjl xzdx+Jq xdx .-
0 0 0

En el cuestionario no fue capaz de respondeodeaf grafica, solo fue capaz de
abordar la tarea de forma algebraica. Este eekgdimiento de resolucién que utiliza esta

alumna:

D yo J.,ngag cada \“Xeca‘on\ éqe{xn\éu pov Q«Po’w\c al

%uvv\ox\us A\ e 60\ \_O \h\eq\lﬂ\ Sc(x_(_‘ X\éx

o xR
. 2-12) - 1

5o 0% v x) I = +x_] .

8 59 =13

z

: e el
M - | qraQiee nos Mup)»\"q Q= lon 3 funconw 3 eNe (02,‘

A4, resolucion A de la tarea 6 del cuestionario
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Para ello utiliza el elemento matematitbV de formaA. Como no es capaz de
comprobar la propiedad cuando uno de los extrengbsinervalo no es un numero
sustituye la variable a por el valor 3, e integaglactérmino de la igualdad que trata de
comprobar aplicando el elemento matemafideV (regla de Barrow) y compara los

resultados, como son iguales afirma que las inegsa se relacionan.

Durante la entrevista esto es lo que hace astanal de form&.

A4, representacion G de la tarea 6 durante la entrasta

En la representacion gréafica se observa quealiboj separado cada funcion, pero
no es capaz de coordinar la representacion gréfinda representacion algebraica de las
funciones, lo que no le permite establecer relasopara justificar la propiedad de la

linealidad:

I: ¢ Cémo lo podria demostrar graficamente?

A4: No sé, como demostrarlo, analiticamente si,guarte las sumo y si me dan.

I: ¢ Graficamente no se le ocurre algo, como pothaaerlo, inténtalo?

A4: Una es, bueno la otra, entonces tomando entawgnntervalo que me dany al
sumar estay = x y la de la parabola me van a formar estas 3 gexise refiere a
las gréficas anteriores)

I: Ahi, no dice hasta 3, sino haséa

A4: Pero se supone que todas llegan hasta ese nfismeo que como &l puede
ser cualquier numero y siempre el mismo en lasgrafcas.

I: Horizontalmente y verticalmente se extiende dasti ¢ COmo demuestra que una
suma es igual a la otra?

A4: Verticalmente las curvas siempre van a crecer.

I: Si, ya las tiene por separado ¢Qué relacion puestablecer?

A4: Que las dos llegan a ua que es el mismo para todas y que al sumarlas van a
dar la funcion grande.

(A4ES).
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En esta parte se evidencia que recuerda cosplécg Bbs conocimientos que tiene
para representar funciones lineales y cuadraties, que no logra justificar de forn@ala
propiedad de la linealidagh que recurre al registro algebraico para comprisbeualdad
porque tiene dificultad con el registro grafico qra lo que se esperaba que hiciera en la

resolucion de la tarea.

Ademas en la tarea 3:

Sea R laregion entre la gréfica de la funciéje’ y el Intervalo [0,4]
-Utiliza particiones para aproximar el valor dedade la region R.
-Justifica tu respuesta.

Esta alumna demuestra que tiene sintetizados los diferentes modos de
representacion Asi, para resolver la tarea, lo primero que heseauna representacion
grafica de la funcion, divide el intervalo mediamntga particion en subintervalos iguales
pero so6lo marca las abscisas y las ordenadas garti@ion, no dibuja los rectangulos
necesarios para mostrar graficamente la aproximadé area. Dado que soélo divide el
area mediante lineas paralelas podemos deducitiepes una concepcion del area de los

indivisibles.

| ,
; P(m aploxInoY PN pm)mones CO@JFW\CB

TECMX AXi % %z)x Ax. + HEJ»AX@

A4, representacion G y A de la tarea 3 del cuestiano

En el sistema algebraico, plantea una suma sincandisu significado,

relacionandolo parcialmente con la grafica alzdililas abscisas en ambos sistemas.
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Durante la entrevista tampoco fue capaz de condtsirectangulos ni de calcular
sus alturas y mostro una idea de limite como apragion como se puede percibir en el

siguiente extracto:

I: ¢Una suma de Riemann le da el valor exacto & & una aproximacion?

A4: Yo sé que una suma de Riemann es un procdaga lim

I: ¢Qué es un proceso limite?

A4: La integral definida.

I: ¢ Cuando aplica el proceso limite esta hallantloagor del area o lo esta
aproximando?

A4: La estoy aproximando, porque la estoy calcutaed este intervalo cerrado.
(A4, E3).

Asocia de forma incorrecta el concepto de areaocaproximacion con la Integral

Definida.

I: ¢ Podria explicarme cuando le dicen que aproxumeérea que hace?
A4: Qué aproxime el area de la region rayada...

I: ¢Qué hace?

A4: Trabajo la integral.

(A4AED3).

En este episodio la alumna demuestra una concedei®@uma de Riemann como
un proceso limite y afirma, incorrectamente, quande aplica el limite como un proceso
esta aproximando el valor del area y que la Intdgedinida le permite aproximar el area.
Las imagenes mentales que tiene esta alumna laa pvoducto de una instruccidn previa,
pero muchas de ellas, cuando tiene que utilizatata resolucion de las tareas, no sabe

cémo hacerlo.

Ademas en el mapa conceptual, esta misma alumra g@manifiesto la forma
como tiene estructurada la imagen del conceptotdgral Definida. En la representacion
mental que presenta de este concepto matematiapreeia que recuerda los elementos
matematicosACA, cuando menciona aproximaciones haciendo pargsiotrazando
rectangulos y calculando sus areas; el elem@h® y LID cuando asocia la Integral
Definida como el proceso limite de una suma de Riemasimismo plantea el elemento
PID para referirse a las propiedades basicas de lgrattBefinida, y define el elemento

matematicolFV y sefiala que este elemento se aplica para trdadjgegral Definida.

198



Capitulo 4. RESULTADOS Eliécer Aldana Bermudez

B0 § o ot ‘
len ) o T ona  [4— Gwo
“ anldevad def |

\
b Sed — y - N ST
£ cx N AE &'{w\? A . / B \
I 3 fodx = £ (b)-FCa) X & Avee sdve Coews )
e a ¥ \ i — g
TNea § C,Qn‘_\nw e ' i e\ SO0 B l glf
‘(éq‘n hwm PN |freomena e \Tf%hsataﬂémm \ Sl e
| 54 Fotons Foxy to- e | TTIAIE ORRIOS LD oec thecolo) "o dedeen, o B ARREIOE
= ) : .
Jaf T A g eTARTS @Q\@m Aves. ) Ppiedo ané . ‘
5 oY meQw
| ] Teoremn oet] , Teoret® ) y it el ‘ JRR\ (T
| Thine mepd & (T2 Pewrmie (Reclongeles )¢ — faiwentd . —(pagnaonN=S
_\ PARA LNIEGRALES | =<1\ SIS ER R i
- {.\'Q\jf\gm e q m\éc Joo Avsas 9| o V:i-“,\
e, J______/ L"t 30 mf,-ﬁére\’f) | e
5 : ‘ - 1 : \I — 7&’\7\‘\:-\' o L NOoY :‘
S‘JTU(]CX \S Condx \NTESRAL DEFINIDAS \ de aroelioa——\ gploxwods
: e ~ 4

% — v
e N (umrgenins i fedbe s Yo 3R Ry
J08x=0 ) ¢ @ oM & A~ Lo[€1 pramse hennls €

J & \opredades __ vlegy
— s e — Suma 48 Rwemenan
b s \\gfb L R T SRR 2 1 B
Kgq{l;x)c"x: ]G%Lﬂéx +\ {(X\,éx‘.i SOK"U(}QK: Ksa\udcx \ 8 ;r\ .
i Tl T \L\‘\u‘]:;\ de una / X ﬂrbﬁg%\iﬁiyﬁt 3 $@ %

A4, mapa conceptual que representa el concepto deegral definida

De manera general en el mapa conceptual se poesgig@encia como la alumna
recuerda y estructura los cinco elementos mateasatjoe se han venido trabajando a lo
largo de la investigacibonACA, ALS, LID, PID y TFV, pero que muchos de estos
elementos los recuerda y utiliza con errores, ygaanestd demostrado que tanto en el
cuestionario como en la entrevista y en el map@emnal los menciona tiene dificultad

para aplicarlos en la resolucion de las tareas.

Ademés se pone de manifiesto que esta alumna decyehace uso con mayor
frecuencia de los elementos matematiéd3A y TFV y el elemento matematico que
menos utiliza a lo largo de todo el cuestionari®\ES, también se aprecia que en algunos
de estos elementos muestra concepciones erréneksfpoma como los recuerda y usa en
la resolucion de las tareas. Distingue entre kegral asociada con el area de una region y

gue “mateméaticamente” es el proceso limite de unssde Riemann.

Por la forma como esta alumna resolvio las difeetareas a lo largo de todo el
cuestionario, por la manera como fueron justificadmas respuestas a través de la

entrevista, consideramos que se encuentra enadlinika de desarrollo del esquema.
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La tabla siguiente representa las relaciones d8gilos elementos matematicos y

los sistemas de representacion utilizados poradistana en el nivahtra 1 e intra.

3 SISTEMAS DE
NIVEL CARACTERISTCAS ELEMENTOS MATEMATICOS REPRESENTACION
Recordar elementos| El area como limite de una suma: (AN
matematicos con| -El limite de las sumas.
INTRA1 | errores. La Integral Definida: (A) N Algebraico
-La definicién analitica de integral definida. Analitico
Los teoremas fundamentales: (A)
-Regla de Barrov
Mostrar dificultades en | El area como aproximacion: (G, A)
establecer relacioneg -Aproximacion del area de una region plana.
P ; i« | -Férmula del area del rectangulo.
Igg!cas (conjuncién -Foérmula del area del cuadrado
I6gica) entre elementos _rsrmula del area del triangulo.
matematicos. (Intento| -Particion del intervalo.
de relacion “conjuncién | -Sumas de Riemann.
l6gica”). El area como limite de una suma: (AN
-El limite de las sumas.
Recordar algunos La Integral Definida: (G, A, AN) Grafico
At d -La integral definida como area de una region. .
INTRA elementos matematicos _j integral definida como calculo algebraico | Algebraico
de forma aislada. -La definicién analitica de integral definida. Analitico
-La integral de funciones positivas y negativas.
Las propiedades de la Integral
No tener sintetizados| Definida:(A) - _
los sistemas de -De las funciones positivas y negativas.
., g -Integrales especiales
representacion grafico,| _unin de intervalos.
algebraico y analitico. | -Linealidad
Los teoremas fundamentales y del valor
medio: (A)
-Regla de Barrow.
-Valor medio de una funcioén.

Tabla 4.2. Relaciones l6gicas, elementos matemasaopsistemas de representacion que caracterizan
los niveles de desarrollo del esquema de Integrakebnida en A4

En este mismaiivel intra de desarrollo del esquema del concepto de Integral
Definida, el alumno A3 suelenostrar dificultades en establecer relaciones logas
(conjuncion logica) entre elementos matematicos.niento de conjuncién logica).Una

manifestacion de este hecho la tenemos en la2area

Sea R, la region encerrada por el gréfico de la funcicﬁ(x) =4x y el ejex en el
intervalo[— 2, 2] :

a. Dibujar la grafica.

b. Calcular graficamente el area de la region.

c. Calcular IaJ'_224x dx

d. ¢ Son iguales los dos resultados anterioresfichrs cada paso.
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Esta es la form& como responde inicialmente la tarea.
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A3, representacion G de la tarea 2 del cuestionario

Como puede notarse, pone de manifiesto que utdmaectamente el elemento
matematic)ACA de formaG. Usando los conocimientos que tiene de la funigidal, forma
dos triangulos rectangulos, uno por encima delXejeel otro por debajo del ejg, ademas
amplia el primer cuadrante dibujando un cuadrattazando una diagonal para indicar que el
area sombreada que tiene que calcular correspbdgdeaade uno de los triangulos. Calcula el

area de los tridngulos de formAa

Omo W 62 1 Singliue m:;mZ
Sur—arns o m,ﬂ-f"dﬂ “ ﬂﬂ al
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A3, resolucion A de la tarea 2 del cuestionario

Para ello, halla el area del triangulo formado bajdiagonal del cuadrado que esta
representado en la grafica por separado y utitigatiterios de simetria para inferir que los
dos triangulos formados son iguales y por tant@reh de uno la suma dos veces o, lo que

es lo mismo, la multiplica por dos como se puedendos calculos que realiza.

Por otro lado calcula la integral que se le pide:
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A3, resoluciéon A de la tarea 2 del cuestionario

Utiliza tres procedimientos diferentes: por un ladécula la integral invirtiendo los
limites de integracion para lo que le anteponeigmosmenos y hace un célculo numérico
incorrecto, aunque el resultado es correcto; eeglndo procedimiento aplica el elemento
matematicdPID y establece intento de conjuncion logica e&@A y PID utilizando una
de las propiedades de simetria de la integrales,lp&plica incorrectamente, porque no se
da cuenta de que la funcién es impar y tal cometanteada la propiedad se utiliza para
funciones pares; vy, finalmente, en la integralaleldrecha calcula otra integral utilizando
LID, en concreto la integral de funciones positivasegativas y también hace calculos
numéricos incorrectamente, aunque el resultado oeeato. En definitiva tiene dos

resultados posibles: 16 o 0 y esto le generara anflicto que mostrara durante la
entrevista:

A3: Al calcular la integral, obtuve las mismas lidades porque llegué al mismo
resultado.

I: ¢ Por qué?

A3: Porque el paso anterior fue de una manera tiviaiy con esto lo que hice fue
comprobarlo de una manera matematica que de prdemointegrales de estas
funciones tienen una manera hallarle su area, urenema matematica o una
solucion intuitiva.

I: ¢ Cuanto le dio esa integral?

A3: Me dio 16 unidades.

I: ¢ Esta seguro de ese valor?

A3: Me dio cero.

I: ¢ Esta de acuerdo con ese valor?
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A3: ...si lo resolvemos de manera légica como uregial obtenemos cero, pero
generaba una controversia con la respuesta intitjue me habia dado.

I: ¢ Por qué controversia?

A3: Porque de pronto el resultado de la integraéms correcto, pues era lo que me
estaban pidiendo, pero de manera intuitiva 0 memtaldecia que esa respuesta no
era correcta porque habia deducido que el &rea seadn era 16.

I: ¢ Por qué esta relacionando el area con esa irgky

A3: Porque al ver una gréafica sombreada, la intefor como una integral y si la
quisiera resolver aplicando una integral y me daocesé que de pronto hay un
error. Es que mi pensamiento choca en el sentidquensé que el resultado puede
ser correcto con lo que me estan pidiendo, percesiaorrecto con lo que veo
graficamente, de pronto por eso es mi choque degmiento, si simplemente me
estan diciendo calcule esa integral, lo que hagoasendo los conocimientos de la
integral resolverla y obtengo un resultado, sinetean cuenta si es correcto o no, el
hecho es que obtuve un resultado.

(A3, C2).

Este alumno no distingue entre el calculo del @ieeana region y el concepto de
Integral Definida que realmente era lo que se igoen esta parte de la tarea. Tiene una
concepcion fuerte de la integral como area y esteelleja en la imagen que tiene del
concepto de Integral Definida, ademéas cuando atiéik elemento matematichCA lo
considera intuitivo, como de simple observacionfigga y de tanteo, pero el elemento
matematicaLID lo considera como algo matematico que si correfpaih valor del area.
Se da cuenta que el area graficamente no puedeesery, por eso, al relacionar la
representacio®s con el calculdA de la integral entra en conflicto aunque tambima

gue el célculo de la integral puede dar como radaltero.

Ademas, en la tarea 3.

Sea R la region entre la gréafica de la funcig)=° y el Intervalo [0,4]
-Utiliza particiones para aproximar el valor dedade la region R.
-Justifica tu respuesta.

El alumno hace una representacion grafica de laidan divide graficamente el
intervalo mediante una particién regular y consgrbgstantes rectangulos para aproximar
el area, por lo que esta utilizando el elementeeméticoACA de formaG. Plantea la
expresion del limite de una suma de Riemann pemtunde las tendencias de la longitud

de la particion y la cantidad de divisiones deéiwhlo. Aunque plantea ese limite, no es
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capaz de calcular el area ni siquiera por aproxinapor lo que recurre a integrar la

funcion utilizando la regla de Barrow.
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A3, resolucion G, Ay AN de la tarea 3 del cuesti@mio

Para dar una aproximacion al area recurre al elemmeatematicdALS de manera
aisladay con dos limitaciones, la primera que utiliza denfa incorrecta el limite diciendo
que la norma tiende a infinito cuando el numerosdbintervalos tiende a cero y la
segunda que no logra establecer la sumatoria dedRig que en realidad era lo que se
pretendia para la resolucidén de esta tarea; ynfieiaie lo que hace es utilizar los elementos
matematicos.ID y TFV concretamente la regla de Barrow, para calcularlgr exacto

del area bajo la curva.

Durante la entrevista, para justificar lo que hahloe insiste en la confusion que

tiene entre el tamafio de cada subintervalo y ladaahde subintervalos que se forman.
I: ¢ Sabria comentarme como ha resuelto la tarea?
A3: Primero seria graficar la funcién que me estiamdo f(x) = x*(grafica en una

hoja de respuestas)...
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A3: Como estan hablando de particiones, entondégarfa primero una particion
regular.

I: ¢ Qué quiere decir una particion regular?

A3: Coger ese intervalo y dividirlo en subintenafte igual tamafio.

I: ¢Cuantos va a tazar, cudl es la diferencia alzair mas o trazar menos?

A3: Al trazar mas particiones voy a aproximarme jredagon particiones cada
vez mas pequefias obtengo un valor mas aproximalitaiago la sumatoria de
Riemann, que dice que si a esos subintervalos dosrhos que tiendan hacia el
infinito, que cada vez sean mas pequefios que Sexia@N a Ccero; por eso
estabamos trabajando con limites y la formula denffinn nos dice que el limite
cuando el intervalo tiende al infinito va a serdamatoria de la funcién la que es

X, tendriamos que hallar A, pero A, sabemos que es la diferencia del

intervalo sobren y el intervalo es[O , 4], seria 4 menos cero nos da 4 que seria

4/n, pero aqui me dio2/n.
(A3E3).

Ademdas muestra una concepcion procesual del linmticando que cuando se
tiende a infinito entonces se va a obtener un valés aproximado del area de la region
sombreada

I: ¢ Qué haria para aproximar esta area?

A3: Trazar rectas paralelas que estén debajo deulza (el estudiante traza rectas
sobre la grafica de la curva).

I: ¢ Como llegaria a un valor aproximado de estaa&re

A3: Tenemos el limite de una particion cuando teadinfinito de la sumatoria de

la funcion X de A(X), que A(X) es la diferencia del intervalo, que seria 4/n dsto

puedo expresar como una integral porque la sumatde Riemann me lleva a una
integral definida
(ASE3).

Como la funcién es f(x)Zxva a confundir los rectangulos con los que sexipa
el area de la funcién con cuadrados, es deciroestsiderando el area formada por lineas
rectas correspondientes a ordenadas para cada gritdadivision del intervalo, que dada
la funcién con la que esta trabajando, considem squn cuadrados por lo que se puede
deducir qudiene la intuicion de indivisibles en relacion cdrérea de la figura.

I: ¢Qué haria en este caso, qué haria para aproxima

A3: En este caso trabajaria con rectangulos y coneoestan pidiendo particiones,
entonces me inclino hacerlas tie 1.

I: ¢ Como seria?
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A3: Que pueden ser cuadrados de lddal, entonces obtengo cuadrados el
de 2x2 de 3x3 y otro cuadrado de4x 4, asi estaria abarcando e[IO,4], y

dentro de cada cuadrado va a estar sombreada un ji& la curva, y seria entrar
a trabajar con los cuadrados independientemente.

I: ¢Qué va a formar con esas particiones?

A3: Voy a formar cuadrados, porque los estoy ursend

I: ¢ Cuadrados o rectangulos qué esta formando?

A3: Son cuadrados, sino que se ven como rectanguéos son cuadrados.

I: Escriba los valores que va obteniendo de cada. un

A3: Aca tengo un cuadrado de 1x1, pero como puédergar, la parte sombreada
es soOlo una parte, entonces el cuadrado tendriasgbéividirlo en partes iguales
de tal manera que esas partes que me queden digigidompletamente
sombreadas.

(A3E3).

Durante la entrevista también plantea el calculdinhte de las sumas de Riemann,
pero vuelve a confundir las dos tendencias quexpeesado en el cuestionario y no se

percata del error.

I: ¢, Cudl es el valor?

A3: Si conozco la sumatoria de Riemann, podridzatilla sumatoria de Riemann
I: Lo que le piden realmente es aproximar haciepddiciones.

A3: Como la parte sombreada yo la puedo subdigdiintervalos, tales que cada
intervalo sea lo mas pequefio posible para que medalor mas aproximado a
esa area sombreada. Esos subintervalos los llamargax, entonces nuestrix
seria igual a la diferencia del intervalo sobreQue nos dio 4/n.

I: ¢ Qué representa este 4/n?

A3: Este 4/n nos representa el valor en que se defidir el intervalo para llegar a
un valor aproximado del area y ese 4/n lo sustiagran la formula de Riemann y
tenemos el limite cuando la particion tienda airiitd de la sumatoria.

I: ¢ Como calcula esto aplicando el limite de lamatioria de Riemann?

A3: Haciendo la suma de estas particiones cuandoda al infinito.

I: ¢Como seria?

A3: Esto seria igual al limite cuando n tiende eocge la sumatoria de n, desde
cero hasta 4 que es el intervalo que nos estanaldedt entonces empezamos a
desarrollar esto cuando n valga cero nos dariawitp inicial que seria cero, mas
cuando n valga 1 nos dariaZxuando n valga 2 nos dariaZ2xuando n vale cero
el valor seria cero, cuando n valga 1 nos darialanatoria 4%

(A3E3).

Este razonamiento lo apoya mediante una gréfica:
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A3, representacion G de la tarea 3 durante la entrésta

En el grafico de la izquierda se aprecia que emhatu utiliza particiones y traza
lineas perpendiculares al eje y en la grafica de la derecha traza una subdivigiénos
fina para reflexionar sobre lo que esta haciengoder formularlo de forma matemaética.
Finalmente logra dar cierta expresion analiticaespondiente a la gréfica anterior que no

le sirve para calcular el area correspondiente.

wa' ( ’X\JL 4

Y
p 30>

A3, representacion AN de la tarea 3 durante la enévista

Este alumno, a lo largo de la tarea, ha demostgadoes capaz de relacionar el
limite de la suma de Riemann con la integral definy su calculo mediante la regla de
Barrow con lo que esta utilizando cuatro elementatematicosACA, ALS, LID, TFV
pero no es capaz de hacerlo correctamente y deautiliferentes sistemas de
representacion al mismo tiempo y cuandintenta lo hace con dificultad e incluso con

errores.

Por la forma como plantea el limite y cdmo lo diggcen la entrevista, se evidencia
que este alumno no maneja de forma correcta elesliemmatematicd\LS ya que tiene

problemas para coordinar los sistemas de repres@mtgrafico, algebraico y analitico.

Ademaés por la forma como resolvio la tarea estmatupone de manifiesto errores

con el limite de la sumatoria.
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A3, representacion Ay AN de la tarea 3 del cuestiario

Maneja de forma errénea el concepto de limite deswmatoria Riemann, porque
considera la longitud del intervalo como infiniteeynimero de particiones del intervalo
como cero; justamente al contrario de la definiddmal del limite de la sumatoria de
Riemann, donde se indica que si la norma o la todgilel intervalo tiende a cerel
namero de particiones del intervtg, tiende a infinito.

Este alumno continla cometiendo el mismo errotaetarea 8, al representar el

limite de la sumatoria.

¢, Cual es el significado matematico de la Integrediriida de la funciorn
y=f(X) enun intervalc{a, b]?

Esto es lo que manifiesta en el cuestionario:

L se  le M
. Lim f ECx) Ax SwimoTaro Ae 3) Qrroae

= =0 L
nro # o bo it Dopio—le S Frodx
N

A3, representacion G, Ay AN de la tarea 8 del cugsnario

Este alumno utiliza el elemento mateméatid® , de formaG, A y AN, porque
utiliza la grafica para indicar el area bajo laidedR, establece de forma los extremos
del intervalo y la funcidn que representa la geab@jo la curva y de formaN plantea la

subdivision del intervalo y el limite de la sum@&ode Riemann, sélo que escribe
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incorrectamente el limite de la sumatoria porquefuuade la tendencia de la norma de la

particion con la cantidad de subintervalos queosadn.
Durante la entrevista afirma lo siguiente:

. ’ ~ . .gs b
I: ¢ Como le explicarias a un compafero el S|gndm:aiej f(x) dx?
a

A3: Por medio de la gréfica en pocas palabras lataria de dar a entender el
teorema cuando me hablan de una integral.

I: ¢ Teorema o la definicion?

A3: Perdon, la definicién, entonces tomo una curmalquiera en este caso voy a
tomar el primer cuadrante como para facilitar ekgjicio, tomo el grafico de una
curva cualquiera, la cual voy a denominyt= f (X), esa curva la voy a limitar por
2 rectas paralelas erX, de las cuales una la voy a llamary la otrab la parte
interna la voy a sombrear y a denominar region &egb le explicaria a mi
compafiero quef(X)es una curva trazada en ese cuadrante la cual dedye
continua dentro de ese intervalo, como otro purdogaee esa curva va a estar
limitada por la curva superioy = f(X) y por la recta X o el ejeX, entonces va a

estar limitada de arriba hacia abajo y verticalmentpor las 2 rectas
perpendicularesX = a y x =b,entonces la integral la represento primero como el
limite inferior, el valor menor de ese intervalo este caso a y el limite superi@i

alumno se refiere a los limites de mtegramoﬁ,f‘(x) dx” ) el valor mayor en este
a

caso b, entonces mi funcion va a estar limitadagse intervalo y la integral de la

funcion y la funcién ed (X) con diferencial dex por qué diferencial dex, porque

como estamos hablando de funciones continuas, @gq@or eso trabajamos con la

diferencial(grafica en una hoja).

I: ¢ Cémo lo llevaria a que el comprendiera el cqtoade integral Definida?

A3: Primero que todo lo haria con la sumatoria derRann, y luego con el limite

de esa sumatoria, porque fue la manera en que mne@defiaron y como de pronto

pude entender un poco mejor de que se tratabadgial definida.

(A3EBS).

Aqui muestra que tiene una imagen gréfica de lagmt, que conoce el
procedimiento de construccion del concepto de fagimal pasando de IG, a [0A y

también menciona I&N, pero lo hace con mas dificultad.

Este alumno ademas, utiliza de forma incorrectantento de conjuncion logica.

Por ejemplo en la tarea 7b:
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En el apartad@b que aparecen a continuacion, decide si la afirinaes verdadera ¢
falsa. En caso de ser falsa, explica por qué o traues contraejemplo.

Si fes continua en[a, b], entonces  es integrable enfa, b].

En la entrevista expresa la siguiente idea:

I: ¢ Cudles son los criterios que lo llevan al raaoriento de la proposicién 7b?

A3: El teorema de la integral definida, porque agoks estan diciendo que si una

funcidén es continua en un intervalo cerrado, enésnes integrable en el cerrado y

el teorema de la integral definida nos dice queaursa funcidon es continua en un

intervalo cerrado y derivable en el abierto.

I: ¢ Cudles son sus argumentos?

A3: Si viéndolo desde este punto, porque me estilamdo del mismo intervalo y

si la funcion es continua en ese intervalo, tambésn derivable e integrable

(ASET7D).

Este alumno identifica continuidad con derivabitidaintegrabilidad cuando utiliza
el elemento matematiddD haciendo referencia a la condicion suficiente xistencia de
la integral,continuidad implica integrabilidad pero que en la derivada esta condicion no
se cumple, porque lderivabilidad implica continuidad y no al contrario ya que el

reciproco de este teorema es falso.

Este alumno demuestnao tener sintetizados los sistemas de representac)
porque en la tarea 1, aunque consigue justificardatas, no consigue dar mejores

aproximaciones.

El area de la region rayada es mayor H2ig menor quels.
a. ¢ Por qué?

b. ¢ Puede dar valores mas ajustados?

c. ¢ Cudles?

d. ¢ Cémo los obtiene?

Lo primero que hace es representar el grafico pasaar formas geomeétricas con

las que calcular una aproximacion al area.
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A3, representacion G de la tarea 1 del cuestionario

De esta forma pone de manifiesto que recuerdaeatezito matematicCA de
forma G. Utiliza la formula del area del rectanguionstruye un rectangulo superior de
6x 8 = 48 unidades cuadradas, es decir un area mayor gaaribreada y ajusta mas el
area trazando 5 rectangulos de base 3 unidadesljude 2 unidades y obtiene asi un area
aproximada de3s0 unidades cuadradas.

Cuando se le interroga estos son sus argumentos:

I: ¢ Qué mas podria hacer para aproximar el area?
A3: Analizando la gréafica, veo que el area del &dgulo grande me dio 48
unidades cuadradas y sé que hay rectangulos questde quedando en blanco, o
sea que el area sombreada es menor que 48, ahomsagsr que 12, porque con
sélo 2 rectangulos tengo 12 unidades cuadradasrele, & en realidad tengo 1; 2;
3, 4, diria que por simple observacién, podria oete4 rectangulos completamente
sombreados, 0 sea si las partes que estan parceére®mbreadas y las que estan
en blanco las reemplazo por una parte que ya eatéigimente sombreada, me
d(arl’an)4 rectangulos sombreados, que seria 24 wlddauadradas de area.

A3E1).

Este alumno es capaz de utilizar el elemento maiemnACA, correctamente
aplicando la férmula del area del rectangulo. Dia &xma, es capaz de justificar la cota
superior calculando el area del rectangulo grareld& unidades cuadradas de area que
cubre mas que el area sombreada, y la cota infeadoulando un rectangulo menor de 12
unidades cuadradas de area que es menor que abanbeeada; y es capaz de ajustar mas
las cotas calculando el area de 4 rectangulos goeaida aproximacion mejor, obteniendo
asi un valor aproximado de 24 unidades cuadrad@sede Ademas esta coordinando los
sistemas de representacion grafico y algebraicstpugue para calcular las areas de los

rectangulos los datos los obtiene de la represéntgcafica de la funcion.
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Durante la entrevista este alumno, en la resoludénla misma tarea comete

algunos errores porque confunde la nocién de aalaptoximado con célculo exacto e

indica que la integral le permite obtener una ajpnexion del area. Ademas asigna a la

Integral Definida un papel de férmula, es decirdduce a un calculo algebraico.

I: Como le piden aproximar el area para ajustarlQue seria mas recomendado?
A3: Para obtener un area mas aproximada seriaadilila férmula de la integral

definida...

I: ¢ Podria aproximar mas esa area? N
A3: Si, utilizando la integral definida, porque dda podriamos utilizar tenemos

los valores.
(A3EL).

Durante la resolucién de la tarea muestra un uswiacto del elemento matematico

LID como una formula que le permite integrar para dpraxsi dispone de una funcion y

de los valores del intervalo.

Aunque en la tarea anterior el alumno ha sido caeazoordinar dos sistemas de

representacion, en la tarea 5, muestra algunasiitiftes:

Dada la grafica dé

(x) = 2x - x?

TN =2x—x
/ - - =
i

, calcular por aproximaciones

area de la region rayada. Justificar el proceditoiatilizado.

=2

el

Inicialmente, en el cuestionario, utiliza un redoidento del area por medio de

rectdngulos y calcula el area de esos rectangpés, no es capaz de coordinar los dos

registros de representaci@y A para dar una aproximacion correcta del area tadiai

En la siguiente imagen se puede ver la divisionrdetvalo en dos subintervalos que hizo

el alumno y los rectangulos que construyo paraut@iel area.
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A3, representacion G de la tarea 5 del cuestionario

Como parte de la gréfica esta por encima del ejabdeisas y parte por debajo,
utiliza precisamente esta division para determiparrectangulos, un rectangufo por
encima del ejeX y un rectanguloB por debajo del ejex, con los que calcula una

aproximacion del area por exceso.
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A3, resolucion G y A de la tarea 5 del cuestionario

Por la forma como responde pone en evidencia queolina los dos registros de
representacion gréafico y algebraico. Estableceajmaximacion exclusivamente de forma
G por exceso del area sin utilizar la expresiontaigiea de la funcion que representa la
gréfica, no usa la expresion algebraica de la @mgiara calcular la altura del segundo
rectangulo, sélo se fija en la representacion gmafDurante la entrevista se observa el

procedimiento usado, puesto que justifica asidalueion de la tarea:
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I: ¢ Cuando le dicen que aproxime un area qué hace?

A3:... trazo un rectangulo que vaya desde el purgo 2 hasta -5,5 eny , y trazo
una linea paralela al ejey que vaya de 2 e, hasta 5,5 en- y (traza la gréfica).
I: ¢,De dénde obtiene 5,5?

A3: De una manera intuitiva...

I: ¢ Qué quiere decir de manera intuitiva?

A3: Intuitiva, es que observo la grafica y puedaidgué estoy trabajando y como
puedo hallar el area.

I: ¢ Qué puede concluir de los resultados obtenidper qué?

A3: Puedo concluir, que de una manera intuitivagdlda a un valor aproximado
del valor del area, pero si me piden el valor egagtilizaria la integral definida
haciendo uso de la funcién y del intervalo que teng

(A3ED).

En este episodio reafirma verbalmente lo que hitesay muestra una concepcion
del elemento matematichCA solo como una intuicion producto de una observa@o
para determinar los valores aproximados de losrdosngulos. De esta forma solo es
capaz de dar una aproximacion por exceso del &eano de calcular el valor del area vy,
aunque recuerda el elemento matematitid no lo aplica en la resolucion de la tarea.
Pero, cuando se le pide aproximar mejor el areacagmz de utilizar el elemento
matematicoACA de formaG y A. Aunque esos calculos los hace de forma correcta,
cuando vuelve a la representacion grafica recuerenwkevo a lo mismo que hizo en el

cuestionario, un rectangulo de altura 5,5:

I: ¢ De qué otra forma podria aproximar el area?

A3: Si observamos la grafica el punto donde seiemicta la base es 1,5y el punto
de corte de la altura seria en 3,5.

I: ¢, Como seria, calculela?

7 7
A3: Si f(x)=2x35-(35)? , entoncesf (X) = es igual a 2x E_(E)Z’ entonces

14 49 9
va a ser igual & sobre 2 menos, - , f(X) va a serigual a7 - " (susurray 21

dividido 4. Como tengo la altura y sé que el areaud rectangulo es lado por lado,
obtengo el area del rectdngulo mayor y trazo unagdnal que me forma 2
tridngulos, uno de los cuales va a estar conformado la parte sombreada,
entonces el area que me dio el rectangulo lo diypdo 2 y esa me da el valor
aproximado del triangulo.

I: ¢ Cuanto le dio el area bajo el eje OX?

A3: Seria de 3,37 unidades aproximadamente el decabajo.

(A3ED).
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A3, representacion G de la tarea 5 durante la entrasta

Se pone en evidencia que trata de mejorar la apemidén del area bajo el epe
trazando una diagonal que le permite ajustar netjarea sombreada, utiliza la férmula del
area del rectangulo y del triangulo, indica la bsalere el ej& de 1,5 y obtiene la altura
evaluando la funcién en la longitud del intervat 5] 25; pero luego toma de altura un
valor de 5,5 y finalmente se confunde en los caky da una aproximacion incorrecta

(segun el planteamiento realizado) del area poajdatel eje x.

borye L
A £ay
cfAy - (3 ’
Co UR) ( J 1B MY 2 Lo
ﬁ_ ) Lji [ L
(U(\- 1 Y =5
T L 6 s L1
Y =S o> 2=
v s
=5 =
V,’)/:\ = A

A3, representacion A de la tarea 5 durante la entrasta

El estudiante calcula el area del rectangulo yduaglivide en dos para obtener el
area del triangulo que representa el area de lamrepmbreada, pero se observa que el
calculo que hace del area del rectangulo es inorga que deberia ser de 7,875 unidades
cuadradas, que al dividirlo entre dos seria 3,98&50btiene 6,75 del area del rectangulo y
al dividirlo entre dos obtiene un valor de 3,37dagles cuadradas que no corresponde con
los valores que representa la grafica.

En cuanto al area de la parte de la gréfica quesedire el eje x, para obtener una

aproximacion mejor, expresa el siguiente razonatmiédarante la entrevista:
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I: ¢ Como calcula la parte sombreada que esta s@iXe

A3: Bueno, tengo un rectangulo 2el que a su vez lo voy a dividir en 4
rectangulos iguales, los cuales van a tener conea ax 0.5, le hallo el area a 2
subrectangulos, el area del rectangulo mayor fupetp como voy a trabajar con
2, entonces ya tendria una unidad hallada, trabi@aron los otros 2, estos 2 que
me quedan los divido en 2 me queda 0,5, se me ffiama cuadrados, se me
formarian 4 cuadrados de 0,5 por 0,5, estos 2 quedaubiertos de area 0,5 por
0,5.

I: ¢ Por qué?

A3: Porque seria 0,5 por 0,5, que seria 0,25, niiarfia este pedacito, si parto uno
de los cuadrados en 4 partes iguales obtengo drads de 0,25 por 0,25 igual a
0,125, luego tendria 1 + 0,25 méas, pero 0,25 som&s 0,125, haria la sumatoria
de esto y me quedaria 1,025 eso me daria 1,379 obtuve anteriormente,
que fue 3,37 me daria 4,75 el area de las 2 patesbreadaghace célculos en voz
baja)

(A3ED).

El alumno hace la siguiente representacion grgfaa explicar su razonamiento

durante la entrevista:

i

A3, representacién G detarea 5 durante la entrevista

Va dividiendo los rectangulos iniciales a la miteara ir obteniendo mejores
aproximaciones. Con la primera subdivision, obtienatro rectangulos de base 1 y de
altura 0,5. Dos de esos rectangulos cubren la partebajo del area por lo tanto ahi tiene
un area de 1 unidad cuadrada. Los dos rectangeldas parte de arriba los divide, cada
uno, en dos cuadrados que tiene cada uno un afk&dr5=0,25 unidades cuadradas. Dos
de esos cuadrados (los centrales) le cubren otna garte del area y ahi tendria 0,5
unidades cuadradas, pero en lugar de consideralledesos cuadrados, no se da cuenta y
s6lo considera uno de ellos y por eso escribe G2Blmente, cada uno de los cuadrados
de los extremos los divide en cuatro cuadradosarda 0,25x0,25= 0,0625, pero €l se
confunde en los céalculos y le asigna una medid@,t25 unidades cuadradas. Realiza la

suma de las cantidades obtenidas para estable&eyaepor aproximacion. Percibimos que
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el alumno utiliza el elemento matematie€A de formaG para calcular el area que esta
por encima del ej&, subdividiéndola mediante rectangulos. A continiase pueden ver
los calculos realizados por este alumno:

2\

A3, resolucion A de la tarea 5 durante la entrevist

Aqui se puede ver que realiza algunos calculosoded incorrecta, por ejemplo
cuando manifiesta que 0.28.25 es igual a 0,125 y otros valores tampoco abémccon o

gue manifiesta en el desarrollo del protocolo egnl@evista.

En general, el alumno no establece sintesis ergreistemas de representadi®y
A, porque en lo grafico se queda siempre en el pglandivo de la observacion como él
mismo lo menciona y no los coordina con los elep®ralgebraicos, ademéas algunos
calculos numéricos los hace de forma incorrectmntanto no logra dar una aproximacion

mejor del area y tampoco establecer esa area e famalitica.

En la resolucidén que hace de la tarea 6.

Dada la gréfica de estas funciones, explicar enité@s del grafico,

por quéf(x2 + x)dx:j x2dx+ja‘xdx.
0 0 0

En el cuestionariodibuja la gréfica de la funcion para realizar etor@amiento
sobre ella:
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A3, representacion G de la tarea 6 del cuestionario

Intenta utilizar, inicialmente, el elemento mateo@ACA de formaG trazando
rectas paralelas al eje y para marcar el area @ndjala por las tres gréficas y forma tres
rectangulos de la misma longitud de la base 3adds, y con altura variable que asocia
con el ejey. Ademas, el estudiante, en el cuestionario, mestdi verbalmente que el
rectangulo mas grande es igual a la suma del mzdmas el pequefio; que el rectangulo
mediano es igual a la resta entre el grande y qligg® y finalmente que el rectangulo

pequefio es igual a la resta entre el grande y dlame Pero para resolver la tarea, en
lugar de hacerlo de forma gréfica, realiza una cotrgrion algebraica.

) Tormaww €exy = x- & = 5 alam—e S aves

A= s
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< 3 b
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1) Tovmer— Cexy = X
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3
Celomnia, 32 ave= S Kax = ‘li p ,
o o

a- 3 - 9
A3, resolucion A de la tarea 6 del cuestionario

Es decir, calcula las tres integrales, pero lesbéatos limites de integracion, por lo

gue esta confundiendo las dos variables x e yerdasuenta que los limites de integracion

se refieren al intervalo en el eje x y esta calwbapara cada una de esas tres funciones el

extremos superior del intervalo sustituyendo ebvaE3 en f(x)=x, f(x)=X y f(x)=x*+x, lo
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gue le da como limites 3, 9 y 12 respectivamentelca@ue demuestra la falta de sintesis

entre los sistemds y A.

Durante la entrevista cuando se le pregunta rel@&siguientes graficas:

| X £ T4
A3, representacion G de la tarea 6 durante la entrasta

La forma como relaciona las graficas de las furesopara demostrar la propiedad

se describen en el protocolo siguiente:

I: ¢Qué le piden en el ejercicio?

A3: El ejercicio me dice que explique el por quéeda igualdad.

I: ¢ En términos de qué?

A3: En términos de la gréfica, porque esa igualdadpuede expresar de manera
gréfica, nos estdn mostrando la suma de las area3 graficas que tienen una area
bajo la curva, pero que la suma de las areas inddjntes es igual al area total,
entonces si le hallamos primero el area a una cuteahallamos el area a la
siguiente curva y finalmente hallamos el area detla curva, y si sumamos las 3
areas nos debe dar algo igual.

I: ¢ Cémo seria graficamente, trate de hacerlo?

A3: Como me dicen acd, haria el rectangulo de uune fye lo que utilice, luego
haria el rectangulo del otro.

I: ¢ Por qué rectangulos?

A3: Porque es una de las formas mas facil, la gés se utiliza para hallar un
valor aproximado del area.

I: ¢Qué va hacer aqui en la grafica?

A3: Mostrar que graficamente nos estan indicandmf¥as, o que quise hacer fue
trazar lineas horizontales desde el punto de cdetéa funcién hasta el ej, ahi se
me formaron 3 rectangulos, entonces lo que quiseoderar fue que el area de este
rectangulo mas el area de este otro me debe dar(gsifica en una hoja).

I: ¢ Qué funcion representa cada grafica?

A3: (;zQué funcion? Esta me representa= x , esta representay = X° y esta a
y=Xx"+X.

I: ¢ Qué quiere demostrar con eso?

A3: Lo que quise demostrar fue que la suma debnegtlo formado por la funcion
y = x mas el area del rectangujo= x*, la suma de estos 2 rectangulos, es igual
al area del rectangulo dg = x* + X.

(A3ESB).
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Tanto en la representacion grafica como en el potdode la entrevista se pone de
manifiesto que el estudiante utiliza el elementdematicoACA de formaG y establece
una comparacién geométrica de las areas, relaconm funcién f(x)=%+x con el
rectangulo de mayor altura, la funcién f(xj=oon el rectangulo del centro y la funcién
f(x)=x con el rectangulo mas pequefio o de menaraltutiliza los conocimientos que
tiene de aproximacion de areas por exceso para peldeionar las areas, pero no establece

una sintesis en los sistemas de representacion.

En este sentido, la falta de sintesis entre ldemsas de representacion grafico y

algebraico lo conduce a no poder resolver la tar@a forma correcta

Calcular el area limitada por la gréfica de la fond (X)=‘2X—1,

en el intervalo[O, 2] y el ejex. Justificar la respuesta.

Para representar graficamente la funcion parte rde tabla de valores que le

conduce a una representacion errénea.

A
>
y

A3, representacion G y A de la tarea 4 del cuestianio

De esta forma le resulta una grafica que va aimlilego en el calculo del area
correspondiente. Utiliza sus conocimientos de lacifin valor absoluto para asignar
correctamente el valor 1 a x=0, pero no es capapdelinar la expresion algebraica con la

expresion tabular y la grafica.

Una vez representada graficamente la funcion, paleular esa area utiliza el

elemento matematicbFV de formaA:
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A3, resolucion A de la tarea 4 del cuestionario

En primer lugar asigna a la funcién valor absoglteesultado de una raiz cuadrada,
con un valor positivo y otro negativo, pero espeaifque toma la parte positiva, y en
segundo lugar calcula una integral de forfaitilizando TFV (regla de Barrow)y no

utiliza la unién de intervalos sélo integra enrgkrvalo (0, 2). Durante la entrevista se da
cuenta de que ha representado la funcién de forocmarecta.

I: ¢Podria calcular el area a partir del gréafico, de qué otra forma lo podria
hacer?

A3: Si a partir del grafico lo podria hacer.

I: ¢ Cortaria la grafica de esa funcion en algunatpeel eje X?
A3: La cortaeny, en 1.

I: ¢ Por qué, de donde lo obtiene?

1
A3: Igualando f(X) a cero y despejands, obtengoE y la grafica no me estaria
coincidiendo con el valor absoluto de

(A3E4),
B \”’
N
L

A3, representacion G de la tarea 4 durante la entxésta
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Responde de form@ reafirmando lo mismo que habia hecho en el cuesii, y,
aungue encuentra un punto comuan en el intervaldeltanfuncion corta el ej& , el boceto
gue hace de la grafica sigue siendo incorrectoryguo no logra calcular el area de forma
G correctamente. Verbalmente responde utilizanddeehento mateméaticdFV de forma

algebraica:

I: ¢Que otra forma podria utilizar para calcular@area? _ o
A3: Me dan la funcion y el intervalo la puedo resslcon una integral definida.
I: ¢ Como seria con una integral definida?

2
A3: Seria Ia_[0 |2x—:|j dx que expresa los valores positivos y negativos

I: ¢ Cudles son los positivos?

A3:. EIl valor absoluto lo que hace es que los vaopmsitivos y los valores
negativos los expresa como positivos, entoncesuigirag trabajarlo como una
integral, tendria que hacer una suma de integrales vaya de cero a 2.

I: ¢De0a 2?

A3: De 0 a 2 de2x-1 mas la integral deoa 2 de2x +1 para poder tomar los
valores positivos y negativos, para discriminar \@dores positivos y negativos de
de la funcidn, para no dejar ningun valor suelto.

(A3E4).

A3, resolucién A de la tarea 4 durante la entrevia

Define el valor absoluto d&, como la raiz cuadradé Para calcular el corte con el
eje x despeja x y calcular correctamente dichcecoetro, al plantear la integral, no divide
el intervalo de integracion en dos subintervalosueion del corte que ha calculado y no
determina correctamente cudél deberia ser el intdgran cada uno de esos subintervalos
ya que de 0 a 2 deberia ser la funcion f(x)=1-2e ¥ a 2 deberia ser 2x-1. El problema
reside fundamentalmente en la representacion grafie ha hecho que no le permite

visualizar el area que tiene que calcular correetdae

A lo largo del desarrollo de la tarea, tanto enugstionario como en la entrevista,

el alumno necesitaba establecer una conjunciértdogntre los elementos matematicos
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LID, PID y TFV en los sistemas de representadi®y A, para poder inferir el valor del
area de la region en el intervalo dado; pero se gonevidencia que, aunque recuerda los
elementos matematicos e intenta relacionarlospgi@lresolver la tarea debido a la forma

incorrecta en que ha representado graficamentatadn.

Por todo lo anterior, y por la forma como el estntk resolvié las diferentes tareas
a lo largo de todo el cuestionario, por la maneraafueron justificadas estas respuestas a
traveés de la entrevista, consideramos que el estiedse encuentra en el nivelra de

desarrollo del esquema.

La tabla siguiente representa las relaciones é8gilos elementos matematicos y
los sistemas de representacion utilizados powehab tanto en el nivéhtra 1, como en el

intra.

SISTEMAS DE
NIVEL CARACTERISTCAS ELEMENTOS MATEMATICOS REPRESENTACION

Recordar elementos| El 4rea como limite de una suma
matematicos con| (AN)

errores. -El limite de las sumas de Riemann. .
INTRA 1 La Integral Definida: (A) Algep_ralco
-La definicion analitica de integral definida. | Analitico
-Condicién suficiente: continuidad implica
integralidad.

Mostrar dificultades en | El area como aproximacion: (G,A)
establecer relacioneg -Aproximacion del area de una region plana

l6gicas (conjuncion -Férmula del area del rectangulo.
160i | -Férmula del area del cuadrado.
dgica) entre elementos -Férmula del area del triangulo.

matematicos.  (Intento| -Particién del intervalo.
de relacién “conjuncioén | -Sumas de Riemann.

jaica” El area como limite de una suma: .

6gica’). (A, AN) Grafico
INTRA -Limite de una suma Riemann. Algep_ralco

Recordar a|gunos La Integral Definida: (G, A) Analitico

elementos matematicod -La integral definida como area de una regig
de f islad 7 -La integral definida como calculo algebraicg.
€ forma aislaaa. -Condicién suficiente: continuidad implica
integralidad.

Las propiedades de la Integral
No tener sintetizados log Definida:(A)

sistemas del -Unién de intervalos.

i 2 -Simetria.
representacion.
P Los teoremas fundamentales:(A)

-Regla de Barrow.
Tabla4. 3. Relaciones logicas, elementos matemasagpsistemas de representacion que caracterizan los
niveles de desarrollo del esquema de integral defita en A3

>
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También en este mismuvel intra, el alumnoA6, suelemostrar dificultades en
establecer relaciones logicas (conjuncion lbégica)ntee elementos matematicos.

(Intento de relacion “conjuncién logica”). Por ejemplogn la tarea 2.

Sea R, la region encerrada por el grafico de la funcici(x):4x y el ejex en el

intervalo[— 2, 2] :
a. Dibujar la gréfica.
b. Calcular graficamente el area de la region.

2
c. Calcular IaJ'_24x dx
d. ¢ Son iguales los dos resultados anterioresfichrs cada paso.

En el cuestionario, lo primero que hace es reptasgnaficamente la funcion.

d\“\t\

A

Zx

AB, representacion G de la tarea 2 del cuestionari

Sombrea el area que hay que calcular identificacldeamente dos triangulos
rectdngulos simétricos, uno por encima y otro lehjeje x, pero no llega a calcularla. En

cambio, durante la entrevista si es capaz de dealonpara el area:

A6, resoluciéon A de la tarea 2 durante la entrevist
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Para ello, recurre al elemento matemathGA de formaA, porque aplica la
formula del area del triangulo, calcula el areatdéhgulo que esta por encima del &jg
luego calcula el area del triAngulo que esta blagyeX, aunque a la base de este segundo
triangulo le asigna una medida de longitud negafvdn el trascurso de la entrevista no
expresa ese valor negativo de la base y ademasiestangue el area no puede ser negativa

y por tanto suma las areas y obtiene el area total.

I. ¢ Cuando grafica la funcion qué figura bajo laea se formaron?

A6: Dos triangulos, uno por debajo del efey uno por encima del eje

I: ¢ Graficamente, como calcula esa area?

A6: Si, tengo que el area es base por la alturasalws, mi base es 2, mi altura es
8, sobre 2, eso me da 16, dividido 2 me da 8, esh &ea del triangulo rectangulo
que esta por encima del &fe

I: ¢ Como obtiene el &rea del que esta bajo el€je

AG: Igual, es que tengo una base que es 2 unidadesaltura que es el mismo 8 y
sobre 2 eso me da 16, dividido 2, me da 8,

I: ¢ Cuanto da el area de toda la grafica?

A6: Me da 16 unidades cuadradas.

I: ¢ De dénde obtiene las 16 unidades cuadradas?

A6: De sumar las dos areas la que esta por encintegue esta por debajo sin
tomar el signo obviamente un area no me puede egativa.

I: ¢Qué relacion puedes establecer entre el aredadregion bajo el ej@X y la
region formada sobre el ej@x ?

A6: La relacién que hay entre ellas dos, es que las mismas, que ocupan el
mismo espacio, estando en diferente posicion.

(ABEZ2).

En cuanto al calculo de la integral en el cuestior@a la siguiente solucion:

@
S’ Axd')f:[zﬁlj = BB =0
-2 -

AB, resolucion A de la tarea 2 del cuestionario

Utiliza el elemento matematidd~V, para calcular la integral de formautilizando

la regla de Barrow. Y demuestra que comprendedata

I: ¢ Por qué al calcular el area dio un valor y cuincalcul6 la integral dio cero?
A6: Porque cuando calculo la integral debo sabere qgn ese momento debo
anteceder a la integral un menos indicando que@h&sta por debajo del efe

I: ¢Qué le piden calcular?

A6: La integral.
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I: ¢, Cémo son los dos resultados?

A6: Los dos resultados son diferentes.

I: ¢ Qué relacion hay entre los dos procedimientos?

A6: Que en la integral no me estan pidiendo queldal el area, simplemente me
piden que calcule la integral y la integral se nmaika.

(ABE?2).
En este extracto de entrevista se pone de manifiegie esta alumna distingue

entre el célculo de la integral como area de ug&medel calculo algebraico de la Integral
Definida.

Ademas esta alumna muestra una concepcion erdinkacontinuidad puesto que

indica que como la funcion corta al eje x, entonmeegs continua.

A6: ... dice que la fegién encerada por la redtfX) =4X y el ejeX, lo que pasa es
que en ese interval@, 2| no esta definida, y sabemos que para calculaniagral
definida debe ser continua, cuando grafique el pueL0), ella no estéa definida,
entonces tengo que tomar esta grafanala con el dedo).

I: ¢, Quién no esta definida?

A6: La funcion f(X) =4X y el eje dex.

I: ¢ Esa funcion no es continua?

A6: En este intervalo desde -2 hasta 2, no.

I: ¢ Por qué?

A6: Porque ella se me esta cortando en eljeahi, no hay una continuidad.

A6: El de 0.0, es un punto, pero me esta cortaadedta.

I: ¢ Entonces, por eso no es continua?

A6: Cuando se corta en mas de un punto deja desginua.

I: ¢ En cuéantos puntos se esté cortando?

E. Pues si est4 sobre el efg¢ cuando trace una linea vertical ella se va a aort

(ABE2).
De forma global por los procedimientos que utilizéta alumna consideramos que
resolvio la tarea correctamente, pero también ponevidencia que tiene una construccion

erronea del concepto de continuidad, lo que netmje hacer algunos razonamientos para

justificar correctamente la tarea.

En el ejercicio 7c, se comprueba de nuevo lasulifides que tiene esta alumna,
pero en este caso, al contrario de la preguntaiantao se da cuenta de que la funcion
presenta una discontinuidad, y con el razonamigot habia hecho antes se tenia que
haber dado cuenta que se aplica de manera errbakanento matematicbFV de forma
A:
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I: ¢ Podria explicarme el razonamiento de la propasi 7c?

A6: No, es que no s€, no encuentro la manera, s&igesuelvo esa integral, da -2.
I: ¢ Por qué tiene dificultad, o, por qué no la Htzo

A6: Porque tengo una duda.

I: ¢Cual es la duda?

A6: Me estan colocando un menos acéa cuando estoiviendo la integral para
evaluar en ese intervalo, entonces no sé de dG@sidta.

I: ¢ Como la resolveria?

A6: Umm,(susurra)

I: ¢, Cudl es su razonamiento, ahora?

A6: Qué es verdadera, la resuelvo y me da el -2jdelme estan hablando.

I: ¢ Qué aplico para resolverla?

A6: La solucion de una integral definida, le sumallexponente y por procesos
algebraicos.

(ABETC).

N

AB, resolucion A de la tarea 7¢ del cuestionario

No tiene en cuenta las condiciones necesariaspoaer aplicar la regla de Barrow
porgue la funcion presenta una discontinuidad epumto del intervalo. Esto nos indica

gue no tiene interiorizados los conceptos necespaca resolver correctamente la tarea.

Para la tarea 3.

Sea R la region entre la grafica de la funcig)=X" y el Intervalo [0,4]
-Utiliza particiones para aproximar el valor dedade la region R.
-Justifica tu respuesta.

Representa graficamente la funcion y divide elrugt® mediante lineas verticales
como si tuviera la intuicion de los indivisibleseddle el punto de vista algebraico, plantea
el area como el limite de una suma de Riemann.
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A6, representacion G y A de la tarea 3 del cuestianio

Recurre al elemento matemétiécS de formaG y A, por la forma en que ha
representado la grafica de la funcién y ha rellenadarea a calcular mediante lineas
verticales y porque plantea algebraicamente etdige una suma de Riemann, pero deja

inconclusa la tarea. Esto mismo queda reflejada entrevista cuando dice:

AG: ... estas particiones las puedo calcular corhpreceso limite de una suma de
Riemann, que consiste en que cada particion épflmoy a evaluar en la funcién
dada y la multiplico por la longitud del intervajmara conocer el valor de cada
rectdngulo, cuando calcule las areas de cada uneslies rectangulos, sumo esas
particiones y obtengo una aproximacion del arealtot

(AGE3).

Para dar una aproximacioén del area sefala:

I: ¢ Como lo haria hasta obtener un valor aproximado

E. Con rectangulos.

I: ¢, Cémo halla el area de cada uno?

A6: Hallo el &rea como la base por la altura y ledgs sumo.
(ABE3).

Por ello, vuelve a representar graficamente laifumg aproxima el area mediante

rectangulos inferiores facilmente identificablesdeate la escala de los ejes cartesianos:

AB, representacion G de la tarea 3 durante la entrasta
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Utiliza el elemento matematioc®CA de formaG, porque dibuja la funcion, hace 4
particiones, traza 4 rectangulos inferiores bajoueva para poder dar una aproximacion

del area solicitada. Ademas, resuelve la tarearmesf algebraica:

[, 06 :
I j | ‘Zl

g 7 ifém’aﬂad/o OfEQ;JUﬂl B l

J I «!(fm 7 "{I“m \ ?;_IS

AB, resoluciéon A de la tarea 3 durante la entrevist

Para ello determina una particibn del intervalo Idegitud 0.5 el primer
subintervalo y de 1 unidad los siguientes. Unadeterminada la particion pasa al célculo

de las areas de los rectangulos formados a pargtla calculando la altura de cada uno de
ellos evaluando la funcion efy, parak = 1234. En este momento se manifiesta que no

coordina el registro grafico con el algebraico poegue, aunque dibuja rectangulos

inferiores, las areas las calcula para rectangulpsriores.

Cuando describe como va calculando las areas de reathngulo, sefiala que el
primero lo tiene que construir a partir de 0.5 perqo puede construir un rectangulo en el
0, porque esta construyendo graficamente rectaagnfieriores. Cuando tiene que hallar su
altura, no evalia el valor de la abscisa corresiotelen %, sino identifica la altura con la
abscisa, en este caso 0.5 (el resto de los redtdngan a tener de base Ademas, para
calcular el area del rectangulo tendria que midtpl0.5 por 0.5 y ella esta considerando
gue el rea es 0.5 en lugar de 0.25. Finalmentdasqgfiie el area calculada de esta forma es
una aproximacion por defecto cuando, en realidsid, ealculando el area de rectangulos

superiores, puesto que no esta coordinando loseedagros, el grafico y el algebraico.

I: ¢, Cémo obtiene el area?
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A6: El &rea es la funcién evaluada.
I: ¢,Qué va a evaluar?
A6: ¥
l: ¢En qué valor va a evaluar &%
A6: En 0.5
I: ¢ Por qué en 0.5?
A6: Porque es mi altura
I: ¢Halle el area de cada uno, cémo seria?
A6: Del primer rectangulo me da de longitud 0.5c@se por 0.5 de altura.
I: ¢ COmo obtiene la base?
A6: La base no la puedo tomar desde 0 porque @$emme forman rectangulos.
I: ¢ Cudl seria el area del primero?
A6: El area del primero seria 0.5 por 0.5 de altura
I: ¢ Cual seria el valor, entonces?
A6: Seria 0,5+4+9+16=29,5
I: ¢ Ese 29,5 qué representa?
A6: La cota mas baja que puede tomar el area agdéica.
(ABE3).

Finalmente, suma las areas de los rectangulosgidesmer una aproximacion del

area solicitada.

Esta alumna hace un un intento de conjuncion logiotre los elementos
matematicoACA, ALS y LID. De formaG representa rectangulos inferiores al area bajo
la curva para hacer una aproximacion por defe@dpdmaA utiliza la formula del area
del rectangulo, aunque como no hay coordinacionetoegistroG lo hace con rectangulos
superiores y de formAN menciona particiones las sumas de Riemann y delide la
sumatoria Riemann; pero estd demostrado que eltosermos los recuerda de manera
aislada, porque no logra utilizar los elementosesacos en la resolucion de las tareas;
utiliza Unicamente el elemento matematik@A y no consigue una sintesis entre los
sistemas gréfico y algebraico, para ella son ses$eimdependientes. No se da cuenta de
gue, aungque realiza una aproximacion del area efactb, obtiene un valor superior al
valor real del area y, cuando se le pide aproximas el area, solo es capaz de mencionar

gue podria hacer cada particion mas fina pero maesz de hacerlo.

A lo largo de la tarea 1, esta alumrauerda algunoselementos matematicos de

forma aislada.Por ejemplo en la tarea 1.
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El area de la region rayada es mayor H2ig menor quels.
a. ¢Por quée?

b. ¢ Puede dar valores mas ajustados?

c. ¢,Cuales?

d. ¢, Como los obtiene?

Aungue en el cuestionario, no es capaz de justifasacotas que se le han dado en
el ejercicio, sefiala que “a simple vista un val@smjustado seria 32 unidades a 40", y lo
primero que hace es representar graficamente leidiure inscribir rectangulos bajo la
gréfica de la funcion para aproximar el area péeate.

A6, representacion G de la tarea 1 del cuestionario

Durante la entrevista es capaz de expresar un aaento y, a partir de esa
representacion grafica, primero justifica las cestablecidas en la pregunta de la siguiente
forma:

A6: ...Tiene que ser mayor que 12 porque tomandeathngulo de abajo da 12 y
esta sobrando un espacio, eso quiere decir queag®mque 12(sefiala sobre el
gréfico).

I: ¢ Como justifica que sea menor que 48?

A6: Menor que 48, por los otros rectangulos queyten

(A6C1).

Luego consigue dar una mejor estimacion del ardardeaA:
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A6, resoluciéon A de la tarea 1 durante la entrevist

Mediante el uso del elemento matema#¢A de formaA, calcula el area de cada
rectangulo: el mayor de base 6 unidades y de atunaidades, y la de los otros 4 que ha
dibujado y que tienen de base 1 unidad y cuyaaaharestablecido que es la mitad de la
del rectdngulo anterior. Suma las areas parcialeistigne el area total aproximada. Ella

razona de la siguiente forma:

I: ¢ Cudl es el valor de las areas de los rectangujoe estan entre la curva y el
rectangulo base?

A6: Tengo uno de base uno, de 3 a 4 me da unadiyidke altura me esta dando
de 2 hasta 6, me da 4 por 1 me da 4 unidades cdadrale la misma manera hago
las particiones, mas o menos el primero lo tome de4 en el ejeX, el segundo lo
tomo de 4 a 5 que seria mi base y la altura seei2 @ 4, este da 2 por 1 me da dos
unidades cuadras de area seria mi segundo recténgull tercer rectangulo seria
de 5 a 6 en la base, que seria una unidad y deaaRlthasta 3, seria una unidad,
esto me da, uno por uno me da una unidad cuadradge sigue en la base seria
de 6 a 7 que seria una unidad y de altura aproxamaehte una unidad, que seria
de 2 a 2.5 la anterior la tome a 3, éste me esté&dddanas o menos en la mitad,
entonces de 2 a 2.5, me da 0. 5, entonces estarhear 0. 5 me da 1.5 unidades
cuadradas.

I: ¢ COmo obtiene el area total?

A6: ... haciendo la sumatoria de todas las unidades me dieron, pero de todas
maneras me estan sobrando unos espacios, y esathé thago mis aproximaciones
entonces voy a decir que 12 + 4, 16 + 2, 18 +9,, 19.5 dentro de lo que tome,
ahora puedo aproximar los espacios que quedaron rquéne tomado, entonces
puedo decir que eso va a dar mas de 20 y meno8.daGE1).

Para resolver esta tarea aplica el elemento matenftA y describe lo que hace
tanto de forma comoA, justifica la cota inferior y la superior aproxinto el area por
defecto. Aplica la férmula del area del rectangudoa calcular el area de cada uno de los
rectangulos inferiores, suma las areas aproximantégtiene el area aproximada. Cuando
se le pregunta cOmo podria aproximar mas el anezsia:

A6: Haciendo mas particiones.
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I: ¢, Cémo seria?

A6: Refinando particiones.

I: ¢ Qué es refinar particiones?

A6: Refinar particiones es partir los rectdngulasegengo en mas rectangulos, en
rectdngulos cada vez mas pequefios para hacer qare@&lsea mas aproximada.
(ABEL).

Para realizar esta tarea ha recurrido al elemA@A de formaG y A, aunque

también ha mencionado el refinamiento de partidone

A lo largo de esta tarea, ademas de reconocerapgsitaria la expresion algebraica

de la funcién para aproximar mejor el aneguerda elementos matematicos con errores.

I: ¢ Puede utilizar otros métodos para aproximagaeda, cuales?
A6: Para aproximar el area si, podria utilizar oganétodos siempre y cuando
conociera en este momento la ecuacion de la cywedria utilizar una integral
definida para hallar el area que estd ocupando esava con el ejeXen ese
intervalo de 3 a 9.

I: ¢Qué le permite la integral definida, calcular &ea o aproximar el valor de
area?

A6: Aproximar el valor del area.

I: ¢ Qué esta haciendo ahora, calculando o aproxiduh

AG6: Estoy aproximando, porque no tengo la certexalas puntas que me quedan
en la grafica.

(ABEL).

Aqui demuestra una concepcion erronea en el etemmeatematicd.ID cuando

afirma que la Integral Definida solo le permiteagmar el valor del area.

En la tarea 4, tampoco es capaz de relacionarsvat@amentos matematicos. Sélo

recuerda algunos elementos aislados y con errores

Calcular el area limitada por la grafica de la fand (X):‘ZX—]L en el intervaldO, 2]
y el ejeX. Justificar la respuesta.

En el cuestionario resuelve la tarea de foAna

- '/}*\;":ai\

A”\‘-, (2x—-1) Adx = lo

AB, resolucién G de la tarea 4 del cuestionario
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Indica que “como trata con la funcion valor absolyguedo deducir que esa funcion
es positiva” por ello el integrando es la funci@msiderada en la tarea, pero prescindiendo
del valor absoluto. Para calcular la integral zailiel elemento matematicbFV pero,
ademas, cuando aplica la regla de Barrow, deterdenf@rma incorrecta una primitiva de

la funcién con lo que el resultado final es ineoto.

Durante la entrevista intenta representar graficaena funcion:

AB, representacion G de la tarea 4 durante la entxésta

Dicha gréfica no se corresponde ni con el integraque utilizé en el cuestionario,

ni con la gréfica de la funcion valor absoluto

Esto es lo qué dice en el protocolo para justifieamprocedimientos que utiliza:

AG: ...el valor absoluto me esté diciendo que el &ea dar positivo.
I: ¢ Podria decirme como esbozaria el gréafico da ésbcion?

1
A6 CuandoX valga > la funcion vale 0 y ese es un punto por dondsapa

grafica.

I: ¢ Cémo quedaria la gréfica?

A6: Me esta mostrando una recta que se estad desplazuna unid(susurra y
traza)

I: ¢, Cémo calcularia el area?

A6: Por la integral la calcularia en el intervalaig me estan dandode 0 a 2 y el eje
X.

I: ¢, Qué valor obtendria?

A6: Cuando la hallé me dio 4.

I: ¢ Esta de acuerdo con ese valor del area?

A6: No estoy muy segura porque no estoy manejangohbmen el valor absoluto
(ABEL).
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Por un lado, esta alumna relaciona erroneamentgella funcidbn sea siempre
positiva con que el area sea positiva. Ademas afigme la funcion pasa por el punto
(1/2,0), lo que no coincide con la grafica queirdapuesto que no corta al eje x. De esta
forma demuestra queo coordina los registros de representacion graficg algebraica
Asocia el area con el elemento matematiid ya que sefiala que para calcular el area
utilizaria la integral, como efectivamente hizorgp&omo ha representado de forma
incorrecta la gréfica y tiene una concepcion erode la funcion valor absoluto no es
capaz de plantear correctamente la integral que taber para calcular el area que se le
pide. Se puede afirmar, por lo tanto, que no loglacionar los elementos matematicos, ni
establecer las relaciones logicas necesarias paesdlucion de la tarea, tanto de folGa

COMOA.

En la tarea 6.

Dada la grafica de estas funciones, explicar emibés del

gréafico, por quéi(x2 + x)dx:ff xzdx+ixdx-
0 0 0

Esta alumna no es capaz de establecer un razortargigtfico cuando contesta al

cuestionario y simplemente indica que “analizandméricamente las areas por separado;
primero de la Integral Definida dg = x* + x con el eje x me da igual que sumando las
integrales definidas dg = x*con el eje x y y=x con el eje x, me da una igualdzsio

tomando aa (limite superior) como un valor arbitrario perorgpdodas las integrales el
mismo”. Es decir, ve la igualdad anterior como wemtidad y no es capaz de considerar
el por qué. Durante la entrevista justifica estagon algebraica basandose en el elemento

matematicdP?ID:

A6: ... por propiedades puedo decir que la integraé gne darjj(x2 +x)dx, la
puedo separar y me da la igualdad, por medio défigp me estan diciendo que la
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grande contiene a las dos pequefias, que la grapged +x, da igual a la

integral de y = x> mas la integral dex.
(A6 EB).

Cuando se le pide que dé un razonamiento grafi@age hlas siguientes

representaciones graficas:

AB, representacion G de la tarea 6 durante la entrasta

Representa por separado cada una de las funciaiesnyta la region determinada
por cada una de ellas a partir del origen y cajeek. Utiliza el elemento matematiaCA
de formaG, porque en lugar de representar la gréfica deaién y=xX+x la aproxima

mediante un triangulo que recubre su area.

I: ¢ Por qué utiliza sélo el registro algebraico?
A6: Graficamente podria hacer un triangulo que meparia el area del grande.
(A6 EB6).

Luego compara las areas geométricas y las suma qoangrobar la igualdad,
aunque en su intervencion no se distingue si esbdahdo de las funciones o de las

gréficas:

I: ¢ Qué estaria representando ese triangulo?
A6: El area del grafico grande esta representareleuma de los dos pequenios.
I: ¢ Qué mas haria para demostrar que esa propiegtadumple graficamente?
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A6: Ahora, puedo decir sy =x* + X y cojo los dos pequefios los puedo sumar.
I: ¢Qué puede relacionar graficamente, como puedelair que son iguales? A6:

Si sumo estas do§,+X, seria la suma de estas dos areas pequeias qeé-ie)s
y eso da una igualda@scribe en una hoja).
(ABEB).

Aunque inicialmente recurrié al elemento matematid de forma algebraica para
resolver la tarea utiliza de manera aislada el efteon mateméaticcACA de formaG,
cuando dibuja por separado el area delimitada pda ¢uncion, para comparar luego el

area de forma geométrica, pero no concluye lauesnl de la tarea.

En la tarea 8, ella misma reconoce los problemeadigoe con el registro gréafico:

¢ Cudl es el significado matematico de la Integedfirida de la funciony=f (x) en un
intervalo [a, b]?

Inicialmente identifica la integral definida conadliculo del area bajo una curva:

b
I: ¢Como le explicaria a un compafiero el significatd IaJ.a f(x) dx?

A6: Que la integral definida es el espacio que sté ecupando el area total y que
debe ser continua en un intervalo para poder iraegr

Pero, al insistir en que desarrolle esa idea, sgpses dificultades con el registro

grafico.

I: Si mafana tuviera que explicar el concepto degral definida, ¢ Como lo haria?
A6: Es que ahora que usted me esta preguntandce seéto, tengo demasiadas
dudas.

I: ¢ Cuales dudas, por ejemplo?

A6: No, tengo todos los conceptos errados tengohosiwacios que crei haber
llenado.

I: ¢ Cual es su propia definicion en este momentmtgral definida?

A6: Lo que pienso es que es el proceso limite desuma de Riemann, cuando
hago particiones y hallo el area de cada una desgsaticiones, las sumo y me da
el area total, pero con la integral definida no lwauna aproximacion, hallo el
valor del area.

I: ¢Por qué en la definicion utiliza unos concepyds hace con mucha propiedad,
pero cuando le digo que si podria, explicarle auadg tiene dificultad?
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A6: Porque de esa manera, si lo podria explicatesgo un area le podria explicar
a alguien que si hago particiones cuando las surse me va a dar una
aproximacion del area; si voy hallar es un valomakeno aproximado utilizo la
integral Definida, asi puedo explicar esto, pemoge otras cosas en las que no seé.
I: ¢,Como cudles?

A6: Como por ejemplo, el valor absoluto de una iimccomo la pregunta que me
hizo ahora, cuando graficamente no pude demossay es ahi donde sé que tengo
conceptos claros pero hay cosas que me estan falgnaficamente y no puedo
demostrar.

(AGES).

Para responder a esta pregunta menciona algunoerdless matematicos, pero
muestra que tiene muchas dificultades. Por un lidéaotifica el elemento matematitdD
con el calculo del area y, por otro ha trasformaa condicidn suficiente en una condicion

necesaria, lo cual no es cierto; porque lo que Biceondicion suficiente es quee una
funcion f es continua en el intervalo cerradfe,b], entonces f es integrable en[a,b],

pero existen funciones que sin ser continuas stgrables; afirma que tiene conflictos
para utilizar los elementos matematicos y finalmemienciona el elemento matematico
ALS, demuestra que recuerda los conceptos pero quesnmapaz de utilizarlos para
resolver las tareas del cuestionario y lo pone deifiesto cuando afirma que graficamente
tiene dificultades para manejar esos elementosnmdaiteos y aplicarlos en la resolucion de

las tareas.

En este mismo sentido el mapa conceptual que pegses a continuacion
representa la imagen mental que esta alumna tabore gl concepto de Integral Definida,
en el cual también muestra como recuerda los ekamematematicos que para ella

configuran el concepto de Integral Definida.
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A6, mapa conceptual que representa el concepto datégral Definida

|
for gemplo

Ae

Por la representacion mental que esta alumna leestd concepto matematico se
aprecia que recuerda los elementos matema#€oa&, cuando menciona particiones y
sumas de RiemanrID, asociada a una antiderivad@lD, porque plantea algunas
propiedades en concreto la integral de una comstgnia propiedad de la unién de
intervalos, y el elemento matematiddV, pero no aparece representado el elemento
matematicoALS. Estos mismos elementos los recuerda tanto emestionario como en la
entrevista de manera aislada y con dificultad cogfla misma lo manifiesta en la
resolucion de algunas tareas del cuestionario kagijustificaciones que hace durante la
entrevista. Estos elementos los plantea en untregiasi exclusivamente algebraico que
demuestra los problemas que tiene con el registificg. Podemos considerar que esta

alumnano tiene sintetizados los sistemas de representatidorque en la tarea 5:
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Dada la gréfica dé(x) = 2x—x?, calcular por aproximaciones el alea
de la regidn rayada. Justificar el procedimientizatio.

ey 2
~ =

g 3

e bt

Responde de forma exclusivamente algebraica sar eancuenta que se le pide que
lo haga por medio de aproximaciones:

PN e T R T e
=Y s z = A

Aaz(@-2)+ (e +2)-a+2))

2
A=-2+ 2

- 5"

AB, resolucion A de la tarea 5 del cuestionario

Utiliza los elementos matematicatD, TFV y PID de formaA para calcular el
area sombreada. Decide utilizar la Integral Deéirpdra calcular el area; divide el intervalo
en dos dependiendo de si la grafica de la funcéda por encima o por debajo del eje x;
para el intervalo [2,4] cambia de signo la integahlser la funcion negativa, calcula
correctamente una primitiva y aplica la regla der@a pero se confunde al hacer las
sustituciones en los extremos del segundo interedtdandose del signo negativo.
Finalmente hace calculos algebraicos incorrect@smgule permiten obtener el valor real
del area.

Durante la entrevista, se da cuenta que se le qige trate de hacerlo por

aproximaciones y que con el célculo anterior Idvbeho de forma exacta:

A6: Me dicen que aproxime el area y me dan unaapertida en 2 en el eje,
entonces con una integral definida puedo halladrel.

I: ¢ Qué le pide el ejercicio?

A6: Aproximar el area. La integral definida me davalor exacto.

(AGED).
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Por ello menciona la subdivision del intervalo yuldizacion de rectangulos para

poder aproximar el area:

I: ¢ Como aproximaria el area?

A6: Por particiones puedo sacar rectangulos, que ocepen el area de las
gréficas.

I: ¢, Cémo seria, tracelos?

A6: La primera curva se esta moviendo en el 8je2 unidades y en el ejg
positivo hasta 1, me dan una parabola que abredabgjo, entonces particiono

(AGES).

Para ayudarse en su razonamiento realiza nuevarzegt@fica de la funcion y
utiliza el elemento mateméatiocdCA de formaG intentando aproximar el area mediante

rectangulos inferiores:

A6, representacion G de la tarea 5 durante la entrésta

Hace calculos algebraicos apropiados para aproxéhé@ea.

eqde 005 & ST
‘;f
2.35 4 it ___(fjifl‘l
R T NS Bu1d

A6, resoluciéon A de la tarea 5 durante la entrevist

Para ello, divide el intervalo en dos subintervadegin que la grafica esté por

encima del eje x o por debajo. Recubre el areaspondiente al intervalo [0,2] mediante
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dos rectangulos idénticos de medidas 1x1, con & ahtiene una aproximacion de esa

parte del area de 2 unidades cuadradas:

A6: La primera curva se esta moviendo en el ejauridades, y en el eje y positivo
hasta 1, me esta dando una pardbola que abre habajo, entones como
particiona el primer rectdngulo y tomo de base un

I: ¢, Cémo obtiene la altura?

A6: La altura, si miro a la gréfica la altura estfando hasta 1

I: Si

A6: Me dicen que la funcién de esa curva es f(x)¥2>entonces esa unidad la
puedo evaluar en la funcion y me da el valor deltara

(ABES5).

Para el primero de esos rectangulos no tiene prasdesn calcular la altura, evalia
la funcion enf (1) No se da cuenta que de esta forma esta suporigeedel rectangulo es
superior y ella lo ha dibujado inferior. Para ejsedo, esto ademas le va a dar problemas
porgue piensa que la altura vendra determinadafp(@b y eso le da una altura d& que

no concuerda con la representacion grafica, pogue podemos deducir que no esta
coordinando el registro gréafico con el algebra@alie le lleva a una confusion. Esto tiene
gue ver con el crecimiento y decrecimiento de tzidn. Esta alumna tiende a evaluar la
funcion en el extremo derecho del intervalo; sifuacién es creciente eso le permite
calcular la altura de rectangulos superiores, ®ar & produce el error en el primer
rectangulo. Y si la funcidén es decreciente caltallaltura de rectangulos inferiores, lo que
no le coincide con la grafica que ha hecho porgadria un rectangulo de altuéa Como

el resultado que obtiene no es el que espera dqaalbay que evaluar la funcion en 1, en
lugar de 2, con lo que sigue utilizando rectangulos supesiopero, ademas, segun su
razonamiento, no porque sea el lugar corresporgiania abscisa de la altura del
rectangulo sino porque la base del rectangulo emdeinidad:

I:... ¢COomo obtiene el &rea del segundo?

A6: El &rea del segundo, evaluando la funcién emu es 2x% 2 por 2 y 2 al
cuadrado da 4, menos 4 me da 0

I: ¢ Por qué en 2?

A6: No en 1, que es la longitud del intervalo, ggada base.

I: ¢ Cuando da el area?

A6: La base a estoy cogiendo desde 1 hasta 2.

I: ¢ Cuanto es el area del segundo?
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A6: 1

I: ¢ Cuanto da el area total sobre el eje OX?
A6: 2 unidades sobre el eje x

(AGED).

A continuacion calcula el &rea que esta bajo ekejeobtiene un valor aproximado

de 2 unidades cuadradas.

I: ¢ Como calcularia el area bajo el eje OX?

A6: Lo mismo con particiones.

I: ¢, Cémo seria?

A6: Tengo la misma curva que se extiende de fomuoeediente y que no alcanza a
partir en 4, aproximadamente en 3.5 y tiene undar@aralela al eje Y, que corta
con la gréfica de la parabola, los valores del &feestan dando negativos, y la
gréfica segun la estoy viendo va mas o menos h@$ia

I: ¢ Qué figuras va a formar bajo el eje OX?

A6: Rectangulos.

I: ¢ Cuantos rectangulos trazaria?

A6: 2, uno que tiene de longitud 1 unidad de base

I: ¢ Como obtiene la altura de ese rectangulo?

A6: Evaluo la funcion

I: ¢ Cuanto le daria?

A6: 1 una unidad para el primero y el segundo seria

I: ¢ Cuanto mide el area

AG6: ¢El area ¢1

I: ¢ El &rea de ese rectangulo es 1?

A6: Es la base por la altura

I: ¢, Como obtiene la altura?

A6: Pero es que la altura la puedo tomar viendodaglades en las que me estan
partiendo el eje y de la grafica que me dieronialimente, que va hasta -5 y puedo
decir que si la base es 1, la altura la puedo torhasta 4 y calcula el area del
rectangulo como la base por la altura y obtengaitlades cuadradas.

(ABES5).

Se aprecia que no es capaz de coordinar los eggtafico y algebraico por varias
razones. En primer lugar no se da cuenta que aktdlando el area por defecto y en ese
caso no existiria ningun rectangulo en el interya)8]. Ademas, para calcular la altura de
ese rectangulo no evalla la funcion en un puntondetvalo sino que se fia de la grafica

gue hizo y escoge un valor de forma intuitiva.

Le queda el célculo del area del ultimo rectanguéma el que le ocurre algo

parecido puesto que no se da cuenta de que tieneatpular el area por defecto y en lugar
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de evaluar la funcion en x=4 considera como alder@se rectangulo la correspondiente al
extremo derecho del intervalo y por eso le da lor\de 5,5:

l: ¢ Como calcularia el segundo?

A6: De la misma manera, pero el segundo ya tendiibase 0,5.

I: ¢, Coémo obtienes esa area?

A6: Pues multiplicando 0,5x5,5
(AGED).

Finalmente obtiene una aproximacion&leh bajo la curva sumando los resultados
anteriores:
I: ¢ Como obtiene el area total por aproximacion? _
A6: Entonces, 2 unidades que estan por encima%/ dué estan por debajo me dan

8.75 aproximando al area total.
(AGED).

Cuando se le pregunta que si puede obtener mepregimaciones menciona que
lo podria hacer utilizando més particiones.

l: ¢ Como obtendria mejores aproximaciones?
A6: Haciendo mas particiones.

(ABES5).

Esta alumna no logra concluir el desarrollo dealed, porque en el cuestionario
s6lo proporcion6 una resolucion algebraica mediahteso delTFV sin abordar la tarea
por aproximaciones y durante la entrevista aplicdegnento matematid®ID, en concreto
las propiedades de la integral de funciones pa@sitiy negativas a partir de las
subdivisiones del intervalo y calcula el area pdizando el element@dCA de formaG y

A, pero sin ser capaz de coordinar los dos registros

Los elementos matematicos que recuerda’sOA, LID y TFV, algunos de ellos
los utiliza en la resolucion de las tareas, y lementos matematicos que menos utilizé a lo
largo del cuestionario soALS y PID. Asimismo recuerda y utiliza de forma errénea el
elemento matematicblD, porque afirma que la Integral Definida le permipeocximar el
valor del area, YFV porque no tiene en cuenta que para aplicar la réglBarrow, la

funcidon ha de ser continua.
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Por la forma como esta alumna resolvio las difeetareas a lo largo de todo el
cuestionario, como fueron justificadas esas respsies la entrevista, y por la comprension
del concepto de Integral Definida que refleja emapa conceptual, consideramos que esta

alumna se encuentra en el nivgra, de desarrollo del esquema del concepto de Integral

Definida.

En la tabla siguiente se resumen las relacionesagglos elementos matematicos y
los sistemas de representacion utilizados poradgtana correspondiente tanto en el nivel

intra 1 como en el niveintra.

; SISTEMAS DE
NIVEL | CARACTERISTCAS | ELEMENTOS MATEMATICOS | REPRESENTACION

Recordar elementos| La Integral Definida: (A) o
matematicos con -La def!r)|C|on anglltlca_ de |nte_gr§1l def|n_|da.‘

Condicién suficiente: continuidad implica .

INTRA1 | errores. integrabilidad. Algep_rauco

Los teoremas fundamentales: (A) Analitico

-Regla de Barrow.
Mostrar dificultades | El &rea como aproximacion:(G,A)
en establecer| -Aproximacion del area de una region plana,
relaciones l6gicas -Fgrmula del area del re't’:tangulo.

. - e -Férmula del area del triangulo.
(conjuncion  16gica) | _particion del intervalo.
entre elementos| -Sumas de Riemann.
matematicos. (Intento El &rea como limite de una suma:(G,A)
P -Limite de las sumas.
96 . s rglaSIOH La Integral Definida:(G.A)
conjuncion l6gica”). | | 3 integral definida como area de una regioh.

-La definicién analitica de integral definida.

INTRA -Funciones positivas y negativas. Gréfico
Recordar algunos| -Condicién suficiente: continuidad  implica ;

: - Algebraico
elementos integrabilidad. Analiti
matematicos de forma I(_gsA)propiedades de la integral definida: nafiico
aislada. ’

No tener sintetizados
los sistemas de
representacion.

-Integrales especiales

-Unién de intervalos.

-De linealidad.

-De las funciones positivas y negativas.

Los teoremas fundamentales y del valo
medio: (G, A):

-Regla de Barrow

-Antiderivada de una funcién continua

Tabla 4.4. Relaciones logicas, elementos matemasopsistemas de representacion que caracterizan los

niveles de desarrollo del esquema de integral defda en A6.
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4.1.3. Nivel inter 1

En este subnivel de desarrollo del esquema delepbmade Integral Definida es
caracteristico que el sujeto sea capaz de usaonmrxion légica (y logica) de forma
correcta entre elementos matematicos dados en ®honsistema de representacion;
recordar algunos elementos matematicos graficggbedicos y/ o analiticos, y tener

esbozo de sintesis de los sistemas de representgfico y algebraico.

Entre los alumnoson quienes se realizd este estud® muestratener esbozo de
sintesis de los sistemas de representacion graficalgebraico.Por ejemplo en la tarea
3.

Sea R laregién entre la gréfica de la funciéj=° y el Intervalo [0,4]
-Utiliza particiones para aproximar el valor dedade la region R.
-Justifica tu respuesta.

Para responder a la tarea lo primero que hacesesepresentaciéB de la funcién:

Ao —~ haee SE =

Zl\n

A9, representacion G de la tarea 3 del cuestionario

Para ello utiliza el elemento matemat&GA de formaG realizando una particion
en la que cada subintervalo tiene una longitud da unidad. Traza 4 rectangulos

superiores para hacer una aproximacion del areaxop@so y, calcula sus areas y las suma.
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A9, resolucién A de la tarea 3 del cuestionario

Ha sido capaz de coordinar la representa@dron laA para calcular la altura de

cada rectangulo sustituyendo la abscisa correspoteden la expresion algebraica de la

funcion, aplicar la formula del area del rectangualcular el area de cada rectangulo,

sumar esas areas y obtener el area total aproxip@wdaxceso. Pero durante la entrevista

se observa que confunde las subestimaciones cddeéa de hacer la particion con

subintervalos cada vez mas pequefos.

I: ¢ Cuando se aproxima mas al area usando subestimes o sobreestimaciones y

por qué?

A9: Subestimaciones, porque entre mas pequefosatgsme aproximo mas al

area.
(A9E3).

Para dar un valor exacto del area el alumno tratacalcular el limite de una

sumatoria de Riemann.
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Aqui utiliza el elemento matematied.S de formaAN. Para ello calcula la base de
cada subintervalo para una particion determinadajUa la abscisa en la expresion
algebraica de la funcion para determinar la altptantea la sumatoria de Riemann, y
calcula el limite de la sumatoria, aunque el cél@aldebraico que hace es incorrecto puesto

gue multiplica la expresién por 4 dos veces cuaddo tiene que aparecer una vez.

Durante la entrevista relaciona el limite de la suhe Riemann con la Integral
Definida.

I: ¢ De qué otra forma diferente a la anterior paddalcular el area bajo la
gréfica?

A9: Usando el limite de la sumatoria de Rieman® gu Ultimas es una integral
definida.

I: ¢ Como plantearia el limite de una sumatoria denknn en este ejercicio?
A9: Es que el limite de la sumatoria de Riemanmdoan tiende a infinito y la
particion tiende a 0 siempre es la integral defajipero para evitarme tanto
trabajo con la integral definida.

(A9E3).

De esta forma se esboza ademas un intento dencaimjulogica entre el elemento
matematicoACA de formaG y el elemento mateméaticALS de formaAN, porque
menciona las particiones, la construccion de reetés inferiores y afirma que si traza
rectangulos cada vez de menos longitud en la IsEs@proxima mas a la curva y lo
relaciona con el limite de las sumas Riemann otiésnde las areas aproximantes de los
rectangulos y ademas asegura que cuando estéacalout! limite de la sumatoria lo que
esta aplicando es la Integral Definida. Pero caraidjue el elementALS de formaAN
s6lo permite conseguir una aproximacion del arepuindica una concepcion errénea del
concepto de limite.

I: ¢ Que expresa el limite de una sumatoria de Riera

A9: Expresa como se podria utilizar la méxima apr@cion al area, primero la
sumatoria de Riemann, cuando uno hace una partididide un intervalo em
puntos y esos puntitos se van hacer cada vez nyaeipes que son la base de los

rectangulos al usar la altura comd después usando el valor funcional como

altura eso va aproximando, entre mas pequefos leaga rectangulos mas voy a
rellenar de rectangulos toda el area que estoy a&ipnando, asi que me van a
quedar espacios mas pequefios, entonces a medidegaenas fina esa particion,
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me va aproximar al area, por eso cuando usamosortepto de limite, que es
cuando el limite de esd% puntos tienda a infinito, estoy aproximando ma&reé.
(A9E3).

De manera global durante la resolucién de la taegauede inferir que este alumno
establece conjuncién logica entre los elementoemaicosACA, ALS, y LID y ha
coordinado los sistemas de representa@o® y AN, pero menciona incorrectamente el

limite como una aproximacion.

En la tarea 8:

¢, Cual es el significado matematico de la Integrediriida de la funciorn
y=f(x) enun intervalc{a, b]’?

Para responder la tarea este alumno expresa ven@mn esbozo de sintesis entre

los sistemas de representacion.

I: ¢ Como le explicaria a una persona el conceptintiegral definida?

A9: Ese concepto, explicandole que seria una sumaatie Riemann, por qué se
hace la sumatoria de Riemann, de donde surgio,icaqulo primero el método

exhaustivo, para llegar al concepto de sumatoriaRiemann, al limite de una
sumatoria de Riemann, hasta llegar a definir quéasategral definida.

I: ¢Qué es para usted la integral definida?

A9: Es el limite de una de una sumatoria de Riemanando la particién tiende a

cero y la norma de la particion tienda a cero,easuando el intervalo pequefio
tienda a cero, o cuando el numero de puntos equesparti tiendan a infinito.

(A9ES).

En este extracto se aprecia que el alumno mendama&lementos matematicos
ACA, ALS y LID de formaAN, pero ha demostrado a lo largo de otras tareasuprelo

tiene que aplicarlos los deja inconclusos.
Ademas este alumno puedsar la conjuncion logica (“y légica”) de forma

correcta entre elementos matematicos dados en elsmo sistema de representacion.

Por ejemplo, en la tarea 2.
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Sea R, la region encerrada por el gréfico de la funcicb(x) =4x y el ejex en el
intervalo[— 2, 2] :

a. Dibujar la grafica.

b. Calcular graficamente el area de la region.

c. Calcular Ia_[_224 X dx

d. ¢Son iguales los dos resultados anterioresfichrs cada paso.

En el cuestionario este alumno en primer lugaressgta la grafica de la funcién:

A9, representacion G de la tarea 2 del cuestionario

Para calcular el area, aplica el elemento matemA@A de formaG. Traza cuatro
triangulos de base 1 y altura 4. Les calcula sa &®btiene un valor de 2 unidades
cuadradas para cada uno de ellos, con lo que ebtiertotal de 8 unidades cuadradas.
Luego calcula el area de dos rectangulos de bgsatdra 4, con lo que obtiene un total de
8 unidades cuadradas que sumadas al resultadooan&da un total de 16 unidades
cuadradas. Coordina la representad®oon laA vy utiliza el elemento matematiéaCA
de formaA para obtener las alturas de cada uno de los tlidsgy rectangulos formados.
En la entrevista se da cuenta que lo podia habeelte mas facilmente utilizando sélo dos

triangulos rectangulos:

I: ¢ Qué figuras bajo la grafica se formaron?

A9: Se formaron 2 triangulos.

I: ¢, Cémo calcula el area?

A9: Aqui se forma es un tridngulo y debi haberdudl 2 triAngulos rectangulos,
uno por encima del ej& y otro por debajo del ej&.
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I: ¢ Qué relacion puede establecer entre el aredadeegion bajo el eje OX y la
formada sobre el eje OX?

A9: Que son iguales, porque tienen la misma bdaemnisma altura.

I: ¢, Cémo ha calculado el area?

A9: Lo que debi haber hecho fue calcular el areaste triAngulo completo y como
son 2 triangulos iguales, debi multiplicar por 2.

I: ¢, Qué hizo ahi, cémo lo resolvié?

A9: Ese dia lo que hice fue hallar el area de ugngulo y trace una linea que me
formo 2 triangulos de base 1 pero me quedaba fdtiaun rectangulo aca y tuve
que haber hallado también el area de este rectamguliego sume las areas de los
triangulos y los 2 rectadngulos que me dieron. .....

I: ¢ Cuanto le dio el area graficamente?

A9: 16 unidades métricas cuadradas es lo que podees la misma.

(A9E2).

En cuanto al céalculo de la integral, en el cuestionda la siguiente solucién de

formaA:

AClaed WO XE BE5TAU Ovvhmngs
Tor TOTECW@N VYO e fane v Aos
VTN | = e

S 52 :
e HF Ar = 2 My J: U A

J\: fr_r.
- 2 4>cd>»> = -3 + Y W

— -& A& —

T Q@ ARt SN0

CON N DoTE Ges

A9, 22 resolucion A de la tarea 2 del cuestionario

Recurre al elemento matemati€dV distinguiendo entre la Integral Definida y su
aplicacion al calculo de areas de figuras planas.

I: ¢ Cuadl es el valor de la integral?
A9: Me dio cero, pero el area no puede dar cercéd paemero seria evaluado en el
2 positivo, daria 8, luego por el segundo teoremmadémental del célculo, seria

evaluado enf(b) menosf (), no esto seria lo mismo -8 o sea que este dart ce

pero si fuera calculada como area no puede dar cero
(A9E2).

En este extracto se pone de manifiesto que el aumarresuelto correctamente la
tarea, porque esta utilizando los elementos matensdtiD, y TFV desde el punto de
vistaA, y ha demostrado que distingue entre la Integediniia como célculo algebraico y
su aplicacién al célculo de areas.
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En la tarea 1.

El area de la region rayada es mayor H2ig menor quel8.
a. ¢ Por qué?

b. ¢ Puede dar valores mas ajustados?

c. ¢Cuales?

d. ¢, Como los obtiene?

En el cuestionario hace inicialmente unas coosibnes geométricas Y justifica las

cotas por comparacion de areas usando el elemextéomatico)ACA de formaG.

SN SSNT
\\'\\

i

A9, representacion G de la tarea 1 del cuestionario

o A
P
i .

Pargjustificar la cota inferior traza sobre la grafiba la izquierda un rectangulo de
base 6 unidades y de altura 2 con lo que obtiend@res de 12 unidades cuadradas que es
menor que la sombreada y para justificar la cotgesor traza un rectangulo de base 6
unidades y altura 8, con lo que obtiene un are4¢8denidades cuadradas que es superior al
area sombreada. En la grafica de la derecha mumstrggrocedimiento para obtener una
mejor aproximacion, para lo cual hace dos partesonegulares, una en la que cada
subintervalo tiene de longitud 2 unidades y entia tienen una longitud de 1 unidad. Para
la primera calcula graficamente las alturas de rexgangulos construidos sobre cada
subintervalo y obtiene 2, 4, y 6 unidades respagtante, como si se tratara de una funcién

lineal. Calcula sus areas y obtiene una aproximad&24 unidades cuadradas.

12+l VE- EINmE

A9, resoluciéon A de la tarea 1 del cuestionario
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Durante la entrevista representa nuevamententadn y muestra dos particiones de
formaG:

A9, representacion G de la tarea 1 durante la entrésta

Podemos observar que la gréfica de la izquieeggesenta en primer lugar dos
rectangulos, para mostrar la acotacion dada en regupta del cuestionario y
posteriormente realiza una particion mas fina pamue traza rectangulos muy finos que
aproximan mas el area bajo la grafica. La grafiea ld derecha representa una

aproximacion del area por exceso, para lo cuahti&s rectangulos superiores.

Luego intenta coordinar la representacténcon unos célculos algebraicos para

obtener un valor aproximado del area bajo el gvafic

“’fi-" ) Z%}Aﬂ

'Z'\.‘h.t;‘l'i"\

A9, resoluciéon A de la tarea 1 durante la entrevia

Se puede apreciar que los calculos que haceapavaimar el area por exceso de la
region coinciden con los que present6 en la satudi la tarea en el cuestionario y que
justifica de la siguiente forma:

I: ¢ Por qué ese valor es mas aproximado al area?

A9: Porque, si se fija bien cuando uno estd haadesdtos rectdngulos quedan

pequefos triangulitos aca, esos triangulos no Ist®ye contando, no me quedan

dentro del area, pero a medida que los voy haciende cercanos, mas pequefios,
mMAas angostos, esos triangulos se van haciendo etpgefios.

I: ¢ Qué esta logrando cuando hace esos rectangutitala vez mas pequefos?

A9: Me estoy aproximando mas al area que me esthenglo...

I: ¢ Cudles serian los valores aproximados, de agoeon lo que esta planteando?
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A9: Aqui, s6lo me estaban pidiendo valores ajugtagono el area realmente,
entonces hice lo mas sencillo que es exactamergadcestaba haciendo con los
rectangulos, pero un poquito mas amplios y usandmlagdes mas faciles de
calcular de 3 a 4, partiéndolo por unidad de 3 ald,4 a5, de 5 a 6.

I: ¢ Cudl es el area aproximada de esa region?

A9: Me dio 24 unidades de medida cuadrada

(A9E1).

Intenta relacionar los elementos matematiBGA y ALS pero sélo es capaz de

mencionarlos, no utilizarlos:

I: ¢Qué es aproximarse al area?

A9: Es encontrar basicamente que esos rectangigodan a infinito, o sea usando
un concepto de limite tendiendo a infinito me datiarea real.

I: ¢ Qué limite calcularia, aqui?

A9: Hallaria el limite de una sumatoria Riemann da la particion tiende a
infinito.

I: ¢ Podria aplicar aqui una sumatoria de Riemann?

A9: Si, la sumatoria de Riemann lo que me diceuesdl &rea de cada rectangulo
seria la base por altura, entonces esta longitnd seria la base, que es la
distancia que hay entre un punto y otro y la altl@btengo del valor funcional de
f?ex me parece y eso seria mas o menos la sumatoriaddeesto(escribe las

respuestas).
(A9ED).

Se puede apreciar algun error como cuando dicelapigectangulos tienden a

infinito que luego corrige indicando que es laip#hh la que tiende a infinito.

Cuando se le pregunta si puede utilizar otrasdsrde aproximacion, menciona el
elemento matemétichID de forma A pero manifiesta que necesita de la expresion

algebraica de la funcion.

I: ¢ Puede utilizar otros métodos para aproximaéega? _
A9: ¢Otros métodos para aproximar el area? El Unioétodo seria hallar la
ecuacion de la funcién y aplicar una integral defan

(A9E1).

Por la forma como resuelve la tarea se aprecisearrgl que establece un intento
de conjuncion logica entre los elementos matema#¢@A, ALS y LID cuando utiliza
particiones, construye los rectangulos, plantea sumaa de Riemann, y menciona el

proceso limite de una suma.
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En la tarea 4:

Calcular el area limitada por la grafica de la fand (X):‘ZX—]\, en el intervalo[O, 2]
y el ejeX. Justificar la respuesta.

Primero manifiesta que no sabe como resolverley pace un intento y trata de
recordar la funcion valor absoluto de para poder aplicarlo a la funcidon que aparedaen
pregunta.

)U) * /2)‘1/ z 7% -) O
1AL 3

A9, representacion A la tarea 4 en el cuestionario

A9: El valor absoluto deX, es X si X es mayor que 0 y seriaX si X es menor que
0. (A9E4).

Ademas, durante la entrevista representa graficmian funcién siguiendo el
siguiente razonamiento:

A9: Lo mas facil seria darle dos o tres valoresramX valga 1, seria 1, cuando
valga 2 seria 3, cuand¥ valga 3 seria 5

I: ¢ Donde cortaria esta recta el eg?

A9: La cortaria en 0,5. Si seria una recta.

A9: Aqui estan, pero tengo un problema, porque ithenpel area desde cero a dos,
y cero esta por fuera de la gréfica, seria desdel@sta 2 que seria esto y me estan
pidiendo es toda esta area.

(A9EA4).

A9, representacion G de la tarea 4 durante la érevista
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Para calcular el corte con el eje x, despejaatdrvde X en la funcion, y traza la
grafica como si se tratara de una funcion linealtener en cuenta que tiene que graficar la
funcion valor absoluto. Forma dos triangulos deteactos por la gréfica y el eje x, uno de
forma correcta entre la gréfica de la funcion gjel X, y otro de forma incorrecta bajo el

eje X Para calcular el area pedida lo hace de dos formidizando el elementdCA de

formaG que sélo aplica a uno de los triangulos:

I: ¢ Qué figura tiene formada?

A9: Tengo 2 tridngulos. De la manera mas facilisdrallarle el area a estos 2
triangulos que seria...

I: ¢ Como seria?

., - , 1
A9: El triangulo pequefio, que seria base por altsobre 2, senai por la altura

eny (A9E4).

Para la segunda forma aplica el elemento mateoldd con un procedimientA.

A9: ...Usando la integral.
I: ¢ Como seria?

1
A9: Seria la integral desde cero has%a
) 1
I: ¢,Por qué hastaé?

1 . . . . :
A9: Porque, enE corta la gréfica el ejeX, esta area esta por debajo del &jeque

daria negativa, tendria que anteponerle un sigmwamue el area de positiva.
I: ¢, Como lo escribiria?

A9: Asi, 2x -1e dx mas la integral definida desd;e hasta 2 de la funciorf (X)

que seria el valor absoluto dex -1 dx.

I: ¢ Est& seguro que ese integrando va en valor labs®

A9: Asi como lo tengo lo puedo quitar.

I: ¢ Por qué lo puede quitar?

A9: Porque estoy asegurando que el area me déiymsil hacer este pedazo
negativo.

I: ¢El resultado que le dio al hallar el area usanth integral y el resultado del
area a partir de los triangulos seria la misma?

A9: En esos triangulos por ser una recta y el tgélo considero que seria la
misma area.

(ASE4).
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A9, resolucién A de la tarea 4 durante la entrevist

A partir de la representacion gréfica realizaddiza los elementos mateméaticos
LID, TFV y PID, en concreto la propiedad de la unién de intervaledpormaA, cuando
plantea una integral y la subdivide en dos integralegun que la funcion sea positiva o
negativa (lo que no se corresponde con esta tanepe la funcidon siempre es positiva)
luego aplica eTFV como si se tratara de una funcion lineal, de hectzode las primitivas
(la segunda) estd mal calculada. Finalmente altginsgn los extremos del intervalo se

confunde en los calculos aritméticos.

De forma global se puede inferir que el alumnoldsta un intento de conjuncién
I6gica entre los elementos matematiéd3A, LID y PID de formaG y A, pero no logra
establecer una conjuncion légica correcta enties gdara resolver la tarea correctamente,
de hecho la representacion gréafica de la funci@esto desconocimiento de la funcién

valor absoluto son los que determinan su resolucion

Ademas este alumnecuerda algunos elementos matematicos de formaskida.

Por ejemplcen la tarea 5:

Dada la gréfica dé(x):Zx—xz, calcular por aproximaciones el area de la region
rayada. Justificar el procedimiento utilizado.

Y T — —}
e R B

1
—=
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Lo primero que hace este alumno es tratar dardalregion sombreada para poder
dar una aproximacion del area:

(A9, representacion G de la tarea 5 del cuestionar)

Para ello hace uso del elemento matem®icé de formaG, utiliza una particion
con dos subintervalos y para aproximar el area ep@eso traza sendos rectangulos
superiores para cubrir el area sombreada tantemp@ma del ejeX, como bajo el ejex

Una vez construidos los rectdngulos realiza unquliogientoA para aproximar el area
sumando las areas de los dos rectangulos
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A9, representacion A de la tarea 5 del cuestionario

En este caso no es capaz de coordinar los @Bty la A, no indica como obtiene
los valores de las areas de cada uno de los redt&ngue luego suma para dar un valor
aproximado del area total.

Durante la entrevista, cuando se le pide queigangna aproximacion mejor,
menciona verbalmente algunos elementos matemafiemao menciond en el cuestionario,

pero que no es capaz de utilizarlos para con@uarea, solo es capaz de mencionarlos:
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I: ¢ Coémo la podria aproximar mejor?

A9: Para hallar una aproximacion usaria particionde 1 milimetro de base y la
altura evaluaria en la funcion y sumaria todasséeeas.

I: ¢ De qué otra forma podria aproximar, qué otrasqedimientos puede aplicar?
A9: No en el momento desconozco otros procedingenfmarte del método
exhaustivo.

I: ¢Qué es el método exhaustivo?

A9: Hacer figuras conocidas para rellenar bien @ forma que no me queden
espacios para hallar lo mas aproximado posiblereba

I: ¢ Qué puede concluir de los resultados obtenidos?

A9: Que una aproximacion seria mas bien como vaga,lo que aqui hice muy
pocos rectangulos.

(A9ED)

Para resolver la tarea hace uso del elementométitw ACA de formaG y A de
manera aislada, porque no establece relacion lggitatros elementos matematicos que le
permitan obtener mejores aproximaciones o calallarea. Menciona que podria utilizar
particiones mas finas para aproximar mejor constrdg rectangulos de menor base que
cubran mas el area sombreada, afirma que no catiaseformas de aproximacion ademas
del método exhaustivo, y es consciente que el wditamido no es una buena aproximacion

del area bajo el grafico.

Para resolver la tarea 6:

Explique, en términos del grafico, portft@é? + x)jx=jl xzdx+jxdx
0 0 0

En el cuestionario verbalmente expresa lo sigaie
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A9, representacion verbal de la tarea 6 del cuestiario

En la entrevista se limita a reproducir el misgsmgumento que habia escrito:

I: ¢ Podria explicarme el razonamiento que realindapregunta?

A9:Lo que digo es que al hacer la particion regular sumatoria de Riemann y un
limite cuando la particién tienda a cero, estos diostes o integrales definidas
sumadas darian igual a la integral de la funcioncial del integrando, en este
momento estoy de acuerdo si tuviera que hacerietggral para hallar el area de

X. (A9ES).

Lo que demuestra que recuerda algunos elemeratesnaticosACA, ALS y LID,
pero de memoria y de forma inconexa porque no gazcde tomar decisiones a partir de
ellos para resolver esta tarea. Durante la enteekisce una representacion grafica de cada

una de las funciones de los integrandos:

A9, representacion G de la tara 6 durante la entrasta

Pero, aunque se insiste en que aporte un razentmgrafico de la propiedad de
linealidad sélo es capaz de recurrir al elementtematicoACA sin ser capaz de concluir

correctamente la tarea.
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I: ¢ Por qué utiliza solo el registro algebraico pademostrar la propiedad?
A9: Graficamente no se ve como muy facil que eh @ la rectay=x, y la

funcion X sumadas me den el area ¥e+X.

A9: Pienso que se podria hacer de manera senai#legrtando este pedacito y
ponerlo.

I: ¢ Qué figuras podria formar bajo el area de lafica de cada funcion?

A9: Bajo la grafica dey = x , quedaria mucho mas facil hacer un triangulo baljo

area de X, también seria facil hacer un triangulo en lasstye me daria un valor
bastante aproximado de las areas de cada uno.

I: ¢ Podria justificar numérica y o graficamentei¢aaldad de las integrales?

A9: Justificarlo como en especie de demostracion.

(A9ESB).

En la tarea 7b recuerda algunos elementos matermatie forma aislada y con
errores.

En el apartad@b, que aparece a continuacion, decidir si la afifbraes verdadera o
falsa. En caso de ser falsa, explicar por qué drarasn contraejemplo.

7bsi f es continua efa, b], entoncesf es integrable efg, b

El argumento es incorrecto puesto que utiliza prapiedad incorrecta de la
derivabilidad y, ademas, la aplica a la integrdhi:

I: ¢ Como explica el argumento de la proposicién 7b?

A9: Si T es continua erﬁa, b], entoncesf es integrable elﬁa, b] y lo primero que
se me viene a la cabeza es guena funcidén es continua entonces es derivable

(A9ET7h).

La derivabilidad implica continuidad y no al contrario, ademasd reciproco de
este teorema no es ciertolraslada esta misma propiedad errénea a la atidigiad por
similitud.

También responde la tarea 7c cometiendo algunoeesrr
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Considerar el valor de verdad o de falsedad de Hrmacion
J._llx‘zdx:[—x‘l]ﬂ:(—]) —-1=-2 y en caso de ser falsa, explicar por qué o dar un
contraejemplo.

En cuanto al cuestionario esto es lo que hacmlmente cuando responde la tarea:

x|
R ) )
J-, Wzdw =-x . .,)#W?r — -1 - k_;# - -1=\

-1
= -2 \) BEINTEO

A9, resolucién A de la tarea 7c del cuestionario

Utiliza el elemento matematicFV aplicando la regla de Barrow incorrectamente,
porque no tiene en cuenta que la funcion es diseanten un punto del intervalo de
integracion y, por tanto, no redne las condiciamesesarias para poder aplicarla. De hecho,

durante la entrevista se confirma su convencimidat@azonamiento que hizo:

I: ¢ Qué aplicaron para resolver esa integral?

A9: Aplicaron el segundo teorema fundamental diuté.

I: ¢ Qué dice el segundo teorema fundamental deLa?

A9: Que para resolver esa integral lo que hago &tah la antiderivada y evaluar

fD)=1(@a).

(A9E7D).

Aunque, en el mapa conceptual este alumno considem los elementos
matematicos que configuran el concepto de la latdyefinida sonACA, ALS, LID, PID
y TFV considerados en todos los sistemas de repres@am@gciA y AN, en la realizacion
de las tareas ha mostrado que solo los recuerda yiene dificultad con algunos de ellos

para utilizarlos de forma correcta.

De manera global se pone de manifiesto que losesitrs matematicos que mejor
recuerda sorACA, ALS y LID, y so6lo en algunas ocasiong&&V con concepciones
erroneas. El elemento matematico que menos utlizante el desarrollo de las tareas es
PID.
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Por la forma como el estudiante resolvio las difexe tareas a lo largo de todo el
cuestionario, por la manera como fueron justificadmas respuestas a través de la
entrevista, consideramos que el alumno se encuente nivelinter 1 de desarrollo del

esquema del concepto de Integral Definida.

La tabla siguiente representa las relaciones l6gloa elementos matematicos y los

sistemas de representacion utilizados por el aluiamto en el niveintra como en einter

1.

] ] SISTEMAS DE_
NIVEL CARACTERISTCAS ELEMENTOS MATEMATICOS REPRESENTACION

El area como aproximacion:(G, A)
-Aproximacion del &rea de una region plana.
-Férmula del area del rectangulo.
-Férmula del area del triangulo.
-Particién del intervalo.
-Sumas de Riemann.
El area como limite de una suma: (G, A)
-Limite de las sumas.
Recordar a|gunos La integral definida: (G, A)
elementos -La integral definida como area de una region.

P -La definicién analitica de integral definida. g
INTRA matematicos de La integral definida como célculo algebraico. Grafico

forma aislada. -La integral de funciones positivas y negativas. Algebraico
-Condicion suficiente: continuidad implica integititad. Analitico
-La integral definida en otros contextos.
Las propiedades de la integral definida: (G,
A)

-Constante

-Integrales especiales.

-Unién de intervalos.

-Linealidad.

El teorema fundamental: (A)

-Antiderivada de una funcién continua.

-La regla de Barrow.

El area como aproximacion:(G, A)
-Aproximacion del &rea de una region plana.
Usar la conjuncién —Fgrmula del area del ref(':tangulo.

- “ . __m | -Férmula del area del triangulo
I6gica (*y logica”) -Particién del intervalo.
de forma correcta| -Sumas de Riemann.
entre elementos| El area como limite de una suma: (G, A)
matematicos dados| -El limite de las sumas. Gréfico

INTER 1 | en el mismo sistemg La integral definida: (G, A) Algebraico

de representaci()n. -La !ntegral def!n!da como area de una region. Analitico
-La integral definida como célculo algebraico.

-La definicién analitica de integral definida.
Tener esbozo de Las propiedades de la integral definida: (G,
sintesis de los A)
sistemas de -De la integral de funciones positivas y negativas.
representacion -Union de intervalos.
gréﬁco y a|gebraico_ El teorema fundamental: (A)

-Regla de Barrow.
Tabla 4.5. Relaciones logicas, elementos matemasopsistemas de representacion que caracterizan los

niveles de desarrollo del esquema de integral defda en A9
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El alumnoA8, también en el nivehter 1, es capazle usar la conjuncion logica
("y logica”) de forma correcta entre elementos matmaticos dados en el mismo

sistema de representacionPor ejemplo en la tarea 2.

Sea R, la region encerrada por el grafico de la funcic’fr(x):4x y el ejex en el
intervalo[— 2, 2] :

a. Dibujar la grafica, calcular graficamente ebade la region.

b. Calcular Iafz4x dx

c. ¢Son iguales los dos resultados anterioredfichrs cada paso.

En el cuestionario lo primero que hace el alumneepsesentar la funcion de forma

A8, representacion G de la tarea 2 del cuestionario

Para calcular el area graficamente utiliza el elgmenatematic)ACA porgue
dibuja la grafica de la funcion, forma dos tridragulectangulos iguales, uno por encima
del eje y otro bajo el ej&, subraya la region de la que va a calcular el, &phkica de
manera implicita la formula del area del triangodwa calcularla y obtiene como resultado

16 unidades cuadradas. Esto mismo lo expresa éueaahtrevista:

I: ¢ Puede explicarme como ha resuelto la tarea?

A8: Al hacer el gréafico tengo una linea que cruza pl origen y por donde esta
acotada esa area, resultan dos triangulos.

I: ¢ Como son esos triangulos?

A8: Esos triangulos, a la vista son triAngulos spmies, son tridngulos
congruentes.

I: ¢De donde, y como obtiene el 16?

A8: Ese 16 es de toda el area, que se estarigaatle en éste caso.

(ABE2).
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Una vez calculada el area, a partir del registé&igp coordina un procedimiento
algebraico y establece una diferencia entre lgiateeomo calculo algebraico y la integral

como éarea de una region.

ok ad af

QC ﬁ:ifxc/: = 40 - H 1g-g o @
2 | ¥

do oy o Q““C/"”Z e o Ared o Fufcj‘w "U]‘,

| ,
e.ﬂi?omf) %rabayamc) [a .,,.laq,,z) 1 do) tpfer o) (_{(o’?_ y &

'Q,O &n vy absc."ul}o fO;/‘;GI aigds

] JVM mo)

0

1
1
Q% ”‘L/ - fol 4l = (6un'
52

A8, resoluciéon A de la tarea 2 del cuestionario

Para ello en primer lugar utiliza el elemento matéoo TFV aplicando la regla de
Barrow, porque halla la primitiva de la funcion,daalta en los extremos del intervalo y
obtiene como resultado de la integral, cero. Eursgg lugar se pone de manifiesto que
utiliza una propiedad de la integral de funcionesifvas y negativasuando calcula la
segunda integral pensada como area de una regidqie se evidencian algunos errores en
el uso del signo menos y del valor absoluto enretedimiento. Durante la entrevista

razona de la forma siguiente:

I: ¢ Coémo calcula la integral?

2
A8: La integral la calculé comgf_24 xdx =

-2 -2

I: ¢ Puede la integral dar cero?

A8: Creo que la integral, si puede dar cero.

I: ¢ El &rea puede dar cero?

A8: No, en este caso no, porque es evidente care&Ino puede dar cero.

(ASE2)
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En este extracto de entrevista, igual que en dtmmario, para calcular la integral
recurre al elemento mateméati¢&V de formaA vy el alumno es consciente que el valor

obtenido no representa el area porque el areaeueser cero.

Por la forma como responde la tarea y los argursequie utiliza para justificar los
procedimientos graficos y algebraicos este alunstabéececonjuncion logica entre los
elementos mateméatic@sCA y TFV de formaG y A; porque a partir del uso conjunto de

estos elementos infiere el rea de la region ystindue del concepto de Integral Definida.

Ademdas cuando justifica la resolucion de la cuastio

I: ¢ Qué relacion hay entre el nUmero dado por kegnal y el que obtuvo del area?
E. Porque en este momento pienso que la funci@asdr por el origen cambia de
signo.

I: ¢Por qué al calcular el area le dio un valor [ y cuando calculo la integral
ese valor se volvio cero?

A8: Es como si la parte de abajo da un valor negatpero ese valor como area
debe ser positivo, es decir no me estaria dand@nea, me estaria dando un
namero y por el hecho de ser area l6gicamente nivipalar negativa.

I: ¢Cual es la diferencia entre calcular un areasicular una integral definida?
¢ Podria explicarlo?

A8: La diferencia es que el area es algo concrate gabemos que no puede dar
negativo, entonces cuando la integral y el areanfada por la funcion que toma
valores positivos y negativos, en la parte de alogbejeX, alli hay que tomar el
area en valor absoluto.

(A8C2).

Aplica condicional logica en el elemento matenmatidD, cuando usa las
propiedades de la Integral Definida de funcionestp@as y negativas, para decidir cuando
la Integral Definida representa un valor real cuedp y cuales son las condiciones
necesarias para que represente el area bajo l@gagdd una region como él mismo lo
afirma en la entrevista cuando dicel &rea no puede dar negativa, entonces cuando la
integral toma valores negativos, en la parte dejaliel ejeX, hay que tomar el area en
valor absoluto”.Pero menciona de manera incorrecta el elementenndaicoLID cuando

se refiere en la justificacion a la expresiarea nula o cero”como se muestra:

I: ¢ Es lo mismo calcular el area graficamente qasalver la integral?
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A8: No.

I: ¢ Por que?

A8: Considero que no, porque en este caso el aeedimcero.

I: ¢ Esta seguro que el area le dio cero?

A8: Bueno, la integral. Esta parte de la integra whio cero y la integral medio un

area de cero....

I: ¢ Qué relacion hay, entonces entre el area genoaéy la integral?

A8: Es que la integral da cero cuando no hay apague esta en el mismo punto
la integral da cero, cuando tiene los mismos ingliegaluados en la mismo punto,
entonces alli es donde la integral da cero o seapacticamente no habria area 'y
por eso en ésta parte cuando se hizo la integral me dio cero pues logicamente
dio nula..(A8E2).

En el protocolo se evidencia que tiene una conéepde la Integral Definida
pensada como area y, en algunas ocasiones, aferfarda incorrecta, que la integral le
dio un area de cero o nula, que la integral da ceamdo no hay area, ademas afirma que
da cero cuando se evalia en los mismos limitessenda cuenta que los limites del

intervalo son de signo contrario.

Asimismo, en la respuesta verbal de la tarea 8.

¢ Cudl es el significado matematico de la Integefiriida de la funciény=f (x) en un
intervalo [a, b]?

El alumno considera el elemento matemétitd de formaA como un método, lo
gue nos indica su concepcion de la integral.

I: ¢Qué es la integral?
A8: La integral es un es un método.
(A8BES).

Por la forma como responde tiene una imagen pnoegdal del objeto matematico
la Integral Definida.

En la resolucion de la tarea 7c este alumno eszadpastablecer una condicional
l6gica.
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Considerar el wvalor de verdad o de falsedad de I&rmaxion

J._llx‘zdx:[—x‘l]ﬂ:(—]) —-1=-2 y en caso de ser falsa, expligaor qué o dar ur

contraejemplo.

Esta es la forma como justifica verbalmente la lteson de la tarea durante la

entrevista:

I: ¢ Por qué considera la proposicion ¢, verdadera?

A8: Porque aqui la integral de -1 a 1 de(se refiere a la respuesta del
cuestionario).

I: ¢ De qué funcion?

5 1 1 _ .
A8: De X~ 0 sea de—2 Yy — No es continua en cer(x2 Nno es continua en cero.
X X

I: ¢ Entonces, es verdadera o es falsa?
A8: Es falso, porque no se puede integrar.
I: ¢ Por qué no se puede integrar?

A8: Porque hay una discontinuidad.

I: ¢ En dénde?

A8: En el[—l,l], hay una discontinuidad en cero de la funci)t;%[p, entonces no es

continua,

I: ¢ Qué quiere decir que no sea continua?

A8: Que hay un punto que presenta discontinuidacbe® una ruptura.

I: ¢Entonces, esa funcibn no se podria integrar xaste alguna forma de
integrarla?

A8: La podriamos integrar tomando los intervalos &% cuales no hay
discontinuidad.

(A8BET7C).

En este episodio el alumno establece la condiciddgica en el elemento
matematicoTFV de formaA, cuandopone de manifiesto que, aunque en el cuestionario

considero la proposicion como verdadera, durangatieevista afirma que la proposicion es
falsa y justifica su valor de falsedad afirmande dmi funcion es discontinua ex=0, y

gue por tanto no se puede integrar asi como estateplda, porque presenta una
discontinuidad y que solo se podria hacer en ampigitervalos en los cuales la funcién no

presenta discontinuidad.

Pero este alumno, en otras ocasiongsjestra dificultades en establecer
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relaciones ldgicas (conjuncion légica) entre elem&s matematicos y no tener
sintetizados los sistemas de representacidPor ejemplo, en la tarea 3.

Sea R laregion entre la gréfica de la funciéje’ y el Intervalo [0,4]
-Utiliza particiones para aproximar el valor dedade la region R.
-Justifica tu respuesta.

En el cuestionario lo primero que hace el alumnares representacio® de la

funcion:

t
el Tl o

— gl A 7 . " R f.
S e ifrl,ﬂa cAacoe -’_C-\'::‘re e f"",i““"’-'; Sed 3 P Axion glmaneds Of O .F-\:!.-
x 4 td v " J o
reg !‘édgui. = - presima g [ ave2 T Tt / g;z =
o 7 i |
Y?'(f‘ r'{nz"!' - nva g o 1Ty A
[a}

'le. T R T IL.,:..._v_-.f.; Avred g1 2 AC

A8, representacion G de la tarea 3 del cuestionario

Para ello traza la gréfica de la funcion, construgetangulos superiores para
aproximar el area por exceso y manifiesta que, touards pequefia sea la particion, la
suma de las areas de cada rectangulo se aproxim#mal area que representa la region

bajo el grafico y de manera intuitiva da un valproximado de 30 unidades cuadradas.

Cuando se le preguntd sobre como habia resueiémda lo explica de la siguiente

forma:

I: ¢ Sabria contarme cdmo ha resuelto la tarea?

A8: Aqui seria tomar rectangulos cada vez mas [fempie

I: ¢ Por qué toma rectangulos?

A8: Porque el rectangulo es la forma que mas semacka para encontrar el area,
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I: ¢ Qué esta haciendo cuando utiliza rectangulos?

A8: Hacerlos tan pequefios que me coincidan comdfiaa de la funcion, que ellos
me queden exactamente, alineados.

I: ¢ Qué estan pidiendo en el problema?

A8: Me estan pidiendo utilizar particiones para apimar el valor del area de la
region.

I: ¢ Cuantos rectangulos podria trazar?

A8: Haciendo que esos rectangulos que estamos fatmsean tan pequefios hasta
que por asi decirlo sean lineas que me cubran esa &

I: ¢ Para qué los va a sumar?

A8: Para obtener el area total.

I: ¢ Ademas, de lo que me ha explicado, qué otersehtos podria utilizar?

A8: Haciendo que la norma tienda a cero cuandosptmtos tiendan a infinito.
(A8BE3).

Como se puede observar recuerda los elementos atates) pero no logra utilizar
aquellos que son necesarios en el desarrollo #eda y, cuando se da cuenta que no logra
establecer conexion entre las particiones, las sudaaRiemann y el paso al limite de la

sumatoria, entonces decide calcular la Integrainizkt de la siguiente forma:

| [ |:| Ii"
4t!;;nJu i flffqlm/ -' .2Jd )[4

A8, resolucion A de la tarea 3 del cuestionario

Para lo cual recurre al elemento matemafiey, aplica la regla de Barrow, halla la
primitiva de la funcién, la evalta en los limitesidtegracion correspondientes y obtiene el

valor exacto del area bajo el grafico de la funcién

De forma global consideramos que establece untmtda conjuncion légica y no
muestra tener sintesis entre los elementos mat®msALCA y LID de formaG y A cuando
utiliza particiones traza rectangulos, da una idedimite de la particibn, menciona la
condicién que si la norma de la particion tiendeeeo, entonces el nimero de particiones

tiende a infinito, pero de forma inconexa, porgoeutiliza estos elementos matematicos
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para resolver la tarea y, finalmente, recurre Elubd de la Integral Definida para hallar el

area de la region.

En la resolucion de la tarea 5:

Dada la gréfica dé(x) =2x—x?, calcular por aproximaciones el artea
de la region rayada. Justificar el procedimientlizatio

En el cuestionario intenta aproximar el area mediegctangulos:

S

—= - -
—=
-

/cm&ﬂc/o m(?o"’ M(C: a)(‘ 199‘:« 0.5 fﬂll q(.qz/w}}‘i [2,"5]

f
) " |
g de olfuc 5,341 2@0’;(».0103 Uns oprox M0 dd o2 ol
(’blépi\h‘ Je‘ (W S5 S /

J b [m?v c{r m/ﬂué)u Lrv,ﬂl Db S yul @ munor (/ (\re"]ﬁf’.?

A8, representacion G de la tarea 5 del cuestionario

En la resolucion gréfica se pone de manifiestotopta de hace una aproximacién
por exceso del area bajo la grafica, porque tréganas rectdngulos superiores al area

sombreada por encima y bajo el ey de formaA cuando afirma que para aproximar el

area bajo el ejxdivide el intervalo[ 2,3.5], en subintervalos de longitud 0.5, considera los
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rectangulos que se forman con esa base asignarde alturas valores aproximados
apoyandose en la gréfica porque no utiliza la fumgara evaluarla en los extremos de
cada subintervalo y establece que el area apro=rinbagb el ejeX es de 5 unidades

cuadradas; y para aproximar el area por encimajdeX, tiene dos subintervalos en el
intervalo [0,2] sobre los que construye dos reatfogyde altura 1, por tanto manifiesta que

el area aproximada por encima del Bjes de 2 unidades cuadradas.

Durante la entrevista hace una descripcion delgaiotiento utilizado:

I: ¢ Cuando le dicen que aproxime el area, qué hace?

A8: Tomando rectangulos de base 0.5, para el ilaler{/Z , 3.5] y de altura 5.

I: ¢ De donde obtiene las alturas como las obtien&.@ y de 27?

A8: 5.3y 2; en este momento no recuerdo bien @@AYOE esta parte...

I: ¢Qué hace una vez que traza los rectangulos?

A8: Sumar todas esas las areas de cada rectangulo.

I: ¢ Qué tipo de rectangulos utilizaria?

A8: Rectangulos, ubicandome sobre el ¥jecomo base y trazando la altura, de tal
manera que sea aproximada al area.

I: ¢ Cuantas areas tiene en ésta grafica?

A8: Encima del ejeX, en el primer cuadrante de cero a dos .La otraiea de 2
como a 3.5, hacia la parte de abajo.

I: ¢Como aproxima el area que bajo el eje OX yqle estad por encima del eje
OX?

A8: Utilizando el mismo método de los rectangusesia como la aproximacion.
(A8ED).

Utiliza el elemento matematicACA de forma G porque menciona un
procedimiento de construccion de rectangulos, det@ndo la base y la altura de cada
rectangulo para calcular las areas aproximantesardas y obtener un valor aproximado
del area; pero como no es capaz de utilizar el eddonmatematicéd\LS entonces, igual
gue en la tarea anterior, toma la decisién deali® de formaA para calcular el area de

la regiébn sombreada.
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A8, representacion A de la tarea 5 del cuestionario

Plantea la suma de dos integrales correctamentguauno escribe el diferencial
dx . La primera integral representa el area que egite<l ejeX, y la segunda integral
representa el area que esta bajo elXjdJtiliza también el elemento matematicéVv
cuando aplica la regla de Barrow para hallar lenjinia, pero cuando evalla la funcién en
los limites de integracion comete errores en ldsut@ numéricos; por tanto llega a un
valor incorrecto del que es consciente ya que adafia hay un error porque el area debe
ser positiva. Cuando se le pregunta al alumno dues @rocedimientos podria utilizar,

piensa nuevamente en el elemento mateméti@o de formaA:

A8: ¢ Otros procedimientos? Para encontrar el aretali seria la integral definida.
I: ¢ Como seria con la integral definida?
A8: Serian dos integrales.

I: ¢ Por qué dos integrales?
A8: Si, porque como tengo dos areas, entonces lealawcada area por diferente

lado, que seria lo mismo que estaria haciendo osnréctangulos, pero en este
caso, seria con el método de la integral, entomedsularia las areas con diferente

integral, y al sumarlas voy a tener el valor todiell area.
(A8ED).

Establece intentos de conjuncion logica entre li@mmms elementos matematicos
ACA, LID y TFC; porque utiliza particiones, hace aproximaciones cectangulos,
menciona el calculo de sus area y la suma de &lliess pero no logra calcular las sumas

de Riemann para aproximar, por lo tanto tampoce haa conexion con el paso al limite
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para calcular el area, y termina calculando el g@a medio de la integral definida,

utilizando el teorema fundamental a través dedtarde Barrow.

Asimismo este alumnaecuerda algunos elementos matematicos de forma

aislada.Por ejemplo en la tarea 1.

El area de la region rayada es mayor t2ig menor quel8.
a. ¢Por qué?

b. ¢ Puede dar valores mas ajustados?

c. ¢ Cudles?

d. ¢ Cémo los obtiene?

Como en el cuestionario este alumno no fue ca®aajustar mejor las cotas,

durante la entrevista lo primero que hace es getbale forma&s para aproximar el area:

N
ki
1

T

A8, representacion G de la tarea 1 del cuestionario

En el gréfico se observa que utiliza un intergocagroximacion indicando algunos
rectangulos, pero no logra hacer una aproximacidarde la resolucion de la tarea. En el
protocolo describe el siguiente procedimiento deoxmacion recordando algunos

elementos:

I: ¢COmo cree que podria conseguir mejores aprogiomes del area, con los
rectangulos més grandes o con rectangulos mas pieg@e

A8: Entre méas pequefios sean los rectangulos, rmee awbrir mas parte del area
concreta.

I: ¢ Por qué?
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A8: Porgue los rectangulos muy grandes me van ardej espacio que no cuenta
con area y lo que necesito es calcular nada masalée rayada, entonces pienso
que si se tomara unicamente rectangulos pequeios yoder cubrir toda el area
con los rectangulos...
I: ¢ Considera que solo puede hallar el area, si¢ieina expresion algebraica que
represente la grafica de la funcion?
A8: Si.
I: ¢ Por qué?
A8: Porque esa es la que me esta delimitando léepsuperior de esa area y es la
que me va a dar el limite por donde va el area me@@®s una curva, entonces en
este caso es necesaria la funcion que es la qu#amesa curva para integrar.
I: ¢ Cuando utiliza los rectangulos superiores eiidres qué hace con esto?
A8: Ahi, estoy calculando el area aproximada.
I: ¢ Cuando utiliza la integral que esta hallando?
A8: Estoy hallando también el area.
I: ¢ Por que?
A8: Porque la integral precisamente surgio, tengteadido de la aproximacion de
los rectangulos, hasta llegar a ser tan precisa.
I: ¢Fuera de trazar los rectangulos superiores ¥ iloferiores, entonces considera
que so6lo puede calcular el area a traveés de lagrak si tuviera la expresion
algebraica de la funcion?
A8: Si, para aplicarla.
I: ¢Ademas de los rectangulos y de la integralstexotra forma u otros elementos
matematicos que le permitan aproximar o ajustardatas de esa area?
A8: Otro elemento matematico, no lo recuerdo emeimento, no sé si se puede
hallar, pues en el momento no recuerdo otra marmkraenfrentar esto, ademas
creo que por medio de la integral es que se afromstos temas de area, cuando
ti(enen ;que Ver con curvas, este es el método quezco

A8E1).

En este extracto de entrevista se puede aprecmregte alumno recuerda los
elementos matematic@sCA y LID pero no los utiliza para resolver la tarea de &8
A, menciona una aproximacion del area utilizandtaregulos y un triangulo, asegura que
cuanto mas pequefios sean los rectangulos van i més el area, es consciente de que
necesita la expresion algebraica de la funcion pader calcular el area de forma mas
precisa con una integral y, finalmente, manifieqte&e desconoce otras formas para

aproximar el area.

En la tarea 4:

Calcular el area limitada por la gréfica de la fand (X)=‘2X—1, en el intervalc{O, 2]
y el ejeX. Justificar la respuesta.
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En el cuestionario no logra responder ni de fo@nai A:

rdl

A8, representacion G de la tarea 4 del cuestionari

Cuando intenta hacer una gréfica de la funcionwsgercia que no sabe como

representar la funcién planteada en la tarea.

Mb nw(m{o b'fm (/ MQ"N'J'L: JQ/ \,Jﬁr GCIJ'SO/N{C

f’o}' iz Sdha )Q

jo x|

A8, representacion A de la tarea 4 del cuestionario

Entonces relaciona la integral con el area y péatdeintegral de la funcion valor

absoluto, pero tampoco logra resolver la tarea.

Durante la entrevista lo intenta nuevamente y lon@ro que realiza es un

procedimiento de formaA:

) X7 - N T
&@;L—\ ) - 2)('—' =
Zr— F O X = &
<=z L

A8, resoluciéon A de la tarea 4 durante la entrevist
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Para ello recurre a la definicion de valor absoldéoX, y lo aplica con algunos

errores algebraicos a la funcién planteada enrkataesuelve las dos desigualdades y

1 1
obtiene los valoresx =2 5 y X< >

A partir de la representacioA el alumno coordina la representaciGnde la

funcion.

A8, repreganion G de la tarea 4 durante la entrevista

Para ello recurre al elemento matemaA€A de formaG, porque dibuja de forma
correcta la grafica de la funcion, forma dos triflng rectangulos correspondientes al area
solicitada en el intervalo dado, encuentra el paiet@orte con el ej& que corresponde a
la solucion de las desigualdades planteadas en@&tgimiento algebraico anterior, pero no

logra calcular el area de los triangulos que tfenmados bajo la gréafica de la funcion.

I: ¢ Puede explicarme como has resuelto la tarea?

A8: practicamente no la resolvi, porque no recueydaun en el momento no se me
ocurre nada sobre el manejo del valor absoluto.

I: ¢Podria intentarlo en este momento?

A8: Bueno, lo que recuerdo del valor absoluto es @giX, si X es mayor o igual, y
—X si X es menor que cero.

I: ¢ Como se despeja una ecuacion?

A8: seria2x, esto se dividiria por 2, serid mayor o igual, seria 1 y aqui seria

_ 1
mayor o igual az .
I: ¢ Como seria la grafica, podria trazarla?
A8: Ubicarme en e% de la X y trazar una especie asi como de V.

I: ¢ Cudl seria el &rea que tendria que calcular?
A8:Y el ejeX, entonces seria el area que me cubre estas laeaslor absoluto.
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I: ¢ Entre que valores va a calcular el area?
A8: El intervalo [0,2] , pues aqui dijimos que esto valdria 1, por aqak o

menos valdria el 2 y necesito encontrar esta area 0

I: ¢ Podria decirme cémo hallaria esta area?

A8: Esta area, pues la haria con base a dos infegra

I: ¢ Por qué dos integrales?

A8: Porque, es que aqui en el valor absoluto veoparte.
I: ¢ De donde hasta dénde va la primera?

1 1
A8: Del 5 manejandola desde el cero, seria de cerg a
I: ¢ Cudl seria la segunda integral, estaria entu&9
1
A8: EntreE y 2.

I: ¢ El &rea que calcula con los triangulos serianfssma que cuando la calcula con
la integral?

A8: Si, porque la integral es un método, es unaan@enta que se puede utilizar,
para encontrar el area.

(ABEA4).

Recurre a los elementos matematiéd3A y LID de formaG y A, pero no logra
utilizarlos para poder resolver la tarea. Se pomendnifiesto que a nivel grafico logra
representar la funcién, pero no es capaz de calellarea bajo el gréafico utilizando el
elemento mateméaticACA vy, cuando intenta utilizatlD, menciona que debe partir la
integral en dos. También menciona el eleméii®, en concreto la propiedad de la unién
de intervalos que es uno de los elementos necsg&rita resolucion de la tarea pero no lo

utiliza para dar una respuesta a la pregunta @edate

En la tarea 6.

Explique, en términos del grafico, poroftﬁyé2 + x)jx=jl xzdx+ixdx
0 0 0

Durante la entrevista este alumno justifica lagate forma verbal:
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A8, representacion verbal de la tarea 4 del cuestiario

Recurre al elemento mateméatie&A de formaG, porqgue menciona el area que

representaria la grafica da cada funcion por sdpa)éy X luego afirma que este area

s - e s 0,2
seriaigual a la suma de las areas que repredargadfica de la funciorX™ + X.

Durante la entrevista trata de hacer un boceta dedfica:

A8, representacion G durante la entrevista

Representa en un mismo plano las tres funcigneleja como un espacio por
encima para indicar que las areas son iguales cgraéinte. Para justificar los

procedimientos gréficos utiliza los argumentos isigies:

I: ¢ Podria explicarme qué quiere decir con el raammento de la pregunta?
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A8: A ver, dije que por gréfica podia decir quesamar las areas d& y ¢ en un
intervalo, daria lo mismo que al encontrar el amda X% +X, ya queX influye en

x2, haciendo que esta sobrepase una cantidad iguated del intervalo corX, lo
que dije aqui, es que en realidad es porque esithgrido es dos areas.
I: ¢ Podria explicarme graficamente los argumentos gcaba de manejar?

A8: Voy a intentarlo, tengo la graficg = x, y la otra y = x*y acé encuentro la
suma de las dosy = x* +x, el razonamiento que hago es que en esta parte de
debajo de la graficay = x, al sumarla con la grafica dg= x> se ve una

diferencia cuando miramoy = x* + x una diferencia en la parte de arriba como
una especie de un pequeiio espacio, que piensol geieeay = x y al sumarle el

area del X me va a sobresalir este pedacito en la gréficéa @srte que veo que
sobresale ahi me esta mostrando de may gex” + x , queda abarcada al sumar

las dos areas de la parte de debajo)&e

I: ¢ De donde hasta dénde van en horizontal y eticaestas graficas?

A8: En horizontal las veo hasta un punto “a” cualera, en este caso podria decir
que es tres por los puntos que me dan en esta. parte

I: ¢ Podria justificar numérica y o graficamentei¢maldad sin usar integrales?

A8: Gréaficamente no le veo como mucha relacién mérnicamente tendria que
recurrir a las areas por aproximaciones de la geafiy = x con el ejeX, si

y = X con el ejeX y también hallarle el &rea & = x*> + X , entonces encontraria

un valor que debe dar el mismo que la suma dedagpdmeras.
(A8BE4).

En el protocolo se evidencia que utiliza el elemenatematicAACA de formaG,
tratando de establecer un complemento de las apeas, recurre a un procedimiento

algebraico para tratar de comprobar la propiedad.

De forma general, los elementos matematicos quaesasrda el alumno S&CA
y LID, aunque con algunos errores, y alcanzé a estalden@mcion légica entrdCA y
LID. Es capaz de aplicar la condicional l6gica en ahel@o mateméatic&ID , pero no
utiliza en ninguna de las tareas el elemento mdtemnALS y tampoco logra establecer

una sintesis entre los sistemas de represent@cifry AN.

Por la forma como el alumno resolvio las difererteegas a lo largo de todo el
cuestionario, por la manera como fueron justificadmas respuestas a través de la
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entrevista consideramos que el alumno se encuente nivelinter 1 de desarrollo del

esquema.

La tabla siguiente representa las relaciones d8gilos elementos matematicos y

los sistemas de representacion utilizados porueh@ad tanto en el nivehtra como en el

inter 1.

NIVEL

CARACTERISTCAS

ELEMENTOS MATEMATICOS

SISTEMAS DE
REPRESENTACION

INTRA

Mostrar dificultades en
establecer relaciones
légicas (conjuncién légica)
entre elementos
matematicos. (Intento de
relacion “conjuncion
l6gica”).

Recordar algunos
elementos matematicos ds
forma aislada.

No tener sintetizados log

sistemas de representacion|.

El area como aproximacion: (G,
A)

-Aproximacion del area de una region plan|
-Férmula del area del rectangulo.
-Férmula del area del triangulo.

-Particién del intervalo.

-Sumas de Riemann.
El area como

suma:(AN)

-El limite de las sumas.

La integral definida: (A)

-La integral definida como area de u
region.

-La definicion analitica de integral definidal
-Funciones positivas y negativas.

Las propiedades de la integral
definida: (A)

-Integrales especiales.

-Unién de intervalos.

-Linealidad.

-Integral de una constante.

-Simetria.

-Comparacion.

Losteoremas fundamentales: (A)
-Antiderivada de una funcién continta.
-Regla de Barrow.

limite de una

Gréfico
'Algebraico
Analitico

INTER 1

Usar la conjuncion ldgica
(“y logica”) de forma
correcta entre elementos
matematicos dados en ¢
mismo sistema de
representacion.

El area como aproximacion: (G,
A)

-Aproximacion del area de una region plan|
-Férmula del area del triangulo.

La integral definida: (A)

-La integral definida como area de u
region.

-La definicion analitica de integral definidal
-Funciones positivas y negativas.
-Condicién suficiente: continuidad implic
integralidad.

Las propiedades de la integral
definida: (A)

-De las funciones positivas y negativas.
Losteoremas fundamentales: (A)
-Regla de Barrov

i

'Grafico
Algebraico

Tabla 4.6. Relaciones ldgicas, elementos matemasaopsistemas de representacion que caracterizan los

niveles de desarrollo del esquema de integral defda en A8.
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Ademaés en el nivehter 1 el alumncAl, puederecordar algunos elementos

matematicos gréficos, algebraicos y/o analiticoBor ejemplo eiha tarea 8:

¢, Cual es el significado matematico de la Integreiriida de la funcior
y=f(X) enun intervalc{a, b]?

Durante la entrevista recuerda algunos elemenabsmaticos de forma verbal:

I: ¢ Cual es su propia definicion de integral dedia?

Al: Mi propia definicion, es hallar el area, geoméhmente o es hallar el area que
hay entre una curva y una recta o entre varias asren un intervalo.

I: ¢ Entonces una integral definida es un area?

Al: Geométricamente es un area, pero en si es ooepo limite de una suma
Riemanniana.

I: ¢ Si tuviera que explicar el concepto de integtafinida como lo haria?

Al: Comenzaria explicandole qué es una particiaregb construiriamos los
rectangulos que tienen como longitud la partici@l gubintervalo y de altura la
funcion evaluada en el extremo derecho de cadanteialo, asi hallariamos una
aproximacion del area de esa curva y luego hallataagima de todas las areas de
cada uno de los rectangulos y obtendremos la apragion de esa area, luego a
través de un proceso del limite de esa suma Rieian@ar{Hace referencia al paso
del limite a la definicion analitica de integrafidela)

(AL1ES).

El estudiante tiene una imagen del concepto deyraitéDefinida asociada a los
elementos matematic@dsCA y ALS en los sistemas de representacirA y AN, aunque
no logra integrarlos totalmente porque, al reallaartareas, cuando utiliza estos mismos
elementos matematicos, generalmente lo hace da#rmalgunas veces los usa de forma
G y otros tan sélo los menciona de forAd pero no es capaz de utilizarlos en este

registro y tiene algunas concepciones erroneaglooncepto de limite

- , ~ - .pe b
I: ¢Como le explicaria a un compafiero el significatd Iaj f(x) dx?
a

Al: Que es un proceso del limite de una sumat@iRig¢mann.
I: ¢ Qué quiere decir un proceso del limite de umaatoria de Riemann?
Al: Eh...

I: ¢ Qué es un limite?

Al: ¢Un limite? Es cuando hallamos un valor donaeuncién presenta algun
problema

I: ¢Un problema?
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. 1 .
Al: Por ejemplo, cuando tenemd€Xx) :;, entonces hallamos el limite, cuando la

variable independiente, en este casotienda a ese valor que no puede tomar el

cero, porque ahi la funcion no esta definida.

(A1ES).

En este extracto de entrevista el alumno recuesialementos matematicAkS y
LID, pero demuestra una concepcion incorrecta de elimiiuando lo relaciona
exclusivamente con el estudio de discontinuidadesjye afirma que £Un limite? Es

cuando hallamos un valor donde la funcién presatgén problema’

Ademéas de lo anterior, este alummouestra dificultades para establecer
relaciones logicas (conjuncion légica) entre elemts matematicos.Esta situacion la

encontramogn la tarea 2.

Sea R, la region encerrada por el grafico de la funcid(x):4x y el ejex en el
intervalo[— 2, 2] :

a. Dibujar la grafica.
b. Calcular graficamente el area de la region.

c. Calcular Ia_[_224x dx

d. ¢ Son iguales los dos resultados anterioresfichrs cada paso.

Este alumno lo primero que hace es la represemt&cife la funcion:

Al, representacion G de la tarea 2 del cuestionario
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Para ello traza los ejes de coordenadas y, a mtires puntos de la funcion

localiza sus coordenadas y dibuja la grafica darlaion, forma dos triangulos rectangulos

iguales, uno por encima y otro bajo el e

Al:... grafiqué hallando puntos, dandole valores &utacion f(X) =4x.

I: ¢ Qué figura geométrica se formo bajo la recta?

Al: Entre el ejeX y la recta que va del origen hacia arriba, resulito rectangulo e
igualmente de la recta hacia abajo, otro rectamgul

I: ¢ Rectangulo?

Al: Digo del triangulo rectangulo, si el triangulectangulo.(Corrige triangulo
rectangulo).

A partir de esa representacion realiza el siguiprdeedimientdA.

e S B

rf:(q

B = el e Ex KT

3{2) :76 | DL e ]

Al, resoluciéon A de la tarea 2 del cuestionario

Nombra los dos triangulos a partir de sus verticesio p, p, p, el primer

triangulo y p, p, p,como el segundo triangulo, calcula el area de unelids utilizando

la férmula del area del triangulo y afirma que, colms dos triangulos son congruentes,

tienen el mismo area y basta, entonces, multippcer2 el area para hallar el area total

determinada por la grafica de la funcion indicadal yeje x. Asi lo justifica durante la

entrevista.

I: ¢ Como calcula el area graficamente?
Al: Sé que el area del triangulo rectangulo es igubase por altura sobre 2 o de

cualquier triangulo, entonces me dio 8, como ledngulos p, p, ¥ P, Yy €l

triangulo p, p, p, son congruentes y equivalentes, el valor del @& region

es igual a 16.

I: ¢ Por qué son congruentes?

Al: Por angulos opuestos, por el teorema
lado e igual angulo, entonces el area me di

(A1E2).
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En este extracto de entrevista se aprecia que adsteno aplica el elemento
matematicoACA de formaG y A, cuando grafica la funcion y utiliza conocimientos
previos de geometria para hallar el area de l@meglibrayada, coordinado los sistemas de

representacion grafico y algebraico.

En cuanto al calculo de la integral en el cuestionda la siguiente solucién de

formaA:

— . ' )
B R B
x5

& &y

L3 "~ -0

Al, resoluciéon A de la tarea 2 del cuestionario

Por la forma como resuelve la tarea se pone defigstni que utiliza el elemento
matematicoPID porque aplica la propiedad para la integracion mtelducto de una
constante por una funcion yBFV aplicando la regla de Barrow, porque halla la i
de la funcién, la evalta en los extremos del irtlervy hace la suma algebraica

correspondiente.

I: ¢ Como calculd la integral?

Al: Aplicandole el teorema, aplicando primero lapiedad de la integral definida
de una constante por una funcion que es igual a&dastante por la integral
definida de la funcion.

(A1E2).

Este alumno muestra la relacion que establece eht&culo de areas y la Integral
Definida.

I: ¢ Significan lo mismo el &rea y la integral dédia?

Al: No.

I: ¢ Por qué?

Al: La integral definida viene siendo el procesd ldmite de una sumatoria de
Riemann y geométricamente es el area de una figlarsa.

(A1E2).
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A pesar de ello muestra contradicciones en losnamentos que hace para la

resolucion de la tarea.

s Lo 3 o
tvifades rmo <
- = i e s dj-l.-q.!:..-l"“f b
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Al, representacion verbal de la tarea 1 del cuestiario

En este episodio se aprecia las incoherencias@ue éste alumno sobre la Integral
Definida cuando manifiesta que geométricamentd ésea de una region plana, y en ésta
misma tarea razona sobre éste concepto diciende®mueasiones nos lleva a errores y

plantea un ejemplo.

Con el objetivo de distinguir entre el calculo deéa de una region plana y la

integral definida, aplica las propiedades de lagrdl de funciones positivas y negativas:

I: ¢Por qué al calcular el area le dio un valor yando calcul6 la integral dicho
valor dio cero?

Al: Porque, no le apliqué la propiedad cuando ladidn esta por debajo del epe

y cuando la funcion esta por encima del Bjgue viene siendo desde -2 hasta
mas la integral desdehasta 2.

I: ¢Cudl es la diferencia entre calcular el areacglcular una integral definida,
podria explicarmelo?

Al: Es cuando vamos a aplicarle las propiedadekdetegral.

I: ¢ Cudles propiedades?

Al: Como son por ejemplo, la propiedad que me @it que es la propiedad de la
suma con respeto a los limites de integracion, gle easo hasta cero, debemos
tener en cuenta lo que hacemos, porque entonaegramdo no vamos a obtener un
resultado acorde a lo que nos plantea el grafictallar el area aplicando la
integral.

(A1E2).

En este apartado el alumno utiliza el elemento matieo PID de formaG cuando
pone de manifiesto la propiedad para calculared dle una region que esta por encima y

bajo el eje x.
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En la tarea 3 no es capaz de realizar las conjnesitbgicas necesarias para poder
resolverla.

Sea R laregion entre la gréfica de la funciéje’ y el Intervalo [0,4]
-Utiliza particiones para aproximar el valor dedade la region R.
-Justifica tu respuesta.

Responde verbalmente explicando un procedimi@hto

fariconames a0 4} Cprigtoenfp Xz §-8. = 1
% R

AR S 2 d
L&

I..f--}%‘“ff "\J"{‘--"’- d [-C f'l- LA L,

lln i d
atatsrely P Lo (IFl <20 (n 0] K.,
luJﬂ ﬁ (FFe ilq ,,-'r :

ﬁdﬂ 'q Sima /, Fra dek, vidy € ¢ ialer exacle ofy)
4 Ilm“i‘f.'ir) “‘ll/
H""" ¢ /rnir‘pft’p

Al, respuesta verbal de la tarea 3 del cuestionario

El alumno menciona los elementos matematisG# de formaA, realizando una
particion del intervalo y planteando las sumas agm@nn; el elementdLS de formaAN
describiendo el limite de una suma Riemardy de formaG como el valor exacto del
area de una region, pero no establece conexida estins elementos porgue no es capaz de
aplicarlos en la resolucién de la tarea. Duranenteevista sefiala:

I: ¢ Sabria comentarme como ha resuelto la tareagrar3?
Al: A través de particiones del intervalo.

I: ¢Qué son las particiones?

Al: Partir el intervalo [0,4] en varios subintervalos en este caso lo dividi
regularmente.

I: ¢ Para qué hace esas particiones?

Al: Para hallar la altura de los rectangulos evahgo la funcion. ...

l: ¢ Como obtendria las areas de los rectangulos? _ _

Al: De base la longitud del subintervalo que ere estso viene siendo 1, por la
altura que seria la funcion evaluada en el extredeoecho de cada uno de los

intervalos.
(ALED3).
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Calcula una aproximacion del area por exceso aumquéa entrevista dice lo

contrario por lo que podemos inferir que no estirdioando la representacion grafica con

la algebraica.
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Al, resolucion Ay AN de la tarea 3 del cuestionawi
Esto lo explica durante la entrevista de la sigeiéorma:

I: ¢ Como calcula las alturas de los rectangulosndialas particiones?
Al: Evaluando la funcion...

I: ¢ Esos rectangulos son superiores o inferiores tipo de rectangulos esta

trazando?
Al: Inferiores.
(A1E3).

A continuacién divide el intervalo en cinco pariegxpresa la suma de las areas

correspondientes a los rectangulos construidosesebas partes, pero como no esta

coordinando los dos sistemas, el grafico y el algeb, no esta evaluando los valores de

las abscisas adecuadas en la funcion. En realidadomo si hubiera hecho cuatro
divisiones pero esta considerando un rectanguloaey la medida de la base de cada uno
de esos rectangulos, la hubiera obtenido mediardevision en cinco partes iguales. No se

esta dando cuenta de que cuando obtiene cuatratemailos, en realidad tiene cinco

abscisas porque cada subintervalo viene determipadda distancia entre dos de esas

abscisas.
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Al, resoluciéon A de la tarea 3 del cuestionario

En la entrevista no consigue afinar la particiéisjgte siempre en la misma, aunque
menciona el proceso de paso al limite, con lo gl &iliza un elemento matematico: el

area como aproximacion y no hay sintesis entrsiktemas de representacion, solo utiliza

el algebraico.

También en esta ocasion este alumno manifiestacanaepcion incorrecta del

concepto de limite, en este caso, vinculandolol@dtea de aproximacion:

I: ¢ Cuantos rectangulos debe trazar para aproximladrea?

Al: ¢Para aproximar el area? A través de un procdeblimite, puedo hallar la
aproximacion

I: ¢ Como es un proceso de limite, qué quiere damiresto?

Al: A través de la integral, como proceso limite & sumatoria de Riemann,

cuando la norma tienda a cero
(ALED3).

No es capaz de establecer una conexién &@e y ALS y utiliza el concepto de

limite de forma incorrecta para tratar de defiiD .

Para resolver la tarea 1.

El area de la region rayada es mayor tig menor quel8.
a. ¢Por qué?

b. ¢ Puede dar valores mas ajustados?

c. ¢Cuales?

d. ¢,Como los obtiene?

1

Trata de cubrir la figura mediante figuras geomésisencillas que le permitan

aproximar el area.
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Al, representacion G de la tarea 1 del cuestionario

Construye dos rectangulos, uno superior de basedades y de altura 8 unidades
para ajustar el area por exceso, y otro rectarigtaoior también de base 6 unidades y de

altura 2 unidades para ajustar el area por defecto.

I: ¢ Cuales son las dos areas?

Al: El &rea del rectdngulo mayor que @gor 8 igual a 48 unidades cuadradas y
el area del rectangulo menor que viene siendo &3, gor dos doce, porque es el
mismo y tiene la misma base.

(A1EL).

En este extracto de entrevista el alumno aplicaleshento matematicACA de

forma G y A justificando las cotas que se le plantean en &atar

Par dar una mejor aproximacion del area, a pagtiesta representacion grafica el

alumno hace el siguiente calculo algebraico.

K- YC 9 3) - 2 Y

A, resolucién A de la tarea 1 del cuestionario

Que justifica de la siguiente forma:

I: ¢ Qué quiere decir esta expresion que tiene afaE 47?

Al: AR = 4, el area del rectangulo.

I: ¢ De dénde obtiene el valor de 4?

Al: Cuando la funcién toma el valor (ﬂé4) aplicandole el valor medio para
integrales(lo indica en la grafica del cuestionario).

I: ¢, Cémo toma ese valor medio?

Al: Porque la funcién esta enttey 8, entonces saqué el valor promedio.

I: ¢ Para qué le sirve ese valor?

Al: Con base en ese valor promedio y la longitudadmedida del segmento del
intervalo puedo aplicarle el valor medio para intatps y asi puedo hallar el area
de la region

(A1ED).
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En el protocolo se evidencia que utiliza de form@irecta el elemento matematico
TFV (Teorema de valor medide formaG y A cuando considera que el punto para el que
se cumple ese teorema es la media de los valotesn®s que toma la funcion. Para
aplicar el teorema (segun €l) multiplica ese valor la diferencia de los extremos de la
longitud de la base.

Podriamos decir que este alumno establece unantientie conjuncién légica entre
los elementos matematicoBCA y TFV en los sistemas de representaciény A
respectivamente. Utiliza el elemento matema&ti€&A , usando un rectangulo inferior y uno
superior, calcula el area de cada uno de los rgalds y establece comparaciones y a partir
de la misma gréafica, pero aplica de forma incoaeet elemento mateméaticbvVM ,
tratando de establecer una relacion del area queehte el rectangulo inferior y el
rectangulo superior.

Ademas este alumnecuerda algunos elementos matematicos de forma kida.
Por ejemplo en la tarea 5:

Dada la gréfica dé(x) = 2x—x?, calcular por aproximaciones el area de la region
rayada. Justificar el procedimiento utilizado.

Akl
.".-

—
; —=

En el cuestionario responde exclusivamente de falgebraica y con errores en la
escritura de las expresiones utilizadas sin tem@&uenta que se le pide que lo haga por medio

de aproximaciones.
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Al, representacion A de la tarea 5 del cuestionario

Trata de aplicaPID, concretamente las propiedades de la integraludeidnes
positivas y negativas (antepone el signo menossadanda integral de la primera linea),
pero no incluye los paréntesis correspondientesgpigece el diferencialx el extremo
del segundo intervalo deberia ser 3,5 y él ha tordady no es capaz de concluir el calculo

algebraico que tiene planteado. En la segunda lfrea de aplicar las propiedades
algebraicas de la integracion.

Durante la entrevista cuando se le insiste en c@pnoximaria el area responde de
formaG aplicandoACA.:

Al, representacion G de la tarea 5 durante la entxésta

Para ello traza rectangulos que ajustan la gréficka funcion cuando toma valores
positivos y, sombrea la parte en la que la funtddna valores negativos, pero no es capaz
de dar una aproximacion del area.

Al: A través de particiones.

I: ¢, Coémo seria?

Al: Particionando el intervalo de cero a dos.

I: ¢ Como particiona, cual seria el bosquejo de fafiga?
Al: Con rectangulos. (Grafica en una hoja).
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I: ¢ Coémo seria, podria trazar los rectangulos?

Al: Haria la particion regular que viene siend=35—2 dos rectangulos...

I: Sobre el eje OX trazo6 rectangulos ¢, Qué hace bagje OX?

Al: Bajo éste también, porque esa es la otra paetéirea de la figura.

I: ¢Cuantos? Veo lineas horizontales, oblicuas yticaes, cuales son los

rectangulos?
Al: Espere un momento, los rectangulos....no....

(A1ES5).

De manera global aunque este alumno mencionaldasentos matematic@sCA y
LID, en el desarrollo de esta tarea, tanto en elionesio como durante la entrevista y lo
refleja en el mapa conceptual, los evoca de maamtada, porque cuando tiene que

utilizarlos no logra establecer una coordinacidimesellos.

En la tarea 6.

Explique, en términos del grafico, por Cj}l(bé + x)szjl xzdx+jxdx
0 0 0

En el cuestionario, a pesar de que se le pide @imada de form&, el alumno

realizé un procedimiento de formda

7 =
S O e P el A — e? )?(d;(
= = =
== & == f lf/}?f—‘?_J-
—= = o ( =z g0
e
3 = e -
z 3
S 2 dx 4 S X
= X 4
; 2 7*3[§J°: 7423 = 3L

Al, resoluciéon A de la tarea 6 del cuestionario

Para realizar este calculo algebraico intento vesglor separado cada miembro de
la igualdad, sin darse cuenta que estad aplicandmisma propiedad que tiene que
demostrar, y pone de manifiesto el predominio @elspmiento algebraico sobre el grafico
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cuando utiliza dos procedimientos algebraicos deultd de la integral. En el primero
plantea la integral en el interva[ﬁ,?:] como una suma de las integrales y hace un calculo

incorrecto aplicando el teorema fundamental (léardg Barrow), y en el segundo hace una
suma incorrecta de integrales porque escribe uficyde que no corresponde con la
funcion que debe integrar y por tanto obtiene tadok incorrectos y diferentes asi que no
logra comprobar la igualdad algebraicamente.

Durante la entrevista muestra que tiene dificuttach aplicaPID de formaG:

I: ¢Podria explicarme que quiere decir con esteorsmmiento de la pregunta
namero 67

Al: Explique en términos del grafico por gilee parte de la pregunta y dice: espera
un momento que estoy observando).

I: ¢ Por qué utiliza solo el registro algebraico pademostrar la propiedad?

Al: Si, espera que ya estoy mirando el graficogperla trabaje a través de la
integral, pero aca me dicen que a través del gaéfic

(AL1ES6).

El alumno trata de seguir la instruccion de lagarea pesar de ser consciente que
debe explicar graficamente la propiedad, no eszcdpdacerlo. Consigue hacer un grafico
para ayudarse con la explicacion gréfica:

Uy

Jr“ o

S
A

A1, representén G de la tarea 6 durante la entrevista

Representa por separado cada una de las funciortestay de justificar éste
procedimiento basandose en el elemento matenfalizsin conseguirlo.

I: ¢ Como lo haria graficamente? Inténtelo...

Al: Tengo la region de la curva comprendida erttrg 3 (dibuja tres graficas)

I: ¢ Como demuestra la igualdad con esas tres gaafaque tiene por separado?
Al: Espera un momento pienso un poquito.

I: ¢ Podria compararla?

Al: Comparo, seis, cero, si, comparando tenemos la a@ea(susurra y piensa).
I: ¢ El &rea de quién, qué pasa graficamente?
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Al ¢Gréficamente? ...... aplicando las propiedades dentiagral definida, si
hallamos la integral de cada uno de las funciones.

I: ¢ Tiene otra forma de demostrar la propiedad?

Al: No, si sumamos esas areas no se da esa prapieda

(A1ES).

Para tratar de explicar la propiedad recuerdaltmeentos matematicddD y PID
pero tiene dificultad porque no logra vincular leementos matematicos gréaficos y

algebraicos necesarios y porque, por los errorefjmismo ha cometido, no fue capaz de
comprobar el resultado algebraico.

En la taredl.

Calcular el area limitada por la gréfica de la fand (X)=‘2X—1, en el intervalo[O, 2]
y el ejeX. Justificar la respuesta.

En el cuestionario lo primero que hace es plantearintegral de formaA.

“tax—7T ok

L oo -
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Al, representacion A de la tarea 4 del cuestionario

A pesar de que en la tarea no se ha mencionadaldarp integral, este alumno

plantea el elemento matematictD , y pone de manifiesto que con valor absoluto no ha
trabajado mucho.

En la entrevista trata de hacer una represent&i@unque no es correcta:
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Al, representacion G de la tarea 4 durante la entrasta

Esa representacion no le permite coordinar lost@giG y A, para poder calcular
el area de la region utilizando el elemento matem&CA , ademas, por desconocimiento

de la funcién valor absoluto, piensa que se sieite seguro calculanddD de formaA.

I: ¢ Puede explicarme como ha resuelto la tarea mome

Al: Es que realmente, con valores absolutos casienmabajado. ..

I: ¢ Qué haria con esta funcion, inténtelo por févor

Al: Pues la funcién siempre va a ser positiva.

I: ¢ Por qué positiva?

Al: Porque el valor absoluto de un nimero va apsesitivo.
(ALlE4).

En primer lugar se evidencia que el alumno tienedestonocimiento de la funcidn
valor absoluto y que la representacion graficanesriecta porque la dibuja como si se
tratara de una funcion lineal. En segundo luggesar de que el alumno menciona que la
funcion soélo puede ser positiva, no se da cuentpudesi prolonga la gréafica a la izquierda,
tal como ha hecho la gréfica, en algdn momentoasa Wacer negativa, con lo que se

contradicen los aspectos gréficos con los algetsaic

Para resolver la tarea no tiene en cuenta la remiEEsSOn grafica y utiliza

Unicamente el elemento matematid® de formaA:

) ' - = * .
_50 .L;(—u;(}( — _5’0 Sk 750 jﬁfri’ —

Al, representacion A de la tarea 4 durante la entrasta
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Para ello resuelve la integral de una diferencimada diferencia de integrales,

cometiendo errores sintacticos como el olvido deparéntesis o del diferencial dedg

Durante la entrevista justifica esta solucion afgmia basandose en los elementos
matematicosID y PID.

Al: Porque, sabemos que la integral geométricamesitel area de esa region y la
curva es continua en ese intervalo.

I: ¢ Cuantas integrales necesitaria?

Al: Una integral definida, dex —1 con respecto & entre0 y 2 y a esa integral
le aplicamos las propiedades.

I: ¢ Cudles propiedades?

Al: Las propiedades de la integral definida quengisiendo...

I: ¢ Qué propiedades aplicaria?

Al: La propiedad de la suma, que dice que la irdkdge una suma es igual a la
suma de las integrales definidas, esta es la pdameaditiva con respecto al
integrando.

I: ¢ Qué puede concluir de lo que me acaba de exflic

Al: Qué viene siendo ésta, igual a éstapde, 2 de 2x, menos la integral dea

2 delcon respecto ¥, y ahi podemos efectuar la integracidrabla y escribe).

I: ¢ Esta seguro que este planteamiento es correcto?

Al: Si sefior.

(AL1E4).

En este episodio se aprecia que el alumno asodiatdgral con el area de una
region, infiere que si la funcion es continua @sdgrable, pone de manifiesto que no tiene
en mente que es la integral de un valor absolutgueocalcula la integral como si se tratara
de una funcién lineal y utiliza una propiedad goecorresponde a la que se plantea en la
tarea, estos indicios demuestran que no tieneoloseptos previos necesarios implicitos en

la resolucién de la tarea.

En la tarea 7b.

Decir si la afirmacion es verdadera o falsa. Ero ades ser falsa, explicar por qué o
mostrar un contraejemplo.

7b.Si f es continua effa, b], entoncesf es integrable efa, b].

En la entrevista menciona de forma incorrectdezhento matematichlD cuando

utiliza el reciproco de la condicion suficien: f es continua er{a, b], entoncesf es

integrable en[a, b] , que no es cierto.
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I: ¢ Cudles son los criterios que le llevan a estzonamiento?
Al: Porque, la integracion incluye, continuidad.
(A1E7Db).

Utiliza el elemento matematiddD de formaAN, vy lo utiliza de forma incorrecta
cuando afirma que la integracion incluye contindidporque una funcién puede ser

integrable pero no necesariamente tiene que sénaaren todo un intervalo.

Ademés este alumnesuele recordar algunos elementos matematicos dweafor

aislada y con errores. Por ejemplo en la tarea 7c.

Considerar e valor de verdad o de falsedad de |&rmaxior

I
J._llx‘zdx:[—x‘l]ﬂ:(—]) —-1=-2 y en caso de ser falsa, expliggor qué o dar

contraejemplo.

En el cuestionario responde de forma verbahreat

1 =~ o= - =
h(_de:[—X_l]fl=(—])—1=—2 £ e gex W Sed CseSe S

Al, repuesta verbal de la tarea 7c del cuestionario

Aqui el alumno considera la afirmacion como falgda justifica asegurando que
“el valor debe ser positiva”porque lo esta considerando como area, cuandoram el

calculo de la integral con el calculo del areanadindo que el valor debe ser positivo.

En la entrevista trata de nuevo de comprobaritena€ion realizando otra vez el

procedimientdA:

r =, . -
’S‘—?k ol = —2x Tl —- 220~

Al, resolucién A de la tarea 7c durante la entrevia

Para ello realiza el mismo calculo algebraico irexio de la integral que aparece

en la tarea y. aunque no concluye el resultade,agtiera sido el mismo que el planteado
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en la pregunta por lo que modifica su valor deefddsl de la proposicion indicando que es

verdadera.

I: ¢ Considera que el argumento de la proposician es valido?

Al: Aca, la puse falsa

I: ¢ Esta de acuerdo con ese valor?

Al: La integral como le decia est& bien hecha pero...

I: ¢ Esta seguro que esta bien hecha?

Al: Integrando si esta bien hecha, pero el valoftmece calculos)

I: ¢ Quiere decir que el problema esta es en elsigmla respuesta? ...
Al: Si me piden hallar un area esta mal hechapmeme piden hallar la integral
esta bien hecha.

I: ¢ Qué le plantean en este ejercicio?

Al: La integral, entonces esta bien hecha y coatgse es falsa.

I: Entonces, no esta de acuerdo hoy con la respuest

Al: No, no estoy de acuerdo.

I: ¢ Por qué?

Al: Porque esta bien hecha la integral.

(A1ET7cC).

En el protocolo pone de manifiesto que el valovdelad de la proposicion esta
asociado con el signo de la respuesta porquedmasia afirmacion incorrecta cuando
relaciona la Integral Definida como area y la cdesa verdadera si se trata de la Integral
Definida como calculo algebraico. Consideramos ufilza el elemento matematicFV
como un célculo algebraico (aplicacion de la refgaBarrow), pero no tiene en cuenta la
discontinuidad de la funcion; es decir, el alummsabnoce las condiciones para poder

aplicar la regla de Barrow.

De manera global, por la forma como resolvié lagas a lo largo de todo el
cuestionario, el modo de justificar las respuestada entrevista y la comprension del
concepto de Integral Definida que refleja en el anegnceptual siguiente, podemos afirmar
que el alumno utiliza los elementos matematicos aprestituyen el concepto de Integral
Definida desde un pensamiento algebraico y operativesenta algunas dificultades con
las representaciones gréficas y recuerda de menalganos de estos elementos
matematicos, ademas tiene dificultad con el coadali porque no estad muy claro si lo
entiende como condicién necesaria, suficiente atileza en los dos sentidos, menciona
algunos elementos matematicos con errores de mmaditieo, y no es capaz de resolver las

tareas porque, aunque evoca los elementos mates)atic es capaz de utilizarlos.
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En el mapa conceptual se observa la imagen dekptmde Integral Definida que

tiene este alumno.
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Al, mapa conceptual que representa el concepto detégral Definida

Para él los elementos matematicos que configuraooetepto matematico de
Integral Definida y que él recuerda s&CA, LID, PID y TFV, pero no considera el
elemento matematicALS de formaAN siendo el mismo elemento con que el alumno a lo
largo de todo el cuestionario no logré estableekciones l6gicas y utilizé con dificultad e

incluso con algunos errores, como con el concepitndte y de continuidad.

En general, observamos que el estudiante utilimaatguna dificultad la conjuncion
entre los elementos matematiocd€A y LID; TFV como calculo aplicando la regla de
Barrow de forma errone@1D cuando tiene que utilizar la integral como arealcan
sistemas de representaci@y en especial eA. Es capaz de verbalizar los aspectos
tedricos que tiene que ver con el elemeflt®s de formaAN, pero no de ponerlos en

practica.
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Por la forma como el estudiante resolvié las difegs tareas a lo largo de todo el
cuestionario, como fueron justificadas esas respsies traves de la entrevista y por la
forma como estructura en el mapa conceptual el epiac de Integral Definida,
consideramos que el alumno se encuentra en elinteell de desarrollo del esquema del

concepto de Integral Definida.

La tabla siguiente representa las relaciones d8gilbs elementos matematicos y
los sistemas de representacion utilizados porueh@d tanto en el nivehtra como en el

inter 1.

] ’ SISTEMAS DE
NIVEL | CARACTERISTCAS | ELEMENTOS MATEMATICOS | REPRESENTACION

Mostrar dificultades | El &rea como aproximacion:(G. A)
en establecer| -Aproximacion del area de una region plana.
relaciones l6gicas -Férmula del area del rectangulo.

. . L -Foérmula del area del triangulo.
(conjuncion I6gica) -Férmula del &rea del trapecio.

entre elementos| -Particion del intervalo.
matematicos. (Intento| -Sumas de Riemann
de relacion | El area como limite de una suma

“conjuncién légica”). | (AN)
-Limite de las sumas.

La integral definida: (G, A) Grafico
-La integral definida como area de una region. ;
INTRA Recordar algunos -La definicion analitica de la integral definida Algep_ralco
elementos _Condicion  suficiente: continuidad  implica Analitico
matemaéticos de forma| integralidad. .
aislada. Las propiedades de la integral
definida: (A)

-Integrales especiales

. izad -Unién de intervalos
No tener sintetizados - Regla de linealidad.

los sistemas de -Elarea de funciones positivas y negativas.
representacion. Teoremas fundamentales y del valo
medio: (A)

-Regla de Barrow.

-Valor medio de una funcién.

El area como aproximacion:(G. A)
-Aproximacion del area de una region plana.
-Férmula del area del rectangulo.

-Particion del intervalo.

-Sumas de Riemann.

Recordar ~ algunos| g| area como limite de una suma

elementos (AN) Gréfico
INTER 1 | matematicos graficos,| -Limite de las sumas Algebraico

algebraicos y/ o] -Laintegral definida: (G, A) Analitico

analiticos. -La integral definida como area de una regién

-La integral definida como célculo algebraico.
-Definicién analitica de la integral definida.

Teoremas fundamentales y del valo

medio: (A)

-Regla de Barrow.

Tabla 4.7. Relaciones logicas, elementos matemasagpsistemas de representacion que caracterizan los
niveles de desarrollo del esquema de integral defda en Al
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Asimismo en este nivéhter 1, A10 puederecordar algunos elementos

matematicos gréficos, algebraicos y/o analiticoBor ejemplo en la tarea 1

El area de la region rayada es mayor H2ig menor quel8.
a. ¢Por que?

b. ¢ Puede dar valores mas ajustados?

c. ¢,Cuales?

d. ¢,Como los obtiene?

En el cuestionario trata de cubrir el &rea solilgitmediante figuras geométricas.

A10, representaciéon G de la tarea 1 del cuestionari

Para ello utiliza el elemento mateméatié€CA de forma G cubriendo el area
mediante un rectangulo de base 6 y de altura 8ugstra que su area, de 48 unidades
cuadradas, es mayor que la sombreada y luego diVidetangulo por su diagonal en dos
triangulos iguales uno de los cuales cubre casi &bdirea sombreada, para indicar que el
area aproximada de 24 unidades cuadradas es infei@ola sombreada. Ademas, durante
la entrevista realiza la siguiente grafica en la ace una particion del intervalo [3,9] y

construye rectangulos inferiores para recubrireha
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2

A10, representacion G de la tarea 1 durante la engwvista

I: ¢ Qué otros procedimientos podria utilizar?

Al10: Tengo aca un area bajo una curva, entoncesavognstruir rectangulos de
forma que van cubriendo toda esa area

I: ¢ COmo serian esos rectangulos?

A10: Particionando la base de 3 a 9, o sea 6 unédadonde tengo opciones de
pensar en cuantos rectangulos puedo dividir esa are

I: ¢ Qué valores numéricos le podria dar a cadaaagulo?

A10: Puedo colocar valores numeéricos de longituehlla base, tengo uno y como
acatengo 3serian 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, y Shasta 6.

I: ¢, Cémo obtiene las alturas?

A10: Puedo construir otros segmentos, en formazootal para hallar los cortes
porque la grafica esta ubicada en un plano cartesjaya tengo la altura y las
bases establecidas, entonces hallo las areas.

(A10EL).

Pero asi no logra obtener una aproximacion y lo ltpee es calcular el area del
triangulo que, tanto en el cuestionario como derdatentrevista, considera que cubre la

mayor parte del area sombreada.

Lt,{i -

A10, resoluciéon A de la tarea 1 durante la entrevia

También menciona otros elementos matematicos oelados con esta tarea pero no
logra aplicarlos, por ejemplLS:
A10: Para aproximar puedo usar un método, no sesa método o férmula que se
llama la sumatoria de Riemann.
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I: ¢ Qué le permite la suma de Riemann, calculapmzimar el area?

A10: Aqui me nace una duda, porque la suma de Rientlava implicito el
concepto de limite, entonces si puedo es calclifarea.

I: ¢ Cuando sélo aplica la sumatoria?

A10: No, porque es que no sé si de pronto me obletieema, pero lo que entiendo
de la sumatoria de Riemann o del proceso limitdpgsar que sea muy cerca, muy
corta la longitud de los intervalos, cosa que semen infinitos rectangulos con
poca distancia y al sumarlos, entonces se ajustarfaly bien a la curva, asi
lograria una mayor aproximacion, pero lo que sig®®mo le digo a usted? Es que
si le aplica el proceso del limite se juntaria tamue no habria margen de error,
creo que puedo hallar el area total con este praoéhto.

(A10E1).

O el elemento matemati¢cdD como area de una region.

A10: Por medio de una Integral Definida.
I: ¢ La integral qué le permite?

A10: Calcular exactamente.

(A10E1).

A lo largo del desarrollo de la tarea muestra qeeuerda los elementos
matematicoACA, ALS y LID en los sistemas de representad®nA y AN, aunque el
unico que consigue es aplicarASA y no logra obtener una mejor aproximacion del;area
los otros elementos matematicos solo los recuexdardcha tedrica pero no los utiliza en la

resolucion de la tarea.

Ademas este alumnonuestra tener esbozo de sintesis de los sistemas d

representacion grafico y algebraicoPor ejemplo en la tarea 3:

Sea R laregion entre la gréfica de la funciéje’ y el Intervalo [0,4]
-Utiliza particiones para aproximar el valor detade la region R.
-Justifica tu respuesta.

En el cuestionario lo primero que hace es reprasémfuncion de formé:
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X

A10, representacién G de la tarea 3 del cuestionari

Para aproximar el area aplica el elemen&tematiccACA
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A10, resolucion A de la tarea 3 del cuestionario

El alumno divide numérica y graficamente el intéovanediante una particion en

grafica, calcula el area de los dos tridngulos.

subintervalos iguales y construye dos rectangulperiores aunque calcula el area por
defecto porque divide cada rectangulo en dos thlsgy suma las areas de esos triangulos.

Este alumno coordina la representacidrcon el procedimientd porque, a partir de la

Durante la entrevista justifica el razonamientoyagm en la representaciéh
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I: ¢Podria explicarme cémo ha resuelto esta paré elercicio del grafico que
tiene en su respuesta?

A10: Aqui lo que se me ocurrié fue construir 2 &agulos como tengo el intervalo
que es de 4 unidades, lo que hago es dividir esb en

I: ¢ Qué le permite eso?

A10: Me permite formar 2 rectangulos, un rectdngdi altura 4, el valor de la
base reemplazo en la ecuacién que es el cuadradt de

I: ¢Y qué obtiene?

Al10: La altura de un rectangulo y hago lo mismo censiguiente porque
conociendo la base y la altura, hallo el area dg Zorectangulos.

(A10E3).

Ademas recurre al elemento matema#dd para poder calcular el area de forma

exacta:
Lsng Fual Dol Earerals .
es b— a =3 Lt — = = L(
= &y
Ador @ Fensd bt K—es. rw BT e ts
Sero= Lo
i P
X = 2
e = Z
Xa, = 2 ~»
= _ =
X3 = Doy — R
= Ala) g PP
XO l
X~ = ot — "k e K Xen {m/(ﬂ
ha'{'"\/e" 7” 1‘ i 7'(1‘/‘ L Cey>
o M= e yiym

A10, representacion A de la tarea 3 del cuestionari

Usa una particion genérica para la que halla la bascada subintervalo, utiliza la

implicacién correctamente sﬂA” — Oimplicaquen — ©” pero no es capaz de

construir las sumas de Riemann, y tampoco de amichmite de las sumas inferiores y

superiores, y por tanto el proceso analitico deluesdn no es concluyente.
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Como en el cuestionario no fue capaz de dar um agmximado del area usando

particiones, entonces durante la entrevista dextiellarla mediante una integral.

L{ y
j)(q‘rf&t})fa
E

3

A10, resoldn A de la tarea 3 durante la entrevista

A10: ¢ De qué otra forma? Haciendo uso de la intededinida.
I: ¢ Cudl seria la integral definida, ahi?

4
A10: la siguiente integral definidéo: f(xz)dx, al aplicar una operacion obtengo el

cubo deX sobre 3, y eso lo debo evaluar en el limite degireicion para resolverla.
(A10ES3).

Aqui se pone de manifiesto que utiliza otra vezlemento matematichlD de
forma A, porque plantea correctamente la integral pensatao area de una region,

calcula una primitiva de la funcién pero obtien@rma correspondiente a esta tarea.

Este alumnanuestra dificultades en establecer relaciones 16gis (conjuncién

I6gica) entre elementos matematico&sta caracteristica la encontramos en la tarea

Calcular el area limitada por la grafica de la fand (X)=‘2x—]\, en el intervalo[O, 2]
y el ejeX. Justificar la respuesta.

En el cuestionario lo primero que hace es unasgmtacion grafica de la funcion:
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A10, representacién G de la tarea 4 del cuestionari

Para realizar la representacion grafica primerceHa representacion de la funcién

lineal y luego la del valor absoluto:

Al10: Porque me estan pidiendo que halle esa area pea valor absoluto y
entiendo que el valor absoluto de una funcién, esparte positiva y como
encuentro que un area esta en la parte negativa flencion del ej&.

A patrtir de la representacidd calcula el area de los triangulos y muestra que es

capaz de coordinar dos representaci@gsA:

A 7l$ oé,{“h:/

f—MqM?J )
$

0.5 1 1.5(3)
2 o

A0, representacién A de la tarea 4 del cuestionari

Utiliza el elemento matemati&CA de formaA, cuando aplica la formula del area
del triangulo, calcula las areas de los triang@osB, las suma y obtiene correctamente el

area limitada por la funcién en el intervalo indica

I: ¢ Como calcula luego el area?

A10: Al transponer la figura sobre el e)g encuentro que se forman 2 triangulos y
uno esta seguido del otro y hallo el area de uangulo aplicando la férmula
geomeétrica base por altura.

I: ¢ Cudl es el area de cada triangulo?

A10: El primero me dio de altura 1 y base 0,5releées 0,5 por 1 dividido 2
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I: ¢ Como obtuvo el area del segundo?

A10: Obtuve una altura de 3, la base es 1,5, duegse por altura dividido 2, |
entonces el area total que me estan pidiendo es 2,5

(A10E4).

Ademas el alumno calcula el area mediante &ghat Definida.

o 7o~ e ~~a Tco-0

Oes 2
OJ/-@*“ —L) X ’Z_/f/@x‘x-) AN _

= S o

A10, resolucion A de la tarea 4 del cuestionario

Recurre a los elementos matematict3 y PID de formaA cuando plantea una
suma de integrales pero lo hace de forma incorneotgue no tiene en cuenta que la
funciébn que tiene que integrar es la funcién valbsoluto; expresa correctamente los
limites de integracion haciendo uso de la propiedada unién de intervalos pero no
termina de calcular el area utilizando estos eléosematematicos.

Durante la entrevista intenta nuevamente utilzaelementokID y PID :

i

0.4
o -
Oj QE ) [ 221 | gy %ﬁuﬁr/ﬂ
as

A10, resoluciéon A de la tarea 4 durante la engista

A10: ...como tengo la funcion y el intervalo dond& ekefinida la funcion puedo
aplicar la integral definida.

I: ¢ Como plantearia la integral definida?

A10: La integral definida, tiene una propiedad.

I: ¢ Qué propiedad?

A10: La propiedad aditiva

I: ¢ Como seria esa integral?
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A10: Tengo un corte que me dio 0,5, y 3 valorexdel 0, el 0,5y el 2 que se
cuentan en ese intervalo, entonces aqui esta defild funcion también, luego
tomo una integral de 0 a 0,5 de la funcioén.
I: ¢ Esta de acuerdo con el planteamiento de edagiiales?
A10: Si estoy de acuerdo.
I: ¢Al calcular esa integral, obtendria el mismoloraque el que obtuvo con el
procedimiento geométrico anterior?
A10: Si. Porque, estoy hablando de un area que geamamente se puede hallar
exacta, porque se encuentra formada por 2 figueasddas triangulos.
I: ¢ Como calcularia esas integrales?
A10: Me remitiria aplicar un procedimiento, comogarte positiva de esa funcion
se encuentra sobre el eje
I: ¢ Recuerda como integrar estas funciones?
A10: En este momento no recuerdo como se inte¢ma ésciones.

(A10E4).

Aplica la propiedad de la unién del intervalo ppresenta conflicto con el elemento
matematicolrFV, porgue no sabe como hallar la primitiva de lacfoin para poder aplicar

la regla de Barrow.

En la resolucién de la tarea 2.

Sea R, la region encerrada por el gréfico de la funcicﬁ(x) =4x y el ejex en el

intervalo[— 2, 2] :
a. Dibujar la gréfica.
b. Calcular graficamente el area de la region.

2
c. Calcular Ia_[_24x dx
d. ¢Son iguales los dos resultados anterioresfichrs cada paso.

Este alumno, inicialmente, lo que hace es una septaciorG de la funcion:
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A10, representacién G de la tarea 2 del cuestionari

A partir de la representacion grafica coordinad@lsulos algebraicos:
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A10, resoluciéon A de la tarea 2 del cuestionario

Para ello aplica el elemento matemat&GA de formaA, calcula el area del
triangulo 1 usando la formula del area del triangylcomo tiene dos triangulos, multiplica

el resultado por 2 y obtiene el area total de liflades cuadradas.

I: ¢ Puede explicarme como ha resuelto la tarea marg@

A10: Encontré la grafica de una recta, como me resttando el intervalo
X=2 X=-2, encuentro es que se forman 2 triangulos.

I: ¢ Como calcula graficamente el area?

A10: Graficamente las puedo calcular por separgaarque tengo un punto donde
esa recta me corta el ejg, la cual se divide en 2 areas, una que estadatajo
del eje X y otra que esta por encima del efe

I: ¢Qué relacion puede establecer ente el areaadeegion bajo el ejeOX vy la
region formada sobre el ejex ?
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A10: Una relacion que se evidencia como 2 triangupuestos por el vértice. Son
semejantes.

I: ¢ Graficamente qué valor obtuvo al calcular ekarde los triangulos?

A10: El primer triangulo de bas2 unidades, tengo la funciérﬁ(x) =4x y el corte
con el eje X es-2, reemplazo en la funcion.

I: ¢ Cudl es el valor del area de cada triangulo?

A10: Como tengo una base de longitud 2 y una al&jyrane remito a aplicar la
férmula del triangulo para hallar el area, en eliprer triAngulo lo que hallo es la
altura que como dije es 8 y la base es 2 halloretipcto y por formula lo divido
entre 2, y asi obtengo el area de un triangulo ydaégual a 8, como voy a hallar
es toda el area encuentro un triangulo por debajotrgp por encima, luego sumo

las dos areas y me daria un area total de 16 uredatk medida cuadrada.
(A10E2).

En cuanto al calculo de la Integral Definida estdoeque hace este alumno:

A10, resoluciéon A de la tarea 2 del cuestionario

Aplica la regla de Barrow pero hace unos calculosiéricos incorrectos que le
conducen a un resultado idéntico al del calculchdes.

A10: De acuerdo a la integral definida, en este@@o obtengo el mismo valor.

I: ¢,Cuadl es el mismo valor?

A10: Por geometria obtuve 16 unidades de medidasiradas y por la integral
definida obtuve las mismas 16 unidades cuadradas.

I: ¢Qué le piden calcular el area o calcular laegtral?

A10: En la pregunta me piden calcular la integral.

I: ¢ Coémo calcula la integral?

A10: Hay una operacion que dice cdmo se resueladntegral definida y eso es lo
gue me piden, entonces implicitamente cojo esgraitg le aplico ese proceso que
es hallar una antiderivada de la funciéon que me gara integrar, para que calcule
la integral de4x .

I: ¢ Qué valor obtuvo al calcularla?

312



Capitulo 4. RESULTADOS Eliécer Aldana Bermudez

A10: 16 unidades de medida cuadradas.

I: ¢ Esta de acuerdo con ese valor?

A10: Si estoy de acuerdo.

A10: Me dicen que calcule la integral, entonces; i error conceptual.

I: ¢ Por qué, donde esté el error?

A10: Porque primero me remiti a hallar un area, @ porque lo hice
geométricamente y cuando calculo la integral teloge comparar un area y el
error es que a mi en ningin momento me dijeronhgllara un area.

(A10E2).

En este episodio se pone de manifiesto que agdlieeemento matematicblD de
formaA como area de una regién, porque piensa que ellealelarea graficamente debe
ser igual al valor de la integral, pero no se dantai que los calculos que hizo son
incorrectos y, por ultimo dice que cometié un eomnceptual, porque no le pedian calcular
el area sino calcular la integral. Durante la esi¢ta trata de establecer una relacion entre

el célculo del area y la Integral Definida.

Al10: La relacion es que geométricamente puedo haltaarea y con la integral
también, esa es la relacion como mas exacta.

I: ¢ Es lo mismo calcular el area graficamente gasalver la integral indicada?
A10: Si me piden que halle esa area por mediondeintegral si es lo mismo, pero
si me piden que halle una integral, no es lo mismo.

I: ¢ Est& de acuerdo con el procedimiento que 6GtHiz

A10: No, aqui cometi un error porque resolvi alglegue a una respuesta que no
me estaban pidiendo.

I: ¢ Significan lo mismo, el area y la integral dedia?

A10: No es igual, porque es que la integral siraeaphallar un area, pero no estoy
diciendo que una integral es igual a un area.

I: ¢ Cudl es la diferencien ente calcular el areaajcular una integra definida?
A10: La diferencia entre calcular un area y desdlao una integral, es que no
siempre al calcular una integral obtengo un area.

I: ¢ Por que?

A10: Porque puedo usar la integral para otras cogas siempre es para hallar un
area,

I: ¢ Considera que la integral esté bien calculada?

A10: Si, porque estoy aplicandole a una mismaifundiferentes métodos
(A10E2).

En este episodio el alumno muestra contradiccigguegue dice una cosa pero
luego aplica otra, comprende que el area se pualdalar graficamente y usanddD ,

pero que no siempre la integral se utiliza parautat areas; sin embargo sigue afirmando
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qgue el célculo algebraico que hizo de la Integrefiidda es correcto, porque no se da
cuenta que tiene errores en el calculo numérieplatar la regla de Barrow.

Ademas este alumnecuerda algunos elementos matematicos de formaskida.

Esta situacién se encuentra en la tarea 5.

Dada la gréfica dé(x) = 2x—x*, calcular por aproximaciones el area de la reta§mda.
Justificar el procedimiento utilizado

En el cuestionario este alumno resuelve en mim&sta tarea de fornfa
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A10, resolucion A de la tarea 5 del cuestionario

Para ello recurre al elemento matematidd de formaA calculando el area a
través del calculo integral y para hallar el arakuda el area que esta sobre el Bjg
luego le resta el area que se encuentra por delehjeje X, y obtiene asi el resultado
correcto del valor del 4rea bajo la grafica. Aunaw menciona las propiedades de la

integral de funciones positivas y negativas lagcagiuando calcula el area de la region, al
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haber restado la integral de la funcion que reptasel area bajo el ej¥ le garantiza que

la suma algebraica represente el area.

En el cuestionario no realizé ningun intento diew@o del area por aproximaciones
y durante la entrevista, cuando se le pide queehklice de esta forma, hace una

representacion grafica de la funcion:

*

\/ﬂwk

T r

] |

\ S
\{.?

A10, representacion G de la tarea 5 durante la ergwvista

X

Sombrea el area que debe aproximar, pero ngoag ¢ obtener una aproximacion

gréfica del area y sigue mencionando la Integréiniz.

A10: Aqui tengo 2 areas, que las veo como en 2asael primer tramo es un area
que esta comprendida bajo la curva y el &epara esta area puedo usar una
integral definida, porque tengo la funcion y eleintalo donde se encuentra definida
la funcién, hay otra parte de esa region que form@mo un tridngulo y
geométricamente podria aproximar mas el area aipdé ese triangulo.

I: ¢ Como serian las gréaficas?

A10: Puedo tomar primero esta integral de la fung@ra calcular el area.

I: ¢ Por qué utiliza sélo la integral y no otro predimiento?

A10: Porque es el mas preciso.

I: ¢Qué le piden calcular el area o aproximar eea®

Al10: Me dicen aproximarla, pero es mas facil remlizste procedimiento por
medio de una integral definida que por otro método.

I: ¢ Qué puede concluir de los resultados obtenidos?

A10: Si procedo haciendo uso de dos métodos, ehéteizo me permite aproximar
y con la integral definida, obtengo la respuestaqgisa.

(A10ES5).
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En el protocolo se pone en evidencia que mendd@a pero no lo utiliza en la

resolucion de la tarea y so6lo es capaz de aplicalementoLID porque para €l es mas
facil calcular directamente el &rea con la integral

Para resolver la tarea 6.

Explique, en términos del grafico, por qalﬁé + x):ix:ff xzdx+jxdx
0 0 0

¥ y=x2ax

yex2

En el cuestionario responde de forma incoheneaterdando elementos sin relacion
l6gica:

P icaso Gee es¥#> ¢
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3
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A10, resoluciéon A de la tarea 6 durante el cuesti@nio

Durante la entrevista responde de forn@

realizando las siguientes
representaciones:
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A10, resolucion G de la tarea 6 durante la entrevia

Este alumno grafica las funciones por separaéop pmo es capaz de usar los
elementos mateméaticos necesarios que le permittableser comparaciones en la

resolucion gréfica de la tarea.

I: ¢Podria explicarme que quiere decir con el raamento que ha utilizado en la
pregunta desde el punto de vista grafico?

A10: Me estadn dando 3 funciones, sus graficas yinegrales de esas funciones
con su respectivo intervalo, no estan definidas.

I: ¢Como podria a partir de la gréfica demostraregge cumple esa igualdad o
propiedad?

A10: Las tres funciones se encuentran en el misteovalo, en el intervalo de 0 a
a, la primera gréafica que observo es una recta.

I: ¢ En término de areas como demostraria la igudtla

Al10: ...puedo sombrear cada grafica que se me foronacada funcion y utilizar
para cada funcion la integral definida.

I: ¢ Por que?

A10: Porque es una forma de obtener un valor nucoéri

I: ¢ Para qué quiere el valor numérico?

A10: Para mirar la igualdad de las tres funciones.

(A10ES6).

Lo que hace el alumno es describir lo mismo quie presenta en la tarea, pero no
logra establecer relaciones. Sombrea ciertas &letesminadas por cada una de las
funciones y el ejex y menciona el célculo de la integral para obtemeralor numérico

del area y comparar la igualdad, pero no conclayedolucion de la tarea.

En la tarea 7c.

Considerar valor de verdad o de falsedad de ddirmacior

el
J._llx‘zdx:[—x‘l]ﬂ:(—]) —-1=-2 y en caso de ser falsa, explicar por qué o d

contraejemplo.
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En el cuestionario realiza un procedimiento algeor pero se confunde en los
calculos y obtiene un resultado incorrecto, deaigontrario a la afirmacion planteada en

la tarea por lo que deduce que es falsa la afignaci

Te. [Iz’d:{ :']',:[—1]—I=—2 =SS

S j [T, = +-&4)

—_
L H g Z_

A10, resolucion A de la tarea 7c del cuestionario

Durante la entrevista se da cuenta que la repuestauestionario es incorrecta,
pero, aunque reconoce que no puede aplicar la rdgldBarrow, va a realizar un

razonamiento incorrecto al considerar que comaf&ibn no es continua entonces no es

integrable:

I: ¢ Como justifica el valor de verdad que le diaaroposicion 7c?
A10: Lo que hice fue rescribir esa funcion y entteeque no puedo integrarla
I: ¢ Cudl es el problema?
Al10: El problema es que para integrar una funcidm @ intervalo dado, la
condicidn inicial es que la funcién debe de estfirdda.
I: ¢ Esta de acuerdo con el valor que le habia dado?
A10: Con este razonamiento que acabo de hacer, no.
I: ¢Qué pasa en la proposicion si el denominadonaee cero?
A10: Aparece una indeterminacion . Esta mal aplecaal procedimiento para
resolver una integral definida.
I: ¢ Por qué continda considerando que la proposi@§ falsa?
A10: Porque no se puede integrar.
A10: La razodn es la discontinuidad.
I: ¢ Por que?
Al10: Porque para poder integrar una funcién debe sentinua, porque la
continuidad implica integrabilidad.
(A10E3).

Aplica el elemento mateméatiddD de formaAN, porque cuando trata de resolver
la integral para comprobar la veracidad de la psmp@n, se da cuenta que la funcién es
discontinua en un punto del intervalo, entoncegaph condicion suficiente: continuidad

implica integrabilidad de forma incorrecta coméusira una condicion necesaria.
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Ademas en la tarea 8.

¢ Cudl es el significado matematico de la Integefiriida de la funciény=f (x) en un
intervalo [a, b]?

Esto es lo que afirma el estudiante en el protodelentrevista:

. ’ ~ . . e b
I: ¢ Como le explicaria a un compariero el significak Iaj f (X) dx?
a

A10: Me remontaria a hablarle de lo que es el psocéimite, de lo que es la
particibn de un intervalo, de la suma de areas yageoximaciones, para luego
hacerle entender que una integral definida comgua me presentan aca, es una
suma.

I: ¢ Cudl es su propia definicion de integral defia?

A10: La integral definida es un operador.

I: ¢ Qué quiere decir que sea un operador?

Al10: Es un operador que cumple con unas caracteaist propiedades,
condiciones y actla sobre las funciones.

(A10ES).

Recuerda el elemento matemathBA de forma aislada, porque define de memoria
el concepto de Integral Definida como un procesitéi de una suma tratando de establecer
relacién entre los elementos matematid@A y ALS; pero, en el resto de las tareas del
cuestionario, no fue capaz de aplicar esos elemematematicos. También pone en
evidencia que considera el elemento mateméfibocomo un operador, es decir, tiene una

concepcion procedimental de la integral que sefieata en la resolucion de las tareas.

Ademas en el mapa conceptual que se muestra awgacittn este alumno pone de
manifiesto la forma como tiene estructurada la iemadel concepto de Integral definida,
representa el elemento matemat&GA, hace referencia a los elementos matematicos
ALS, LID y PID; pero no menciona en ningin momento el elementeméicoTFV,

aungue lo ha usado en la resolucién de las tareas.
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A10, mapa conceptual que representa el concepto beegral Definida

Los elementos matematicos que mas menciona ensatrdéo de las tareas son
ACA y LID, ademas utiliza de forma incorrecta los elementageméaticod ID y en
especial TFV, la relacion logica que eventualmente usa escdajuncion logica.

Asimismo, establece un comienzo de sintesis ermse sistemas de representacion,
especialmente & y el A.

Por la forma como el alumno resolvid las diferertiagas a lo largo de todo el
cuestionario, por la manera como fueron justificadmas respuestas a través de la
entrevista y por la estructura que presenta enaplanconceptual del concepto de Integral
Definida consideramos que el alumno se encuentral @ivel inter 1 de desarrollo del

esquema.
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La tabla siguiente representa las relaciones d8gilos elementos matematicos y
los sistemas de representacion utilizados porueh@d tanto en el nivehtra como en el

inter 1.

i ) SISTEMAS DE’
NIVEL CARACTERISTCAS ELEMENTOS MATEMATICOS REPRESENTACION
El area como aproximacioén: ( G,
A)
-Aproximacion del area de una region plana,
Mostrar dificultades -Férmula del area del rectangulo.

-Férmula del area del triangulo.
en ) EStaPle_CE‘r -Particion del intervalo.
relaciones I6gicas| -Sumas de Riemann.

(conjuncién  légica) | ElI 4&rea como limite de una suma
entre elementos| (AN) .
matematicos. (Intento| -Limite de las sumas. Gréfico

de relacion | La integral definida: (G, A) Algebraico

INTRA “conjuncion l6gica’). -La i_ntegral definida como érga de una regﬁénAna|itico

- La integral definida como céalculo algebraicp
-Funciones positivas y negativas.
-Condicion suficiente: continuidad implica
integralidad

Rlecord?r algunos Las propiedades de la integral
elementos definida: (A)
matematicos de forma -Unién de intervalos.
aislada. -Linealidad.
-De comparacion.
-Integral de una constante.
El teorema fundamental: (A)
-Regla de Barrov
El area como aproximacioén: (G, A)
-Aproximacion del area de una region plana,
-Férmula del area del rectangulo.
-Férmula del area del triangulo
-Particién del intervalo
Recordar algunos -Sumas de Riemann.
elementos El area como limite de una sumaj
matematicos gréaficos, | (AN) Grafico
algebraicos y/o -El limite de las sumas Algebraico
INTER 1 | analiticos. La integral definida: (G, A) Analitico

-La definicién analitica de integral definida.
-La integral definida como area de una regid|
- La integral definida como célculo algebraicp

Tfener_esdbolzo d(_e Las propiedades de la integral
sintesis de los sistemas ¢ ~ija- (A)

de representacion -Unién de intervalos.

graficoy algebraico. | E| teorema fundamental: (A)
-Regla de Barrow.

Tabla 4.8. Relaciones logicas, elementos matemasopsistemas de representacion que caracterizan los
niveles de desarrollo del esquema de integral defia en A10

=

También en este nivaiter 1 de desarrollo del esquema se encuentra el aldé¥ino
gue es capaz desar la conjuncion légica (y l6gica) de forma correta entre elementos

matematicos en el mismo sistema de representacidor ejemplo en la tarea 2.
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Sea R, la region encerrada por el grafico de la funcic’f(x):4x y el ejex en el

intervalo[— 2, 2] :
a. Dibujar la grafica.
b. Calcular graficamente el area de la region.
2
c. Calcular Ia_[_24x dx
d. ¢Son iguales los dos resultados anterioresfichrs cada paso.

Para responder a esta tarea el alumno hace inaiédnuna representacion grafica

de la funcion.

'p
-

A7, representacion G detfarea 2 en el cuestionario y durante la entrevista

En el cuestionario dibuja la grafica de la funciSombrea el area que se le pide

calcular, y a partir de la representac®ncalcula el area de fornfa

2 = \( O

N
5
I
—~
e
'\w

A7, 12resolucion A de la tarea 2 del cuestionario

A pesar de que el resultado es correcto, en lasgucele igualdades se olvido
multiplicar por 2 al pasar del primer a segundantdo, aunque luego lo corrigié en la

siguiente igualdad. En la entrevista, él mismo dieedo que hizo de la siguiente forma:

A7: Aqui vemos 2 trianguldtraza el gréfico).
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I: ¢ Como calculd el area geométricamente?

A7: Geométricamente, es la suma de 2 tridnguldsage 2 y de altura 8, que en su
defecto podria calcularse el &rea de un rectangulo.

I: ¢ Por que?

A7: El intervalo es de -2 a 2.

I: ¢ Qué valor obtuvo al graficar el area?

A7: 16 unidades cuadradas.

(A7E2).

Es decir, para calcular el area graficamente, fatosatriangulos que, como €l dice,
conformarian un rectangulo, y durante la entreyigtaal que en el cuestionario, a partir del
grafico calcula el area total y obtiene 16 unidadesdradas. Aplica el elemento
matematic)ACA de formaA, porque utiliza la formula del area del triangylcomo los

triangulos son iguales entonces la duplica paranabtel area total.

En cuanto al calculo de la integral en el cuestionda la siguiente solucién de

formaA:

i j L L
& J +)( }X = _t_l\: = 2,_)(}- - R '% =it (}'
- L e -

A7, 22 resolucion A de la tarea 2 del cuestionario

Por la forma como resuelve la tarea se pone defiestoi que utiliza el elemento
matematicolTFV aplicando la regla de Barrow, porque halla la i@ de la funcion, la

evalla en los extremos del intervalo y hace la salgebraica correspondiente.

Ademés muestra la relacion que establece entrealyda integral:

I: ¢ Qué valor obtuvo al calcular la integral?

A7: 0 unidades cuadradas.

I: ¢Cual es la diferencia entre calcular el areadfjcamente y calcular esa
integral?
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A7: Pienso que si me dicen calcule esta integnaleyda cero puede tener sentido,
si me dicen calcule la integral que correspondeste gyrafico me parece que asi
como se plantea aqui, es una integral sin contexto.

I: ¢ Qué quiere decir sin contexto?

A7: Que no me esté representando un area.

I: ¢, Cémo son los 2 resultados?

A7: Los dos resultados son diferentes.

I: ¢ Por qué son diferentes?

A7: Porque uno es un ejercicio de calcular una gné& y el otro de calcular un
area.

I: ¢ Cuando le piden calcular el &rea a qué debgdl®

A7: Debo obtener un nimero real positivo.

I: ¢ Cuando le piden calcular una integral, cual peeser ese valor?

A7: Si la integral es definida puede ser un namresd positivo, negativo o cero.
(A7E2).

Distingue el elemento matematitdD de su aplicacibn como area de regiones
planas porque pone de manifiesto que cuando api&da Integral Definida como area
ésta representa un valor positivo, mientras quéleulo de la Integral Definida es un valor

real positivo, negativo o cero.

De forma global, por la forma como resuelve lagdarecOmo la justifica podemos
afirmar que el alumno establece una relacién dgunoidn logica entre los elementos
matematicoACA, LID y TFV, porque a partir del procedimienfoinfiere el significado
de la integral como area de una region y la integymo célculo algebraico, a través del

uso de la regla de Barrow.

En la tarea 4.

Calcular el area limitada por la grafica de la fand (X):‘ZX—]L, en el intervalo[O, 2]
y el ejeX. Justificar la respuesta.

En el cuestionario, para poder representar la fum@&ste alumno analiza los valores

gue toma segun que sea positiva 0 negativa ladorx — 1, aunque en el planteamiento

se confunde entre las abscisas y las ordenadassydeoa los casos en que x sea positivo 0

negativo.
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A7, representacion A de la tarea 4 durante el cugshario

Esto mismo lo expresa durante la entrevista. Eatdiriendo directamente lo que

recuerda del valor absoluto de x, al valor absaliet@x — 1.

A7: El valor absoluto de esa funcion, habria quéefenirla, como la funcion va a
valer 2X—1, si X es mayor que 0 y va a valef(2x+]), si X es menor o igual a
0.(A7EA4).

A pesar de ello, para poder representar graficamkntfuncion, tiene que dar

valores a x para obtener valores de y.

I: ¢ Podria decirme como ha esbozado el graficoad@ihcion?
A7: Teniendo la funcion, tabulé le diXatres valores.
(A7EA4).

Finalmente representa la gréafica correctamente.

A7, reggentacion G de la tarea 4 del cuestionario
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Una vez representada graficamente la funcion caleluéirea limitada por la gréfica

relacionando varios elementos matematd®$ormaA.

4 }; /L C’
- /O (‘LAH) dx fj (2x-1) dx A=A FA,L
" 4 L Lyl L
'[—KLH(] .5 [KL’K‘! A s -2, ;5
|2 \ 2 Z
3,
:-Jf—+;_ fin..Z.-,tJr_ Al‘—lx‘ﬂﬁ 1
e A ) 2 = 2 :q
N VLt
==1 e =7 ¢ 4
+ &
=My 0 2t ) Azdil o
4 ¢ 4+ 4,

A7, resoluciéon A de la tarea 4 del cuestionario

Este alumno establece una conjuncién logica emtse elementos matematicos
ACA, LID, PID y TFV, de formaA. En la columna de la derecha se puede ver como
aplica el elemento matematiédCA. A partir del grafico calcula el area de los tgalos
gue conforman el area total, las suma y obtienéred que se le pide. Para ello ha
necesitado coordinar los registros grafico y alger En la columna de la izquierda utiliza
los elementos mateméticdsD, PID y TFV, porque calcula el area a partir del
planteamiento de una integral, aplica la propietkath unidn de intervalos correctamente y

utiliza la regla de Barrow para hallar las primatwy evaluarlas en los limites respectivos.

Cuando se le preguntd por la solucion mediantedakuto de las areas de los
triangulos lo explica de la siguiente forma:

I: ¢ Como ha calculado el area, a partir de la repeatacion grafica?

1 1
AT7: Calculando dos integrales, una dea 5 de la funcién, mas otra dga 2.

I: ¢ Qué figuras bajo la gréafica se formaron?
AT7: 2 triangulos.
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I: ¢ Como calcularia el area de esos 2 triangulos?

A7: Tenemos dos triangulos, vamos a llamaéog a,, el triangulo g tiene de
1

basez y de altura 1.

I: ¢ De donde obtiene la altura, cdmo obtiene laic@tde ese triangulo?
A7: Evaluando la funcién erX=0 , obtengo un punto.

l: ¢, Por qué enX=0?
AT7: Porque el intervalo de integracion [a@Z] entonces necesito saber de donde a

donde va la gréfica, y los puntos mas apropiadas gaaluar son cuand vale 0
y cuandoX vale 2.
I: Continué el procedimiento.

. . 3 . 9
AT: el segundo triangulo tiene de baiz%ey de altura3, entonces el area ez y

. : g 1 .
el area del primer triangulo e'z (hace calculos).
I: ¢ Cual seria el area total?

. 1.9 , .
A7: El area total serlaz+z , la suma de las areas de los dos triangulos esto

10 (A7E4)

2 :

Establece conjuncién logica entre los elementosematicosACA, LID, PID y
TFV para inferir el valor del area bajo la gréaficaladéuncion valor absoluto. Ademas de
describir los procedimientos utilizados en el dedlar de la tarea, el alumno compara los

valores obtenidos a partir del uso del elem&@a y del elementdID:

I: ¢ Como son los valores obtenidos?

A7: Son exactamente iguales

(A7E4).

Esto nos indica que ademas de establecer unadmllgica entre ellos coordina

los sistemas de representac@iy A.
Ademés este alumno suelecordar algunos elementos matematicos gréficos,

algebraicos y/o analiticos; y tener esbozo de sisie entre los sistemas de

representacion grafico y algebraicoPor ejemplo en la tareal.

327



Capitulo 4. RESULTADOS

Eliécer Aldana Bermudez

El area de la region rayada es mayor H2ig menor quels.

a. ¢Por quée?

b. ¢ Puede dar valores mas ajustados?
c. ¢,Cuales?

d. ¢, Como los obtiene?

En el cuestionario lo primero que hace para apraxieh area es cubrirla mediante

una figura geométrica a la que se pueda calcutdmf@nte su area:

rd 4
g 3
L - 'Ir >
e 1o
[} -
L 1 <4
1 - i . U’\.“A
; i
Eo = } i
. . - T
Figura 1. Figura 2.

A7, representacion G de la tarea 1 del cuestionario

En la figura 1 traza, en primer lugar, un triangd® base 6 y de altura 8 que
representa un area inferior a la rayada para igemtijue el area es mayor que 12 (en
realidad mayor que 24) y, en segundo lugar, coystiun rectangulo sobre la figura
propuesta inicialmente de base 6 y de altura 8, rgpeesenta un area mayor que la

sombreada para justificar graficamente que el @eeenor que 48.

En la figura 2, el estudiante determina dos pudsk grafica de la funcién y traza
un trapecio de base mayor 8, de base menor 2 ljuta 6 para ajustar mas el area bajo el

gréfico. Para hacer los célculos correspondiergis alumno coordina la representacion

gréfica con un procedimiento algebraico.
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A7, representacion A de la tarea 1 del cuestionari

El procedimiento 1, es consecuencia de la figudonfide se pone de manifiesto que
el estudiante utiliza el elemento matemathkitBA para ajustar mas las cotas aplicando la
formula del area del triAngulo para aproximar ebdpvor defecto. En el procedimiento 2, se
pone en evidencia que trata de ajustar mas elp@reaxceso, y forma un trapecio que cubre

mas el area formada bajo la grafica inicialmentgppesta en la tarea.

Este segundo procedimiento lo trata de completarrrendo al elementblD de

formaA:

B &

_ 22—
o= o e R
2K = -1 (8 —¥)
=K = - +—y

7= <X

Lo

AD= /58—5(*—”) 3 X

A7, representacion A de la tarea 1 del cuestionario

Como no conoce la ecuacion de la funcion a integean aplicar el elemento
matematicaLID , coordina la representacion grafica anterior ycasocimientos que tiene
de geometria analitica, porque utiliza los dos gade la grafica del trapecio para hallar la
pendiente de la recta que los une y asi deternanacuacion punto — pendiente de esa
recta, y de esta manera plantear una Integraihidefi Aunque no la calcula, su valor

coincide con el que obtuvo cuando calcul6 el eddrdpecio.
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Durante la entrevista trata de conseguir una nagovximacion, y para ello recurre
a la representacion grafica nuevamente.

8 B
L= [
¥ k
-
. 2 Aj
Figura 3. Figura 4

A7, representacion G de la tarea 1 durante la entxésta

En la figura 3 utiliza el elemento matemati&GA, traza un triangulo de 6 de base
por 8 de altura, para ajustar el area por defecto sectdngulo de 6 de base por 8 de altura
para indicar una aproximacion del area por excé&so.la figura 4, construye dos
rectdngulos de base 6 unidades y de altura 4 gg&céivamente y sobre cada uno de ellos

forma dos triAngulos de igual base que los reclésgy de alturas también 4 y 2
respectivamente, tratando de cubrir de esta fofragea sombreada.

Asimismo este alumno tanto en el cuestionario cdomante la entrevista continla
coordinando la representaci@ny la representacioA.

e — > e Ao = = <4 — 2
A oy I e T = =
N — 4 P — =, =8 = @
- i N — e = — =
sy R =
- ,Q . —”f?\ Ar= AntAx?t As+Bn
L5 — = g

Te= 2 4+C +6+ .
o AT =2y o
Procedimiento 3. T

Procedimiento 4.
A7, representacion A de la tarea 1 durante la entrasta

En el procedimiento 3 que corresponde a la figural3igual que hizo en el
cuestionario, utiliza la formula del area del tgalo para aproximar el area por defecto y

aplica la formula del area del rectangulo para xprar el area por exceso, y de esta
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manera justifica que el area es superior a 12 deglguadradas (en realidad 24), pero

inferior a 48 unidades cuadradas.

A7: ... la idea era mostrar que la medida de estaagvedria estar en medio de
otras dos areas, una podria ser el area de esém@ulo que obviamente se ve que
el &rea que usted nos dice mostrar es mayor y Isstagimos un rectangulo, esa
area de la que nos habla, es menor que la del negtid (traza los graficos y hace
los célculos)

I: ¢,Cémo lo haria?

A7: Primero vamos con el area del rectangulo, esttangulo tiene de base 6 y de
altura 8, el area del rectangulo, @&x8, es 48escribe en una hoja)

I: ¢Qué lo ha llevado a pensar de esa manera?

A7: El area de la region que nos muestra en eligoafes un poco mayor que el
area del triangulo y el area del triangulo es 24r@ esa misma area es menor que
el area del rectangulo y el area del rectangulai8s

(A7EL).

En segundo lugar, en el procedimiento 4 de la&igyrforma en la base de la region
sombreada rectangulos, calcula sus areas respretita de 12 y 6 unidades cuadradas, y
para tratar de cubrir el area sombreada sobrereatingulo forma un triangulo de areas 6
y 3 unidades respectivamente, suma las areas apotds de los rectangulos y de los

triangulos y obtiene un valor aproximado del are&d unidades cuadradas.

I: ¢ Qué otros procedimientos utilizaria para aprmxsis?

A7: Tenemos un rectangulo de base 3 y de altutm4gectangulo de area 12, otro
rectangulo de base 3 y de altura 2, entonces tea@aa@rea 6, sobre ellos tenemos
2 tridngulos, uno de base 3, de altura 4, entorieeemos area 12 y tenemos otro
triangulo de base 3, de altura 2, de area 3, enésnienemos 2 rectangulos uno de
area 12 unidades, otro de area 6 unidades y tenesnbee ellos 2 triangulos de
area 6 y el otro de area J3§rafica y va pensando).

I: ¢Cual es el area total?

A7: El area total vamos a llamarl@, es igual, a la suma de las areas de los 2

rectangulo, mas la suma de las éreas de los 2¢uéos, esto es 12+6+6+3, 0 sea

18y 24, 27, unidades cuadradas escribiendo estos valores)

(A7EL).

Cuando se le pide al alumno qué si existe otra doda ajustar mas las cotas,
responde recordando el elemento mateméatibo como una forma precisa para calcular el

area.
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I: ¢ Existe otra forma de ajustar esas cotas?

A7: Diria que la integral es la forma precisa.

I: ¢ Qué quiere decir que sea la precisa?

A7: Que si calculamos esa area con una integradRnann.

(A7EL).

Este alumno continda insistiendo que la forma nrésiga de calcular el area es
aplicando el elemento matemétick® de formaA; pero no lo puede hacer porque no tiene

la expresion algebraica de la funcion.

I: ¢Podria aplicar otro procedimiento diferente que permita una mejor
aproximacion del area y que justifique mas las s®ta

A7: ¢ Por particiones?

I: El que quiera.

A7: Sigo pensando que el método mas preciso eslaalma integral.

I: ¢ Como calcularia una integral, como lo haria?

A7: El area de esa region es la integral, desdea8tdn 9 de la funcion ¢Aqui nos
dan la funcidn o no? Tendria que tener la funcide gmita el area.

I: ¢ Por qué piensa que debe aplicar la integralgajustar esas cotas?

A7: Porque es que la integral de Riemann es ungsode limite.

(A7EL).

Finalmente este alumno piensa que al hacer masrgocisnes geométricas podria

obtener una mejor aproximacion del area.

A7: Pienso que, si en vez de construir aca 2 tregeaonstruyo por ejemplo 4
trapecios inscritos, esa va a ser una mejor aprexidon.
(A7EL).
En los episodios anteriores pone de manifiestoujiliza el elemento matemético
ACA de formaG, porque utiliza triangulos, rectangulos y trapsgara aproximar el area,
y de formaA porque utiliza las formulas del area del trianguémtangulo y trapecio para
ajustar el area; pero también menciona particignek elemento matematidoD como

una forma precisa de calcular el area asociademento matematic@\LS.

De forma global, en la resolucion de la tarea, peca que recuerda algunos
elementos matematicos graficos, algebraicos y/ditmoa y realiza la sintesis entre los
sistemas de representacion gréfico y algebraiagyueoutilizaACA para aproximar el area

tanto por defecto como por exceso, hace una partidel intervalo, las construcciones

332



Capitulo 4. RESULTADOS Eliécer Aldana Bermudez

gréficas asociadas y los calculos algebraicosnaanties, utiliza conocimientos previos para
poder aplicar el elementdD como una forma de encontrar un valor mas preciscte
del area, y logra establecer una conjuncion logitee los elementos matematicdeGA y
LID cuando calcula el area del trapecio é@A y conLID .

En cuanto a la tarea 3:

Sea R laregion entre la gréafica de la funcié@)e° y el Intervalo [0,4]
-Utiliza particiones para aproximar el valor detade la region R.
-Justifica tu respuesta.

Este alumno en el cuestionario representa de f@aafuncion:

A7, representacion G de la tarea 3 del cuestionari

Aplica el elemento mateméticAhCA de formaG, porque dibuja la funcion que
representa una parabola, utiliza particiones yrdotgngulos superiores para obtener una
aproximacion del area por exceso, pero, en este nascoordina la representaci@con

la representacion A.

el Jwor C/\.([_(UX MUJO = L}Q 7){1_/(%)

= ~'-+-ib-
Sdb

A7, resolucion A de la tarea 3 del cuestionario
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Noétese que el alumno hace una aproximacion delpimeaxceso, utiliza la formula
del area del rectangulo, calcula el area de cadaamando como base 2 y de altura 2 y 4
respectivamente, suma las areas y obtiene un &ptoximado de 20 unidades cuadradas;
pero para calcular las alturas de los rectanguwastitiza la funcién, si hubiera evaluado la
funcién en 2 y 4 hubiera obtenido como alturasi4 yen lugar de 2 y 8).

Durante la entrevista cuando se le pide que utilioe procedimiento, esto es lo que

hace.
S = D
- 2 - =

A7, 22 resolucion A de la tarea 3 durante la entresta

Calcula la integral utilizando el elemento matep@liFV porque aplica la regla de
Barrow para hallar la primitiva de la funcion y B la integral en el intervalo dado y
calcular el valor exacto del area bajo la curvéaderabola.

A7: Si hablamos de calcular, entonces con una mateg

I: ¢ Cémo seria con una integral?
4

4 3
A7: Seria IaJ‘O x? dx, es: _[04x2 dx = X? , esto es 4 al cubo sobre 3y esto es 16,
0

64
40, 64, 3 (hace los calculos).

I: ¢ Qué diferencia hay entre ese valor y el antério
AT: La precision.

I: ¢ Cudl de los 2 es mas preciso?

A7: El de la integral.

(A7E3).

Este alumno muestra que tiene interiorizado el eptacde Integral Definida como
aplicacion para el calculo del area de una regidémue pone de manifiesto que la Integral
Definida le permite calcular el valor preciso dedaay que la construccion de rectangulos

usando particiones es sOlo una aproximacion. Aunquenciona dos elementos
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matematicoACA y LID no coordina los sistemas de representa@onA, no establece
una conjuncion légica entre ellos y tampoco useleghento matematicALS, que era lo

gue se esperaba que el alumno hiciera en la rédolde la tarea.

En este mismo sentido y con el objeto de confrdatémformacion descrita en las
categorias anteriores, en el mapa conceptual gseqEamos a continuacion se pone de
manifiesto los elementos mateméaticos graficos ba#geos y/o analiticos que recuerda este
alumno. En la columna del centro, se evidencia enteende los elementos matematicos
ACA de formaG y A; ALS de formaG y A; LID y TFV de formaA, en la columna de la
izquierda recuerda el elemento matema#to, de formaA, y finalmente en la columna de
la derecha menciona las aplicaciones de la inteigfalida en otros contextos. Los mismos
elementos que plantea en esta representacion sogui utilizé el alumno a largo del

cuestionario y durante la entrevista para la resafuy justificacion de las tareas.
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R
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A7, mapa conceptual que represerghconcepto de Integral Definida
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Ademas este alumnecuerda algunos elementos matematicos de forma kada.

Por ejemplo en la tarea 5.

la region rayada. Justificar el procedimiento raitio.

7y m 2

22
A’\

=

r
r
&

Dada la gréfica dé(x) = 2x—x?, calcular por aproximaciones el areal

de

En el cuestionario este alumno hace una represéntac

VAcnos cn cudeuler unca crploxionecion del Accern hacendo
O PorHicion®s  Sobre en \nterveldo [ o, 271 sebiendo QU
Q CASRE o e Cend cvlenl S Ve, d(‘l PN e adben por len E&vnelc
Foxy=2x —,&/ y <\ =)< pd e <\ tarerucvo Lo, T
&L B S . + = Aku }/3 i
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W= Do >a f —5
Xo= 228X
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A7, representacion A de la tarea 5 del cuestionario

Utiliza el elemento matematicACA de formaA y AN, para lo que realiza una

particion, calcula la longitud de cada subintervgloplantea

la suma de Riemann

correspondiente. Ha sido capaz de coordinar lostreg algebraico y analitico pero no

concluye el procedimiento de aproximacion porqueeatiza los calculos planteados y eso

no le permite utilizar el elemento matematikddS para poder determinar el area solicitada.
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Durante la entrevista no es capaz tampoco ni décarpo que hizo ni de concluir
la tarea puesto que no recuerda como lo hizo:

A7: Una buena aproximacion seria inscribir o cir@onibir rectangulos y después
sumar el area de esos rectangulos.

I: ¢ Podria explicarme el procedimiento que ha méiio aqui?

A7: Si recuerdo la idea es circunscribir o inscribina buena cantidad de
rectangulos, no me refiero ni a 2, ni a 3, ni aeAfonces si quiero construir 100
rectangulos debo dividir el intervalo de integratio

I: ¢ Podria explicarme lo que ha utilizado en éstapuesta?

A7: Entre mas rectangulos tenga inscritos o cirantss mejor va a ser la

aproximacion, pero insisto en este caso los estansasibiendo.

I: ¢ Qué tiene aqui?

A7: Acalo que tengo es una particion de un irdkrv

I: ¢ Qué queria hacer con esto?

A7: En este momento no recuerdo bien que era loagi@ba pensando cuando
resolvi la prueba.

(A7ED).

En primer lugar el alumno menciona una aproxima@on defecto o por exceso,
utilizando la construccion de rectangulos, afirmma quantos mas rectangulos tenga mejor
sera la aproximacion del area de la region, peresncapaz de concluir la resolucion de la
tarea de forma. No ha conseguido coordinar los elemem@3A y ALS para poder

concluir la tarea.

En la tarea 6.

Dada la gréfica de estas funciones, explicar enitérs del grafico,

por quéja‘ (x2 + x)dx:j xzdx+ja‘xdx.
0 0 0

En el cuestionario responde de forma gréfica reafle las siguientes
representaciones:
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A7, representacion G de la tarea 6 del cuestionario

Coordina los elementos matematich€A y LID de formaG porque usa dos
graficos @ y bque representan los dos integrandos del segundobroede la igualdad
planteada y mediante una rotacion del eje x al@del@l origen de 45° es capaz de
representar que la suma de las areas bajo f(xXX)yx? es igual al area bajo la funcion

f(x)= x* +x. Estos son sus argumentos para justifica losgulimientos anteriores:

A7: Primero supuse que si usted me pide justificadi como verdadero, si eso era
verdadero con el grafico que usted me proporciontdyda que buscar la forma
que esta area bajo la curvay = x, de a hasta b, mas el area de la curyas X,
gue la suma de esas dos éareas tenia que dar eligi@al, entonces observe una
diferencia entre areas que podria ser esta misrfexeficia y pensé que esa area se
podria cubrir si desplazaba la curva, si moviertaedrea.

I: ¢ Por eso habla de angulos?

A7: Si, por eso hablo de la rotacion, de como hahia llenar este espacio y pensé
gue eso se podria hacer con una rotacion.

I: ¢ Qué otra forma se le ocurriria para demostraadgualdad?

A7: Pensaria en resolver esta integral.

I: ¢ Para qué?

A7: Para después compararla con el resultado de sgina de integrales.

(A7ESG).

Para resolver la tarea traduce la expresion ageby las integrales planteadas al
lenguaje geométrico coordinando de esta formalémsentos matematicddD y ACA.

Ademas en la tarea 8.
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¢ Cudl es el significado matematico de la Integefiriida de la funciony=f (x) en un
intervalo [a, b]’?

El alumno en el cuestionario inicialmente respameléorma verbal lo siguiente:

el

A7, respuesta verbal de la tarea 8 del cuestionario

Menciona el concepto de Integral Definida de fors asociado al limite de una
suma Riemann, pero cuando tiene que aplicarlo In® s@mo hacerlo, confunde la cantidad
de particiones con el numero de subintervalos depanticion y asocia la Integral Definida

como el calculo de areas.

Durante la entrevista este alumno toma una actitududa y luego responde de la

misma forma que lo hizo en el cuestionario.

- ’ ~ - - g - 7 b
I: ¢ Como le explicaria a un compafiero el significatt la expresmﬁ f(x) dx?
a

A7: Esa integral es por la definicion precisamegtee no podria explicarlo ahora,
no recuerdo.

I: ¢ Cudl es su razonamiento acerca del conceptohginéa dado?

A7: Que matematicamente la integral definida, déngite de una suma de Riemann

cuando N tiende a infinito y siend® el nimero de particiones, en Lﬁa, b], sin
tiende a infinito la norma de la particiop tiende ao.
(A7EBS).
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En este apartado recuerda elementos matemétisiasi@as comd.ID y ALS de
formaA y AN, pero como él mismo lo manifiestas’ por la definicibn precisamente que
no podria explicarlo ahora, no recuerdoy, durante el cuestionario y la entrevista ha
demostrado en otras situaciones que recué&id&, pero no es capaz de utilizarlo

correctamente.

En otras ocasiones, este alumno recuerda algueogetos matematicos de forma

aislada y con errores. Por ejemplo en la tdea

Considerar el valor de verdad o de falsedad d'é'erlﬂaaiacién‘[llx'zdx:[—x‘l]fl =(-1)-1=-2

y en caso de ser falsa, explicar por qué o darcontraejemplo.

En el cuestionario lo que hace es responderaada tle forma:

. Hso
PLUes T guUC -

' 5 I
Ji')( axX. = :‘ — X i - ’\—t>+_| =

A7, resolucion A detarea 7c del cuestionario

Este alumno considera la afirmacion como falda,jystifica mediante el célculo de
la integral de forma incorrecta, esto es una ewvidede que no relaciona los elementos
matematicod.ID y TFV de formaA cuando aplica la regla de Barrow; porque utilea |
integral como calculo algebraico de forma incoaesih tener en cuenta que la funcion es
discontinua en un punto del intervalo y por tantocomple las condiciones necesarias

para poder aplicar la regla de Barrow.

Esta es la forma como justifica verbalmente lalteson de la tarea durante la
entrevista:

I: ¢ Como justifica el valor de la proposicién 7¢c?
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A7: Realizando el ejercicio.

I: ¢ Esta de acuerdo con el procedimiento que higatio?
A7: Si, estoy utilizando la definicion de la imalgdefinida
I: ¢ Cudl es la definicion de la integral definida?

A7: Que la integral definida de la funciéﬁ(x), es igual a,... no recuerdo.

I: ¢Qué esta aplicando cuando resuelve esa integsih aplicando la definicion de
integral o un algoritmo para calcular la integral?

AT7: Diria que la definicion.

I: ¢ Por que?

A7: Porque, pienso que esa definicidn incluye....

I: ¢ Cudl es la definicion para usted?

A7: La integral, no la recuerdo.

I: ¢ Si mira la funcién, los limites de integracigpmel procedimiento, esta de acuerdo
con su soluciéon?

A7: Es que uno tiene que tomar partido en algostoyede acuerdo o no estoy de
acuerdo.

I: ¢ Entonces, esta de acuerdo o no esta de acuerdo?

A7: Estoy de acuerdo.

(A7ET7c).

En el extracto de entrevista demuestra dos conmeggierroneas en la resolucion
de la tarea, en primer lugar aplica la regla derd®ara una funcién que no cumple las
condiciones necesarias porque es discontinua @unio del intervalo de integracién, y en
segundo lugar porque confunde la definicion degiatedefinida con el algoritmo para
calcularla al afirmar que esta aplicando la defimale la integral. Ademas, se evidencia
gue hace un calculo incorrecto de la Integral Dédéinde formaA para comprobar la

afirmacion planteada en la tarea.

A lo largo tanto del cuestionario como de la eritavse pone de manifiesto que los
elementos matematicos que mejor maneja este alsom®CA, LID y TFV , aunque solo
lo hace en los sistemas de representa@igrA. Puntualmente utiliza el elemermdCA en
el sistemaAN al resolver la tarea 5 que no es capaz de coné8luglemento matematico
gue menos utiliza es el d&D pero cuando lo aplicé lo hizo de forma correctegly
elemento matematico que s6lo menciona y algunassvean errores eé\LS. Asimismo,
la relacion légica mas utilizada y de forma comeeh las tareas es la conjuncion légica;
por el contrario no aparecen en la resolucion detdeeas la condicional, ni la relacion

contraria de la condicional.
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Por la forma como resolvio las distintas tareas larigo de todo el cuestionario, por
la manera como fueron justificadas esas respuestasavés de la entrevista, y la
comprension del concepto de Integral Definida gafieja en el mapa conceptual,

consideramos que este alumno se encuentra ereélniar 1 de desarrollo del esquema.

La tabla siguiente representa las relaciones d8gilos elementos matematicos y

los sistemas de representacion utilizados poradgieno tanto en el nivéhtra como en el

inter 1.
NIVEL CARACTERISTCAS ELEMENTOS MATEMATICOS SISTEMAS DE
REPRESENTACION
El &rea como aproximacior:(G,A)
-Aproximacion del area de una region plana.
-Férmula del area del rectangulo.
-Particion del intervalo.
-Sumas de Riemann.
El area como limite de una suma:(A)
-El limite de las sumas.
La integral definida: (G, A) g
INTRA | Recordar algunos| _| 4 integral definida como area de una regignGrafico
elementos matematicos -La integral definida como calculo algebraicd. Algebraico
de forma aislada. -La definicion analitica de integral definida. | Analitico
-La integral en otros contextos.
Las propiedades de la integral definida:( A)
-Integrales especiales.
-Union de intervalos.
-De linealidad.
El teorema fundamental:(A)
-Regla de Barrov
Usar la conjuncién | Elarea como aproximacion(G,A)
£ u Lo -Aproximacion del area de una regién plana.
6gica ("y logica”) de -Férmula del area del rectangulo
forma  correcta e,n_tre -Férmula del area del trapecio.
elementos matematicos -Férmula del area del triangulo.
dados en el misma -Particion del intervalo.
sistema de -Sumas de Riemann.
., El area como limite de una suma:(A) .
representacion. -El limite de las sumas. Grafico
INTER 1 La integral definida: (G, A) Algebraico
Recordar algunos| -La integral definida como célculo algebraicq Analitico
elementos matematicod -La integral definida como area de una regidgn.
g . -La definicién analitica de integral definida
graflcos', algebraicos y/ Las propiedades de la integral definida:( A)
0 analiticos. -Unién de intervalos.
El teorema fundamental:(A)
Tener esbozo de sintesis Regla de Barrow.
de los sistemas de
representaciéon grafico
y algebraico.

Tabla 4.9. Relaciones logicas, elementos matemasopsistemas de representacion que caracterizan los

niveles de desarrollo del esquema de integral defila en A7
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4.1.4. Nivel inter

En este nivel de desarrollo del esquema de Intdgéihida hay un aumento del
tipo de relaciones logicas que los sujetos establamtre los elementos matematicos
gréficos, algebraicos y analiticos y lo hacen cofis frecuencia. Los alumnos usan
diferentes relaciones légicas entre elementos n#iens de forma correcta salvo alguna
excepcion (generalmente en el mismo sistema degeptacion), recuerdan los elementos
matematicos necesarios en la resolucion de una &rearios sistemas de representacion
(gréfico, algebraico y/o analitico), y tienen esbode sintesis de los sistemas de
representacion grafico, algebraico y/o analitico.

Entre los alumnos con los que se realizO este iested A2 encontramos las
caracteristicas anteriord®or ejemplo en la tarea 7c.

Decidir si la afirmacién es verdadera o falsa. Beocde ser falsa, explicar por quég
mostrar un contraejemplo.

flx‘z dx= [—x‘l]l_1 =(-1)-1=-2

174
o

Durante la entrevista este alumno hace una rapgeesénG de la funcion:

A2, representacion G de la tarea 7¢ durante la engwista
Esto le permite visualizar cuando es discontindaraion:

I: ¢ Cudl es el razonamiento que hace acerca dprdposicion 7¢?
A2: Es discontinua.

I: ¢ En donde?

A2: En cero/A2ET7c).
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A partir de aqui es capaz de razonar por qué &a ésla proposicion:

A2: Si, lo que veo es que sumaron uno al numeradividieron, y luego aplicaron
el teorema fundamental del célculo.

I: ¢ Cree que es correcta la aplicacion?

A2: No, no se puede aplicar.

I: ¢ Por qué, qué haria entonces?

A2: Eso se resolveria como una integral improp@qoe la integral es impropia

I: ¢ Por qué?

A2: Porque presenta una discontinuidad infinitagsiimpropia.

I: ¢Qué es una integral impropia?

A2: Es aquella que al menos uno de sus limiteafasto o el integrando presenta
una discontinuidad de tipo infinito.

(A2ET7c).

Comprende los elementos matematicos necesariosicitopl para tomar una
decision sobre el valor de la proposicion, respongestifica correctamente el valor de
falsedad de la afirmacion, establece una relacgodjuncion logicaentre los elementos
matematicod.ID y TFV cuando considera que la funcién es discontinuaryeso no
cumple las condiciones necesarias para poder afdicagla de Barrow. Ademas intenta
plantear una integral impropia de formd para mostrar como se podria calcular la
integral presentada en la tarea.

H\,;_,._f._
T
—

A2, representacion A de la tarea 7¢ durante la engvista

Ademas este alumno en otro apartado de esta misew Utilizael contrario de la
condicional:

I: ¢ Cudl es el valor que le da a la propasicion?

A2: Acéa, lo que me afirman es que &i es continua, erd, b, entoncesf es
integrable ena, b, eso es cierto.

I: ¢ Afirma entonces que la proposicion es verdadpoa qué?

A2: Si, es cierto, porque si no es integrable, es porque la funcién no es caatin
en alguna parte de ese intervalo, otra cosa es existan unas que no son
continuas en un intervalo, pero si existe en eservalo la integral, entonces la
proposicion es verdadera.

(A2E7D).
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En este episodio utiliza el elemento matemadtid» de formaAN, cuando aplica la

condicion suficiente para decidir sobre el valofadafirmacion planteada en la tarea.

Ademas este alumno en la resoluciéon de la tarea 2:

Sea R, la region encerrada por el gréfico de la funcicb(x) =4x y el ejex en el

intervalo[— 2, 2] :
a. Dibujar la grafica.
b. Calcular graficamente el area de la region.

2
c. Calcular Iaj_24x dx
d. ¢ Son iguales los dos resultados anterioresfichrs cada paso.

En el cuestionario hace inicialmente una represantayrafica de la funcion.

= R =S,
_% '//4;_ A

X = —ap -

A2, representacion G de la tarea 2 del cuestionario

Por la forma como responde pone de manifiesto Glieauel elemento matematico
ACA de formaG, porque grafica de forma correcta la funcion ynfardos triangulos
rectangulos iguales uno por encima delxeje otro bajo del ejg y luego calcula el area

pedida de forma A.

Aven R = 2/(2-8\ p*_ 1607
Z-

A2, resolucion A de la tarea 2 del cuestionario
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Este alumno coordina la representacion grafica womprocedimiento algebraico,
cuando a partir de la grafica anterior calculadseby la altura del triangulo para obtener su
area y, como los triangulos son iguales, entonopticd el area de uno y obtiene el area
total de 16 unidades cuadradas. En la entrevigtarpos apreciar como coordina estas dos

representaciones:

I: ¢ Puede explicarme como ha resuelto la tarea marg@

A2:... la grafica de esto no tiene problema, serilgudar graficamente el area de
la region, aqui me piden el area de la region sorabla, el area comprendida entre

la integral de4 x , evaluada en el interval[)- 2,2].

I: ¢ Qué figuras se formaron cuando graficé la fum?

A2: Se formaron tridngulos....

I: ¢ Como calcula graficamente esa area?

A2: Tengo la base que es dea 2, es decir que la base mide dos, necesitaria la
altura.

I: ¢ Como obtiene la altura?

A2: La altura, seria d&, 2, seria 8, eso fue lo que hice aca.

I: ¢,De dénde obtiene el 8?

A2: Lo que hice fue calcular el punto, reemplazapor 2, el X de la funcionf (X)

I: ¢ Qué relacion puede establecer entre el aredadeegion bajo el eje OX y la
region formada sobre el eje OX?

A2: Que son iguales.

I: ¢ Por qué son iguales?

A2: Porque el triangulo que me queda en el tereadeante es de area similar

I: ¢ Por qué duplica esa area?

A2: Son iguales, porque ambos tienen por basergilod 2, la base del triangulo
que esta ubicado en el primer cuadrante es @2, o sea es 2 unidades y la del
triangulo que esta ubicado en el tercer cuadrargede0 a -2, pero como es una
longitud, mide lo mismo, son 2 unidades y vuelxago lo mismo reemplazo %
por menos 2 en la funcioh (X) y me da -8, como estamos hablando de longitud,
entonces son 8 unidades de longitud, o sea quarkss son iguales, porque el
area de una es 8 por 2 sobre 2 y el area de la e#r8 por 2 sobre 2, son iguales.
I: ¢ Qué valor obtuvo al calcular esa area gréaficare?

A2: Obtuve 16 unidades cuadradas, la suma de Itsyma de los 2 triangulos.

(A2E2).

En cuanto al calculo de la integral en el cuestionda la siguiente solucién de

formaA:

g

fz4x4x=§§ rzle 8-g=0
P L

= 28

A2, resoluciéon A de la tarea 2 del cuestionario
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Utiliza el elemento matematicbFV de formaA aplicando la regla de Barrow,
porque halla la primitiva, la evalGa en los limitksintegracion correspondientes y obtiene
un resultadd\ correcto. Ademas distingue entre el calculo dedfor medio de la integral

y el significado de integral:

I: ¢ Por qué al calcular el &rea dio un valor y cuincalculé la integral dicho valor

dio cero?

A2: Aca me piden el &rea, entonces me ubico gndierde en el plano cartesiano y
no tomo en cuenta valores negativos, es decir estdrablando de areas las voy a
sumar, en cambio la integral es cero, porque l&mdificia es que esta es un area,
estoy hablando de un area de 16 unidades cuadrpdasntegral de esa funcion
evaluada en ese intervalo es cero, entonces seredtes.

I: ¢ Como justifica que los 2 resultados sean igsiaaliferentes?

A2: Porque a mi me ensefiaron que una integral nouesarea, 0 sea
geométricamente representa un area, pero una iatego es un area, es un
numero, en este caso la integral de esa funciétuada en el intervalo dado es
ceroy no es mas.

(A2E2).

Como podemos ver, el alumno a lo largo del dedara# la tarea establece una
relacion de conjuncion logica entre los elementatematicoACA y LID porque, a partir
del célculo grafico del &rea y de la Integral Diein puede distinguir entre la Integral

Definida y el calculo del area de una region.

Por la forma de razonar este alumno muestra glizautidemas una condicional
l6gica:

I: ¢Cual es la diferencia entre calcular un areagicular una integral definida,
podria explicarlo?

A2: Bueno, una vez méas cuando voy a calcular ua &re ubico acé en el plano
cartesiano, a mi me ensefiaron que la funcion queosstiva, la integro en el
intervalo dado, menos la integral que tiene la fGnque es negativa y como voy a
obtener el area cambio de signo a esta Ultima pgue sea positiva y me
represente el area.

(A2E2).

El alumno establece ur@ondicional I6gicaen el elemento matematiddD, en
concreto la integral de ldanciones positivas y negativgsara decidir cuando la integral

representa el area de una region, porafiena que si la funcién es positiva, entonces el
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valor de la integral es igual al area de la regidi la funcion es negativa al calcular la
integral como su valor es negativo, se debe canddiaigno para que sea positiva y

represente el area.

Para resolver la tarea 3.

Sea R laregion entre la gréfica de la funciéje’ y el Intervalo [0,4]
-Utiliza particiones para aproximar el valor dedade la region R.
-Justifica tu respuesta.

Representa graficamente la funcién y divide elriretl® en 4 subintervalos:

Fres

A2, representacion G de la tarea 3 durante la entrésta

Para ello recurre al elemento matemaf€A de formaG porque traza rectangulos
inferiores para aproximar el area por defecto. BEsgmMo queda reflejado en la entrevista

cuando dice:

I: ¢ Sabria comentarme coOmo ha resuelto la tareaerar3?

A2: ... Aca lo que hago es trazar rectangulos emtervalo deoa 4 y hallar el
area bajo la curva de esta funcion.

I: ¢ Cuantos rectangulos?

A2: Los rectangulos que trace ahi, fueron sélftrdza rectangulos en la hoja de
respuestas).

I: ¢ Cuantos deberia trazar?

A2: Para obtener el area precisa deberian ser itdm

(A2E3).
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Pero cuando calcula el area lo hace con rectanguiperiores, es decir, no esta

coordinando la representacion grafica y la algebrai

= e

(2 v+ Aaxra v6)Jt = 2007

A2, resolucién A de la tarea 3 durante la entrevist

Recurre al elemento matemétiédCA de formaA vy, para ello, determina la
longitud de cada subintervalo y la altura de lagargulos en el extremo derecho de cada
subintervalo, lo que le lleva, como la funcion esciente, a calcular el area, no de los
rectdngulos que ha dibujado, sino de rectangulpsreres por lo que obtiene el area total

aproximada por exceso.

A2: Esta vez, si tengo los valores de la funcidmomces lo que hice fue trazar 4, si
1, 2y 3 acay la base de cada uno es 1, entorrésla sumatoria def evaluado
en &, que seria la altura de la funcion, que es la m@tdel rectangulo trazado
correspondiente y multiplicarlo por la base de cadatangulo que es 1; es decir
f(X) evaluado en 1, es 1, es decir el primer triangeda 1 el area, luego el area
del segundo, seria la altura de la funcion, evaluad 2; es decir ....
I: ¢ Por qué evaluado en 2?
A2: Porque 2 me daria la altura que necesito, lair@ del segundo.
I: ¢ Cudl es la base de cada rectangulo?
A2: Es 1, entonces simplemente conozco las altarasgstaria dando las areas por
eso las trace con base 1 mas sencillo que seri@snagporoximado, el segundo seria
4, el tercero seria 9 y el cuarto seria 16, toddoesn unidades cuadradas, esto
seria 5, 13 23, 29, unidades cuadradas, trazandtw 4dectangulos para hacer una
pequefa aproximaciofinace calculos en una hoja de respuestas).
I: ¢ Estd seguro que es 297
,?2: Se;ian 25, ah no, 30 unidades cuadratasrige la respuestas).

A2E3).

Cuando se le pide al alumno de qué otra forma gotilcular el area bajo la

gréfica, escribe la siguiente expresion:

y T

L fme ; p(.{p} BN

W —e O =

A2, resolucion AN del la tarea 3 durante la entredta
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Menciona el elemento mateméatiéa.S de formaAN, porque plantea el limite de
una suma Riemann pero no concluye el procedimipata obtener el area de la region

solicitada;

A2: Seria el limite, siend® el nimero de particiones, cuando el limiteliléende
a infinito, o sea el numero de particiones de lanatoria de las areas de esos
rectdngulos, obtendria el area precisa, el areactxale la region bajo la curva,
seria & por la altura que e\(X) de 1 al infinito si hago la particion tiende al
infinito, desde 1 &(escribe en una hoja de respuestas).

I: ¢ Qué necesitaria para expresar ese limite desesaa?

A2: Tendria que tener, el limite de esta suma.

I: ¢ Cudl seria, como lo obtendria, cual es la bpsmial es la altura?

A2: La base ed\(X), seria la base de todos.

I: &Y la altura?

A2: Es una particion regular y la altura serié(ek).

I: ¢ Qué tiene planteado ahi, entonces?

A2: Tengo la sumatoria de las areas de los rectégyugue inclui en el area bajo
la curva, es decir la particion.

(A2E3).

Utiliza el elemento matematicALS de formaAN, pero confunde el nimero de

particiones con el numero de subintervalo® resuelve la tarea usando este elemento.

Como no logra conseguir una aproximacion del ariéaando particiones, entonces

calcula la integral.

I: ¢ Qué otro procedimiento podria utilizar difererdl limite de esa sumatoria?
A2: Seria la integral, esto es una integral.
I: ¢ Como plantearia esa integral?

3
A2: Eso seria, hablando en términos del ejercitzio.[o4 x2dx = X? =—-0=—

I: ¢ Cuanto le daria el limite de esa sumatoria?
. . 4
A2: El limite de esa sumatoria me da%.

I: ¢Cual es la diferencia entre hallar el limite dma sumatoria y calcular la

integral?

A2: La diferencia es que el procedimiento de lagigianes para hallar el area con

el limite de la sumatoria de Riemann es menos jorAct

I: ¢ Qué puede concluir de los valores obtenidoslyegercicio en general?

A2: El valor que obtuve de 30 unidades cuadradas, deja de ser una

aproximacion lejana al valor real de la funcion,rque las particiones que hice
fueron solo 4, el valor esta muy lejos del que gedi

(A2E3).
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Aplica el elemento mateméatidd=V porque utiliza la regla de Barrow para calcular
la Integral Definida e infiere que el valor obtemide la Integral Definida debe ser igual al
valor del limite de la sumatoria de Riemann. Adereaseste apartado, el alumno pone de
manifiesto que no logra coordinar los aspecoy A, porque no se da cuenta que la
aproximacion que alcanzé por defecto es bastansegneénde que el valor exacto del area

gue obtuvo mediante la integral.

Estableceun esbozo de sintesis entre los sistemas de reprgaeion A y AN,
aungue con la representaci@N tiene muchos problemas porque menciona los el@ment
matematicos en este sistema de representacion, nueres capaz de aplicarlos en la
resolucion de las tareas y tiene dificultades @mepresentaciéf, por la forma cémo
utiliza a nivel grafico rectangulos inferiores pa@roximar el area bajo la curva, usa de
forma algebraica la formula del area del rectangué calculo de la Integral Definida, y

plantea de forma analitica el limite de una suneatte Riemann.

La imagen que tiene este alumno del concepto egriat Definida se refleja en el

siguiente extracto:

I: ¢Si le fueras a ensefiar a un estudiante por eranvez a resolver este ejercicio,
como lo haria, por aproximacion, por el limite,ndeégraria?

A2: Empezaria mostrandole el proceso, como es gllega a una integral.

I: ¢ Cudl es ese proceso, podria describirlo, cOerde®

A2: Primero empezaria diciéndole que si necesittahal area bajo una curva de
la grafica de una funcioén, o cualquier area ualia los rectangulos, porque como
ya dije son las figuras geométricas que mas seaysara hacer la aproximacion
para incluir rectdngulos y sumar sus areas, luegostrarle que cuando esos
rectangulos se hacen cada vez mayores, el areads ez mas aproximada y si
uno hace que el numero de rectangulos sea infimdoa obtener el area precisa,
entonces ese seria el procedimiento y mostrarleegoese define como el limite de
una sumatoria de Riemann, que es lo mismo que tareeintegral definidadecirle
qué es la integral definida, mostrarle las propidda fundamentales que existen y
el teorema fundamental del célculo.

(A2E3).

En este episodio se pone en evidencia que el alunuastra cierta incoherencia en
sus argumentos, porque los elementos matematicesngnciona y recomienda para
construir el concepto de Integral Definida son mismos que €l no ha sido capaz de

utilizar de forma correcta en la resolucion detdaeas.
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Ademés de lo anterior este alumno puetkcordar algunos elementos

matematicos gréficos, algebraicos y/ o analiticoBor ejemplo, en la tarea 1.

El area de la region rayada es mayor t2ig menor quel8.
a. ¢Por qué?

b. ¢ Puede dar valores mas ajustados?

c. ¢ Cudles?

d. ¢ Cémo los obtiene?

Lo primero que hace es dar una explicacion de cpmsa ajustar las cotas y lo

expresa de la siguiente forma:

A2, respuesta verbal de la tarea 1 del cuestionario

Las cotas que obtiene el alumno son las que lelpitigea y, aunque considera que
podria dar valores mas ajustados, no es capazcegddg recurre a mencionar el elemento

matematicd_ID de la siguiente manera
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A2, resolucién verbal de la tarea 1 del cuestionai

A

Como el alumno no sabe utilizar este elemento méttemen la resolucion de la
tarea, entonces no responde lo que se le pregunengiona otros elementos matematicos

gue él considera suficientes para resolverla:

Fa(;‘.,é.u Se./u«o@v\ < é{aa {_l‘g“s tebower o did udo @/M
HLe w,x’ ko da .o Qreucdr PO S awd ,W&/ovcﬁa
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A2, respuesta verbal de la tarea 1 del cuestionario

Como puede apreciarse este alumno menciona vadeioerios matematicosCA,
ALS, LID y TFV, pero en el cuestionario no es capaz de aproximarel area y por tanto

no concluye la resolucion de la tarea.

Durante la entrevista trata de realizar un primoieshto de formas para ajustar las

cotas del ejercicio.

A2, representaciond® la tarea 1 durante la entrevista
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Para ello recurre al elemento matemaf&A de formaG, cuando traza 3 graficas,
hace particiones, construye 5 rectangulos infesieme las dos primeras gréaficas y en la
tercera gréfica, 6, aunque parece que quiere tragzarectangulos para ajustar el area bajo
la curva por defecto. A pesar de que este alumalizoetres graficas, solo utiliza un
procedimiento algebraico para la tercera intentaajdstar mas las cotas planteadas en el

ejercicio y obtiene un valor aproximado como se straea continuacion:

L e <
Lo LT 3 R -
i TR S A S A A =S ' oS 2 =

A2, resolucion A de la tarea 1 durante la entrevist
Este mismo procedimiento lo refleja en la siguieglicaciéon que hace el alumno:

I: A partir de esos rectangulos que acaba de traz&odria obtener un valor
numérico, cOmo seria?

A2: Seria, la sumatoria 1, 2, 3, 4, 5, 6, hallamds, que es la base de cada
rectangulo por la altura, evaluando la funciéne&munto...

I: ¢ Si reemplazara esa expresion analitica por kedanuméricos, qué obtendria?
A2: Seria un area.

I: ¢, Cémo seria numéricamente, cuanto le daria?

A2: A ver, seria 1, 2, 3, 4, 5, 6, seria la sumatale 1, aca tendria que tener los
valores de la funcién si quiero dar valores nuro@si

I: ¢ Como calcularia el area de esos rectangulos?

A2: Si podria por una aproximacion.

A2: Seria, la sumatoria 1, 2, 3, 4, 5, 6,.. Avémos hallarA , , la base de cada
rectangulo por la altura...

I: ¢ Como obtendria las areas de esos rectangulos?

A2: Numéricamente tendria que hacer un grafico mgyorque aca, tengo que
hacer un area mejor que la que hi¢gysurra mientras va pensandsgria 1,2, 3, 4,
5, 6, suponemos que todos tienen de base 1 \tlaasarespectivas son 7,5; 6,5;
5,5;4,5;3,5y 2,5 entonces el primero lo voy a dragor aca, el segundo aca, el
tercero ac4, el cuarto aca, el quinto por aca ,sekto por aca, bueno de tres a
nueve, entonces seria primero 1 por, 7,5, seriauhklades cuadradas, mas el
segundo, seria 1 por 6,5, seria 6,5 unidades cudasael tercero seria 5,5, el
cuarto 4,5 ,el quinto 3,5y el sexto 2,5 unidadesdcadas(calcula los valores).

I: ¢ Qué hace ahora con esas areas?

A2: Sumarlas.

I: ¢ Qué valor obtendria?

A2: Seria 16, 13,y 5, 18, 22, 25, y dos, 27as&ri2, 3, 4, 5, 6, por 5, 30 seria 30
unidades cuadradas.

(A2E1).
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En este episodio, en primer lugar, se pone de matofque el alumno utiliza el
elemento matematicACA de formaA, plantea una sumatoria de Riemann, pero no puede
calcularla porque necesita la expresion algebmécka funcion. En segundo lugar, cuando
se le pregunta cOmo podria calcular el area usksdectangulos, trata de ajustar el area
bajo la gréfica con 6 rectangulos inferiores pgmaxémar el area por defecto, todos tiene
de base 1 unidad y la altura la obtiene a partirvdéor de Y = 8disminuido en 0.5
sucesivamente apoyandose en la gréfica de la igyientonces las alturas respectivas
son: 7,5; 6,5; 5,5; 4,5; 3,5; y 2,5. Utiliza larfirla del &rea del rectangulo, calcula las areas
de cada uno de ellos, halla la suma de las areagiggantes y obtiene una aproximacion
del area total, pero se aprecia que el alumncsegt@niendo que la funcién es lineal porque
considera una variacion constante, lo que nosangiie no esta coordinando los aspectos

gréficos y algebraicos.

En la tarea 4:

Calcular el area limitada por la gréfica de la fand (X)=‘2X—1, en el intervalg

[0, 2] y el ejex. Justificar la respuesta.

Este alumno no resolvio la tarea en el cuestiong@o durante la entrevista,

cuando se le pide que lo intente, recurre al cdldaluna integral para calcular el area:

I: ¢ Podria intentarlo, trata de hacerlo nuevamert@&no seria?

A2: Seria...

I: ¢ De qué manera calcularia el area de esta fun@id

A2: Con una integral.

I: ¢ Por qué con una integral? Si ahi, no le menaiota palabra integral.

A2: No, pero la asocio porque el problema dice gklcel area limitada por la
grafica de la funciorf (X)=‘2X—1, en el intervalo[O, 2] y el ejeX (lee la

pregunta).
(A2EA4).

Realiza la siguiente grafica mediante el calculoaltpinos puntos de la funcion,

pero lo hace de forma incorrecta:
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A2, representacion G de la taael durante la entrevista

Aunque es consciente de cual es la funcion valsolato

I: ¢ Como define ahora el valor absoluto de estaim?

A2: Seria mas facil haciendo el grafico y considesélo los valores positivos, es
decir mirando la gréficqtraza una gréfica).

I: ¢ Qué quiere decir, considerar solo los valoresiivos?

A2: Seria los valores que digamos en la graficagkplano cartesiano estan por
encima del ejex.

Para calcular el area considera los dos triangolosados en la gréafica, uno por

encima del ejeX llamado X y otro bajo el ejeX, llamadoZ .

I: ¢ Podria indicar la region que va a calcular?

A2: La regién entre cero y dos, pero a vetJhica los valores en la gréfica)
I: ¢ Qué figuras se han formado?

A2: 2 triAngulog(forma 2 triangulos bajo la gréfica).

(A2E4).

Y coordina la representaci@ con un procedimientA:

- - X
AW—\L\X: % ) - e
N - X T A
o
A= =

AW N

A2, 12 resolucion A de la tarea 4 durante la entresta

Utiliza la formula del area del triangulo para céde el area de los dos triangulos,

las suma y obtiene de forma correcta el valor ti¢dhrea.
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I: ¢, Cémo calcularia esa area?
A2: Seria hallar la intercepcion o sea hallark
I: ¢ Donde corta la recta el ej?

A2: La corta cuandoy =0 es decir enx.
I: ¢ Cudl es el valor en ese punto?

1
A2: El valor en ese punto eg que es cuandd/=0, entonces voy a obtener el

: 1 . L . ,
intervalo, que va de2— a 2. Y esa seria la base del triangulo superioe gqata por

encima, del ejex.
A2:Y tengo otro tridngulo pequefio.
I: ¢ Podria calcular el area de cada uno?

1
A2: Ya tengo la base del trianguky que es de2— a 2, que es el triangulo mayor.

I: ¢ Como obtiene la altura?
A2: La altura seria cuanda = 2, se reemplaza en la funcion, la altura seria 3.
I: ¢Cuéanto da el area?

9 . .,
A2: Base por altura sobre 2, entonces sezta el area del trianguloX, ahora

calculo el segundo.
I: ¢ Como obtiene el &rea del segundo triangulo?

, : - 1 ) .
A2: El area del triangulo Z pequefio, ser+2ade base, sé que se intercepta con el

. . 1 1
eje y, es decir la altura es 1, entonces el areaéesllwdldo 2, serlaZ y tenemos

las 2 areas.
I: ¢ Cual seria el area total?

. . 1 9 .10 5
A2: El area total seria igual az + 1 serlaj > el area total.

(A2E4).

En este episodio el alumno pone de manifiesto glieaael elemento matematico
ACA vy establece relacion entre la representaGgnla A porque, a partir del gréfico, halla

el punto de interseccion con el efe se da cuenta que se forman dos triangulos para los

gue determina las bases, calcula las alturas a gdarfa representacién algebraica de la
funcion, halla el area de cada uno, las suma gbtasi el area total correctamente.

Cuando se le pregunta qué otro procedimiento padiliaar para calcular el area

recurre al célculo de la integral.
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A2, 22resolucion A de la tarea 4 durante la entrésta

Para ello, hace uso de la propiedad de la unidntdevalos, pero se evidencia que
no maneja correctamente la funcion valor absolwaye cambia de signo la segunda
integral, no es capaz de encontrar la primitivéadencion y, por tanto, no puede aplicar la
regla de Barrow.

A2: Otro procedimiento, serian las integrales.
I: ¢ Como lo haria por la integral?

A2: Seria la integral definida desd%e a 2 del valor absoluto d@x—1dx

1
I: ¢ Esta seguro que es desdegn?

A2: Lo que hago es calcular primero el area dehngulo mayor llamads,
entonces, como sé que el area comprendida engje ¢, la gréfica de la funcion y

1 , . : .
las rectasX =§ y x=2, es el area que tengo por encima del gjeeso seria la

1
integral definida desdez— hasta 2 de la funcién valor absoluto @—1dX, como

la otra esta por debajo seria mengdantea las integralgs

I: ¢ Por qué menos?

A2: Porque la region que esta por debajo y se sapque me va a dar negativa

como sé que va a dar negativa, entonces la presatisigno menos, porque lo que

busco es sumar las areas, entonces como el valardar negativo con el menos

se va a volver mas, o0 sea, se van a sumar qu® egmld buscamos con la
1/2 . .,

IO |2x —:dex, esa seria el &rea de la misma funcién.

I: ¢ Cuanto le daria al calcular esas integrales?

5
A2: Tendria que dalz tienen que ser iguales, porque creo que los caicgloe

hice hallando el area de los triAngulos por geori@eson correctos, pues si son
correctos, tienen que ser iguales el area que halla integral. Entonces seria
(susurra mientras va pensando y escribiendo)os a invertir y vamos a dejar aca
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_ 1/2 i ) 2
la integral deJ.2 ~[2x~1dx, mas la integral dej.1/2|2x—]jdx, vamos a calcular la

integral de esta, mas est@ontinua susurrandaj)o a ver, con esta integral, aqui
tengo un inconveniente con el valor absoluto.

I: ¢ Por qué?

A2: No, hasta ahora no he trabajado mucho éstaynatle

(A2E4).

Utiliza los elementos matematicb$D y PID, concretamente, la propiedad de la
unién de intervalos correctamente y el calculoateh de funciones positivas y negativas
de forma erronea por tratarse de la funcién vabeokuto, aunque de forma coherente con
la representacion grafica que ha hecho, pero tidmaltad al aplicalTFV porgue no sabe
manejar la funcion absoluto ni a nivel grafico nnigel algebraico, de forma que no es

capaz de calcular el area a traves de la Integrihida.

También para resolver la tarea 5, esimm@b sigue recordando algunos elementos

matematicos gréficos y algebraicos.

Dada la grafica dé(x):Zx—xz, calcular por aproximaciones el area de la region
rayada. Justificar el procedimiento utilizado

’/;2 2(:)—2:—:2

En el cuestionario, en lugar de utilizar las sumasode Riemann para calcular por
aproximaciones el area, este alumno recurre atégyri Definida mediante el elemento

matematicd”|D de formaA:
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A2, resoluciéon A de la tarea 5 del cuestionario

Para ello plantea un calculo algebraico de imtlegrutilizando la propiedad de la
unién de intervalos y la propiedad de la integedirdda de funciones positivas y negativas
pero no es capaz de realizar las aproximacionessar gle que menciona la sumatoria de

Riemann.

Durante la entrevista cuando se le pregunta aafsteno qué otros procedimientos

puede aplicar para calcular el area, este es@haazento que hace:

A2: Aparte de los que acabamos de mencionar, &gnal.
I: ¢ Cémo seria con la integral?

2
A2: La IO (2x— x2) dx, que es el area que esta por encima de la funcion.

I: ¢ Cuantas integrales utilizaria?

A2: 2. Porque la otra area esta por debajo del Bjees decir me va a dar negativa.
I: ¢Qué le va a dar negativa, la integral o el aPea

A2: La integral me va a dar negativa y como estatmslando de areas necesito
qgue sea positiva, necesito sumarlas, entonces estdopor debajo lo que hago es
restarla, como dije antes, hacer que esté precepatael signo menos.

I: ¢ En caso de la integral dar negativa puede egline porque da negativa si dice
que el area debe ser positiva?

A2: Es mas, le digo la integral no es el area, sae area, por eso de ahi, que esto
depende del problema que uno esté trabajando.

I: ¢ En este caso?

A2: En este caso, estamos trabajando areas y dabgositiva como da negativa la
pongo precedida de un signo menos.

I: ¢ Qué puede concluir de los resultados obtenidper qué?

A2: De los resultados puedo decir que al halladeda utilizando las integrales voy
a hallar el area exacta que me estan pidiendo ym& pongo hacer sélo
aproximaciones que fue lo hice van a ser solo apoyximaciones, es decir, en
este caso me estan pidiendo areas, una vez maadiede cdmo uno interprete el
problema.

(A2ED).
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En este protocolo de entrevista se puede aprgquamrel alumno, igual que en el
cuestionario, trata de utilizar el elemento mat&voatID, pero logra obtener una
respuesta.

Cuando se le pide al alumno qué aproxime el arbeaa@l elemento matematico
ACA de formaG:

A2, resolucion G de la tarea 5 durante la entrevist

Obsérvese que este alumno presenta tres figurdas etos primeras se evidencia
una aproximacion del area por defecto usando rgatds para cubrir el area que esta por
encima del ejeX y por debajo del ej& y la tercera representa un triangulo que recubre el
area bajo el ejr para aproximar esta parte del area

A2: Trazar los gréficos, los rectangulos.

I: ¢ Cuantos?

A2: Digamos que de cero a dos, en este caso sej@ tnazar 4 rectangulas
I: ¢ Cudl seria la base de cada rectangulo?

1 :
A2: Serlaz, estamos aparentemente en el mtervalc[@JeZ] y trace 4.

I: ¢ Como obtiene las alturas de cada rectangulo?

A2: Seria la funcion evaluada en cada punto, eltpuique me da la altura de cada
rectangulo.

I: ¢,COmo aproxima el area que esta por encima elX y la que esta bajo el eje
OX?

A2: El area que esta por encima, seria trazanda gséfica, aca se entiende que
trace 4, no se ve muy claro, pero aqui tenemd@sea en el[2,3,5], para mi lo
mejor seria trazar 3, s6lo estamos hablando de xipraciones, entonces haciendo
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las particiones del area que esta por debajo deXejme quedan rectangulos de
1 . .
baseEy nuevamente la altura me la da la func{fraza graficas en una hoja).

I: ¢Qué hace una vez que aproxima el area quepst&ncima del eje OX y la que
esta bajo el eje OX?

A2: Sumarlas, me piden toda el area rayada, seristlima de las 2.

I: ¢ Qué otras aproximaciones puede realizar?

A2: Seria calcular el area que esta por debajoelelX, como un triangulo, de 2 a
3,5, y vamos hacerlo, aparentemente va hasta -6pnyo la curva es muy suave,
entonces esto va hasta -5, esto se asemeja aamgtip rectangulo, de base 1,5 de
longitud y como altura 5, es decir el area de lgiém bajo el ejeX(traza otro
grafico)

(A2ED5).

En este episodio recuerda y utiliza el elementcematicoACA pero a pesar de
ello tampoco resuelve la tarea, porque no logricaplos elementos mateméaticos que

menciona para obtener un resultado.

Este alumno recuerda los elementos matematif@sy PID, distingue entre area e
Integral Definida, hace uso de la propiedad detiegral de funciones positivas y negativas
en el planteamiento, perm hace los calculos correspondientes, solo corslee el area
debe ser positiva, ademas distingue entre aproxdmael area y el calculo exacto del area
usando la Integral Definida. Este alumno no es zajm trabajar en la representacion

analitica, por eso no da ninguna aproximacion & pedida

Ademas en la tarea 6

Explique, en términos del grafico, porolfalﬁ)é2 + x)dx:.T xzdx+jxdx
0 0 0

Trata de resolver la tarea de forma A:
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A2, resoluciéon A de la tarea 6 del cuestionario

Cdomo puede notarse el alumno confundio los IBnite integracion y por tanto lo

gue trata es de recuperar la igualdad dada, petogn@ demostrar la propiedad de forma

G, niA.

Durante la entrevista realiza un boceto de Iasifunes de formé&:

A2, resolucion G de la tarea 6 durante la entrevist

Esta relacionando el area con la integral porgaea gstablecer la igualdad de

integrales intenta comprobar la igualdad de lagsdcerrespondientes:

I: ¢ Como lo haria utilizando un registro gréafico?
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A2: Sé que la funciéry=x*+Xx es mayor quey = x*, pues evaluandola en el
primer cuadrante como se muestra en la grafica ¢ gstas a su vez son mayores
que la funciony = x , como sé eso, a mi lo Unico que se me ocurrecgragnte,
sin utilizar integrales, seria graficando el aresntonces hacemos el dibujo mejor
(traza graficas en una hoja de respuest®s)a, y = x, como las integrales estan
evaluadas en el mlsmo intervalo de cer@, aentonces sé que el area bajo la curva
de la funciény = x*> es menor que el area bajo la curva de la funciGRx® +x,
porque me dicen que la sumas del area de la cyrwax? mas la suma del area
bajo la recta dey = x son iguales al area bajo la curva c;e=x +X, entonces sé
que y = x? es el area bajo la curva es menor que el area baja:urva de
y=X+X, ahora seria demostrar que el area es menor, eo®rio que deduzco
aca, seria demostrar que el area bajo la curva aierelcta dey =X, es igual al
area comprendida entre la grafica de la funcigr x*+xy ladey=x?, es decir
que acay = x, O sea que esta area bajp= x, es igual a esta, a la que esta
comprendlda entrey X2 +X yy= x? , porque Ia menor es el area bajo la curva
de y x?y como la que esta por encima gs X +X, entonces sumo el area de

y =
(A2E6).

Para comprobar esa igualdad recurre al elementenmadicoLID de formaG.

Ademas, en el mapa conceptual, este mismo alumne ge manifiesto la forma
como tiene estructurada la imagen del conceptatdggral Definida. Inicia con la integral
de una funciory la clasifica en integral definida, impropia edfidida. En la columna de la
izquierda representa los elementos matematicoscqastituyen el concepto de integral
definida: ACA, ALS, PID y TFV; en la columna del centro ubica la integral imjpxagn
relacibn con su resolucion y aplicaciones, y ercdumna de la izquierda la integral

indefinida como una antiderivada y una familia dederivadas.
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A2, mapa conceptual que representa el concepto de émral Definida

Por la forma como el alumno resolvi6 las difererteagas a lo largo de todo el
cuestionario, por la manera como fueron justificadsas respuestas a través de la
entrevista y por la representacion que hace eraphmonceptual del concepto de Integral
Definida, consideramos que este alumno se encuentel nivelinter de desarrollo del

esguema.
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La tabla siguiente representa las relaciones d8gilos elementos matematicos y

los sistemas de representacion utilizados pouehab tanto en el nivéhter 1 como en el

inter.

NIVEL

CARACTERISTCAS

ELEMENTOS MATEMATICOS

REPRESENTACION

SISTEMAS DE

INTER 1

Recordar algunos
elementos matematicos|
graficos, algebraicos y/
0 analiticos.

El area como aproximacion(G, A)
-Aproximacion del area de una region plana,|
-Férmula del area del rectangulo.

-Férmula del area del triangulo.

-Particion del intervalo.

-Sumas de Riemann.

El &rea como limite de una suma
(AN)

-Limite de las sumas.

La integral definida: (A)

-La integral definida como area de una regio
-La integral definida como célculo algebraicq
-Funciones positivas y negativas.
-Condicion suficiente: continuidad
integralidad

Las propiedades de
definida: (A)

-Unién de intervalos.
-Integrales especiales.

Los teoremas fundamentales: (A)

-Regla de Barrow.
-Antiderivada de una funcién.

implic

la integral

a

Gréfico
"Algebraico
Analitico

INTER

Usar diferentes
relaciones ldgicas entre
elementos matematicos
de forma correcta
salvo alguna excepcion
(generalmente en el
mismo  sistema  de|
representacion)

Tener esbozo de
sintesis de los sistema
de representacion
gréfico, algebraico y
analitico.

El area como aproximacion(G, A)
-Aproximacion del area de una region plana,
-Férmula del area del rectangulo.

-Férmula del area del triangulo

-Particién del intervalo.

-Sumas Riemann.

El &rea como limite de una suma
(AN) - Limite de las sumas.

La integral definida: (A)

-La integral definida como &rea de una regid
-La integral definida como calculo algebraicq
-Definicién analitica de la integral definida.
-Condicion suficiente: continuidad implic|
integralidad

- El area de funciones positivas y negativas
-Discontinuidad en alguna parte del interva
integrales impropias

sLas propiedades de
definida: (A)

-Unién de intervalos.

Los teoremas fundamentales: (A)

la integral

a

-Regla de Barrow.

Gréfico
nAlgebraico
Analitico

lo:

Tabla 4.10. Relaciones l6gicas, elementos matemascy sistemas de representacion que caracterizarslo
niveles de desarrollo del esquema de integral defita en A2
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4.1.5. Nivel trans

Finalmente, el alumnél11l ha sido clasificado en el nivel de desarrollo trdek
esquema de Integral Definida porque usa difererelesiones ldgicas (conjuncion légica,
condicional y la contraria de la condicional) envze elementos mateméaticos de forma
correcta; suele recordar los elementos matematieossarios en la resolucion de la tarea
usando los significados implicitos para tomar deoces, y muestra tener sintesis en los

sistemas de representacion grafico, algebraicaltmo. Asi, en la tarea 2:

Sea R, la region encerrada por el grafico de la funcid(x):4x y el ejex en el
intervalo[— 2, 2] :

a. Dibujar la grafica.
b. Calcular graficamente el area de la region.

c. Calcular IaJ'_224x dx

d. ¢ Son iguales los dos resultados anterioresffichrs cada paso.

Este alumno represent la funcion:

Al1, representacion G de la tarea 2 del cuestionari

Se da cuenta de que se forman dos triangulos gyuaeiante criterios de igualdad

de tridngulos y luego calcula el area de uno asell
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A1l11, resolucion A de la tarea 2 del cuestionario

Coordina la representacidd y A cuando utiliza el elemento matematida@€A

porque, a partir del grafico, obtiene la base gltara del triangulo, aplica la formula del

area del triangulo y como los dos triAngulos samaligs, entonces duplica el area y obtiene

el area total de 16 unidades cuadradas.

I: ¢ Como obtuvo el &rea graficamente?

All: Graficamente, lo que hice fue tomar los 2rigalos que me formaban la base
igual a 2 y la altura recuerdo que es 8.

I: ¢ Como obtuvo la altura?

All: Lo que hice fue tomar la recta= 2, y trazar una perpendicular en donde me
cortara la gréafica en ese punto y esa era la altura

I: ¢ Qué otra forma tiene de obtener la altura?

All: Tengo el sistema de ecuacionds=4X y x = 2, aplicando sustitucion,

quedaria 4 por 2 ocho, el punto de corte ¥/ 8

I: ¢ Cémo y cuanto obtuvo de area graficamente?

Al11: En el primer triangulo la base es 2 por altuyae es 8, 16 dividido 8 me daba
8 de area, dije que los triangulos eran semejanpes, criterio de Lado Angulo
Lado (L, A, L), por eso digo que las areas son ligsieel area total de 16 unidades
cuadradas.

(A11C2).

En cuanto al calculo de la integral, en el cuestion da la siguiente solucion de

formaA:
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Al1, resoluciéon A de la tarea 2 del cuestionario

Para calcularla utiliza el elemento matemafi¢e/ de formaA cuando aplica la
regla de Barrow, encuentra la primitiva de la féngila evalia en los limites de integracion

correspondientes y obtiene correctamente un valaced.

Cuando se le pregunta acerca de la diferencia évdgrelos calculos realizados
indica:

All: Que una cosa es calcular areas y otra cosa digtinta es calcular integrales.
I: ¢ Cuanto obtuvo hablando de areas y cuanto obalhaalcular la integral?
All: Cero. Porgue resulta que no me piden calceladirea formada por la curva

y=4X en el intervalo -2, 2, lo que me dicen es caldaléntegral, entonces

obviamente al calcular la integral me iba a dar ndmero, pero no me estaban
preguntando que calculara el &rea formada por esa& que era ya otra cosa muy
distinta, por eso al calcular la integral me dabera, pero como area no era cero.
(A11C2).

Distingue entre el area vy la integral cuando erremonamiento infiere que la

Integral Definida puede ser cero, pero el areausule ser cero.
Ha establecido una relaciéon de conjuncion l6gidaedios elementos matematicos
ACA yLID de formaG y A cuando distingue entre la integral definida ynegral como

una aplicacion al calculo de areas.

En la resolucion de la tarea 7c.
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Decidir si la afirmacién es verdadera o falsa. Beocde ser falsa, explicar por quég
mostrar un contraejemplo.

174
o

flx‘z dx= [—x‘l]l_1 =(-1)-1=-2

El alumno calcula incorrectamente la integral dentoA:

F f(’"‘\b" '_E.LKA dx :'Xrl/_L = ’_l,_—IL — L'('l) — L+1=C2—

= X

Al1, resolucién A de la tarea 7c del cuestionario

Para ello recurre al elemento matemafidev de formaA y considera que la
proposicion es falsa porque obtiene un resultadoénico de signo contrario al que se
indica en la tarea, lo que nos indica que el alummda tenido en cuenta que la funcion
presenta una discontinuidad en un punto del in@rya@ue, por tanto, no se puede aplicar

la regla de Barrow.

Durante la entrevista el alumno se da cuenta qudut@ion presenta una

discontinuidad:

—4

3
LL Lava | g
€007 .

—1

Al1, resolucion A de la tarea 7c¢ durante la entresta

Y plantea el célculo de una integral impropia.

I: ¢Qué valor de verdad le da a la proposicion?
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A11: Aqui, aplicaron lo que fue el teorema fundataledel calculo que se aplica
es para integrales definidas.

I: ¢ Considera que aqui, se puede aplicar el teor&imdamental del calculo?
All: Muestre cuando esto valga de -1 a 1, estdnmablema.

I: ¢ Cudl problema?

Al11: El problema ahi, seria que en ese intervaltulzion no es continua.

I: ¢ Por qué no es continua?

All: Porque ella cuand& valga cero presenta una discontinuidad infinitasea
ahi no tiene el requisito para poder aplicar elrema fundamental del calculo.

I: ¢ Cudl requisito?

All: Que la funcion sea continta en el interva[m b], y esta funcion es
discontinua en una parte de este intervalo.

(A11E7C).

En este episodio se evidencia que este alumndigastorrectamente la tarea
cuando dice que la funcién presenta una discoul@muen una parte del intervalo y afirma
gue no cumple el requisito para poder aplicardgarde Barrow aunque si es integrable.

Asimismo este alumnausa diferentes relaciones logicas entre elementos
matematicos de forma correcta salvo alguna excepcdgeneralmente en el mismo
sistema de representacionPor ejemplo, en la tarea 4.

Calcular el area limitada por la gréfica de la fand (X)=‘2X—1, en el intervalg

[0, 2] y el ejex. Justificar la respuesta.

El alumno hace una representad®de la funcién de forma incorrecta.
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.

Al1, resoluciéon Gy A de la tarea 4 del cuestioniar

Como la grafica de la funcion que obtiene formarapecio con el eje x, utiliza la

formula del &rea de esta figura geométrica parenatel area solicitada.
Durante la entrevista reconoce que representdtzidn de forma incorrecta

I: ¢ Puede explicarme como ha resuelto la tarea?

All: En este ejercicio tuve muchos problemas, porgumero a la hora de
graficar, la grafica me quedd mal hecha.

I: ¢ Por que?

Al1: Porque, resulta que me piden la grafica )&1—1 entonces un bosquejo de

la grafica seria como un¥ , (grafica en una hoja).
(A11E4).

A partir de la representacidd el alumno calcula el area relacionando los aspectos

G con losA, tal como se muestra en los procedimientos queusstran a continuacion:
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Procedimiento 1.

=

Procedimiento 2.

Al1, resolucién G y A de la tarea 4 durante la enavista
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Responde a la tarea de dos formas distintas. fmoekdimiento 1, coordina la

representacion grafica con el calculo de la InteQefinida aplicando los conocimientos
gue tiene de la funcion valor absolutoMiQ/ plantea la suma de dos integrales definidas

utilizando correctamente la propiedad de la uniéndervalos. Para calcular las integrales
utiliza el elemento matematidd=V, concretamente la regla de Barrow; no obstantezaca

un calculo incorrecto.

Al1l: Como el intervalo es de a 2, entonces el area seria la que esta formada
1 . .
entre 0 y > hasta 2, para resolver esa area, primero que todo apllao

definicién de valor absoluto que como sabemos egiym, el valor absoluto de&
es igual aX, si X es mayor que cero y mend&s si X, es menor que cero, asi,
mismo aplico la definicion erzx -1 para concluir que 2x -1, €S menor para

1 1
todos losX menores queé y 2x -1 es mayor para los mayores queé, por lo

cual planteo integrales, aplicando la propiedad ceellama aditiva con respeto al
intervalo.

Al1l: Las dos integrales serian, la integral de caron medio.

I: ¢ Por qué utiliza dos integrales?

Al11l: Porque, la funcién estéd definida en dos irdérs, uno cuando sea menos

. 1 , -
2x+1 que es en el intervalo cuando ¥sean menores quei y esta definida

1
como2x -1 para losXx mayores que2— :

I: ¢,Podria continuarlo?
All: Si, las dos integrales que plantearia seri@ncero a un medio, pero estoy
diciendo que ella es negativa, por lo cual le pomjanenos a la integral y me

. , 1 .
queda la integral de2x -1 dx mas eIE a 2 de quien, dex-1 dx Yy eso lo

hago por la propiedad aditiva de intervalos, y serésolver estas dos integrales,
para resolverlas aplico lo que llaman el segundaréena fundamental del calculo,

: ] 14 .
entonces simplemente seria resolverlas, esto sefael area (narra y hace
calculos).
(A11E4).

En el procedimiento 2, también a partir de la ggatiorrespondiente, calcula el area

de forma geométrica identificando dos trianguloté&egulos para los que determina la
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base y la altura pero comete algunos errores efd@lilo numeérico y obtiene una respuesta
incorrecta que no se corresponde con el areatsdlciy tampoco con el resultado que

obtuvo al calcular el &rea utilizando la integral.

. 1 o )
All: Entonces, se me forma aqui en el mterval%da 2, un triangulo rectangulo

1
de base 2 meno'f‘ y de altura tenemos 3 (grafica).

I: ¢ Como obtiene la altura?

All: La altura, tocaria trazar la rectax = 2, y hacer el procedimiento anterior
para resolver el sistema de ecuaciones.

I: ¢, Cémo seria?

Al1: ... ya sé que la grafica @x -1, 0 sea, que tengy =2X—1y tengo la otra

que esx = 2 resolviendo encontraria el valor, comovale 2, me quedari2 x 2,
cuatro, menos uno, tres, lo que dice que “y” valg 3ya tengo la altura.
I: ¢, Cémo calcularia el area?

All: El &rea, tengo la base que es 2 por la altgue es 3 sobre 2, me quedaigra

sobre 2, me quedaria igual a 9 (hace los calculos)
I: ¢ Qué le faltaria?

1
Al1l: Me faltaria calcular el area en el intervale d a E

I: ¢ Qué figura se te forma, ahi?
All: Se me forma otro triangulo.
I: ¢ Podria calcular el &rea de ese triangulo?

. . . 1 . .
All: Si, tendria un triangulo de basze y altura ], entonces e$ mas el area del

triangulo grande seria 9; 10, el valor del area.
(A11EA4).

Y él mismo se da cuenta de esos errores cuandantame

Al1l:... aqui se ve como muy diferentes.

I: ¢ Por que?

All: Habria que mirar el planteamiento como resolai integral, porque
graficamente me esta dando el area 10, pero al hiacetegral me esta dando 3 y
pedazo o sea, que de pronto tuve un problema fresalver la integral.

I: ¢, Qué puede concluir de los dos procedimientdsrares, el geométrico y el que
hace analitico a partir de la integral?

All: Debe ser igual, debe ser exacto, aqui graferam se ve bien.

(A11EA4).
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Considera que aplico de forma incorrecta el calcdda integral porque asegura
qgue las dos formas de resolver la tarea, tantacgraisando figuras geomeétricas, como

algebraica usando la Integral Definida, deben targmo resultado.

En la tarea 7b.

Decidir si la afirmacion es verdadera o falsa. Beocde ser falsa, explica por que o
mostrar un contraejemplo.

7b. Si f es continua erﬁa, b], entoncesf es integrable ev[ma, b].

Es capaz de establecer correctamente el valor déadrede la proposicion

considerada:

I: ¢ Como justifica el valor de verdad de la propdn?
Al1: Esto es que sf es continua en el intervaia, b], entoncesf es continua, lo

tome como requisito, porque aqui lo que dice és@kema de continuidad implica
integrabilidad y es precisamente lo que dice lapmgicion que “si una funcion es

continua en el intervalo cerradEa, b], entonces f es integrable erﬁa, b]

I: ¢Qué valor de verdad le da a la proposicion 7b?

Al1l: Para mi es verdadera.

I: ¢ Por qué verdadera?

All: Porque, por definicion si la funcion es codtaren un intervalo, eso garantiza
que sea integrable en ese intervalo.

(A11E7Db).

El alumno establece una condicional légica conl@inento matematichlD de
forma AN cuando considera lgondicion suficiente de que la continuidad implica

integrabilidad

Ademés este alumno muestiener sintesis de los sistemas de representacion

gréfico, algebraico y analitico,por ejemplo, en la tarea 3:

Sea R laregién entre la gréfica de la funcigy=X® y el Intervalo [0,4]
-Utiliza particiones para aproximar el valor detade la region R.
-Justifica tu respuesta.
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Este alumno trata de rellenar el area por mediecténgulos de forma:

Y dewr

[CUIN

r .
] L oWl feguee
W / [l @0 e (]
\““y\ o

Al1, representacion G de la tarea 3 del cuestionari

Divide graficamente el intervalo mediante una paiti regular, por lo que esta
utilizando el elemento mateméatiédCA de formaG. En la figura de la izquierda traza 5
rectdngulos superiores y en la figura de la deréx@m bastantes rectangulos superiores
para aproximar el area, afirmando qlee grafica representaectangulos mas pequefios y
la norma de la particion tiende a cero, entoncesende a infinito” por lo que se podria
deducir quetiene la intuicién de indivisibles en relacion cehéarea de la figura de la

derecha. Luego resuelve la tarea de la siguiemesfo

a
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A11, resolucién Ay AN de la tarea 3 del cuestionar
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El alumno establece una relacion entre la reprasém G y los sistemas de
representacion A AN de los elementos matematicdsCA y ALS porque, a partir de las
graficas anteriores, calcula las sumas de Riemdes gplica el limite para obtener el valor

del area.

I: ¢ Sabria comentarme cémo ha resuelto la tarea?

All: Me piden que utilice particiones, entiendo paarticibn como coger un
intervalo y dividirlo en un conjunto de-1 puntos, donde esos puntos van a ser
mayores que el extremo izquierdo, pero menores ejuextremo derecho del
intervalo, entonces lo que hice fue suponer quelogos van a sek, , X, y que
todos estos valores eran mayores que “a” , que @maeste caso cero, que era el
extremo izquierdo del intervalo y que todos esogqaieran menores que “b”, eso
es lo que entendia como particionar, por comoditiace en cuenta que iba a
particionar esto con una cosa que se llama la p#&t regular, que es que la
longitud de cada intervalo sea la misma. Despuéssielo que hice fue aplicar la
definicion de integral definida y la suma de Rieman

I: ¢, Qué es una suma de Riemann?

All: La suma de Riemann, se define o entiendo gyegasicionar y sumar las
areas que se forman en unos rectangulitos al tolodas esas areas, eso es una
suma de Riemann y el limite es cuando hago quimegdud de cada intervalo sea
cada vez mas pequefia y tienda a cero, es lo guaiffes integral definida, eso fue
lo que hice.

(A11C3).

A partir del esquema general de aproximacion atileas sumas de Riemann y les

aplica el limite para luego establecer conexionet@iemento matematico 4D .

All: Lo que hice aqui fue aplicar la definicion eratticamente de la integral
definida, que se define como el limite de una sden®iemann, ahi lo escribi y

cogia la funcion y tomaba ug, cualquiera, quien era es€, era cualquier punto
qgue estaba en cualquier intervalo, en cualquient@alel intervalo lo que hacia era
coger ese punto que lo llang y lo evalué en la funcion y lo multiplique por la

altura, de cada rectangulo, que en ese caso lodl&@m y al hacer esa suma obtuve

el valor de la integral.

I: ¢, Qué valor obtuvo?

All: Aca obtuve 21, 3, me dio positivo

I: ¢ Qué puede concluir de los valores obtenidos?
All: Tendria que plantear la integral y resolverla.
(A11ES3).
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Este alumno establece relacion entre los elemembsmaticod\CA y LID porque
menciona el concepto de area como una aproximaciéinconcepto de area como una

Integral Definida.

Ademas en la tarea 8.

¢ Cudl es el significado matematico de la Integifirida de la funciony= f (x) en un
intervalo [a, b]?

Este alumno durante la entrevista refleja la congiée que tiene sobre la

construccién del concepto de Integral Definida:

. ’ ~ . .pe b
I: ¢ Como le explicaria a un compafiero el significat Iaj f(x) dx?
a

Al1l:..iniciaria primero con un poco de historiantences les hablaria del
problema de calcular el area de una curva y que &sde atribuye a Arquimedes
que fue el primero que lo planted a través del a@texhaustivo, luego lo ubicaria
en el contexto, que cuando vamos hablar de esesedver area entre curvas y que
de ahi sali6 la integral y después de eso empezaxito que es manejar en el
plano, entonces tomaria una curva cualquiera y exapa hacer aproximaciones
con los rectangulitos de area cada vez mas pequedista que él entienda ese
procedimiento y lleguemos a lo que llamamos suma&Ri@mann y después le
entraria ya con la definicion de limite para aplisélo a esas sumas, teniendo en
cuenta que el maneja limites porque si le voy haldk limites y el no maneja
limites, entonces nunca me va a entender, empepariahi para qué me sirve,
empezaria con la parte clave que seria entendeireh como aproximacion a
través de rectangulos cada vez mas pequefios, aattwllas sumas Riemann y
luego calculando el limite de esas sumas de Riemgaenes lo que se llama la
integral definida.

I: ¢ Qué quiere mostrarle con el area a partir deteemngulos?

All: Lo que le queria mostrar a él, es que puedoxamar esta area no como lo
harian ellos que seria lo que hacemos todos, qudossando las figuras
geomeétricas, si no que puedo dar es un valor mésxapado de graficas que no
tienen una forma definida.

I: ¢ Partiria de aproximaciones?

All: De aproximaciones hasta entender este prodedim si €l me entiende este
procedimiento ya iria a la parte del calculo, méslds limites, haria primero esto
para que me entienda que ya con el limite obtehgaler del area.

(A11ES).

379



Capitulo 4. RESULTADOS Eliécer Aldana Bermudez

En este extracto de entrevista se pone de manifipse el alumno ademas de
mencionar varios elementos matematicos estableee sumtesis entre los sistemas de
representacios, A y AN, porque ha demostrado que ademas de recordaredstosntos

los ha utilizado de forma correcta en la resoluciérmtras tareas.

Ademas lograrecordar los elementos matematicos necesarios em resolucion
de la tarea, usando los significados implicitos partomar decisionesPor ejemplo en la

tarea 5.

Dada la gréafica dé(x) =2x—x?, calcular por aproximaciones el area de la retagada.
Justificar el procedimiento utilizado

Para obtener una aproximacion del area, recuredeaiento matematicACA de
forma G utilizando un triangulo para aproximar el area gsi&a sobre el ej& por defecto,

y otro triangulo para aproximar el area que esja élaeje X por exceso.

Al1, representacion G de la tarea 5 del cuestionari

A continuacion, mediante un procedimieAt@btiene una aproximacion del area:
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A1l11, resoluciéon A de la tarea 5 del cuestionario

Recurre al elemento matematid€A vy, a partir de la representaci@) hace una
aproximacion por defecto y otra por exceso comgidos, aplica la formula del area del
triangulo, obtiene para la parte de la grafica geeencuentra sobre el eje un valor
aproximado de 3,75 unidades cuadradas y la quenceemtira bajo el eje un valor
aproximado de 1 unidad cuadrada, suma los valadasdareas aproximantes y obtiene el
valor total aproximado del area de 4,75 unidadesl@das; aunque en una parte de la
curva utiliza subestimaciones y en la otra sobimesiones el valor aproximado resultante

es muy aproximado al valor real del area de 4, T@agles cuadradas.

I: ¢,COmo calculd las areas de los triangulos qugrepor encima del eje OX 'y por
debajo el eje OX?

All: Lo que hice fue la altura., se ve por escala daba en 1.

I: ¢Y del que esta bajo el eje OX?

All: La altura muestre a ver, la forma correctaiado que siempre he hecho.

All: Plantear el sistema de ecuaciones y la regtaigual tengo la rectax,
muestre a ver cOmo me quedaria, necesito hallar &stira, entonces me quedaria
para hallar ésta altura, 5, como hago para haléste punto.

I: ¢ Cuanto tiene de base?
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All: No, la base la tomé como si fuera escalag glije era 1,5.

I:¢ Tiene formadas las figuras por encima y bajejel OX, a qué valor aproximado
lleg6?

All: Acd me quedaba que era 5, me quedaba el sglmximado que es 3 punto y
pedazo el area aproximada de esto.

I: ¢ Qué tiene por la parte de encima?

All: Me dio una unidad.

I: ¢Y cuanto obtuvo en total?

All: Cuatro y pedazo de area.

I: ¢ Esta de acuerdo con ese valor aproximado ooldria ajustar mas?

All: Como lo que pide el ejercicio es aproximatada de acuerdo.

(A11E5)

Cuando se le pregunta al alumno qué otras aproiomes podria realizar sefiala:

I: ¢ De qué manera calcularia el area de ésta regidmbreada?
All: Si me piden calcular el area, entonces lo lqaea aplicando la definicion y

planteando dos integrales y la primera de 0 a 2,laléuncion 2X—XC dx y la
segunda de 2 a 3,5, de la funci@®—x dx _
(A11ED5).

Menciona el elemento matemétiddD para calcular el area de una region

planteandola como suma de dos integrales a parta propiedad de la union de intervalos.

Ademas este alumno usadandicional l6gicatal como se muestra en el protocolo

siguiente:

I: ¢ De qué manera calcularia el area de ésta regidmbreada?
All: Si me piden calcular el area, entonces lo lqaea aplicando la definicion y
planteando una integral, mejor dicho dos integralda primera seria una integral

de de 0 a 2, de la funcié®X—X dx y la segunda seria otra integral, bueno aca se

supone que la otra integral seria de 2 a 3,5,denlsma funcion 2X—X dx

teniendo en cuenta que ésta regién me va a dartiveg@orque esta debajo del eje

X; entonces para considerarla como area la debo ibscen valor absoluto o

cambiarle el signo para que sea positiva.

(A11E5)

En este extracto de la entrevista, el alumno panendnifiesto que establece la
condicional a través de las propiedades de lasidnes positivas y negativas entre el

elemento matematicBID de formaG y A, cuando afirma queténiendo en cuenta que
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ésta region me va a dar negativa, porque esta aethalj ejeX; entonces para considerarla

como area la debo escribir en valor absoluto o cemé el signo para que sea positiva”

En la tarea 6.

Explique, en términos del grafico, pom‘[aL@)é2 + X)dXZ,T xzdx+jxdx
0 0 0

o 1 2 3 x

Aungue este alumno, en el cuestionario, no fuezxdpaesponder la tarea, durante
la entrevista lo intenta haciendo una representdgio

-

All, representacion G de la tarea 6 durante la engwvista

Para ello, representa graficamente cada una déutasones lo que le permite

hacerse una idea de la propiedad que planteada tatacionando cada integral con el
calculo de un area.

Al11:, Entoncesy =x, y aca teniamos la parabolg = x* seria como inclinada,

geométricamente lo que entiendo es que esta &gartique ser igual a ésta otra,

porgue lo que me pedian era que demostrara grafcaen
(A11ES6).
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Luego se centra en el intervalo de 1 a 3 y, bagrddica de la funcion lineal y la
cuadratica forma un triangulo que aproxime el &eterminada por cada una de esas
funciones. Finalmente, en la dltima grafica dedeedha lo que hace es agregar el area que

representa da cada una de las funciones.

Al:... tengo y = x, en un intervalo cualquiera, en este caso 1, P t@&go la otra
grafica y = x* en el mismo intervalo 1, 2, 3, entonces me dicenelj area en este

mismo intervalo para estas dos curvas va a serligli@rea de estay = x* + X,

pero lo que entiendo es que esa area es igualed &rmada por la curva grande
en ese mismo interval(grafica por separado cada funcion).

I: Si, eso es lo que tiene que demostrar.

All: Seria como trazar sobre esta grande, trayat x , y sobre esa sobreponer

este triangulo, vamos a suponer que va por acalasobrepongo, y lo mismo
haria con este, trazaria sobre esta grafiga= x*, sobrepongo este otro triangulo,

esta parabola va como mas parada, entonces el gudinrepresentativo a ésta
seria asi, seria como sobreponer los triangulosat#a grafica sobre la parabola

grande y como el triangulo de la parélbobé!t2 + X es mayor, es la suma de esos
dos( grafica lo que va diciendo).
(A11ES).

Se aprecia que utiliza particiones y construyengyidos para aproximar el area por

medio de comparaciones geomeétricas.

Cuando se le pregunta si puede utilizar otros pliatentos diferentes para
demostrar la igualdad de la propiedad pone de ieatofel uso del elemento mateméatico
LID de formaG como area de una region, porque afirma que sulealel area que
representa cada integral por separado en el mistewvalo y las suma, va a obtener el

mismo valor que si calcula la integral de la izguge

All: Seria como calcular el area, lo que haria abéria calcular el area en
cualquier intervalo, por decir de cero a uno, oa®o a dos de la funcioly = x,
por medio de la integral definida y calculo el angar medio de la integral definida
de la funciény = x*, sumo esas dos areas y me debe dar el area allaala
integral dey = x* + X en ese mismo intervalo, y eso me debe dar lo mismo
(A11ES6).
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Como puede notarse en este apartado, el alumncerdeculos elementos

matematicofACA y LID de formaG, sin hacer uso del registfo

En la resolucién de la tarea 1:

El area de la region rayada es mayor H2ig menor quels.
a. ¢ Por qué?

b. ¢ Puede dar valores mas ajustados?

c. ¢ Cudles?

d. ¢ Cémo los obtiene?

Trata de obtener una aproximacion de fofma

Al1l, representacién G de la tarea 1 del cuestionari

Para justificar la cota inferior, traza sobre ladde la grafica un rectdngulo de area
12 unidades cuadradas menor que el area sombresalarey este rectdngulo construye un
triangulo de area igual a 18 unidades cuadradassgoe con el resultado anterior y
obtiene una aproximacion por exceso de 30 unidedadradas que es menor que las 48

unidades cuadradas que aparecen en el enuncidaltadea.

S g
__&x6& — i€ uvn

1<) A&_ - l

e ¥+ 12 = 3° . enlences €

c‘u.f_ 20 e

Al vea Lelal ey wnenses 5 "

Al1, resolucién A de la tarea 1 del cuestionario
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En la resoluciorG el alumno indica que la gréfica bajo la curva esponde a una
funcion y = f(x) y establece una relacién entre el razonamientficgrg el algebraico

cuando utiliza el elemento matematiBGA y a partir del grafico aplica las férmulas del

area del rectangulo y del tridngulo para aproxieh@rea por exceso.

I: ¢ Podria explicarme como obtuvo esta respuesta?

Al1: ... lo primero que se me vino a la mente fumdorel rectangulo de basey

de altura 2, el cual me daba 12, después se me estaba formamdaangulo
rectangulo de base igual @, de altura6 y de area 18, lo que hice fue sumar esas
dos areas y me dio 30.

(A11EL).

Ademas, durante la entrevista hace una nueva esyeeson grafica para explicar

Db
2

&

cOmo resolvio la tarea:

Al1l, representacion G de la tarea 1 durante la ergwvista

Este alumno continua aplicando el elemento matemAtCCA de formaG y recurre
a la representacion del trapecio para recubrre sombreada para el que luego calcula

su area.
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Al1, resoluciéon A de la tarea 1 durante la entrevia

All: Viéndolo aca, pensaria que basicamente sermi$mo que en el trapecio.
I: ¢ Como seria con el trapecio, podria explicarlo?
All: Si, porque el area de un trapecio simplemestégual a la semisuma de las

bases en éste casbt 2, por la altura que e$ y dividido sobr@, 30 que seria la

(8+2)x6

férmula: =30, aqui obtengo la misma respuesta que me dio fadmah

area del triangulo y del rectangulo.
(A11EL).
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Ademas realiza otras dos gréficas para obtenes @efpaoximaciones en las que
intenta recubrir el area mediante rectangulos. Bloarealiza una particion dividiendo el
intervalo [3,9] en subintervalos de longitud un&ad y construye rectangulos en cada uno
de ellos aproximando el area.

Al1, resoluciéon G de la tarea 1 durante la entrevia

Para calcular la altura de cada rectangulo rephagecciones graficas sobre el gje
de los valores de la funcién, toma un valor de @sagecciones correspondiente a x=4 y
luego va disminuyendo el valor de cada altura ea umidad; es decir que el primer
rectangulo tendria un altura de 6 unidades, eli@id® 5 y asi sucesivamente hasta

completar los 6 rectangulos.

En el episodio siguiente el alumno refleja lo misyoie hizo en la representacién

Al11: Entonces, lo que haria es disminuir la redta 6, la empiezo a disminuir,
valores mas pequefiogg=5; y=4.

I: ¢ Como seria, indique cada paso?

Al1l: Ya tomé la rectay = 6, ahora voy a tomar la rectyy =5 y lo que hago es
mover la rectaX, igual que en éste caso la tomé come 4, luego un poco mas,
x =5 y calculo el area de ese rectangulo.

I: ¢ Podria subrayar el érea en la grafica?

All: Espere lo hago aqui bien bonito, porque es@pmo se supone que la curva
viene asi, entonces lo que digo, es que cada \@ebajo esta recta estoy formando
este triangulito, voy dando exactamente un area ag@®ximada de la curva
(grafica).

I: ¢ Como seria, cuantos rectangulos trazaria?

All: Construiria unos 7 rectangulos, para sacarduea mas 0 menos aproximada.
I: ¢ Como calcularia el area de cada uno de losaagulos?

Al1: Tengo la base que vale 1, tengo la altyira 6, entonces un rectangulo va a
ser igual a6 que seria el primero.
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I: Saque los valores.
Al1l: ...para el segundo lo que hago es que la reytx 6, la bajo una unidad, y

tendria de altura 5 y la base lo que hago es colaeecta x = 4, la corro hasta 5,

y tengo la base igual a 1, entonces tengo una &@eed (escribe valores en la
gréfica).

I: ¢ Como seria con el siguiente?

All: Repito el proceso hasta llegar mas o menawed, hasta el intervalo, hasta
la recta x=9.

I: ¢ Cuanto daria el area aproximada de esos rectéwsf?

All: Aqui, seria 5, aqui me daria 4, el otro setigara éste se supone que deberia
ser 3, porque aca va bajando, va a llegar a un pwert quey vale 2 y vale 1, el

area de eso seria, 6; 11; 15; 18; 20, 21, asi apmada 21 y me faltaria calcular el
area, que se esta formando entre la curva y laarg¢=6 y la curva en la parte
superior.

I: ¢ Qué le falta?

Al11: Me faltaria calcular el area formada por laata Y =6 y la curvay = 8.

I: ¢, Cémo la calcularia?

Al1: Para mi, seria practicamente repetir el prdogdnto, e ir corriendo la “y” lo
mismo, simplemente lo que hago es bajar la “y” ea mtervalo de 2, lo empiezo a
bajar y a formar triangulitos, rectangulitos y toma&sas areas que me van
quedando en ese pedacito.

I: ¢ Cuanto le agregaria a ese 21y cual seria &lfo

All: Entonces, el area total seria igual a 21 umida cuadradas, mas 5 unidades
cuadradas seria 26 unidades cuadradas.

(A11E1).

En este extracto de entrevista este alumno expdidaalmente el procedimiento que
realizé utilizando el elemento matematis€A de formaG, haciendo construcciones y

comparaciones geomeétricas.

Ademads, este alumno, en el mapa conceptual, men@belemento matematico
ACA haciendo referencia a la evolucion histérica aeicepto y las sumas de Riemann.
Por otro lado, menciona el limite de las sumas BRemALS que relaciona de forma
analitica conLID y completa haciendo referencia a RE como son el célculo de
integrales especiales, la propiedad de la linedjitkade la union de intervalos, la de una
suma de integrales y el célculo de la integral m# eonstante. No aparece explicito en el
mapa el elemento matemati€&V aunque si lo ha utilizado en la resolucion dddesas;
y menciona las aplicaciones de la Integral Defiridaiendo referencia no solo al calculo

de areas sino de voliumenes de sélidos de revolucddculo de longitudes de arco.
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All, mapa conceptual que representa el concepto bigegral Definida

En general, observamos que este alumno utiliza rédaciones logicas de
conjunciéon, condicional y la del contrario de landiwional entre los elementos
matematicofCA, ALS, LID, PID y TFV generalmenten el sistema de representaci®n
y entre los diferentes sistemas de representadidemas de las relaciones establecidas y
de los elementos mateméaticos mencionados, no geiaprconcepciones erréneas en el

desarrollo de las tareas.

Por la forma como el alumno resolvio las distintaeas a lo largo de todo el
cuestionario, por la manera como fueron justificadmas respuestas a través de la
entrevista y por la forma como estructura en elanagnceptual el concepto de Integral
Definida, consideramos que se encuentra en el trave$ de desarrollo del esquema del

concepto de Integral Definida.

La tabla siguiente representa las relaciones d8gilos elementos matematicos y
los sistemas de representacion utilizados poruehiad en el niveinter como en etrans

de desarrollo del esquema
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SISTEMAS DE
NIVEL CARACTERISTICAS ELEMENTOS MATEMATICOS REPRESENTACION
El &rea como aproximacion: (G, A)
-Aproximacion del area de una regién plana.
-Férmula del area del rectangulo.
-Férmula del area del triangulo
-Férmula del area del trapecio.
-Particion del intervalo.
-Sumas de Riemann.
Usar diferentes | EI @rea como limite de una suma
relaciones légicas entrg (AN)
elementos matematicos L'"m.'t‘f[ de Ials éu?as.a (A Gréfico
INTER | de forma correcta salvo| -2 !Nt€gra; gefinida. (,) g Algebraico
., _| -Laintegral definida como &rea de una region. ..
alguna eXcepcion| .3 integral definida como calculo algebraico | Analitico
(generalmente en el -Definicion analitica de integral definida.
mismo sistema de -Condicién suficiente: continuidad  implica
representacion). integrabilidad. .
Las propiedades de la integral
definida: (A)
-Unién de intervalos.
-Integrales especiales.
Los teorema fundamental (G, A):
-Regla de Barrow.
Usar diferentes | El &rea como aproximacion: (G, A)
relaciones I6gicas| -Aproximacion del area de una region plana.
(conjuncién l6gica -Férmula del area del rectangulo.
L ' | -Férmula del &rea del triangulo
condicional y 2| _particion del intervalo.
contraria de la | -Sumas de Riemann.
condicional) entre los| El area como limite de una suma
elementos mateméticos (AN)
de forma correcta. -El limite de las sumas.
L o La integral definida: (A)
Conjuncién l6gica | -La definicion analitica de integral definida.
-La integral definida como area de una region.
(AD B) -La integral definida como célculo algebraico.
-Condicién  suficiente:  continuidad  implica
integrabilidad.
. -Discontinuidad en alguna parte del intervalops .4+
Condicional (A - B) Integral impropia. i’lraﬂgo .
TRANS Las propiedades de la integral A gel,t_ralco
definida: (A) natirtico
-Funciones positivas y negativas.
Contraria de la | Los teoremas fundamentales (G, A):
-Regla de Barrow.
.. | |
condicional ( A- 3
Recordar los elementog
matematicos necesarios
en la resolucion de la|
tarea, usando los
significados implicitos
para tomar decisiones.
Tener sintesis en los
sistemas de
representacion grafico,
algebraico y analitico.

Tabla 4.11. Relaciones logicas, elementos matematcy sistemas de representacion que caracterizarslo
niveles de desarrollo del esquema de integral defitta en A11.
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En el andlisis global tanto del cuestionario coredalentrevista constatamos que
hay alumnos que presentan un nivel muy basico gmes denominaddNTRA 1 y que se
caracteriza porque no utilizan ninguna relacionceégntre los elementos matemaéticos,
mencionan esos elementos matematicos de memodagtoode la instruccion previa pero
no son capaces de utilizarlos en la resoluciéragiédreas, ademas son capaces de recordar
s6lo algun elemento matematico a lo largo de tddecuestionario vinculado sélo a un
sistema de representacion grafico, algebraico bti@oay muestran concepciones erroneas
de algunos elementos mateméticos y cuando tratagstédlecer un intento de relacion
I6gica entre estos elementos matematicos asoceadns 0 mas sistemas de representacion
generalment& y/o A lo hacen de manera inconexa y no son capacesalgeaelas tareas.
En este nivel de desarrollo del esquema del coaaptntegral Definida encontramos uno

de los alumnos que forma parte de este estudio.

Otros alumnos, por la forma como resobm algunas tareas, se ubican en un nivel
INTRA mas avanzadd.a diferencia con el subnivel anterior es quessatamnos suelen
mostrar dificultades en establecer relaciones &&giconjuncién logica) entre elementos
matematicos, recuerdan algunos elementos matemétieoforma aislada, y no tienen
sintetizados los sistemas de representacion. A mistel de desarrollo del esquema

pertenecen tres de los alumnos que participar@stninvestigacian

El nivel INTER 1 estd formado por el grupo mayoritario de alumnosesie
estudio. Los aspectos que permiten caracterizarregél son que estos alumnos usan la
conjuncion logica de forma correcta entre elemematematicos dados en el mismo
sistema de representacion, recuerdan algunos desneratematicos graficos, algebraicos
y/o analiticos, y muestran tener esbozo de sintdsidos sistemas de representacion

generalmente gréafico y algebraico.

Otros alumnos, sin embargo, muestran un nivel dardadlo del esquema del
concepto mas avanzado, el nividlTER, consideramos que sus razonamientos no
corresponden a caracteristicas propias de NNRANS, pero suelen usar diferentes

relaciones légicas entre elementos mateméatico®meaf correcta salvo alguna excepcion
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(generalmente en el mismo sistema de represenfacpreden recordar los elementos
matematicos necesarios en la resolucion de la &mezaarios sistemas de representacion
(gréfico, algebraico y/o analiticoy muestran tener esbozo de sintesis de los sisteenas d
representacion grafico, algebraico y analitiEn este nivel encontramos solo uno de los
alumnos objeto de nuestro trabajo.

En cuanto al niveTRANS del desarrollo del esquema del concepto de la falteg
Definida,estan los sujetague pueden usar diferentes relaciones l6gicasyooidn logica,
condicional y la contraria de la condicional) envze elementos mateméaticos de forma
correcta, ademas muestran tener sintesis en ltsmsais de representacion grafico,
algebraico y analitico. Este nivel de desarrollbedguema solo fue alcanzado por uno de

los alumnos que forma parte de este estudio.

4.2. Desarrollo del esquema del concepto de Integ@efinida

El andlisis y los resultados mencionados en el rtag@ anterior, nos permitio
caracterizar a cada alumno en un determinado develesarrollo del esquema del concepto
de Integral Definida por la forma como habia resuébdas las tareas a lo largo del
cuestionario, por la manera de justificar los pdimgentos de resolucién durante la
entrevista, y por la representacion de dicho cawcemmtematico por medio de un mapa
conceptual. El establecimiento de este nivel deardeléo para cada alumno se hizo
asignando el mayor de los subniveles que demostizauen la resolucion de las tareas.
Esto se hizo a pesar de que para algunas situacioostrara un nivel de desarrollo
inferior. De esta forma, se ha demostrado que shrdallo del esquema del concepto de
Integral Definida esté ligado al de otros conceptwgo el de funcién, limite, continuidad o
derivabilidad. El dominio de estos otros esquerdatrmina en gran medida el grado de

adquisicion del concepto de Integral Definida.

El proceso de andlisis ha puesto de manifiesto que:
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e Hay diferencias entre los alumnos que solo recwerds elementos
matematicos de aquellos que, ademas de recordirtosaben utilizar lo

gue permite clasificarles en niveles de desarrollo.

e Los alumnos presentan un dominio de la Integrainif que, dependiendo
de la tarea y de los conocimientos previos, muesti@acteristicas de

diferentes niveles de desarrollo.

e Existen diferencias dentro de un mismo nivel pon@hero de elementos
matematicos que utilizan de forma correcta y & tijg relaciones logicas

gue son capaces de establecer para poder ressdviaréas.

e Hay una disparidad entre los alumnos que utilizafiodna erronea algunos
elementos matematicos, asi por ejemplo, aquellos ga muestran
concepciones erroneas en el niNBITRA, son los que generalmente

lograron llegar a un nivéNTER y/o TRANS.

e SoOlo uno de los alumnos alcanzé el niiBRANS de desarrollo del
esquema, por la forma como utilizé los elementodematicos y las

relaciones logicas establecidas entre ellos.

e El manejo de los diferentes sistemas de represéntdeterminan el tipo de
relaciones légicas que son capaces de establecatumnos, por ejemplo,
es mas frecuente encontrar el uso de la conjuridgina entre elementos
matematicos representados generalmente soOlo en sisiemas de

representaciors y A.

e Hay una tendencia a utilizar mas los elementos nmatieos en modd\,
so6lo algunos lo hacen de for@ay casi ninguno maneja el regisédl vy, es
en este Ultimo sistema de representacion, dondejeria de los alumnos

no es capaz de utilizarlo de manera correcta egstaucion de las tareas.
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e Tanto en los niveles como en los subniveles dard#® del esquema del
concepto de Integral Definida, los alumnos asigeadocada nivel en
general, cuando manifiestan que recuerdan o utilialin elemento
matematico, de manera aislada o mediante relaclogess lo hacen desde
los sistemas de representaci®ny A y existe en un alumno evidencia de
tener sintesis en los registros de representa@ioA y AN; aunque se
aprecia en general mayor influencia de los elensemtatematicos en modo

G y A en laresolucion de algunas tareas.

Estos indicadores nos llevaron a establecer dié@asrentre los alumnos de acuerdo
con el desarrollo del esquema, el tipo de relasidégicas que establecieron y el nimero
de elementos matematicos que utilizaron en losreest de representaci@ A y AN que
manejaron, lo que nos lleva a sefialar que cadd develesarrollo se puede considerar
como un continuo que permiten caracterizar de fgrrgresiva el desarrollo del esquema
del concepto de Integral Definida.

En la tabla siguiente, la primera columna indica &umnos; los cédigos 1, 2y 3

ubicados en las celdas de la primera fila reprasdas tres caracteristicas establecidas por

niveles de forma ascendente, y la “X” sefiala ladaristica asignada a cada alumno.
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INTRA 1 INTRA INTER 1 INTER TRANS

ALUMNOS 1 2 3 1 2 1 2 1 2 N

Al X | X

A2 X X

A3 X | X | X | X

A4 X | X | X | X

A5 X | X | X

A6 X | X | X | X

A7 X X | X

A8 X | X | X | X

A9 X X

Al10 X | X X

All X X X| X

Tabla 4.12. Alumnos y caracteristicas segun nivalele desarrollo del esquema de Integral Definida

Obsérvese como dentro de un mismo nivel de dekadel esquema, cada uno de
los alumnos ha dado muestras de un determinadojond@dos elementos matematicos y

sus relaciones logicas, es decir, segun los insintws tedricos utilizados en la resolucion

de las diferentes tareas.

Segun lo anterior, el desarrollo del esquema detegto de Integral Definida se

podria describir como aparece en la siguiente:tabla
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NIVEL

CARACTERISTICAS

ELEMENTOS MATEMATICOS

INTRA 1

1. No establecer
relaciones légicas entre
los elementos
matematicos.

El a&rea como aproximacion (G, A):

- Aproximacion del area de una region plana,
- férmula del area del rectangulo,

- férmula del area del triangulo,

- particién del intervalo,

- sumas de Riemann.

La Integral Definida (G, A):

- La Integral Definida como célculo algebraico.

2. Recordar sélo algln
elemento matematico 4
lo largo de todo el
cuestionario, vinculado
s6lo a un sistema de
representacion, grafico,
algebraico o analitico.

El &rea como aproximacion (G, A):

- Aproximacién del area de una regién plana,

- férmula del area del rectangulo,

- particion del intervalo,

- sumas de Riemann.

El &rea como limite de una suma (G, A, AN):

- Limite de las sumas.

La Integral Definida (G, A):

- La Integral Definida como area de una region,
- la Integral Definida como calculo algebraico,

- la definicién analitica de la Integral Definida,

- condicién suficiente: continuidad implica integdald.
Propiedades de la Integral Definida (G, A):

- Propiedad especial.

3. Recordar elementos
matematicos con
errores.

La Integral Definida (G, A):

- Utilizar de forma errénea la Integral Definida coérea.

Propiedades de la Integral Definida (G, A):

- Aplicar de manera incorrecta las propiedadessi&ulzciones
positivas y negativas

Teorema fundamental (G, A):

- Regla de Barrow.

INTRA

1. Mostrar dificultades
en establecer relaciones
l6gicas (conjuncién
l6gica) entre elementos
matematicos. (Intento
de relacion “conjuncién
l6gica”).

]

El &rea como aproximacion (G, A, AN):

- Aproximacion del area de una region plana,

- férmula del area del rectangulo,

- férmula del area del triangulo,

- férmula del area del cuadrado,

- particién del intervalo,

- sumas de Riemann.

El &rea como limite de una suma (G, A, AN):

- L imite de una suma Riemann.

La Integral Definida(G, A):

- La Integral Definida como area de una region.
Propiedades de la integral (G, A):

- Integrales especiales,

- unién de intervalos,

- linealidad.

Teoremas fundamentales y del valor medio (G, A):
- Regla de Barrow,

- valor medio de una funcién.

2. Recordar algunos
elementos matematicos
de forma aislada.

El area como limite de una suma (G, A, AN):

- Demostraruna concepcién de suma de Riemann como un proicey

- tener una concepcion del limite como una aproxiémaci

- definir un proceso limite como la Integral Definida

La Integral Definida (G, A, AN):

- Utilizar la Integral Definida como aproximacion deéa,

- afirmar que la continuidado implica integrabilidad.

El teorema fundamental (G, A):

- Desconocer las condiciones necesarias para agbcaegla de
Barrow

3. No tener sintetizados
los sistemas de
representacion.

El a&rea como aproximacion (G, A):

- Aproximacién del area de una regién plana,

- férmula del area del triangulo.

La Integral Definida (G, A, AN):

- La Integral Definida como area de una region,

- la definicién analitica de la Integral Definida,

- condicién suficiente: continuidad implica integdald.
El teorema fundamental (G, A):

- La regla de Barrow.
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NIVEL

CARACTERISTICAS

ELEMENTOS MATEMATICOS

INTER 1

1. Usar la conjuncién légica (‘y
I6gica”) de forma correcta entre
elementos mateméaticos dados en e
mismo sistema de representacion.

El area como aproximacion (G, A, AN):

- Aproximacion del area de una region plana,

- férmula del area del rectangulo, triangulo y trapec
- particién del intervalo,

- sumas de Riemann.

El area como limite de una suma (G, A, AN):

- Limite de las sumas.

La Integral Definida (G, A, AN):

- La Integral Definida como area de una region,

- la Integral Definida como calculo algebraico,

- la definicién analitica de la Integral Definida,

- condicion suficiente: continuidad implica integdald.
Propiedades de la integral(G, A):

- Unién de intervalos.

- Linealidad.

El teorema fundamental (G, A):

- La regla de Barrow.

2. Recordar algunos elementos
matematicos gréficos, algebraicos
y/ 0 analiticos.

El area como aproximacion (G, A, AN):

- Aproximacion del area de una region plana,
- férmula del area del rectangulo,

- particién del intervalo,

- sumas de Riemann.

El area como limite de una suma (G, A, AN):

- Limite de una suma Riemann.

La Integral Definida (G, A, AN):

- La Integral Definida como area de una region,
- la definicién analitica de la Integral Definida.
Propiedades de la integral (G, A):

- Unién de intervalos.

El teorema fundamental (G, A):

- La regla de Barrow.

3. Tener esbozo de sintesis de los
sistemas de representacion graficq
y algebraico.

El area como aproximacion (G, A, AN):

- Aproximacion del area de una region plana,

- férmula del area del rectangulo,

- particion del intervalo,

- sumas de Riemann.

El area como limite de una suma (G, A, AN):

- Limite de una suma Riemann.

La Integral Definida (G, A, AN):

- La Integral Definida como area de una region,
- la definicién analitica de la Integral Defini

INTER

1. Usar diferentes relaciones l4gical
entre elementos matematicos d
forma correcta salvo alguna
excepcion (generalmente en ¢
mismo sistema de representacion)

U~

El area como aproximacién (G, A, AN):

- Aproximacion del area de una region plana,
- férmula del area del rectangulo,

- férmula del area del triangulo.

El teorema del valor medio (A):

- Valor medio de una funcién.

2. Recordar los elementos
matematicos necesarios en la
resolucion de la tarea en variog
sistemas de representacion (gréficg,
algebraico y/o analitico).

El area como aproximacion (G, A, AN):

- Aproximacion del area de una region plana,

- férmula del area del triangulo,

La Integral Definida (G, A, AN):

- La Integral Definida como area de una region,

- la Integral Definida como calculo algebraico,

- condicién suficiente: continuidad implica integdald.
Propiedades de la integral(G, A):

- De funciones positivas y negativas,

- unién de intervalos.

3. Tener esbozo de sintesis de los
sistemas de representacion graficq,
algebraico y analitico.

El area como aproximacion (G, A, AN):

- Aproximacion del area de una region plana,

- férmula del area del rectangulo,

- particién del intervalo,

- sumas de Riemann.

El area como limite de una suma (G, A, AN):

- Limite de las sumas.

La Integral Definida (G, A, AN):

- La Integral Definida como area de una region,
- la definicién analitica de la Integral Definida.
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NIVEL CARACTERISTICAS ELEMENTOS MATEMATICOS
El a&rea como aproximacion (G, A):
- Aproximacion del area de una region plana,
- férmula del area del rectangulo,
- férmula del area del triangulo,
La Integral Definida(G, A, AN):
1. Usar diferentes - La Integral Definida como &rea de una region,
relaciones l6gicas] - la Integral Definida como célculo algebraico.
: -2 L. - la definicion analitica de la Integral Definida,
(conjuncién l6gica, . . ) . ) . o
condicional y la contraria - condicion suficiente de existencia de la integelRlemannSi una funcion
de la condicional) entre f es continua en el intervalo cerraLa, b] entoncesf es integrable
los elementos
matematicos de forma en a,b . Usada en forma deontrario de la condicional si f no es
correcta. continua en el intervalo cerradga, b] entoncesf no es integrable el
Conjuncion I6gica [a, b] .
(ADQ - Propiedades de la Integral Definida (G, A):
De funciones positivas y negative: f X) es integrable y cambia de sign
.. b
Condicional (A - B) en [a, b] — j f(X) es igual a la suma algebraica de las areas. Yred§
a
Contraria de la | siempre es positiva se obtiene multiplicando pon@seuno, la que es negativa
mediante la suma de los/dlores absolutdsde las integrales extendidas a lps
v dici | (—| Ao B) intervalos en los que conserva el signo
condiciona El teorema fundamental (G, A):
TRANS - La regla de Barrow.

o

o

2. Recordar los elementos
matematicos  necesarios

El &rea como aproximacion (G, A, AN):

- Aproximacién del area de una regién plana,

- férmula del area del rectangulo,

- particion del intervalo,

- sumas de Riemann.

El area como limite de una suma (G, A, AN):

- Limite de las sumas.

La Integral Definida (G, A, AN):

- La Integral Definida como area de una region,

en la resolucién de Id - laIntegral Definida como célculo algebraico,
tarea, usando los - la definicion analitica de la Integral Definida,
significados implicitos - cond_icién suficie_znte d_e existencia de la integeRiemann. Co_ndici()
. suficiente de existencia de la integral usada endale contrario.
para tomar decisiones. - la integral de funciones positivas y negativas
Propiedades de la Integral Definid (G, A):
- De las funciones positivas y negativas,
- la unién de intervalos, especiales, linealidad,ganmacion y constante.
El teorema fundamental (G, A):
- La regla de Barrow.
El a&rea como aproximacién (G, A, AN):
- Aproximacion del area de una region plana,
- férmula del area del rectangulo,
- particién del intervalo,
- sumas de Riemann.
El &rea como limite de una suma (G, A, AN):
¢ ; & - Limite de las sumas.
3.' Tener sintesis en log La Integral Definida (G, A, AN):
sistemas ~de - La Integral Definida como area de una region,
representacion  grafico, - laIntegral Definida como célculo algebraico,

algebraico y analitico.

- la definicién analitica de la Integral Definida.
Propiedades de la Integral Definida (G, A):

- La unién de intervalos, especiales, linealidad, ganmacion y constante|
El teorema fundamental (G, A):
- La regla de Barrow.

Tabla 4.13. Relaciones logicas y elementos matencéts que caracterizan los subniveles de desarrollo
del esquema de Integral Definida
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En esta tabla podemos observar una sintesis glebahalisis sobre la comprension
de desarrollo del esquema del concepto de Intdgedinida descrito a partir de las
relaciones logicas y los elementos matematicogadibs de form&, A y AN que utilizan
los alumnos universitarios en un contexto espexific segun los distintos subniveles
adaptados al desarrollo del esquema de este congggematico. En la primera columna
indicamos los niveles de desarrollo del esquemdntegral Definida. En la segunda
columna presentamos las caracteristicas que conmi@mpeesentaron los alumnos tanto en
los cuestionarios como durante las entrevistaslaBercera columna, de acuerdo a las
caracteristicas establecidas por nivel, hacemos cwmracrecion de los elementos
matematicos que de modo gréfico, algebraico y tiemlaplicaron los alumnos en la

resolucién de las tareas.
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Capitulo 5: DISCUSION Y CONCLUSIONES

En este capitulo presentamos: las conclusionesaleaealel estudio a partir de los
resultados obtenidos sobre el desarrollo del esguhconcepto de Integral Definida que
tienen los alumnos de tercer afio de Licenciaturdaematicas, las implicaciones de la
investigacion en la ensefianza del concepto de raitdgefinida, y finalmente las

limitaciones y perspectivas de futuro.

5.1. Sobre el desarrollo del esquema del concepte bhtegral Definida.

En el capitulo anterior caracterizamos el desarrolél esquema de Integral
Definida en alumnos universitarios, a través dedientos subniveles. De igual modo que
Sanchez-Matamoros et al., (2006), en el analisisoganstrumentos de recogida de la
informacién y de los instrumentos tedricos compmobs que la construccion del
conocimiento es progresivo y continuo, y el pasadeubnivel al siguiente se evidencia
por medio de las relaciones ldgicas que el sugttapaz de establecer entre los elementos
matematicos que conoce y lo que sabe hacer cos estmentos que utiliza en la

resolucion de las distintas tareas.
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Los primeros intentos por establecer relacioneisdd&gentre elementos matematicos
siempre se hacen a traves de la “conjuncion léggiahdo éste el primer tipo de relacion
I6gica que, frecuentemente y de forma correctabésten los estudiantes, la “condicional
I6gica” es otra relacion que se evidencia en lasmamientos de los estudiantes, pero es
menos comun entre ellos y la relacion del “contral@ la condicional”, s6lo se pone de

manifiesto en algunos estudiantes.

Los elementos matematicos que utilizan, en gengwallos mismos, aunque varian
de un alumno a otro por la forma como los usanaemesolucion de las tareas; los
elementos matematicos que comunmente recuerdafelsarea como aproximacion”, “la
Integral Definida” y “el teorema fundamental dell€@do” y los elementos matematicos
que los alumnos utilizan con mas dificultad sond®rda como limite de una suma” y “las
propiedades de la integral definida”; y algunos ed#os elementos matematicos son
recordados de forma incorrecta y/o con concepciaredneas, como se describe a

continuacion:

» Realizar célculos incorrectos al aplicar la regla 8arrow, o el
desconocimiento de las condiciones necesariasapdicar ésta regla. Estos
errores se han puesto de manifiesto por el descoigmto que tienen de la
funcion valor absoluto, al tratar con una funcidgscdntinua en el intervalo
de integracion y algunos errores algoritmicos ezakeulo de la primitiva de
una funcion. En general, cuando tienen que apkcar conocimientos a
situaciones “no habituales” en el salon de clasesuando se manifiestan

este tipo de errores.

» Tienen una concepcion de la Integral Definida cdrea de una region y
afirman de forma incorrectagtie la integral le dio un &rea de cero o nula
quela integral da cero cuando no hay area, que da carando se evalla
en los mismos limites’no se dan cuenta que los limites del intervalo de

integracion son de signo contrario.
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Asociar el concepto de Integral Definida con uroatgio para calcularla sin

tener en cuenta las condiciones para poder alicarl

Afirmar que la Integral Definida sélo permite aproar el valor del area.
Normalmente, este error esta asociado a una cdnoepmMOo aproximacion

del concepto de limite.

Vincular la subdivision del intervalo directament®n las sumas de
Riemann sin tener en cuenta la funcion y en lugacaehsiderar infinitos
subintervalos hablan de subintervalos infinitosedds confundir el nimero

de particiones con el nUmero de subintervalos.

Utilizar de forma errénea el concepto de limiteuda sumatoria Riemann,
porque consideran la longitud del intervalo comiinita y el nimero de
particiones del intervalo como cero; justamenteaaitrario de la definicion
formal del limite de la sumatoria de Riemann, doedeindica que si la
norma o la longitud del intervalo tiende a gegbnimero de particiones del

intervalo(n), tiende a infinito.

Pensar de forma errénea el concepto de continuidagie no permite hacer
algunos razonamientos para justificar correctaenkad tareas. Por ejemplo
indicar que como la funcion lineal corta al ej@rtonces no es continua.

“AB: ... la regi6n encerada por la rectaf (X) =4X y el eje X, en ese
intervalo|— 2,2? no esta definida, y sabemos que para calculantagral
definida debe ser continua, cuando grafique el puft.0), ella no esta
definida..

I: ¢ Esa funcion no es continua?

A6: En este intervalo desde -2 hasta 2, no. Poe]lzese me esta cortando
en el ejeX y ahi, no hay una continuidad. El 0.0, es un pupg&ro esta
cortando la recta. Cuando se corta en mas de utiqpdeja de ser continua.
(ABE2)".

403



Capitulo 5. DISCUSION Y CONCLUSIONES Eliédddana Bermidez

Afirmar que la continuidad implica derivabilidad tsasladar esta misma
propiedad errénea a la integrabilidad por similitBdr ejemplo, ante la

afirmacion (tarea 7b)Sif es continua erﬁa, b], entoncesf es  integrable

en [a, b] " , decidir si es verdadera o falsa. En caso d&aksa, explicar por

qué o mostrar un contraejemplo:

A3: Si, viéndolo desde este punto, porque me dstlando del mismo
intervalo y si la funcion es continua en ese iratsytambién es derivable e
integrable.(A3E7D).

I: ¢ Como explica el argumento de la proposicion 7b?

A9: Si f es continua erla, b], entoncesf es integrable erla,b] y lo

primero que se me viene a la cabeza es que si wmz@oh es continua
entonces es derivable

(A9E7h).

Los argumentos que exponen estos dos sujetos somréotos porque
utilizan una propiedad incorrecta de la derivabiidy la aplican a la
integrabilidad, cuando la derivabilidad implica tonidad y no al contrario,
ya que el reciproco de este teorema no es ciestoldio que a pesar de los

argumentos de los alumnos, es cierto que contidurdplica integrabilidad.

Entender el elemento matematico “la Integral Defnhide forma incorrecta
cuando afirman que la integracion incluye contiadidporque una funcion
puede ser integrable pero no necesariamente tignee continua en todo

un intervalo. Por ejemplo también en el caso d&atlea anterior, cuando

utilizan el reciproco de la condicion suficient&i “f es continua el{a, b],

entoncesf es integrable er{a, b] ” algoque no es cierto.

I: ¢ Cudles son los criterios que le llevan a estzonamiento?
Al: Porque, la integracion incluye, continuidad.
(A1ET7D).
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« Confusion entre las sumas superiores y las sunfiasoires. Casi todos los
alumnos han planteado sumas inferiores para apaméharea pero cuando
tienen que realizar los célculos no coordinandasasentaciones algebraicas

y graficas y realizan sumas superiores.

En un comienzo de desarrollo del esquema en el INW&RA 1, el estudiante no es
capaz de establecer relaciones légicas entre éyseeltos matematicos que aplica en la
resolucion de las tareas y, muchas veces, cuangimdece un indicio de relacion légica lo
hace de forma incorrecta. En el nivel INTRA se euman las primeras apariciones de un
intento de conjuncién ldgica, aunque sigue siendor@nera aislada o inconclusa. De
forma creciente y progresiva en los niveles INTERINTER y TRANS se van
incrementando las relaciones légicas, ya no séestblece la conjuncion logica, sino que
aparece ademas la condicional y en algunos casa®ldaion del contrario de la

condicional.

Dentro de las relaciones logicas hemos identificqde la conjuncién logica se
establece siempre entre dos 0 mas elementos matesnaue generalmente estan
coordinados de modo grafico y algebraico y en algwasos se utiliza también el registro
analitico; la condicional o implicacién l6gica esaurelacién que se establece vinculada a
las propiedades de la Integral Definida y la réladiel contrario de la condicional es una
relacibn que aparece asociada a la condicién enfiei de existencia de la Integral
Definida.

En cuanto a los sistemas de representacion, algnosos tienen dificultades con
la representacion gréfica de algunas funciones e caso de la funcién valor absoluto,
en otras situaciones para determinar el area deeldangulos superiores o inferiores,
necesitan establecer no solo la base sino tamhi@itura para ello deben coordinar el
sistema grafico y el algebraico, pero no son capate identificar la altura de los
rectangulos, a partir de la gréfica y de la expresilgebraica que representa la funcion, y
como no coordinan el registro grafico con el algewr, aunque dibujan rectangulos

inferiores, las areas las calculan para rectanguipsriores.
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Ademés estos alumnos hacen poco uso del registitiem y cuando intentan
utilizarlo muestran dificultades en la escrituraekgresiones analiticas, tienen problemas
con las tendencias y los limites y les falta unamejonocimiento de las sumas de
sucesiones. Asi por ejemplo pueden mencionar urigipa genérica pero no son capaces
de construir las sumas de Riemann correspondigntes caso de plantearlas, no son
capaces de calcular su limite y por tanto el puocesalitico de resolucion no es
concluyente. Ademas es muy comuin que mencioneroretepto de Integral Definida
asociado al limite de una suma Riemann, pero cuaede que aplicarlo en una situacion
concreta no saben como hacerlo, confunde la cahtiéaparticiones con el niumero de
subintervalos de una particion y no resuelven laataisando el elemento matematico el

area como limite de una suma.

Si tratamos de sintetizar las relaciones légicas spiestablecen en cada subnivel,
en el subnivel INTRA 1 de desarrollo del esquema@&@roduce conjuncion légica. Los
primeros intentos por establecer conjuncion logieaponen de manifiesto en el nivel
INTRA, la aparicién de la “conjuncion logica” set@sece a partir del subnivel INTER 1,
la evidencia tanto de la conjunciéon l6gica comolaleondicional es propio del nivel
INTER y del nivel TRANS, vy la relacion del contmarile la condicional se encuentra en
algunos alumnos en varios niveles de desarrollesigliema. De los resultados concluimos

gue el subnivel de desarrollo que predomina eallosnos es el INTER 1.

Asimismo comprobamos que en el subnivel INTRA 1y ba mayor uso de los
registros gréaficos y/o algebraicos y solo en @eInTRANS se alcanza la sintesis de los
tres sistemas de representacion gréafico, algebnaianalitico. Pero la construcciéon del
esquema del concepto de Integral Definida, a trale$os subniveles de desarrollo del
esquema, no depende soélo de los registros de egpaesdin grafico, algebraico y analitico,
sino también de las relaciones logicas que el auewm capaz de establecer entre los

elementos matematicos.

De esta manera encontramos que, aunque los esegli@cuerdan y plantean para

la solucion de las tareas esos elementos matematieoforma grafica, algebraica y
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analitica, en los procedimientos de resolucionadetdreas es poco frecuente el manejo de
los elementos de forma analitica y generalmentedasepciones erroneas que muestran
tienen que ver con la comprension de algunos elermenatematicos en este registro de

representacion.

Algunas de las dificultades de comprension que fastaron los alumnos en
nuestra investigacion también han sido identifisadaor otros investigadores. A

continuacion comentaremos algunas de ellas endgrlamuestros resultados.

1. En Orton (1980) (citado por Azcarate et al. 19961%) indican “que existe una
manipulacién de los algoritmos en los calculos damipivas y dificultades en la
conceptualizacion de los procesos de limite asosiatl concepto de Integral Definida y
ademas dificultades en el calculo de areas limitga curvas con valores negativos o
discontinuidades”. Estas mismas evidencias las rérasnos en varios sujetos que se
encuentran en el subnivel INTRA 1 e INTRA de dedlrdel esquema de Integral

Definida en nuestra investigacion, como se presamtas siguientes episodios:

En la siguiente situacidén esta alumna necesiapaesion algebraica para encontrar

una primitiva y aplicar el algoritmo correspond&nt

I: ¢Podria aplicar otro procedimiento diferente glgéepermita mejor aproximacion

del area y que justifique mas las cotas?

A4: Hallando la expresién calculamos la IntegralfDela de 3 a 9.

I: ¢ Qué le permite esto, ajustar el area o calclidhérea exacta?

A4: Calcular esa éarea.

I: ¢ Qué mas podria utilizar para ajustar mas losovas?

,?4: Pa;ticionando mas chiquito y teniendo en cuerdtins que estan fuera.
A4E1).

Por un lado, tiene dificultad para aproximar elaaporque necesita la expresion
algebraica de la grafica de la funcion para cattaulanediante la regla de Barrow y
recuerda, de manera implicita, el elemento matemAiLS de formaA, cuando afirma

gue si hace particiones mas pequefias, el val@rdalserd méagustado.
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Ademas, en este otro hecho muestra una idea de Bomo aproximacion:

I: ¢Una suma de Riemann le da el valor exacto e & una aproximacion?
A4: Yo sé que una suma de Riemann es un procdaga lim

I: ¢Qué es un proceso limite?

A4: La integral definida.

I: ¢ Cuando aplica el proceso limite esta hallantloagor del area o lo esta
aproximando?

A4: La estoy aproximando, porque la estoy calcutaed este intervalo cerrado.
(A4, EI).

Asimismo asocia de forma incorrecta el conceptéarga como aproximacion con la

Integral Definida:

I: ¢ Podria explicarme cuando le dicen que aproxumeérea que hace?
A4: Qué aproxime el area de la region rayada...

I: ¢Qué hace?

A4: Trabajo la integralA4E3).

Demuestra una concepcion de suma de Riemann corpooaoeso limite y afirma,
incorrectamente, que cuando aplica el limite com@roceso estd aproximando el valor
del &rea y que la Integral Definida le permite aprar el area. Las imagenes mentales que
tiene este sujeto las evoca producto de una ircsbru@revia, pero muchas de ellas, cuando

tiene que utilizarlas en la resolucién de las @®raea sabe como hacerlo.

En esta otra situacién este otro sujeto menciopadpiedad del célculo de areas de

funciones no estrictamente positivas.

A5: ...hay una férmula que dice que cuando uno tdoseareas hay que mirar la
que esta por arriba y la que esta por debajo, ecésnse tiene la que esta por
arriba y se le resta la que esta por debajo y sdleven los intervalos dados.

I: ¢ Por qué se resta?

A5: Porque esta por debajo, si no estoy mal, egymesta por debajo.

I: ¢ Siempre que esté por debajo se resta? ¢ Cusdesriterio?

A5: ¢ Cudl es el criterio? No.

I: ¢ De qué forma podria aproximar el area?

A5: Pues con particiones, con una suma de RieneTo,no.

I: ¢ Como seria con particiones? ¢ Podria comentarlo?

A5: .. los divide en rectangulos y empieza hallarea.

(ASED).
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En el extracto se pone de manifiesto que menciaaaelacion entre los elementos
matematicoACA y TFV; pero, por un lado no es capaz de dar una aprcidomael area
utilizando el elemento mateméatiodCA de formaG ni A y, por otro, recuerddos

elementos pero no sabe cdmo aplicarlos en la r@salde las tareas.

Ademas durante la entrevista en la tarea Considerar el valor de verdad o de falsedad de
1

la afirmaciénj‘_lx'zdx=[—x'1]fl=(—J) -1=-2 y en caso de ser falsa, explicar por qué o dar un

contraejemplo”.

Este mismo sujeto insiste en que el procedimieatsallucion es correcto aunque la
solucion final no sea igual a la que él obtuvo:

I: ¢ Qué valor le dio a la proposicidén 7c y por qué?

A5: Dicen que vade -1 a 1, dije que era falsa.

I: ¢ Por qué la considera falsa?

A5: Porque la resolvi, no sé si esta bien, me dimiimero contrario a la respuesta
que nos dan.

I: ¢ Qué aplicaron ahi, para resolver esa integral?

A5: En lo que hemos visto, en la integral, segrada funcion, la evaluamos en los
intervalos, que es -1y 1 y solucionamos.

I: ¢ Esta de acuerdo con el procedimiento mas nol@easpuesta?

A5: No, la respuesta supuestamente es falsa, pargueio lo contrario es por el
procedimiento.

(ASETC).

Asocia el concepto de Integral Definida con un atgw para calcularla sin tener
en cuenta las condiciones para poder aplicarlorepo considera valido el procedimiento,
pero la solucion final no es igual a la suya porgaeete un error en el signo de la
respuesta, al ser sus calculos numéricos incogegtpor tanto piensa que la afirmacion es
falsa por esa diferencia en el signo.

Segun todo lo anterior, desde nuestro marco tegrob® los resultados encontrados
consideramos que algunos de los elementos mates&n usados por los alumnos sin
haber sido encapsulados en un objeto matematiequ@ una cosa es la que ellos hacen y
lo ponen de manifiesto en sus argumentos, y otigué deberian hacer para resolver de
forma correcta las tareas.
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2. Mundy (1984), presenta un analisis de los erromsomrados en estudiantes
después de recibir un curso de Calculo. Del estcaliluyo que los estudiantes no tenian
una comprension grafica de que la integral de tmes positivas puede ser considerada en
términos de area bajo una curva y que los estiaagocian la Integral Definida con la
regla de Barrow. Asimismo, en nuestra investigatiémos utilizado tareas similares a las
planteadas por Mundy y encontramos los mismos egr@n los estudiantes para la
coordinacion de ciertos elementos matematicos, agrereto la dificultad en establecer
relaciones logicas entre los elementos matematiea®ea e integral usando los modos de
representacion grafico y algebraico. En nuestrodésthemos observado también los
errores que muestran, algunos alumnos, cuandontigne establecer una relacion logica
entre el elemento matemético “el area como limiteta suma” y “la Integral Definida” o
cuando tiene que hacer uso de la condicion sufeigme afirma que la continuidad implica
integrabilidad, para poder tomar una decisién adarte resolucién de la tarea, porque el
estudiante no es capaz de conectar la definicibrcatecepto de Integral Definida y su
imagen del concepto, de forma que para resolvdguaiea tarea recurren a un algoritmo,

con lo que se confirma la primera de las hipotglsisteadas en nuestra investigacion.

3. Czarnocha et al. (2001), plantearon la necesidadadeoordinacién de dos
esquemas para comprender el concepto de Integfalida: el esquema visual de la suma
de Riemann y el esquema del concepto de limitendesucesion numérica. Estos autores
afirman que la Integral Definida comprende consiames de tipo geométrico y
construcciones de tipo numérico (sucesiones iainig limites) y encontraron que la
dificultad de la comprension como objeto del escueata la suma de Riemann estaba
vinculada a las dificultades que los alumnos tentanel esquema de limite. El limite de la
suma de Riemann era visto, desde el punto de géstmétrico, como la suma del area de
infinitos rectangulos cuya amplitud tendia a O,ienbcomo suma de ‘“lineas”, es decir,
como suma de infinitos rectdngulos de amplifudo que influyé en la comprension del

esquema del concepto de Integral Definida.

Al igual que sefalan estos autores, en nuestraliesencontramos que muchos

estudiantes, a excepcion de quienes estan en @l HIRANS, muestran dificultades en
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establecer una conexion entre las sumas de Riegpnahfimite de éstas sumas. También
nosotros encontramos esas dos concepciones eluhmsos acerca del limite de las sumas
de Riemann y se presenta en (Al, A2, A3, A4, A5, AB, A8, A9 y A10) 10 de los 11

alumnos que hacen parte de este estudio.

Ademas los resultados muestran que cada sujetenpaesn esquema del concepto
gue varia de unos a otros por el tipo de relacitdgisas que es capaz de establecer y los
elementos matematicos graficos, algebraicos y taywaique sabe utilizar. Aunque haya
alumnos que estén en un mismo nivel de desarral@on capaces de establecer idénticas
relaciones logicas entre los elementos matematitode establecer relaciones entre los
sistemas de representacion grafico, algebraico alitemo. Este hecho, igual que en
Sanchez-Matamoros (2004), fue el que nos permiticacterizar los subniveles de
desarrollo del esquema del concepto de Integrainidaf que tienen los estudiantes de
Licenciatura de Matematicas.

Los resultados encontrados confirman el logro deolgietivos propuestos en esta
tesis, porque a través del analisis pudimos estudiacomprension que tienen los
estudiantes universitarios (18-32 afios) del cowcejat Integral Definida en el marco
tedrico “APOE” y de los niveles de desarrollo defjgema planteado por Piaget y Garcia
(1982), mediante las relaciones logicas y los efosematematicos graficos, algebraicos y
analiticos que configuran el concepto de la InleBefinida; y poder caracterizar los
niveles y subniveles de desarrollo del esquemaateiepto de Integral Definida asignado

a los alumnos de Licenciatura de Matematicas.

Las tres fases establecidas en el analisis nositpgon asignar a cada uno de los
alumnos a los niveles y subniveles de desarrolloedgquema de Integral Definida y
comprobar que en muchos casos el aprendizaje awlepto de Integral Definida es
algoritmico y memoristico, y los alumnos muestrditutades para establecer relaciones
I6gicas entre los elementos matematicos que camafigel concepto de Integral Definida y
en la sintesis en los sistemas de representa@fiogyralgebraico y analitico.
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5.2. Implicaciones en la ensefianza del conceptolddntegral Definida

La informacion obtenida de la investigacion nogdla preguntarnos:

¢Como se pueden utilizar los resultados en el poode ensefianza-aprendizaje?
¢,COmo aplicar la caracterizacion de los subnivdéegesarrollo del esquema de la Integral

Definida en el proceso de ensefianza- aprendizaje?

La perspectiva teérica APOS propone que se hag#prente una descomposicion
genética del concepto matematico, en este casudgral Definida, que sirva al profesor
para conocer la forma cémo se desarrolla el conceptia mente del estudiante (cémo lo
aprende) a partir de los elementos mateméaticos cgnéiguran este concepto porque
sabiendo cual es el desarrollo logico que tienen dlumnos del concepto podremos

organizar la ensefianza para lograr la tematizat@besquema.

En este sentido los resultados obtenidos en etutapdnterior, nos han llevado
hacer una revision de la descomposicion genéticalpresentada en el capitulo 3, para
incluir, modificar o eliminar algunos aspectos madéicos que presentamos en la siguiente

descomposicién genética:

A. Conocimientos Previos

1. El conjunto de los nimeros reales.
a. Desigualdades, intervalos y conjuntos ordenados.
b. Relaciones y operaciones en los conjuntos numericos
c. El nUmero real como objeto matematico.

2. Concepto de funcion y sistemas de representacion.
a.Clases de funciones.
b. Representacion grafica de funciones.
c. Continuidad y discontinuidad de una funcion.

3. El concepto de limite como objeto matematico.

4. El concepto de derivada como objeto matematico.
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5. Medida del area de una figura plana.
a.Error asociado a una medida.
b. Férmulas de areas de regiones planas.

6. La suma de una sucesion.
a. Suma den términos de una sucesion.

b. Limite de la suma da términos de una sucesion.

B. El area como aproximacion

1. Dada una funciénf(x) continua y positiva definida en intervzﬁiao b], la
accion de calcular una aproximacifuor defectodel area de la region plana

determinada por la funciéri(x) en el intervalda, b] .

a. Dividir el intervalo [a, b] en subintervalos.

b. Calcular de forma conscientevalor minimo f ()gD) que toma la funcion

en cada subintervalo.

c. Formar rectangulos de base cada subintervalo ytula &l valor minimo
calculado erib.

d. Calcular el area de cada uno de los rectdngul@niolats, coordinando los
sistemas de representacion grafico y algebraico.
e.Sumar las areas calculadaslehy comprobar que el nimero obtenido es

el resultado de unaproximacion del area por defecto.

2. Dada una funciénf (x) continua y positiva definida en el interva{h), b] , la
accionde calcular una aproximacidoor excesodel area de la region plana
determinada por la funciéri(x) en el intervalda, b] .

a. Dividir el intervalo [a, b] en subintervalos.
b. Calcular de forma consciente ehlor maximo f(xi”) que toma la

funcién en cada subintervalo.

c. Formar rectdngulos de base cada subintervalo ytu@a &l valor maximo
calculado er2b.
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d. Calcular el &rea de cada uno de los rectangul@nolats, coordinando los
sistemas de representacion grafico y algebraico.
e.Sumar las areas calculadas2ehy comprobar que el nimero obtenido es
el resultado de una aproximacion del area porsexce
3. Interiorizacién de las acciones anteriores en poge
a.Repetir la accion del punt®l dividiendo cada subintervalo a la mitad y
calcular el area de la region asi obtenida.
b. Repetir la accién del punt®2 dividiendo cada subintervalo a la mitad y
calcular el area de la region asi obtenida.
c. Utilizar los resultados obtenidos en los punB8sy 3b del proceso,
compararlos y buscar una aproximacién mejor del deela figura.
4. Encapsular el proceso desarrollado en el purBa en el objeto suma

inferior S, = Zf( )b a

n

5. Encapsular el proceso desarrollado en el pur8b en el objeto suma

superior S, = ZT( )b a

n

C. El &rea como limite de una suma

6. Desencapsularlos objetos4 y 5,y coordinar con el proces®c en el

proceso del limite de las sumas inferior y superior
_—I|m2f( ) §=I|’me()§*)b—
n=e =]
D. La Integral Definida

7. Comprobar que los limites obtenidos en el pro&son iguales, encapsular

el proceso en el objeto Integral Definida de lacfan f en [a, b] , COMo

Ibf (x) dx.

a

8. Desencapsulacion del objetd en el proceso de calculo de la Integral
Definida de una funcionf en intervalos cerrados con un extremo gty

otro extremo variable.
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9. Encapsulacién del proce8en el objeto funcién integraEF(x):J:f(x)dx

E. El Teorema Fundamental

10. Accion de calcular una funcion primitiva.

a. Célculo de la derivada de la funcid (x).

b. Comprobacién de que la derivada @Eéx) es f(x).
c. Definicién de F (x) como funcién primitiva.

d. Expresar la funcion primitiva comE(x) +C.

11.Interiorizacion de la accidéiO en el proceso de calculo de una funcién
primitiva.

12. Coordinacion del procesil con,
a. El proceso de evaluar una funcion primitiva endesemos del intervalo.

b. Calcular la diferencia entre esos valores.

c. Comprobacién de que la cantidad asf obtenida e$ aj?f (x) dx.

F. Generalizacion del concepto de Integral Definida pa funciones no

estrictamente positivas y continuas.

13. Aplicar el procesd.1 para el célculo de Integrales Definidas de funeson
positivas continuas.

14. Aplicar el procesd 1 para funciones no estrictamente positivas y caasn
dividiendo el intervalo de definicion en subintdogasegun el signo de la
funcion.

15. Aplicar el procesd.l para el célculo de Integrales Definidas de funeson
positivas discontinuas.

16.Aplicar el procesoll para funciones no estrictamente positivas y
discontinuas dividiendo el intervalo de definicién subintervalos segun el

signo de la funcioén.
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Las modificaciones realizadas en la descompasigéhética se han concretado en

los siguientes aspectos:

En cuanto a los conocimientos previes hace necesario incluir relaciones y
operaciones en los conjuntos numéricos, porque osudh los alumnos muestran (tareas,
2, 3, 4,5, 6y 7) tener dificultades con los clsunumeéricos en los enteros y los
racionales. Ademas se hace necesario reforzaredigpe que ver con clases de funciones
como valor absoluto, pares, e impares, ya quellosreps tienen desconocimiento (tareas
4, 2) en la definicion y la grafica de este tipo fdeciones; asimismo fortalecer la
comprension delconcepto delimite de funciones (tareas 3 y ,5) el concepto de
continuidad en un intervalo (tarea 7) debido a psealumnos muestran concepciones
errdneas, por ejemplo cuando tienen que calculémié de la suma de términos de una
sucesion y cuando aplican la regla de Barrow siert&n cuenta las condiciones para
hacerlo; del mismo modo reforzar la derivabilidad dna funcion, teorema de la
derivabilidad implica continuidady el teorema de la continuidad implica integralaitid
como condicion suficiente pero no necesaite hecho se presenta cuando los alumnos
ponen de manifiesto que no saben justificar caareente los items (7a, 7b, 7c) del

cuestionario.

En el elemento matematico el area como aproximas@dnecesita que los alumnos
hagan de manera consciente aproximaciones depéredefecto y por exceso, establezcan
la coordinacién de los registros graficos y algelisa para que puedan determinar por
ejemplo la base y la altura de los rectangulosparéir de ello calcular y comprobar las
areas aproximantes por defecto y por exceso (tdre&s 5 y 6); y finalmente se debe
reforzar el limite de la suma de una sucegi@ngue los alumnos tienen problemas (tareas
3 y 5) con el manejo de las sumas de sucesionespmaapaces de calcular las sumas de
Riemann y presentan dificultades con las tendernydias limites.

Los resultados muestran un privilegio propio de pgmsamiento operatorio y
algoritmico, podria pensarse en un proceso de anzaifjue favorezca el uso de diferentes

relaciones logicas entre elementos matematicositianal necesarios en la definicion
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analitica del concepto de la Integral Definida, dkprevalezca el significado del concepto,

antes que el propio algoritmo para calcular Integr®efinidas.

Por tanto consideramos que los resultados de ksfigacion sirven para reforzar
aguellos elementos matematicos que configuranrelegio de la Integral Definida, donde
los alumnos muestran concepciones erréneas cuasddilizan. En cuanto a la ensefianza
de este concepto matematico se hace necesarimg@umnos adquieran un aprendizaje
de aquellos conceptos que hemos incluido o quddsrasnos que se deben reforzar en la
descomposicién genética inicial, para resolver bopeaspectos en los cuales estan
fallando como por ejemplo concepto de aproximaco@ordinando los sistemas de
representacion, limite de una sucesion, continuigatiscontinuidad, comprension del
concepto de &rea cuando las funciones no son tesigate positivas, y considerar la
condiciéon suficiente que la continuidad implicaeigrabilidad, pero no como necesaria y

las condiciones necesarias para aplicar la regBad®w.

5.3. Limitaciones y perspectivas de futuro

Los resultados de la investigacion estdn enmarcadas contexto especifico del
trabajo del investigador y que consideramos tieiegtac influencia o limitaciones en
diferentes aspectos o niveles y que siguiendo smmiesquema que Depool (2004), se

pueden entender:

5.3.1. A nivel institucional

Las politicas del pais de origen donde se desardall investigacion, tiene
implementado en el bachillerato los estandaresicalares de mateméticas y estos no
contemplan el concepto de Integral Definida, poripsealumnos, antes del ingreso en la
universidad, sélo han estudiado funciones, nociamegivas de aproximacion y limite, y
la nocion de derivada como razén de cambio ingteat&n contextos matematicos y no
matematicos. Asi que el concepto de Integral Dadirde estudia por primera vez en los

planes de estudio universitario.
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En este mismo sentido, en nuestro estudio comprobaque los alumnos
universitarios ponen de manifiesto las dificultadgse tienen en torno al concepto de
limite, lo que nos ha llevado a indagar un pocaeelste concepto mateméatico y que esta
incluido entre los conceptos previos de la descampn genética del concepto de Integral
Definida.

En el bachillerato el aprendizaje del conceptomiédé se basa exclusivamente en la
manipulacion de férmulas y en una practica del utdladde limites. Ya en el nivel
universitario, los alumnos estudian una unidadaida denominada limites y continuidad
cuyo objetivo es manejar tanto el concepto intaittemo la definicion rigurosa de limite,
el célculo de limites de funciones algebraicasgotrométricas y su aplicacion al estudio
de la continuidad de una funcidoos elementos matematicos considerados que inasiucr
el aprendizaje de este concepto, son la nociditirgwde limite de una funcién, definicion
formal de limite, propiedades de los limites, itéas para el calculo de limites, limites
infinitos, asintotas verticales, limites en el nith, asintotas horizontales, los limites
trigonométricos bésicos, continuidad de una fun@drun punto, en un intervalo abierto,
en un intervalo cerrado, las causas de la no existede un limite, principios de
intercalacion (emparedado), funciones compuestascgntinuidad, teoremas de Bolzano
y del valor intermedio para funciones contintasrgfigas. En cuanto a la metodologia
utilizada en el desarrollo de los elementos mateogtque configuran el concepto de
limite, estan apoyados en exposiciones de tipo strabipor parte del profesor y no se

dispone de otro tipo de recursos o de mediosnmtcos.

5.3.2. A nivel cognitivo

Muchos de los objetos matematicos previos que heowsiderado en la
descomposicién genética del concepto de la Intddedihida no son el resultado de un

proceso de encapsulacién por parte de los estediant

Los alumnos que provienen del bachillerato llegafa auniversidad sin haber

estudiado el concepto de Integral Definida, lo sepodria ocasionar mayor dificultad en
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la construccién/comprension de este concepto maamén el poco tiempo que tienen

previsto para aprenderlo.

Ademéas la edad mas comun entre los alumnos quesegrpor primera vez a la
universidad oscila entre los 15 y 17 afios, lo gaeehque muchos de ellos no tengan
posiblemente una madurez mental apropiada paradgrele manera consciente algunos
de los conceptos matematicos, aunque los alumreobapen parte de este estudio superan

este rango de edad.

5.3.3. A nivel metodologico

En relacion con la metodologia utilizada en nuesixeestigacion, encontramos
algunas limitaciones en cuanto a que no es haltuelos alumnos en las clases sean
enfrentados a situaciones similares a las tareastegaldas en el cuestionario y en la
entrevista, lo que les presentd dificultad a muctiesellos el tener que argumentar y
justificar de forma correcta la resolucion de Eeas.

Asimismo las clases son del tipo magistral don@eglece el discurso del profesor
y el alumno toma nota de las explicaciones, gememse no se dispone de medios
informaticos o de otro tipo de ayudas didacticas favorezcan el proceso de ensefianza-

aprendizaje en este tipo de asignaturas.

Muchas de las justificaciones dadas en las resasi@or los alumnos provienen de
aprendizajes producto de las mismas concepciongsafesor que ensefia la materia y que

los alumnos ponen de manifiesto en intervencionga®das siguientes:

I: ¢ Como justifica que los dos resultados seanliggia diferentes?

A2: Porque a mi me ensefiaron que una integral nouesarea, 0 sea
geométricamente representa un area, pero una iatego es un area, es un
numero, en este caso la integral de esa funciétuada en el intervalo dado es
ceroy no es mas.

(A2E2).

I: ¢Que relacion establece entre el area bajo lafiga y la Integral Definida?
A2: A mi me ensefiaron que si voy hallar el arestareos hablando de areas
utilizando integrales debo hallar su integral, oassu area geométricamente
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evaluando la funcion si la tengo en un intervalaalauna funcién negativa que
esta por debajo 0 sea que es menor que cero, cuanfimcion se evalla, toma
valores negativos, entonces como area debe seliaosi

(A2E2).

o ~ o b
I: ¢ Como le explicaria a un compafiero el &gmfmahbj f(x) dx?
a

A3: Primero que todo lo haria con la sumatoria derRann, y luego con el limite
de esa sumatoria, porque fue la manera en que mensefiaron y como pude
entender un poco mejor de que se trataba la InteQedinida.

(A3EBS).

Ademas los estudiantes objeto de esta investigaeidsu gran mayoria, tienen que

combinar la jornada laboral con el estudio de lwarsidad, lo que les genera un tiempo

limitado para el trabajo académico.

De las consideraciones anteriores surgen cierttaragantes que desde una

perspectiva de futuro podrian ser motivo de ingaston:

A partir de la informacion obtenida en esta ingstion ¢como debe
organizarse la ensefianza a partir de los resulti&esta investigacion para
mejorar el aprendizaje de este concepto matematig@@mo podemos
ayudar a los alumnos a superar aquellas dificidtagle concepciones
erroneas que tienen en relacion con los elementatemdticos que

constituyen el concepto de Integral Definida?

Dado que el elemento matematico el “area comodimé una suma”, es
aquel en el que los alumnos muestran mas difieedtapor no tener
encapsulado el concepto de limite como un objetbemmeico ¢comMo
podriamos profundizar en su aprendizaje?

Este estudio se ha hecho con alumnos de licengiatar Matematicas,

¢cambiaria significativamente la caracterizacioh esguema de Integral

Definida si los alumnos fuesen de otras titulacs®ne
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A partir de los resultados obtenidos en la invesiiin ¢como planear un
disefio curricular que permita construir los conaggirevios y adquirir un
aprendizaje duradero de aquellos elementos mama&jue configuran el

concepto de Integral Definida?

Nuestro estudio se ha basado en el desarrollo deoraprension del
concepto de la Integral Definida, mediante un asetudescriptivo y
explicativo de los resultados obtenidos, a parte¢ bs elementos
matematicos y de las relaciones légicas estable@dae dichos elementos
matematicos. De acuerdo con esta descripcion ddbgte comprension que
muestran los alumnos sobre la Integral Definidamgcdograr que los
alumnos adquieran una construccion/comprensionodaaf consciente de

este concepto matematico?

Estos interrogantes fueron surgiendo a lo largaldsérrollo de esta tesis y podrian

ser motivo de investigacion desde esta linea destigacion en Didactica del Analisis

Matematico.
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