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Limite de una funcion en un punto

Sea f: D — R una funcién real de variable real y sea
p € R, tal que siempre hay elementos de D, distintos
del propio p tan proximos a p como se quiera

Definicion Diremos que [l € R es el limite de la

funcion f en el punto p y escribiremos lim f(x) =1, si
X—p

Ve >0, 36 > 0 tal que Vx € D—{p}, tal que

dist(x, p) =| x — p |< 0 se verifica que

dist(f(x), ) =| f(x) —1|< e

Es decir, a medida que nos aproximamos a p por
puntos de D, las imagenes de esos puntos por la
funcion f se aproximan al valor [
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Limite de una funcion en un punto

Ejemplo Consideremos la funcién f(x) = 3x + 5.
Veamos que lir% flx)=11
X—

El dominio de f es todo R, de modo que siempre nos
podremos acercar al punto p = 2 por puntos del
dominio de la funcion tanto como queramos.

Sea € > 0. Hemos de demostrar que existe un 6 > O tal
que si | x—2|< 6 entonces |f(x)—1 = (83x+5)—11 |[< e.

Sea 8 < §.Si|x—2|< 5 tenemos:
|(3x+5)—11|:|3x—6|:3,|x_2|<3§:€

como queriamos probar
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Limites laterales

Definicion: Diremos que [; € R es el limite por la
izquierda la de la funcion f en el punto py
escribiremos lim f(x) =1, si

X—p—

Ve>0,30>0talqueVxe D—{p}, talqueO<p—x<?d
se verifica que | f(x) —l|< e

Definicion: Diremos que lj € R es el limite por la
derecha la de la funcioén f en el punto p y escribiremos

Iim f(x) =1, si
x—pt

Ve>0,30>0talqueVxe D—{p}, talqueO<x—p<?d
se verifica que | f(x)—lg|<e
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Limites laterales

Poposicion Existe el limite de la funcién f en el
punto py vale l siy solo si:

Iim f(x)=1= lim f(x)

X—p~ x—pt

Ejemplo Sea la funcion:

X
ﬂﬂz{

2x si x>5

2 six<b

No existe lim f(x) puesto que:
x—5

lim f(x) =25+# 10= lim f(x)

x—5~ x—5*
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Limites infinitos

Definiciones
m Diremos que

quesiO< p—

m Diremos que

que si 0 < x —

m Diremos que

quesiO< p—

m Diremos que

que si 0 < x —

lim f(x) =400 siVK e R 35 > 0 tal

X—p—
x < & entonces f(x) > K

lim f(x) =+oco si VK € R 36 > 0 tal

x—pt

p < & entonces f(x) > K

Iim f(x) =—oc0 siVK e R 35> 0 tal

X—p~
x < 6 entonces f(x) < K

Iim f(x) =—oc0 siVK e R 35> 0tal

x—pt

p < & entonces f(x) < K
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Limites en el infinito
Definiciones
m Diremos que 1_1>r£1 f(x)=L siVe >0 3K e R tal que si
X (o]
x > K entonces | f(x) —L|< €
m Diremos que 11111 f(x) =400 siVK € R3Jh € R tal que
X—+00

Vx > h se verifica f(x) > K
m Diremos que 11111 f(x) =—0c0 siVK € R3h € R tal que
X—+00

Vx > h se verifica f(x) < K
Analogamente:
m Diremos que lim f(x) =L siVe >0 3K € R tal que si
X——00

x < K entonces | f(x) —LI|< €
m Diremos que lim f(x) =+oco siVK € R dh € R tal que
X——00

Vx < h se verifica f(x) > K
m Diremos que 1_1>m f(x) =—00 siVK € R Jh € R tal que
X—r—00

Vx < h se verifica f(x) < K
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Propiedades de los limites (I)

Sean f,g,h:D — Ry sea p € D tal que siempre hay

elementos de D distintos del propio p, tan proximos a

p como se quiera. Sea lim f(x) =1y lim g(x) =1
X—p X—p

Propiedades

Si existe, el limite de una funcién en un punto es tnico

Si una funcién tiene limite en un punto entonces esta
acotada en ese punto

Si 1 # O existe un entorno de p, E, tal que si x € E, N D
entonces f(x) tiene el mismo signo que [

Si l < l', entonces existe un entorno de p, E, tal que si
x e E,ND, x#p, f(x) <g(x)

Si en un entorno E, se verifica Vx € DN E,, x # p que
f(x) < g(x), entonces | < U

@ Sil=1yenun entorno E, se verifica Vx € DN E,,
X # p que f(x) < h(x) < g(x), entonces )1(1_1’)1’[1) h(x) =1
(criterio del emparedado)
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Propiedades de los limites (II)

Sea
1 — 1 1/
)lclglgf(X) =l vy )lclglgg(x) =
Propiedades
m lim([f(x)+gx)] =141
X—p
B lim[f(x) -gx)]=1-1
X—p
m Sil’ # 0 entonces )1(%% — 1
m lim[f(x)]¢ =1 (aeR)
X—p
= lim Yflx)= V1 (acR,a+0)
xX—p
m lim [f(x)9>) =1
X—p
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Calculo de limites (I)

Para calcular el liin f(x) sustituimos el x por p en la
xX—p

funcién y calculamos f(p), teniendo en cuenta lo siguiente
cuando aparecen limites -+oo:

k4 0o = 400
- (+00) = 0
k+oo=+oo
k+oo:0+
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Calculo de limites (II)

m Si lim f(x)=a*®

X—p’
a’t® — 4o at® — 0"
Sia>1 Si0<a<1
a > — 0" a *® — +oo
m Si lim f(x) = § calculamos los limites laterales de la
X—p’

funcién en el punto

Ejemplo Calcular lim £+4
9 4 x—2
lim X = +o00
x—2+ X —2
. x2+4
lim =—00
x—2— X—2

Los limites laterales son distintos, y por tanto la
funcién no tiene limite en el punto x = 2
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Casos de indeterminacion

En esta tabla se presentan los casos de indeterminacion en
el calculo de limites. En estas situaciones el resultado
puede ser cualquiera, dependiendo del caso concreto de la
funcion (puede tomar valores +oo, O, I). Cuando se presenta
un caso de indeterminacion se ha de recurrir a ciertas
técnicas especificas

00 — 00 x)—g(x) f(x) =00 g(x)— o0
0° ST fx) =0 g(x) =0
@ | flx)9) f(x) 500 g(x) =0
1% ST flx) =1 glx) = o0
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Calculo de limites. Casos de indeterminacion

Indeterminaciones del tipo $ lim J% =2
x—p 9(%)
m Si es una funcion racional (un cociente de polinomios)

se descomponen estos en factores y se simplifica

Ejemplo
lim =9 0 (x+3)(x=8) . x+3 6
x3x2—x—-6 0 x»3(x—3)(x+2) x33x+2 5

m Si es un cociente de funciones irracionales o una
funcion irracional y un polinomio se multiplica y divide
por la expresion irracional conjugada y se simplifica
Ejemplo

lim x—2 —Q—Iim (x—2)(Vx+7+3)
x=2+/x+7-3 0 x—2 (WVx+7-3)(vVx+7+3)
—2)(v/ 7+3
_im X DWVXETHS) k77436
xX—2 xX+7-—9 x—2
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Calculo de limites. Casos de indeterminacion

Indeterminaciones del tipo lim % =2
X—p

m Podemos reducirlo al caso anterior sin mas que

— f(xX) e 1/glx) _ 0
tener en cuenta que )l(lgllo g — )1(13}3 1/f(x) — 0

m Si f(x) y g(x) son polinomios o funciones con
radicales dividimos numerador y denominador por
la mayor potencia de x

Ejemplo
3/ 7 5 VxT X2+ x
VX7 +x%2+x
lim VX TXTrXx oo o
X—+00 x2+2 00  x—+oo - X242
X7/3

~ lm Vitx5+x 43 1
C xSYe x— /B8 42x7/3 0 -

VN i\/ l:RSi D ?\ D D S"\L‘\ M 7\ NC”\ Curso Cero de Matematicas Pag. 19



Calculo de limites. Casos de indeterminacion
Indeterminaciones del tipo co — liin S(x)—g(x)=00 — 0
X—=p

m Si la expresion es una diferencia de funciones
racionales, realizando las operaciones se resuelve o se
llega a una indeterminacion del tipo % o
Ejemplo

. x2 x3+8 X2 (x+2)—x3-8 . 2x?>-8

lim — = lim

x—2 x2-4 x—2 x2—4 x—2 X2 —4

x—2

m Si f y/o g son funciones con radicales, para hallar
li_r>n (f(x) — g(x)), multiplicamos y dividimos por el
X—r00
conjugado f(x) + g(x)

Ejemplo

2 __ 2 __ 2 2
Jim VA2 -2 V32— x— fim (VIS 2E VO (V2 Ve )

(VX2 — +\/x27x
x—2 1

lim =5
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Calculo de limites. Casos de indeterminacion

Indetermmaclones del tipo O - hm f (x)-g(x)=0 -
Se reducen al caso ¢ o >

Indeterminaciones del tipo 1° lim f(x)9*) = 1
X—p

Tendremos en cuenta el siguiente resultado, conocido como
formula de Euler:
Si lim f(x) =1y lim g(x) = co, entonces
X—p X—p

lim f (x)90) = ¥ )19k

X—p
Ejemplo
. 2 1i —1)—1] 25
lim (x — 1)Xi2 —1%° = exlinz[(x =125 — 2
X—2

Otras indeterminaciones: 0°, 0o, 1%
Pueden resolverse aplicando:

lim f(x)9%) = lim e'8U (") — o Jim (g(x) logf (x))

X—p X—p
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Continuidad

Definicion Sea f: D — R una funcion real de variable real.
Diremos que la funcion f es continua en el punto p € D si

lim f(x) = f(p)

X—p

Con esta definicién, la funcién f sera discontinua en p si se
da alguna de estas tres situaciones

No existe lim f(x)
X—p
S no esta definida en p
lim £(x) # f(p)
p

En el caso [fJ] diremos que la discontinuidad en p es
esencial. Si existe lim f(x) y se dan los casos [BJ o
X—p

diremos que la discontinuidad es evitable

Definiciéon Diremos que f es continua en un subconjunto
de su dominio C, si es continua en todo punto de C
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Continuidad

Ejemplo Veamos si la siguiente funcion es continua
en el punto p=0:

SeX  six#£0
x) = X
=1 % Wi
Observar que:
. senx
lim —— =1 # f(0)

por tanto la funcion sera discontinua en 0, y la
discontinuidad es evitable puesto que existe el limite
de la funcién en el punto

TN
AR
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Continuidad lateral

Definiciones

m Sea f : D — R una funcion real de variable real.
Diremos que la funcion f es continua por la
izquierda en el punto p € D si

lim f(x) = f(p)
X—p
m Sea f : D — R una funcion real de variable real.
Diremos que la funcion f es continua por la
derecha en el punto p € D si

lim f(x) = f(p)
X—p
Propiedad Si una funcion es continua por la derecha
y por la izquierda en un punto, entonces es continua
en dicho punto
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Continuidad lateral

Ejemplo Estudiemos la continuidad de la siguiente
funcion en el punto p=1

e* six<l1
fix)=< e six=1

2

ex six>1

Como las definiciones de la funciéon a la derecha y la
izquierda del punto 1 son distintas hemos de hallar
los limites laterales

lim f(x)= lim e*=e = lim f(x)= lim ex?>=e
x—1- x—1- x—1* x—1t

Como lim f(x) = lim f(x) =f(1) la funcion es
x—1- x—1+
continua en el punto p = 1.
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Propiedades de las funciones continuas

Sean f, g: D — R funciones reales de variable real y sea

peD:

m Si f y g son continuas en p entonces las funciones
f+g. f-gy kf (keR)son continuas en p

m Si f y g son continuas en py g(p) # O entonces fé es
continua en p

m Si f es continua en py g es continua en f(p) entonces
la composicion de ambas go f es continua en p

m Si f es continua en p entonces tiene limite en p

m Si f es continua en p entonces esta acotada en p

m Si f es continua en py f(p) # O entonces existe un
entorno de p , E, tal que Vx € E, N D se verifica que

signo f(x) = signo f(p)
m Si f es continua en p y toma valores positivos y
negativos en todo entorno de p entonces f(p) =0
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Algunas funciones continuas conocidas

m La funcion constante f(x) = K es continua en todo R,
puesto que Vp € R, )lgr}af(x) =k =f(p)

m La funcion identidad f(x) = x es continua en todo R,
ya que Vp € R, }Cij}rll__,f(X) =p=S(p)

m Las funciones potenciales f(x) = x™ son continuas en
todo R, puesto que es un producto de funciones
continuas (x* = xx [ x)

m Las funciones polinémicas f(x) =ap+ ajx+ -+ apx"
son continuas en todo R, puesto que cada monomio es
un producto de funciones continuas, y el polinomio es

entonces una suma de funciones continuas
. . P .
m Las funciones racionales ﬁ son continuas en todos

los puntos p donde Q(p) # 0

VN i\/l:RSi D‘\D D S"\L‘\M ‘\NC”\ Curso Cero de Matematicas Pag. 29



Propiedades de las funciones continuas

Teorema (de Bolzano) Sea f una funcion real de variable
real continua en un intervalo cerrado [a, b] tal que
signo f(a) # signo f(b). Entonces, existe c € (a, b) tal que

Sfle)=0

Observacion: Geométricamente lo que este teorema indica
es que si la funcién es continua en el intervalo y en uno de
sus extremos esta por encima del eje de abscisas y en otro
por debajo, entonces la funcion corta al eje de abscisas en
algun punto entre ay b

—

a b
[ 1
' 0 \
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Propiedades de las funciones continuas

Teorema (de Darboux): Sea f una funcién real de variable
real continua en un intervalo cerrado [a, b] tal que
S(a) #f(b). Se verifica que:

Vk € (f(a),f(b)),3c € (a, b) tal que f(c) =k

Observacion: Este teorema es en realidad el mismo que el
anterior aplicado a la funciéon h(x) = f(x) — k

Teorema: Sea f una funcion real de variable real continua
en un intervalo cerrado [a, b], entonces | esta acotada en
[a, b], es decir, existen numeros reales Ky k’ tales que:

Vxo € la, b, K < f(x) < k'

Teorema (de Weierstrass) Sea f una funcion real de
variable real continua en un intervalo cerrado [a, b].
Entonces f alcanza el maximo y el minimo absoluto en

[a, b], es decir Jc, ¢’ € [a, b] tales que:

Vxo € [a. bl. f(c') < f(x0) < f(c)
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