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Esquema

Conceptos previos
Definiciones generales
Composicion de funciones
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Definiciones generales

Definiciones
m Una funcion real de variable real es una aplicacion

f:D—=R

Donde D es un subconjunto de R. Normalmente
una funcion de este tipo se denota y = f(x) ,
donde x € D representa la variable independiente
e y € R la variable dependiente
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Definiciones generales

Definiciones
m Una funcion real de variable real es una aplicacion

f:D—=R

Donde D es un subconjunto de R. Normalmente
una funcion de este tipo se denota y = f(x) ,
donde x € D representa la variable independiente
e y € R la variable dependiente

m El dominio o campo de existencia de la funcion f
es el subconjunto de R donde f esta definida:
Dom(f) =D
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Definiciones generales

Definiciones
m Una funcion real de variable real es una aplicacion

f:D—=R

Donde D es un subconjunto de R. Normalmente
una funcion de este tipo se denota y = f(x) ,
donde x € D representa la variable independiente
e y € R la variable dependiente

m El dominio o campo de existencia de la funcion f
es el subconjunto de R donde f esta definida:
Dom(f) =D

m El recorrido de la funcion es el subconjunto de R
formado por todos los valores que toma la variable
dependiente, es decir la imagen de la aplicacion f:

Im(f) ={y € R;3x € D, f(x) = y}
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Ejemplos

m Sea f(x) = x° + 3. Esta funcion esta definida para
cualquier valor de x, es decir: Dom(f) =R . Por
otra parte Vy € R existe un x € R que verifica
f(x) = x3 + 3 = y (efectivamente esto ocurre para

x=3/y—3), esdecir Im(f) =R
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Ejemplos

m Sea f(x) = x® + 3. Esta funcion esta definida para
cualquier valor de x, es decir: Dom(f) =R . Por
otra parte Vy € R existe un x € R que verifica
f(x) = x3 + 3 = y (efectivamente esto ocurre para

x=3/y—3), esdecir Im(f) =R
m Sea f(x) =| x |. El dominio de esta funciéon es todo
Ry su recorrido los ntimeros reales no negativos

Dom(f) =R Im(f) =R*" U {0}
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Ejemplos

m Sea f(x) = x® + 3. Esta funcion esta definida para
cualquier valor de x, es decir: Dom(f) =R . Por
otra parte Vy € R existe un x € R que verifica
f(x) = x3 + 3 = y (efectivamente esto ocurre para

x=3/y—3), esdecir Im(f) =R
m Sea f(x) =| x|. El dominio de esta funcion es todo
Ry su recorrido los ntimeros reales no negativos

Dom(f) =R Im(f) =R*" U {0}

m Se define la funcion de Dirichlet como sigue:

lsixe@Q
f(XJ{ ,
Osix¢Q

En este caso:

Dom(f) =R Im(f) ={0}U{1}
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Ejemplos

m La funcion f : D — R definida por f(x) = —/x + 1 tiene
como dominio el conjunto de todos los X tales que
x+ 1 > 0. El recorrido de esta funciéon sera R~ U {0}:

Dom(f) ={x e R;x > —1} Im(f) =R~ U {0}
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Ejemplos

m La funcion f : D — R definida por f(x) = —v/x + 1 tiene
como dominio el conjunto de todos los X tales que
x+ 1 > 0. El recorrido de esta funciéon sera R~ U {0}:

Dom(f) ={x e R;x > —1} Im(f) =R~ U {0}
m La funcion f : D — R definida por f(x) = % tiene
como dominio todos los puntos donde no se anula el

denominador x2 — 1, es decir, R — {1, —1}. El recorrido
esR— (O, 1]:

Dom(f) =R—{-1,1}  Im(f)=R— (0, 1]
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Ejemplos

m La funcion f : D — R definida por f(x) = —v/x + 1 tiene
como dominio el conjunto de todos los X tales que
x + 1 > 0. El recorrido de esta funciéon sera R~ U {0}:

Dom(f) ={x e R;x > —1} Im(f) =R~ U {0}

m La funcion f : D — R definida por f(x) = x2 7 tiene
como dominio todos los puntos donde no se anula el
denominador x2 — 1, es decir, R — {1, —1}. El recorrido
esR— (O, 1]:

Dom(f) =R—{-1,1} Im(f) =R — (0, 1]
m La funcion f : D — R definida por f(x) = sen(z— ) tiene
el mismo dominio que la anterior. El recorrldo seran
todos los valores que puede tomar el seno en el
recorrido de x;‘—il es decir:
Dom(f) =R —{-1, 1} Im(f) =[—
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Grafica de una funcion

Definicion Sea f : D — R una funcién real de variable
real. Se denomina grafica de f al siguiente conjunto de
puntos del plano:

Grf(f) ={(x,f(x)) € D x R;Vx € D}

Observaciones

m La grafica de f son los puntos del plano cuyas
coordenadas cartesianas (x, y) verifican que
y=f(x),conxeD

m La grafica de una funcién ofrece de modo muy
rapido e intuitivo informacion sobre las
caracteristicas de la misma (dominio, recorrido,
cortes con los €jes, simetrias...)
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Grafica de una funcion. Ejemplo 1

Ejemplo f(x)=—vx+1

Dom(f) ={xeR;x > —1}=[-1, +o0)]
Im(f) =R~ U {0} = (—o0, 0]

3

2

VN iVERSiD‘\D D S"\LT\M’\NC’\ Curso Cero de Matematicas Pag. 9



Grafica de una funcion. Ejemplo 2

x2

Dom(f) =R —{1,—1} = (—o0,—1)U(—1,1) U (1, +o0)
Im(f) =R —(0, 1] = (—o0,0] U (1, +00)

3

2
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Grafica de una funcion. Ejemplo 3

N x?
Ejemplo f(x) = sen <x2 — 1)

Dom(f) =R —{1,—1} = (o0, —1) U (—1,1) U (1, +00)
Im(f) = [-1,1]
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Composicion de funciones

Definicion Sean f: D; —+ Ry g: Dy — R funciones
reales de variable real, tales que

Im(f) =f(D1) C Dy

La composicion de f y g, es una funcion go f : D; — R
definida como sigue

(gof)x) =g(f(x))

Ejemplo Sea f(x) =x+ 1y g(x) =

1 1
m (Gof)x)=glx+1)= x+12-4 x2+9x_3

2 _
a Fog)x)=f (x21_4) ==
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Esquema

Funciones inyectivas e inversa de una funcion
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Funcion inyectiva y su inversa (I)

Definicion Sea f : D — R una funcién real de variable real.
Diremos que es inyectiva o univoca cuando si x, x’ € D
verifican f(x) = f(x’) entonces necesariamente x = x':

x,x' €D, f(x)=f(x) = x=x
Es decir, cuando no hay dos elementos distintos de D que
tengan la misma imagen
Ejemplo Veamos cémo la funcién f(x) = 2x + 3 es una
funcién inyectiva.
Obsérvese que Dom(f) =R e Im(f) = R. Si x, x’ € R son
tales que f(x) = f(x’). Entonces

2x+3=2x"+3 = x=x'

Obsevacion Cuando una funciéon f: D — R es inyectiva
podemos definir una funciéon real de variable real

fl:Im(f) = D

que hace corresponder a cada elemento de y € Im(f) el

unico x € D que verifica f(x) = y.
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Funcion inyectiva y su inversa (II)

Ejemplo Si f(x) = 2x + 3 para determinar su inversa

hacemos y = 2x + 3 y como consecuencia x = y%S Es
1. —1(;) — Y=3

decir, f~!:R — R se define f~!(y) = Y5= . Obtenemos

asi:

f(x) =2x+3, Sy =

Las funciones f y f~! del ejemplo pueden componerse.
Obsérvese que:

(flof) () =St (2x+3) = % .

Y analogamente
Cerw=r(452) =2(452) +3-y

Es decir, fof ! =Id=f"!of donde Id es la funcién

identidad: Id(x) = x
VN i\l:RSiD‘\D D S’\ L‘\M‘\NC’\ Curso Cero de Matematicas Pag. 15



Funcion inyectiva y su inversa (III)

Obsérvese que si (x, y) es un punto de la grafica de f
entonces (y, x) es un punto de la grafica de f!, es
decir, la grafica de una funcion y la de su inversa son
simétricas respecto a la recta y = x

y=2x+3 .~

10

y=(x-3)/2

5 10 15
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Inversa de una funcion

Definicion Sea f : D — R una funcién inyectiva. Existe
una funcién f~! : Im(f) — D que verifica:

FefNx)=xVxeDy (fof )y) =y, vy € Im(f)

Llamaremos a f~! funcién inversa de f. Su definicion
es:

fYy) = x,donde x es la antiimagen de y por f

Ejemplo Sea f : R™ — R la funcion f(x) = +/x. Notese
que Im(f) = R. La inversa de f es la func1on
f~Y(y) = y?. En efecto:

(1o N)X) =fH+vx) = (VX)? = x

Analogamente, para y € R+,

(fof N =ft*) =+/2 =y
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Esquema

Algunos tipos de funciones
Funciones pares e impares
Funciones acotadas
Funciones monétonas
Funciones exponenciales y logaritmicas
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Funciones pares e impares

Definicion: Sea D C R tal que Vx € D; —x € D.
Diremos que la funcion f : D — R es una funciéon
impar cuando:

Vx € D se verifica que f(—x) = —f(x)
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Funciones pares e impares

Definicion: Sea D C R tal que Vx € D; —x € D.
Diremos que la funcion f : D — R es una funciéon
impar cuando:

Vx € D se verifica que f(—x) = —f(x)

Observacion: Si f es impar y el punto del plano

p = (x,f(x)) es un punto de su grafica, entonces el
punto p’ = (—x, —f(x)) también estaria en la grafica de
S, es decir, la grafica de las funciones impares es
simétrica respecto al origen de coordenadas
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Funciones pares e impares

Definicion: Sea D C R tal que Vx € D; —x € D.
Diremos que la funcion f : D — R es una funciéon
impar cuando:

Vx € D se verifica que f(—x) = —f(x)

Observacion: Si f es impar y el punto del plano

p = (x,f(x)) es un punto de su grafica, entonces el
punto p’ = (—x, —f(x)) también estaria en la grafica de
S, es decir, la grafica de las funciones impares es
simétrica respecto al origen de coordenadas

X3 —x

5 .2
] €s una funciéon

Ejemplo: La funcion f(x) = 375

impar, puesto que
(—x)% — (=x)° _ —(x® —x°)

flx) = = = —f(x)

cos(—x) cos(x)
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Funciones pares e impares

Definicion: Sea D C R tal que Vx € D; —x € D.
Diremos que la funcion f : D — R es una funciéon
impar cuando:

Vx € D se verifica que f(—x) = —f(x)

Ejemplo La grafica de f(x) = % (impar) es:
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Funciones pares e impares

Definicion: Sea D C R tal que Vx € D; —x € D. Diremos
que la funcion f : D — R es una funcion par cuando:

Vx € D se verifica que f(—x) = f(x)
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Funciones pares e impares

Definicion: Sea D C R tal que Vx € D; —x € D. Diremos
que la funcion f : D — R es una funcion par cuando:

Vx € D se verifica que f(—x) = f(x)

Observacion: Si f es par y el punto del plano

p = (x,f(x)) es un punto de su grafica, entonces el
punto p’ = (—x, f(x)) también estaria en la grafica de
S, es decir la grafica de las funciones impares es
simétrica respecto al eje de ordenadas
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Funciones pares e impares

Definicion: Sea D C R tal que Vx € D; —x € D. Diremos
que la funcion f : D — R es una funcion par cuando:

Vx € D se verifica que f(—x) = f(x)

Observacion: Si f es par y el punto del plano

p = (x,f(x)) es un punto de su grafica, entonces el
punto p’ = (—x, f(x)) también estaria en la grafica de
S, es decir la grafica de las funciones impares es
simétrica respecto al eje de ordenadas

Ejemplo: La funcion f(x) = —xsen(x) es una funcion
par, puesto que

f(—x) = —(—x)sen(—x) = xsen(—x) = —xsen(x) =_f(x)
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Funciones pares e impares

Definicion: Sea D C R tal que Vx € D; —x € D. Diremos
que la funcion f : D — R es una funcion par cuando:

[Vx € D se verifica que f(—x) :f(x)]

Ejemplo La grafica de f(x) = xsen(x) (par) es:

I
\/\/

20
10

-10;

il
il

-20;
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Funciones acotadas

Definiciones
m Diremos que la funciéon f : D — R esta acotada
superiormente (resp. inferiormente) si existe un
numero real M tal que

[f(X) < M (resp. f(x) > M);Vx € D]
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Funciones acotadas

Definiciones
m Diremos que la funciéon f : D — R esta acotada
superiormente (resp. inferiormente) si existe un
numero real M tal que

[f(X) < M (resp. f(x) > M);Vx € D]

m Diremos que f esta acotada si lo esta superior e
inferiormente
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Funciones acotadas

Definiciones
m Diremos que la funciéon f : D — R esta acotada
superiormente (resp. inferiormente) si existe un
numero real M tal que

[f(X) < M (resp. f(x) > M);Vx € D]

m Diremos que f esta acotada si lo esta superior e
inferiormente

m Diremos que f esta acotada superiormente (resp.
inferiormente) en un punto a € D, si lo esta en un
entorno E, del punto a
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Funciones acotadas

Definiciones
m Diremos que la funciéon f : D — R esta acotada
superiormente (resp. inferiormente) si existe un
nuamero real M tal que

S(x) < M (resp. f(x) > M);Vx e D

m Diremos que f esta acotada si lo esta superior e
inferiormente

m Diremos que f esta acotada superiormente (resp.
inferiormente) en un punto a € D, si lo esta en un
entorno E, del punto a

Observacion Si f esta acotada en D lo esta en todos los
puntos de D, pero el reciproco no es cierto. Una funcion
puede estar acotada en todos los puntos de su dominio y no
estar acotada en todo el dominio. Un ejemplo es la funcién

f(x) = x* + x2, cuyo dominio es todo R
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Maximos y minimos absolutos y relativos

Definiciones

m Se llama extremo superior de una funcién f: D - R, y
denotaremos sup(f), a la menor de sus cotas
superiores
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Maximos y minimos absolutos y relativos

Definiciones

m Se llama extremo superior de una funcién f: D - R, y
denotaremos sup(f), a la menor de sus cotas
superiores

m Diremos que un punto xp € D es un maximo global o
absoluto de f si f(x) = sup(f)
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Maximos y minimos absolutos y relativos

Definiciones

m Se llama extremo superior de una funcién f: D - R, y
denotaremos sup(f), a la menor de sus cotas
superiores

m Diremos que un punto xp € D es un maximo global o
absoluto de f si f(x) = sup(f)

m Se llama extremo inferior de una funcién f: D — R, y
denotaremos inf(f), a la mayor de sus cotas inferiores
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Maximos y minimos absolutos y relativos

Definiciones

m Se llama extremo superior de una funcién f: D - R, y
denotaremos sup(f), a la menor de sus cotas
superiores

m Diremos que un punto xp € D es un maximo global o
absoluto de f si f(x) = sup(f)

m Se llama extremo inferior de una funcién f: D - R, y
denotaremos inf(f), a la mayor de sus cotas inferiores

m Diremos que un punto xp € D es un minimo global o
absoluto de f si_f(xp) = inf(f)
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Maximos y minimos absolutos y relativos

Definiciones

m Se llama extremo superior de una funcién f: D - R, y
denotaremos sup(f), a la menor de sus cotas
superiores

m Diremos que un punto xp € D es un maximo global o
absoluto de f si f(x) = sup(f)

m Se llama extremo inferior de una funcién f: D — R, y
denotaremos inf(f), a la mayor de sus cotas inferiores

m Diremos que un punto xp € D es un minimo global o
absoluto de f si_f(xp) = inf(f)

m Diremos que un punto xp € D es un maximo local o
relativo de f si existe un entorno de xp, Ey, tal que
Vx € Ey, N D, se verifica f(x) < f(xo)
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Maximos y minimos absolutos y relativos

Definiciones

m Se llama extremo superior de una funcién f: D - R, y
denotaremos sup(f), a la menor de sus cotas
superiores

m Diremos que un punto xp € D es un maximo global o
absoluto de f si f(x) = sup(f)

m Se llama extremo inferior de una funcién f: D — R, y
denotaremos inf(f), a la mayor de sus cotas inferiores

m Diremos que un punto xp € D es un minimo global o
absoluto de f si_f(xp) = inf(f)

m Diremos que un punto xp € D es un maximo local o
relativo de f si existe un entorno de xp, Ey, tal que
Vx € Ey, N D, se verifica f(x) < f(xo)

m Diremos que un punto xp € D es un minimo local o
relativo de f si existe un entorno de xy, E,, tal que
Vx € Ey, N D, se verifica f(x) > f(xo)
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Maximos y minimos absolutos y relativos

Observacion Con las definiciones anteriores un
maximo o minimo absoluto de una funcién en un
conjunto D lo es también relativo. El reciproco no es
cierto, es decir, un maximo o minimo relativo no tiene
por qué ser absoluto

Ejemplo Consideremos la funcion (ver grafica en la
siguiente pagina)

f(x) =xsenx

en el intervalo cerrado I = [-7, 7], que alcanza el
maximo absoluto en los puntos Ay G de su grafica, y
el minimo absoluto en By F. Los puntos Cy E
representan maximos relativos, pero no absolutos, y el
punto D un minimo relativo, pero no absoluto
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Maximos y minimos absolutos y relativos

f(x) =x senx en el intervalo D = [-7,7]

6
A G
4
C 5 E
L D 1
8 L \6 4 2 0 2 4 L
-7 7
2
-4
B F
-6
Max. absolutos: A,G Min. absolutos: B,F
Max. relativos (no abs.): C, E Min. relativos (no abs.): D
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Funciones monotonas

Definiciones Sea f : D — R una funcion real de
variable real y sea a € D
m Diremos que f es creciente en el punto a si existe
un entorno de a, Eg4, tal que:
x < a entonces f(x) < f(a)
Vx e E;,ND si
X > a entonces f(x) > f(a)
Si las desigualdades son todas estrictas diremos
que es estrictamente creciente
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Funciones monotonas

Definiciones Sea f : D — R una funcion real de
variable real y sea a € D
m Diremos que f es creciente en el punto a si existe
un entorno de a, Eg4, tal que:

x < a entonces f(x) < f(a)
Vx e E;,ND si
X > a entonces f(x) > f(a)

Si las desigualdades son todas estrictas diremos
que es estrictamente creciente
m Diremos que f es decreciente en el punto a si
existe un entorno de a, E,, tal que:
x < a entonces f(x) > f(a)
Vx € EqN D si
X > a entonces f(x) < f(a)
Si las desigualdades son todas estrictas diremos

que es estrictamente decreciente
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Funciones monotonas

Definicion Diremos que f es monoétona creciente o
estrictamente creciente (resp. monotona decreciente o
estrictamente decreciente) en un conjunto C si es
creciente o estrictamente creciente (resp. decreciente)
en todos los puntos a € C

Ejemplo: La funcién f(x) = x°® es estrictamente

creciente en todo su dominio de definiciéon
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Funcion exponencial
Una funcion exponencial es una funcion del tipo
f(x)=a*dondeacRya>0,a#1

Muy frecuentemente en las funciones exponenciales el
numero real a es el numero de Euler:

n—oo

n
e = lim <1—|—:l) =2.718281...

La funcion exponencial verifica estas propiedades:
B Su dominio es todo R
mVx eR, f(x) >0, esdecirIm(f) =R
mf(0)=1
m flx+x") =f(x)f(x')
m f(x—x') = L)
m Si a > 1 entonces f es mon6tona creciente

m Si a < 1 entonces f es mon6tona decreciente
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Funciones exponenciales. Graficas
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Funcion logaritmica
Una funcion logaritmica es una funcion del tipo
f(x)=log,(x)dondeacRya>0,a#1

Recuérdese log.(x)=b & a’=x

Muy frecuentemente en las funciones logaritmicas el
numero real a es el nimero e y en ese caso el log,(x) se
denota por In(x) o, simplemente por log(x)

La funcién logaritmica verifica estas propiedades:
m Solo esta definida si x > 0 es decir, Dom(f) = R™"
mIm(f) =R
m f(1)=0yfla)=1
m Si a > 1 entonces f es monétona creciente
m Si a < 1 entonces f es monétona decreciente

La funcioén f(x) =1log,(x) es la funcion inversa de g(x) = a*,

es decir g(f(x)) = x
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Funciones logaritmicas. Graficas

y=|ng(X)
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