o

VNiVERSiDAD

P SALAMANCA goo Ao

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL 1218~2018

Curso Cero de Matematicas para las
titulaciones de la Facultad de
Economia y Empresa

Tema 4: Sistemas de ecuaciones lineales

Facultad de Economia y Empresa
Dpto Economia e Historia Economica
Perfil Matematicas

19 de junio de 2017



VNiVERSiDAD

P SALAMANCA goo Ao

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL 1218~2018

J. Manuel Cascon, <casbar@usal.es>
Federico Cesteros, <fcesterosQusal.es>
Rodrigo del Campo, <rdeRusal.es>

Aurora Manrique, <amgQusal.es>

M. Dolores Garcia, <dgarciaQusal.es>
Bernardo Garcia-Bernalt, <bgarciaQRusal.es>
Guillermo Sanchez, <guillermo@usal.es>
Gustavo Santos, <santos@usal.es>

19 de junio de 2017




Esquema

Sistemas de ecuaciones lineales

Teorema de Rouché-Frobenius

Resolucion de un SCD

Resolucion de un SCI
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Esquema

Sistemas de ecuaciones lineales
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Sistemas de ecuaciones lineales

Sistema de m ecuaciones con n incognitas

a1 Xy + ajgxe + ...+ AipXn =

Ag1X1 + AgaXg + ...+ QopXpn =

Am1X1 + AmaXg + ... + AmnXn =

Notacion:
apn apz ... Qin
A— asy Qga ... Q2n
am1 am2 - Amn
ar a2
A (Alb) — asy ago
am1  Gm2

X =
ain b
Qon b2
arlm bm

b:
bo
= |Ax=Db
bm
X1 by
Xo bz
b=
Xn bm

(matriz ampliada)
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Esquema

Teorema de Rouché-Frobenius
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Teorema de Rouché-Frobenius

Teorema Sea Ax = b un sistema de ecuaciones lineales con
m ecuaciones y n incognitas, entonces:

1) Ax =b es sistema compatible (SC) < rang(A) = rang(:&)
2)Si Ax =b es SC entonces :
2a)rang(A) < n = Sistema Compatible Indetermiando

(SCI)(infinitas soluciones)

2b)rang(A) = n = Sistema Compatible Determinado
(SCD)(solucién tnica)
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Esquema

Resolucion de un SCD
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Resolucion de un SCD

Dado el SCD
Ax=D

la solucién tnica puede calcularse mediante:
m Eliminacion gaussiana

m Manipulacion algebraica (Sustitucion / Reduccion /
Igualacion)

m Regla de Cramer
m Calculo de la inversa

m Otros (factorizaciones)

Ejemplo Resolver:

eql= 3x — y + z =7 5 7
eqg2= x + 3y — 2z = 0 )=(xyz= (2, 3 —4)
eq3= 2x + 2y — z = 2
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Resolucion de un SCD. Eliminacion gaussiana

m Se utilizan transformaciones elementales para
calcular una matriz triangular equivalente a la
ampliada

m El proceso consta de n— 1 etapas

m En la etapa i-ésima se hacen ceros en la columna i
por debajo de la diagonal

m En la etapa i-ésima la operacion que se realiza con
la fila j-ésima, viene dada por:

fefi-25 vt
;i

siempre que a; # 0, en otro caso se deben
permutar filas

m Efectuada la triangulacion, se resuelve el sistema
triangular de abgjo a arriba (remonte)
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Resolucion de un SCD. Eliminacion gaussiana

En nuestro caso:

3 -1 17
A=|l1 3 2 0
2 2 -1 2
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Resolucion de un SCD. Eliminacion gaussiana

En nuestro caso:

Etapa 1
3 —1 1 7
-~ =
A=11 3 -2 O fy— @ f
2 2 -1 2 on
Js— ke
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Resolucion de un SCD. Eliminacion gaussiana

En nuestro caso:

Etapa 1
3 —1 1 7 N 3 —1 1 7
A 10 7 7
2 2 -1 2 f-2f o &8 -2 -8

3— 31
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Resolucion de un SCD. Eliminacion gaussiana

En nuestro caso:

Etapa 1
3 —1 1 7 N 3 —1 1 7
A 10 7 7
22_12f§j o &8 -2 -8
3— 3J1
Etapa 2
=
Sa— 2

ago
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Resolucion de un SCD. Eliminacion gaussiana

En nuestro caso:

3 -1 17 Etaial 3 -1 1 7
21:13—2ofz_ll o L I %
2 2 -12) 7T N0 § -f -3
Etapa 2 3 —1 1 7
L
bt \o o} -
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Resolucion de un SCD. Eliminacion gaussiana

En nuestro caso:

Etapa 1
3 -1 17 3 —1 1 7
~ =
A=|1 3 -2 O fo 0 %0 _% _%
2731 8 _5 _8
2 2 -1 2 o 2f 0 35 -3 —3
_4
Etapa 2 3 —1 1 7 z=—1=—4
o 10 - - Resol. 571, .
= 3 T3 73 N y=—"p=—4
4 1 4 3
— 5 0O O £ —% 7ty—z _ 5
fo gk s 8 0= THE =g
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Resolucion de un SCD. Regla de Cramer

La regla de Cramer determina que la componente i-ésima
de la solucion x; viene dada por:

1
X = det(Al,.. . ,b, .. An)
S det(A)

donde A; denota la columna i-ésima de la matriz A.
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Resolucion de un SCD. Regla de Cramer

La regla de Cramer determina que la componente i-ésima
de la solucion x; viene dada por:

donde A; denota la columna i-ésima de la matriz A.
En nuestro caso:

7 —1 1

det| O 3 -2
2 2 -1 5
X = = —
det(A) 2
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Resolucion de un SCD. Regla de Cramer

La regla de Cramer determina que la componente i-ésima
de la solucion x; viene dada por:

i‘
. det(A;,...,b,...Ap)
S det(A)

donde A; denota la columna i-ésima de la matriz A.

3 7 1
det| 1 0 -2
2 2 —1 7
v= det(A) ~ 2
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Resolucion de un SCD. Regla de Cramer

La regla de Cramer determina que la componente i-ésima
de la solucion x; viene dada por:

i‘
. det(A;,...,b,...Ap)
S det(A)

donde A; denota la columna i-ésima de la matriz A.

3 -1 7
det] 1 3 0
2 2 2 —
z= _8__4
det(A) 2
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Resolucion de un SCD. Regla de Cramer

La regla de Cramer determina que la componente i-ésima
de la solucion x; viene dada por:

J
1
i det(Al,...,b,...An)

% det(A)
donde A; denota la columna i-ésima de la matriz A.
Por tanto:
X = 5 — z=—-4
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Resolucion de un SCD. Manip. algrebraica

Manipulamos el sistema con el objetivo de obtener un

sistema mas sencillo (eliminacion de incognitas).
Observar que:

eql +eq3= bBx+y=9
q q y } Igualando y's 9_ Bx—4_ 3y

-eq2 +2eq3= 3x+y=4

Por ultimo, sustituyendo x e y en eql concluimos:

5 7
=7-3 =7—-3-——-—=-4
A X+ y 5 o
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Esquema

Resolucion de un SCI
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Resolucion de un SCI (I)

Dado el SCI
Ax=Db

para determinar la familia de soluciones se puede proceder
del siguiente modo:

Calcular un menor de orden maximo

Eliminar las ecuaciones (filas de la matriz), si es el
caso, que quedan fuera del menor (son dependientes)

Pasar al segundo miembro los términos que incluyen a
las incognitas (columnas de la matriz) no presentes en
el menor seleccionado. Parametrizar estas incognitas
(sustituirlas por parametros: Aj, Ag, .. .)

El sistema resultante es SCD y puede ser resuelto por
cuaquiera de los métodos descritos previamente
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Resolucion de un SCI (II)

Ejemplo Resolver:

x +y + z —t =0
z + t 0
X + y + 2z =0
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Resolucion de un SCI (II)

Ejemplo Resolver:

x +y + z —t =0

z + t 0

X + y + 2z =0
1 11 -1
A=]1 0 0 1 1
11 2 O
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Resolucion de un SCI (II)

Ejemplo Resolver:

x +y + z — t =0
z + t 0
X + y + 2z =0
1 1 1 -1 1 1
A=| 0 0 1 1 :>|0 ) ’#O@rang(A)_Z_rang(A),
1 1 2 O
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Resolucion de un SCI (II)

Ejemplo Resolver:

x +y + z — t =0
z + t 0
X + y + 2z =0
11 1 -1 L1
A=| 0 0 1 1 :>|0 ) ’#O@rang(A)_Z_rang(A),
112 O
x + z = —y+t}
=
z = —t
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Resolucion de un SCI (II)

Ejemplo Resolver:

x +y + z — t =0
z + t 0
X + y + 2z =0
1 1 1 -1 1 1
A=| 0 0 1 1 :>| o 1 ’#O@rang(A)_Z_rang(A),
11 2 O
x + z = —y+t} - x 4+ z = —?\—I—u}
= y=A
z —t . z = —u
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Resolucion de un SCI (II)

Ejemplo Resolver:

x +y + z — t =0
z + t 0
X + y + 2z =0
1 1 1 -1 1 1
A=| 0 0 1 1 :>‘0 1’¢O:>rang(A)_2_rang(A),
1 1 2 0]
x+z:—y+t}:> x+z:—?\—|—u}
= ¢ y=A B
z — f= z = —u
X—?\+2p}
=
z=—q
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Resolucion de un SCI (II)

Ejemplo Resolver:

x +y + z — t =0
z + t 0
X + y + 2z =0
1 1 1 -1
A=| 0 0 1 1 :>‘(1) i’#O@rang(A)_Z_rang(A),
1 1 2 0]
x+z:—y+t} = x+z:—?\—|—u}
= y=»A
z = —t f=p z = —u
X=—-A+2u
x—?\+2u} y=A2A
= =
zZ=—p zZ=—p
t=p
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