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Vectores en R?, R3 y R
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Vectores en R?, R3

Definiciones
m El conjunto de vectores en el plano es el conjunto
de pares de nuiimeros reales. Se denota R?:

R? ={(a,b) : a,b e R}

Matematicamente, R? se puede introducir como el
producto cartesiano : R x R = R?

m El conjunto de vectores en el espacio es el
conjunto de ternas de numeros reales.
Se denota R3:

R ={(a,b,c) : a,b,c € R}

Matematicamente, R® se puede introducir como el
producto cartesiano R x R x R = R3
VNi\/l:RSiD‘\D D S"\L‘\M‘\NC”\ Curso Cero de Matematicas Pag. 5



Vectores en R?, R3

Los espacios de vectores R? y R3 se pueden identificar
con los puntos de plano y espacio, respectivamente

+ (a,b,c)

Vectores en R? Vectores en R3
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Vectores en R"

m Las definiciones anteriores pueden extenderse al
caso de n-tuplas (lista ordenada de n elementos),
para obtener R™:

R'={a=(a,as,...,an) : q; €R,Vi=1,2,...,n}

m Si bien la interpretacion geomeétrica de R" se
pierde para n > 3, este tipo de conjuntos son
ampliamente usados en Economia

m Por ejemplo, R", puede modelizar las cestas de n
bienes o los n activos que componen una cartera

Nota: Es habitual representar los vectores: 0 6 v. En
este curso utilizaremos la segunda opcién (negrita)
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Esquema

Operaciones con vectores
Moédulo
Suma
Producto por escalar
Producto escalar
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Operaciones con vectores

A continuacion, revisaremos las principales
operaciones con vectores, y las interpretaremos
geomeétricamente:

m Modulo de un vector
m Suma de vectores

m Producto de un vector por un escalar
(escalar = un numero real)

m Producto escalar de vectores
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Modulo de un vector

m El modulo de un vector es la longitud del mismo
m Si v es un vector, su moédulo se denota |v|

m Del Teorema de Pitagoras resulta:

v = (v1, Ug) € R? = V] = /v? + 13
v = (v, Ug, U3) € R3 = v|=/v} + V3 + V3

v=(v1,V9,...,0n) €ER" :>|v|:\/v%+v§—|—...+v%

Propiedades Sean v, w vectores:
v|>0
v|=0 < v=0
B v+w < \VI + [w]

A Siv+#0, es de modulo 1 (normalizar v)

IV\
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Suma de vectores
La suma de dos vectores es otro vector que tiene por
componentes la suma de las componentes:
m R2:
V= (v1,09), W= (w;, wy) € R?
=V+wW=(v1,02) + (w1, we) = (V1 + w1, Vg + Wo)

Geométricamente:
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Suma de vectores

La suma de dos vectores es otro vector que tiene por
componentes la suma de las componentes:

m RS:

v =(v1,02,03), W= (W, Wy, W3) € R3
= V+WwW=(v], Vg, U3) + (W1, We, W3)
= (v1 + w1, V2 + W2, U3 + W3)

m R™:

v=(v,VU2,...,0n), W= (W1,Wsq,...,wy) €R"
=>V+W=(v1,U,...,0n) + (W1, W, ..., W,
= (v + w1, +Wwsy,...,n+ Wn)
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Producto de un vector por un escalar

El producto de un vector por un escalar (n° real) es
otro vector que resulta de multiplicar cada una de sus
componentes por dicho escalar

m R2:
AeER, v= (v, 09)R?
= AV = A(v1, Ug) = (AU, Avg)
Geomeétricamente:
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Producto de un vector por un escalar

El producto de un vector por un escalar (n° real) es
otro vector que resulta de multiplicar cada una de sus
componentes por dicho escalar

m R3:
AER, v= (v, 09, 03) € RS
= AV = A(v1, Ug, U3) = (Av1, AUg, AU3)
m R™:
AR, v=(v1,U9,...,0,) €R"
= AV =A(V1, U2, ...,Un) = (AU1,AUg, ..., AUy)
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Producto escalar de dos vectores

El producto escalar - de dos vectores es el naumero
real que resulta de multiplicar el modulo de ambos
vectores por el coseno del angulo que forman

V- W = |v||w| cos(v,w)
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Producto escalar de dos vectores

El producto escalar - de dos vectores es el naumero
real que resulta de multiplicar el modulo de ambos
vectores por el coseno del angulo que forman

V- W = |v||w| cos(v,w)

Observacion Si v, w estan en coordenadas
cartesianas, su producto escalar es la suma del
producto de sus componentes
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Producto escalar de dos vectores

El producto escalar - de dos vectores es el niimero
real que resulta de multiplicar el modulo de ambos
vectores por el coseno del angulo que forman

V- W = |v||w| cos(v,w)
Observacion Si v, w estan en coordenadas

cartesianas, su producto escalar es la suma del
producto de sus componentes

Esto es:
mR2 : (v1,02) (W, wa) = VW + VoW
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Producto escalar de dos vectores

El producto escalar - de dos vectores es el niimero
real que resulta de multiplicar el modulo de ambos
vectores por el coseno del angulo que forman

V- W = |v||w| cos(v,w)
Observacion Si v, w estan en coordenadas

cartesianas, su producto escalar es la suma del
producto de sus componentes

Esto es:
mR3: (v1, 09, U3) (W1, Wo, W3) = VW] + VyWe + U3W3
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Producto escalar de dos vectores

El producto escalar - de dos vectores es el niimero
real que resulta de multiplicar el modulo de ambos
vectores por el coseno del angulo que forman

V- W = |v||w| cos(v,w)
Observacion Si v, w estan en coordenadas

cartesianas, su producto escalar es la suma del
producto de sus componentes

Esto es:

mR": (v,v09,...,0n) (W1, Wa,...,Wn)
= U1W] + gy + ...+ UnWp
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Producto escalar de dos vectores

Propiedades

vy w son perpendiculares < v-w=0

Bivi=Vv-v

cos(v, W) = gy = ang(v, w) = arccos [|v| \wd
lv.w=0 ang(v,w)
w
A !
\4 \4
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Combinacion lineal

Dados dos vectores v, w y dos numeros reales A y u, se

denomina combinacion lineal a todo vector de la
forma:

AV+uw

Ejemplos
m El vector (—4, 5) es combinacion lineal de los
vectores (1,—1)y (—2, 3) pues

(—4,5)=2(1,—-2)+3(-2,3)

m Cualquier vector de R2 es combinacion lineal de
{(1,0), (0, 1)}, pues

(a,b) =a(1,0)+ b(0,1)
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Combinacion lineal

Dados dos vectores v, wy dos numeros reales A y u, se
denomina combinacion lineal a todo vector de la
forma:

AV uw

La definicion anterior se puede extender al caso de
n-vectores. Asi cualquier vector de la forma:

AMVI+AVo+...+AqVp
con Aj,Ag,...,An € R es una combinacion lineal de

{vlaVZ, LRI 9vn}
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Dependencia lineal

Definicion Los vectores {v;, Vs, ...,Vv,} se dicen
linealmente dependientes si alguno de ellos se puede
obtener como combinacion lineal de los restantes

Ejemplos
m Los vectores {(—4, 5), (1,—2), (—2, 3)} son
linealmente dependientes, pues (—4, 5) es
combinacion lineal de {(1, —2), (—2, 3)}
m Cualquier conjunto de vectores de R3, que incluya
a los vectores {(1, 0, 0), (0, 1,0), (0,0, 1)} y a algan
otro, es linealmente dependiente
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Independencia lineal

Definicion Si los vectores {vy,vso,...,v,} NO son
linealmente dependientes se dicen linealmente
independientes

Ejemplos

m Los vectores (1,0), (1, 1) son linealmente
independientes

m Los vectores (1,0,0),(0,1,0),(0,0, 1) son
linealmente independientes
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Bases canodnicas

Se denominan bases canonicas a los conjuntos:
m {(1,0),(0, 1)} en R?
= {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} en R3

m{e;,ey,...,eyen R™" donde e; = (O, ..., 0,1,0,..., 0)

Observacion Las bases candnicas permiten expresar
cualquier vector como combinacion lineal de sus
elementos de forma tnica:

(a,b) =a(1,0)+b(0,1) Va,beR

(a,b,c) =a(1,0,0)+ b(0,1,0)+¢(0,0,1), Va,b,cecR

(ay,ag,...,an) =a;(1,0,...,0) +a(0,1,0,...,0)+...
...+an(0,...,0,1) Vag;eR,i=1,...,n
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