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Objetivos
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Objetivos

m Homogeneizar los conocimientos matematicos. Se
desarrollan los contenidos basicos que permitan
afrontar las asignaturas del primer curso con
garantias de éxito

m Mejorar el rendimiento académico. Una base
solida en Matematicas permite que el alumno
concentre su atencion en la adquisicion de nuevas
competencias

m Adaptar la docencia a las nuevas tecnologias. Los
contenidos se han generado mediante
eXeLearning, KIzX/Beamer, Mathematica

m Fomentar la formacion on-line. Este material
ofrece las ventajas de la ensenanza virtual:
flexibilidad, accesibilidad, trabajo autéonomo,
pensamiento critico, retroalimentacion, . ..
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Tema 1

Conjuntos de nameros

Numeros naturales
Numeros enteros
Numeros racionales
Numeros reales

Numeros complejos

VN iV ERSiD?\D D SAL‘\M’\NC’\ Curso Cero de Matematicas Tema 1 Contenidos Indice Pag. 6



Tema 1

Conjuntos de nameros

Numeros naturales
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Numeros naturales

m Los numeros naturales surgen por la necesidad de
contar

m El conjunto de los nimeros naturales se
representa con la letra N

m El primer niimero natural es el 1. El O no se
considera numero natural

(N={1,2,3,...})
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Nameros naturales. Operaciones

En el conjunto N se consideran las operaciones de
suma (+) y producto (-) (2@ menundo el punto se omite)

Suma: La suma (+) satisface las propiedades:
conmutativa y asociativa en N

Producto: El producto (-) satisface las propiedades:
conmutativa, asociativa y elemento neutro
(Den N

La suma y producto de numeros naturales verifica la
propiedad distributiva:

a(b+c)=ab+ac, Va,b,ceN
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Numeros naturales. Teoria de la divisibilidad

Definiciones

m Un numero a € N es multiplo de b € N si existe
c € N tal que:
a=Db-c,

seindica a=b
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Numeros naturales. Teoria de la divisibilidad

Definiciones

® Un numero a € N es multiplo de b € N si existe
c € N tal que:
a=Db-c,

se indica a=D>b

Ejemplo 14 es multiplode 7 (14 =7 - 2)
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Numeros naturales. Teoria de la divisibilidad

Definiciones

m Un numero a € N es multiplo de b € N si existe
c € N tal que:
a=Db-c,

seindica a=b

m Un namero a € N es divisor de b € N si existe c€ N
tal que:
b=a-c,

se indica alb
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Numeros naturales. Teoria de la divisibilidad

Definiciones

m Un numero a € N es multiplo de b € N si existe
c € N tal que:
a=Db-c,

seindica a=b

®m Un nuamero a € N es divisor de b € N si existe c € N
tal que:
b=a-c,

se indica alb

Ejemplo 3 es divisor de 15 (15=3-5)

VN iV ERSiD‘\D D S"\LT\M ‘\NC”\ Curso Cero de Matematicas Tema 1 Contenidos Indice Pag. 10



Numeros naturales. Teoria de la divisibilidad

Definiciones

® Un numero a € N es multiplo de b € N si existe
c € N tal que:
a=Db-c,

seindica a=D>b

m Un numero a € N es divisor de b € N si existe c€ N
tal que:
b=a-c,

se indica alb

Observacion

a es multiplode b < b es divisor de a
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Nameros Naturales. Teoria de la divisibilidad
Definicion Un numero p € N se dice primo si no tiene
mas divisores que la unidad y el mismo.

Ejemplo El 7, 29 y 131 son naimeros primos.

El 8, 27 y 135 no son primos

Proposicion Todo numero natural descompone de
forma tnica (salvo el orden) como producto de
numeros primos

Ejemplo

39=3.13, 3960=2%.32.5.11
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Tema 1

Conjuntos de nameros

Numeros enteros
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Numeros enteros

m Surgen de forma natural como la solucion de las
ecuaciones del tipo:

X+ a=b, a,beN

m El conjunto de los nimeros enteros se representa
con la letra Z

m En Z se distinguen numeros positivos, nameros
negativos y el O.

(z={0,1,-1,2,-2,3,-3,.. .})
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Nuameros enteros. Operaciones

En el conjunto Z se consideran las operaciones de
suma (+) y producto (-)

Suma: La suma (+) satisface las propiedades:
conmutativa, asociativa, elemento neutro
(0), y elemento opuesto en Z

Producto: El producto (-) satisface las propiedades:

conmutativa, asociativa y elemento neutro
()en Z

La suma y producto de numeros enteros verifica la
propiedad distributiva

Por lo anterior, (Z, +, -) es un anillo conmutativo
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Tema 1

Conjuntos de nameros

Numeros racionales
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Numeros racionales

m Surgen como solucion de las ecuaciones:
ax = b, a,beZ,a#0

m El conjunto de los nimeros racionales se
representa con la letra Q

m Todo numero racional admite una representacion
decimal, donde se distingue parte entera y parte
decimal. La parte decimal de un numero racional
es finita o periédica (pura o mixta)

n a
Q:{E : neZ,mEN,nymprimosentrem}
=5/2 5/8 n/m
-ttt
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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Nuameros racionales. Operaciones

En el conjunto Q se consideran las operaciones de
suma (+) y producto (-)

Suma: La suma (+) satisface las propiedades:
conmutativa, asociativa, elemento neutro
(0), y elemento opuesto en Q

Producto: EIl producto (-) satisface las propiedades:
conmutativa, asociativa, elemento neutro
(1) y elemento inverso en Q

La suma y producto de numeros racionales verifica la
propiedad distributiva

Por lo anterior, (Q, +, -) es un cuerpo conmutativo
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Tema 1

Conjuntos de nameros

Numeros reales
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Numeros reales

m Introducir de forma rigurosa los ntiimeros reales
no es un proceso sencillo y supera los objetivos de
este curso

m Tras incluir los nimeros racionales en la recta
numeérica quedan huecos. Se trata de nameros
cuya expresion decimal no es finita ni periddica

m Los nimeros que verifican la propiedad anterior
se denominan irracionales y se denotan por I

m Ejemplos de ntiimeros irracionales son: v/2, e , 7

V2 = 1.41421356237309504880168872420969 . . .
e =2.7182818284590452353602874713526624 . . .
n=3.1415926535897932384626433832795028. . .
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Numeros reales

m Los numeros reales resultan de la union de los
nuameros racionales e irracionales:

R=QUI

m Como ya hemos adelantado, los numeros reales se
denotan con la letra R

m Todo lo anterior puede resumirse, presentando los
numeros reales como el conjunto

R ap €7
S aAiagsds. .. .
L ATS a4 €{0,1,2,...,9), VieN

5/8 n/m
-~ :

-4 -3 -2 -1 0 1vV2 2 370 4
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Nuameros reales. Operaciones

En el conjunto R se consideran las operaciones de
suma (+) y producto (-)

Suma: La suma (+) satisface las propiedades:
conmutativa, asociativa, elemento neutro
(0), y elemento opuesto en R

Producto: EIl producto (-) satisface las propiedades:
conmutativa, asociativa, elemento neutro
(1) y elemento inverso en R

La suma y producto de numeros reales verifica la
propiedad distributiva

Por lo anterior, (R, +, ) es un cuerpo conmutativo
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Numeros reales. Orden

Sea R el conjunto de los nameros reales positivos
incluido el cero

Dados a, b € R se define la relacion (binaria):

<b & b—acR"

La relacion anterior satisface las propiedades:

< a Va € R (reflexividad)

Ba<b y b<a = a=bantisimetria)
Ba<b y b<c = ac<cl(transitividad)
A Dadosa,bcRsetienea<bo b<a

H Dados a,b,ceRsia<b = a+c<b+c
@ Dados a,be RyceR",sia< b = ac< bc
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Numeros reales. Orden

Sea R el conjunto de los numeros reales positivos
incluido el cero

Dados a, b € R se define la relacion (binaria):

[agb = b—aeR+]

Por lo anterior (R, <) se dice conjunto totalmente
ordenado

Es mas, (R,+,:, <) es un cuerpo conmutativo
totalmente ordenado
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Numeros reales. Valor absoluto

Se define valor absoluto como la funcién sobre R:

x| x six>0
x| =
—x six<O

Propiedades

H x| >0 VxeR, y x=0 < x=0

x| =|—x] VxeR

Ix+yl < x|+ |yl Vx,y € R (desigualdad triangular)
Ixyl = Ixllyl vx,yeR
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Numeros reales. Distancia

El valor absoluto permite introducir el concepto de
distancia entre dos puntos x, y de la recta real

0 d(x,
d(x,y) = x—yl L
X y
Propiedades
dx,y) >0 Vx,yeR,
dix,y =0 <& x=y, Vx,yeR,
dix,y)=d(y,x) Vx,yeR,
dix,y) <d(x,z)+d(z,y) VYx,y,zeR
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Numeros reales. Acotacion

Sea A un subconjunto de R, A C R

m Se dice que x € R es una cota superior de A, si x
es mayor o igual que todo los elementos de A, es
decir:

a<x VacA

m A se dice acotado superiormente si tiene alguna
cota superior
m Se dice que x € R es una cota inferior de A, si x es
menor o igual que todo los elementos de A, es
decir:
x<a VacA

m A se dice acotado inferiormente si tiene alguna
cota inferior
m A se dice acotado si es acotado superior e
inferiormente
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Numeros reales. Acotacion (II)

Sea A C R:

m Si A esta acotado superiormente, se denomina
supremo a la menor de las cotas superiores. Se
denota sup A

m Si A tiene supremo y ademas sup A € A, el
supremo es maximo de Ay se denota maxA

m Si A esta acotado inferiormente, se denomina
infimo a la mayor de las cotas inferiores. Se
denota inf A

m Si A tiene infimo y ademas infA € A, el infimo es
minimo de Ay se denota minA
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Numeros reales. Acotacion (III)

Axioma del extremo
Todo conjunto de R no vacio y acotado superiormente
tiene supremo

Observaciones

m El axioma anterior implica que todo A C R no vacio
y acotado inferiormente tiene infimo. Ademas,
todo A C R acotado tiene infimo y supremo

m El axioma del supremo también recibe el nombre
de axioma de completitud o continuidad

m Este axioma garantiza que los numeros reales
llenan la recta real

m QQ no verifica el axioma del extremo. Por ejemplo:

A={xecQ:x*<2}

esta acotado superiormente en Q, pero no existe el

supremo de A en Q (vV2 ¢ Q)
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Numeros reales. Intervalos

Un conjunto A C R es un intervalo si dados a,b € A
con a < b se verifica que:

VceR:a<c<b =ccA

Tipos de intervalos
m Cerrado y acotado:

[a,b] ={xeR: a<x<b} .

m Abierto y acotado:
(a,b)={xeR:a<x<b} — .
a
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Numeros reales. Intervalos

Un conjunto A C R es un intervalo si dados a,b € A
con a < b se verifica que:

VceR:a<c<b =ccA

Tipos de intervalos
m Semiabiertos/semicerrados y acotados:

(a,bl ={xeR:a<x<b} —o

l[a,b)={xeR:a<x<b}
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Numeros reales. Intervalos

Un conjunto A C R es un intervalo si dados a,b € A
con a < b se verifica que:

VceR:a<c<b =ccA

Tipos de intervalos
m Cerrados y no acotados:

[a,0)={xeR:a<x} °

(—oo, bl ={x €R : x < b} .
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Numeros reales. Intervalos

Un conjunto A C R es un intervalo si dados a,b € A
con a < b se verifica que:

VceR:a<c<b =ccA

Tipos de intervalos
m Abiertos y no acotados:

(a,0)={xeR: a<x} -

(—oo,b) ={xeR: x< b} o—
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Nuameros reales. Entorno de un punto

Dados a € R, se denomina entorno de a, E,, a todo
intervalo abierto que lo contiene

E,
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Tema 1

Conjuntos de nameros

Numeros complejos
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Nameros complejos. Introduccion

m En ocasiones, la resolucion de ecuaciones
algebraicas conduce a raices que no son numeros
reales:

XX+1=0 = x=+/-1¢R
m Los numeros complejos son una extension de los
numeros reales que incluyen este tipo de raices
m Para definir el conjunto de los nameros complejos,
primero se debe introducir la denominada
unidad imaginaria que se denota con la letra i,y
formalmente es:
i=v-1

Observacion De la definiciéon de unidad imaginaria se
tiene: neN, ke{0,1,2, 3}

i=v—1, 2=-1, =—i, *=1i,... i"tk=ik
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Nameros complejos. Definicion

El conjunto de los numeros complejos se denota con
la letra C y viene dado por:

C={a+bi: a,beR}

Observaciones

m En todo numero complejo se distingue parte real

(Re) e imaginaria (Im):
Re(a + bi) = a, Im(a+bi) =b

m Todo numero real es en particular un nimero
complejo R c C

m Los numeros complejos con parte real nula
(a = 0), se denominan imaginarios (puros)

m En ocasiones los niimeros complejos se presentan
como un par ordenado:

a+ bi=(a,b)
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Nameros complejos. Plano complejo

Los numeros complejos pueden identificarse con los
puntos del plano (Plano complejo)

b]

Eje Imaginario

(ab)=a+bi

" Eje Real

Observacion Los puntos (nimeros) sobre el eje de
abcisas (eje real) son los numeros reales. Los puntos

(ntmeros) sobre el eje

de ordenadas (eje imaginario)

son los numeros imaginarios (puros)
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Nameros complejos. Plano complejo

Los numeros complejos pueden identificarse con los
puntos del plano (Plano complejo)

I (ab)y=a+bi
b 4 .
Eje Imaginario
+ + + i
Eje Real a

Definiciéon Se denomina moédulo de un nimero
complejo, a + bi, a la longitud del vector (a, b), se
denota |a + bi| :

la + bi| = v/ a2 + b?

VN i\/l:RSi D‘\D D S*\ L‘\M ‘\NC‘\ Curso Cero de Matematicas Tema 1 Contenidos Indice Pag. 33



Nameros complejos. Operaciones

En el conjunto C se consideran las operaciones de
suma (+) y producto (-) (extienden operaciones en R)

m Suma: a+ bi, c+dieC
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
m Producto: a+ bi, c+die C
(a+ bi) - (c+ di) = ac + bdi® + adi + bci

2=—1

(ac — bd) + (ad + bc)i

La suma y producto satisfacen en C las mismas
propiedades que fueron descritas en . Por ello,
(C, +, -) es un cuerpo conmutativo

Los elementos neutros con respecto a la suma y el

producto son respectivamente 0 =0+0i,y 1 =1+ 0i
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Nameros complejos. Conjugado

Definicion Dado un numero complejo z = a + bi € C
se denomina conjugado y se denota z al numero
z=a—bieC.

Propiedades Para todo z=a+ bi € C
z=z <& zcR
z-Z=|z]?> = a® + b?

Siz#0
1 1 Z a— bi

az+b?

atbi z |z
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Tema 2

Vectores

Vectores en R?, R3 y R"
Operaciones con vectores
Dependencia/independencia lineal

Bases
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Tema 2

Vectores

Vectores en R?, R3 y R"
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Vectores en R?, R3

Definiciones

m El conjunto de vectores en el plano es el conjunto
de pares de nuiimeros reales. Se denota R2:

R? ={(a,b) : a,b e R}

Matematicamente, R? se puede introducir como el
producto cartesiano : R x R = R?

m El conjunto de vectores en el espacio es el
conjunto de ternas de numeros reales.
Se denota R3:

R® ={(a,b,c) : a,b,c € R}

Matematicamente, R® se puede introducir como el
producto cartesiano R x R x R = R3
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Vectores en R?, R3

Los espacios de vectores R? y R3 se pueden identificar
con los puntos de plano y espacio, respectivamente

1 (a,b,c)
b |
by (a) 1c
: 3 b
i :
' ay/ L
a
Vectores en R2 Vectores en R3
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Vectores en R"

m Las definiciones anteriores pueden extenderse al
caso de n-tuplas (lista ordenada de n elementos),
para obtener R™:

R'={a=(aj,as,....,an) : s €R,Vi=1,2,...,n}

m Si bien la interpretacion geométrica de R" se
pierde para n > 3, este tipo de conjuntos son
ampliamente usados en economia

m Por ejemplo, R", puede modelizar las cestas de n
bienes o los n activos que componen una cartera

Nota: En habitual representar los vectores: 0 6 v. En
este curso utilizaremos la segunda opcion (negrita)
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Tema 2

Vectores

Operaciones con vectores
Moébdulo
Suma
Producto por escalar
Producto escalar
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Operaciones con vectores

A continuacion, revisaremos las principales
operaciones con vectores, y las interpretaremos
geomeétricamente:

m Modulo de un vector
m Suma de vectores

m Producto de un vector por un escalar
(escalar = un numero real)

m Producto escalar de vectores
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Modulo de un vector

m El modulo de un vector es la longitud del mismo
m Si v es un vector, su moédulo se denota |v|

m Del Teorema de Pitagoras resulta:

V:(Ul,vz)GRz :>|v|:m
v =(v1, 02, 03) € R3 :>|v|:\/m

v=(v1,Ug,...,0n) € R" :>|v|:\/U%Jrvng...Jrv?1

Propiedades Sean v, w vectores:
v >0
=0 & v=0
Hv+w < \VI + [w
ASiv#£0 es de modulo 1 (normalizar v)
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Suma de vectores
La suma de dos vectores es otro vector que tiene por
componentes la suma de las componentes:
m R2:
v = (01, 02), W = (w;, wy) € R?
= V+W=(v1,02) + (w1, w2) = (V1 + Wi, Vg + Wy)

Geomeétricamente:
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Suma de vectores

La suma de dos vectores es otro vector que tiene por
componentes la suma de las componentes:

m RS:

v=(v1,02,03),W= (w7, Wy, W3) € RS
= v+w=(v1, Uy, U3) + (W], W, Ws3)
= (v1 + w1, Vg + Woe, V3 + W3)

m R™:

v=(v1,0g,...,0n), W= (Wi, Wy,...,Wwn) € R"
=V+W=(U1,U,...,0) + (w1, Wq, ..., WwH)
= (v +wi, v +Wsy,..., Vs + Wn)
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Producto de un vector por un escalar

El producto de un vector por un escalar (n° real) es
otro vector que resulta de multiplicar cada una de sus
componentes por dicho escalar

m R2:
AeER, v= (v, 09)R?
= AV = A(v1, Ug) = (AU, Avg)
Geomeétricamente:
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Producto de un vector por un escalar

El producto de un vector por un escalar (n° real) es
otro vector que resulta de multiplicar cada una de sus
componentes por dicho escalar

m R3:
AeR, v=(v1,09,v3) € RS
= AV = A(v1, U2, U3) = (Av1, Ave, Avs)
m R
AeER, v=(v1,09,...,0,) €R"
= AV =A(V1,Ug,...,Un) = (AU, AU, ..., AUp)
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Producto escalar de dos vectores

El producto escalar - de dos vectores es el nimero
real que resulta de multiplicar el modulo de ambos
vectores por el coseno del angulo que forman

v-w = |v||w| cos(v,w)
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Producto escalar de dos vectores

El producto escalar - de dos vectores es el nimero
real que resulta de multiplicar el modulo de ambos
vectores por el coseno del angulo que forman

v-w = |v||w| cos(v,w)

Observacion Si v, w estan en coordenadas
cartesianas, su producto escalar es la suma del
producto de sus componentes
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Producto escalar de dos vectores

El producto escalar - de dos vectores es el nimero
real que resulta de multiplicar el modulo de ambos
vectores por el coseno del angulo que forman

V- W = |v||w| cos(v,w)
Observacion Si v, w estan en coordenadas

cartesianas, su producto escalar es la suma del
producto de sus componentes

Esto es:
B R? : (01, 09) - (W1, We) = LIW] + Valg
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Producto escalar de dos vectores

El producto escalar - de dos vectores es el nimero
real que resulta de multiplicar el modulo de ambos
vectores por el coseno del angulo que forman

V- W = |v||w| cos(v,w)
Observacion Si v, w estan en coordenadas

cartesianas, su producto escalar es la suma del
producto de sus componentes

Esto es:
m R : (01, V9, U3) - (W1, Wo, W3) = DIW] + VaWy + U3W3
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Producto escalar de dos vectores

El producto escalar - de dos vectores es el namero
real que resulta de multiplicar el modulo de ambos
vectores por el coseno del angulo que forman

V- W = |v||w| cos(v,w)
Observacion Si v, w estan en coordenadas

cartesianas, su producto escalar es la suma del
producto de sus componentes

Esto es:

mR": (v1,09,...,0n) (W1, Wo,...,Wwn)
=D1W1 + VaWa + ...+ Dpln
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Producto escalar de dos vectores

Propiedades

vy w son perpendiculares < v-w=0
vl=vv-v

VW

cos(v,w) = = ang(v, w) = arc cos [ YW }

VIvliwl

ang(v,w)
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Tema 2

Vectores

Dependencia/independencia lineal
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Combinacion lineal

Dados dos vectores v, w y dos numeros reales A y u, se
denomina combinacion lineal a todo vector de la
forma:

AV A+ uw

Ejemplos
m El vector (—4, 5) es combinacién lineal de los
vectores (1,—1) y (—2, 3) pues

(—4,5) =2(1,-2) +3(-2,3)

m Cualquier vector de R? es combinacion lineal de
{(1,0), (0, 1)}, pues

(a,b) =a(1,0)+ b(0, 1)
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Combinacion lineal

Dados dos vectores v, w y dos numeros reales Ay i, se
denomina combinacion lineal a todo vector de la
forma:

AV+uw

La definicion anterior se puede extender al caso de
n-vectores. Asi cualquier vector de la forma:

AV +AyVo + ...+ AnVy

con A1, Ag, ..., A € R es una combinacion lineal de
{v19v29 LI ,vn}
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Dependencia lineal

Definicion Los vectores {v,Vsy,...,Vv,} se dicen
linealmente dependientes si alguno de ellos se puede
obtener como combinacion lineal de los restantes

Ejemplos
m Los vectores {(—4,5), (1,—2), (-2, 3)} son
linealmente dependientes, pues (—4, 5) es
combinacion lineal de {(1,—-2), (-2, 3)}

m Cualquier conjunto de vectores de R3, que incluya
a los vectores {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)} y a algun
otro, es linealmente dependiente
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Independencia lineal

Definicion Si los vectores {vy,Vvsy,...,v,} NO son
linealmente dependientes se dicen linealmente
independientes

Ejemplos

m Los vectores (1, 0), (1, 1) son linealmente
independientes

m Los vectores (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1) son
linealmente independientes
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Tema 2

Vectores

Bases
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Bases canodnicas

Se denominan bases canonicas a los conjuntos:
= {(1,0),(0,1)} en R?
= {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} en R3

m {e;,eq,...,e}en R* dondee; =(0,...,0,1,0,..., 0)

Observacion Las bases canonicas permiten expresar
cualquier vector como combinacion lineal de sus
elementos de forma unica:

(a,b)=a(1,0)+b(0,1) Va,beR

(a,b,c)=a(1,0,0)+b(0,1,0)+¢(0,0,1), Va,b,ceR

(ay,ag,...,an) =a;1(1,0,...,0) +a(0,1,0,...,0)+...
...+an(0,...,0,1) Va;eR,i=1,...,n
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Tema 3

Matrices y determinantes

Matrices

Determinantes
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Tema 3

Matrices y determinantes

Matrices
Definicion
Operaciones
Matriz traspuesta
Matriz inversa
Rango de una matriz
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Matrices

Definicion Se denomina matriz de dimension m x n a
un conjunto de numeros dispuestos en m filas y n

columnas
a; a2 Qs ... Qin
Ay Qg9 Q23 ... QAgn

A€ Mpxn(R) & A= _ , aj € R, Yi,j
An1 AQm2 am3 ... Qmn

De forma abreviada, se escribe A = (@) mxn
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Tipos de matrices

m M. fila: A € M;«n(R)

m M. columna: A € M, »x1(R)
m M. cuadrada: A € Mu«n(R)
m M. simétrica:

A € Mpxn(R) : a; = aj; Vi, j Ejemplo

m M. triangular: A € M;;,xn(R) A=(1 2 3 3)

Inferior: a; =0 Vi<
Superior: a; =0 Vi>j
m M. identidad: A € Mp«n(R)
aiizl Vi, ay:O Vl?{]
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Tipos de matrices

m M. fila: A € M;«n(R)
m M. columna: A € M x1(R)
m M. cuadrada: A € Mu«n(R)

m M. simétrica: Ejemplo
.. 1
A € Muxn(R) : aij = Qi Vi, j o
m M. triangular: A € M,»n(R) A= 9
Inferior: a; =0 Vi< 1

Superior: a; =0 Vi>j

m M. identidad: A € Mp«n(R)

a;=1 Vi, ay:O Vl?{]
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Tipos de matrices

m M. fila: A € M;«n(R)
m M. columna: A € M, »x1(R)
m M. cuadrada: A € Muxn(R)

m M. simétrica:
Ejemplo

a b
m M. triangular: A € Mp»n(R) i = < c d )
Inferior: a; =0 Vi<
Superior: a; =0 Vi>j
m M. identidad: A € Mp«n(R)
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Tipos de matrices

m M. fila: A € M;«n(R)

m M. columna: A € M, »x1(R)
m M. cuadrada: A € Mu«n(R)
m M. simétrica:

Ejemplo
A € Mpxn(R) : aij = Qi Vi, j 1 0 4
m M. triangular: A € M xn(R) A=10 21
Inferior: a; =0 Vi< 4 1 3

Superior: a; =0 Vi>j

m M. identidad: A € Mp«n(R)

a;=1 Vi, ay:O Vl?{]
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Tipos de matrices

m M. fila: A € M;«n(R)
m M. columna: A € M, »x1(R)
m M. cuadrada: A € M, «n(R) Ejemplo

m M. simétrica: 1 0 0O
o A= 32 00
m M. triangular: A € Mpuxn(R) i1 @
Inferior: a; =0 Vi<
Superior: a; =0 Vi> j se= | O &
- 0O 0 3

m M. identidad: A € Mp«n(R)

a;=1 Vi, ay:O Vl?{]
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Tipos de matrices

m M. fila: A € M;«n(R)

m M. columna: A € M, »x1(R)
m M. cuadrada: A € Mu«n(R)
m M. simétrica:

Ejemplo
A € Mpxn(R) : aij = Qi Vi, j 1 0O O
m M. triangular: A € M xn(R) I={0 10
Inferior: a3 =0 Vi<j 0 01

Superior: a; =0 Vi>j

m M. identidad: A € Muxn(R)

a;=1 Vi, ay:O Vl?{]
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Operaciones con matrices

m Suma: Dadas A, B € M,,x»(R), la suma de matrices se
define:
C:A+B<:)cij:ag+bij Vi, j

m Producto por escalar: Dado A € R, y A € M,«n(R), el
producto por escalar se define:

B:?\A@byzhay Vl,J

m Producto matricial: Dadas A € My, xn, ¥ B € My p(R),
el producto matricial es otra matriz C € M,,»,, tal que

n
C=AB< cj = Zaikb;g
k=1
= a1 blj + aizbgj + ...+ amb,y Vi, j

Propiedades: asociativo, distributivo con la suma,
NO es conmutativo
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Operaciones con matrices. Producto
Ejemplo Calcular:

1 =2 2 0 3
-1 3 -1 2 1

0 1
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Operaciones con matrices. Producto

Ejemplo Calcular:

1 —2
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Operaciones con matrices. Producto
Ejemplo Calcular:
b2 2 0 3
-3 -1 2 1
0 1

1x2+(-2)x(=1) 1x0+(-2)x2
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Operaciones con matrices. Producto
Ejemplo Calcular:
b2 2 0 3
-3 -1 2 1
0 1

1x2+(—2)x(=1) 1x0+(-2)x2 1x3+(—2)x1
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Operaciones con matrices. Producto
Ejemplo Calcular:

1 -2 2 0 3
-1 3 ~1 2 1
0 1

Ix2+(-2)x(=1) 1x0+(-2)x2 1x3+(-2)x1
—| (c1)x2+3x(—1)

4 —4 1
-| -5
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Operaciones con matrices. Producto
Ejemplo Calcular:

1 =2 2 0 3
-1 3 -1 2 1
0 1

Ix2+(-2)x(=1) 1x0+(-2)x2 1x3+(-2)x1
=| (~1)x2+3x(=1) (~1)x0+3x2

4 —4 1
= -5 6
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Operaciones con matrices. Producto
Ejemplo Calcular:

1 =2 2 0 3
-1 3 -1 2 1
0 1

Ix2+(-2)x(=1) 1x0+(-2)x2 1x3+(-2)x1
= | (~1)x2+3x(=1) (=1)x0+3x2 (~1)x3+3x1

4 —4 1
=| —5 6 0
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Operaciones con matrices. Producto
Ejemplo Calcular:

1 -2 2 0 3
-1 3 ~1 2 1
0 1

1x24(-2)x(—1) 1x0+(—2)x2 1x3+(-2)x1
=1 (-1)x2+3x(—-1) (-1)x0+3x2 (-1)x3+3x1
O0x2+1x(—1)

4 —4 1
= -5 6 O
—1
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Operaciones con matrices. Producto
Ejemplo Calcular:

1 =2 2 0 3
-1 3 -1 2 1
0 1

1x24+(-2)x(=1) 1x04+(-2)x2 1x3+(-2)x1
=| (-1)x2+3x(-1) (-1)x0+3x2 (—-1)x3+3x1
O0x2+1x(-1) Ox0+1x2

4 —4 1
= -5 6 O
—1 2
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Operaciones con matrices. Producto

Ejemplo Calcular:

1 =2 2 0 3
-1 3 -1 2 1
0 1

1x2+(—2)x(-1)
— | (=1 x243x(=1)

1x0+(—2)x2 1x3+(—2)x1
(—1)x04+3x2 (—1)x3+3x1

O0x2+1x(-1) O0x0+1x2 O0x3+1x1
4 —4 1

= -5 6 0
—1 2 1
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Operaciones con matrices. Producto

Ejemplo Calcular:

1 -2 5 0 3 4 —4 1
-1 3 19 1)=| -8 80
o 1 -1 21
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Matriz traspuesta

Definicion Dada A € M,,«x»(R) se define la matriz
traspuesta de Ay se denota At € M, x«(R) a:

Al s afj=a;  Vij

Ejemplo
11
1 2 3 ;
1 01
31
Propiedades

(A+B)t=Al+ Bt
(AB)! = BtA!
Al = A< A es simétrica

VN i\/l:RSi D‘\D D S"\L‘\M ‘\NC”\ Curso Cero de Matematicas Tema 3 Contenidos Indice

Pag. 60



Matriz inversa

Definicion: Una matriz A € M, «n(R) se dice invertible
o regular si existe otra matriz A= € M, «»(R), que se
denomina inversa, que satisface:

AA ' =A"1A=1T,
(siendo I, la matriz identidad de orden n)

Propiedades
Si existe la inversa es tnica
Si Ay B son invertibles (AB)~! = B~ 1A~}
(A7l = (A=At
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Rango de una matriz (I)

Dada una matriz A, se denominan transformaciones
elementales de la matriz a las siguientes operaciones:

m Intercambiar de posicion dos filas (o columnas)
entre si

m Multiplicar una fila (o columna) por un nimero
® Sumar a una fila (o columna) el multiplo de otra
Observacion: Toda matriz A se puede reducir a una

matriz triangular mediante transformaciones
elementales.

VN i\ l:RSi D‘\ D D S’\ L‘\ M T\ NC’\ Curso Cero de Matematicas Tema 3 Contenidos Indice Pag. 62



Rango de una matriz (II)

Ejemplo Reducir a una matriz triangular

1 2 3 =
A= 33 5| f-3A
-2 1 -4 ) f54+2h(

VN i\/l:RSi D‘\D D S"\L‘\M ‘\NC”\ Curso Cero de Matematicas Tema 3 Contenidos Indice

Pag. 63



Rango de una matriz (II)

Ejemplo Reducir a una matriz triangular

1 2 3 = 1 2 3
A= 33 5| f-3A 0 -4 —4
-2 1 -4 ) f54+2h( O 5 2

VN i\/l:RSi D‘\D D S"\L‘\M ‘\NC”\ Curso Cero de Matematicas Tema 3 Contenidos Indice

Pag. 63



Rango de una matriz (II)

Ejemplo Reducir a una matriz triangular

1 2 3 = 1 2 3
A= 33 5| f-3A 0 -4 —4
-2 1 -4 ) f54+2h( O 5 2

=

fat+3h
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Rango de una matriz (II)

Ejemplo Reducir a una matriz triangular

1 2 3 = 1 2 3
A= 33 5| f£-31|0 -4 -4
2 1 -4 ) fs5+2fi \o 5 2
1 2 3
=
Py 0 -4 —4
5Tak2 \'o o0 -3
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Rango de una matriz (II)

Ejemplo Reducir a una matriz triangular

1 2 3 = 1 2 3
A= 33 5| f£-31|0 -4 -4
2 1 -4 ) fs5+2fi \o 5 2
1 2 3
=
Py 0 -4 —4
5Tak2 \'o o0 -3

Definicion Dos matrices se dicen equivalentes si una
se puede obtener a partir de la otra mediante
transformaciones elementales.
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Rango de una matriz (III)

Rango se denomina rango de una matriz:

m Al numero de filas (o columnas) linealmente
independientes

m Al numero de filas no nulas de una matriz
triangular equivalente.

Ejemplo
1 2 3 1 2 3
A= 2 4 6 |=| 0 0 O rang(A) =1
3 6 9 0O 0O

Observacion Las dos definiciones de rango que
figuran arriba son equivalentes
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Tema 3

Matrices y determinantes

Determinantes
Definicion
Aplicaciones: inversa y rango
Propiedades
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Determinantes (I)

m Sea My «n(R) el conjunto de las matrices
cuadradas de orden n, el determinante, que se
denota |-| 6 det(-) es una funcién:

det : Mpxn(R) — R

que asigna a cada matriz A € M,;xn(R) un namero
real

m Para definir el valor del determinante procedemos
por recurrencia

m Si n =1, la matriz es un nimero real y su
determinante coincide con la matriz

Mi1x1(R): A= (ai1) = det(air) = |ai1| = an

Es decir, si n = 1 el determinante es la identidad
m Para n > 1 necesitamos introducir el concepto de
adjunto
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Determinantes (II)

Definicion Dada una matriz A € M, «»(R), se
denomina adjunto ij, de la matriz A y se denota A;j,
al determinante de la matriz que resulta de eliminar la

fila i y la columna j y multiplicarlo por la cantidad
(_ 1 ) i+j

Observacion El calculo de un adjunto de una matriz
de orden n, involucra el calculo de un determinante de
orden n — 1. Dado que hemos introducido el
determinante de orden 1, por el momento, podriamos
calcular adjuntos de matrices de orden 2:

1 3

Ejemplo Sea A = ( 1 4 > Entonces:

A =1 Ajp=-3 A =1 Ago =4
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Determinantes (III)

Definicion Dada A € M, «»(R), se denomina
determinante de A, y se denota det(A) 6 |A| a:
m Sin=1:det(A) =det(a;;) = an
m Si n > 1: Para cualesquiera i,j € {1,...,n}

det(A) = a;1 Al + aigAis + . .. + AinAin (o}
det(A) = ayjAyj + AgjAgj + . . . + AnjAp

Observaciones

m El determinante no depende de la fila i o columna
j seleccionada para su calculo

m El calculo de un determinante de orden n,
involucra el calculo de n determinantes de orden
n—1
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Determinantes (IV)

Si A€ Mxn(R)con n=2y 3 la definicién anterior
conduce a las formulas:

Mayo(R) :

Msy3(R) :

VNiVERSiDAD B SATAMANCA

ai
asi

ap
asy
asi

ajg

(¢5)))

a2
(¢50)
ass,

= ap1Qgz — A120Q2]

a3
Qg3 | = (ai1agaass + aiaaesas; + aizagaze)
ass — (a13a920a31 + A12021 033 + a1 1023032)
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Determinantes (IV)

Si A€ Mxn(R)con n=2y 3 la definicién anterior
conduce a las formulas:

Mayo(R) :

Msy3(R) :

VNiVERSiDAD B SATAMANCA

asi

ap
asy
asi

ajg

(¢5))

a2
(¢50)
ass,

= ap1Qgp — Ar2dz]

a3
Qg3 | = (ai1agaass + aiaaesas; + aizagaze)
ass — (a13a920a31 + A12021 033 + a1 1023032)
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Determinantes (IV)

Si A€ Mxn(R)con n=2y 3 la definicién anterior
conduce a las formulas:

Mayo(R) :

Msy3(R) :

VNiVERSiDAD B SATAMANCA

ai
asi

ap
asy
asi

as

(¢5)))

a2
(¢50)
ass,

= ap1Qgy — A12dz]

a3
Qg3 | = (ai1agaass + aiaaesas; + aizagaze)
ass — (a13a920a31 + A12021 033 + a1 1023032)
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Determinantes (IV)

Si A€ Mxn(R)con n=2y 3 la definicién anterior
conduce a las formulas:

My (R) :

VNiVERSiDAD B SATAMANCA

ai
asi

ap
asy
asi

ajg

(¢5)))

a2
(¢50)
ass,

= ap1Qgz — A120Q2]

a3
Qg3 | = (ai1agaass + aiaaesas; + aizagaze)
ass — (a13a920a31 + A12021 033 + a1 1023032)
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Determinantes (IV)

Si A€ Mxn(R)con n=2y 3 la definicién anterior
conduce a las formulas:

My (R) :

VNiVERSiDAD B SATAMANCA

ai
asi

ar
asy
asi

ajg

(¢5)))

a2
(e50)
ass,

= ap1Qg — A120d2]

a3
Qg3 | = (ai1ag20s3 + a12a3as; + aizag1aze)
ass — (a13a920a31 + A12021 033 + a1 1023032)
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Determinantes (IV)

Si A€ Mxn(R)con n=2y 3 la definicién anterior
conduce a las formulas:

My (R) :

VNiVERSiDAD B SATAMANCA

ai
asi

ap
asy

asi

ajg

(¢5)))

a2
(¢50)
ass,

= ap1Qg — A120d2]

a3
g3 | = (a11Qg2a33 + A12a93a31 + A13021032)
ass — (a13a920a31 + A12021 033 + a1 1023032)
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Determinantes (IV)

Si A€ Mxn(R)con n=2y 3 la definicién anterior
conduce a las formulas:

My (R) :

Msy3(R) :

VNiVERSiDAD B SATAMANCA

ai
asi

ap
asy
asi

ajg

(¢5)))

a2
(¢50)
asz

= ap1Qg — A120d2]

as
Qg3 | = (ai1agaass + aiaAesas; + ajzagazs)
ass — (a13a920a31 + A12021 033 + a1 1023032)
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Determinantes (IV)

Si A€ Mxn(R)con n=2y 3 la definicién anterior
conduce a las formulas:

My (R) :

Msy3(R) :

VNiVERSiDAD B SATAMANCA

ai
asi

ap
asy

asi

ajg

(¢5)))

a2
(e50)
ass,

= ap1Qg — A120d2]

as
Qg3 | = (ai1agaass + aiaaesas; + aizagaze)
ass — (a13a92031 + a12021 033 + a11023032)
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Determinantes (IV)

Si A€ Mxn(R)con n=2y 3 la definicién anterior
conduce a las formulas:

My (R) :

Msy3(R) :

VNiVERSiDAD B SATAMANCA

ai
asi

ap
asy
asi

ajg

(¢5)))

a2
(¢50)
ass,

= ap1Qg — A120d2]

a3
Qg3 | = (ai1agaass + aiaaesas; + aizagaze)
ass — (auzagaaszy + aj20z1ass + ar1az3azs)
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Determinantes (IV)

Si A€ Mxn(R)con n=2y 3 la definicién anterior
conduce a las formulas:

My (R) :

Msy3(R) :

VNiVERSiDAD B SATAMANCA

ai
asi

ar
asy
asi

ajg

(¢5)))

a2
(¢50)
asz

= ap1Qg — A120d2]

a3
g3 | = (a11ag2a33 + A12a93031 + A13021032)
ass — (auzagaasz) + ajaag1ass + ai1az3aszs)
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Determinante. Ejemplos

2 -1 O
1 3 4
—1 5 0
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Determinante. Ejemplos

2 -1 O
1 3 2 -1 2 -1
1 3 4] =0 +0
-1 5 —1 5 1 3
—1 5 0

VN iV ERSiD?\D D SAL‘\M’\NC’\ Curso Cero de Matematicas Tema 3 Contenidos Indice Pag. 70



Determinante. Ejemplos

2 -1 0
1 3 2 -1 2 -1
1 3 4]|=0 +0 = —4(10—1) = —36
-1 5 -1 5 1 3
-1 5 0
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Determinante. Ejemplos

2 -1 0
1 3 2 -1 2 -1
1 3 4]|=0 +0 = —4(10—1) = —36
-1 5 -1 5 1 3
-1 5 0
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Determinante. Ejemplos

2 -1 0
1 3 2 -1 2 -1
1 3 4|=0 +0 = —4(10—1) = —36
-1 5 -1 5 1 3
-1 5 0
1 -2 -1 o0
1 4 2 2 4 2
2 1 4 2
-1 -1 -2 1|-(-2) 38 -2 1
3 -1 -2 1
0 4 -3 -1 4 -3
-1 0 4 -3
2 1 2
+(-1] 3 -1 1]|=
-1 0 -3
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Determinante. Ejemplos

2 -1 0
1 3 2 -1 2 -1
1 3 4|=0 +0 = —4(10—1) = —36
-1 5 -1 5 1 3
-1 5 0
1 -2 -1 o0
1 4 2 2 4 2
2 1 4 2
-1 -1 -2 1|-(-2)] 38 -2 1
3 -1 -2 1
0 4 -3 -1 4 -3
-1 0 4 -3
2 12
+(-1)] 3 -1 1]|=
-1 0 -3
-2 1 LI Y 2 B N - N -2
4 —3|"|a 3|”" 4 -3 ST e I
s 2 2
-1 -3 -1 -3
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Determinante. Ejemplos

2 -1 0
1 3 2 —1 2 —1
1 3 4|=0 +0 = —4(10—1) = —36
-1 5 -1 5 1 3
-1 5 0
1 —2 -1 0
1 4 2 2 4 2
2 1 4 2
=1] —1 -2 1|—(—-2)] 3 -2 1
3 -1 -2 1
0o 4 -3 -1 4 -3
-1 0 4 -3
2 1 2
+(=1)| 38 -1 1| =
-1 0 -3
-2 1 4 2 4—2 1 8 3 1 A —2
4 —3|Ta |t 4 -3 O e A
+ 8 1 2 2—-20+8+64+40—-8—4=282
-1 -3 -1 -3 | -
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Calculo de la inversa

Propiedad Sea A € M, «,(R), si A tiene inversa entonces se
verifica que:

1 At
A = Geray U@

donde Adj(A) denota la matriz adjunta de A (aquella en la
cada elemento jj es el adjunto ij).
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Calculo de la inversa

Propiedad Sea A € M, «,(R), si A tiene inversa entonces se
verifica que:

1 At
A = Geray U@

donde Adj(A) denota la matriz adjunta de A (aquella en la
cada elemento jj es el adjunto ij).

Ejemplo
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Calculo de la inversa

Propiedad Sea A € M, «,(R), si A tiene inversa entonces se

verifica que:

1 At
A = Geray U@

donde Adj(A) denota la matriz adjunta de A (aquella en la

cada elemento jj es el adjunto ij).

Ejemplo

3 -2 -1
A= —4 1 —1 =
2 0 1

det(A) = (3+4+0)— (—2+0+8) =

A =1 Ap=2 Ajz=-2
Ag1 =2 Ao =5 Agpz=-4
A31 =3 Az =7 Azz=-5
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Calculo de la inversa

Propiedad Sea A € M, «,(R), si A tiene inversa entonces se
verifica que:

1 At
A = Geray U@

donde Adj(A) denota la matriz adjunta de A (aquella en la
cada elemento jj es el adjunto ij).

Ejemplo

det(A) = (34+4+0)— (—2+0+8) =1
Ar=1 Ap=2 Ajz=-2
Agy =2 Agg =5 Agy— —4
Ag1 =3 Agp =7 Agz—= -5
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Calculo del rango (I)

Definicion Se denomina menor de una matriz A al
determinante de una submatriz cuadrada de A. El
orden de un menor es el orden de la submatriz
asociada.

Propiedad El rango de una matriz A € M «n(R) es el
orden del menor de mayor orden no nulo.

Observacion Si una matriz tiene al menos rango
n+ 1, dado un menor de orden n no nulo, existe un
menor de orden n + 1 no nulo, cuya submatriz
asociada contiene a la submatriz del menor dado.

La observacion anterior permite establecer el siguiente
algoritmo para el calculo del rango de una matriz.
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Calculo del rango (II). Algoritmo

Dado A € M;,,xn(R) no nula, n > 1, seleccionar un
menor no nulo de orden 1. Iniciar r = 1

Orlar (anadir fila y columna) el menor

JEs el menor orlado nulo?

: Eliminar la orla,

JExiten otras formas de orlar el menor?
: Volver al paso

: El rango es r. FIN

: Incrementar r en una unidad (r < r+ 1)
&S¢ puede orlar de nuevo?

: Volver al paso
: El rango es r. FIN
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Calculo del rango (III)

Ejemplo Calcular el rango de

1 2 3 4
A= 2 4 6 8
3 6 9 10

Pag. 74
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Calculo del rango (III)

Ejemplo Calcular el rango de

1 2 3 4
A= 2 4 6 8
3 6 9 10

1] =1 # 0 = rang(A) > 1

Pag. 74
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Calculo del rango (III)

Ejemplo Calcular el rango de

1 2 3 4
A= 2 4 6 8
3 6 9 10

1] =1 # 0 = rang(A) > 1
1 2
2 4

=0
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Calculo del rango (III)

Ejemplo Calcular el rango de

1 2 3 4
A= 2 4 6 8
3 6 9 10

1] =1 # 0 = rang(A) > 1
1 2 1 3
2 4 2 6

=0 =0
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Calculo del rango (III)

Ejemplo Calcular el rango de

1 2 3 4
A=| 2 4 6 8
3 6 9 10
1] =1 # 0 = rang(A) > 1
1 2 1 3 1 4
=0 =0 =0
2 4 2 6 2 8
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Calculo del rango (III)

Ejemplo Calcular el rango de

1 2 3 4
A= 2 4 6 8
3 6 9 10
1] =1 # 0 = rang(A) > 1
1 2 1 3 1 4
2 4 2 6 2 8
1 2
=0
3 6
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Calculo del rango (III)

Ejemplo Calcular el rango de

1 2 3 4
A= 2 4 6 8
3 6 9 10
1] =1 # 0 = rang(A) > 1
1 2 1 3 1 4
2 4 2 6 2 8
1 2 1 3
=0 =0
3 6 3 9
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Calculo del rango (III)

Ejemplo Calcular el rango de

1 2 3 4
A=| 2 4 6 8
3 6 9 10
1] =1%£0=rang(4) > 1
1 2 1 3 1 4
2 4 2 6 2 8
L2 0 b3 0 o4 240 (A) =2
= = = — =
3 6 3 9 3 10 rangia) =
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Calculo del rango (III)

Ejemplo Calcular el rango de

1 2 3 4
A=| 2 4 6 8
3 6 9 10
1] =1%£0=rang(4) > 1
1 2 1 3 1 4
2 4 2 6 2 8
L2 0 b3 0 o4 240 (A) =2
= = = — =
3 6 3 9 3 10 rangia) =
1 2 4
2 4 8 |=0
3 6 10
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Calculo del rango (III)

Ejemplo Calcular el rango de

1] =1 # 0 = rang(A) > 1

1
2

2
4

IS
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Calculo del rango (III)

Ejemplo Calcular el rango de

1 2 3 4
A=| 2 4 6 8
3 6 9 10
1] =1%£0=rang(4) > 1
1 2 1 3 1 4
2 4 2 6 2 8
L2 0 b3 0 o4 240 (A) =2
= = = — =
3 6 3 9 3 10 rangia) =
1 2 4 1 3 4
2 4 8 |=0 2 6 8 |=0 = |rang(A) = 2
3 6 10 3 9 10
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Determinantes: Propiedades

A es invertible (o regular) < det(A) #0
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Determinantes: Propiedades

A es invertible (o regular) < det(A) #0
Si A € Mxn(R) es triangular:

n
det(A) = Haﬁ =aj1 X Agg X ... X Ann.
i=1
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Determinantes: Propiedades

A es invertible (o regular) < det(A) #0
Si A € Mxn(R) es triangular:

n
det(A) = Haﬁ =aj1 X Agg X ... X Ann.
i=1

det(A!) = det(A)
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Determinantes: Propiedades

A es invertible (o regular) < det(A) #0
Si A € Mxn(R) es triangular:

det(A) = Haﬁ =aj1 X Agg X ... X Ann.
i=1

det(A!) = det(A)
det(AB) = det(A)det(B)

VN i\/lZRSi D‘\D D S*\L‘\M ‘\NC‘\ Curso Cero de Matematicas Tema 3 Contenidos Indice

Pag. 75



Determinantes: Propiedades

A es invertible (o regular) < det(A) #0
Si A € Mxn(R) es triangular:

n
det(A) = Haﬁ =aj1 X Agg X ... X Ann.
i=1
det(A!) = det(A)
det(AB) = det(A)det(B)
det(I,) = 1 (I, matriz identidad de orden n)
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Determinantes: Propiedades

A es invertible (o regular) < det(A) #0
Si A € Mxn(R) es triangular:

n
det(A) = Haﬁ =aj1 X Agg X ... X Ann.
i=1
det(A!) = det(A)
det(AB) = det(A)det(B)
det(I,) = 1 (I, matriz identidad de orden n)
@A Si AcM;,xn(R)y A €R entonces

det(AA) = A"det(A)
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Determinantes: Propiedades

A es invertible (o regular) < det(A) #0
Si A € Mxn(R) es triangular:

n
det(A) = Haﬁ =aj1 X Agg X ... X Ann.
i=1
det(A!) = det(A)
det(AB) = det(A)det(B)
det(I,) = 1 (I, matriz identidad de orden n)
@A Si AcM;,xn(R)y A €R entonces

det(AA) = A"det(A)

Si una fila (o columna) de A es combinacion lineal
de las restantes filas (o columnas), entonces
det(A) = 0. En particular, si dos filas (0 columnas)
de A son proporcionales se tiene det(A) =0
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Tema 4

Sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones lineales
Teorema de Rouche-Frobenius
Resolucion de un SCD

Resolucion de un SCI
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Tema 4

Sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones lineales
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Sistemas de ecuaciones lineales

Sistema de m ecuaciones con n incognitas

apix; + aigxs + .

.t ainxn = b
ag1X) + AgaXo + ...+ AgnXn = by
= |Ax=Db
Am1X1 + QnoXo + ... + AmnXn = b
Notacion:
X1 by
ari apz Ain
azy (53] az *2 by
A= n b — b= .
am1  am2 Amn Xn bn
a; QA ag, b
~ ag1 Qg2 as by
A= (Ab) = "

(matriz ampliada)
am1  am2

amn  bm
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Tema 4

Sistemas de ecuaciones lineales

Teorema de Rouche-Frobenius
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Teorema de Rouche-Frobenius

Teorema Sea Ax = b un sistema de ecuaciones lineales con
m ecuaciones y n incognitas, entonces:

1) Ax =Db es sistema compatible (SC) < |rang(A) = rang(ﬁ)
2)Si Ax =b es SC entonces :
2a)rang(A) < n = Sistema Compatible Indetermiando

(SCI) (infinitas soluciones)

2b)rang(A) = n = Sistema Compatible Determinado
(SCD)(solucién tinica)
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Tema 4

Sistemas de ecuaciones lineales

Resolucion de un SCD
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Resolucion de un SCD

Dado el SCD
Ax=D

la sélucion tnica puede calcularse mediante:
m Eliminacion gaussiana

m Manipulacién algebraica (Sustitucion / Reduccion /
Igualacion)

m Regla de Cramer
m Calculo de la inversa

m Otros (factorizaciones)

Ejemplo Resolver:

eql= 3x - y + z =7 5 7
eqg2= x + 3y — 2z = 0 ;)=(xyz= (2,—2,—4)
eq3= 2x + 2y — z = 2
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Resolucion de un SCD. Eliminacion gaussiana

m Se utilizan transformaciones elementales para
calcular una matriz triangular equivalente a la
ampliada

m El proceso consta de n— 1 etapas

m En la etapa i-ésima se hacen ceros en la columna i
por debajo de la diagonal

m En la etapa i-ésima la operacion que se realiza con
la fila j-ésima, viene dada por:

fefi-2p vy
;i

siempre que a; # 0, en otro caso se deben
permutar filas

m Efectuada la triangulacion, se resuelve el sistema
triangular de abgjo a arriba (remonte)
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Resolucion de un SCD. Eliminacion gaussiana

En nuestro caso:

3 -1 17
A= 1 3 2 0
2 2 -1 2
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Resolucion de un SCD. Eliminacion gaussiana

En nuestro caso:

Etapa 1

3 -1 17
~ =
A=|1 3 20| ..
2 2 -1 2 )2 all
Ss— ke
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Resolucion de un SCD. Eliminacion gaussiana

En nuestro caso:

Etapa 1
3 -1 1 7 3 —1 1 7
~ =
A=|1 3 -2 0 ) o ¥ -2 -2
f2_§fl 8 5 8
2 2 -1 2 r %f 0O 5 —3 —3
3— 3/
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Resolucion de un SCD. Eliminacion gaussiana

En nuestro caso:

Etapa 1

3 —1 1 7 3 —1 1 7
~ =
A=|1 3 -2 0 ) o L -7 7
f2—3h 8 5 8
22712f§f o & -2 -8
3— 3/
Etapa 2
=
Ss—2
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Resolucion de un SCD. Eliminacion gaussiana

En nuestro caso:

3 —1 1 7 Etapa 1 3 —1 1 7

A=|1 3 -2 0 fzil o 1 7 _7Z

2 2 -1 2 o2 o & -3 _8
Etapa 2 3 —1 1 7
~ |0 % -5 -
bt \o o 1 -
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Resolucion de un SCD. Eliminacion gaussiana

En nuestro caso:

3 —1 1 7 3 —1 1 7
~ =
A=|1 3 -2 0 ol o L -7 7
2 2 -1 2 fz gj o & -5 _8
3— 3/
!
Etapa 2 3 —1 1 7 z=—1=—4
o o _7 _7 Resol. P11, .
:>4 3 T3 73 N y= S =—1
1 4 3
j.:ﬂ_ng 0 0 5 5 x_7+gfz:%

VN i\/l:RSi D‘\D D S"\L‘\M ‘\NC”\ Curso Cero de Matematicas Tema 4 Contenidos Indice Pag. 84



Resolucion de un SCD. Regla de Cramer

La regla de Cramer determina que la componente i-ésima
de la solucion x; viene dada por:

donde A; denota la columna i-ésima de la matriz A.
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Resolucion de un SCD. Regla de Cramer

La regla de Cramer determina que la componente i-ésima
de la solucion x; viene dada por:

J

1
X — det(Al,.. . ,b, .. An)
S det(A)

donde A; denota la columna i-ésima de la matriz A.
En nuestro caso:

7 —1 1

det|] O 3 -2
2 2 -1 5
X = = —
det(A) 2
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Resolucion de un SCD. Regla de Cramer

La regla de Cramer determina que la componente i-ésima
de la solucion x; viene dada por:

1
X = det(Al,.. . ,b, .. An)
S det(A)

donde A; denota la columna i-ésima de la matriz A.

37 1
det 1 0 -2

2 2 -1 7

v= det(A) ~ 2
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Resolucion de un SCD. Regla de Cramer

La regla de Cramer determina que la componente i-ésima
de la solucion x; viene dada por:

1
X = det(Al,.. . ,b, .. An)
S det(A)

donde A; denota la columna i-ésima de la matriz A.

3 -1 7
det| 1 3 0
2 2 2 —
zZ= = —8 —4
det(A) 2
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Resolucion de un SCD. Regla de Cramer

La regla de Cramer determina que la componente i-ésima
de la solucion x; viene dada por:

donde A; denota la columna i-ésima de la matriz A.
Por tanto:
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Resolucion de un SCD. Manip. algrebraica

Manipulamos el sistema con el objetivo de obtener un

sistema mas sencillo (eliminacion de incognitas).
Observar que:

9—-5x=4—-3x

eql +eq3 = 5x+y=9 Igualando y's
-eq2+2eq3= 3x+y=4

S ox=2
2
5 7

Por ultimo, sustituyendo x e y en eql concluimos:

5 7
z 3x+y 32 5 =

VNiVERSiDAD b SALAMANCA
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Tema 4

Sistemas de ecuaciones lineales

Resolucion de un SCI
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Resolucion de un SCI

Dado el SCI
Ax=Db

para determinar la familia de soluciones se puede proceder
del siguiente modo:

Calcular un menor de orden maximo

Eliminar las ecuaciones (filas de la matriz), si es el
caso, que quedan fuera del menor (son dependientes)

Pasar al segundo miembro los términos que incluyen a
las incognitas (columnas de la matriz) no presentes en
el menor seleccionado. Parametrizar estas incognitas
(sustituirlas por parametros: Ay, Ag, ... ...)

El sistema resultante es SCD y puede ser resuelto por
cuaquiera de los métodos descritos previamente
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Resolucion de un SCI II

Ejemplo Resolver:

x +y + z —t =20
z +t =0
X + y + 2z =0
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Resolucion de un SCI II

Ejemplo Resolver:

x +y + z —t =0

z + t 0

X + y + 2z =0
1 11 -1
A= 0 0 1 1
11 2 O
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Resolucion de un SCI II

Ejemplo Resolver:

x +y + z — t =0
z + t = 0
X + y + 2z =0
11 1 -1
A= 0 0 1 1 $| 1|;é0:>rang(A)_2_rang(ﬁ),
112 0
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Resolucion de un SCI II

Ejemplo Resolver:

x +y + z —t =20
z + t =0
x + Yy + 2z =0
1 1 1 -1
A= 0 0 1 1 $| 1|;é0:>rang(A)_2_rang(ﬁ),
1 1 2 0]
x + z = —y+t}
=
z —t
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Resolucion de un SCI II

Ejemplo Resolver:

x +y + z — t =0
z + t =0
X + y + 2z =0
1 1 1 -1
A= 0 0 1 1 $| ) |7é0:>rang(A)_2_rang(A),
1 1 2 0]
x+z-—y+t} = x+z——?\—|—u}
= ¢ y=A
z - . z = —u
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Resolucion de un SCI II

Ejemplo Resolver:

x +y + z — t =0
z + t =0
X + y + 2z =0
1 1 1 -1
A= 0 0 1 1 $| 1|;é0:>rang(A)_2_rang(A),
1 1 2 0]
x+z-—y—s—t}:> x+z——?\—|—u}
= ¢ y=A
z - f— z = —u
x:?\+2u}
=
z=—q
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Resolucion de un SCI II

Ejemplo Resolver:

x +y + z — t =0
z + t 0
X + y + 2z =0
1 1 1 -1
A= 0 0 1 1 $| ) |¢o;»rang(A)_2_rang(2\),
1 1 2 0]
x+z——y+t} = x+z——?\—|—u}
= =A
z = —t f= z = —n
X=—-A+2u
x:?\+2u} y=A
= =
zZ=—n zZ=—N
t=p

VN iV l:RSi D ?\ D D S"\L‘\ M 7\ NC”\ Curso Cero de Matematicas

Tema 4  Contenidos  Indice Pag. 89



Tema 5

Polinomios

Polinomios
Raices de polinomios

Factorizacion de polinomios
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Tema 5

Polinomios

Polinomios
Operaciones con polinomios
Regla de Ruffini
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Polinomios

Definiciones

m Un monomio en x de grado n € N es una expresion
algebraica de la forma ax™ con a € R

m Un polinomio en x es una suma de monomios en x
p(x) = anxX"+an_ 1 X"+ 4ag, ai,...an €R, an #0

m Grado del polinomio es el mayor de los grados de
los monomios que lo forman
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Operaciones con polinomios

Suma/resta: Se suman/restan los monomios del
mismo grado

Multiplicacion: Se multiplica cada monomio de uno de
los factores por todos los monomios del
otro factor y después se suman los
monomios del mismo grado

Ejemplos

(Bx®—x?+5x—2)+ (202 +x—3)=3x°+x%>+6x—5

(Bx3 —x2 +5x—2)-(2x> +x—3) =6x° + x* +4x> — 17x+ 6

3x3 —x?> +45x —2

X 2x2 +4+x -3
—9x3 +3x%> —15x +6
3x*  —x% +Bx%2 —2x

6x5 —2x* +10x3 —4x2

6x° +x* +4x? —17x +6
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Operaciones con polinomios

Division: Dividir p(x) entre g(x) con grado p(x) >
grado g(x) consiste en hallar dos
polinomios c(x) -cociente- y r(x) -resto-
tales que p(x) = q(x) - c(x) + r(x)
con grado r(x) < grado q(x)

Si r(x) = 0 la divisién es exacta

Ejemplo
6x3—2x2+ x+3 x?2—x+1
6x3 — 6x2 + 6x 6x + 4
4x2 —5x+3
4x? —4x+ 4
—x—1

6x°3—2x> +x+3=(x24+x+1)-(6x+4)+ (—x—1)
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Regla de Ruffini

Division de un polinomio p(x) entre un monomio x —a
Ejemplo Dividir x3 + x? — 1 entre x — 1
1 1 0 -1
1 2 2
1 2 2 1
El cociente de dividir x3 + x2 — 1 entre x — 1 es igual a
x2 +2x+2yelresto es 1, con lo que

1

X —1=(x—1x*+2x+2)+1
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Tema 5

Polinomios

Raices de polinomios
Teorema del resto
Teorema del factor
Teorema fundamental del Algebra
Regla de los signos de Descartes
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Raices de polinomios

Definiciones

Sea p(x) = anx™ + an_1xX" ! +--- + ap un polinomio en
x con coeficientes reales de grado n, (a, # 0)

m Se dice que a es raiz de p(x) si p(a) =0

m Si a es una raiz de p(x), se llama orden o
multiplicidad (algebraica) de a al mayor namero
natural m tal que p(x) es divisible por (x — a)™.
En particular, si m = 1 se dice que a es una raiz
simple de p(x)

m Si ap = 0 la ecuacion es homogénea y O es raiz de
p(x)
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Raices de polinomios

Sea p(x) = apnx™ + a,_1x" ! +--- + ap un polinomio en x con
coeficientes reales de grado n, (a, # 0O)

m Teorema del resto El resto de dividir p(x) por x — a es
igual al valor numeérico del polinomio en x = a, es
decir, p(a)

m Teorema del factor p(x) es divisible por x — a siy sélo
si a es raiz de p(x)

m Teorema fundamental del Algebra Todo polinomio de
grado n > 1 con coeficientes reales tiene exactamente n
raices complejas (reales o no), contando cada una
tantas veces como indique su multiplicidad. Esto es,

p(x) = an(x —A1)™ (x —Ag)™ - (x — Ap)™
donde Ay, ..., Ap € C,my +---+mp=n
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Raices de polinomios

Del teorema anterior se deduce que si p(x) es un
polinomio en x con coeficientes reales de grado n,

m p(x) tiene a lo sumo n raices reales

m Las raices complejas aparecen por pares
conjugados (a+ bi, a—bi, a,beR)

m Todo polinomio de grado impar con coeficientes
reales tiene al menos una raiz real

Observacion
Sia,=1,1ie., p(x)=x"+an_1x" '+ 4+ ag con

n > 2, entonces

—an—1 esigual a la suma de las raices de p(x)

(—1)"ap es igual al producto de las raices de p(x)
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Raices de polinomios

Regla de los signos de Descartes
Si todas las raices de p(x) son reales ,

m el namero de raices positivas es igual al namero de
cambios de signo que hay entre coeficientes

consecutivos no nulos de p(x)

m el namero de raices negativas es igual al namero de
cambios de signo que hay entre coeficientes

consecutivos no nulos de p(—x)

Ejemplo Determinar los signos de las raices de x* + 5x3 — 7x2 — 29x + 30

p(x) = +x* + 5x3 — 7x2 — 29x + 30
= n° cambios signo =2
= 2 raices reales positivas
p(—x) = +x* —5x3 — 7x% 4+ 29x + 30
=- n° cambios signo = 2

= 2 raices reales negativos
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Tema 5

Polinomios

Factorizacion de polinomios
Ecuaciones de segundo grado
Ecuaciones bicuadradas
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Factorizacion de polinomios

Ecuaciones de segundo grado ax? + bx+c =0

m La solucion general de la ecuacion es:

_ —b+tvb%2—4ac
2= 2

m Se llama discriminante de la ecuacién al niimero:
A= b%—4ac

® En una ecuacion de grado 2, si:
m A > 0 existen dos raices reales
m A =0 existe una raiz doble
B A< 0 no existe ninguna raiz real (dos raices
complejas conjugadas)
m Si x1, x» son las raices de la ecuacion:

X1+X2=—§, XX = ¢
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Factorizacion de polinomios
Ejemplos
m2x2+3x—1

=2 (g ) (er §-7)
A=17
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Factorizacion de polinomios

Ejemplos

m 24 6x+9=(x+3)
A=0
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Factorizacion de polinomios

Ejemplos

m3x2—x+4
no tiene raices reales
A =-49
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Factorizacion de polinomios

Ecuaciones bicuadradas ax* + bx?2 +c=0

Se resuelven aplicando z = x?

Ejemplo

xr—3x24+2=(x*-1)(x2-2)
:(X—l)(x+1)(x+x/§) (x—\@) 3
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Factorizacion de polinomios

m Si p(x) es un polinomio con coeficientes reales de

grado n, y las raices reales de p(x) son Ay, ..., A,
con multiplicidades my, ..., m, respectivamente,
entonces

plx) = (x = A1)™(x —A2)™2 -+ (x —Ap)TPq(x)

donde m; +--- + my, < ny g(x) es un polinomio de
gradon—(my+---+nyp)conq(A;) #0, i=1,...,p

m Si p(x) es un polinomio con coeficientes enteros y
X = a es una raiz entera del polinomio, entonces
a es un divisor del término independiente del

polinomio

VN i\/l:RSiD‘\D D S*\L‘\M‘\NC‘\ Curso Cero de Matematicas Tema 5 Contenidos Indice Pag. 105



Factorizacion de polinomios
Ejemplo Factorizar p(x) = x* + x3 —6x2 —4x + 8

Los divisores enteros del término independiente son
+1,+2,4+4,48

x*4+x%—6x* —4x+8
7 s o = (x—1)- (x®+2x*> —4x—8)

—
N

1 1 3 _1 = 1 no es raiz de x> +2x2 —4x—8

,_.
w
\
—
\
©

12 -4 -8 x4+ x®—6x—4x+8
2 2 8 8 =(x—1)-(x—2)- (x> +4x+4)
1 4 4| o
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Factorizacion de polinomios

= 2noesraizde x2 +4x+4

Se concluye que

x4 —6x% —ax+8=(x—1) (x—2) (x+2)°

2
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Tema 6

Funciones (I): Introduccion

Conceptos previos
Funciones inyectivas e inversa de una funcion

Algunos tipos de funciones
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Tema 6

Funciones (I): Introduccion

Conceptos previos
Definiciones generales
Composiciéon de funciones
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Definiciones generales

Definiciones
m Una funcion real de variable real es una aplicacion

f:D—R

Donde D es un subconjunto de R. Normalmente
una funcion de este tipo se denota y = f(x),
donde x € D representa la variable independiente
e y € R la variable dependiente
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Definiciones generales

Definiciones
m Una funcion real de variable real es una aplicacion

f:D—R

Donde D es un subconjunto de R. Normalmente
una funcion de este tipo se denota y = f(x),
donde x € D representa la variable independiente
e y € R la variable dependiente

m El dominio o campo de existencia de la funcion f
es el subconjunto de R donde f esta definida:
Dom(f) = D
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Definiciones generales

Definiciones
m Una funcion real de variable real es una aplicacion

f:D—R

Donde D es un subconjunto de R. Normalmente
una funcion de este tipo se denota y = f(x),
donde x € D representa la variable independiente
e y € R la variable dependiente

m El dominio o campo de existencia de la funcion f
es el subconjunto de R donde f esta definida:
Dom(f) =D

m El recorrido de la funcion es el subconjunto de R
formado por todos los valores que toma la variable
dependiente, es decir la imagen de la aplicacion f:
Im(f) ={y € R;Ix € D, f(x) = y}
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Ejemplos

m Sea f(x) = x° + 3. Esta funcion esta definida para
cualquier valor de x, es decir: Dom(f) =R . Por

otra parte Vy € R existe un x € R que verifica
f(x) = x3 + 3 = y (efectivamente esto ocurre para

x = 3/y—3), esdecir Im(f) =R
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Ejemplos

m Sea f(x) = x® + 3. Esta funcion esta definida para
cualquier valor de x, es decir: Dom(f) =R . Por
otra parte Vy € R existe un x € R que verifica
f(x) = x3 + 3 = y (efectivamente esto ocurre para

x = 3/y—3), esdecir Im(f) =R
m Sea f(x) =| x |. El dominio de esta funciéon es todo
Ry su recorrido los ntimeros reales no negativos

Dom(f) =R Im(f) =R*" U {0}
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Ejemplos

m Sea f(x) = x® + 3. Esta funcion esta definida para
cualquier valor de x, es decir: Dom(f) =R . Por
otra parte Vy € R existe un x € R que verifica
f(x) = x3 + 3 = y (efectivamente esto ocurre para

x = 3/y—3), esdecir Im(f) =R
m Sea f(x) =| x|. El dominio de esta funcion es todo
Ry su recorrido los ntimeros reales no negativos

Dom(f) =R Im(f) =R*" U {0}

m Se define la funcion de Dirichlet como sigue:

lsixe@Q
f(XJ{ ,
Osix¢Q

En este caso:

Dom(f) =R Im(f) ={0}U{1}
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Ejemplos

m La funcion f : D — R definida por f(x) = —/x + 1 tiene
como dominio el conjunto de todos los X tales que
x+ 1 > 0. El recorrido de esta funciéon sera R~ U {0}:

Dom(f) ={x e R;x > —1} Im(f) =R~ U {0}
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Ejemplos

m La funcion f : D — R definida por f(x) = —v/x + 1 tiene
como dominio el conjunto de todos los X tales que
x+ 1 > 0. El recorrido de esta funciéon sera R~ U {0}:

Dom(f) ={x e R;x > —1} Im(f) =R~ U {0}
m La funcion f : D — R definida por f(x) = % tiene
como dominio todos los puntos donde no se anula el

denominador x2 — 1, es decir, R — {1, —1}. El recorrido
esR— (O, 1]:

Dom(f) =R—{-1,1}  Im(f)=R— (0, 1]
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Ejemplos

m La funcion f : D — R definida por f(x) = —v/x + 1 tiene
como dominio el conjunto de todos los X tales que
x + 1 > 0. El recorrido de esta funciéon sera R~ U {0}:

Dom(f) ={x e R;x > —1} Im(f) =R~ U {0}

m La funcion f : D — R definida por f(x) = x2 7 tiene
como dominio todos los puntos donde no se anula el
denominador x2 — 1, es decir, R — {1, —1}. El recorrido
esR— (O, 1]:

Dom(f) =R—{-1,1} Im(f) =R — (0, 1]

m La funcion f : D — R definida por f(x) = sen(z— ) tiene
el mismo dominio que la anterior. El recorrldo seran
todos los valores que puede tomar el seno en el
recorrido de x;‘—il es decir:

Dom(f) =R —{-1, 1} Im(f) =[—
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Grafica de una funcion

Definicion Sea f : D — R una funcién real de variable
real. Se denomina grafica de f al siguiente conjunto de
puntos del plano:

Grf(f) ={(x,f(x)) € D x R;Vx € D)}

Observaciones

m La grafica de f son los puntos del plano cuyas
coordenadas cartesianas (x, y) verifican que
y=f(x), con x € D

m La grafica de una funcion ofrece de modo muy
rapido e intuitivo informacién sobre las
caracteristicas de la misma (dominio, recorrido,
cortes con los ejes, simetrias...)
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Grafica de una funcion. Ejemplo 1

Ejemplo f(x)=-—vx+1

Dom(f) ={xeR;x > —1}=[—1, +00)]
Im(f) =R~ U {0} = (—o0, O]
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Grafica de una funcion. Ejemplo 2

x2

Dom(f) =R —{1,—1} = (—00, —1) U (—1, 1) U (1, +00)
Im(f) =R — (0, 1] = (—00,0] U (1, +00)

3

2
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Grafica de una funcion. Ejemplo 3

N x?
Ejemplo f(x) = sen <x2 — 1)

Dom(f) =R — {1, -1} = (00, —1) U (=1, 1) U (1, +00)
Im(f) = [-1, 1]
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Composicion de funciones

Definicion Sean f: D; —+ Ry g: Dy — R funciones
reales de variable real, tales que

Im(f) =f(D1) C Dy

La composicion de f y g, es una funcion go f : D —+ R
definida como sigue

(gof)x) =g(f(x))

Ejemplo Sea f(x) = x+ 1y g(x) = 5~ Entonces:

1 1
(x+12—-4 x2+2x-3
1 1 x? -3
[] Uog)(x)—f<x24>—x24+1—xz4
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Tema 6

Funciones (I): Introduccion

Funciones inyectivas e inversa de una funciéon
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Funcion inyectiva y su inversa I

Definicion Sea f : D — R una funcién real de variable real.
Diremos que es inyectiva o univoca cuando si x, x’ € D
verifican f(x) = f(x’) entonces necesariamente x = x':

x,x' €D, f(x)=f(x) = x=x
Es decir, cuando no hay dos elementos distintos de D que
tengan la misma imagen
Ejemplo Veamos cémo la funcién f(x) =2x + 3 es una
funcién inyectiva.
Obsérvese que Dom(f) =R e Im(f) = R. Si x, x’ € R son
tales que f(x) = f(x’). Entonces

2x+3=2x"+3 = x=x'

Obsevacion Cuando una funcion f: D — R es inyectiva
podemos definir una funciéon real de variable real

fl:Im(f) » D

que hace corresponder a cada elemento de y € Im(f) el

unico x € D que verifica f(x) = y.
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Funcion inyectiva y su inversa II

Ejemplo Si f(x) = 2x + 3 para determinar su inversa

hacemos y = 2x + 3 y como consecuencia x = y%S Es
1. —1(;) — Y=3

decir, f~!:R — R se define f~!(y) = Y5= . Obtenemos

asi:

f(x) =2x+3, Sy =

Las funciones f y f~! del ejemplo pueden componerse.
Obsérvese que:

(7 of) () =S (2x+3) = % .

Y analogamente
_ -3 -3
Cor = (¥5%) -2(¥3%) +3-y
Es decir, fof ! =Id=f"!of donde Id es la funcién

identidad: Id(x) = x
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Funcion inyectiva y su inversa III

Obsérvese que si (x, y) es un punto de la grafica de f
entonces (y, x) es un punto de la grafica de f!, es
decir, la grafica de una funcion y la de su inversa son
simétricas respecto a la recta y = x

y=2x+3 .~

10

y=(x-3)/2

5 10 15

VN iV ERSiD‘\D D S"\LT\M’\NC’\ Curso Cero de Matematicas Tema 6 Contenidos Indice Pag. 121



Inversa de una funcion

Definicion Sea f : D — R una funcién inyectiva. Existe
una funcién f~! : Im(f) — D que verifica:

FefNx)=xVxeDy (fof )y) =y, vy € Im(f)

Llamaremos a f~! funcién inversa de f. Su definicion
es:

fYy) = x,donde x es la antiimagen de y por f

Ejemplo Sea f : R™ — R la funcion f(x) = +/x. Notese
que Im(f) = R. La inversa de f es la func1on
f~Y(y) = y?. En efecto:

(1o N)X) =fH+vx) = (VX)? = x

Analogamente, para y € R+,

(fof N =ft*) =+/2 =y
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Tema 6

Funciones (I): Introduccion

Algunos tipos de funciones
Funciones pares e impares
Funciones acotadas
Funciones monotonas
Funciones exponenciales y logaritmicas
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Funciones pares e impares

Definicion: Sea D C R tal que Vx € D; —x € D.
Diremos que la funcion f : D — R es una funciéon
impar cuando:

Vx € D se verifica que f(—x) = —f(x)
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Funciones pares e impares

Definicion: Sea D C R tal que Vx € D; —x € D.
Diremos que la funcion f : D — R es una funciéon
impar cuando:

Vx € D se verifica que f(—x) = —f(x)

Observacion: Si f es impar y el punto del plano

p = (x,f(x)) es un punto de su grafica, entonces el
punto p’ = (—x, —f(x)) también estaria en la grafica de
S, es decir, la grafica de las funciones impares es
simétrica respecto al origen de coordenadas
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Funciones pares e impares

Definicion: Sea D C R tal que Vx € D; —x € D.
Diremos que la funcion f : D — R es una funciéon
impar cuando:

Vx € D se verifica que f(—x) = —f(x)

Observacion: Si f es impar y el punto del plano

p = (x,f(x)) es un punto de su grafica, entonces el
punto p’ = (—x, —f(x)) también estaria en la grafica de
S, es decir, la grafica de las funciones impares es
simétrica respecto al origen de coordenadas

Ejemplo: La funcion f(x) = % es una funcion
impar, puesto que

(—x)3 — (—x)°  (=x®—x°)
cos(—x)  cos(x)

Jl=x) = =—f(x)

VN i\/l:RSiD‘\D D S*\ L‘\M‘\NC‘\ Curso Cero de Matematicas Tema 6 Contenidos Indice Pag. 124



Funciones pares e impares

Definicion: Sea D C R tal que Vx € D; —x € D.
Diremos que la funcion f : D — R es una funciéon
impar cuando:

Vx € D se verifica que f(—x) = —f(x)

Ejemplo La grafica de f(x) = % (impar) es:

VN i\/l:RSiD‘\D D S"\L‘\M‘\NC”\ Curso Cero de Matematicas Tema 6 Contenidos Indice Pag. 124



Funciones pares e impares

Definicion: Sea D C R tal que Vx € D; —x € D. Diremos
que la funcion f : D — R es una funcion par cuando:

Vx € D se verifica que f(—x) = f(x)
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Funciones pares e impares

Definicion: Sea D C R tal que Vx € D; —x € D. Diremos
que la funcion f : D — R es una funcion par cuando:

Vx € D se verifica que f(—x) = f(x)

Observacion: Si f es par y el punto del plano

p = (x,f(x)) es un punto de su grafica, entonces el
punto p’ = (—x, f(x)) también estaria en la grafica de
f, es decir la grafica de las funciones impares es
simétrica respecto al eje de ordenadas
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Funciones pares e impares

Definicion: Sea D C R tal que Vx € D; —x € D. Diremos
que la funcion f : D — R es una funcion par cuando:

Vx € D se verifica que f(—x) = f(x)

Observacion: Si f es par y el punto del plano

p = (x,f(x)) es un punto de su grafica, entonces el
punto p’ = (—x, f(x)) también estaria en la grafica de
f, es decir la grafica de las funciones impares es
simétrica respecto al eje de ordenadas

Ejemplo: La funcién f(x) = —xsen(x) es una funcion
par, puesto que

f(—x) = —(—x)sen(—x) = xsen(—x) = —xsen(x) = f(x)
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Funciones pares e impares

Definicion: Sea D C R tal que Vx € D; —x € D. Diremos
que la funcion f : D — R es una funcion par cuando:

[Vx € D se verifica que f(—x) :f(x)]

Ejemplo La grafica de f(x) = xsen(x) (par) es:

IS
\/

-10;

-20;

il
\/
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Funciones acotadas

Definiciones
m Diremos que la funcion f : D — R esta acotada
superiormente (resp. inferiormente) si existe un
numero real M tal que

[f(x) < M (resp. f(x) > M);Vx e D]
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Funciones acotadas

Definiciones
m Diremos que la funcion f : D — R esta acotada
superiormente (resp. inferiormente) si existe un
numero real M tal que

[f(X) < M (resp. f(x) > M);Vx € D]

m Diremos que f esta acotada si lo esta superior e
inferiormente
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Funciones acotadas

Definiciones
m Diremos que la funcion f : D — R esta acotada
superiormente (resp. inferiormente) si existe un
numero real M tal que

[f(X) < M (resp. f(x) > M);Vx € D]

m Diremos que f esta acotada si lo esta superior e
inferiormente

m Diremos que f esta acotada superiormente (resp.
inferiormente) en un punto a € D, si lo esta en un
entorno E, del punto a
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Funciones acotadas

Definiciones
m Diremos que la funcion f : D — R esta acotada
superiormente (resp. inferiormente) si existe un
numero real M tal que

f(x) < M (resp. f(x) > M);Vx e D

m Diremos que f esta acotada si lo esta superior e
inferiormente

m Diremos que f esta acotada superiormente (resp.
inferiormente) en un punto a € D, si lo esta en un
entorno E, del punto a

Observacion Si f esta acotada en D lo esta en todos los
puntos de D, pero el reciproco no es cierto. Una funcion
puede estar acotada en todos los puntos de su dominio y no
estar acotada en todo el dominio. Un ejemplo es la funcién

f(x) = x* + x2, cuyo dominio es todo R
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Maximos y minimos absolutos y relativos

Definiciones

m Se llama extremo superior de una funcion f: D - R,y
denotaremos sup(f), a la menor de sus cotas
superiores
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Maximos y minimos absolutos y relativos

Definiciones

m Se llama extremo superior de una funcion f: D - R,y
denotaremos sup(f), a la menor de sus cotas
superiores

m Diremos que un punto xp € D es un maximo global o
absoluto de f si f(x) = sup(f)
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Maximos y minimos absolutos y relativos

Definiciones

m Se llama extremo superior de una funcion f: D - R,y
denotaremos sup(f), a la menor de sus cotas
superiores

m Diremos que un punto xp € D es un maximo global o
absoluto de f si f(x) = sup(f)

m Se llama extremo inferior de una funcién f : D -+ R, y
denotaremos inf(f), a la mayor de sus cotas superiores
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Maximos y minimos absolutos y relativos

Definiciones

m Se llama extremo superior de una funcion f: D - R,y
denotaremos sup(f), a la menor de sus cotas
superiores

m Diremos que un punto xp € D es un maximo global o
absoluto de f si f(x) = sup(f)

m Se llama extremo inferior de una funcién f : D -+ R, y
denotaremos inf(f), a la mayor de sus cotas superiores

m Diremos que un punto xp € D es un minimo global o
absoluto de f si_f(xg) = inf(f)
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Maximos y minimos absolutos y relativos

Definiciones

m Se llama extremo superior de una funcion f: D - R,y
denotaremos sup(f), a la menor de sus cotas
superiores

m Diremos que un punto xp € D es un maximo global o
absoluto de f si f(x) = sup(f)

m Se llama extremo inferior de una funcién f : D -+ R, y
denotaremos inf(f), a la mayor de sus cotas superiores

m Diremos que un punto xp € D es un minimo global o
absoluto de f si_f(xg) = inf(f)

m Diremos que un punto xp € D es un maximo local o
relativo de f si existe un entorno de xp, E, tal que
Vx € Ey, N D, se verifica f(x) < f(xo)
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Maximos y minimos absolutos y relativos

Definiciones

Se llama extremo superior de una funcion f: D - R, y
denotaremos sup(f), a la menor de sus cotas
superiores

Diremos que un punto xp € D es un maximo global o
absoluto de f si f(x) = sup(f)

Se llama extremo inferior de una funcién f : D - R, y
denotaremos inf(f), a la mayor de sus cotas superiores
Diremos que un punto xp € D es un minimo global o
absoluto de f si_f(xg) = inf(f)

Diremos que un punto xp € D es un maximo local o
relativo de f si existe un entorno de xp, E, tal que

Vx € Ey, N D, se verifica f(x) < f(xo)

Diremos que un punto xp € D es un minimo local o
relativo de f si existe un entorno de xp, Ey, tal que
Vx € Ey, N D, se verifica f(x) > f(xo)

VN i\/l:RSi D‘\D D S"\L‘\M ‘\NC”\ Curso Cero de Matematicas Tema 6 Contenidos Indice

Pag. 127



Maximos y minimos absolutos y relativos

Definiciones

Se llama extremo superior de una funcion f: D - R, y
denotaremos sup(f), a la menor de sus cotas
superiores

Diremos que un punto xp € D es un maximo global o
absoluto de f si f(x) = sup(f)

Se llama extremo inferior de una funcién f : D - R, y
denotaremos inf(f), a la mayor de sus cotas superiores
Diremos que un punto xp € D es un minimo global o
absoluto de f si_f(xg) = inf(f)

Diremos que un punto xp € D es un maximo local o
relativo de f si existe un entorno de xp, E, tal que

Vx € Ey, N D, se verifica f(x) < f(xo)

Diremos que un punto xp € D es un minimo local o
relativo de f si existe un entorno de xp, Ey, tal que
Vx € Ey, N D, se verifica f(x) > f(xo)
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Maximos y minimos absolutos y relativos

Observacion Con las definiciones anteriores un
maximo o minimo absoluto de una funcién en un
conjunto D lo es también relativo. El reciproco no es
cierto, es decir, un maximo o minimo relativo no tiene
por qué ser absoluto

Ejemplo Consideremos la funcion (ver grafica en la
siguiente pagina)

f(x) =xsenx

en el intervalo cerrado I = [—7, 7], que alcanza el
maximo absoluto en los puntos Ay G de su grafica, y
el minimo absoluto en By F. Los puntos Cy E
representan maximos relativos, pero no absolutos, y el
punto D un minimo relativo, pero no absoluto
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Maximos y minimos absolutos y relativos

f(x) =x senx en el intervalo D = [-7,7]

6
A G
4
C 5 E
L D 1
8 L \6 -4 -2 0 2 4 L
-7 7
2
-4
B F
-6
Max. absolutos: A,G Min. absolutos: B,F
Max. relativos (no abs.): C, E Min. relativos (no abs.): D
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Funciones monotonas

Definiciones Sea f : D — R una funcion real de
variable real y sea a € D
m Diremos que f es creciente en el punto a si existe
un entorno de a, Eg4, tal que:
x < a entonces f(x) < f(a)
Vx e E;,ND si
X > a entonces f(x) > f(a)
Si las desigualdades son todas estrictas diremos
que es estrictamente creciente
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Funciones monotonas

Definiciones Sea f : D — R una funcion real de
variable real y sea a € D
m Diremos que f es creciente en el punto a si existe
un entorno de a, Eg4, tal que:
x < a entonces f(x) < f(a)
Vx e E;,ND si
X > a entonces f(x) > f(a)
Si las desigualdades son todas estrictas diremos
que es estrictamente creciente
m Diremos que f es decreciente en el punto a si
existe un entorno de a, E4, tal que:
x < a entonces f(x) > f(a)
Vx € E;N D si
X > a entonces f(x) < f(a)
Si las desigualdades son todas estrictas diremos

que es estrictamente decreciente
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Funciones monotonas

Definicion Diremos que f es monotona creciente o
estrictamente creciente (resp. monotona decreciente o
estrictamente decreciente) en un conjunto C si
creciente o estrictamente creciente (resp. decreciente)
es en todos los puntos a € C

Ejemplo: La funcién f(x) = x® es estrictamente

creciente en todo su dominio de definicion

VN iV ERSiD‘\D D S"\LT\M’\NC’\ Curso Cero de Matematicas Tema 6 Contenidos Indice Pag. 131



Funcion exponencial
Una funcion exponencial es una funcion del tipo
f(x)=a*dondeaceRya>0,a#1

Muy frecuentemente en las funciones exponenciales el
nuamero real a es el namero de Euler:
n
e= lim (1 + 1> =2.718281...
X—00 n

La funcion exponencial verifica estas propiedades:

® Su dominio es todo R

mVx € R, f(x) >0, es decir Im(f) =R

m f(0)=1

m fx+x') =f(x)f(x)

mf(x—x') :f((;‘,))

m Si a > 1 entonces f es mono6tona creciente

m Si a < 1 entonces f es monotona decreciente
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Funciones exponenciales. Graficas

y=(3/2)*
y=(3/4)*

9 8 7 6 5 4 3 2 10
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Funcion logaritmica
Una funcion logaritmica es una funcion del tipo

S(x)=log, (x)dondeacRya>0,a#1

Recuérdese log.(x)=b & a’=x

Muy frecuentemente en las funciones logaritmicas el
numero real a es el nimero ey en ese caso el log,(x) se
denota por In(x) o, simplemente por log(x)

La funcién logaritmica verifica estas propiedades:
m Solo esta definida si x > 0 es decir, Dom(f) = R™"
mIm(f) =R
mf(1)=0yfla)=1
m Si a > 1 entonces f es monétona creciente
m Si a < 1 entonces f es mondétona decreciente

La funcion f(x) =1log,(x) es la funcion inversa de g(x) = a*,

es decir g(f(x)) = x
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Funciones logaritmicas. Graficas

y=|091o(x)

4 5
y=log,,()"
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Tema 7

Funciones (II): Limites y continuidad

Limite de una funcién en un punto
Propiedades de los limites

Calculo de limites

Continuidad

Propiedades de las funciones continuas
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Tema 7
Funciones (II): Limites y continuidad

Limite de una funcién en un punto
Concepto de limite
Limites laterales
Limites infinitos
Limites en el infinito
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Limite de una funcion en un punto

Sea f : D — R una funcion real de variable real y sea
p € R, tal que siempre hay elementos de D, distintos
del propio p tan proximos a p como se quiera

Definicion Diremos que l € R es el limite de la
funcion f en el punto p y escribiremos liE)n f(x) =1, si
xX—p

Ve >0, 36 > 0 tal que Vx € D—{p}, tal que
dist(x, p) =| x — p [< 6 se verifica que

dist(f(x), 1) =| f(x) —1l|< e

Es decir, a medida que nos aproximamos a p por
puntos de D, las imagenes de esos puntos por la
funciéon f se aproximan al valor [
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Limite de una funcion en un punto

Ejemplo Consideremos la funcién f(x) = 3x + 5.
Veamos que lirré f(x)=11
X—

El dominio de f es todo R, de modo que siempre nos
podremos acercar al punto p = 2 por puntos del
dominio de la funcion tanto como queramos.

Sea € > 0. Hemos de demostrar que existe un 6 > O tal
que si| x — 2 |< § entonces |f(x) — | =| (3x+5)—11 |[< e.

Sea 8 < §.Si|x—2|< 5 tenemos:

|(3X+5)—11|=|3X—6|:3|x—2|<3§:e

como queriamos probar
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Limites laterales

Definicion: Diremos que [; € R es el limite por la
izquierda la de la funcion f en el punto py
escribiremos lim f(x) =1, si

X—p—

Ve>0,30>0talqueVxe D—{p}, talqueO<p—x<?d
se verifica que | f(x) —l|< e

Definicion: Diremos que l; € R es el limite por la
derecha la de la funcion f en el punto p y escribiremos

Iim f(x) =1, si
x—pt

Ve>0,30>0talqueVxe D—{p}, talqueO<x—p<?d
se verifica que | f(x) —lzl<e
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Limites laterales

Poposicion Existe el limite de la funcién f en el
punto py vale 1 siy so6lo si:

lim f(x)=1= lim f(x)

X—p— x—pt

Ejemplo Sea la funcioén:

x2 si <x
f(x):{

2x si x>5

No existe lim f(x) puesto que:
x—5

lirglif(x) =25+#10= lirg1+f(x)
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Limites infinitos

Definiciones

m Diremos que

quesiO< p—

m Diremos que

que si 0 < x —

m Diremos que

quesiO< p—

m Diremos que

que si 0 < x —

Iim f(x) =400 si VK € R 35 > 0 tal

X—p

x < § entonces f(x) > K

Iim f(x) =400 siVK € R 35 > 0 tal

xX—pt

p < b entonces f(x) > K

Iim f(x) =—occ siVK € R 35> 0 tal

X—p

x < b entonces f(x) < K

lim f(x)=—oc0 si VK € R 35 > O tal

x—pt

p < d entonces f(x) < K
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Limites en el infinito

Definiciones
m Diremos que 1_1>r£1 f(x)=L siVe >0 3K e R tal que si
X (o]

x > K entonces | f(x) —L|< €
m Diremos que 11111 f(x) =400 siVK € R3Jh € R tal que
X—+00

Vx > h se verifica f(x) > K
m Diremos que 11111 f(x) =—0c0 siVK € R3h € R tal que
X—+00

Vx > h se verifica f(x) < K
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Limites en el infinito
Definiciones
m Diremos que 1_1>r£1 f(x)=L siVe >0 3K e R tal que si
X (o]
x > K entonces | f(x) —L|< €
m Diremos que 11111 f(x) =400 siVK € R3Jh € R tal que
X—+00

Vx > h se verifica f(x) > K
m Diremos que 11111 f(x) =—0c0 siVK € R3h € R tal que
X—+00

Vx > h se verifica f(x) < K
Analogamente:
m Diremos que lim f(x) =L siVe >0 3K € R tal que si
X——00

x < K entonces | f(x) —LI|< €
m Diremos que lim f(x) =+oco siVK € R dh € R tal que
X——00

Vx < h se verifica f(x) > K
m Diremos que 1_1>m f(x) =—00 siVK € R Jh € R tal que
X—r—00

Vx < h se verifica f(x) < K
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Tema 7

Funciones (II): Limites y continuidad

Propiedades de los limites
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Propiedades de los limites I

Sean f,g,h:D — Ry sea p € D tal que siempre hay

elementos de D distintos del propio p, tan proximos a

p como se quiera. Sea lim f(x) =1y lim g(x) =1
X—p X—p

Propiedades

Si existe, el limite de una funcién en un punto es tnico

Si una funcién tiene limite en un punto entonces esta
acotada en ese punto

Si 1 # 0 existe un entorno de p, E, tal que si x € E,N D
entonces f(x) tiene el mismo signo que 1

Si I < I, entonces existe un entorno de p, E, tal que si
xeE,ND, x#p, f(x) <g(x)

Si en un entorno E, se verifica Vx € DN E,, x # p que
Sf(x) < g(x), entonces | < U

@A Sil=1"yen un entorno E, se verifica Vx € DNE,,
X # p que f(x) < h(x) < g(x), entonces )l(lgrllo h(x)=1
(criterio del emparedado)
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Propiedades de los limites II

Sea
1 — 3 1/
}g;)f(X) =1l vy }cgrlgg(X) =1
Propiedades
m lim([f(x)+g(x)] =14+
X—=p
m lim[f(x) -gx)]=1-1
X—p
m Si I’ # 0 entonces )lcig;)% = Tl/
m lim [f(x)]* =@ (a eR)
X—p
= lim {f(x) =Vl (aeRa#0)
m lim £ (x)}9] = 1
X—=p
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Tema 7

Funciones (II): Limites y continuidad

Calculo de limites
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Calculo de limites I

Para calcular el lim f(x) sustituimos el x por p en la
X—p

funcién y calculamos f(p), teniendo en cuenta lo siguiente
cuando aparecen limites -+oo:

k+o0o=+0c0 k—o00=— (keR)

k- (+00) =400 k-(—00)=-—00 (k>O0)

Jh — fo0 k=0 (k> 1)

kt>© =0" k™ = +o00 O0<k<1)
1-o0 o =+oo & =—00
+00"® =400  log(+o0) = +o0o log(0") = —o0
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Calculo de limites II

m Si lim f(x)=a*®
X—p

at™™® — +oo at® — 0"
Sia>1 Sio<a<1
a " — 400

m Si liin f(x) = § calculamos los limites laterales de la
X—p

funcién en el punto

Ejemplo Calcular lim £+4
9 4 x—2
lim X = +o00
x—2+ X —2
. x2+4
lim =—00
x—2— X—2

Los limites laterales son distintos, y por tanto la
funcién no tiene limite en el punto x = 2
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Casos de indeterminacion

En esta tabla se presentan los casos de indeterminacion en
el calculo de limites. En estas situaciones el resultado
puede ser cualquiera, dependiendo del caso concreto de la
funcién (puede tomar valores +oo, 0, a). Cuando se presenta
un caso de indeterminacion se ha de recurrir a ciertas
técnicas especificas

0/0 | f(x)/glx) f(x)—=0 g(x)—0
co/c0 | f(x)/g(x)  f(x)— o0 g(x)— o0
0-00 | f(x)-glx) flx)—=0 g(x)— o0

00 —oo | f(x) —g(x) f(x) =00 g(x)— o0
0° S99 f(x) =0 g(x) =0

o® | f(x)9%  f(x) 200 g(x)—0

1% S)9 - fx) =1 g(x) = o0
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Calculo de limites. Casos de indeterminacion

Indeterminaciones del tipo $ lim J% =2
x—p 9(%)
m Si es una funcion racional (un cociente de polinomios)

se descomponen estos en factores y se simplifica

Ejemplo
lim =9 0 (x+3)(x=8) . x+3 5
x53x2—x—6 0 x-3(x—3)(x+2) x23x+2 4

m Si es un cociente de funciones irracionales o una
funcién irracional y un polinomio se multiplica y divide
por la expresion irracional conjugada y se simplifica

Ejemplo
x—2 0 3 (x—2)(Vx+7+3)
lim

Im —=—-=
x=2/x+7—-8 0 x=2(Vx+7-3)(Vx+7+3)

_gim X TDWXETHS) o xT743-6
xX—2 x+7-9 x—2
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Calculo de limites. Casos de indeterminacion

Indeterminaciones del tipo > hl}l J; Eﬁ% =
X—p

m Podemos reducirlo al caso anterior sin mas que

Jx) 1/4( ) _0
tener en cuenta que )1(11)% 500 X) lim

CSp TG = 0

m Si f(x) y g(x) son polinomios o funciones con
radicales dividimos numerador y denominador por
la mayor potencia de x

Ejemplo
VXT+x2+x 0 T
lim Y XX %0y P
x—+too X242 00 X—too X2
X7/3
V14X 531
= lim =— =00
xSYoo x—1/3 4 2x=7/3 0
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Calculo de limites. Casos de indeterminacion
Indeterminaciones del tipo co — liin S(x)—g(x)=00 — 0
X—=p

m Si la expresion es una diferencia de funciones
racionales, realizando las operaciones se resuelve o se
llega a una indeterminacion del tipo % o

Ejemplo
lim x* x*+8 7limx2(x—2)—x3—87lim2x -8
x=2\x—2 x2—4)  x>2 x2—4 T xs2 x2—4

m Si f y/o g son funciones con radicales, para hallar
li_r>n (f(x) — g(x)), multiplicamos y dividimos por el
X—r00

conjugado f(x) + g(x)

Ejemplo
(Va2 =2 = VX2 —x)(VxZ =2 +V/x2 —x)
Va2 — 92— \/x3 — x =
hm X X = hm \/Ter
x—2 1

) X 500 (/X2 2 2
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Calculo de limites. Casos de indeterminacion

Indetermmaclones del tipo O - hm f (x)-g(x)=0 -
Se reducen al caso ¢ o >

Indeterminaciones del tipo 1° lim f(x)9*) = 1
X—p

Tendremos en cuenta el siguiente resultado, conocido como
formula de Euler:
Si lim f(x) =1y lim g(x) = co, entonces
X—p X—p

lim f (x)90) = ¥ )19k

X—p
Ejemplo
. 1 —1)—1]-2;
lim(n—1)= 7 = 1% = eX%[(n ImlUas _ e2
xX—2

Otras indeterminaciones: 0°, 0o, 1%
Pueden resolverse aplicando:

lim f(x)9%) = lim e'8U (") — o Jim (g(x) logf (x))

X—p X—p
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Tema 7

Funciones (II): Limites y continuidad

Continuidad
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Continuidad

Definicion Sea f: D — R una funcién real de variable real.
Diremos que la funcién f es continua en el punto p € D si

lim f(x) = f(p)

X—p

Con esta definicion, la funcién f sera discontinua en p si se
da alguna de estas tres situaciones

No existe li{)n f(x)
xX—p
f no esta definida en p
lim f(x) # f(p)
X—p

En el caso Y] diremos que la discontinuidad en p es
esencial. Si existe lim f(x) y se dan los casos B o
xX—p

diremos que la discontinuidad es evitable

Definiciéon Diremos que f es continua en un subconjunto
de su dominio C, si es continua en todo punto de C
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Continuidad

Ejemplo Veamos si la siguiente funcion es continua
en el punto p=0:

Slx)=

S six#0
0O six=0

Observar que:
sen x
li =1 0
Iim — # (0]
por tanto la funcion sera discontinua en 0, y la
discontinuidad es evitable puesto que existe el limite
de la funcién en el punto

TN
A
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Continuidad lateral

Definiciones

m Sea [ : D — R una funcién real de variable real.
Diremos que la funcion f es continua por la
izquierda en el punto p € D si

lim f(x) = f(p)
xX—p
m Sea [ : D — R una funcion real de variable real.
Diremos que la funcion f es continua por la
derecha en el punto p € D si

Jm, f (x) =f(p)
Propiedad Si una funcion es continua por la derecha
y por la izquierda en un punto, entonces es continua
en dicho punto
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Continuidad lateral

Ejemplo Estudiemos la continuidad de la siguiente
funcion en el punto p=1

e* six < 10
fix)=< e six=1

2

ex six>1

Como las definiciones de la funcion a la derecha y la
izquierda del punto 1 son distintas hemos de hallar
los limites laterales

lim f(x)= lim e=e = lim f(x)= lim ex?=e
x—1- x—1- x—1t x—1t

Como lim f(x)= lim f(x) =f(1) la funcién es
x—1— x—1+
continua en el punto p = 1.
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Tema 7

Funciones (II): Limites y continuidad

Propiedades de las funciones continuas
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Propiedades de las funciones continuas

Sean f,g: D — R funciones reales de variable real y sea
peD:

m Si f y g son continuas en p entonces las funciones
f+g., f-gy kf (keR)son continuas en p

m Si fy g son continuas en py g(p) # O entonces Jé es

continua el p
m Si f es continua en py g es continua en f(p) entonces

la composicion de ambas go f es continua en p
m Si f es continua en p entonces tiene limite en p
m Si f es continua en p entonces esta acotada en p

m Si f es continua en py f(p) # o entonces existe un
entorno de p , E, tal que Vx € E, se verifica que

signo f(x) = signo f(p)
m Si f es continua en p y toma valores positivos y
negativos en todo entorno de p entonces f(p) =0
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Algunas funciones continuas conocidas

m La funcion constante f(x) = K es continua en todo R,
puesto que Vp € R, )lgr}af(x) =k=f(p)

m La funcion identidad f(x) = x es continua en todo R,
ya que vp € R, lim f(x) = p=f(p)

m Las funciones potenciales f(x) = x™ son continuas en
todo R, puesto que es un producto de funciones
continuas (x* = xx ...(W .. x)

m Las funciones polinomicas f(x) =ap+ ajx+ -+ apx™
son continuas en todo R, puesto que cada monomio es
un producto de funciones continuas, y el polinomio es

entonces una suma de funciones continuas
. . P .
m Las funciones racionales —Q((’;)) son continuas en todos

los puntos p donde Q(p) # 0
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Propiedades de las funciones continuas

Teorema (de Bolzano) Sea f una funcion real de variable
real continua en un intervalo cerrado [a, b] tal que
signo f(a) # signo f(b). Entonces, existe c € (a, b) tal que

Sfle)=0

Observacion: Geométricamente lo que este teorema indica
es que si la funcién es continua en el intervalo y en uno de
sus extremos esta por encima del eje de abscisas y en otro
por debajo, entonces la funcion corta al eje de abscisas en
algun punto entre ay b

—

a b
[ 1
' 0 \
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Propiedades de las funciones continuas

Teorema (de Darboux): Sea f una funcién real de variable
real continua en un intervalo cerrado [a, b] tal que
S(a) #f(b). Se verifica que:

Vk € (f(a),f(b)),3c € (a, b) tal que f(c) =k

Observacion: Este teorema es en realidad el mismo que el
anterior aplicado a la funciéon h(x) = f(x) — k

Teorema: Sea f una funcion real de variable real continua
en un intervalo cerrado [a, b], entonces | esta acotada en
[a, b] es decir existen numeros reales Ky k’ tales que:

Vxo € [a, b, K < f(x) < k'

Teorema (de Weierstrass) Sea f una funcion real de
variable real continua en un intervalo cerrado [a, b].
Entonces f alcanza el maximo y el minimo absoluto en

[a, b], es decir Jc, ¢’ € [a, b] tales que:

Vxo € la, bl, f(c') < f(x0) < f(c)
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Tema 8

Funciones (III): Derivabilidad

Derivabilidad de funciones
Teoremas fundamentales
Aplicaciones de la derivada
Aplicaciones de la segunda derivada

Extremos absolutos
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Tema 8

Funciones (III): Derivabilidad

Derivabilidad de funciones
Derivabilidad en un punto y funcién derivada
Interpretacion geométrica de la derivada
Propiedades de la funcién derivada
Ejemplos
Derivadas sucesivas
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Derivada en un punto

Definicion Una funcién real de variable real f : D — R
es derivable en un punto a € D si existe el siguiente
limite y es finito:

lim
h—O0

Sfla+h) —f(a)
h

O escrito de otro modo

o S0 —f(@)

X—a X—a

A dicho limite lo denominamos derivada de f en a y lo
denotamos f’(a)
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Derivadas laterales. Derivada por la izquierda

Segun la definicion de limite, para que exista f'(a),
deben existir los limites laterales (por la izquierda y
por la derecha), y ademas ser iguales. Formalizamos
esta cuestion con las siguientes definiciones

Definicion Una funcién real de variable real f : D — R
es derivable por la izquierda en un punto a € D si
existe el siguiente limite y es finito:

o Sla+h) —f(a)
h—0— h

o bien
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Derivadas laterales. Derivada por la derecha

Y analogamente

Definicion Una funcién real de variable real f : D — R
es derivable por la derecha en un punto a € D si existe
el siguiente limite y es finito:

Sfla+h)—f(a)

hlgg+ h
o bien
g S S (@)
x—at X—a
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Derivabilidad. Ejemplo
Estudiar la derivabilidad de la funcion

2x six<O0
JSlx) = .
x six>0

Veamos en primer lugar que f(x) es derivable en
cualquier punto a #0:

flath —f(@) . at+h-a

. . ! _ - —
Sla>O.f(a)—’111n})—h lim n
. . fla+h)—f(a) . 2(a+h)—2a
. f! _ _ _
Sla<0.f(a)—’11m(1) h }llr% h =2

El calculo de estos limites no depende de si

a—ht o a—h
Tema 8  Contenidos Indice
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Derivabilidad. Ejemplo

Veamos ahora la derivabilidad en el punto a=0:

h—O0 h ’

que en este caso depende de si h -+ 0" o h — 0:

- i SO SO) 2R
h—0— h h—0 h
B fim SO+ =S0) Ry
. h—O0t h h—0 h

Como los limites son distintos f no es derivable en
a = 0, no exite f’(0)
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Interpretacion geométrica de la derivada

Sea f: D — R, su tasa de variacion media (T.V.M.) en
un intervalo [a, b] C D viene dada por

variacién de f(x) f(b) —f(a) (b:g+h)w

variacion de x b—a h

) P ———
‘ /
| f(b)-f(a) |
Y |
______________ -
f(a) | 1
I |
| |
I b-a !

g | === ===- >

Esta expresion coincide con la tangente del angulo que
forma la recta que pasa por los puntos (a, f(a)) y

(b, f(b)) con el eje x, que es la pendiente de dicha recta
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Interpretacion geométrica de la derivada

Tomando limites en la expresion de la T.V.M cuando
b — a (o h — 0) obtenemos la expresion de la
definicion de derivada de f en el punto a

En cuanto a las rectas, al hacer b — a, el punto
(b,f(b)) se acerca a (a, f(a)), y la recta secante a f(x)
por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)), en el limite, es la
recta tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a))

/

/

q - D
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Interpretacion geométrica de la derivada

Tomando limites en la expresion de la T.V.M cuando
b — a (o h — 0) obtenemos la expresion de la
definicion de derivada de f en el punto a

En cuanto a las rectas, al hacer b — a, el punto
(b,f(b)) se acerca a (a, f(a)), y la recta secante a f(x)
por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)), en el limite, es la
recta tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a))

—
/

ge— b
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Interpretacion geométrica de la derivada

Tomando limites en la expresion de la T.V.M cuando
b — a (o h — 0) obtenemos la expresion de la
definicion de derivada de f en el punto a

En cuanto a las rectas, al hacer b — a, el punto
(b,f(b)) se acerca a (a, f(a)), y la recta secante a f(x)
por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)), en el limite, es la
recta tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a))

——
7
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Interpretacion geométrica de la derivada

Tomando limites en la expresion de la T.V.M cuando
b — a (o h — 0) obtenemos la expresion de la
definicion de derivada de f en el punto a

En cuanto a las rectas, al hacer b — a, el punto
(b,f(b)) se acerca a (a, f(a)), y la recta secante a f(x)
por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)), en el limite, es la
recta tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a))

7 s
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Interpretacion geométrica de la derivada

Tomando limites en la expresion de la T.V.M cuando
b — a (o h — 0) obtenemos la expresion de la
definicion de derivada de f en el punto a

En cuanto a las rectas, al hacer b — a, el punto
(b,f(b)) se acerca a (a, f(a)), y la recta secante a f(x)
por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)), en el limite, es la
recta tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a))

Concluimos asi que:

La derivada de la funciéon f : D — R en un punto
a € D, f'(a), coincide con la pendiente de la recta
tangente a la grdfica de f en el punto (a, f(a))
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Funcion derivada y derivadas de funciones
elementales

Definicion Una funcioén real de variable real f : D — R
es derivable en D si lo es en cada punto a € D

A la funcion f’: D — R que a cada x € R le asigna su
derivada en ese punto, f’(x), la denominamos
funcion derivada de f

Derivadas de funciones elementales

Jlx)=x" S0 =T

f(x) =senx f'(x) =cosx

f(x) =cosx f'(x) =—senx

Jx)=a* (a>0), (f(x)=e) J'Ix)=a*Ina, (f'(x)=e)
fx) =log, x (a>0), (f(x) =Inx) | f'(x) = tpa (X)) =13)
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Propiedades de la funcion derivada:

Propiedades Sean f,g: D — R funciones derivables en
D. Entonces:

B (f+9)(x)=S"(x)+3g'(x)

m (kf(x) =kf'(x)

m (f-9)(x) =f"(x)g(x) +f(x)g'(x)

. <f (X)>’ J'(x)g(x) — f(x)g’(x)
g(x)

Piing

Regla de la cadena Seanf:D—+Ryg:D'—»R
funciones reales de variable real tales que Im(f) C D’.
Consideramos la funcion compuesta gof:D — R.
Entonces:

(gof) (x)=g'(f(x)-f'(x)
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Derivadas. Ejemplos

(x4—|—7x2—5x—|—6),:4x3—|—14x—5

(e¥cosx)’ = eXcosx — e‘senx = e (cos x — sen x)

o]

sen x /_cosx‘2x—senx-(x2+1)
x2+1) (x2+1)2

(sen x3)' = cos x° - 3x2

(sen3x),:3sen2x-cosx
/ N 1,10 1
6] (\/)?) = <x2> = 5X2 = 5%

/
(Xz—l—l)* 2x _ X

T2V 41 T VK241

2

senx>’ cos? x + sen? x 1

/
H (tanx) :( = 5 = 5
Cos X cos? x cos? x
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Derivadas sucesivas

Definicion Sea f : D — R una funcion derivable en Dy
f’: D — R su funcién derivada. Si f’(x) es derivable en
un punto a € D definimos la derivada segunda de f en
a, y la denotamos f"'(a), como

f//(a) — lim f/(a+ h) _f/(a)

h—O0 h

Si existe f”(a) para todo a € D, entonces existe la
funcion derivada segunda de f en D:

f":D — R,dada por f"(x) = (f')/(x)

Sucesivamente definimos, si existen, las funciones
‘derivada tercera, cuarta,..., n-ésima’:

(nfyy _ poe SN+ R) = F T (X)
G S—

="' (x)
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Derivadas sucesivas. Ejemplos
Consideramos los mismos
(x4+7x2—5x+6)" =12x%2+ 14

- (e¥cosx)” = e¥(cosx—senx)+ e(—senx— cosx)
2
—2e*sen x
senx)” _ [—senx-2x+2cosx—cosx-(x2+1)—sen x-2x] (x2+1)2
X241 - (x2+1)*
__[cosx-2x—senx-(x®+1)12(x*>+1)-2x __ —(x*+8x2+1) cosx
2+1)* = P F1)3
"
(senx®)” = —9x* senx® + 6x cos x>

(sen®x) " —6senx-cos?x— 3sendx
—9_1_

1 o X —1
6] (\/;C) T 4x T 4Axyx
- " x2+1—% 1
7 1 — x“ 41 —
7] ( X+ ) X241 (x24+1)vx2+1
/I __ 2cosxsenx __ 2senx
E (tanx) - cos? x ~ cos3x
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Tema 8

Funciones (III): Derivabilidad

Teoremas fundamentales
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Derivabilidad y continuidad
Teorema Si f : D — R es derivable en un punto a € D,
entonces es continua en dicho punto

Observacion El reciproco no es cierto: una funcién
puede ser continua en un punto a y sin embargo no
existir f/(a)

Ejemplo

Consideremos la funcion

2x six <O
x six>0

Jx) =
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Derivabilidad y continuidad. Ejemplo

La funcion f(x) es continua en O ya que

lim f(x)=0= lim f(x) = (0)

x—0+ x—0~
Calculamos ahora f/(0) = lim w:
h—0
lim fO+ R —f(0) =lim—=2
h—0~ h h—0 h
fim SOV SO Ry
h—0+ h h—0 h

Como 2 # 1, no existe f’(0) y tendriamos

2 six<O
f’(X)z{

1 six>0
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Teorema de Rolle

Teorema Sea f : [a, b] — R una funcién continua en
[a, b] y derivable en (a, b). Si f(a) = f(b), entonces
existe un punto c € (a, b) tal que f’(c) =0

N f'(c)=0

f(a) = f(b) f(a)=f(b)

PO

PO
o
(W)
(3]
o

Observacion Vemos en la grafica que la recta tangente
en el punto (c, f(c)) es horizontal (derivada 0)
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Teorema del valor medio

Teorema Sea f : [a, b] - R una funcion continua en
[a, b] y derivable en (a, b). Entonces existe un punto
c e D tal que

a c b
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Regla de L'Hopital

Teorema Sean f,g: D — R dos funciones derivables en
un intervalo que contiene al punto a, salvo quizas en
el punto a, siendo ademas g(x), g’(x) # 0 en todos los
puntos de dicho intervalo. Supongamos que

)0 S0

*bag(x) 0 xsaglx) oo

Si existe )lcl_r)rél j;g; , entonces existe )lcl_rg % y ademas

lim S = lim S
x—ag(x) x—ag'(x)
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Regla de L'Hopital. Ejemplos

lim Inx
o1 1—%

Tenemos que hm lnx = %. Derivando numerador y

denommador.
1
= 1
lim>*=—=-1 = hmﬂ =—1
x— —1 —1 x— 1 —
lIim

x—v00 X1+7
— X i
Tenemos que lim x4 — = o Derivando numerador y

X—>00
denominador:
e* 00

Iim — = —
X—00 4x3 00

y podemos seguir aplicando el criterio sucesivamente
de modo que

lim = lim = lim — = lim —
= =00
x—00 AX3  x—o0 12X2  xso0 24X x—o00 24
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Tema 8

Funciones (III): Derivabilidad

Aplicaciones de la derivada
Crecimiento y decrecimiento de una funcién
Calculo de maximos y minimos
Concavidad y convexidad de una funcién. Puntos de
inflexion
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Funcion creciente

Definicion Sea una funcién f : D — R. f es creciente
en D si para cualesquiera x, y € D:

si x < y, entonces f(x) < f(y)

Si la desigualdad es estricta, se dice que f es
estrictamente creciente

Proposicion Sea una funcion f : D — R derivable en D.

fescrecienteen D <« f/(x)>0,VxeD

- ()
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Funcion decreciente

Definicion Sea una funcion f : D — R. f es decreciente
en D si para cualesquiera x, y € D:

si x < y, entonces f(x) > f(y)

Si la desigualdad es estricta, se dice que f es
estrictamente decreciente

Proposicion Sea una funcion f : D — R derivable en D.

f es decrecienteen D < f/(x)<0,VxeD

f(x) '
f'(x)
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Maximos y minimos de una funcion

Definicion Sea una funciéon f : D — R. f alcanza en un
punto a € D un maximo local o relativo si existe un entorno

de a, Eg4, tal que f(a) > f(x),Vx € E,ND

Definicion Sea una funcién f : D — R. f alcanza en un
punto a € D un minimo local o relativo si existe un entorno

de a, Eg4, tal que f(a) < f(x),Vxe€ E,ND

Definicion Sea una funcién f: D — R. Un punto a € D es
maximo global o absoluto de f en D si f(a) > f(x),Vx € D

Definicién Sea una funcién f : D — R. Un punto a € D es
minimo global o absoluto de f en D si f(a) < f(x),Vx € D

Definicién Sea una funcién f: D — R. Un punto a € D es
un extremo relativo (absoluto) de f si es un maximo o
minimo relativo (absoluto) de f
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Maxmos y minimos de una funcion. Ejemplo

Sea f:la,b]—>R

fx)

VNiVERSiDAD b SATAMANCA

B ay, maximo relativo
m a;, as minimos relativos
m b maximo absoluto
® a3z minimo absoluto
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Condicion necesaria de extremo local
Proposicion Sea una funciéon f : D — R derivable en a € D.
Si f(x) alcanza un maximo o un minimo relativo en a,
entonces f’(a)=0

Observaciones
m La tangente a la grafica de f(x) en un punto critico es
paralela al eje x (es horizontal), tiene pendiente O

m Para hallar los posibles extremos de una funcién habra
que resolver la ecuacion f'(x) =0

Ejemplo Posibles extremos de la funcion x3 — 2x? — 4x

4++1 4 2
f’(X)=3x24x4:O:>x:66+8:{ )

3

Luego los posibles extremos locales de f(x) son

2 2 40
2’ 2 = —8 ——, —_— = —_——
(2.5(2)=-8) y (3f<3> 27)
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Condicion necesaria de extremo local

Observacion La condicion necesaria de extremo local
no es suficiente

Ejemplo La funcién f(x) = x3 tiene un extremo local
en x =0, y f es estrictamente creciente en x = O por lo
que no tiene extremo en dicho punto

100
80
60
40
20
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Clasificacion extremos locales

Para saber si un punto critico es maximo o minimo
tenemos en cuenta lo siguiente:

m Si el punto (a, f(a)) es un maximo local de f(x), debe existir
un entorno de a, Eg4, en el que la funcion f(x) sea creciente a
la izquierda de a y decreciente a su derecha. Por lo tanto
debe ser:

{ Sf'(x)>0 parax€eE;yx<a

f'(x)<0 paraxe€E,yx>a

m Si el punto (a, f(a)) es un minimo local de f(x), debe existir
un entorno de a, E4, en el que la funcién f(x) sea decreciente
a la izquierda de a y creciente a su derecha. Por lo tanto debe
ser:
{ f'(x)<0 paraxcE;yx<a

f'(x)>0 paraxeE;yx>a
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Clasificacion de extremos locales. Ejemplo

Ejemplo En el @EIINE, f(x) = x> — 2x2 — 4x.
Observar que f'(x) = (x + 2)(x — 2) verifica:

m f/(x) >0 sixe (—oo,—2) (creciente)

mf(x)<0sixe (- % 2) (decreciente)

m f/(x) >0sixe(2,+00) (creciente)

Por lo tanto el punto (—%, %)

es un maximo local y el punto
(2,—8) un minimo local.
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Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion

Definicién Sea una funcién f: D - R. Seaa € Dy t(x) la
recta tangente a f(x) en el punto (a, f(a))

m f(x) es concava en a si existe un entorno de a, E4,tal
que t(x) > f(x) paratodo x € E,ND

m f(x) es convexa en a si existe un entorno de a, E,, tal
que t(x) < f(x) paratodo x € E;ND

m a € D es un punto de inflexion de f si existe un entorno
de a, Eg4, tal que t(x) < f(x) paraalgain x e E;N DYy
t(x) > f(x) para algan x € E; N D. En estos puntos la
funciéon pasa de concava a convexa o viceversa

) Concava Convexa Punto de Inflexion
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Tema 8

Funciones (III): Derivabilidad

Aplicaciones de la segunda derivada
Concavidad y convexidad y segunda derivada
Extremos relativos y segunda derivada
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Concavidad/convexidad y segunda derivada I

Proposicion Sea una funcién f : D — R que es
derivable hasta al menos el segundo orden en un
punto a € D:

m Si f(x) es concava en a, f’(x) es decreciente en a,
luego f”(a) <0

m Si f(x) es convexa en a, f'(x) es creciente en a,
luego f"(a) >0

m Si f(x) tiene un punto de inflexion en a, entonces

S"(a)=0
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Concavidad/convexidad y segunda derivada II

Los enunciados reciprocos de las afirmaciones de la
proposicion anterior se formalizan de la forma siguiente:

Proposicion Sea una funcion f : D — R que es derivable
hasta al menos el segundo orden en un punto a € D.

m f”(a) <0, entonces f(x) es concava en a
m f”(a) >0, entonces f(x) es convexa en a

B f”(a) =0 y f’(x) no cambia de signo en un entorno
de a, entonces a es un punto de inflexion

Observacion Si f tiene derivadas de orden superior al
segundo en a, la condicion que determina el punto de
inflexién es equivalente a que la primera derivada de f en a
de orden superior al segundo no nula es de orden impar
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Extremos relativos y segunda derivada.
Condicion suficiente

Proposicion Sea f : D — R una funcion real de variable
real. Si f tiene derivada segunda continua en un extremo
relativo a € D, entonces

f tiene en a un minimo
relativo estricto

m f’(a) >0 = {

S tiene en a un maximo

relativo estricto

m fla)<0 = {

m f’(a) =0,y existen derivadas de orden superior en a,
consideramos la primera distinta de 0, f(*(a) #0 :
m Si n es par, f(x) tiene en a un punto de inflexion
m Si n es impar, tiene un maximo relativo si f(*(a) < 0

y un minimo relativo si f(*(a) > 0
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Extremos relativos. Ejemplos

Ejemplo Determinar los extremos relativos de
S(x) =In(x*+1)

f’(x):xzzi:l:O# x =0 Punto critico
—2x%2+2
f”(x):m = f"0)=2>0

= en x =0 hay un minimo relativo estricto

-4 3 2 -1 1 2 3 4
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Extremos relativos. Ejemplos
Ejemplo Determinar los extremos relativos de
fx)=x*+2x3+1 ?

f(x) = 4x3 +6x2 = 4x? (x+§> =0

= x=0, x=-—3

-2 1 1
Puntos criticos \/

1

=f"(x)=12x* + 12x, f"(0)=0, f” (3) —9>0

En x= % hay un minimo relativo estricto y en x = 0 no se
sabe. Sin embargo,

F(x)=24x+12 = f"(0) =12 >0

luego en x =0 es punto de inflexion
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Extremos relativos. Ejemplos

Ejemplo Determinar los extremos relativos de
—x(x+1) six<O0
Jx) = .
e —1 six>0
Obsevar que f es continua en R porque

lim f(x) =f(0) =0= lim f(x)

x—0+ x—0—
Como
) —2x—1 six<O f
X =
e* six>0

no es derivable en x =0 porque

lim f'(x)=—1+# lim f'(x)=1

x—0+ x—0—

1

El tnico punto de derivada O es x = —;
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Extremos relativos. Ejemplos

Dado que:
—2 six<O0
1 x) =
ST {e" six>0
tenemos f” (—3) = —2 < 0 obtenemos que x =—3 es un

maximo relativo estricto.

Para estudiar qué pasa en x = 0, observamos que en un
entorno de O, (—e,¢€):

JO)<fle),  fl=e)<f(0), (e>0)

por lo que en x =0 hay un minimo relativo estricto

1/
—————
1

1
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Tema 8

Funciones (III): Derivabilidad

Extremos absolutos
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Extremos absolutos

Teorema de Weierstrass Sea f : [a, b] — R una funcion
continua definida en el intervalo cerrado [a, b]. Entonces
f(x) alcanza un maximo y un minimo absolutos en [a, b].

Observacion Dichos puntos pueden estar:

en los extremos del intervalo

en puntos del interior del intervalo en los que la
funcién es derivable (y se anula)

en puntos del interior del intervalo en los que la
funcién no es derivable

Caso Caso Casos .

[X)] T ———.

[
'
]
]
'
'
]
'
[
]
2

0 1
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Calculo de extremos absolutos

Para hallar los maximos y minimos absolutos de una
funcion continua f en un intervalo cerrado [a, b]:

Se hallan los puntos de [a, b] en los que f no es
derivable
Se hallan los puntos donde f’(x) se anula en (a, b)

Se hallan los valores de f(x) en todos los puntos
hallados y en los extremos del intervalo

El valor maximo corresponde al maximo absoluto
y el valor minimo al minimo absoluto
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Extremos absolutos. Ejemplo

Ejemplo Determinar los extremos absolutos en [—3,3] de

2°

xX3—38x+1 six<2
J(x) = .
—2x+7 six>2

Observar que f es continua en [—3, 3] porque

lim f(x)=3= lim f(x)=/1(2)

x—2+ xX—2—

Como

S'(x) =

3x2-3 six<2
-2 six>2

J no es derivable en x =2 porque

im f'(x) = =2 7# lim f'(x) =9

x—2+

El unico punto donde f’ se anula en (—3,3) es x=1
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Extremos absolutos. Ejemplo

De modo que los candidatos a extremos son:
X = —% (extremo intervalo) X = 3 (extremo intervalo)

x =2 (f no derivable) x=1 (f’ se anula)

Hallando los valores de f:

1 19
f<> =5 JB=L J@=3 Jj)=-1
se concluye que x =1 es el minimo absolutoy x=2 esel
maximo absoluto
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Tema 9

Funciones (IV): Representacion

grafica

Representacion grafica de funciones

Ejemplos
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Tema 9

Funciones (IV): Representacion

grafica

Representacion grafica de funciones
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Representacion grafica de funciones

Sea f : D — R una funcién real de variable real. Para
representar f hay que hallar

Dominio y continuidad

Es importante destacar los puntos en los que la
funcién no es continua pero existe al menos uno
de los limites laterales

Simetrias

Periodicidad

Cortes con los ejes

Asintotas y ramas parabélicas

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y
minimos

Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion
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Representacion grafica de funciones

Sea f : D — R una funcién real de variable real. Para
representar f hay que hallar

Dominio y continuidad

Simetrias

Hay que estudiar si la funcién es par:
Sf(x) =f(—x) -simétrica respecto del eje Y- o

impar: f(x) =—f(—x) -simétrica respecto del
origen de coordenadas-

Periodicidad
Cortes con los ejes
Asintotas y ramas parabdlicas

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y
minimos

Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion
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Representacion grafica de funciones

Sea f : D — R una funcién real de variable real. Para
representar f hay que hallar

Dominio y continuidad
Simetrias
Periodicidad

f es periodica si 3k € R tal que
flx+k)=f(x) Vxe D -e.g., funciones
trigonomeétricas-

Cortes con los ejes
Asintotas y ramas parabélicas

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y
minimos

Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion
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Representacion grafica de funciones

Cortes con los ejes
Para hallar los puntos de corte con el eje x se
resuelve la ecuacién f(x) =0

Para hallar el punto de corte con el eje y se halla
f(0) si0OeD

Observacion Puede haber uno, ninguno, varios
o infinitos puntos de corte con el eje X

Puede haber, como mucho, un punto de corte
con el eje Y
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Representacion grafica de funciones

Asintotas y ramas parabdlicas

X = a es asintota vertical por la izquierda de f si

lim f(x) =—c0 o lim f(x)=+o0

x—a— x—a—
X = a es asintota vertical por la derecha de f si

lim f(x) =—oc0 o lim f(x)=+o0

x—at x—at

Observacion Las asintotas
verticales se buscan en los
puntos de discontinuidad en
los que existe al menos uno de
los limites laterales
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Representacion grafica de funciones

Asintotas y ramas parabdlicas

Yy = b es asintota horizontal cuando

x ——oodefsi lim f(x)=a
X—r =400

y = b es asintota horizontal cuando
x —+oodefsi lim f(x)=a
X——00

Observacion Una funcion
puede tener, como mucho, una y

asintota horizontal en x - o'y
otra en x — —oo

il
o
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Representacion grafica de funciones

Asintotas y ramas parabdlicas

Cuando x — —o0

Si f satisface:
lim f(x)=—-c0oo0 lim f(x)=+co
X——00 X——00

i S0

X——00 X
entonces f tiene una rama
parabolica de eje horizontal
o eje OX
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Representacion grafica de funciones

Asintotas y ramas parabdlicas

Cuando x — —o0

Si f satisface
lim f(x)=—o00 0o lim f(x)=+oo
X—%—00 X——00

im 2%~ o lim M:Jroo

X——0o0 X xX——00 X

entonces f tiene una rama parabodlica de
eje vertical o de eje OY
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Representacion grafica de funciones

Asintotas y ramas parabdlicas

Cuando x — —o0

Si f verifica
lim f(x)=-0c0 0o lim f(x)=+oco
X——00 X——00

lim f(—x):m (m #0)

xX——o0 X

B lim (f(x)—mx)=n
N

lim (f(x)—(mx+n))=0 /
X——00
entonces Yy = mx+ n es asintota

oblicua de f
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Representacion grafica de funciones

Asintotas y ramas parabélicas

Analogamente cuando x — +oo

Observacion Si hay asintota horizontal u oblicua en
una direccién (x — —oo 0 x — +00), no puede haber
rama parabodlica en dicha direccion
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Representacion grafica de funciones

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y
minimos

m Si f es derivable

m f es estrictamente creciente en los intervalos I
enlos que f'(x)>0 Vxel

m f es estrictamente decreciente en los intervalos I
enlos que f/(x)<0 Vxel

m Los puntos criticos de f, esto es, los puntos en
los que f’(x) =0, pueden ser maximos o
minimos relativos o puntos de inflexion

VN iV ERSiD‘\D D S’\LT\M’\NCA Curso Cero de Matematicas Tema 9 Contenidos Indice Pag. 219



Representacion grafica de funciones

Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion

m Si f es dos veces derivable

m f es estrictamente convexa en los intervalos I en
los que f”(x) >0 Vxel

m f es estrictamente concava en los intervalos I en
los que f’(x)<0 Vxel

m Los puntos en los que se anula la derivada
segunda y la funcién pasa de concava a convexa
o viceversa son puntos de inflexion
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Tema 9

Funciones (IV): Representacion

grafica

Ejemplos
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2

Ejemplo. Grafica de f(x) = 25— (I)

m Dom(f)=R—{-1,1}

m [ es continua en todo punto de su dominio
m f es par -simétrica respecto del eje Y-

m f no es periddica

m Punto de corte con los ejes (0, 0)

m Crecimiento y decrecimiento

f'lix)=0 & x=0

En la siguiente tabla se estudia el signo de f’(x) en los
intervalos correspondientes

(—oo0,—1) | (-1,0) | (0,1) | (1,+o00)
J'(x) + + - -
J(x) T T 1 1
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Ejemplo. Grafica de f(x) = X (11)

x2—1

m ®m f es estrictamente creciente en (—oco, —1)U(—1,0) y
estrictamente decreciente en (0, 1) U (1, +00)

B En x =0 hay un maximo relativo

m Concavidad y convexidad

v 6x2+2
J'(x) = 1P

f"(x) #0 VxeDom(f)

En la siguiente tabla se estudia el signo de f”(x) en los
intervalos correspondientes

(—o0,—1) | (-1,1) | (1,+00)
N ¥
Sf(x) U N U
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Ejemplo. Grafica de f(x) = X;‘—il (IIT)

m m f es estrictamente convexa en (—oo, —1)U (1, +00) y
estrictamente concava en (—1, 1)
m No hay puntos de inflexion

m Asintotas verticales

x=-1 : lim f(x) = +oco, lim f(x)=—c0
x——1- x——1+

x=1 : lim f(x) =—0c0, lim f(x)=+o0
x—1— x—1+

m Asintotas horizontales

y=1 six— —o0: lim f(x)=1
X——00
y=1 six—+o0: ngmf(x):l
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2

Ejemplo. Grafica de f(x) = 2~ (IV)

I
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Ejemplo. Grafica de f(x) = e+ (I)

m Dom(f)=R

m [ es continua en todo punto de su dominio
® f no es par ni impar

m [ no es periddica

m Punto de corte con los ejes (0, 1)

m Crecimiento y decrecimiento
S = (1—2x)e

f'lix)=0 & x:%

En la siguiente tabla se estudia el signo de f’(x) en los
intervalos correspondientes

(—00.3) | (5.+00)
J'(x) + -
J(x) T |
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Ejemplo. Grafica de f(x) = e+ (1)

. . 1
m = f es estrictamente creciente en (—o0, 3) ¥

estrictamente decreciente en (3, +o0)

B En x= % hay un maximo relativo

m Concavidad y convexidad

S7(x) = (4x% — 4x + 1)e ¥+
1++v2 1-v2

2 °X*T 7

f"x)=0 & x=

En la siguiente tabla se estudia el signo de f”(x) en los
intervalos correspondientes

(—oo, 172\/5) (172\/5, 1+2\/§) (172ﬂ,+00>
" + - +
J}(()S) U N U
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Ejemplo. Grafica de f(x) = e +x (III)

m ® f es estrictamente convexa en
(—oo, 1_2‘/5) U (1%@ —i—oo) y estrictamente concava
1-v2 1+V2
en (152, 1)

m En x=152 yen x=152 hay puntos de inflexion

m Asintotas verticales: No hay

m Asintotas horizontales

y=0 six— —oco: lim f(x)=0
X——00
y=0 six— +o0: Xl_lgloof(x) =0
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Ejemplo. Grafica de f(x) = e ™ (IV)
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Ejemplo. Grafica de f(x) =In*tL (I)

m Dom(f)= (—o0, —1) U (0, +o0) (valores tales que *:! > 0)

m [ es continua en todo punto de su dominio

® f no es par ni impar

m [ no es periddica

m Punto de corte con los ejes: No hay

m Crecimiento y decrecimiento

S'(x) =

1

Cx(x+1)

f'(x) #0 Vx e Dom(f)

En la siguiente tabla se estudia el signo de f’(x) en los

intervalos correspondientes

(—OO, _1)

(0, +00)

J'(x) -

J(x) 1

7
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Ejemplo. Grafica de f(x) = In*:! (II)

m ®m f es estrictamente decreciente en todo su dominio
m No hay extremos

m Concavidad y convexidad

_ 2x+1
CxX2(x+1)2

f"x)=0 < x:—%gé Dom(f)

S"(x)

En la siguiente tabla se estudia el signo de f”(x) en los
intervalos correspondientes

(—o0,—1) | (0, +o0)
- ‘
J(x) N U
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Ejemplo. Grafica de f(x) = In*t! (III)

m =m f es estrictamente convexa en (0, +c0) y
estrictamente concava en (—oo, —1)
m No hay puntos de inflexion

m Asintotas verticales

x=-1 : lim f(x)=—c
x——1—

x=0 : lim f(x)=+o0
x—0+

m Asintotas horizontales

y=0 six— —oc0: lim f(x)=0
X——00
y=0 six— +o0: Xgrfmf(x) =0
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Ejemplo. Grafica de f(x) = In*t! (IV)
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Tema 10

Elementos basicos de integracion

Integral indefinida

Métodos de integracion

Funciones integrables Riemann. La integral definida
Integrales impropias

Aplicacion: la funcion Gamma
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Tema 10
Elementos basicos de integracion

Integral indefinida
Funcion primitiva
Definicién de integral indefinida
Propiedades e integrales inmediatas
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Concepto de funcion primitiva

Definicion Sea f : D — R una funcién real de variable
real definida en un conjunto D C R. Se llama funcion
primitiva de f en D a otra funcion F : D — R, tal que

Ejemplos

m Una primitiva de f(x) = % es F(x) = Inx porque
F/(x) = L = f(x)

m Una primitiva de cos x es F(x) = sen x porque
F'(x) = cos x = f(x).
Otra primitiva seria G(x) = senx + C, donde C es
una constante, dado que G’(x) = f(x)
independientemente del valor de C
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Integral indefinida

Propiedad Si F(x) y G(x) son primitivas de una
misma funcién f(x), entonces difieren en una
constante, esto es, G(x) = F(x) + C, con C constante

Definicion Al conjunto de primitivas de una funcién
f(x) lo denotamos como

[0 ax

y lo denominamos integral (indefinida) de f(x)

Asi, si F(x) es una funcién primitiva de f(x),
Jf(x) dx=F(x)+C

siendo C cualquier ntimero real
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Propiedades e integrales inmediatas

Sean f,g: D — R dos funciones con primitiva en D C R
y A € R. Entonces:

o | U+ glxl) dx = [0 ot [ gl ax

[ J)\f(x) dx:)\Jf(x) dx

Una integral inmediata se deduce directamente de
las reglas de derivacion. Destacamos las siguientes:

. X1 1
x”dx:n+l+C(n7é—1) ;dlenlxl—l—C
Jnexdx:ex%—c Jnaxdx:mlaa"JrC(a>O)
hsenxdx:—cosx+C Jhcosxdx—senx—l—c

o .
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Tema 10

Elementos basicos de integracion

Métodos de integracion
Integracion por sustitucion o cambio de variable
Integracion por partes
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Integracion por sustitucion o cambio de
variable

Consiste en hacer un cambio de variable que
transforme la integral en otra que resulte conocida o
mas sencilla

Proposicion Sea x = ¢(t) una funcién derivable
respecto de t, de modo que dx = ¢’(t) dt. Entonces:

Jf(x) dx:Jf((p(t))cp’(t) dt
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Integracion por sustitucion. Ejemplos

n J(Zx +3)3 dx

t=2x+3 dt
= |(2x+3)%dx=|t® - =
{dtzzdx} J( ) 2
1(.5 1ttt
y deshaciendo el cambio
4
J(2x+3)3dx:(2x;r3)+c
lesenxzdx
t=x?
éstenxzdx:Jsentdt:
dt =2x dx 2
1 —cos x?
—5(—cost)+C—T+C
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Integracion por sustitucion. Ejemplos

IJ\/2x+7dx
t2=92x+7
= |V2x+7dx=|ttdt=
{thtzzdx} J X J
3 /
:Jtzdt:t+cz(2x+7) X7 ¢
3 3
J 2x + 1
X2 +x+17

t=x>+x+17 J 2x + 1 Jdt
= | g dx= |- =
dt = (2x+ 1) dx X2+ x+17 t
=Int=In(x®2+x+17)+C

Observacion Los resultados pueden comprobarse calculando las

derivadas de las soluciones
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Aplicacion del método de integracion por
sustitucion

En la tabla de integrales inmediatas tenemos:
1
J —dx=In|x|+C
X
Haciendo el cambio x = ¢(t), dx = @/(t) dt:

J'(p%t)(p'(t) dt = Ino(t)] + C

y en la notacion habitual, con la variable x y llamando
a la funcién f:

1 S
—f(x) dx = J dx =In|f(x)|+ C
J(x) J(x)

Si repetimos este proceso en cada una de las

integrales inmediatas, obtenemos la tabla que aparece

en la siguiente pagina
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Aplicacion del método de integracion por

sustitucion
n .1 (P(x)n+1
e(x)" @' (x) dx = T +C
@'(x)
dx =In|e(x)|+C
o1x) o)

¢’ (x) sen(p(x)) dx = —cos(¢(x)) + C

" ¢@’(x)cos @(x) dx = sen(¢(x)) + C
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Integracion por partes

Este método permite el calculo de la integral de
productos de funciones, mediante la siguiente
formula:

Judv:uv—Jvdu

Observacion Dado que tenemos
(ulx) v(x))" = w’(x) v(x) + ulx) V' (x),
entonces

/

u(x)v'(x) = (ulx)v(x))'—u'(x) v(x) = udv=d(uv)—vdu

E integrando en ambas partes:
Judv:J [d(uw) —vdu] = uv—Jvdu
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Integracion por partes. Ejemplos

m |Inxdx =Judv

J

Consideramos u = Inx y dv = dx de modo que:

Inxdx = uv—Jvdu :lnx~x—Jx%dx:1nx~x—x+C

J

[ 4 u=Inx = du=1dx
[ xlnxdx=Judv A
dv=x%dx = v=%

4 4
:>Jx31nxdx: uv—Judu =Ilnx i—Jildx
4 4 x

x* 1 1 x*
-~ 1n _71 _ -

1 nx— 4dex nx 44+C
_X

4 1
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Integracion por partes. Ejemplos

u=x = du=dx
'Jxexdx_JudU {dv—exdx S pe e }

:>Jxexdx: uv—Jvdu:xex—Jexdx
=xe¥—e*+C=¢€e"(x—-1)+C
dv=cosxdx = v=senx

-chosxdx=Judv{u_x = du=dx }

= chosxdx: uv—Jvdu :xsenx—Jsenxdx

=xsenx— (—cosx)+ C=xsenx+cosx+ C
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Tema 10

Elementos basicos de integracion

Funciones integrables Riemann. La integral definida
Definicion de integral definida
Calculo de integrales definidas
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Suma inferior

Sea f : [a, b] — R definida y continua en todo el
intervalo [a, b]. Consideramos una particién del
intervalo, estoes, P={xp = a, x1,...,Xn = b}

Definicion Llamamos suma inferior de f asociada a la
particion P, a
n
SUfLP) =) milx—xi1)
i=1
donde m; = min{f(x), x € [x;_1,x]}.
1

1

S O B

1 1
4 2

1 1 3 1
F 2 1

n=>5 n=10 n=20
VNiVEKSiDAD D SALT\MT\NCA Curso Cero de Matematicas Tema 10 Contenidos Indice Pag. 249



Suma superior

Sea f : [a, b] — R definida y continua en todo el
intervalo [a, b]. Consideramos una particion del
intervalo, esto es, P, ={xp = a, xy,...,xn, = b}

Definicion Llamamos suma superior de f asociada a
la particion P a

SU, Pn) = Z M;(x — xi—1)

donde M; = max{f(x), x € [xifl, xil}.
1 1 1

S )
= B

B O B

]

1
)

f 1 1

I b
n=>5 n= 1 0 n=20
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Suma inferior/ superior. Ejemplo

Sea f(x) = /1 —(x—1)2. El area sombreada es F

(¢ Por que?]. Calcularemos las sumas inferiores y
superiores asociadas a particiones con puntos
equiespaciados

~ 0.785398

Lo OS]

|—
o
o
SN
=

S(_f’ Pn)

NN

ENUSN
N =
I

p—

S =y/1—-(x—-1)2
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Suma inferior/superior. Ejemplo

Sea f(x) = /1 —(x—1)2. El area sombreada es J

(¢ Por que?). Calcularemos las sumas inferiores y
superiores asociadas a particiones con puntos

equiespaciados
1
. s
3 Area = — ~ 0.785398
4 4
3 Po | SU,Pa)| S, P
5 0.659262

-

1
4

s(f, Ps) = 0.659262
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Suma inferior/superior. Ejemplo

Sea f(x) = /1 —(x—1)2. El area sombreada es J

(¢,Por que?). Calcularemos las sumas inferiores y
superiores asociadas a particiones con puntos

equiespaciados
1
. s
3 Area = — ~ 0.785398
4 4
3 P | s(f,Py)| S P
1 5 0.659262 | 0.859262
1
ORI

S(f, Ps) = 0.859262
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Suma inferior/superior. Ejemplo

Sea f(x) = /1 —(x—1)2. El area sombreada es J

(¢ Por que?). Calcularemos las sumas inferiores y
superiores asociadas a particiones con puntos
equiespaciados

Area = :I[ ~ 0.785398

I

=

Pn s(f. Pr) S(f, Pn)
5 0.659262 | 0.859262
10 0.726129

-

1
4

s(f, P1o) = 0.72613
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Suma inferior/superior. Ejemplo

Sea f(x) = /1 —(x—1)2. El area sombreada es J

(¢,Por que?). Calcularemos las sumas inferiores y
superiores asociadas a particiones con puntos

equiespaciados
! =
3 7777 Area = 7 ~ 0.785398
3 Po | sUP)| SU.Py)

5 0.659262 | 0.859262
0.726129 | 0.826129

.
—
o

o=
N
—

1
4

S(f, P1o) = 0.859262
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Suma inferior/superior. Ejemplo

Sea f(x) = /1 —(x—1)2. El area sombreada es J

(¢ Por que?). Calcularemos las sumas inferiores y
superiores asociadas a particiones con puntos
equiespaciados

Area = :I[ ~ 0.785398

I

=

Py s(f, Pn) S(f, Pn)
5 0.659262 | 0.859262
10 0.726129 | 0.826129
20 0.757116

-

1
4

S(f, on) =0.757116
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Suma inferior/superior. Ejemplo

Sea f(x) = /1 —(x—1)2. El area sombreada es J

(¢,Por que?). Calcularemos las sumas inferiores y
superiores asociadas a particiones con puntos

equiespaciados
1 T
7]
3 A Area = ~ 0.785398
4 7? T4 -
3 Po | sf.Pa)| SUf.Pn)
1 5 0.659262 | 0.859262
4 10 | 0.726129 | 0.826129
20 | 0.757116 | 0.807116
1 1 3 1
4 2 4

S(f, P2o) =0.807116
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Suma inferior/superior. Ejemplo

Sea f(x) = /1 —(x—1)2. El area sombreada es J

(¢,Por que?). Calcularemos las sumas inferiores y
superiores asociadas a particiones con puntos
equiespaciados

7t

Area = ke 0.785398

R ]

=

P s(f, Pn) S(f, Pn)
5 0.659262 | 0.859262
10 0.726129 | 0.826129
20 0.757116 | 0.807116
100 | 0.780104

NN

1 1 3
4 4

S(f, PlOO) =0.780104
VNiVERSiD?\D D SAL‘\M’\NC’\ Curso Cero de Matematicas Tema 10 Contenidos Indice Pag. 251



Suma inferior/superior. Ejemplo

Sea f(x) = /1 —(x—1)2. El area sombreada es J

(¢,Por que?). Calcularemos las sumas inferiores y
superiores asociadas a particiones con puntos

equiespaciados
) T
Area = 1 ~ 0.785398
3 P, s(f.Py) | S Pn)
1 5 0.659262 | 0.859262
4 10 0.726129 | 0.826129
|‘ 20 | 0.757116 | 0.807116
% % 1 100 | 0.780104 | 0.790104

S(f, P1oo) = 0.790104
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Suma inferior/ superior. Ejemplo

Sea f(x

=+/1—(x—1)2. El area sombreada es

7'_5

(¢ Por que?]. Calcularemos las sumas inferiores y

superiores asociadas a particiones con puntos

equiespaciados
1
3 Area = © ~ 0.785398
Z ca = Z ~ U.
3 P, s(f.Pa) | SUf.Pn)
| 5 0.659262 | 0.859262
4 10 0.726129 | 0.826129
20 0.757116 | 0.807116
ﬁ i % 1 100 | 0.780104 | 0.790104
B 1000 | 0.784889 | 0.785889
Jx)=4/1—(x—1)2
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Funciones integrables Riemann. La integral
definida

Observacion En el ejemplo anterior se observa:
s(f, Pn) < Area < S(f, P,)

De hecho, se puede demostrar que si f es continua y
acotada el limite de ambas sumas cuando n — oo
coincide. Esto permite introducir la integral definida

Teorema Si f : [a, b] — R es una funcion continua y
acotada en [a, b], entonces

lim s(f, P,) = lim S(f, Pn)

n—oo n—oo
Decimos entonces que f es integrable-Riemann (o
simplemente integrable) en [a, b]. Ese valor lo
denominamos integral de f en [a, b], y se denota por

b
S(x) dx
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Calculo de integrales definidas

Regla de Barrow Sea f : [a, b] — R una funciéon
acotada en [a, b]. Si f es continua en [a, b] y

F:[a, b] — R es una funcion primitiva cualquiera de
f(x) en [a, b], entonces

b b
[ o0 ax = [F(x)] — F(b)— F(a)

Interpretacion geométrica

f(x)

J; bf(x) ax

a b
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Integral definida. Ejemplos

1
-J (x3—3x2+2x—1)dx
—1

1
=1 x®=8x2+2x—1)dx= [F(x)]
—1

;ﬁ
—

—1
3 2

ST P N
4 73 72 o

1 1
——1+1-1)—(-+1+1+1)]= -4
(3-1+1-1)-(3+1+141)

1
IJ e* dx
0
1 1 1
#J e“dx = [F(x)} [ex] —e—e'=e—1
0 0 0
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Integral definida. Ejemplos

4 t:2 9
lex/x2+9dx { o }

0 dt = 2x dx

:>Jxx/x2+9dx:J tg

2
3
1t V(X2 +9)3
—ig-irc—#JrC
Asi:
4 4 /(2 31?
Jxx/x2+9dx— [F(x)] :[ (x3+9)
0 0 o
_25\/25_9\@_ %
-3 3 3
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Tema 10

Elementos basicos de integracion

Integrales impropias
Integrales impropias de primera especie
Integrales impropias de segunda especie
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Integrales impropias de primera especie

Sea f:D — R con D C R una funcion integrable en
cada intervalo [a, x] con x > a

Se llama integral impropia de primera especie de f
sobre [a, +00), [ f(x) dx, al limite

JOO f(x)dx= lim JX f(t) dt

a X—+00 |4

si dicho limite existe. En este caso se dice que la
integral es convergente. Si este limite no existe, se dice
que la integral es divergente

Igualmente, se analiza

Jboo f(x)dx = lim Jb f(t)dt

X——00 x
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Integral impropia de primera especie. Ejemplo

Calculemos la siguiente integral impropia

“+00 1 X 1
Calcularemos J —3 dx = lim J =5 dt

Como F(t) = % cumple F'/(t) = t% en cualquier t > 0,

+o00
1 . x
z J, =t [F0]

| = lim (F(x)—F(1))

X—r+00

— lim ;1_ _l _ l
1 2 3 T x5 oo \ 2x2 2 9

Area calculada
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Integrales impropias de segunda especie

Sea f:(a,b] C R — R una funcion 1ntegrable en todo
[x, b] para x € (a, b] (existe fxf t. Vx € (a,bl), que
no esta acotada a la derecha de a.

Se llama integral impropia de segunda especie de f en
bl, [2f(x)dx, al limite

b b b
J S(x)dx = lim J S thJ S(x) dx
a x—=at |y at

si dicho limite existe
Igualmente se analiza
=

f(t) at EJ F(x) dx

a

(‘- [

a a
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Integral impropia de segunda especie. Ejemplo

Calculemos la siguiente integral impropia:

LS|
Jo 1—x
Es una integral impropia de segunda especie pues
lim \/1T = 400. Como F(x) = —2/1 — x cumple
x—1

F'(x) = \/ﬁ en [0, 1), procedemos

LI | L |
10 J ———dx = limJ dt
0 1—x x—1 1—t

) = hm { 2v'1 — }
= hrr} (—2v1—x—(—2v1-0))
X—
5 0 ] =lm(2—-2v1—x
2 x—>1

Area calculada
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Tema 10

Elementos basicos de integracion

Aplicacion: la funcion Gamma
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Aplicacion: la funcion Gamma

La funcion Gamma, I': (0, +o0) — R, se define como:

I'(x) :J t“le tdt
o+

Propiedad I'(x + 1) = xT'(x), para todo x > O

Demostracion Por definicion
—+00

I'x+1) —J tfe tdt
o+

e integrando por partes con u = t*y dv = e ' dt:

+o00 +o00
MNx+1)= [— t"e_t} —i—J e txtldt

o+ o+
Como lim (—t¥e ! =0y lim (—t¥e %) =0:
t——+o0 t—0+
+o0

Mx+1) =x e 't ldt = xT(x)
+
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Indice I

A
Acotada (funcion)
Acotado (conjunto)
Adjunto (matriz)
Antiimagen
Asintota
Horizontal
Oblicua
Vertical

B
Barrow (regla)
Bases canonicas

(o]

Concava (funcion)
Combinacion lineal
Composicion (funciones)
Conjugado

Continuidad
Continuidad lateral
Convexa (funcion)
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Indice II

Cota inferior
Cota superior
Cramer (regla)

D
Dependencia lineal
Derivable (funcion)
Derivada

Funciones elementales

En un punto

Interpretacion geomeétrica

Lateral

Orden superior

Propiedades

Regla de la cadena
Descartes (regla de signos)
Desigualdad triangular
Determinante

Calculo

Definicion
Discontinuidad esencial
Discontinuidad evitable
Distancia
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Indice III

Divisor
Dominio
E
Ecuacion
Bicuadrada
Lineal
Segundo grado
Eliminacién gaussiana
Emparedado (criterio)
Entorno
Exponencial (funcion)
Extremo (Axioma)
Extremo inferior (funcion)
Extremo superior (funcion)
Extremos absolutos
Calculo
Definicion
Extremos locales/relativos
Condicién necesaria
Condicion suficiente
Definicion
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indice IV

F

Funciéon
Acotada
Coéncava
Composicion
Convexa
Creciente
Decreciente
Definicion
Dominio
Grafica
Imagen
Impar
Inversa
Inyectiva
Monoétona
Par
Recorrido

G
Gamma (funcion)
Grafica (funcion)
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Iindice V

I
Imagen
Independencia lineal
Indeterminacion
Tipo O -
Tipo 0/0
Tipo 0°
Tipo 1%
Tipo co — oo
Tipo co/o0
Tipo co®
Indeterminaciones (limites)
Infimo
Integral
Definida
Impropia la especie
Impropia 2a especie
Indefinida
Riemann
Intervalo
Inyectiva (funcion)
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Indice VI

L

L’'Hopital (regla)
Limite

Limites infinitos
Limites laterales
Limites (aritmética)
Logaritmo (funcion)

M
Maximo
Maximo absoluto (funcion)
Maximo relativo (funcion)
Meétodos de integracion
Inmediatas
Por partes
Sustitucion/cambio de variable
Multiplo
Minimo
Minimo absoluto (funcion)
Minimo relativo (funcion)
Matriz
Inversa (calculo)
Inversa (definicion)
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Indice VII

Producto
Suma
Tipos
Transpuesta
Menor (matriz)
Monoétona (funcion)
Monomio
Multiplicidad algebraica (raiz)

N

Numero
Complejo
Entero
Imaginario
Irracional
Natural
Primo
Racional
Real

P
Par/impar (funcion)
Periodicidad (funciones)
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indice VIII

Plano complejo
Polinomio
Definicion
Division
Factorizacion
Monomio
Multiplicaciéon
Multiplicidad algebraica
Raiz
Suma/resta
Primitiva (funcion)
Punto de inflexion

R

Raiz (polinomio)

Rama parabolica
Eje horizontal
Eje vertical

Rango (matriz)
Calculo
Definiciéon

Recorrido

Regla de la cadena
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Indice IX

Relacion
Binaria
Orden
Resolucién sistema lineal
Sistema compatible determinado
Sistema compatible indeterminado
Ruffini (regla)

S

Simetrias (funciones)
Suma inferior

Suma superior
Supremo

T
Tasa de variacion media (TVM)
Teoria divisivilidad
Teorema
Barrow
Bolzano
Darboux
Factorizacion (niumeros)
Fundamental del Algebra
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Indice X

L'Hopital

Resto

Rolle

Rouche Frobenius
Valor medio
Weierstrass

v

Valor absoluto

Vector
Modulo
Producto escalar
Producto por escalar

Suma
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