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Derivada en un punto

Definicion Una funcion real de variable real f : D — R
es derivable en un punto a € D si existe el siguiente
limite y es finito:

lim
h—O0

Sfla+h)—f(a)
h

O escrito de otro modo

e L0 S (@)

x—a xX—a

A dicho limite lo denominamos derivada de f en a y lo
denotamos f’(a)
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Derivadas laterales. Derivada por la izquierda

Segun la definicion de limite, para que exista f'(a),
deben existir los limites laterales (por la izquierda y
por la derecha), y ademas ser iguales. Formalizamos
esta cuestion con las siguientes definiciones

Definicion Una funcion real de variable real f : D — R
es derivable por la izquierda en un punto a € D si
existe el siguiente limite y es finito:
ey Ja+ R —f(a)
h—0— h

o bien
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Derivadas laterales. Derivada por la derecha

Y analogamente

Definicion Una funcién real de variable real f : D — R
es derivable por la derecha en un punto a € D si existe
el siguiente limite y es finito:

i Ja+ ) —f(a)
h—0* h

o bien
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Derivabilidad. Ejemplo
Estudiar la derivabilidad de la funcion

f(x) 2x six<O
X =
X six>0

Veamos en primer lugar que f(x) es derivable en
cualquier punto a #0:

fla+h)—f(a) ima—i—h—a:1

Sia>0:J(a) = fim=————— = Im —F

flath—fla) _ .

. . ! . - —
Sta<0:f(a) = Jim h oo h

El calculo de estos limites no depende de si

a— h" 0 a— h™
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Derivabilidad. Ejemplo

Veamos ahora la derivabilidad en el punto a=0:

h—0 h

s

que en este caso depende de sih — 0" o h — 0:

-1 1 lim f(0+h)—f(0):hm%:2
h—0- h h—0 h
) fim JOFM=SO) _ h
. h—0+ h h—0 h

Como los limites son distintos f no es derivable en
a = 0, no exite f/(0)
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Interpretacion geométrica de la derivada

Sea f: D — R, su tasa de variacion media (T.V.M.) en
un intervalo [a, b] C D viene dada por

variacion de f(x) _ f(b) —f(a) (b=a+n) fla+h) —f(a)

variacion de x b—a h

fﬁ’) ______________ /
1
ff(b)—f(a) /
Y 1
______________ -
f(a) | 1
1 1
1 1
| b-a !

a |l ®=-=-=-=--- =

Esta expresion coincide con la tangente del angulo que
forma la recta que pasa por los puntos (a, f(a)) y

(b, f(b)) con el eje x, que es la pendiente de dicha recta
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Interpretacion geométrica de la derivada

Tomando limites en la expresion de la T.V.M cuando
b — a (o h — 0) obtenemos la expresion de la
definicion de derivada de f en el punto a

En cuanto a las rectas, al hacer b — a, el punto
(b,f(b)) se acerca a (a, f(a)), y la recta secante a f(x)
por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)), en el limite, es la
recta tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a))

/

/

q -=————— )
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Interpretacion geométrica de la derivada

Tomando limites en la expresion de la T.V.M cuando
b — a (o h — 0) obtenemos la expresion de la
definiciéon de derivada de f en el punto a

En cuanto a las rectas, al hacer b — a, el punto
(b,f(b)) se acerca a (a, f(a)), y la recta secante a f(x)
por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)), en el limite, es la
recta tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a))

Concluimos asi que:

La derivada de la funcién f : D — R en un punto
a € D, f'(a), coincide con la pendiente de la recta
tangente a la grdfica de f en el punto (a, f(a))
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Funcion derivada y derivadas de funciones

elementales

Definicion Una funcién real de variable real f : D — R
es derivable en D si lo es en cada punto a € D

A la funciéon f': D — R que a cada x € R le asigna su
derivada en ese punto, f’(x), la denominamos

funcion derivada de f

Derivadas de funciones elementales

Slx)=x" ) =mnx T

f(x) =senx f’(x) =cosx

f(x) =cosx f'(x) =—senx

Jx)=a* (a>0), (flx)=e) J'(x)=a*lna, (f'(x)=e)
S) =log,x (a>0), (f(x) =Inx) | f'(x) = t5g () =1)

VNiVERSiDAD b SALAMANCA

Curso Cero de Matematicas

Pag. 12




Propiedades de la funcion derivada:

Propiedades Sean f, g: D — R funciones derivables en
D. Entonces:

B (f+9)(x)=S"(x)+g'(x)

m (kf(x)) =kf'(x)

m(f-g)(x)=f"(x)glx)+f(x)g'(x)

. (f (X))’ _ f'(X)g(x) — f(xX)g'(x)
g(x)

Regla de la cadena Seanf:D —+Ryg:D' — R
funciones reales de variable real tales que Im(f) C D’.
Consideramos la funcion compuesta go f:D — R.
Entonces:

(gof) (x) =g (f(x)) - f'(x)
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Derivadas. Ejemplos

(x4+7x2—5x+6)/:4x3+ 14x—5
B (e‘cosx)’ = e¥cosx — eXsenx = e* (cos x — sen x)
senx )’ cosx-(x2+1)—senx-2x
x2+1) (x2 4 1)2
(senx?®) "~ cosx3 - 3x2
(sen® ) = 3sen? x - cos x
/ A U S |
A (vx) = ( > =3X2 =5
/ 2x _ X
[ ( 1) 2vx2+1 ~ Vx2+1
sen x cos?x+sen?x 1
tanx)' = ( )
B ( ) Ccos X cos? x ~ cosZx
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Derivadas sucesivas

Definicion Sea f : D — R una funcion derivable en Dy
f’: D — R su funcién derivada. Si f’(x) es derivable en
un punto a € D definimos la derivada segunda de f en
a, y la denotamos f"'(a), como

f//(a) — lim f/(a+ h) _f/(a)

h—0 h

Si existe f”(a) para todo a € D, entonces existe la
funcion derivada segunda de f en D:

f"”:D — R,dada por f"(x) = (f')/(x)

Sucesivamente definimos, si existen, las funciones
‘derivada tercera, cuarta,..., n-ésima’:

50 = pim L R )

= ("%
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Derivadas sucesivas. Ejemplos
Consideramos los mismos
(x4+7x2—5x+6)” =12x%+ 14

- (e¥cosx)” = e*(cosx—senx)+ e*(—senx— cosx)
2
= —2e*senx
senx )’ _ [=senx:(x®+1)+2xcos x—cos x-2x—sen x-2] (x>+1)2
X2+ - (x2+1)%
__[cosx-(x®+1)—senx-2x]2(x*>+1)-2x _  —(x*—4x>+3) senx—4x(x>+1) cos x
(x2+1)% - (x2+1)38
"
(senx®)” = —9x* senx® + 6x cos x>

12
(sen®x)” =6senx-cos? x — 3sen®x
_9_1_
—1

B (v =25 =

x2+1—

1 _x2
/2 _ X241 1
(7 ( X+ 1) - x2+1 T (+1)Vx2+1

/I __ 2cosxsenx __ 2senx
B (tanX) - cost x ~ cosdx

N|
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Esquema

Teoremas fundamentales
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Derivabilidad y continuidad
Teorema Si f : D — R es derivable en un punto a € D,
entonces es continua en dicho punto

Observacion El reciproco no es cierto: una funciéon
puede ser continua en un punto a y sin embargo no
existir f/(a)

Ejemplo

Consideremos la funcion

2x six <O
x six>0

Jx) =
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Derivabilidad y continuidad. Ejemplo

La funcion f(x) es continua en O ya que

lim f(x)=0= lim f(x)=f(0)

x—0+ x—0~
Calculamos ahora f’(0) = lim w:
h—0
lim SO0 _ oy, 2R,
h—0- h h—0 h
At C) T LY
h—07* h h—0 h

Como 2 # 1, no existe f/(0) y tendriamos

2 six<O
f’(X)z{

1 six>0
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Teorema de Rolle

Teorema Sea f : [a, b] — R una funcién continua en
[a, b] y derivable en (a, b). Si f(a) = f(b), entonces
existe un punto c € (a,b) tal que f’(c) =0

N f'(c)=0

f(a) = f(b) f(a)=f(b)

a c b a c b

Observacion Vemos en la grafica que la recta tangente
en el punto (c, f(c)) es horizontal (derivada 0)
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Teorema del valor medio

Teorema Sea f : [a, bl — R una funcién continua en
[a, b] y derivable en (a, b). Entonces existe un punto
c e D tal que

a c b
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Regla de L'Hopital

Teorema Sean f,g: D — R dos funciones derivables en
un intervalo que contiene al punto a, salvo quizas en
el punto a, siendo ademas g(x), g’(x) # 0 en todos los
puntos de dicho intervalo. Supongamos que

S _0 Sl oo
xsaglx) 0 xsaglx) oo
Si existe )1(13}1 J;:Eﬁ , entonces existe )l(lil’(ll % y ademas
/
lim S = limf (x)

xmag(x)  xoa gl(x)
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Regla de L'Hopital. Ejemplos

lim Inx
o1 1—%

Tenemos que 11m lnX = %. Derivando numerador y

denomlnador.
1
= Inx
Iim X = — =-1 Iim — = —
Feas B R - T X
Iim

x—00 X*+7
— X i
Tenemos que lim x4 —— = o Derivando numerador y

X—>00
denominador:
ex 00

lim —5 =
x—o00 4x o0

y podemos seguir aplicando el criterio sucesivamente
de modo que

lim e = lim e lim —— = lim e
= = — =0
x—00 4X3  x>o0 12X2  xso0 24X x—o00 24
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Esquema

Aplicaciones de la derivada
Crecimiento y decrecimiento de una funciéon
Calculo de maximos y minimos
Concavidad y convexidad de una funcion. Puntos
de inflexion
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Funcion creciente

Definicion Sea una funcién f : D — R. f es creciente
en D si para cualesquiera x, y € D:

si x < y, entonces f(x) < f(y)

Si la desigualdad es estricta, se dice que f es
estrictamente creciente

Proposicion Sea una funcién f : D — R derivable en D.
fescrecienteenD <« f'(x)>0,YxeD

) f'(x)
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Funcion decreciente

Definicion Sea una funcion f : D — R. f es decreciente
en D si para cualesquiera x, y € D:

si x < y, entonces f(x) > f(y)

Si la desigualdad es estricta, se dice que f es
estrictamente decreciente

Proposicion Sea una funcién f : D — R derivable en D.

f es decrecienteen D & f’(x) <0,Vxe D

f(x) '
f'(x)
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Maximos y minimos de una funcion

Definicion Sea una funcién f : D — R. f alcanza en un
punto a € D un maximo local o relativo si existe un entorno

de a, Eg4, tal que f(a) > f(x),Vx € E,ND

Definicion Sea una funciéon f : D — R. f alcanza en un
punto a € D un minimo local o relativo si existe un entorno

de a, Eg4, tal que f(a) < f(x),Vxe€ E,ND

Definicién Sea una funcién f : D — R. Un punto a € D es
maximo global o absoluto de f en D si f(a) > f(x),Vx € D

Definicion Sea una funcion f: D — R. Un punto a € D es
minimo global o absoluto de f en D si f(a) < f(x),Vx € D

Definiciéon Sea una funcién f: D — R. Un punto a € D es
un extremo relativo (absoluto) de f si es un maximo o
minimo relativo (absoluto) de f
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Maximos y minimos de una funcion. Ejemplo

Sea f:[la,b] >R

f(x)

B ap, maximo relativo
B a;, az minimos relativos
m b maximo absoluto

VNiVERSiDAD b SATAMANCA
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Condicion necesaria de extremo local

Proposicion Sea una funciéon f : D — R derivable en a € D.
Si f(x) alcanza un maximo o un minimo relativo en a,

entonces f’(a)=0 . Los puntos a en los que f'(a) =0 se

denominan puntos criticos de f

Observaciones

m La tangente a la grafica de f(x) en un punto critico es
paralela al eje x (es horizontal), tiene pendiente O

m Para hallar los posibles extremos de una funcién habra
que resolver la ecuacion f/(x) =0

Ejemplo Posibles extremos de la funcién x° — 2x? — 4x

\/ 2
f/(x)=3x2—4x—4:0:>x:4i166+48:{ 3
-3

Luego los posibles extremos locales de f(x) son

2 2 40
(2.f(2)=-8) vy <—3’f <—3> = 27)
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Condicion necesaria de extremo local

Observacion La condicion necesaria de extremo local
no es suficiente

Ejemplo La funcién f(x) = x3 tiene derivada O
(f'(x) =3x?) en x =0, y f es estrictamente creciente
en x = 0 por lo que no tiene extremo en dicho punto

100
80
60
40
20

VN iV ERSiD‘\D D S"\LT\M’\NC’\ Curso Cero de Matematicas Pag. 30



Clasificacion extremos locales

Para saber si un punto critico es maximo o minimo
tenemos en cuenta lo siguiente:

m Si el punto (a, f(a)) es un maximo local de f(x), debe existir
un entorno de a, Eg4, en el que la funcion f(x) sea creciente a
la izquierda de a y decreciente a su derecha. Por lo tanto
debe ser:

f'(x)>0 paraxeE,NDyx<a
f'(x)<0 paraxeE,NDyx>a

m Si el punto (a, f(a)) es un minimo local de f(x), debe existir
un entorno de a, E,, en el que la funcién f(x) sea decreciente
a la izquierda de a y creciente a su derecha. Por lo tanto debe
ser:
{ fl(x)<0 paraxeE,NDyx<a

f'(x)>0 paraxc€E,NDyx>a
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Clasificacion de extremos locales. Ejemplo

Ejemplo En el @EIINE, f(x) = x> — 2x2 — 4x.
Observar que f'(x) = (x + 2)(x — 2) verifica:

m f/(x) >0 sixée (—oo,—2) (creciente)

mf(x)<0sixe (- % 2) (decreciente)

m f/(x) >0sixe(2,+00) (creciente)

Por lo tanto el punto (—%, 32)

es un maximo local y el punto
(2,—8) un minimo local.

-2
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Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion

Definicién Sea una funcién f: D - R. Seaa € Dy t(x) la
recta tangente a f(x) en el punto (a, f(a))

m f(x) es concava en a si existe un entorno de a, E4,tal
que t(x) > f(x) paratodo x € E,ND

m f(x) es convexa en a si existe un entorno de a, E,, tal
que t(x) < f(x) paratodo x € E;ND

m a € D es un punto de inflexion de f si existe un entorno
de a, Eg4, tal que t(x) < f(x) paraalgain x e E;N DYy
t(x) > f(x) para algan x € E; N D. En estos puntos la
funciéon pasa de concava a convexa o viceversa

) Concava Convexa Punto de Inflexion
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Esquema

Aplicaciones de la segunda derivada
Concavidad y convexidad y segunda derivada
Extremos relativos y segunda derivada
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Concavidad/convexidad y segunda derivada (I)

Proposicion Sea una funcién f : D — R que es
derivable hasta al menos el segundo orden en un
punto a € D:

m Si f(x) es concava en a, f'(x) es decreciente en a,
luego f”(a) <0

m Si f(x) es convexa en a, f’(x) es creciente en a,
luego f”(a) >0

m Si f(x) tiene un punto de inflexion en a, entonces

Sf"(a)=0
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Concavidad/convexidad y segunda derivada
(In

Los enunciados reciprocos de las afirmaciones de la
proposicién anterior se formalizan como sigue:

Proposicion Sea una funcion f : D — R que es derivable
hasta al menos el segundo orden en un punto a € D.

m f”(a) <0, entonces f(x) es concava en a
m f’(a) >0, entonces f(x) es convexa en a

m f’(a)=0 y f’(x) no cambia de signo en un entorno
de a, entonces a es un punto de inflexion

Observacion Si f tiene derivadas de orden superior al
segundo en a, la condicion que determina el punto de
inflexién es equivalente a que la primera derivada de f en a
de orden superior al segundo no nula es de orden impar
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Extremos relativos y segunda derivada.
Condicion suficiente

Proposicion Sea f : D — R una funcion real de variable
real. Si f tiene derivada segunda continua en un extremo
relativo a € D, entonces

f tiene en a un minimo

relativo estricto

m f(a)>0 = {

f tiene en a un maximo
relativo estricto

B f(a)<0 = {

m f”(a) =0,y existen derivadas de orden superior en a,
consideramos la primera distinta de 0, f(*(a) #0 :

m Si n es par, f(x) tiene en a un punto de inflexion
m Si n es impar, tiene un maximo relativo si f("(a) < 0

y un minimo relativo si f(*(a) > 0
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Extremos relativos. Ejemplos

Ejemplo Determinar los extremos relativos de
S(x) =In(x*+1)

f’(x):xzzi:l:O# x =0 Punto critico
—2x%2+2
f”(x):m = f"0)=2>0

= en x =0 hay un minimo relativo estricto

-4 3 2 -1 1 2 3 4
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Extremos relativos. Ejemplos
Ejemplo Determinar los extremos relativos de

fx)=x*+2x3+1 z

I(x) = 4x3 +6x% = 4x> <x+§) =0

= x=0, x=-3

-2 1
Puntos criticos \/
-1

= f"(x)=12x* + 12x, f"(0)=0, f” (3) —9>0

En x= % hay un minimo relativo estricto y en x = 0 no se
sabe. Sin embargo,

f(x) =24x+ 12 = f"(0) =12 >0

luego x =0 es punto de inflexion
VNiVERSiDAD b SATAMANCA
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Extremos relativos. Ejemplos

Ejemplo Determinar los extremos relativos de

() —x(x+1) six<O0
X)) =
e —1 six>0

Obsevar que f es continua en R porque

lim f(x) =f(0)=0= lim f(x)

x—0+ x—0—

f/(x){ZXI six<0 5

Como

e* six>0

no es derivable en x =0 porque

lim f/(x) = ~1# Tim f'(x) = 1

x—0+

El tinico punto de derivada O es x = —%
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Extremos relativos. Ejemplos

Dado que:
—2 six<O0
1 x) =
ST {e" six>0
tenemos f” (—3) = —2 < 0 obtenemos que x =—3 es un

maximo relativo estricto.

Para estudiar qué pasa en x = 0, observamos que en un
entorno de O, (—e,¢€):

JO)<fle),  fl=e)<f(0), (e>0)

por lo que en x =0 hay un minimo relativo estricto

1/
—————
1

1
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Esquema

Extremos absolutos
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Extremos absolutos

Teorema de Weierstrass Sea f : [a, b] — R una funcion
continua definida en el intervalo cerrado [a, b]. Entonces
f(x) alcanza un maximo y un minimo absolutos en [a, b].

Observacion Dichos puntos pueden estar:

en los extremos del intervalo

en puntos del interior del intervalo en los que la
funcién es derivable (y se anula)

en puntos del interior del intervalo en los que la
funcién no es derivable

Caso Caso Casos 1.

[ ST .

0 1
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Calculo de extremos absolutos

Para hallar los maximos y minimos absolutos de una
funcion continua f en un intervalo cerrado [a, b]:

Se hallan los puntos de [a, b] en los que f no es
derivable
Se hallan los puntos donde f’(x) se anula en (a, b)

Se hallan los valores de f(x) en todos los puntos
hallados y en los extremos del intervalo

El valor maximo corresponde al maximo absoluto
y el valor minimo al minimo absoluto
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Extremos absolutos. Ejemplo

Ejemplo Determinar los extremos absolutos en [—3,3] de

x>—3x+1 six<2
JSx) = .
—2x+7 six>2

Observar que f es continua en [—3, 3] porque

lim f(x) =3 = lim f(x) =f(2)

x—2+ x—2

) = {3){2—3 six<2

Como

-2 six>2
f no es derivable en x =2 porque

lim f'(x)=—2+# lim f'(x)=9

x—2+ xX—2—

El unico punto donde f’ se anula en (—3,3) es x =1
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Extremos absolutos. Ejemplo

De modo que los candidatos a extremos son:
X = —% (extremo intervalo) X = 3 (extremo intervalo)

x =2 (f no derivable) x=1 (f’ se anula)

Hallando los valores de f:

1 19
f<> =5 JB=L J@=3 Jj)=-1
se concluye que x =1 es el minimo absolutoy x=2 esel
maximo absoluto
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