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Algebra

m Primer curso de Grado en ADE.

m Asignatura Basica. 6 ECTS.
m Distribucién horaria:
m Teoria: 1.30 h. semanal

m Practica: 1h, semanal
m Seminario: Practica con wxMaxima

& &I
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Objetivos

El objetivo principal es conocer y comprender
los elementos basicos del agebra lineal y
matricial y dotar al alumno de la abstracciéon
necesaria para analizar y formular los
problemas relacionados con la empresa y la
teoria econdmica
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Objetivos

El objetivo principal es conocer y comprender
los elementos basicos del agebra lineal y
matricial y dotar al alumno de la abstracciéon
necesaria para analizar y formular los
problemas relacionados con la empresa y la
teoria econdmica

¢, Pero por qué estudiamos Algebra ?
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¢Por qué estudiamos Algebra?

m Instrumental: Estadistica, Macroeconomia,
Econometria, Teoria de la Decision, Teoria de
Juegos

m Ejemplos:
m Analisis input-output de Leontief
m Optimizacién beneficios/costes. Programacion
Lineal, Método Simplex
m Juegos en forma normal o estrategica
m Modelos dinamicos. Analisis de Markov

m Abstraccion: resolucion de problemas
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Optimizacion

Un fabricante debe producir by, ..., by, cantidades de m articulos.

Para su elaboraricion se requieren n actividades distintas en sus fabricas.
El coste unitario de cada actividad j es ¢;.

Si a; representa la cantidad de producto i producido por una unidad de
actividad j, Z]”:l a;x; representa las unidades que se producen del
producto i en todas las actividades.

Las unidades requeridas del producto i son b;.

El problema que debe resolver el fabricante es:

- n 2 T

min =1 G%) min c¢Tx

s.a Z}‘Zlaijxj>bi,i:1,...,m = sa Ax>b
x>0,j=1,....n x>0,
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Otros Ejemplos

===
—

alslalslelz[ssfo

Wolfram & Demonstrations Project
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Manual

M. D. GARCIA. B. GARCIA BERNALT, M. A. MANRIQUE Y J.
C. RODRIGUEZ. Manual practico de Matemdticas para
Economia y Empresa. Delta Publicaciones 2006

MANUAL PRACTICO DE
MATEMATIGAS PARA
ECONOMIA Y EMPRESA
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Evaluacion

m Examen (60 %):

m Parte Teoérica ( 2 puntos). (Minimo de 0.8)
m Parte Practica (4 puntos).

m Evaluacion Continua (40 %)
m 2 controles tipo test (2 x 1 punto)
m 4 preguntas teodrico practivas (4 x 0.4 puntos)
m Ejercicios con wxMaxima (0.4 puntos)
m Trabajos adicionales
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Conjuntos de Naumeros

m Numeros Naturales : N={1,2,3,...}
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Conjuntos de Naumeros

m Numeros Naturales : N={1,2,3,...}
m Numeros Enteros : Z={0,1,—-1,2,-2,...}
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Conjuntos de Naumeros

m Numeros Naturales : N={1,2,3,...}
m Numeros Enteros : Z={0,1,—-1,2,-2,...}

m Numeros Racionales :

n
(@:{a : neZ,meN,nymprimosentresi}
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Conjuntos de Naumeros

m Numeros Naturales : N={1,2,3,...}
m Numeros Enteros : Z={0,1,—-1,2,-2,...}

m Numeros Racionales :

n
(@:{a : neZ,meN,nymprimosentresi}

m Numeros Reales : Expresion decimal:

R ap € Z
= ,aAjasds ... M
do. 1243 @ €{0,1,2,...,9), VieN
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Conjuntos de Naumeros

m Numeros Naturales : N={1,2,3,...}
m Numeros Enteros : Z={0,1,—-1,2,-2,...}

m Numeros Racionales :

n
(@:{a : neZ,meN,nymprimosentresi}
m Numeros Reales : Expresion decimal:
R = ap as a; : do €2
Tl aR e c10,1,2,...,9), VieN
m Otros: I- Irracionales (p.e. v2), C- Complejos ( i = v/—1)
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Vectores

R%={(a1,a2) : a1, a2 € R}

R3 ={(aj,as,a3) : ai,as,as € R}

R" ={(aj,as,..., an) :aq; ER,VIi=1,..., n}
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Vectores

R%={(a1,a2) : a1, a2 € R}

R3 ={(aj,as,a3) : ai,as,as € R}
R" ={(aj,as,..., an) a4 ERVI=1,..., n}

m Suma
R% = (a1, az) + (b1, bg) = (a1 + b1, ag + by)
R® = (a1, as, a3) + (b1, ba, b3) = (a1 + by, a + by, as + bs)

R" =(a;,as,..., an) + (b1, by, ..., bn) = (a1 + by,ag + bg, ..., an + bn)
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Vectores

R%={(a1,a2) : a1, a2 € R}

R3 ={(aj,as,a3) : ai,as,as € R}
R" ={(aj,as,..., an) a4 ERVI=1,..., n}

m Suma
R? = (a1, ap) + (b1, by) = (a1 + b1, ag + by)
R® = (a1, as, a3) + (b1, ba, b3) = (a1 + by, a + by, as + bs)

R"=(a;,as,..., an) + (b1, ba,..., bp) = (a1 + by, az + bo, ..., an + bp)

m Producto por escalar

]R2 :>7\(a1,a2] = (7\(11,7\(12)

R® =A(a1, ag, az) = (Aay, Aag, Aaz)

R"=A(a,ag,...,dn) = (Aay, Aag, ..., Adn)
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Matrices

Definicion: Se denomina matriz de dimension m x n a
un conjunto de numeros dispuestos en m filasy n

columnas.
a; a2 @3 ... Qin
Ay Qg Q23 ... dgn

AeMpuxn(R) & A= . ,aijeR,Vi,j
m1 am2 am3 o o Amn

De forma abreviada se escribe A = () mxn
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Tipos de matrices

m M. fila: A € M;«n(R)

m M. columna: A € M, »x1(R)
m M. cuadrada: A € Mu«n(R)
m M. simétrica:

A € Mpxn(R) : a; = aj; Vi, j Ejemplo

m M. triangular: A € M;;,xn(R) A=(1 2 3 3)

Inferior: a; =0 Vi<
Superior: a; =0 Vi>j
m M. identidad: A € Mp«n(R)
aiizl Vi, ay:O Vl?{]
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Tipos de matrices

m M. fila: A € M;«n(R)

m M. columna: A € M x1(R)
m M. cuadrada: A € Mu«n(R)
m M. simétrica:

m M. triangular: A € M xn(R)

Inferior: a; =0 Vi<
Superior: a; =0 Vi>j

m M. identidad: A € Mp«n(R)

a;=1 Vi, ay:O Vl?{]
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Tipos de matrices

m M. fila: A € M;«n(R)
m M. columna: A € M, »x1(R)
m M. cuadrada: A € Muxn(R)

m M. simétrica:
Ejemplo

a b
m M. triangular: A € Mp»n(R) i = < c d )
Inferior: a; =0 Vi<
Superior: a; =0 Vi>j
m M. identidad: A € Mp«n(R)
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Tipos de matrices

m M. fila: A € M;«n(R)

m M. columna: A € M, »x1(R)
m M. cuadrada: A € Mu«n(R)
m M. simétrica:

Ejemplo
A € Mpxn(R) : aij = Qi Vi, j 1 0 4
m M. triangular: A € M xn(R) A=10 21
Inferior: a; =0 Vi< 4 1 3

Superior: a; =0 Vi>j

m M. identidad: A € Mp«n(R)

a;=1 Vi, ay:O Vl?{]
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Tipos de matrices

m M. fila: A € M;«n(R)
m M. columna: A € M, »x1(R)
m M. cuadrada: A € M, «n(R) Ejemplo

m M. simétrica: 1 0 0O
o A= 32 00
m M. triangular: A € Mpuxn(R) i1 @
Inferior: a; =0 Vi<
Superior: a; =0 Vi> j se= | O &
- 0O 0 3

m M. identidad: A € Mp«n(R)

a;=1 Vi, ay:O Vl?{]
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Tipos de matrices

m M. fila: A € M;«n(R)

m M. columna: A € M, »x1(R)
m M. cuadrada: A € Mu«n(R)
m M. simétrica:

Ejemplo
A € Mpxn(R) : aij = Qi Vi, j 1 0O O
m M. triangular: A € M xn(R) I={0 10
Inferior: a3 =0 Vi<j 0 01

Superior: a; =0 Vi>j

m M. identidad: A € Muxn(R)

a;=1 Vi, ay:O Vl?{]
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Operaciones con matrices

m Suma: Dadas A, B € M;;,«x»(R) la suma de matrices se
define:
C:A+B<:>Cy:ag+by Vl,_]

m Producto por escalar: Dado A € R, y A € M,,n(R) el
producto por escalar se define:
B:?\A@by:)\ay Vl,J

m Producto matricial: Dadas A € My, xn, ¥ B € Mpyp(R),
el producto matricial es otra matriz C € M, tal que

n
C=AB& cj=) axbyg
k=1
= ;1 b1j -+ aizsz +...+ ainb,y Vi, j
Propiedades: asociativo, distributivo con la suma,
NO es conmutativo.

Ejemplos
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Matriz traspuesta

Definicion Dada A € M,,x»(R) se define la matriz
traspuesta de Ay se denota At € M, x(R) a:

At(:)alg-:aﬁ Vi, j

Ejemplo
11
1 2 3 ‘
1 01
31
Propiedades

e (A+B)l=A'+ B!
e (AB)! = BA!
e Al =A< A es simétrica
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Matriz inversa

Definicion: Una matriz A € M, «n(R) se dice invertible
o regular si existe otra matriz A= € M, «»(R), que se
denomina inversa, que satisface:

AA ' =A"1A=1T,
(siendo I, la matriz identidad de orden n)

Propiedades
e Si existe la inversa es tnica.
e Si Ay B son invertibles (AB)~! = B~ 1A~!
° (At)fl — (Afl)t
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Rango de una matriz (I)

Dada una matriz A se denominan transformaciones
elementales de la matriz a las siguientes operaciones:

m Intercambiar de posicion dos filas (o columnas) entre si
m Multiplicar una fila (o columna) por un namero no nulo
m Sumar a una fila (o columna) el multiplo de otra (# 0)

Una matriz A, se dice escalonada por filas si verifica:

Si a; es el primer elemento de la fila i-ésima no nulo,
entonces, todos los elementos situados hasta la
columna j y por debajo de la fila i son nulos

Dado i, sea j el menor indice verificando o i o0 0
ag;éO:akZ:O,Vk>i,l<j 0 0 0
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Rango de una matriz (II)

Ejemplo
3 2 1 1 2 30 1 2 30
01 2 0 010 0 011
0O 0 3 0O 0 0 2 0 0 21
Escalonada Escalonada No escalonada
Propiedades:

m Toda matriz escalonada por filas es triangular
superior

m Toda matriz se puede reducir a una matriz
escalonada por filas mediante transformaciones
elementales.
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Rango de una matriz (III)

Ejemplo Reducir a una matriz escalonada por filas

1 2 3 =
A=| 32 5| f-3A
2 1 -4 ) f3+2f
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Rango de una matriz (III)

Ejemplo Reducir a una matriz escalonada por filas

1 2 3 = 1 2 3
A=| 32 5| £-3i]|0 -4 -4
-2 1 -4 ) fs5+2fi \0O 5 2
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Rango de una matriz (III)

Ejemplo Reducir a una matriz escalonada por filas

1 2 3 = 1 2
A=| 32 5| f-31]0 -4
-2 1 -4 ) f5+2fi \0O 5

=

fst+3h
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Rango de una matriz (III)

Ejemplo Reducir a una matriz escalonada por filas

1 2 3 - 1 2 3
A=| 32 5| -3 0 4 4
21 -4) f+2 \0o 5 2
1 2 3

=
Y 0 -4 -4
83Tal2 g o0 -3
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Rango de una matriz (III)

Ejemplo Reducir a una matriz escalonada por filas

1 2 3 - 1 2 3
A=| 32 5| -3 0 4 4
21 -4) f+2 \0o 5 2
1 2 3

=
Y 0 -4 -4
83Tal2 g o0 -3

Definicion Dos matrices se dicen equivalentes si una
se puede obtener a partir de la otra mediante
transformaciones elementales.
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Rango de una matriz (IV)

Rango se denomina rango de una matriz:

m Al numero maximo de filas (o columnas)
linealmente independientes

m Al numero de filas no nulas de una matriz
escalonada por filas equivalente

Ejemplo
1 2 3 1 2 3
A= 2 4 6 |=| 0 0 O rang(A) =1
3 6 9 0O 0O

Observacion Las dos definiciones de rango que
figuran arriba son equivalentes
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Determinantes

Definicion: Dada una matriz A € M, »(R) se denomina
determinante y se denota |A| 6 det(A) a

|A| = det(A Zag 0)A15(1)A20(2) - - - Ano(n)
oES,

(siendo S, el grupo de todas las permutaciones de grado n)

En la practica: ...
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Determinantes

Mix1(R): |ain| = an

ar a2
Mgy 2 (R) : = d11092 — A1203]
ag) QA
a a2 as
Msy3(R) : az1 aga a3 | = (ai10g2a33 + ajpas3das) + ayjzde1ass)

as; daze  ass — (a13a92a31 + aj2a21a33 + aj1az3dsz)
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Determinantes

Mix1(R): |ain| =an

ar a2
Mgy (R) : = aj1age — A120s]
ag) QA
a a2 as
Msy3(R) : az1 aga a3 | = (ai10g2a33 + ajpas3das) + ayjzde1ass)

as; daze  ass — (a13a92a31 + aj2a21a33 + aj1az3dsz)
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Determinantes

Mix1(R): |ain| =an

a a2
Mgy (R) : = aj1Qage — A120s]
ag) dgo
a a2 as
Msy3(R) : az1 aga a3 | = (ai10g2a33 + ajpas3das) + ayjzde1ass)

as; daze  ass — (a13a92a31 + aj2a21a33 + aj1az3dsz)
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Determinantes

Mix1(R): |ain| =an

a;  dp
Mgy (R) : = apiage — aj2ds]
ag) dgg
a a2 as
Msy3(R) : az1 aga a3 | = (ai10g2a33 + ajpas3das) + ayjzde1ass)

as; daze  ass — (a13a92a31 + aj2a21a33 + aj1az3dsz)
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Determinantes

Mix1(R): |ain| =an

ar a2
Mgy 2 (R) : = d11092 — A1203]
ag) QA
a a2 as
Msx3(R) : az1 aga a3 | = (ai10g2a33 + ajpas3das) + ayjzde1ass)

as; daze  ass — (a13a92a31 + aj2a21a33 + aj1az3dsz)
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Determinantes

Mix1(R): |ain| =an
Mayo(R): | O1F 42
ag) QA
a  az
Mz 3(R) : azy  dgo
as) dsg

= a;1Qgg — Q12021

a3
ass
ass

VNiVERSiDAD b SALAMANCA

(a11a22a33 + a12023a31 + a13a210a32)
— (a13a92a31 + aj2a21a33 + aj1az3dsz)
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Determinantes

Mix1(R): |ain| =an

ar a2
Mgy 2 (R) : = d11092 — A1203]
ag) QA
a a2 as
Msx3(R) : az1 aga a3 | = (ar10g2a33 + ajpagsds) + ayzde1ass)

as;  daze  ass — (a13a92a31 + aj2a21a33 + aj1az3dsz)
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Determinantes

Mix1(R): |ain| =an

ar a2
Mgy 2 (R) : = d11092 — A1203]
ag) QA
a; a2 as
Msy3(R) : agy  aga a3 | = (a11092a33 + aj2az3a3) + A13021032)

as; Az ass — (a13a92a31 + aj2a21a33 + aj1az3dsz)
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Determinantes

Mix1(R): |ain| =an

ar a2
Mgy 2 (R) : = d11092 — A1203]
ag) QA
a; a2 as
Msy3(R) : az1  dge a3 | = (ai10g2a33 + ajpas3das) + ayzde1ass)

as;  daze  ass — (a13a92a31 + aj2a21a33 + aj1az3dss)
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Determinantes

Mix1(R): |ain| =an

ar a2
Mgy 2 (R) : = d11092 — A1203]
ag) QA
a a2 as
Msy3(R) : agy  aga a3 | = (ar1092a33 + ajaas3das) + a13dz1ass)

as; daze  dass — (a13a92a31 + aj2a21a33 + aj1az3dss)
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Determinantes

Mix1(R): |ain| =an

ar a2
Mgy 2 (R) : = d11092 — A1203]
ag) QA
ap; a2 as
Msy3(R) : az1 Az a3 | = (ar1092a33 + aj2az3as) + A13d210sz)

as; Az ass — (a13a92a31 + a12021a33 + a1 as3dsz)
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Determinantes

Mix1(R): |ain| =an
Mayo(R): | O1F 42
ag) QA
a;  apg
Msy3(R) : ag) dg2
as) dsg

' = a;1Qgg — Q12021

a3
azz | = (ar1agaass + ajpdesas) + ajzasass)
dss — (a13a92a31 + aj2a21a33 + aj1az3dsz)

Para orden superior, es necesario introducir el concepto de adjunto

Definicion Dada una matriz A € Mpxn(R), se denomina adjunto ij, de la
matriz Ay se denota Ay, al determinante de la matriz que resulta de
eliminar la fila i y la columna j y multiplicarlo por la cantidad (—1)""/.
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Determinantes

Mix1(R) : lail = ain
ar a2

Mgy 2 (R) : = aj1age — A120s]
ag) QA

a a2 as
Msy3(R) : az1 aga a3 | = (ai10g2a33 + ajpas3das) + ayjzde1ass)
as; daze  ass — (a13a92a31 + aj2a21a33 + aj1az3dsz)
Para orden superior, es necesario introducir el concepto de adjunto
Definicion Dada una matriz A € Mpxn(R), se denomina adjunto ij, de la

matriz Ay se denota Ay, al determinante de la matriz que resulta de
eliminar la fila i y la columna j y multiplicarlo por la cantidad (—1)""/.

Propiedad (desarrollo por adjuntos):Sea A € M,xn(R) para cualquier i o j
se verifica:

det(A) = a;1An + AipAp + ... + QinAin
det(A) = alelj aF aszgj 9P 000 P ary'A,y‘
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Determinante: Ejemplos

2 -1 O
1 3 4
—1 5 0
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Determinante: Ejemplos

2 -1 O
1 3 2 -1 2 -1
1 3 4] =0 +0
-1 5 —1 5 1 3
—1 5 0
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Determinante: Ejemplos

2 -1 0
1 3 2 -1 2 -1
1 3 4]|=0 +0 = —4(10—1) = —36
-1 5 -1 5 1 3
-1 5 0
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Determinante: Ejemplos

2 -1 0
1 3 2 -1 2 -1
1 3 4]|=0 +0 = —4(10—1) = —36
-1 5 -1 5 1 3
-1 5 0
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Determinante: Ejemplos

2 -1 O 1
1 3 4| =0 1
—1 5 0

VNiVERSiDAD b SALAMANCA

3 2
5 —1
1 4
=1 -1 -2
0 4
+(—1)

Algebra

—1

Lol 2 7!
5 1 3
2
1|—(-2)
-3
1 2
11
0 -3
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= —4(10—1) = —36

2 4 2
3 -2 1
—1 4 -3
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Determinante: Ejemplos

2 -1 0
1 3 2 -1 2 —1
1 3 4|=0 +0 = —4(10—1) = —36
-1 5 -1 5 1 3
-1 5 0
1 -2 -1 o0
1 4 2 2 4 2
2 1 4 2
=1 -1 -2 1|-(-2)| 3 —2 1
3 -1 -2 1
0o 4 -3 -1 4 -3
-1 0 4 -3
2 1 2
+(-1)] 3 -1 1]|=
-1 0o -3
—2 1 LI Y 2 B N - N -2
4 3|4 3|7 4 -3 1 3|7 o1 s
s ]2 2
-1 -3 -1 -3
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Determinante: Ejemplos

2 -1 0
1 3 2 —1 2 —1
1 3 4|=0 +0 = —4(10—1) = —36
-1 5 -1 5 1 3
-1 5 0
1 —2 -1 0
1 4 2 2 4 2
2 1 4 2
=1] —1 -2 1|—(—-2)] 3 -2 1
3 -1 -2 1
0o 4 -3 -1 4 -3
-1 0 4 -3
2 1 2
+(=1)| 38 -1 1| =
-1 0 -3
-2 1 4 2 4—2 1 8 3 1 A —2
4 —3|Ta |t 4 -3 O e A
+ 8 1 22 2—-20+8+64+40—-8—4=282
-1 -3 -1 -3 | -
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Calculo de la inversa
Propiedad Sea A € M, «,(R), si A tiene inversa entonces se
verifica que:

1 At
A = Geray U@

donde Adj(A) denota la matriz adjunta de A (aquella en la
cada elemento jj es el adjunto ij).
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Calculo de la inversa
Propiedad Sea A € M, «,(R), si A tiene inversa entonces se
verifica que:

1 At
A = Geray U@

donde Adj(A) denota la matriz adjunta de A (aquella en la
cada elemento jj es el adjunto ij).

Ejemplo
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Calculo de la inversa

Propiedad Sea A € M, «,(R), si A tiene inversa entonces se
verifica que:

1 At
A = Geray U@

donde Adj(A) denota la matriz adjunta de A (aquella en la
cada elemento jj es el adjunto ij).

Ejemplo

3 -2 -1
A= —4 1 —1 =
2 0 1

det(A) = (34+4+0)— (—2+0+8) =1
Ar=1 Ap=2 Ajgz=-2
Agy =2 Agg =5 Agy— —4
Ag1 =3 Asp =7 Agz—= -5
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Calculo de la inversa

Propiedad Sea A € M, «,(R), si A tiene inversa entonces se
verifica que:

1 At
A = Geray U@

donde Adj(A) denota la matriz adjunta de A (aquella en la
cada elemento jj es el adjunto ij).

Ejemplo
3 —2 -1 1 2 3
A=| —4 1 -1 $A71:% 2 5 7
2 0 1 -2 -4 -5
det(A) = (8+4+0)—(—2+0+8)=1
A =1 Ap=2 Ajz=-2
Ag1 =2 Ao =5 Agz=-4
A31 =3 Az =7 Azz=-5
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Calculo del rango I

Definicion Se denomina menor de una matriz A al
determinante de una submatriz cuadrada de A. El orden de
un menor es el orden de la submatriz asociada.

Propiedad El rango de una matriz A € M,x»(R) es el orden
del menor de mayor orden no nulo.

Observacion Si una matriz tiene al menos rango n + 1,
dado un menor de orden n no nulo, existe un menor de
orden n + 1 no nulo, cuya submatriz asociada contiene a la
submatriz del menor dado.

La observacion anterior permite establecer el siguiente
algoritmo para el calculo del rango de una matriz.
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Calculo del rango II

Paso O : Dado A € M,«»n(R) no nula, seleccionar un menor no
nulo de orden 1.

Paso 1 : Orlar (anadir fila y columna) el menor.

Paso 2 : Si el menor resultante es no nulo, y no es posible
orlar (no existen filas o columnas con las que orlar). El
rango es el orden del menor tras ser orlado. FIN.

Paso 3 Si el menor resultante es no nulo, volver al paso 2 y
orlar de nuevo.

Paso 4 : Si el menor resultante es nulo, pero existen otras
formas de orlarlo no estudiadas, volver al paso 2y
considerarlas.

Paso 5 : Si el menor resultante es nulo, y han sido
consideradas todas la formas en las que puede ser
orlado, el rango es el orden del menor antes de ser
orlado. FIN.
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Calculo del rango III

Ejemplo Calcular el rango de

1 2 3 4
A= 2 4 6 8
3 6 9 10

VNiV ERS iDAD P SALAMANCA Algebra Temal  Contenidos

Pag. 38



Calculo del rango III

Ejemplo Calcular el rango de

1 2 3 4
A= 2 4 6 8
3 6 9 10

1] =1 # 0 = rang(A) > 1
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Calculo del rango III

Ejemplo Calcular el rango de

1 2 3 4
A= 2 4 6 8
3 6 9 10

1] =1 # 0 = rang(A) > 1

=0

2 4
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Calculo del rango III

Ejemplo Calcular el rango de

1] =1 # 0 = rang(A) > 1
1 2 1 3
~0 =0
2 4 2 6
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Calculo del rango III

Ejemplo Calcular el rango de

1 2 3 4
A= 2 4 6 8
3 6 9 10
1] =1 # 0 = rang(A) > 1
1 2 1 3 1 4
2 4 2 6 2 8
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Calculo del rango III

Ejemplo Calcular el rango de

1 2 3 4
A=| 2 4 6 8
3 6 9 10
1] =1 # 0 = rang(A) > 1
1 2 1 3 1 4
=0 =0 =0
2 4 2 6 2 8
1 2
=0
3 6

VNiVERSiDAD B SATAMANCA
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Calculo del rango III

Ejemplo Calcular el rango de

1 2 3 4
A= 2 4 6 8
3 6 9 10
11/ =1+ 0= rang(A) > 1
1 2 1 3 1 4
=0 =0 =0
2 4 2 6 2 8
1 2 1 3
=0 =0
3 6 9
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Calculo del rango III

Ejemplo Calcular el rango de

1 2 3 4
A= 2 4 6 8
3 6 9 10
1]=1+#0 = rang(A) > 1
1 2 1 3 1 4
=0 =0 =0
2 4 2 6 2 8
L2, L3, b4 240 (A)>2
3 6™ o |= 3 10 —2 # 0 = rang =
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Calculo del rango III

Ejemplo Calcular el rango de

1 2 3 4
A=| 2 4 6 8
3 6 9 10
|1l =10 =rang(A) > 1
1 2 1 3 1 4
2 4 2 6 2 8
b2 0 13 0 b4 240 (A) =2
= = = — =
3 6 9 3 10 7 rangla) =
1 2 4
2 4 8|=0
3 6 10
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Calculo del rango III

Ejemplo Calcular el rango de

1
2

2

IS

VNiVERSiDAD b SALAMANCA
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Calculo del rango III

Ejemplo Calcular el rango de

1 2 3 4
A=| 2 4 6 8
3 6 9 10
|1l =10 =rang(A) > 1
1 2 1 3 1 4
=0 = =0
2 4 2 6 2 8
b2 0 13 0 b4 240 (A) =2
= = = — =
3 6 3 9 3 10 7 rangla) =
1 2 4 1 3 4
2 4 8|=0 2 6 8|=0 =|rang(A) = 2
3 6 10 3 9 10
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Determinantes: Propiedades

e A es invertible (o regular) < det(A) # O.
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Determinantes: Propiedades

e A es invertible (o regular) < det(A) # O.
e Si A€ M;xn(R) es triangular:

n
det(A) = Haﬁ = Aay] xAdgg *...* Apn.
i=1

VNiV l:RSi DAD P SALAMANCA Algebra Temal  Contenidos Pag. 39



Determinantes: Propiedades

e A es invertible (o regular) < det(A) # O.
e Si A€ M;xn(R) es triangular:

n
det(A) = Haﬁ = Aay] xAdgg *...* Apn.
i=1

e det(A!) = det(A)
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Determinantes: Propiedades

e A es invertible (o regular) < det(A) # O.
e Si A€ M;xn(R) es triangular:

n
det(A) = Haﬁ = Aay] xAdgg *...* Apn.
i=1

o det(Al) = det(A)
o det(AB) = det(A)det(B)
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Determinantes: Propiedades

e A es invertible (o regular) < det(A) # O.
e Si A€ M;xn(R) es triangular:

n
det(A) = Haﬁ = Aay] xAdgg *...* Apn.
i=1

det(A!) = det(A)
e det(AB) = det(A)det(B)
e det(I,) = 1 (I, matriz identidad de orden n).
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Determinantes: Propiedades

A es invertible (o regular) < det(A) # O.
Si A € M,xn(R) es triangular:

n
det(A) = Haﬁ = Aay] xAdgg *...* Apn.
i=1
det(A!) = det(A)
det(AB) = det(A)det(B)
det(I,) = 1 (I, matriz identidad de orden n).
Si A € Mh«n(R) entonces

det(AA) = A'det(A).

VN i\/lZRSiD‘\D D SALAMANCA Algebra Temal  Contenidos Pag. 39



Tema 1

Preliminares

Conjuntos de Numeros
Vectores

Matrices
Determinantes

Sistemas de Ecuaciones Lineales
Teorema de Rouche-Frobenius
Resolucion de un SCD
Resolucion de un SCI
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Sistemas de Ecuaciones Lineales
Sistema de m ecuaciones con n incognitas

a; Xy +apexe + ...+ AinXn

- b
A1X] + QaXo + ... + QanXn bo, (A% —b
Am1X1 + AmaXe + ... + AunXn = by
Notacion:
ar az ... Qin X1 b
A | @ @ ... an . X2 b by
am1  am2 Aamn Xn bn
a; QA ... ain b
A= (Ab) = agy dgg ... Ggn  bo

(matriz ampliada)

am1  am2

VNiVERSiDAD b SALAMANCA
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Teorema de Rouche-Frobenius

Teorema Sea Ax = b un sistema de ecuaciones lineales con
m ecuaciones y n incognitas, entonces:

1) Ax =b es sistema compatible (SC) <{rang(A) = rang(;&)
2)Si Ax =b es SC entonces :

2a)rang(A) < n = SCI (inf. soluciones)
2b)rang(A) = n = SCD (solucién tunica)
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Resolucion de un SCD

Dado el SCD
Ax=Db

la s6lucion tnica puede calcularse mediante:

m Eliminacién gaussiana.

m Sustitucion / Reduccion / Igualacion.

Regla de Cramer.
m Calculo de la inversa.

m Otros.

Ejemplo Resolver:

3x — y + z =7 5 7
x + 3y — 2z 0 = (xy,z) = (2,—2,—4)
2x + 2y — z = 2
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Resolucion de un SCI

Dado el SCI
Ax=b

para determinar la familia de soluciones se puede proceder
del siguiente modo:
Calcular un menor de orden maximo.

Eliminar las ecuaciones (filas de la matriz), si es el
caso, que quedan fuera del menor (son dependientes).

Pasar al segundo miembro los términos que incluyen a
las incognitas (columnas de la matriz) no presentes en
el menor seleccionado. Parametrizar estas incognitas
(sustituirlas por parametros, Ay, Ag, ... ...)

El sistema resultante es SCD y puede ser resuelto por
cuaquiera de los métodos descritos previamente.
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Resolucion de un SCI II

Ejemplo Resolver:

x +y + z —t =20
z +t =0
X + y + 2z =0
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Resolucion de un SCI II

Ejemplo Resolver:

x +y + z —t =0

z +t =0

X + y + 2z =0
1 11 -1
A= 0 0 1 1
11 2 O
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Resolucion de un SCI II

Ejemplo Resolver:

x +y + z — t =0
z + t = 0
X + y + 2z =0
11 1 -1
A= 0 0 1 1 $| 1|;é0:>rang(A)_2_rang(ﬁ),
112 0
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Resolucion de un SCI II

Ejemplo Resolver:

x +y + z —t =20
z + t =0
x + Yy + 2z =0
1 1 1 -1
A= 0 0 1 1 $| 1|;é0:>rang(A)_2_rang(A),
1 1 2 0]
x + z = —y+t}
=
z —t
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Resolucion de un SCI II

Ejemplo Resolver:

x +y + z — t =0
z + t =0
X + y + 2z =0
1 1 1 -1
A= 0 0 1 1 $| ) |¢o;»rang(A)_2_rang(Zx),
11 2 O
x+z-—y+t} x+z——?\—|—u}
= y=
z —t . z —n
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Resolucion de un SCI II

Ejemplo Resolver:

x +y + z — t =0
z + t =0
X + y + 2z =0
1 1 1 -1
A= 0 0 1 1 $| 1|;é0:>rang(A)_2_rang(A),
1 1 2 0]
x+z-—y—s—t}:> x+z——?\—|—u}
= ¢ y=A
z - f— z —u
x:?\+2u}
=
z=—q
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Resolucion de un SCI II

Ejemplo Resolver:

x +y + z — t =0
z + t =0
X + y + 2z =0
1 1 1 -1
A= 0 0 1 1 $| ) |¢o;»rang(A)_2_rang(2\),
1 1 2 0]
x+z——y+t} = x+z——?\—|—u}
= =A
z = —t f= z = —n
X=—-A+2u
x=?\+2u} y=A2A
= =
zZ=—n zZ=—N
t=p
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Tema 2

Logica y teoria de conjuntos

Logica

Nociones Basicas de Teoria de Conjuntos
Operaciones

Producto Cartesiano

Aplicaciones

Relaciones Binarias

VNiV ERS iDAD P SALAMANCA Algebra Tema2  Contenidos Pag. 46



Tema 2

Logica y teoria de conjuntos

Logica
Nociones basicas de la l6gica de proposiciones
Necesidad y Suficiencia
Clases de proposiciones

Nociones Basicas de Teoria de Conjuntos
Operaciones

Producto Cartesiano

Aplicaciones

Relaciones Binarias
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Nociones basicas

Def.Una proposicion es un enunciado que es o puede
ser cierto o falso, y no ambas cosas simultaneamente.
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Nociones basicas

Def.Una proposicion es un enunciado que es o puede
ser cierto o falso, y no ambas cosas simultaneamente.

- Dada una proposiciéon p podemos asignarle un valor de
verdad v(p). Si p es cierto v(p) = 1 y si es falso v(p) =0
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Nociones basicas

Def.Una proposicion es un enunciado que es o puede
ser cierto o falso, y no ambas cosas simultaneamente.
- Dada una proposiciéon p podemos asignarle un valor de
verdad v(p). Si p es cierto v(p) = 1y si es falso v(p) =0

- Una proposiciéon universal es aquella que afirma que
todos los elementos de un cierto conjunto verifican una
propiedad. El simbolo cuantificador asociado a estas
proposiciones es V , que se lee para todo. Por ejemplo

Vx € Z es divisible por 1
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Nociones basicas

Def.Una proposicion es un enunciado que es o puede
ser cierto o falso, y no ambas cosas simultaneamente.

- Dada una proposiciéon p podemos asignarle un valor de
verdad v(p). Si p es cierto v(p) = 1y si es falso v(p) =0

- Una proposiciéon universal es aquella que afirma que
todos los elementos de un cierto conjunto verifican una
propiedad. El simbolo cuantificador asociado a estas
proposiciones es V , que se lee para todo. Por ejemplo

Vx € Z es divisible por 1

- Una proposicion existencial es aquella que afirma que
algun elemento de un cierto conjunto verifica una
propiedad. El simbolo cuantificador asociado a estas
proposiciones es 3 que se lee existe. Por ejemplo

dx € Z que es divisible por 35
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Nociones basicas

Def.Una proposicion es un enunciado que es o puede
ser cierto o falso, y no ambas cosas simultaneamente.

Observacion importante

Una proposicion existencial queda demostrada
encontrando un ejemplo de elemento que verifique la
propiedad. Sin embargo una proposicion universal no
queda demostrada salvo que se compruebe que todos
los elementos del conjunto verifican la propiedad.
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Nociones basicas

Operadores Permiten la construccion de nuevas
proposiciones a partir de relaciones entre éstas.

m Negacion (—)

m Conjuncion ()
m Disyuncion (V)

m Leyes de Morgan
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Nociones basicas

Operadores Permiten la construccion de nuevas
proposiciones a partir de relaciones entre éstas.
m Negacion (—)
- —p significa no ocurre p. Por tanto p es verdadero
precisamente si —p es falso y viceversa.
- v(—p) =1-1v(p)
- Doble negacion: —(—p) es equivalente a p.
v(=(=p)) =1—-v(=p) = 1-(1—-v(p)) = v(p)
- Si p es una proposicién universal —p es una
proposicion existencial.
- Si p es una proposicion existencial —p es una
proposicion universal.
- Ejemplo: [ es el limite de la sucesion de numeros
reales {a,} cuando Ve € R, x > 0, 3ng € N tal que si
n > ng entonces | x, — L |< €. ¢Cual seria la
condicién para que [ no fuera el limite de {a,}?

m Conjuncion (/\)
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Nociones basicas

Operadores Permiten la construccion de nuevas
proposiciones a partir de relaciones entre éstas.

m Negacion (—)
m Conjuncion (/\)

- p/\gsignifica py q. p/\ q es cierta si lo son
ambas, py q
- v(p/Aq) =v(p)v(q)

m Disyuncion (V)
m Leyes de Morgan
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Nociones basicas

Operadores Permiten la construccion de nuevas
proposiciones a partir de relaciones entre éstas.

m Negacion (—)
m Conjuncion (/\)
m Disyuncion (V)

- pV g significa p o q. pV q es cierta si lo son
alguna, po q
- v(pV q) =v(p) +v(q) — v(p)v(q)

m Leyes de Morgan
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Nociones basicas

Operadores Permiten la construccion de nuevas
proposiciones a partir de relaciones entre éstas.

m Negacion (—)

m Conjuncion (/\)
m Disyuncion (V)

m Leyes de Morgan

—~(pVq) & pA—q
—~(p/Nq) & —pV—q
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Nociones basicas

Proposiciones condicionales

Una proposicion condicional es una proposicion
compuesta por dos proposiciones py q que se
relacionan por el conector logico =,

p=q

Leeremos si p entonces q o p implica q. La proposicion
p suele llamarse hipotesis y la proposicion q tesis.

Que la proposicion p = g sea cierta significa solamente que
en el caso de que se verificara p entonces también se
verificaria g, independientemente de lo que signifiquen p y
g. Es decir, so6lo se afirma la conexion logica entre ambas
proposiciones, sin asegurar nada sobre la verdad o falsedad
de cada una de ellas. Por tanto lo tiinico que no puede
ocurrir es que p sea verdadera y g sea falsa.

v(p=q) =1—-v(p)+v(p)v(q)
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Condicion Suficiente

Ejemplo I

Para reservar un hotel es suficiente con dar nombre y namero de tarjeta.
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Condicion Suficiente

Ejemplo I
Para reservar un hotel es suficiente con dar nombre y namero de tarjeta.

Es suficiente con dar nombre y niimero de tarjeta para reservar un hotel
e |

p q
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Condicion Suficiente

Ejemplo I
Para reservar un hotel es suficiente con dar nombre y namero de tarjeta.

Es suficiente con dar nombre y niimero de tarjeta para reservar un hotel
e |

p q

Basta dar nombre y nimero de tarjeta para reservar un hotel
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Condicion Suficiente

Ejemplo I
Para reservar un hotel es suficiente con dar nombre y namero de tarjeta.

Es suficiente con dar nombre y niimero de tarjeta para reservar un hotel
e |

p q

Basta dar nombre y nimero de tarjeta para reservar un hotel

Si das nombre y numero de tarjeta entonces puedes reservar un hotel
! 1 L 1

p q
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Condicion Suficiente

Ejemplo I
Para reservar un hotel es suficiente con dar nombre y namero de tarjeta.

Es suficiente con dar nombre y niimero de tarjeta para reservar un hotel
e |

p q

Basta dar nombre y nimero de tarjeta para reservar un hotel

Si das nombre y numero de tarjeta entonces puedes reservar un hotel
! 1 L 1

p q

pP=4q
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Condicion Suficiente

Ejemplo I
Para reservar un hotel es suficiente con dar nombre y namero de tarjeta.

Es suficiente con dar nombre y niimero de tarjeta para reservar un hotel
e |

p q

Basta dar nombre y nimero de tarjeta para reservar un hotel

Si das nombre y numero de tarjeta entonces puedes reservar un hotel
! 1 L 1

p q

pP=4q

p es condicion suficiente para g
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Condicion Suficiente

Ejemplo II

La derivabilidad es condicion suficiente para la continuidad.
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Condicion Suficiente

Ejemplo II
La derivabilidad es condicion suficiente para la continuidad.

Es suficiente que la funcion sea derivable para que sea continua
| I |
P q

VNiVERSiD‘\D P SALAMANCA Algebra Tema2  Contenidos Pag. 53



Condicion Suficiente

Ejemplo II
La derivabilidad es condicion suficiente para la continuidad.

Es suficiente que la funcion sea derivable para que sea continua
| I |
P q

Basta con que la funcién sea derivable para que sea continua
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Condicion Suficiente

Ejemplo II
La derivabilidad es condicion suficiente para la continuidad.

Es suficiente que la funcion sea derivable para que sea continua
| I |
P q

Basta con que la funcién sea derivable para que sea continua

Si una funcion es derivableI entonces es continua
_ 1
P q
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Condicion Suficiente

Ejemplo II
La derivabilidad es condicion suficiente para la continuidad.

Es suficiente que la funcion sea derivable para que sea continua
| I |
P q

Basta con que la funcién sea derivable para que sea continua

Si una funcion es derivableI entonces es continua
_ 1
P q

pP=4q
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Condicion Suficiente

Ejemplo II
La derivabilidad es condicion suficiente para la continuidad.

Es suficiente que la funcion sea derivable para que sea continua
| I |
P q

Basta con que la funcién sea derivable para que sea continua

Si una funcion es derivableI entonces es continua
_ 1
P q

pP=4q

p es condicion suficiente para g
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Condicion Necesaria

Ejemplo I

Rellenar la solicitud es necesario para asistir al curso.
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Condicion Necesaria

Ejemplo I
Rellenar la solicitud es necesario para asistir al curso.

Rellenar la solicitud es obligatorio para poder asistir al curso
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Condicion Necesaria

Ejemplo I
Rellenar la solicitud es necesario para asistir al curso.

Rellenar la solicitud es obligatorio para poder asistir al curso

Sino rellenas la solicitud entonces no puedes asistir al curso
L ]
= —
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Condicion Necesaria

Ejemplo I
Rellenar la solicitud es necesario para asistir al curso.

Rellenar la solicitud es obligatorio para poder asistir al curso

Sino rellenas la solicitud entonces no puedes asistir al curso
L ]
— —

P="9
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Condicion Necesaria

Ejemplo I
Rellenar la solicitud es necesario para asistir al curso.

Rellenar la solicitud es obligatorio para poder asistir al curso

Sino rellenas la solicitud entonces no puedes asistir al curso
L 1
— —

P="9

q=Dp
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Condicion Necesaria

Ejemplo I
Rellenar la solicitud es necesario para asistir al curso.

Rellenar la solicitud es obligatorio para poder asistir al curso

Sino rellenas la solicitud entonces no puedes asistir al curso
L 1
— —

P="9

q=Dp

p es condicion necesaria para q
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Condicion Necesaria

Ejemplo II

Que una matriz sea cuadrada es condicion necesaria para que tenga
inversa
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Condicion Necesaria

Ejemplo II

Que una matriz sea cuadrada es condicion necesaria para que tenga
inversa

Que una matriz sea cuadrada es obligatorio para que tenga inversa
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Condicion Necesaria

.
Ejemplo II

Que una matriz sea cuadrada es condicion necesaria para que tenga
inversa

Que una matriz sea cuadrada es obligatorio para que tenga inversa

Si una matriz no es cuadradaI entonces no tiene inversa
|
P =
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Condicion Necesaria

.
Ejemplo II

Que una matriz sea cuadrada es condicion necesaria para que tenga
inversa

Que una matriz sea cuadrada es obligatorio para que tenga inversa

Si una matriz no es cuadradaI entonces no tiene inversa
e — |
-p —q

P="9
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Condicion Necesaria

Ejemplo II

Que una matriz sea cuadrada es condicion necesaria para que tenga
inversa

Que una matriz sea cuadrada es obligatorio para que tenga inversa

Si una matriz no es cuatdradaI entonces no tiene inversa
e — |
~p =g

P="9

q=Dp
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Condicion Necesaria

Ejemplo II

Que una matriz sea cuadrada es condicion necesaria para que tenga
inversa

Que una matriz sea cuadrada es obligatorio para que tenga inversa

Si una matriz no es cuatdradaI entonces no tiene inversa
e — |
~p =g

P="9

q=Dp

p es condicion necesaria para g
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Condicion necesaria y suficiente

peq es equivalente a rP=q
q=p

p es condicion necesaria y suficiente para g
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Resumen

p es cond. suficiente para g pP=q

p es cond. necesaria para g q=p

p es cond. necesaria y suficiente para q | p < q
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Clases de proposiciones

Directa pP=q
Reciproca q=p
Contraria —-p=q

Contrareciproca —q = —p
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Clases de proposiciones

Directa r=q
Reciproca q=p
Contraria —p=q

Contrareciproca —q = —p

Recordar

[ p=4q < -q="p ]
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Obsevaciones finales

m Reduccion al absurdo Para demostar que p = q,
se puede demostrar —q = —p

m Contraejemplo Para probar que p = q es falso
basta con encontrar una situacion en la que se

tenga py —q
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Tema 2

Logica y teoria de conjuntos
Logica
Nociones Basicas de Teoria de Conjuntos
Operaciones
Producto Cartesiano
Aplicaciones

Relaciones Binarias
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Nociones basicas

Definiciones
m Conjunto X
Notacion pertenece, x € X
Conjunto vacio ()

]
]
m Subconjunto, Y C X
m Cardinal

]

Complementario, X¢

Nota: Dos conjuntos X e Y se dicen iguales si:

XcYeYCX
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Nociones basicas. Cuantificadores

m Universal V (*para todo )
m Existencial 3 ( “existe”)

Proposicion
Notacién: “p(x) = el elemento x verifica la propiedad p”

—{Vxe X : px)}={3x e X : —=p(x)}
—{Ix e X : p(x)} ={Vx e X : —=p(x)}
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Tema 2

Logica y teoria de conjuntos
Logica
Nociones Basicas de Teoria de Conjuntos
Operaciones
Producto Cartesiano
Aplicaciones

Relaciones Binarias
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Operaciones y propiedades
m Union
AUB={x:xec€Ab6xecB}
m Interseccion
ANB={x:xc€AyxeB}

m Propiedades

Conmutativa AUB=BUA, ANB=BNA

Asociativa (AUB)UC=AU (BUC),
(AnB)NC=AnN(BNC)

Distributiva AU(BNC)=(AuB)Nn(AUuCQC),
AN(BUC)=(ANnB)U(ANC)

Absorcién AU (ANA) =A, AN(AUA)=A

Idempotencia AUA=A, ANA=A

Leyes de Morgan (AN B)¢=A°UBS,
(AUB)® = A°N B°
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Tema 2

Logica y teoria de conjuntos
Logica
Nociones Basicas de Teoria de Conjuntos
Operaciones
Producto Cartesiano
Aplicaciones

Relaciones Binarias
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Producto Cartesiano

Definicion Dados dos conjunto A y B se llama
producto cartesiano y se denota A x B al conjunto

AxB={(a,b) :ac A, be B}

Ejemplos N2, R?
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Tema 2

Logica y teoria de conjuntos
Logica
Nociones Basicas de Teoria de Conjuntos
Operaciones
Producto Cartesiano
Aplicaciones

Relaciones Binarias
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Aplicaciones

Definicion Dados dos conjuntos X e Y se denomina
aplicacion de conjuntos a toda ley o asignacién f

[ X—Y

tal que para cada x € X existe un unico y € Y tal que

J(x)=uy.

Existe una definicion alternativa de aplicacion como

subconjunto de producto cartesiano X x Y.
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Aplicaciones

Definiciones
m Conjunto Imagen, Imf
m Imagen inversa, f~!(y)
Composicion

f:X—Y
g:Z—T = gof:X—T
ImfcZz

donde (go f)(x) = g(f(x))
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Clases de aplicaciones

S es Inyectiva &S x#EXx=f(x)£f(x)
flx) =f(X) = x =X]

S es Epiyectiva & VYyeYdxeXtalque f(x)=y
S es Biyectiva < sif esinyectiva y epiyectiva
Ejemplos

Definicion Aplicacion Inversa.
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Tema 2

Logica y teoria de conjuntos
Logica
Nociones Basicas de Teoria de Conjuntos
Operaciones
Producto Cartesiano
Aplicaciones

Relaciones Binarias
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Relaciones binarias

Definicion. Dado un conjunto A se denomina relacion
binaria a cualquier subconjunto R del producto
cartesiano, RC A x A

Notacion: (x,y) € R < xRy

Propiedades
R es reflexiva < xRx, VxeA
R es simétrica < Si xRy = yRx
R es antisimétrica S xRy, yRx =x=y
R es transitiva < xRy e yRz = xRz
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Relaciones de equivalencia

Definicion R es relacion de equivalencia en A si es
reflexiva, simétrica y transitiva

Notacion. x ~ y
Ejemplos

Definiciones
m Clase de equivalencia.
m Conjunto cociente

Ejemplos

VN iVl:RSiD‘\D D SALAMANCA Algebra Tema2  Contenidos Pag. 73



Relaciones de orden

Definicién R es relacion de orden en A si es reflexiva
antisimétrica y transitiva

Notacion (A, <) conjunto ordenado.
Ejemplos
Definiciones
m Orden total (o completo), orden parcial, orden bueno

m Cota superior/inferior

Conjunto acotado superiormente/inferiormente

Conjunto acotado

Supremo, maximo

m Infimo, minimo
Proposicion

Buen orden = orden total
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Tema 3

Espacios vectoriales

Espacios Vectoriales. Subespacios
Dependencia e Independencia Lineal
Bases y Dimension

Suma de Subespacios
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Tema 3

Espacios vectoriales

Espacios Vectoriales. Subespacios

Definicion

Subespacios

Combinaciones Lineales. Sistema generador
Dependencia e Independencia Lineal

Bases y Dimension

Suma de Subespacios
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Espacio Vectorial. Definicion y ejemplos
Definicion Sea E un conjunto. Se dice que (E,+,:) es un espacio vectorial

sobre R (o un R- espacio vectorial) si + y - son dos operaciones definidas
sobre E que verifican:

+ es una operacion interna
(suma de vectores):

+:EXE—E
(e.e') — e+ €’

- €S una operacion externa
(producto por escalar):

-:RXE—E
(A,e) — A-e=Ae
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Espacio Vectorial. Definicion y ejemplos

Definicion Sea E un conjunto. Se dice que (E,+,:) es un espacio vectorial
sobre R (o un R- espacio vectorial) si + y - son dos operaciones definidas
sobre E que verifican:

+ es una operacion interna 1. Asociativa :

(suma de vectores): et (e te")=(et+e)+e", Vee,e cE

+:EXE—E
(e.e') — e+ €’

- €S una operacion externa
(producto por escalar):

-:RXE—E
(A,e) — A-e=Ae
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Espacio Vectorial. Definicion y ejemplos

Definicion Sea E un conjunto. Se dice que (E,+,:) es un espacio vectorial
sobre R (o un R- espacio vectorial) si + y - son dos operaciones definidas
sobre E que verifican:

+ es una operacion interna 1. Asociativa :
(suma de vectores): et (e te")=(et+e)+e", Vee,e cE
+:EXE—E 2. Elemento neutro :

, , JO€E:e+0=0+e=e, eckE
(e,e') —e+e

- €S una operacion externa
(producto por escalar):

-:RXE—E
(A,e) — A-e=Ae
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Espacio Vectorial. Definicion y ejemplos

Definicion Sea E un conjunto. Se dice que (E,+,:) es un espacio vectorial
sobre R (o un R- espacio vectorial) si + y - son dos operaciones definidas
sobre E que verifican:

+ es una operacion interna 1. Asociativa :
(suma de vectores): et (e te")=(et+e)+e", Vee,e cE
+:EXE—E 2. Elemento neutro :

, , JO€E:e+0=0+e=e, eckE
(e,e') —e+e
3. Elemento opuesto :

VecE,d—ecE:e+(—e)=(—e)+e=0

- €S una operacion externa
(producto por escalar):

-:RXE—E
(A,e) — A-e=Ae
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Espacio Vectorial. Definicion y ejemplos

Definicion Sea E un conjunto. Se dice que (E,+,:) es un espacio vectorial
sobre R (o un R- espacio vectorial) si + y - son dos operaciones definidas
sobre E que verifican:

+ es una operacion interna 1. Asociativa :
(suma de vectores): et (e te")=(et+e)+e", Vee,e cE
+:EXE—E 2. Elemento neutro :

, , JO€E:e+0=0+e=e, eckE
(e,e') —e+e

3. Elemento opuesto :
VecE,d—ecE:e+(—e)=(—e)+e=0

4. Conmutativa: e+ e’ =e'+e Ve e € E

- €S una operacion externa
(producto por escalar):

-:RXE—E
(A,e) — A-e=Ae
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Espacio Vectorial. Definicion y ejemplos

Definicion Sea E un conjunto. Se dice que (E,+,:) es un espacio vectorial
sobre R (o un R- espacio vectorial) si + y - son dos operaciones definidas

sobre E que verifican:

+ es una operacion interna
(suma de vectores):

+:EXE—E
(e.e') — e+ €’

- €S una operacion externa
(producto por escalar):

-:RXE—E
(A,e) — A-e=Ae

VNiVERSiDAD B SATAMANCA

1.

Asociativa :
e+ (e +e’')=(e+e')+e", Vee,e’"eE

Elemento neutro :
J0€E:e+0=0+e=e, ecE

Elemento opuesto :
VecE,d—ecE:e+(—e)=(—e)+e=0

Conmutativa : e+e' =e’ +e Ve, e' € E

Distributiva I :
Ale+e') =Ae+ Aée',

Algebra

Tema 3

Contenidos

VAER, e,e’ € E
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Espacio Vectorial. Definicion y ejemplos

Definicion Sea E un conjunto. Se dice que (E,+,:) es un espacio vectorial
sobre R (o un R- espacio vectorial) si + y - son dos operaciones definidas

sobre E que verifican:

+ es una operacion interna
(suma de vectores):

+:EXE—E
(e.e') — e+ €’

- €S una operacion externa
(producto por escalar):

-:RXE—E
(A,e) — A-e=Ae

VNiVERSiDAD B SATAMANCA

1.

Asociativa :
e+ (e +e')=(e+e')+e", Vee,e'cE

Elemento neutro :
J0€E:e+0=0+e=e, ecE

Elemento opuesto :
VecE,d—ecE:e+(—e)=(—e)+e=0

Conmutativa : e+e' =e’ +e Ve, e' € E

Distributiva I :
AMe+e')=Ae+Ae', VAER, e,e’ €E

Distributiva II :
(At+pne=Ae+pune, VA,LER, ecE
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Espacio Vectorial. Definicion y ejemplos

Definicion Sea E un conjunto. Se dice que (E,+,:) es un espacio vectorial
sobre R (o un R- espacio vectorial) si + y - son dos operaciones definidas
sobre E que verifican:

+ es una operacion interna 1

Asociativa :
(suma de vectores):

e+ (e +e’')=(e+e')+e", Vee,e’"eE

+:EXE—E 2. Elemento neutro :

(ee') —s et e’ JO€E:e+0=0+e=e, eckE

’ 3. Elemento opuesto :
VecE,d—ecE:e+(—e)=(—e)+e=0

4. Conmutativa : e+ e’ =e’ +e Ve,e' € E

- €S una operacion externa

(producto por escalar): 5. Distributival :
AMe+e')=Ae+Ae', VAER, e,e’ €E
RXE-—E 6. Distributiva II :
(A e) — A-e=Ae (At+pne=Ae+pune, VA,LER, ecE

7. Mixta : (An)e =A(pe), VA,u€R, ecE
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Espacio Vectorial. Definicion y ejemplos

Definicion Sea E un conjunto. Se dice que (E,+,:) es un espacio vectorial
sobre R (o un R- espacio vectorial) si + y - son dos operaciones definidas
sobre E que verifican:

+ es una operacion interna 1

Asociativa :
(suma de vectores):

e+ (e +e')=(e+e')+e", Vee,e'cE

+:EXE—-5E 2. Elemento neutro :
(e.e') —s e+ &’ JO€EE:e+0=0+e=e, ecE
’ 3. Elemento opuesto :
VecE,d—ecE:e+(—e)=(—e)+e=0
4. Conmutativa : e+ e’ =e’ +e Ve,e' € E

- €S una operacion externa

(producto por escalar): 5. Distributival :
AMe+e')=Ae+Ae', VAER, e,e’ €E
RXE-—E 6. Distributiva II :
(A e) — A-e=Ae (At+pne=Ae+pune, VA,LER, ecE

7. Mixta : (An)e =A(pe), VA,u€R, ecE
8. Identidad : le=e,Ve € E
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Espacio Vectorial. Definicion y ejemplos

Ejemplos: R", M, (R), Pn(R)
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Espacio Vectorial. Definicion y ejemplos

Ejemplos: R", M, (R), Pn(R)

Proposicion: Sean E1, ..., E, espacios vectoriales
sobre Ry sea E=E; x --- x Ep.
En E definimos las operaciones de suma de vectores y
producto por escalares de modo canénico, es decir,
V(ug,...,Un), (U1,...,0n) e EyVAER:

- (ug, ..., up)+ (V1,...,00) = (U; +01,...,Us + Uy)

- AMug, .. un) = (AU, ..., AUR)
Con estas definiciones E es un espacio vectorial real.
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Espacio Vectorial. Propiedades

Proposicion: Sea E un R-espacio vectorial, y sean
u,ve Ey A, peR. Se verifica:
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Espacio Vectorial. Propiedades

Proposicion: Sea E un R-espacio vectorial, y sean
u,ve Ey A, peR. Se verifica:

-AMu—v)=Au—2Av
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Espacio Vectorial. Propiedades

Proposicion: Sea E un R-espacio vectorial, y sean
u,ve Ey A, peR. Se verifica:

-AMu—v)=Au—2Av
- AOg = Og
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Espacio Vectorial. Propiedades

Proposicion: Sea E un R-espacio vectorial, y sean
u,ve Ey A, peR. Se verifica:

-AMu—v)=Au—2Av
- AOg = Og
- A(—u) =-A\u

Pag. 79
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Espacio Vectorial. Propiedades

Proposicion: Sea E un R-espacio vectorial, y sean
u,ve Ey A, peR. Se verifica:

-AMu—v)=Au—2Av
- AOg = Og

- A(—u) =-A\u

- A—pu=Au—pu

Pag. 79
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Espacio Vectorial. Propiedades

Proposicion: Sea E un R-espacio vectorial, y sean
u,ve Ey A, peR. Se verifica:

-AMu—v)=Au—2Av

- AOg =0g

- A(—u) =-A\u

- A—pu=Au—pu
- Ou=0g
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Espacio Vectorial. Propiedades

Proposicion: Sea E un R-espacio vectorial, y sean
u,ve Ey A, peR. Se verifica:

-AMu—v)=Au—2Av

- AOg =0g

- A(—u) =-A\u

- A—pu=Au—pu
- Ou=0g

- (=AN)u=-—(Au)
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Espacio Vectorial. Propiedades

Proposicion: Sea E un R-espacio vectorial, y sean
u,ve Ey A, peR. Se verifica:

-AMu—v)=Au—2Av

- AOg =0g

- A(—u) =-A\u

- A—pu=Au—pu
- Ou=0g

- (=AN)u=-—(Au)

AU=0g &< A=00u=0g
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Subespacios.

Definicion Sea E un R-espacio vectorial. E’ C E es
subespacio vectorial de E si E’ es un R-espacio vectorial
con las operaciones de E.

= las operaciones de E son estables en E’
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Subespacios.

Definicion Sea E un R-espacio vectorial. E’ C E es
subespacio vectorial de E si E’ es un R-espacio vectorial
con las operaciones de E.

= las operaciones de E son estables en E’

Proposicion

1.Ve,e' ¢ E’ et+e cE’

E' C E es subespacio &
2.YVeeE', AeR Ae € E/,

& Ve,e €eE', A peR Ae+ e’ € E’
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Subespacios.

Definicion Sea E un R-espacio vectorial. E’ C E es
subespacio vectorial de E si E’ es un R-espacio vectorial
con las operaciones de E.

= las operaciones de E son estables en E’

Proposicion

, . 1.Ve, e’ € E’ e+e €E

E’ C E es subespacio <« , ,
2.VecE', AcR Ae c E',

& Ve,e €eE', A peR Ae+ e’ € E’

Toda combinacion lineal de elementos de E' pertenece a E’
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Subespacios. Ejemplos

- El conjunto E = {(a, b,0), a, b € R} es un
subespacio de R3
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Subespacios. Ejemplos

- El conjunto E = {(a, b,0), a, b € R} es un
subespacio de R3

- El conjunto E ={(a, b, 1),a, b € R} no es un
subespacio de R3
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Subespacios. Ejemplos

- El conjunto E = {(a, b,0), a, b € R} es un
subespacio de R3

- El conjunto E ={(a, b, 1),a, b € R} no es un
subespacio de R3

- Si m < n entonces P (R) es un subespacio de
Pn(R)
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Subespacios. Ejemplos

- El conjunto E = {(a, b,0), a, b € R} es un
subespacio de R3

- El conjunto E ={(a, b, 1),a, b € R} no es un
subespacio de R3

- Si m < n entonces P (R) es un subespacio de
Pr(R)

- El conjunto de polinomios de grado 2 no es un
subespacio del espacio de polinomios de grado 3.
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Subespacios. Ejemplos

- El conjunto E = {(a, b,0), a, b € R} es un
subespacio de R3

- El conjunto E ={(a, b, 1),a, b € R} no es un
subespacio de R3

- Si m < n entonces P (R) es un subespacio de
Pr(R)

- El conjunto de polinomios de grado 2 no es un
subespacio del espacio de polinomios de grado 3.

- El conjunto de matrices cuadradas de orden n que
son triangulares inferiores es un subespacio de
MTlX H(R)
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Subespacios. Ejemplos

- El conjunto E = {(a, b,0), a, b € R} es un
subespacio de R3

- El conjunto E ={(a, b, 1),a, b € R} no es un
subespacio de R3

- Si m < n entonces P (R) es un subespacio de
Pr(R)

- El conjunto de polinomios de grado 2 no es un
subespacio del espacio de polinomios de grado 3.

- El conjunto de matrices cuadradas de orden n que
son triangulares inferiores es un subespacio de
MTlX H(R)

- El conjunto de matrices cuadradas de orden n que
son simétricas es un subespacio de M x »(R)
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Subespacios. Ejemplos

- El conjunto E = {(a, b,0), a, b € R} es un
subespacio de R3

- El conjunto E ={(a, b, 1),a, b € R} no es un
subespacio de R3

- Si m < n entonces P (R) es un subespacio de
Pr(R)

- El conjunto de polinomios de grado 2 no es un
subespacio del espacio de polinomios de grado 3.

- El conjunto de matrices cuadradas de orden n que
son triangulares inferiores es un subespacio de
MHX H(R)

- El conjunto de matrices cuadradas de orden n que
son simétricas es un subespacio de M x »(R)

- El conjunto de matrices cuadradas de orden n que
son invertibles no un subespacio de M« »(R)
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Subespacios. Propiedades

Sean E’ y E” subespacios de E
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Subespacios. Propiedades

Sean E’ y E” subespacios de E
m O € E’
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Subespacios. Propiedades

Sean E’ y E” subespacios de E
m O € E’
m Si u € E’ entonces —u € E’
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Subespacios. Propiedades

Sean E’ y E” subespacios de E
m Og € E’
m Si u € E’ entonces —u € E’
m E'NE” es un subespacio de E
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Subespacios. Propiedades

Sean E’ y E” subespacios de E
m Og € E’
m Si u € E’ entonces —u € E’
m E'NE” es un subespacio de E

m E'UE” es un subespaciode E < E' CE” o
E// C E/
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Combinaciones Lineales

Definicion: Sea E un R espacio vectorial. Sean
e, ey, ..., e, € E. Se llama combinacion lineal de los
vectores e, €, ..., €, a todo vector de la forma:

A1e1 +Axex + ... +Apep

donde A1, Ag, ..., A, € R son escalares cualesquiera.
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Combinaciones Lineales

Definicion: Sea E un R espacio vectorial. Sean
e, ey, ..., e, € E. Se llama combinacion lineal de los
vectores e, €, ..., €, a todo vector de la forma:

A1e1 +Axex + ... +Apep

donde A1, Ag, ..., A, € R son escalares cualesquiera.

Proposicion: Sea (e, es, ..., €p) €l conjunto de
combinaciones lineales de los vectores de E e, €g,...,€p,, €s
decir:

(el,ez,...,ep> 2{7\101 +7\2e2+...+7\pep : 7\1,7\2,...,7\p€R}

(e1,e2,...,ep) es un subespacio de E al que llamaremos
subespacio generado por los vectores e, es, ..., €p.
Ademas, si E’ es un subespaciode Ey e;,e2,...,e, € E’
entonces (e, ey,...,e,) C E’, es decir (e, e,,...,ep,) esel
menor subespacio que contiene a e, es, ..., €.
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Subespacios. Subespacio generado

Definicion: {e;, ey, ..., ey} es un sistema generador de

E si
(E=(e1.,e,...,€p))

es decir, si cualquier elemento de E es combinacion
lineal de {e1,eq,...,ep}.
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Tema 3

Espacios vectoriales

Espacios Vectoriales. Subespacios

Dependencia e Independencia Lineal
Vectores linealmente independientes/dependientes
Teorema de independencia lineal

Bases y Dimension

Suma de Subespacios
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Dependencia e Independencia Lineal

Definiciones Sea E un R espacio vectorial.

m Se dice que los vectores e, e, ..., €, son linealmente
independientes (1.i.) si la tinica combinacién lineal de
ellos igual al vector cero es la trivial (todos los
coeficientes nulos).

Ae; +7\2e2+...+?\pep:0:>?\1 :?\2:...:?\p:0
m Se dice que los vectores e, €, ..., €, son linealmente

dependientes (l.d.) si existe una combinacion lineal no
trivial igual al vector cero.

JA1, ..., Apconalgin A; # O tal que A1€1 + ... +A,e, =0

m Se dice que e depende linealmente de e, ez,...,€e, siy
so6lo si
ec(ej,ey,...,€p)
Ejemplos
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Dependencia e Independencia Lineal.
Proposicion

Sea E un R espacio vectorial.

{e1.ea,...,ep} es l.d & alguno de ellos es
combinacion del resto.

{e1.eq,...,€ep} es Li & ninguno de ellos es
combinacién del resto.

Dem.
Basta despejar e; siendo A; # O para obtener:

A
ei:—1e1+...+—’.’ep.
Supongamos e; € (eg, ..., €p), por tanto:

€] =M€y +...+Apep = —€1+Aex+...+Ape, =0
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Dependencia e Independencia Lineal.
Propiedades

Sea E un R espacio vectorial.

m Todo sistema de vectores es 1.i. o 1.d.
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Dependencia e Independencia Lineal.
Propiedades

Sea E un R espacio vectorial.
m Todo sistema de vectores es l.i. o l.d.
m Todo sistema que contiene al vector cero es 1.d.
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Dependencia e Independencia Lineal.
Propiedades

Sea E un R espacio vectorial.
m Todo sistema de vectores es l.i. o l.d.
m Todo sistema que contiene al vector cero es 1.d.
m {e}esli. < e#0
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Dependencia e Independencia Lineal.
Propiedades

Sea E un R espacio vectorial.
m Todo sistema de vectores es l.i. o l.d.
m Todo sistema que contiene al vector cero es 1.d.
m {e}esli. < e#0
m {e;,ey} es l.d. & uno de los vectores es proporcional al otro
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Dependencia e Independencia Lineal.
Propiedades

Sea E un R espacio vectorial.
m Todo sistema de vectores es l.i. o l.d.
m Todo sistema que contiene al vector cero es 1.d.
m {e}esli. < e#0
m {e;,ey} es l.d. & uno de los vectores es proporcional al otro
m {eg,..., eyt sonld. = {ej,...,ep, e }esldVe € E
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Dependencia e Independencia Lineal.
Propiedades

Sea E un R espacio vectorial.

Todo sistema de vectores es 1.i. o 1.d.

Todo sistema que contiene al vector cero es 1.d.

{elesli. < e #0

{e1,es} es 1.d. & uno de los vectores es proporcional al otro
{e1,..., eyt sonld. = {ej,...,ep, e }esldVe € E
{e1,....ep}sonli={e,...,&,...,ep}esli.Vi=1,...,p
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Dependencia e Independencia Lineal.
Propiedades

Sea E un R espacio vectorial.

Todo sistema de vectores es 1.i. o 1.d.

Todo sistema que contiene al vector cero es 1.d.

{elesli. < e #0

{e1,es} es 1.d. & uno de los vectores es proporcional al otro
{e1,..., eyt sonld. = {ej,...,ep, e }esldVe € E
{e1,....ep}sonli={e,...,&,...,ep}esli.Vi=1,...,p

{e1,....ep}esli
{e1,..., ep.e}esld.
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Dependencia e Independencia Lineal.
Propiedades

Sea E un R espacio vectorial.

m Todo sistema de vectores es l.i. o 1.d.

m Todo sistema que contiene al vector cero es 1.d.

m {e}esli. < e#0

m {e;,ey} es l.d. & uno de los vectores es proporcional al otro

m {eg,..., eyt sonld. = {ej,...,ep, e }esldVe € E

m{e;,....ep}sonli={e,...,€,...,eplesliVi=1,...,p
{e1,....ep}esli

[ = e depende linealmente de {e, ..., epl
{e1,..., ep.e}esld.

ep,...,epresli

= e ) . = {e;,....ep,e}es Li.

e no depende linealmente de {e1,...,ep}
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Dependencia e Independencia Lineal.
Propiedades

Sea E un R espacio vectorial.

m Todo sistema de vectores es l.i. o 1.d.

m Todo sistema que contiene al vector cero es 1.d.

m {e}esli. < e#0

m {e;,ey} es l.d. & uno de los vectores es proporcional al otro

m {eg,..., eyt sonld. = {ej,...,ep, e }esldVe € E

m{e;,....ep}sonli={e,...,€,...,eplesliVi=1,...,p
{e1,....ep}esli

[ = e depende linealmente de {e, ..., epl
{e1,..., ep.e}esld.
ep,...,epresli

] tex 2 . = {e,..., ep.e}esli
e no depende linealmente de {e1,...,ep}
ec (ep,..., e

m ( 1, p,> . = ec(e],...,e)
e c(ep,..., ey, Vi=1,..., p
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Dependencia e Independencia Lineal.
Propiedades

Sea E un R espacio vectorial.

Todo sistema de vectores es 1.i. o 1.d.

Todo sistema que contiene al vector cero es 1.d.

{elesli. < e #0

{e1,es} es 1.d. & uno de los vectores es proporcional al otro
{e1,..., eyt sonld. = {ej,...,ep, e }esldVe € E
{e1,....ep}sonli={e,...,&,...,ep}esli.Vi=1,...,p

{e1,....ep}esli

{e1,..., ep.e}esld.

{e1,...,ep}esli

e no depende linealmente de {e1,...,ep}

ecep,..., ep)
e € (e, ..., ey, Vi=1,..., p

Todo vector de (eq,..., ep)

{e1,....ep}sonli = se escribe de forma tinica como
combinacion lineal de {e;,....ep}
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Teorema de Independencia Lineal

Teorema. Sea E un R espacio vectorial.

VAN
Q

e,..., ey} es generador
q - p
{e1,...,etesLi.
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Teorema de Independencia Lineal
Teorema. Sea E un R espacio vectorial.
{e1,...,eq} es generador }
= p

{e],....e lesLi

Demo. Supongamos p > q. Trabajando por etapas es
posible demostrar que (eventualmente es necesario
reordenar los vectores):

{e1,....e4) 5.8 {e],....eq} 5.8 {el.e),....eq) 5.8
{e1,....ep}Li {e1,....ep}t i {e1,...,ep}Li.
{el,e;5,....e 8.8 mientras p > q resulta:
{e] e/} Li T el (e} el)
1s----€ptLi g1 1o+ €g
Lo cual es una contradiccion pues {e], ..., e,} son Li. Por

tanto debe ser p < q
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Tema 3

Espacios vectoriales

Espacios Vectoriales. Subespacios
Dependencia e Independencia Lineal

Bases y Dimension
Bases y sus propiedades
Teoremas de la base y base incompleta
Coordenadas y rango

Suma de Subespacios
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Bases

Sea E un R- espacio vectorial.

Definicion E se dice de tipo finito si existe un sistema
generador formado por un nuiimero finito de vectores.

Definicion Sea E de tipo finito. Se dice que los
vectores {ey, ..., e,} forman una base si

Son generadores
Son linealmente independientes

Nota: En este curso s6lo trataremos con espacios
vectoriales de tipo finito. Es decir, E siempre sera un R
espacio vectorial de tipo finito.
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Base. Caracterizacion

Proposicion Las siguientes condiciones son equivalentes.
{e1,...,e,} es base.

Todo vector de E se escribe de forma tinica como
combinacion lineal de {eq,...,e,}

{e1,...,en} son lLi. y dejan de serlo al anladir otro vector.

{e1,..., ey} son generadores y dejan de serlo al
prescindir de alguno de ellos.

Demo.
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Base. Caracterizacion

Proposicion Las siguientes condiciones son equivalentes.
{e1,...,en} es base.

Todo vector de E se escribe de forma tinica como
combinacién lineal de {eq,...,e,}

{e1,..., ey} son li. y dejan de serlo al anadir otro vector.

{e1,..., ey} son generadores y dejan de serlo al
prescindir de alguno de ellos.

Demo. |1 =2

son generadores
{e1,...,e,} es base & .
son L.i.
todo e € E se escribe como c.l. {ey,...,e}
e c (e],...,e,) se escribe de forma tnica
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Base. Caracterizacion

Proposicion Las siguientes condiciones son equivalentes.
{e1,...,e,} es base.

Todo vector de E se escribe de forma tinica como
combinacion lineal de {ey,...,e,}

{e1,..., ey} son li. y dejan de serlo al aniadir otro vector.

{e1,...,en} son generadores y dejan de serlo al
prescindir de alguno de ellos.

Demo.

{e1,...,en} son Li. pues el vector O se escribe de forma
unica.

{e1,...,e,} dejan de ser l.i al anadir otro pues el nuevo
vector e se puede escribir como combinacién lineal de
{e1,...,en} por hipotesis.
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Base. Caracterizacion

Proposicion Las siguientes condiciones son equivalentes.
{e1,...,en} es base.

Todo vector de E se escribe de forma tinica como
combinacién lineal de {eq,...,e,}

{e1,..., ey} son li. y dejan de serlo al afniadir otro vector.

{e1,..., ey} son generadores y dejan de serlo al
prescindir de alguno de ellos.

Demo.
H Veamos que {ey, ..., ey} son generadores. Sea e € E,

por tenemos:
Aer+...+Aen+pue=0

con p # 0 despejando se tiene e € (e, ...,e,) = E.
Si se prescinde de uno dejan de ser generadores, pues el
eliminado no puede ser generado por los demas, ya que por

son l.i.
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Base. Caracterizacion

Proposicion Las siguientes condiciones son equivalentes.
{e1,...,e,} es base.

Todo vector de E se escribe de forma tinica como
combinacién lineal de {eq,...,e,}

{e1,..., ey} son Li. y dejan de serlo al anadir otro vector.

{e1,..., ey} son generadores y dejan de serlo al
prescindir de alguno de ellos.

Demo.

Razonado por reduccion al absurdo supongamos
que {ey,...,e,} no son lLi.. Es decir, existe una combinaciéon
lineal:

Aer+...+A e +...+A e, =0, COH?\[#O

despejando tenemos e; € (e},...,€;...,e,) = E. Lo cual

contradice .
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Teoremas

Teorema de la base
Todo R-espacio vectorial de tipo finito tiene una base.
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Teoremas

Teorema de la base
Todo R-espacio vectorial de tipo finito tiene una base.

Demo. Por ser de tipo finito tiene un sistema generador
formado por un nimero finito de vectores. Para obtener
una base basta utilizar la propiedad 4 de la proposicion
anterior.
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Teoremas

Teorema de la base
Todo R-espacio vectorial de tipo finito tiene una base.

Teorema de la dimension
Todas las bases de un R-espacio vectorial de tipo finito
tienen el mismo ntimero de vectores.
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Teoremas

Teorema de la base
Todo R-espacio vectorial de tipo finito tiene una base.

Teorema de la dimension
Todas las bases de un R-espacio vectorial de tipo finito
tienen el mismo ntimero de vectores.

Demo. Sean {e;,...,e,}y{e],..., e, } veamos que n = m.
Por el teorema de independencia lineal (ambos cojuntos son
generadores y 1.i):

m<n
= n=m
n<m
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Teoremas

Teorema de la base
Todo R-espacio vectorial de tipo finito tiene una base.

Teorema de la dimension
Todas las bases de un R-espacio vectorial de tipo finito
tienen el mismo numero de vectores.

Definicion Se llama dimension de un R espacio vectorial, E,
al numero de vectores que la componen. Se denota dim E .

Nota: Si E={0}, dim E=0

Ejemplos
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Propiedades

Sea E un R espacio vectorial de dimension finita.

m Si{e;,...,epJesuns.g. = p>dimE

VN iVERSiD‘\D D SALAMANCA Algebra Tema 3  Contenidos Pag. 94



Propiedades

Sea E un R espacio vectorial de dimension finita.

m Si{e;,...,epJesuns.g. = p>dimE

m Si{e;,...,ey}sonli. = p<dimE
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Propiedades

Sea E un R espacio vectorial de dimension finita.

m Si{e;,...,epJesuns.g. = p>dimE
m Si{e;,...,ey}sonli. = p<dimE
mSi{e;,...,ep}ess.g.yp=dimE = {e,...,e,} es base.
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Propiedades

Sea E un R espacio vectorial de dimension finita.

m Si{e;,...,epJesuns.g. = p>dimE

m Si{e;,...,ey}sonli. = p<dimE
mSi{e;,...,ep}ess.g.yp=dimE = {e,...,e,} es base.
m Si{e;,...,eplsonli.y p=dim E = {ey,...,ep} es base.
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Propiedades

Sea E un R espacio vectorial de dimension finita.

m Si{e;,...,epJesuns.g. = p>dimE

m Si{e;,...,ey}sonli. = p<dimE
mSi{e;,...,ep}ess.g.yp=dimE = {e,...,e,} es base.
m Si{e;,...,eplsonli.y p=dim E = {ey,...,ep} es base.

m dim E es el numero maximo de vectores de E 1.i
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Propiedades

Sea E un R espacio vectorial de dimension finita.

m Si{e;,...,epJesuns.g. = p>dimE

m Si{e;,...,ey}sonli. = p<dimE
mSi{e;,...,ep}ess.g.yp=dimE = {e,...,e,} es base.
m Si{e;,...,eplsonli.y p=dim E = {ey,...,ep} es base.

m dim E es el numero maximo de vectores de E 1.i

m dim E es el numero minimo de vectores de E que
forman un s.g.
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Propiedades

Sea E un R espacio vectorial de dimension finita.

m Si{e;,...,epJesuns.g. = p>dimE

m Si{e;,...,ey}sonli. = p<dimE
mSi{e;,...,ep}ess.g.yp=dimE = {e,...,e,} es base.
m Si{e;,...,eplsonli.y p=dim E = {ey,...,ep} es base.

m dim E es el numero maximo de vectores de E 1.i

m dim E es el numero minimo de vectores de E que
forman un s.g.

Demo. Todas los resultados anteriores son consecuencia
directa del teorema de independencia lineal y de la
proposicion de la pag. 16.
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Teorema de la base incompleta

Teorema Sea E un R-espacio vectorial de dimension n.
Todo sistema linealmente independiente puede ampliarse
hasta obtener una base de E.

Demo La demostracion se basa en anadir vectores de una

base al sistema l.i. hasta completar una base.

Proposicion Si E’ es un subespacio de E entonces:

dim E' < dim E
dimE=dimE’ < E =E.
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Coordenadas y rango

Definicion Sea E un R-espacio vectorial, y B = {e1, ..., e,}.
Se llaman coordenadas de un vector e en la base B a la
n-tupla (A, Ag, ..., An) tal que:

e =Ae; +Ases+...+ A€,

Nota Las coordenadas en una base son unicas.

Ejemplos Base canénica.
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Coordenadas y rango

Definicion Sea E un R-espacio vectorial, y B = {e1, ..., e,}.
Se llaman coordenadas de un vector e en la base B a la
n-tupla (A, Ag, ..., An) tal que:

e =Ae; +Ases+...+ A€,

Nota Las coordenadas en una base son unicas.
Ejemplos Base canénica.

Definicion Sea E un R-espacio vectorial, y {e1,...,ep} un
sistema de vectores. Se llama rango de {e;,...,ep}ala

dimension del espacio que generan, i.e.

rang(e;,...,ep) =dim (e;,...,ep)

Propiedad (Calculo efectivo del rango)
rang(e,...,ep) =rang(A)

siendo A la matriz de coordenadas de {ey, ..., ep,}
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Rango. Propiedades

PropiedadesSea E un R-espacio vectorial, y {e;, ..., ep} un
sistema de vectores.
m rang(ei,...,€,) es el mayor namero de vectores Li.
en{e,...,ep}
m{e;,...,ep}sonli. & rang(ey,...,ep) =p
m{e,...,e,}ess.g. orang(er,...,e,) =dim E

Demo. Es consecuencia directa de la definicion de rango.
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Tema 3

Espacios vectoriales

Espacios Vectoriales. Subespacios
Dependencia e Independencia Lineal
Bases y Dimension
Suma de Subespacios

Definicion

Suma directa y Suplementarios
Formula de Grassmann
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Suma de Subespacios

Definicion Sea E un R-espacio vectorial y sean E; y E»
subespacios de E. Se llama suma de E; y E», y se denota
E, + E,, al conjunto:

Ei+E;={e; +e : e €E, e cEy}

Proposicion E; + E; es el menor subespacio que contiene a
El y EZ
Demo

E; + E5 es subespacio. Es facil comprobar que cualquier
combinacion lineal de elementos de E; + E; pertenece a E; + Es.

E; + E5 es el menor subespacio que contiene a E; y a E;. Si E’ es un
subespacio que contiene a E; y a E; debe contener sus
combinaciones lineales, en particular a

e +eycone; € Ey,e; € Ey

es decir, E; + E; C E'.
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Suma de subespacios

Proposicion Sea E un R-espacio vectorial y sean E; y Es
dos subespacios vectoriales de E.

Si{e;,....,ep} es un sistema generador de E; y {e],..., e,’]}
es un sistema generador de E,, entonces

{er,....ep,e],....e

es un sistema generador de E; + Eo
Demo Dado e € E; + E;, por definicion e = u; + ug, siendo
u; € E; y up € E, . Utilizando que los sistemas {e;,...,ep}y
{e]. ..., ey} son generadores podemos escribir:

e=u; +uy = (A€ +...+Apep) + (Hi1€] +...+ pgey)

Lo cual prueba el resultado.
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Suma directa

Definicion Sea E un R-espacio vectorial y sean E; y E; dos
subespacios vectoriales de E. Se dice que E; y E, estan en
posicion de suma directa y se denota E; & E, si todo vector
de E; + E» se escribe de forma tinica como suma de un
vector de E; y otro de Ey

Ve,,e] € Ei, Ves, e, c E; : e1+e; —ej+e), = e =e| ye;, =€)
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Suma directa

Definicion Sea E un R-espacio vectorial y sean E; y E; dos
subespacios vectoriales de E. Se dice que E; y E, estan en
posicion de suma directa y se denota E; & E, si todo vector
de E; + E» se escribe de forma tinica como suma de un
vector de E; y otro de Ey

Ve,,e] € Ei, Ves, e, c E; : e1+e; —ej+e), = e =e| ye;, =€)

Proposicion
E, ® Ey & E1NEy 2{0}

Demo[=|Sea e € E; N E, veamos que e = 0. Notar que e se puede
escribir
e=e+0=0+e,

y por definicion de suma directa e = 0.
Sean e;,e{ € E1 y ey, e}, € E, tales que

e +ey=e|+e)
—e! — e/ .
veamos que €] = €] y €y = €,. Operando tenemos:
e, +teg=ej+e, = e —e =e —e,cE NE

y por hipétesis resulta e; =e| y e; = e
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Suma directa

Propiedades Sea E un R-espacio vectorial y sean E; y Ey
dos subespacios vectoriales de E.

E; & E, siy solo si la inion de una base de E; y una
base de E; es una base de E; + Ey

dim E; @ E; = dim E; + dim E,

Demo
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Suma directa

Propiedades Sea E un R-espacio vectorial y sean E; y E»
dos subespacios vectoriales de E.

E, @ E5 siy solo si la tinion de una base de E; y una
base de E5 es una base de E; + Es

dim E; @ E; = dim E; + dim E,

Demo
1. Si{ei,...,ep} es base de Ey, y {e],...,e;} es base de E;, veamos
que {e,...,ep e},..., e/} es base de E; + E;. Basta comprobar que son

Li. En efecto:
Are; + ...+ Apep+ pie] + ...+ pge; =0
= Ae1+...+Apep =—(ni€] +...+ ugey)
Arer+...+Apep =0
— ! I __
E\NE,={0} pnie; +...+uge, =0
Al=...=Ap=0,
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Suma directa

Propiedades Sea E un R-espacio vectorial y sean E; y E»
dos subespacios vectoriales de E.

E, ® E, siy solo si la tiinion de una base de E; y una
base de E; es una base de E; + E,

dim E; @ E; = dim E; + dim E,

Demo
1[<=]si{e,..., ey} es base de Ep, {e],..., e/} es base de Ep, y
{e1,..., ep.el, ..., e;} es base de E; + E;, veamos que E; @ Ej.

Sea e € E; N Ey, basta probar que e = 0. Por estar e en la interseccion
tenemos:
e=Ae;+...+Ap€p

= Aje; +...Apep — (H1€] + ...+ uge,) =0
e=pie| +...+ puge) } i pep — (H1€] Ha®q)

y por ser {ej,...,ep,e},...,e;} base de E; © E; y en particular L.i.
concluimos que A} = ... = Ap = 1] =... = g = 0y por tanto
e=0
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Suma directa

Propiedades Sea E un R-espacio vectorial y sean E; y E»
dos subespacios vectoriales de E.

E; & E, siy solo si la tinion de una base de E; y una
base de E, es una base de E; + Es

dim E; @ E; = dim E; + dim E,

Demo
2. Es una consecuencia directa de 1.
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Suplementario

Definicién Sea E un R-espacio vectorial y sean E; y E; dos
subespacios vectoriales de E. Se dice que E; y E, son
suplementarios si todo vector de E se escribe de forma
unica como suma de un vector de E; y otro de Ey
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Suplementario

Definicion Sea E un R-espacio vectorial y sean E; y E; dos
subespacios vectoriales de E. Se dice que E; y E, son
suplementarios si todo vector de E se escribe de forma
unica como suma de un vector de E; y otro de Ey

Proposicion

Ei+E;=E

E lementarios <} E,@E, — E &
1 Y E2 son suplementarios 1DEs E,NE, = {0}
Demo

1 . . C o
<> | Por definicion se deducen ambas implicaciones.

2 . . .
& | La demostracion es la misma que la homologa para el

caso de suma directa con la observacion de que
E =E; + Es.
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Suplementario

Proposicion

E, y E» son suplementarios si y solo si la tinion de una
base de E; y una base de E; es una base de E

Si E; y E» son suplementarios:

dim E = dim E; + dim E,

Todo subespecio vectorial E’ de E tiene algun
subespacio suplementario.
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Suplementario

Proposicion

E, y E» son suplementarios si y solo si la tinion de una
base de E; y una base de E; es una base de E

Si E; y E» son suplementarios:
dim E = dim E; + dim E,

Todo subespecio vectorial E’ de E tiene algun
subespacio suplementario.

Demo

1. La demostracion es la misma que la homoéloga para el
caso de suma directa con la observacion de que E, + E; = E
2. Es consecuencia de 1.

3. Basta usar el teorema de la base incompleta.
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Formula de Grassmann

Proposicion Sea E; y E, dos subespacios vectoriales de E.
Entonces:

dim E; + E; =dim E; +dim E; —dim E; N E,
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Formula de Grassmann

Proposicion Sea E; y E, dos subespacios vectoriales de E.
Entonces:

dim E; + E; =dim E; +dim E; —dim E; N E,

Demo Sea {ey,..., ep} una base de E; N Ey. Utilizando el teorema de la

base incompleta, se construyen sendas bases de E; y Es:

{e1,....ep,uj,...,u;} base de E;
{e1,..., e,} base de Ey N Ey =
{e1,....ep,vy,...,vq} base de Ey
Veamos que {ey,..., ep.up,..., u-,vy,..., vq} es base de Eq + Es.
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Formula de Grassmann

Proposicion Sea E; y E, dos subespacios vectoriales de E.
Entonces:

dim E; + E; =dim E; +dim E; —dim E; N Ey
Demo Sea {e;...., e,} una base de E; N Ey. Utilizando el teorema de la
base incompleta, se construyen sendas bases de E; y Es:

{e1.....ep,uy,...,u;} base de E;
{e1,...,ep} base de Ey N Ey =
{e1,....ep,V1,...,Vq} base de Ey
Veamos que {€;,....€p,u;,...,U;,Vq,...,Vq} es base de E; + E,. Es claro

que son generadores (por construccion). Ademas son Li.

Are] + ...+ Ap€p+ iUy + ...+ Bt + Y1V Y Ve =0 (1)
E, 9)\lel+...+?\pep+ulul+...+urur:—y1v1—...—yrvr€E2
Luego —y1v1 — ... — v,V € E; N Ey y por tanto se puede escribir:
—YIVI— ... —YrVr =Ale1 + ...+ Apep
Por ser {eq,...,ep,vy,...,V;} base de E,, se obtiene y; =...=v,; =0.
Sustituyendo esto en (1) y usando que {e;,...,ep,u;,...,u;} es base de
E5, deducimos: A1 = ... = Ap = u; =... = 4, = 0y concluimos la 1.i.
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Formula de Grassmann

Proposicion Sea E; y E; dos subespacios vectoriales de E.
Entonces:

dim E; + E; = dim E; +dim Es; —dim E; N Ey

Demo Sea {e;...., ep} una base de E; N E,. Utilizando el teorema de la
base incompleta, se construyen sendas bases de E; y Es:

{ei,....ep,uy,...,u;} base de E;
{e1,..., e,} base de Ey N Ey =
{er,..., ep.Vi,..., vy} base de Ey
Veamos que {e1,...,€p,uy,...,ur,Vy,...,Vq} €s base de E; + E,.

Para finalizar basta observar:

p+r+q=((p+r)+(p+q) —p
= dimE1+E2 :dimElerimngdim El ﬁEZ
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Tema 4

Aplicaciones lineales

Definicion

Nucleo e Imagen

Propiedades

Matriz Asociada a una Aplicacion Lineal
Formula de Cambio de Base

Matrices Semejantes y Equivalentes
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Tema 4

Aplicaciones lineales
Definicion
Nucleo e Imagen
Propiedades
Matriz Asociada a una Aplicacion Lineal
Formula de Cambio de Base

Matrices Semejantes y Equivalentes

VNiV ERSi DAD P SALAMANCA Algebra  Tema 4  Contenidos Pag. 107



Aplicacion Lineal

Definicion Sean E, E’ dos R espacios vectoriales. Se dice
que f:E — E’ es una aplicacion lineal (u homomorfismo de
R-espacios vectoriales) si:

S(A1e1+Aze2) = Arf(e1) +Aaf(e2), Vei,ex € E, VA1, A2 €R

Nota:
m La condicion anterior es equivalente a:

H f(e; +ex) =f(e)+f(ex), Vej,escE
BEl f(Ae) =Af(e), VecE VAecR

m Sif: E — E es una aplicacion lineal de un espacio en si
mismo se denomina endomorfismo.

Ejemplos
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Aplicacion Lineal. Propiedades

Proposicion Sea f : E — E’ una aplicacién lineal. Entonces:

B (X Ae) =Y Af(e). En particular:
S(Og) = 0g, J(—e)=—f(e)
{e1,...,eples ld. = {fle1),....f(ep)} esld.

La composicion de aplicaciones lineales es lineal.

Si una aplicacion lineal es biyectiva su inversa es
también una aplicacion lineal.

Demo
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Aplicacion Lineal. Propiedades

Proposicion Sea f : E — E’ una aplicacion lineal. Entonces:

B (X Ane) =YP  Af(e). En particular:

J(0g) =0g,  f(—e)=—f(e)
{e1.....eples ld. = le1),....f(ep)} esld.
La composicion de aplicaciones lineales es lineal.

Si una aplicacion lineal es biyectiva su inversa es
también una aplicacién lineal.

Demo
1.

(Z?\ el> =f (A1€1 + (Agez + ...+ Apep))
f—lineal
= Af(e1) +f (Ageq + (Ageq + ..., Apep))

f— lmeal

f— lL_neal

Af(er) +...+ Apflep)
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Aplicacion Lineal. Propiedades

Proposicion Sea f : E — E’ una aplicacion lineal. Entonces:

B (X7, Ae) =27 Af(e). En particular:
S(O0r)=0g,  f(—e)=—f(e)
{e1,....,ep}les ld. = le1),....f(ep)} esld.

La composicion de aplicaciones lineales es lineal.

Si una aplicacion lineal es biyectiva su inversa es
también una aplicacién lineal.

Demo
2.
Tomando
}\1€1+...+}\peP:OE :f;
f-lineal

f(Ae1+ ...+ )\pep) =f(0g) ——
Af(er) + ...+ Apf(ep) = Op/
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Aplicacion Lineal. Propiedades

Proposicion Sea f : E — E’ una aplicacion lineal. Entonces:

B (X Ae) =Y Af(e). En particular:
S(Og) =0,  f(—e)=—f(e)

{e1,...,ep}es ld. = {fle1),....f(ep)} es 1d.
La composicion de aplicaciones lineales es lineal.

Si una aplicacion lineal es biyectiva su inversa es
también una aplicacion lineal.
Demo
3.Seanf:E—~E'yg:E —E”

J—lineal

(gof)(A1e1 + Azes) =g(f(A1e1 + Azez))

TN gl (e )+ Aaglf (e
Mlgol) +7\2(90f)(ez)-

g(Arf(e1) +Aaf(ez))
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Aplicacion Lineal. Propiedades

Proposicion Sea f : E — E’ una aplicacion lineal. Entonces:

F (X Ae)) =31 | Af(e;). En particular:
S(Og)=0g,  f(—e)=—f(e)

{e1,....ep}les ld. = le1),....f(ep)} esld.
La composicion de aplicaciones lineales es lineal.

Si una aplicacion lineal es biyectiva su inversa es
también una aplicacion lineal.

Demo
4.Es consecuencia directa de la definicion de aplicacion inversa.
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El espacio vectorial Hom (E, E’)

Definicién Sean E, E’ dos R— espacios vectoriales, y sean f
y g sendas aplicaciones lineales de E en E’. Se definen

(f+9):E—E', (f+g)(u)=f(u)+gu), YacE, VAcR,
(Af):E — E’, (Af)(u) =Af(u), Vuc E
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El espacio vectorial Hom (E, E’)

Definicién Sean E, E’ dos R— espacios vectoriales, y sean f
y g sendas aplicaciones lineales de E en E’. Se definen

(f+9):E—E', (f+g)(u)=f(u)+gu), YacE, VAcR,
(Af):E— E', (Af)(u) =Af(u), Ya € E
Proposicion Con las definiciones anteriores el conjunto

Hom(E, E’) de aplicaciones lineales de E en E’ es un
R-espacio vectorial.
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El espacio vectorial Hom (E, E’)

Definicién Sean E, E’ dos R— espacios vectoriales, y sean f
y g sendas aplicaciones lineales de E en E’. Se definen

(f+9):E—E', (f+g)(u)=f(u)+gu), YacE, VAcR,
Af):E—E', (A\f)(u) =Af(u), VuckE

Proposicion Con las definiciones anteriores el conjunto
Hom(E, E’) de aplicaciones lineales de E en E’ es un
R-espacio vectorial.

Demo Al lector.
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El espacio vectorial Hom (E, E’)

Definicién Sean E, E’ dos R— espacios vectoriales, y sean f
y g sendas aplicaciones lineales de E en E’. Se definen

(f+9):E—E', (f+g)(u)=f(u)+gu), YacE, VAcR,
Af):E—E', (A\f)(u) =Af(u), VuckE

Proposicion Con las definiciones anteriores el conjunto
Hom(E, E’) de aplicaciones lineales de E en E’ es un
R-espacio vectorial.

Demo Al lector.

Observacion Notese que la aplicacion lineal 0, se define
naturalmente O(u) = Og.,Vu € E
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El espacio vectorial Hom (E, E’)

Definicién Sean E, E’ dos R— espacios vectoriales, y sean f
y g sendas aplicaciones lineales de E en E’. Se definen

(f+9):E—E', (f+g)(u)=f(u)+gu), YacE, VAcR,
Af):E—E', (A\f)(u) =Af(u), VuckE

Proposicion Con las definiciones anteriores el conjunto
Hom(E, E’) de aplicaciones lineales de E en E’ es un
R-espacio vectorial.

Demo Al lector.

Observacion Notese que la aplicacion lineal 0, se define
naturalmente O(u) = Og.,Vu € E

Analogamente la aplicaciéon (—f) tiene la definicién natural:

(f)(u) =—f(u).Vu € E
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El espacio vectorial Hom (E, E’)

Definicién Sean E, E’ dos R— espacios vectoriales, y sean f
y g sendas aplicaciones lineales de E en E’. Se definen

(f+9):E—E', (f+g)(u)=f(u)+gu), YacE, VAcR,
Af):E—E', (A\f)(u) =Af(u), VuckE

Proposicion Con las definiciones anteriores el conjunto
Hom(E, E’) de aplicaciones lineales de E en E’ es un
R-espacio vectorial.

Demo Al lector.

Observacion Notese que la aplicacion lineal 0, se define
naturalmente O(u) = Og.,Vu € E

Analogamente la aplicaciéon (—f) tiene la definicién natural:
(fllw) =—f(u).vu e E
Ejemplos
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Tema 4

Aplicaciones lineales
Definicion
Nucleo e Imagen
Propiedades
Matriz Asociada a una Aplicacion Lineal
Formula de Cambio de Base

Matrices Semejantes y Equivalentes
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Nicleo e Imagen

Sea f : E — E’ una aplicacion lineal.

m Se llama Nucleo de f y se denota por Ker f, al
conjunto:
Ker f={e € E : f(e) =0}

m Se llama Imagen de f y se denota por Im f , al
conjunto

Imf—={e'cE :JecEconf(e)=e'}
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Nicleo e Imagen

Sea f : E — E’ una aplicacion lineal.

m Se llama Nucleo de f y se denota por Ker f, al
conjunto:
Ker f={e € E : f(e) =0}

m Se llama Imagen de f y se denota por Im f , al
conjunto

Imf—={e'cE :JecEconf(e)=e'}

Propiedad Ker f C E e Im f C E’ son subespacios
vectoriales

Demo Al lector.
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Nicleo e Imagen

Sea f : E — E’ una aplicacion lineal.

m Se llama Nucleo de f y se denota por Ker f, al
conjunto:
Ker f={e € E : f(e) =0}

m Se llama Imagen de f y se denota por Im f , al
conjunto

Imf—={e'cE :JecEconf(e)=e'}

Propiedad Ker f C E e Im f C E’ son subespacios
vectoriales

Demo Al lector.

Ejemplos
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Tema 4

Aplicaciones lineales
Definicion
Nucleo e Imagen
Propiedades
Matriz Asociada a una Aplicacion Lineal
Formula de Cambio de Base

Matrices Semejantes y Equivalentes
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Propiedades

Sea f: E — E’ una aplicacion lineal.

Proposicion

{e1,....ep} sgdeE = {f(e1),...,f(ep)} s.gdelm f
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Propiedades

Sea f: E — E’ una aplicacion lineal.

Proposicion
{e1,....ep} sgdeE = {f(e1),...,f(ep)} s.gdelm f
Demo Sea e’ € Im f veamos que existen Ay, ..., A, tal que

e’ =Afle1)+...+Auf(ep)
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Propiedades

Sea f: E — E’ una aplicacion lineal.

Proposicion
{e1,....ep} sgdeE = {f(e1),...,f(ep)} s.gdelm f
Demo Sea e’ € Im f veamos que existen Ay, ..., A, tal que

e’ =Afle1)+...+Auf(ep)

Por ser e’ € Im f, existe e € E tal que f(e) =e’. Mientras
{e1,...,ep} es s.g deducimos la existencia de escalares
Al.....Ap tales que:

e =Ae; +...+Ap€p,
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Propiedades

Sea f: E — E’ una aplicacion lineal.

Proposicion
{e1,....ep} sgdeE = {f(e1),...,f(ep)} s.gdelm f
Demo Sea e’ € Im f veamos que existen Ay, ..., A, tal que

e’ =Afle1)+...+Auf(ep)

Por ser e’ € Im f, existe e € E tal que f(e) =e’. Mientras
{e1,...,ep} es s.g deducimos la existencia de escalares
Al.....Ap tales que:

e =Ae; +...+Ap€p,

Tomando f y aplicando que f es lineal se deduce el
resultado.
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Propiedades

Sea f: E — E’ una aplicacion lineal.

Proposicion

{e1,....ep} sgdeE = {f(e1),...,f(ep)} s.gdelm f

Definicion Se llama rango de f a la dimension de Im f
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Propiedades

Proposicion Sea f : E — E’ una aplicacion lineal.

(f es inyectiva <« Ker f = {O}J
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Propiedades

Proposicion Sea f : E — E’ una aplicacion lineal.

(f es inyectiva <« Ker f = {O}J

Demo
Sea e € Ker f, veamos que e = 0.
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Propiedades

Proposicion Sea f : E — E’ una aplicacion lineal.

f esinyectiva <« Ker f ={0}

Demo
Sea e € Ker f, veamos que e = 0. En efecto:

ecKerf=f(e)=0
f—lineal = f(0) =0 [
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Propiedades
Proposicion Sea f : E — E’ una aplicacion lineal.
f esinyectiva <« Ker f ={0}

Demo
Sea e € Ker f, veamos que e = 0. En efecto:

ecKerf=f(e)=0

f —lineal = f(0) =0 } = f(e) =f(0)
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Propiedades

Proposicion Sea f : E — E’ una aplicacion lineal.

f esinyectiva <« Ker f ={0}

Demo
Sea e € Ker f, veamos que e = 0. En efecto:

f es inyectiva

ecKerf=f(e)=0
f —lineal = f(0) =0

Sean e,e < E tales que f(e) = f(e), veamos que e = €.
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Propiedades
Proposicion Sea f : E — E’ una aplicacion lineal.
f esinyectiva <« Ker f ={0}

Demo
Sea e € Ker f, veamos que e = 0. En efecto:

f es inyectiva

ecKerf=f(e)=0
f —lineal = f(0) =0

Sean e,e < E tales que f(e) = f(e), veamos que e = €.
En efecto:
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Propiedades
Proposicion Sea f : E — E’ una aplicacion lineal.
f esinyectiva <« Ker f ={0}

Demo
Sea e € Ker f, veamos que e = 0. En efecto:

f es inyectiva

ecKerf=f(e)=0
f —lineal = f(0) =0

Sean e,e < E tales que f(e) = f(e), veamos que e = €.
En efecto:

Sle)=f(&) —=f(e—e)=0

f lineal
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Propiedades
Proposicion Sea f : E — E’ una aplicacion lineal.
f esinyectiva <« Ker f ={0}

Demo
Sea e € Ker f, veamos que e = 0. En efecto:

f es inyectiva

ecKerf=f(e)=0
f —lineal = f(0) =0

Sean e,e < E tales que f(e) = f(e), veamos que e = €.

En efecto:
fl(e) :f(é)fl.:ff(efé):O#eféeKerf:{O}
=e =€
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Propiedades

Proposicion Sea f : E — E’ aplicacion lineal inyectiva
{e1,....ep}son li. = {f(e1),...,f(ep)} son Li.

Demo Veamos que una combinacion lineal de
{f(e1),....f(ep)}igualdada a 0 solo puede ser la trivial.
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Propiedades

Proposicion Sea f : E — E’ aplicacion lineal inyectiva
{e1,....ep}son li. = {f(e1),...,f(ep)} son Li.

Demo Veamos que una combinacion lineal de
{f(e1),....f(ep)}igualdada a 0 solo puede ser la trivial.

0=Aif(e1) +... +Apf(ep) =f(A1€1+...+Apep)
= Aie1 +...+Apep € Ker f ={0}
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Propiedades

Sea f : E — E’ una aplicacion lineal.

Proposicion

(dim E = dim Kef f + dim Imfj (1)
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Propiedades

Sea f : E — E’ una aplicacion lineal.

Proposicion

[dim E = dim Kef f + dim Imf] (1)
DemosSea {e;,..., e} una base de Ker f, que completamos (Teorema
base incompleta) hasta construir una base de E {ey,..., er, e 1,..., en}.
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Propiedades

Sea f : E — E’ una aplicacion lineal.

Proposicion

[dim E = dim Kef f + dim Imf] (1)

DemosSea {e;,..., e} una base de Ker f, que completamos (Teorema
base incompleta) hasta construir una base de E {ey,..., er, e 1,..., en}.
Para concluir el resultado basta con probar que {f(e;;1),...,f(en)} es
base de Im f.

VNiV ERS iDAD P SALAMANCA Algebra  Tema 4  Contenidos Pag. 117



Propiedades

Sea f : E — E’ una aplicacion lineal.
Proposicion

dim E = dim Kef f + dim Im f (1)
DemosSea {e;,..., e,} una base de Ker f, que completamos (Teorema
base incompleta) hasta construir una base de E {ey,..., er, e 1,..., en}.

Para concluir el resultado basta con probar que {f(e;;1),...,f(en)} es
base de Im f. En efecto:

m {f(err1),..., f(en)} s.g.. Es una consecuencia de la proposicion
anterior, y del hecho que:

(fler),....f(er).flerr1),....f(en)) = (f(ers1).....f(en))
pues f(e1) ... — f(er) = Op
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Propiedades

Sea f : E — E’ una aplicacion lineal.
Proposicion

dim E = dim Kef f + dim Im f (1)
DemosSea {e;,..., e,} una base de Ker f, que completamos (Teorema
base incompleta) hasta construir una base de E {ey,..., er, e 1,..., en}.

Para concluir el resultado basta con probar que {f(e;;1),...,f(en)} es
base de Im f. En efecto:

m {f(err1),..., f(en)} s.g.. Es una consecuencia de la proposicion
anterior, y del hecho que:

(fler),....f(er).f(ery1),....f(en)) = (flert1),....f(en))
pues f(e;) =... =f(er) = Op/
m {f(eri1),..., Jlen)} Li.
Arvif(eri) + -+ Anf(en) = Og/

Ar=...=Ap=0
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Propiedades

Sea f : E — E’ una aplicacion lineal.
Proposicion

dim E = dim Kef f + dim Im f (1)
DemosSea {e;,..., e,} una base de Ker f, que completamos (Teorema
base incompleta) hasta construir una base de E {ey,..., er, e 1,..., en}.

Para concluir el resultado basta con probar que {f(e;;1),...,f(en)} es
base de Im f. En efecto:

m {f(err1),..., f(en)} s.g.. Es una consecuencia de la proposicion
anterior, y del hecho que:

(fler).....f(er).f(ers1).. .S (en)) = (Flers1).... .S (en))
pues f(e1) = ... =f(er) = Op
m {f(er1),..., Sflen)} Li.

Arpifl(eri1) + -+ Anf(en) = Oy =——= f(Ar11€r11 + ... + Anen) = Op/
f-lineal

Ar=...=Ap=0
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Propiedades

Sea f : E — E’ una aplicacion lineal.
Proposicion

dim E = dim Kef f + dim Im f (1)

DemosSea {e;,..., e,} una base de Ker f, que completamos (Teorema
base incompleta) hasta construir una base de E {ey,..., er, e 1,..., en}.
Para concluir el resultado basta con probar que {f(e;;1),...,f(en)} es
base de Im f. En efecto:

m {f(err1),..., f(en)} s.g.. Es una consecuencia de la proposicion
anterior, y del hecho que:

(fler).....f(er).f(ers1).. .S (en)) = (Flers1).... .S (en))
pues f(e1) = ... =f(er) = Op
m {f(er1),..., Sflen)} Li.

Arpifl(eri1) + -+ Anf(en) = Oy =——= f(Ar11€r11 + ... + Anen) = Op/
f-lineal

r
= Arp1€41+...+Anep € Ker f = A1 + ...+ Apep = Z Aie;
i=1

Ar=...=Ap=0
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Propiedades

Sea f : E — E’ una aplicacion lineal.
Proposicion

dim E = dim Kef f + dim Im f (1)

DemosSea {e;,..., e,} una base de Ker f, que completamos (Teorema
base incompleta) hasta construir una base de E {ey,..., er, e 1,..., en}.
Para concluir el resultado basta con probar que {f(e;;1),...,f(en)} es
base de Im f. En efecto:
m {f(err1),..., f(en)} s.g.. Es una consecuencia de la proposicion
anterior, y del hecho que:

(fler).....f(er).flerr1)..... [ (en)) = (fleri1).....f(en))
pues f(e;) =... =f(er) = Op/
m {f(eri1),..., Jlen)} Li.
Arrif(eri1) + -+ Anf(en) = 0y —=———= f(Arr1€r11 + ... + Anen) = Op/
f-lineal

r

= Arp1€41+...+Anep € Ker f = A1 + ...+ Apep = Z Aie;
i=1

:})\r::)\nzo

{e1....en) €S base
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Propiedades

Corolario Sea f : E — E’ aplicacion lineal.
fesinyectiva <« dim E=dim Im f

Demo Al lector.
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Propiedades

Corolario Sea f : E — E’ aplicacion lineal.
fesinyectiva <« dim E=dim Im f

Demo Al lector.

Corolario Sea f : E — E’ aplicacion lineal
S esinyectiva <« Laimagen de una base de E es base de Im f

Demo Al lector.
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Propiedades

Corolario Sea f : E — E’ aplicacion lineal.
fesinyectiva <« dim E=dim Im f

Demo Al lector.

Corolario Sea f : E — E’ aplicacion lineal
S esinyectiva <« Laimagen de una base de E es base de Im f

Demo Al lector.

Corolario Sea f : E — E un endomorfismo
S esinyectiva < fes epiyectiva

Demo Consecuencia de que dim E = dim Kerf + dim Im f
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Propiedades

Corolario Sea f : E — E’ aplicacion lineal.
fesinyectiva <« dim E=dim Im f

Demo Al lector.

Corolario Sea f : E — E’ aplicacion lineal
S esinyectiva <« Laimagen de una base de E es base de Im f

Demo Al lector.

Corolario Sea f : E — E un endomorfismo
S esinyectiva < fes epiyectiva

Demo Consecuencia de que dim E = dim Kerf + dim Im f

Nota A los endomorfismos biyectivos los denominaremos
automorfismos
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Isomorfismos

Definiciéon Una aplicacién lineal f : E — E’ se dice
isomorfismo si la aplicacion es biyectiva.
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Isomorfismos

Definiciéon Una aplicacién lineal f : E — E’ se dice
isomorfismo si la aplicacion es biyectiva.

Proposicion Sea f : E — E’ aplicacion lineal:

. Ker f =0
f es isomorfismo < { Im f = E'
f esisomorfismo & dim E =dim Im f = dim E’
La composicion de isomorfismos es isomorfismo
Si f: E — E’ es isomorfismo también lo es f~!

Si dim E = n, entonces E es isomorfo a R"
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Isomorfismos

Definiciéon Una aplicacién lineal f : E — E’ se dice
isomorfismo si la aplicacion es biyectiva.
Proposicion Sea f : E — E’ aplicacion lineal:

B fesi q Ker f =0

ll f es isomorfismo <

Im f =E’

f esisomorfismo & dim E =dim Im f = dim E’
La composicion de isomorfismos es isomorfismo

Si f: E — E’ es isomorfismo también lo es f~!

Si dim E = n, entonces E es isomorfo a R"

Demo 1y 2 son consecuencia de la formula (1) y de la definicién de
aplicacion biyectiva.
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Isomorfismos

Definiciéon Una aplicacién lineal f : E — E’ se dice
isomorfismo si la aplicacion es biyectiva.
Proposicion Sea f : E — E’ aplicacion lineal:
. Ker f =0
f es isomorfismo < ,
Imf=E
f esisomorfismo & dim E =dim Im f = dim E’
La composicion de isomorfismos es isomorfismo

Si f: E — E’ es isomorfismo también lo es f~!

Si dim E = n, entonces E es isomorfo a R"

Demo 1y 2 son consecuencia de la formula (1) y de la definicién de
aplicacion biyectiva. Puesto que la composcion de aplicaciones biyectiva es
biyectiva se obtiene 3.
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Isomorfismos

Definiciéon Una aplicacién lineal f : E — E’ se dice
isomorfismo si la aplicacion es biyectiva.
Proposicion Sea f : E — E’ aplicacion lineal:
. Ker f =0
f es isomorfismo < ,
Imf=E
f esisomorfismo & dim E =dim Im f = dim E’
La composicion de isomorfismos es isomorfismo
Si f: E — E’ es isomorfismo también lo es f~!
Si dim E = n, entonces E es isomorfo a R"

Demo 1y 2 son consecuencia de la formula (1) y de la definicién de
aplicacion biyectiva. Puesto que la composcion de aplicaciones biyectiva es
biyectiva se obtiene 3. Para obtener 4, basta demostar que la inversa de
una aplicacién lineal también es lineal.
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Isomorfismos

Definiciéon Una aplicacién lineal f : E — E’ se dice
isomorfismo si la aplicacion es biyectiva.
Proposicion Sea f : E — E’ aplicacion lineal:
. Ker f =0
f es isomorfismo < ,
Imf=E
f esisomorfismo & dim E =dim Im f = dim E’
La composicion de isomorfismos es isomorfismo

Si f: E — E’ es isomorfismo también lo es f~!

Si dim E = n, entonces E es isomorfo a R"

Demo 1y 2 son consecuencia de la formula (1) y de la definicién de
aplicacion biyectiva. Puesto que la composcion de aplicaciones biyectiva es
biyectiva se obtiene 3. Para obtener 4, basta demostar que la inversa de
una aplicacién lineal también es lineal. Por ultimo, la relacion 5 se obtiene
fijada una base en E.
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Tema 4

Aplicaciones lineales
Definicion
Nucleo e Imagen
Propiedades
Matriz Asociada a una Aplicacion Lineal
Formula de Cambio de Base

Matrices Semejantes y Equivalentes
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Matriz Asociada a una Apliacion Lineal

Observacion Una aplicacion lineal f : E — E’ queda
determinada si se conocen las imagenes de los vectores de
una base de E.

Ejemplos
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Matriz Asociada a una Apliacion Lineal

Observacion Una aplicacion lineal f : E — E’ queda
determinada si se conocen las imagenes de los vectores de
una base de E.

Ejemplos

Definicidén Sea f : E — E’ una aplicacién lineal, y sean
B={e;,...,e,}, B ={e],..., e} } sendas bases de Ey E’
respectivamente.

Se denomina matriz asociada a f en las bases By B’y se

denota Mj(B, B’) ala matriz m x n que tiene por columnas
las imagenes de los vectores de la base B expresados en
funcion de la base B’.

| \ a; ... Qi
M¢(B,B')=| fler) ... flen) | = € Mxn(R)

| | ami1  --.- Omn
siendo f(e;) = (a1, ..., Aim)B’
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Matriz Asociada a una aplicacion lineal

Propiedad Dados f: E — E’, B=1{e1,...,e,},

B’ ={e},...,e/ } segun la pagina anterior, sea
A=M;(B,B) .
Para cualquier e € E, las coordenadas de e en la base B,
e =(x,...,X,)p, y las de su imagen f(e) en B’,
Sf(e)=(y1,....ym)p’, estan relacionadas por:

Ui X1

Y2 Xg

=A
Ym Xn
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Matriz Asociada a una aplicacion lineal

Propiedad Dados f: E — E’, B=1{e1,...,e,},

B’ ={e},...,e/ } segun la pagina anterior, sea
A=M;(B,B) .
Para cualquier e € E, las coordenadas de e en la base B,
e =(x,...,X,)p, y las de su imagen f(e) en B’,
Sf(e)=(y1,....ym)p’, estan relacionadas por:

Ui X1

Y2 Xg

=A
Ym Xn

Demo Es consecuencia de la linealidad de f y de la
definicion de matriz asociada a una aplicacién lineal.
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Matriz Asociada a una aplicacion lineal

Propiedad Dados f: E — E’, B=1{e1,...,e,},

B’ ={e},...,e/ } segun la pagina anterior, sea
A=M;(B,B) .
Para cualquier e € E, las coordenadas de e en la base B,
e =(x,...,X,)p, y las de su imagen f(e) en B’,
Sf(e)=(y1,....ym)p’, estan relacionadas por:

Ui X1

Y2 Xg

=A
Ym Xn

Demo Es consecuencia de la linealidad de f y de la
definicion de matriz asociada a una aplicacién lineal.

Ejemplos Matriz asociada en bases canénicas. Matriz de
cambio de base .
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Aplicaciones lineales y matrices

Sean E, E’, E” con bases B, B’ y B”, y dimensiones n, m, y
r, respectivamente.
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Aplicaciones lineales y matrices
Sean E, E’, E” con bases B, B’ y B”, y dimensiones n, m, y
r, respectivamente.
Suma
f:E—E' , , /
G EoE } = My, 4(B,B') = M;(B, B') + My(B, B')
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Aplicaciones lineales y matrices

Sean E, E’, E” con bases B, B’ y B”, y dimensiones n, m, y

r, respectivamente.

Suma
f:E—E

g-E—>E’} = M;4(B,B') = M;(B, B') + My(B, B')

Producto por escalar

JAE=E M,(B, B') = \M;(B, B')
= , = )
AeR N I
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Aplicaciones lineales y matrices

Sean E, E’, E” con bases B, B’ y B”, y dimensiones n, m, y

r, respectivamente.

Suma
f:E—E

g-E—>E’} = M;4(B,B') = M;(B, B') + My(B, B')

Producto por escalar
f:E—E

= M,r(B,B’) = A\M{(B, B’
AER } A ( ) I ( )

Proposicion

Hom(E, E') ——= Mp«n(R) es un isomorfismo de esp. vect.
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Aplicaciones lineales y matrices

Sean E, E’, E” con bases B, B’ y B”, y dimensiones n, m, y
r, respectivamente.

Suma
f:E—E

g-E—>E’} = M;4(B,B') = M;(B, B') + My(B, B')

Producto por escalar
f:E—E

= M,r(B,B’) = A\M{(B, B’
AER } A ( ) I ( )

Proposicion
Hom(E, E') ——= Mp«n(R) es un isomorfismo de esp. vect.
Composicién

JE—=E " /I /
g:E' - E" = Mgof(B'B ):Mg(BsB )'Mf(B’B)
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Propiedades

Proposicion Sean E y E’ espacios vectoriales con bases By
B’, y dimensiones n y m respectivamente.

Sea f: E — E’ aplicacion lineal tal que A = My(B, B’),
entonces:
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Propiedades

Proposicion Sean E y E’ espacios vectoriales con bases By
B’, y dimensiones n y m respectivamente.

Sea f: E — E’ aplicacion lineal tal que A = My(B, B’),
entonces:

S es inyectiva < rang(A) =n
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Propiedades

Proposicion Sean E y E’ espacios vectoriales con bases By
B’, y dimensiones n y m respectivamente.

Sea f: E — E’ aplicacion lineal tal que A = My(B, B’),
entonces:

S es inyectiva < rang(A) =n

f es epiyectiva & rang(A) = m
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Propiedades

Proposicion Sean E y E’ espacios vectoriales con bases By
B’, y dimensiones n y m respectivamente.

Sea f: E — E’ aplicacion lineal tal que A = My(B, B’),
entonces:

S es inyectiva < rang(A) =n
f es epiyectiva & rang(A) = m
Si f es isomorfismo = M;1(B’,B) = A™!
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Propiedades

Proposicion Sean E y E’ espacios vectoriales con bases By
B’, y dimensiones n y m respectivamente.

Sea f: E — E’ aplicacion lineal tal que A = My(B, B’),
entonces:

S es inyectiva < rang(A) =n

f es epiyectiva & rang(A) = m

Si f es isomorfismo = M;1(B’,B) = A™!
f es isomorfismo < det(A) # 0
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Propiedades

Proposicion Sean E y E’ espacios vectoriales con bases By
B’, y dimensiones n y m respectivamente.
Sea f: E — E’ aplicacion lineal tal que A = My(B, B’),
entonces:

S es inyectiva < rang(A) =n

f es epiyectiva & rang(A) = m

Si f es isomorfismo = M;1(B’,B) = A™!

f es isomorfismo < det(A) # 0

Demol y 2 son consecuencia de la formula (1) y de la definicién de rango.
3 es consecuencia de la relacion entre composicion y producto matricial y

el hecho de que My (B, B) = Id. Por tultimo 4 se obtiene tras observar que
una matriz es invertible si su determinante es distinto de cero.
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Tema 4

Aplicaciones lineales
Definicion
Nucleo e Imagen
Propiedades
Matriz Asociada a una Aplicacion Lineal
Formula de Cambio de Base

Matrices Semejantes y Equivalentes

VNiV ERSi DAD P SALAMANCA Algebra  Tema 4  Contenidos Pag. 125



Formula de cambio de base
Teorema Sean E y E’ espacios vectoriales con bases B; y

Bj. Sea f : E — E’ aplicacién lineal con matriz asociada en
bases By y Bj: My(B1, By).
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Formula de cambio de base

Teorema Sean E y E’ espacios vectoriales con bases B; y
Bj. Sea f : E — E’ aplicacién lineal con matriz asociada en
bases By y Bj: My(B1, By).

Si B, y B} son otras bases de E y E’, entonces:

My (Bs, By) = [Ma(Bj, B))1 - My(B1, By) - Mig(Ba, B1)
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Formula de cambio de base

Teorema Sean E y E’ espacios vectoriales con bases B; y
Bj. Sea f : E — E’ aplicacién lineal con matriz asociada en
bases By y Bj: My(B1, By).

Si B, y B} son otras bases de E y E’, entonces:

My (Bs, By) = [Ma(Bj, B))1 - My(B1, By) - Mig(Ba, B1)

Demo
Ep, —'~ E},
S ,
Ep, EB{
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Formula de cambio de base
Teorema Sean E y E’ espacios vectoriales con bases B; y

Bj. Sea f : E — E’ aplicacién lineal con matriz asociada en
bases By y Bj: My(B1, By).

Si B, y B} son otras bases de E y E’, entonces:

My (Bs, By) = [Ma(Bj, B))1 - My(B1, By) - Mig(Ba, B1)

Demo
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Formula de cambio de base

Teorema Sean E y E’ espacios vectoriales con bases B; y
Bj. Sea f : E — E’ aplicacién lineal con matriz asociada en
bases By y Bj: My(B1, By).

Si B, y B} son otras bases de E y E’, entonces:

My (Bs, By) = [Ma(Bj, B))1 - My(B1, By) - Mig(Ba, B1)

Demo
f=Idofold=
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Formula de cambio de base
Teorema Sean E y E’ espacios vectoriales con bases B; y

Bj. Sea f : E — E’ aplicacién lineal con matriz asociada en
bases By y Bj: My(B1, By).

Si B, y B} son otras bases de E y E’, entonces:

My (Bs, By) = [Ma(Bj, B))1 - My(B1, By) - Mig(Ba, B1)

Demo
f=Idofold=

My (Ba, By) =
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Formula de cambio de base

Teorema Sean E y E’ espacios vectoriales con bases B; y
Bj. Sea f : E — E’ aplicacion lineal con matriz asociada en
bases B; y Bj: My(B,, By).

Si By y BJ son otras bases de E y E’, entonces:

My (Ba, By) = [Mia(By, B})] - My(B1, By) - Miq(Bs, By)

Demo
Sf=Idofold=

J
E32 —— EI/3£

i | f

- !/
Ep, —— Ej,

My (Bs, By) = Myq(Bj, By) - M;(By, By) - Miq(Ba, By)
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Formula de cambio de base

Teorema Sean E y E’ espacios vectoriales con bases B; y
Bi. Sea f : E — E’ aplicacion lineal con matriz asociada en
bases By y Bj: My(B1, By).

Si By y B} son otras bases de E y E’, entonces:

My (Bs, By) = [Mia(By, B)] - My(B1, By) - Miq(Ba, Br)

Demo

Sf=Idofold=

My (Bs, By) = Myq(Bj, By) - M;(By, By) - Miq(Ba, By)
Idi IdT = [MId(Bé,B{)]_l - M;(Bu1, B}) - Mia(Bs, By)
f
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Formula de cambio de base

Teorema Sean E y E’ espacios vectoriales con bases B; y
Bi. Sea f : E — E’ aplicacion lineal con matriz asociada en
bases By y Bj: My(B1, By).

Si By y B} son otras bases de E y E’, entonces:

My (Bs, By) = [Mia(By, B)] - My(B1, By) - Miq(Ba, Br)

Demo

Sf=Idofold=

f
Eg —— E.,
> B My(Bs., B) = Mia(Bj. B) - M;(By. B}) - Mia(Bs. B1)
Idi IdT = [MId(Bé,B{)]_l - M;(Bu1, B}) - Mia(Bs, By)
EBI */> EIIBI’
Ejemplos

VNiV l:RSi DAD P SALAMANCA Algebra Tema4  Contenidos Pag. 126



Tema 4

Aplicaciones lineales
Definicion
Nucleo e Imagen
Propiedades
Matriz Asociada a una Aplicacion Lineal
Formula de Cambio de Base

Matrices Semejantes y Equivalentes
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Matrices Equivalentes

Definicion Las matrices A y A’ se dicen equivalentes si
estan asociadas a la misma aplicacion lineal.
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Matrices Equivalentes

Definicion Las matrices A y A’ se dicen equivalentes si
estan asociadas a la misma aplicacion lineal.

-

Proposicion

existe Py Q no singulares tal que

Ay A’ son equivalentes <
Y q { A= P—l . AI ) Q
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Matrices Equivalentes
Definicion Las matrices A y A’ se dicen equivalentes si

estan asociadas a la misma aplicacion lineal.

-

Proposicion

existe Py Q no singulares tal que

Ay A’ son equivalentes <
Y q { A= P—l ) AI ) Q

Demo La demostracion se basa en la formula de cambio de
base
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Matrices Equivalentes

Definicion Las matrices A y A’ se dicen equivalentes si
estan asociadas a la misma aplicacion lineal.

Proposicion

existe Py Q no singulares tal que

Ay A’ son equivalentes <
Y q { A — Pfl . A/ ) Q

Demo La demostracion se basa en la formula de cambio de
base

Observacion De la proposicién anterior se deduce que el
rango de la matriz asociada a una aplicacion lineal es

independiente de las bases escogidas para su
construccion.
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Matrices Semejantes

Definicion Las matrices A y A’ se dicen semejantes si estan
asociadas al mismo endomorfismo.
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Matrices Semejantes

Definicion Las matrices A y A’ se dicen semejantes si estan
asociadas al mismo endomorfismo.

Proposicion

existe Q no singular tal que

A=Q'.AQ

Ay A’ son semejantes < {
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Matrices Semejantes

Definicion Las matrices A y A’ se dicen semejantes si estan
asociadas al mismo endomorfismo.

Proposicion

existe Q no singular tal que

A=Q'.AQ

Ay A’ son semejantes < {

Demo Al lector.
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Matrices Semejantes

Definicion Las matrices A y A’ se dicen semejantes si estan
asociadas al mismo endomorfismo.

Proposicion

existe Q no singular tal que

A=Q'.AQ

Ay A’ son semejantes < {
Demo Al lector.

Proposicion

Ay A’ son semejantes = det(A) = det(A’)
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Matrices Semejantes

Definicion Las matrices A y A’ se dicen semejantes si estan
asociadas al mismo endomorfismo.

Proposicion

existe Q no singular tal que

A=Q'.AQ

Ay A’ son semejantes < {

Demo Al lector.
Proposicion

Ay A’ son semejantes = det(A) = det(A’)
Demo Usando la proposicion anterior y tomando

determiantes obtenemos:
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Matrices Semejantes

Definicion Las matrices A y A’ se dicen semejantes si estan
asociadas al mismo endomorfismo.

Proposicion

existe Q no singular tal que

A=Q'.AQ

Ay A’ son semejantes < {

Demo Al lector.
Proposicion

Ay A’ son semejantes = det(A) = det(A’)
Demo Usando la proposicion anterior y tomando

determiantes obtenemos:

A=QA"Q
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Matrices Semejantes

Definicion Las matrices A y A’ se dicen semejantes si estan
asociadas al mismo endomorfismo.

Proposicion

existe Q no singular tal que

A=Q'.AQ

Ay A’ son semejantes < {

Demo Al lector.
Proposicion

Ay A’ son semejantes = det(A) = det(A’)
Demo Usando la proposicion anterior y tomando
determiantes obtenemos:
A=Q LA.Q=det(A) =det(Q 1-A"-Q)
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Matrices Semejantes

Definicion Las matrices A y A’ se dicen semejantes si estan
asociadas al mismo endomorfismo.

Proposicion

existe Q no singular tal que

A=Q'.AQ

Ay A’ son semejantes < {

Demo Al lector.
Proposicion
Ay A’ son semejantes = det(A) = det(A’)
Demo Usando la proposicion anterior y tomando
determiantes obtenemos:
A=Q LAQ=det(A) =det(Q 1-A’-Q) = det(Q !)-det(A’)-det(Q)
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Matrices Semejantes

Definicion Las matrices A y A’ se dicen semejantes si estan
asociadas al mismo endomorfismo.

Proposicion

existe Q no singular tal que

A=Q'.AQ

Ay A’ son semejantes < {

Demo Al lector.
Proposicion
Ay A’ son semejantes = det(A) = det(A’)
Demo Usando la proposicion anterior y tomando
determiantes obtenemos:
A=Q LAQ=det(A) =det(Q 1-A’-Q) = det(Q !)-det(A’)-det(Q)

mientras det(Q!) = [det(Q)]~! concluimos:
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Matrices Semejantes

Definicion Las matrices A y A’ se dicen semejantes si estan
asociadas al mismo endomorfismo.

Proposicion

existe Q no singular tal que

A=Q'.AQ

Ay A’ son semejantes < {

Demo Al lector.
Proposicion
Ay A’ son semejantes = det(A) = det(A’)
Demo Usando la proposicion anterior y tomando
determiantes obtenemos:
A=Q LAQ=det(A) =det(Q 1-A’-Q) = det(Q !)-det(A’)-det(Q)
mientras det(Q!) = [det(Q)]~! concluimos:

det(A) = det(A”)
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Tema 5

Diagonalizacion de endomorfismos
Vectores y valores propios
Polinomio caracteristico

Multiplicidad algebraica y geométrica

Teorema de diagonalizacion de endomorfismos
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Tema 5

Diagonalizacion de endomorfismos

Vectores y valores propios
Polinomio caracteristico
Multiplicidad algebraica y geométrica

Teorema de diagonalizacion de endomorfismos
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Vectores y valores propios

Definicion Sea f : E — E un endomorfismo.
m Se dice que A € R es un valor propio de f si

existe e € E con e # 0, tal que f(e) = Ae
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Vectores y valores propios

Definicion Sea f : E — E un endomorfismo.
m Se dice que A € R es un valor propio de f si

existe e € E con e # 0, tal que f(e) = Ae

m Se dice que e € E es un vector propio (o
autovalor) asociado al valor propio A si

f(e) =Ae
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Vectores y valores propios
Definicion Sea f : E — E un endomorfismo.
m Se dice que A € R es un valor propio de f si

existe e € E con e # 0, tal que f(e) = Ae

m Se dice que e € E es un vector propio (o
autovalor) asociado al valor propio A si

f(e) =Ae

Ejemplos
Observacion En lo que sigue denotaremos (A, e) al
par valor-vector propio.
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Propiedades

Proposicion Sea f : E — E endomorfismo.
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Propiedades

Proposicion Sea f : E — E endomorfismo.

A es valor propio de f < f —AId : E — E no es inyectiva.
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Propiedades

Proposicion Sea f : E — E endomorfismo.
A es valor propio de f < f —AId : E — E no es inyectiva.

Si A es valor propio, el conjunto de vectores propios
asociados a A es un subespacio vectorial, que

denotaremos por V(A) . Ademas V(A) =Ker (f —AId) .
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Propiedades

Proposicion Sea f : E — E endomorfismo.
A es valor propio de f < f —AId : E — E no es inyectiva.

Si A es valor propio, el conjunto de vectores propios
asociados a A es un subespacio vectorial, que

denotaremos por V(A) . Ademas V(A) =Ker (f —AId) .

Un vector e € E no nulo, no puede ser vector propio
asociado a dos valores propios diferentes.
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Propiedades

Proposicion Sea f : E — E endomorfismo.
A es valor propio de f < f —AId : E — E no es inyectiva.

Si A es valor propio, el conjunto de vectores propios
asociados a A es un subespacio vectorial, que

denotaremos por V(A) . Ademas V(A) =Ker (f —AId) .

Un vector e € E no nulo, no puede ser vector propio
asociado a dos valores propios diferentes.

Demo
Aesv.pde f< Jde#£0, f(e)=2Ae & (f —Ald)(e) =0
< e € Ker (f — Ald) & (f —AId) no es inyectiva
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Propiedades

Proposicion Sea f : E — E endomorfismo.
A es valor propio de f < f —AId : E — E no es inyectiva.

Si A es valor propio, el conjunto de vectores propios
asociados a A es un subespacio vectorial, que

denotaremos por V(A) . Ademas V(A) =Ker (f —AId) .

Un vector e € E no nulo, no puede ser vector propio
asociado a dos valores propios diferentes.

Demo
Aesv.pde f< Jde#£0, f(e)=2Ae & (f —Ald)(e) =0
< e € Ker (f — Ald) & (f —AId) no es inyectiva

Al lector.
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Propiedades

Proposicion Sea f : E — E endomorfismo.
A es valor propio de f < f —AId : E — E no es inyectiva.

Si A es valor propio, el conjunto de vectores propios
asociados a A es un subespacio vectorial, que

denotaremos por V(A) . Ademas V(A) =Ker (f —AId) .

Un vector e € E no nulo, no puede ser vector propio
asociado a dos valores propios diferentes.

Demo
Aesv.pde f< Jde#£0, f(e)=2Ae & (f —Ald)(e) =0
< e € Ker (f — Ald) & (f —AId) no es inyectiva
Bl Al lector.
e£0,ec VIA)NV(u) = f(e)=Ae =pe = A=
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Proposicion

Proposicion Sea f : E — E endomorfismo:

Si e; y ey son dos vectores no nulos, asociados a
valores propios A; y Ay diferentes, entonces e; y es son

linealmente independientes
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Proposicion

Proposicion Sea f : E — E endomorfismo:

Si e; y ey son dos vectores no nulos, asociados a
valores propios A; y Ay diferentes, entonces e; y es son

linealmente independientes

Si{e;,...,e,} son n vectores no nulos, asociados a
valores propios Ay, ..., A, diferentes, entonces
{e1,..., ey} son linealmente independientes
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Proposicion
Proposicion Sea f : E — E endomorfismo:

Si e; y eg son dos vectores no nulos, asociados a
valores propios A; y Ay diferentes, entonces e; y e; son

linealmente independientes

Si{e;,...,e,} son n vectores no nulos, asociados a
valores propios Ap, ..., A, diferentes, entonces
{e1,..., ey} son linealmente independientes

Demo

Dada la combinacién lineal xe; + 3es = 0, veamos que & = 3 = 0.
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Proposicion
Proposicion Sea f : E — E endomorfismo:

Si e; y eg son dos vectores no nulos, asociados a
valores propios A; y Ay diferentes, entonces e; y e; son

linealmente independientes

Si{e;,...,e,} son n vectores no nulos, asociados a
valores propios Ap, ..., A, diferentes, entonces

.,en} son linealmente independientes

{el, ..
Demo
Dada la combinacién lineal xe; + 3es = 0, veamos que & = 3 = 0.

xe] + [3eg = 0 xe] + ey = 0

J(xe; +Bez) = f(0) alie; + BAgey) = O
alie; + BAe = 0

*A 1€ BAi1eo Restando B(AL —Ag)es — O }\l?é)\% B=0

aAije; + PAzex) = O ey #0

Contenidos Pag. 134
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Proposicion
Proposicion Sea f : E — E endomorfismo:

Si e; y eg son dos vectores no nulos, asociados a
valores propios A; y Ay diferentes, entonces e; y e; son

linealmente independientes

Si{e;,...,e,} son n vectores no nulos, asociados a
valores propios Ap, ..., A, diferentes, entonces
{e1,..., ey} son linealmente independientes

Demo

Dada la combinacién lineal xe; + 3es = 0, veamos que & = 3 = 0.

xe] + [3eg = 0 N xe] + ey = 0
J(oey +Bey) = f(0) aAie; + BAzex) = O
alie; + BAe = 0
#A 1€1 + BAres Restando B(A; —Ay)es — O M7y B—0
aAije; + PAzex) = O ey #0

Susituyendo 3 = 0 en xe; + ey = 0 se deduce « = 0y se concluye.
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Proposicion
Proposicion Sea f : E — E endomorfismo:

Si e; y eg son dos vectores no nulos, asociados a
valores propios A; y Ay diferentes, entonces e; y e; son

linealmente independientes

Si{e;,...,e,} son n vectores no nulos, asociados a
valores propios Ap, ..., A, diferentes, entonces
{e1,..., ey} son linealmente independientes

Demo

Dada la combinacién lineal xe; + 3es = 0, veamos que & = 3 = 0.

xe] + [3eg = 0 N xe] + ey = 0
J(oey +Bey) = f(0) aAie; + BAzex) = O
alie; + BAe = 0
#A 1€1 + BAres Restando B(A; —Ay)es — O M7y B—0
aAije; + PAzex) = O ey #0

Susituyendo 3 = 0 en xe; + ey = 0 se deduce « = 0y se concluye.
Por induccién.
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Proposicion

Proposicion Sea f : E — E endomorfismo:

Si e; y ey son dos vectores no nulos, asociados a
valores propios A; y Ay diferentes, entonces e; y e; son

linealmente independientes

Si{e;,...,e,} son n vectores no nulos, asociados a
valores propios Ay, ..., A, diferentes, entonces
{e1,..., ey} son linealmente independientes

Observacion Si f : E — E es un endomorfismo, y dim E = n,
entonces f no tiene mas de n valores propios

VNiV l:RSi DAD P SALAMANCA Algebra Tema5  Contenidos Pag. 134



Tema 5

Diagonalizacion de endomorfismos

Vectores y valores propios
Polinomio caracteristico
Multiplicidad algebraica y geométrica

Teorema de diagonalizacion de endomorfismos
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Polinomio caracteristico

Definicion Sea A una matriz cuadrada de orden n se llama
polinomio caracteristico de A al polinomio:

Ca(x) =det(A—xId) =|A— xId|

Nota : Id denota aqui la matriz identidad de orden n.
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Polinomio caracteristico

Definicion Sea A una matriz cuadrada de orden n se llama
polinomio caracteristico de A al polinomio:

Ca(x) =det(A—xId) =|A— xId|

Nota : Id denota aqui la matriz identidad de orden n.

Proposicion C,(x) es un polinomio ménico (coeficiente de
mayor grado es +1) de grado n.
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Polinomio caracteristico

Definicion Sea A una matriz cuadrada de orden n se llama
polinomio caracteristico de A al polinomio:

Ca(x) =det(A—xId) =|A— xId|

Nota : Id denota aqui la matriz identidad de orden n.

Proposicion C,(x) es un polinomio ménico (coeficiente de
mayor grado es +1) de grado n.

Proposicion Si Ay A’ son matrices semejantes entonces
tienen el mismo polinomio caracteristico.

VNiV IZRS iDAD P SALAMANCA Algebra Tema5  Contenidos Pag. 136



Polinomio caracteristico

Definicién Sea A una matriz cuadrada de orden n se llama
polinomio caracteristico de A al polinomio:

Ca(x) =det(A—xId) =|A— xId|
Nota : Id denota aqui la matriz identidad de orden n.

Proposicion C,(x) es un polinomio ménico (coeficiente de
mayor grado es +1) de grado n.

Proposicion Si Ay A’ son matrices semejantes entonces
tienen el mismo polinomio caracteristico.
Demo Si Ay A’ son semejantes existe Q no singular tal que

A=Q 'A’'Q . Entonces
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Polinomio caracteristico

Definicién Sea A una matriz cuadrada de orden n se llama
polinomio caracteristico de A al polinomio:

Ca(x) =det(A—xId) =|A— xId|
Nota : Id denota aqui la matriz identidad de orden n.

Proposicion C,(x) es un polinomio ménico (coeficiente de
mayor grado es +1) de grado n.

Proposicion Si Ay A’ son matrices semejantes entonces
tienen el mismo polinomio caracteristico.
Demo Si Ay A’ son semejantes existe Q no singular tal que

A=Q 'A’'Q . Entonces

Ca(x) = det (A— xId) ©9=49
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Polinomio caracteristico

Definicién Sea A una matriz cuadrada de orden n se llama
polinomio caracteristico de A al polinomio:

Ca(x) =det(A—xId) =|A— xId|
Nota : Id denota aqui la matriz identidad de orden n.

Proposicion C,(x) es un polinomio ménico (coeficiente de
mayor grado es +1) de grado n.

Proposicion Si Ay A’ son matrices semejantes entonces
tienen el mismo polinomio caracteristico.
Demo Si Ay A’ son semejantes existe Q no singular tal que

A=Q 'A’'Q . Entonces

Ca(x) = det (A—xId) “ =49 det (Q'A'Q—xQ'Q)
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Polinomio caracteristico

Definicién Sea A una matriz cuadrada de orden n se llama
polinomio caracteristico de A al polinomio:

Ca(x) =det(A—xId) =|A— xId|
Nota : Id denota aqui la matriz identidad de orden n.

Proposicion C,(x) es un polinomio ménico (coeficiente de
mayor grado es +1) de grado n.

Proposicion Si Ay A’ son matrices semejantes entonces
tienen el mismo polinomio caracteristico.
Demo Si Ay A’ son semejantes existe Q no singular tal que

A=Q 'A’'Q . Entonces

Ca(x) = det (A—xId) “ =49 det (Q'A'Q—xQ'Q)
=det (Q 1A' —xId)Q)
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Polinomio caracteristico

Definicién Sea A una matriz cuadrada de orden n se llama
polinomio caracteristico de A al polinomio:

Ca(x) =det(A—xId) =|A— xId|
Nota : Id denota aqui la matriz identidad de orden n.

Proposicion C,(x) es un polinomio ménico (coeficiente de
mayor grado es +1) de grado n.

Proposicion Si Ay A’ son matrices semejantes entonces
tienen el mismo polinomio caracteristico.
Demo Si Ay A’ son semejantes existe Q no singular tal que

A=Q 'A’'Q . Entonces

Ca(x) = det (A—xId) “9=49det (@ 'A’Q—xQ Q)
=det (Q 1A' —xId)Q) =det (Q ')det (A’ — xId)det (Q)
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Polinomio caracteristico

Definicién Sea A una matriz cuadrada de orden n se llama
polinomio caracteristico de A al polinomio:

Ca(x) =det(A—xId) =|A— xId|
Nota : Id denota aqui la matriz identidad de orden n.

Proposicion C,(x) es un polinomio ménico (coeficiente de
mayor grado es +1) de grado n.

Proposicion Si Ay A’ son matrices semejantes entonces
tienen el mismo polinomio caracteristico.
Demo Si Ay A’ son semejantes existe Q no singular tal que

A=Q 'A’'Q . Entonces

Ca(x) = det (A—xId) “ =49 det (Q'A'Q—xQ'Q)
=det (Q 1A' —xId)Q) =det (Q ')det (A’ — xId)det (Q)
det (Q!)=det (Q)
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Polinomio caracteristico

Definicién Sea A una matriz cuadrada de orden n se llama
polinomio caracteristico de A al polinomio:

Ca(x) =det(A—xId) =|A— xId|
Nota : Id denota aqui la matriz identidad de orden n.

Proposicion C,(x) es un polinomio ménico (coeficiente de
mayor grado es +1) de grado n.

Proposicion Si Ay A’ son matrices semejantes entonces
tienen el mismo polinomio caracteristico.
Demo Si Ay A’ son semejantes existe Q no singular tal que

A=Q 'A’'Q . Entonces

Ca(x) = det (A—xId) “ =49 det (Q'A'Q—xQ'Q)
=det (Q 1A' —xId)Q) =det (Q ')det (A’ — xId)det (Q)
det (@710t (071 ot (A" — xId) = Car(x)
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Polinomio caracteristico

Definicion Sea A una matriz cuadrada de orden n se llama
polinomio caracteristico de A al polinomio:

Ca(x) =det(A—xId) =|A— xId|

Nota : Id denota aqui la matriz identidad de orden n.

Proposicion C,(x) es un polinomio ménico (coeficiente de
mayor grado es +1) de grado n.

Proposicion Si Ay A’ son matrices semejantes entonces
tienen el mismo polinomio caracteristico.

Observacion La proposicién anterior, permite hablar de
polinomio caracteristico asociado a un endormofismo pues
éste es independiente de la base que se utilice.
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Polinomio caractéristico

Definicion Dada una matriz cuadrada de orden n se dice
que A € R es un valor propio de A, si A es raiz de su
polinomio caracteristico, es decir C4(A) =det (A—AId) =0
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Polinomio caractéristico

Definicién Dada una matriz cuadrada de orden n se dice
que A € R es un valor propio de A, si A es raiz de su

polinomio caracteristico, es decir C4(A) =det (A—AId) =0

Proposicion Sea f : E — E un endomorfismo, y sea A la
matriz asociada a f en una base cualquiera. Entonces

A es valor propio de f < A es valor propio de A
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Polinomio caractéristico

Definicién Dada una matriz cuadrada de orden n se dice
que A € R es un valor propio de A, si A es raiz de su

polinomio caracteristico, es decir C4(A) =det (A—AId) =0

Proposicion Sea f : E — E un endomorfismo, y sea A la
matriz asociada a f en una base cualquiera. Entonces

A es valor propio de f < A es valor propio de A
Demo

Aesv.p.def

VNiV l:RSi DAD P SALAMANCA Algebra Tema5  Contenidos Pag. 137



Polinomio caractéristico

Definicién Dada una matriz cuadrada de orden n se dice
que A € R es un valor propio de A, si A es raiz de su

polinomio caracteristico, es decir C4(A) =det (A—AId) =0

Proposicion Sea f : E — E un endomorfismo, y sea A la
matriz asociada a f en una base cualquiera. Entonces

A es valor propio de f < A es valor propio de A
Demo

Aesv.p.de f & (f —AId) no es inyectiva
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Polinomio caractéristico

Definicién Dada una matriz cuadrada de orden n se dice
que A € R es un valor propio de A, si A es raiz de su

polinomio caracteristico, es decir C4(A) =det (A—AId) =0

Proposicion Sea f : E — E un endomorfismo, y sea A la
matriz asociada a f en una base cualquiera. Entonces

A es valor propio de f < A es valor propio de A
Demo

Aesv.p.de f & (f —AId) no es inyectiva
< (f — AId) no es isomorfismo
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Polinomio caractéristico

Definicién Dada una matriz cuadrada de orden n se dice
que A € R es un valor propio de A, si A es raiz de su

polinomio caracteristico, es decir C4(A) =det (A—AId) =0

Proposicion Sea f : E — E un endomorfismo, y sea A la
matriz asociada a f en una base cualquiera. Entonces

A es valor propio de f < A es valor propio de A
Demo

Aesv.p.de f & (f —AId) no es inyectiva
< (f —AId) no es isomorfismo < det (A—AId) =0
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Polinomio caractéristico

Definicién Dada una matriz cuadrada de orden n se dice
que A € R es un valor propio de A, si A es raiz de su

polinomio caracteristico, es decir C4(A) =det (A—AId) =0

Proposicion Sea f : E — E un endomorfismo, y sea A la
matriz asociada a f en una base cualquiera. Entonces

A es valor propio de f < A es valor propio de A
Demo

Aesv.p.de f & (f —AId) no es inyectiva
< (f —AId) no es isomorfismo < det (A—AId) =0
< A esv.p. de A.
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Polinomio caractéristico

Definicion Dada una matriz cuadrada de orden n se dice
que A € R es un valor propio de A, si A es raiz de su
polinomio caracteristico, es decir C4(A) =det (A—AId) =0

Proposicion Sea f : E — E un endomorfismo, y sea A la
matriz asociada a f en una base cualquiera. Entonces

A es valor propio de f < A es valor propio de A
Demo

Aesv.p.de f & (f —AId) no es inyectiva
< (f —AId) no es isomorfismo < det (A—AId) =0
< A esv.p. de A.
Corolario f : E — E, dim E = n, A matriz asociada en una
base, y A € R valor propio, entonces:
dim V(A) = n—rang(A—AId)

Demo Al lector.
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Calculo efectivo de valores y vectores propios

La proposicion de la pagina anterior proporciona un método
para el calculo de valores y vectores propios de un
endomorfismo:

m Valores propios: raices de Cx(x)

m Vectores propios: subespacios V(A) = Ker (f —AId).
Ademas, dim V(A) = n—rang(A —AId)

donde A es la matriz asociada a f en una base cualquiera.

Ejemplos
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Tema 5

Diagonalizacion de endomorfismos

Vectores y valores propios
Polinomio caracteristico
Multiplicidad algebraica y geométrica

Teorema de diagonalizacion de endomorfismos
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Multiplicidad algebraica y geomética

En lo que sigue, f : E — E denota un endomorfismo donde
dim E = ny A es la matriz asociada a f en una base
cualquiera.

Definicién Sea A un valor propio de f, entonces se definen:

m Multiplicidad geométrica de A, my(A) , a la dimension
del subespacio V(7).

m Multiplicidad algebraica de A, mg(A) a la multiplicidad
de A como raiz de C,(x).

Ejemplos
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Multiplicidad algebraica y geométrica

Proposicion Para todo A valor propio de f se tiene:

(1< my(A) < ma(A)]
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Multiplicidad algebraica y geométrica

Proposicion Para todo A valor propio de f se tiene:

1 < my(A) < mg(A)

Demo
1 < mg(A) |SiA esv.p., entonces V(A) = Ker (f —AId) # 0, por tanto su

dimension es mayor que cero.
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Multiplicidad algebraica y geométrica

Proposicion Para todo A valor propio de f se tiene:

1 < my(A) < mg(A)

Demo
1 < mg(A) |SiA esv.p., entonces V(A) = Ker (f —AId) # 0, por tanto su

dimension es mayor que cero.

my(A) < mg(A) |[Sear=mg(A),y{er, ..., e,} una base de Ker (f — A Id),
que se completa hasta obtener una base de E: B={e;,...,e;, e 1,...,€en}.
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Multiplicidad algebraica y geométrica

Proposicion Para todo A valor propio de f se tiene:

1 < my(A) < mg(A)

Demo
1 < mg(A) |SiA esv.p., entonces V(A) = Ker (f —AId) # 0, por tanto su

dimension es mayor que cero.

my(A) < mg(A) |[Sear=mg(A),y{er, ..., e,} una base de Ker (f — A Id),
que se completa hasta obtener una base de E: B={e;,...,e;, e 1,...,€en}.
)\Idr Aqo )
0 A22 ’
donde Id, es la matriz identidad de orden r y Ajg y Age son matrices.

La matriz asociada a f en la base B tiene la forma: A = (
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Multiplicidad algebraica y geométrica

Proposicion Para todo A valor propio de f se tiene:

1 < my(A) < mg(A)

Demo
1 < mg(A) |SiA esv.p., entonces V(A) = Ker (f —AId) # 0, por tanto su

dimension es mayor que cero.

my(A) < mg(A) |[Sear=mg(A),y{er, ..., e,} una base de Ker (f — A Id),

que se completa hasta obtener una base de E: B={e;,...,e;, e 1,...,€en}.
La matriz asociada a f en la base B tiene la forma: A = ( )\gir 212 )
22

donde Id, es la matriz identidad de orden ry Ajg y Asa son matrices. El
polinomio caracteristico de A tiene la forma:

Ca(x) =det (A—xId) = (A —x)"p(x)

donde p(x) es un polinomio de grado n —r.
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Multiplicidad algebraica y geométrica

Proposicion Para todo A valor propio de f se tiene:

1 < my(A) < mg(A)

Demo
1 < mg(A) |SiA esv.p., entonces V(A) = Ker (f —AId) # 0, por tanto su

dimension es mayor que cero.

my(A) < mg(A) |[Sear=mg(A),y{er, ..., e,} una base de Ker (f — A Id),

que se completa hasta obtener una base de E: B={e;,...,e;, e 1,...,€en}.
La matriz asociada a f en la base B tiene la forma: A = ( )\gir 212 )
22

donde Id, es la matriz identidad de orden ry Ajg y Asa son matrices. El
polinomio caracteristico de A tiene la forma:

Ca(x) =det (A—xId) = (A —x)"p(x)

donde p(x) es un polinomio de grado n — r. De la formula anterior se
deduce que A es una raiz de C4(x) de al menos multiplicidad r, es decir:

mg(A) < ma(A)
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Multiplicidad algebraica y geométrica

Sea f : E — E un endomorfismo donde dim E = n.
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Multiplicidad algebraica y geométrica
Sea f : E — E un endomorfismo donde dim E = n.

Colorarios

f tiene a lo sumo n valores propios.
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Multiplicidad algebraica y geométrica
Sea f : E — E un endomorfismo donde dim E = n.

Colorarios
f tiene a lo sumo n valores propios.

Si A1, ..., Ap son los valores propios de f, entonces el
numero de vectores propios l.i. en E es:

dim V(A) + ... +dim V(Ap) = mg(A1) + . ... + mg(Ap).
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Multiplicidad algebraica y geométrica
Sea f : E — E un endomorfismo donde dim E = n.

Colorarios
f tiene a lo sumo n valores propios.

Si A1, ..., Ap son los valores propios de f, entonces el
numero de vectores propios l.i. en E es:

dim V(A1) +...+dim V(A,) = mg(A1) + ...+ my(Ap).
Si Ay, ..., Ap son los valores propios de f, entonces:

dim V(A1) +...+dim V(Ap) = mg(A1) + ... + mg(Ap)
<mg(A) +...+ ma(Ap) < n.
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Multiplicidad algebraica y geométrica
Sea f : E — E un endomorfismo donde dim E = n.

Colorarios
f tiene a lo sumo n valores propios.

Si A1, ..., Ap son los valores propios de f, entonces el
numero de vectores propios l.i. en E es:

dim V(A1) +...+dim V(A,) = mg(A1) + ...+ my(Ap).
Si Ay, ..., Ap son los valores propios de f, entonces:

dim V(A1) +...+dim V(Ap) = mg(A1) + ... + mg(Ap)
<mg(A) +...+ ma(Ap) < n.
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Multiplicidad algebraica y geométrica
Sea f : E — E un endomorfismo donde dim E = n.
Colorarios

f tiene a lo sumo n valores propios.

Si A1, ..., Ap son los valores propios de f, entonces el
numero de vectores propios l.i. en E es:

dim V(A) + ... +dim V(Ap) = mg(A1) + . ... + mg(Ap).

Si Ay, ..., Ap son los valores propios de f, entonces:

dim V(A1) +...+dim V(Ap) = mg(A1) + ... + mg(Ap)
<mg(A) +...+ ma(Ap) < n.

Demo Son consecuencia de la proposicion anterior y del
hecho de que todo polinomio de grado n tiene a lo sumo n

raices reales (contando multiplicidades).
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Tema 5

Diagonalizacion de endomorfismos

Vectores y valores propios
Polinomio caracteristico
Multiplicidad algebraica y geométrica

Teorema de diagonalizacion de endomorfismos
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Diagonalizacion de endomorfismos
Definicién
m Sea f : E — E endomorfismo. Se dice que

S es diagonalizable si existe una base en la que la
matriz asociada a f es diagonal.

m Sea A matriz cuadrada, se dice que
A es diagonalizable si A es semejante a una matriz

diagonal, es decir existen P regular y D diagonal tal
que D=P 'AP (6 A=PDP!).

Proposicion Sea f : E — E un endomorfismo, y A su matriz
asociada en una cierta base. Entonces:

f es diagonalizable < A es diagonalizable
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Diagonalizacion de endomorfismos
Definicién
m Sea f : E — E endomorfismo. Se dice que

S es diagonalizable si existe una base en la que la
matriz asociada a f es diagonal.

m Sea A matriz cuadrada, se dice que
A es diagonalizable si A es semejante a una matriz

diagonal, es decir existen P regular y D diagonal tal
que D=P 'AP (6 A=PDP!).

Proposicion Sea f : E — E un endomorfismo, y A su matriz
asociada en una cierta base. Entonces:

f es diagonalizable < A es diagonalizable

Demo Se basa en el teorema de cambio de base.
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Diagonalizacion de endomorfismos
Definicién
m Sea f : E — E endomorfismo. Se dice que

S es diagonalizable si existe una base en la que la
matriz asociada a f es diagonal.

m Sea A matriz cuadrada, se dice que
A es diagonalizable si A es semejante a una matriz

diagonal, es decir existen P regular y D diagonal tal
que D=P 'AP (6 A=PDP!).

Proposicion Sea f : E — E un endomorfismo, y A su matriz
asociada en una cierta base. Entonces:

f es diagonalizable < A es diagonalizable

Demo Se basa en el teorema de cambio de base.

Observacion Los elementos de la diagonal de D los valores
propios, y las columnas de P los vectores propios asociados.
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Teorema de diagonalizacion de endomorfismos

Teorema Sea f : E — un endomorfismo, condim E=n,y A
la matriz asociada en cualquier base. Entonces

. . 1) Existe una base de E formada
S es diagonalizable }:l .
por vectores propios de f

g mg(Ai) = mg(A;) Vi=1,...,p
Mg(A1) + ...+ ma(Ap) =n
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Teorema de diagonalizacion de endomorfismos

Teorema Sea f : E — un endomorfismo, condim E=n,y A
la matriz asociada en cualquier base. Entonces

. 1) Existe una base de E formada
S es diagonalizable }:l .
por vectores propios de f

g Mg(A) = mg(Aq) Vi=1,...,p
Mg(A1) + ...+ ma(Ap) =n

Demo

1

Si f es diagonalizable A = PDP—1, y las columnas de P son los
vectores propios. Reciprocamente, si existe una base de vectores propios,
es directo comprobar que la matriz asociada a f en esa base es diagonal.
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Teorema de diagonalizacion de endomorfismos

Teorema Sea f : E — un endomorfismo, condim E=n,y A
la matriz asociada en cualquier base. Entonces

. 1) Existe una base de E formada
S es diagonalizable }:l .
por vectores propios de f

g Mg(A) = mg(Aq) Vi=1,...,p
mMg(A1) + ...+ ma(Ap) =n

Demo

1

Si f es diagonalizable A = PDP—1, y las columnas de P son los
vectores propios. Reciprocamente, si existe una base de vectores propios,
es directo comprobar que la matriz asociada a f en esa base es diagonal.

Como existe base de vectores propios, se verificara:
dim V(A1) +...+dim V(Ap) =n

desde el Corolario-3 de la pag. 14 y la Proposicién de la pag. 13, se
deducen sendas igualdades.
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Teorema de diagonalizacion de endomorfismos

Teorema Sea f : E — un endomorfismo, condim E=n,y A
la matriz asociada en cualquier base. Entonces

1) Existe una base de E formada
S es diagonalizable le .
por vectores propios de f

g Mg(A) = mg(Aq) Vi=1,...,p
mMg(A1) + ...+ ma(Ap) =n

Demo

1

Si f es diagonalizable A = PDP—1, y las columnas de P son los
vectores propios. Reciprocamente, si existe una base de vectores propios,
es directo comprobar que la matriz asociada a f en esa base es diagonal.

Como existe base de vectores propios, se verificara:
dim V(A1) +...+dim V(Ap) =n

desde el Corolario-3 de la pag. 14 y la Proposicién de la pag. 13, se
deducen sendas igualdades.

Ambas igualdad implican que existe una base de vectores propios.
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Aplicaciones y caso simétrico

Sea f : E — un endomorfismo, con dim E = n.
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Aplicaciones y caso simétrico

Sea f : E — un endomorfismo, con dim E = n.

Corolario Si f tiene n valores propios entonces f es
diagonalizable.

Demo Al lector.
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Aplicaciones y caso simétrico

Sea f : E — un endomorfismo, con dim E = n.

Corolario Si f tiene n valores propios entonces f es
diagonalizable.

Demo Al lector.

Proposicién Si A es diagonalizable, es decir D = P~1AP,
entonces
A" =pPD"P!

Demo Al lector.
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Aplicaciones y caso simétrico

Sea f : E — un endomorfismo, con dim E = n.

Corolario Si f tiene n valores propios entonces f es
diagonalizable.

Demo Al lector.

Proposicién Si A es diagonalizable, es decir D = P~1AP,
entonces
A" =pPD"P!

Demo Al lector.

Proposicion Si A es una matriz simétrica (con coeficientes
reales). Entonces

m C,(x) tiene n raices reales (contando multiplicidades).
m A es diagonalizable.

Demo Fuera de los objetivos de este curso.
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Tema 6

Formas bilineales y cuadraticas

Formas bilineales

Formas cuadraticas

Clasificacion de formas cuadraticas

Criterios para la clasificacién de formas cuadraticas

Restriccion de una forma cuadratica a un subespacio
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Tema 6

Formas bilineales y cuadraticas

Formas bilineales

Formas cuadraticas

Clasificacion de formas cuadraticas

Criterios para la clasificacién de formas cuadraticas

Restriccion de una forma cuadratica a un subespacio
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Formas bilineales

Definicion Sea E un R- espacio vectorial. Una

forma bilineal en E es una aplicaciéon T:E x E — R que
satisface las propiedades:

T+ pv,w) =AT(a,w) + uT(v,w) Vu,v,we E, \,peR
T(u,Av + uw) =AT(a,v) + pT(u,w) Yu,v,we E, A\,peR
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Formas bilineales

Definicion Sea E un R- espacio vectorial. Una
forma bilineal en E es una aplicaciéon T:E x E — R que
satisface las propiedades:

T+ pv,w) =AT(a,w) + uT(v,w) Vu,v,we E, \,peR
T(u,Av + uw) =AT(a,v) + pT(u,w) Yu,v,we E, A\,peR

Definicion Fijada una base B={e;,...,ey} en E se
denomina matriz asociada a una aplicacion bilineal a:

A = (az) € Mpxn(R), az=T(e; €
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Formas bilineales

Definicion Sea E un R- espacio vectorial. Una

forma bilineal en E es una aplicaciéon T:E x E — R que
satisface las propiedades:

T+ pv,w) =AT(a,w) + uT(v,w) Vu,v,we E, \,peR
T(u,Av + uw) =AT(a,v) + pT(u,w) Yu,v,we E, A\,peR

Definicion Fijada una base B={e;,...,ey} en E se
denomina matriz asociada a una aplicacion bilineal a:

A = (az) € Mpxn(R), az=T(e; €

Observacion Si A es la matriz asociada a la forma bilineal
Tenlabase B,y (u,...,U,), (v1,...,vy) son las
coordenadas de u y v en la base B entonces:

U1
Tua,v)=(u,...,un A

Un
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Formas bilineales

Definicion Sea T : E x E — R una forma bilineal.

m T es simétrica si T(u, v) =T(v,u) Vvu,veE

m T es hemisimétrica si T(u,v) =- T(v,u) VvYu,vecE

Ejemplos
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Formas bilineales

Definicion Sea T : E x E — R una forma bilineal.

m T es simétrica si T(u, v) =T(v,u) Vvu,veE

m T es hemisimétrica si T(u,v) =- T(v,u) VvYu,vecE
Ejemplos
Proposicion Sea T : E x E — R una forma bilineal.

o La matriz asociada a T, A, en
T es simétrica . o ¢
cualquier base es simétrica,(A = A")

o La matriz asociada a T, A, en
T es hemisimétrica < . L ¢
cualquier base es hemisimétrica,(A = —A")

Ejemplos
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Tema 6

Formas bilineales y cuadraticas

Formas bilineales

Formas cuadraticas

Clasificacion de formas cuadraticas

Criterios para la clasificacién de formas cuadraticas

Restriccion de una forma cuadratica a un subespacio
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Formas Cuadraticas

Definicion Sea E un R-espacio vectorial y sea T una forma
bilineal y simétrica en E. Se llama forma cuadratica
asociada a T a la aplicacion:

qg:E—R
e —qg(e)=T(e,e)
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Formas Cuadraticas

Definicion Sea E un R-espacio vectorial y sea T una forma
bilineal y simétrica en E. Se llama forma cuadratica
asociada a T a la aplicacion:

qg:E—R
e —qg(e)=T(e,e)

Observacion Si A es la matriz asociada a T en una base B

de E, y (x1,...,Xxn) son las coordenadas de x en B, entonces:
X1
qx) =T, x)=(x1,.... ) A | : = Z XX
X, 1<ij<n
=) a?+2 ) agxx
1<i<n 1<i<j<n
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Formas Cuadraticas

Definicion Sea E un R-espacio vectorial y sea T una forma
bilineal y simétrica en E. Se llama forma cuadratica
asociada a T a la aplicacion:

qg:E—R
e —qg(e)=T(e,e)

Observacion Si A es la matriz asociada a T en una base B

de E, y (x1,...,Xxn) son las coordenadas de x en B, entonces:
X1
qx) =T, x)=(x1,.... ) A | : = Z XX
X, 1<ij<n
=) a?+2 ) agxx
1<i<n 1<i<j<n

Ejemplos Paso de forma polinomial a forma matricial.
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Formas cuadraticas

Definicion (alternativa) Sea E un R-espacio vectorial, y B
una base. Si (xi, ..., x;) denotan las coordenadas en B de

un vector x, una forma cuadratica g(x) es un polinomio
homogéneo de grado 2 en las variables (xi, ..., X;).
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Formas cuadraticas

Definicion (alternativa) Sea E un R-espacio vectorial, y B
una base. Si (xi, ..., x;) denotan las coordenadas en B de

un vector x, una forma cuadratica g(x) es un polinomio
homogéneo de grado 2 en las variables (xi, ..., Xn).

Si g(x) es una forma cuadratica en E, existe una matriz A
simétrica, que se denomina matriz de coeficientes tal que

X1
qx) =(x,....x)A | | = D> apax
X, 1<ij<n
_ 2
= Z a;Xx; +2 Z QX X
1<ign 1<i<jgn
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Formas cuadraticas

Definicion (alternativa) Sea E un R-espacio vectorial, y B
una base. Si (xi, ..., x;) denotan las coordenadas en B de

un vector x, una forma cuadratica g(x) es un polinomio
homogéneo de grado 2 en las variables (xi, ..., Xn).

Si g(x) es una forma cuadratica en E, existe una matriz A
simétrica, que se denomina matriz de coeficientes tal que

X1
qx) =(x,....x)A | | = D> apax
X, 1<ij<n
_ 2
= Z a;Xx; +2 Z QX X
1<ign 1<i<jgn

Ejemplos Paso de forma polinomial a forma matricial.
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Formas cuadraticas

Teorema Sea q: E — R una forma cuadratica. Existe una
base B’ en la cual la matriz asociada a q es diagonal.
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Formas cuadraticas

Teorema Sea q: E — R una forma cuadratica. Existe una
base B’ en la cual la matriz asociada a q es diagonal.

Demo Se basa en el hecho de que toda matriz A simétrica
es diagonalizable. Utilizando esto es posible demostar que
existe una matriz regular, y ortonornal (P'P = Id), tal que

A = P'DP.

Ademas P es la matriz de cambio de base.
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Formas cuadraticas

Teorema Sea q: E — R una forma cuadratica. Existe una
base B’ en la cual la matriz asociada a q es diagonal.

Demo Se basa en el hecho de que toda matriz A simétrica
es diagonalizable. Utilizando esto es posible demostar que
existe una matriz regular, y ortonornal (P'P = Id), tal que

A = P'DP.

Ademas P es la matriz de cambio de base.

Observacion El resultado anterior indica que existe una
base B’ en la cual la forma cuadratica q(-) admite la
representacion
2
q(x) = Z agx;
i=1,n

siendo x = (x{,...,X.)p'
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Tema 6

Formas bilineales y cuadraticas

Formas bilineales

Formas cuadraticas

Clasificacion de formas cuadraticas

Criterios para la clasificacién de formas cuadraticas

Restriccion de una forma cuadratica a un subespacio
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Clasificacion de formas cuadraticas

Definicion Sea q: E — R una forma cuadratica. Entonces:
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Clasificacion de formas cuadraticas

Definicion Sea q: E — R una forma cuadratica. Entonces:

m g se dice definida positva si g(x) >0Vx € E, x #0

VNiVERSiDAD P SALAMANCA Algebra Tema 6  Contenidos Pag. 156



Clasificacion de formas cuadraticas

Definicion Sea q: E — R una forma cuadratica. Entonces:

m g se dice definida positva si g(x) >0Vx € E, x #0
m g se dice definida negativa si q(x) <OVx € E, x #0
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Clasificacion de formas cuadraticas

Definicion Sea q: E — R una forma cuadratica. Entonces:
m g se dice definida positva si g(x) >0Vx € E, x #0
m g se dice definida negativa si q(x) <OVx € E, x #0

m g se dice semidefinida positva si q(x) > 0Vx € E, x #0
y 3x’ # 0 tal que g(x') =0
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Clasificacion de formas cuadraticas

Definicion Sea q: E — R una forma cuadratica. Entonces:
m g se dice definida positva si g(x) >0Vx € E, x #0
m g se dice definida negativa si q(x) <OVx € E, x #0

m g se dice semidefinida positva si q(x) > 0Vx € E, x #0
y 3x’ # 0 tal que g(x') =0

m g se dice semidefinida negativa si g(x) <OVX € E, x #0
y dx’ #0 tal que g(x') =0
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Clasificacion de formas cuadraticas

Definicion Sea q: E — R una forma cuadratica. Entonces:
m g se dice definida positva si g(x) >0Vx € E, x #0
m g se dice definida negativa si q(x) <OVx € E, x #0

m g se dice semidefinida positva si q(x) > 0Vx € E, x #0
y 3x’ # 0 tal que g(x') =0

m g se dice semidefinida negativa si g(x) <OVX € E, x #0
y Ix’ #0 tal que gq(x') =0

m g se dice indefinida si existen x, x’ € E tales que
q(x) >0y q(x') <0
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Clasificacion de formas cuadraticas

Teorema Sea ¢ : E — R forma cuadratica. Sea A su matriz
asociada en una base Bde E, y Cs(x) =det (A—xId) su
polinomio caracteristico. Entonces:
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Clasificacion de formas cuadraticas

Teorema Sea ¢ : E — R forma cuadratica. Sea A su matriz
asociada en una base Bde E, y Cs(x) =det (A—xId) su
polinomio caracteristico. Entonces:

m g es def. positiva si y so6lo si todas las raices de Ca(x)
son positivas.
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Clasificacion de formas cuadraticas

Teorema Sea ¢ : E — R forma cuadratica. Sea A su matriz
asociada en una base Bde E, y Cs(x) =det (A—xId) su
polinomio caracteristico. Entonces:

m g es def. positiva si y so6lo si todas las raices de Ca(x)
son positivas.

m g es def. negativa si y so6lo si todas las raices de Ca(x)
son negativas.
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Clasificacion de formas cuadraticas

Teorema Sea ¢ : E — R forma cuadratica. Sea A su matriz
asociada en una base Bde E, y Cs(x) =det (A—xId) su
polinomio caracteristico. Entonces:

m g es def. positiva si y so6lo si todas las raices de Ca(x)
son positivas.

m g es def. negativa si y so6lo si todas las raices de Ca(x)
son negativas.

m g es semidef. positiva si y s6lo si todas la raices de
Ca(x) son positivas y alguna es cero.
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Clasificacion de formas cuadraticas

Teorema Sea ¢ : E — R forma cuadratica. Sea A su matriz
asociada en una base Bde E, y Cs(x) =det (A—xId) su
polinomio caracteristico. Entonces:

m g es def. positiva si y so6lo si todas las raices de Ca(x)
son positivas.

m g es def. negativa si y so6lo si todas las raices de Ca(x)
son negativas.

m g es semidef. positiva si y s6lo si todas la raices de
Ca(x) son positivas y alguna es cero.

m g es semidef. negativa si y s6lo si todas la raices de
Ca(x) son negativas y alguna es cero.
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Clasificacion de formas cuadraticas

Teorema Sea ¢ : E — R forma cuadratica. Sea A su matriz
asociada en una base Bde E, y Cs(x) =det (A—xId) su
polinomio caracteristico. Entonces:

m g es def. positiva si y so6lo si todas las raices de Ca(x)
son positivas.

m g es def. negativa si y so6lo si todas las raices de Ca(x)
son negativas.

m g es semidef. positiva si y s6lo si todas la raices de
Ca(x) son positivas y alguna es cero.

m g es semidef. negativa si y s6lo si todas la raices de
Ca(x) son negativas y alguna es cero.

m g es indefinida siy s6lo si Ca(x) tiene raices positivas y
negativas.
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Clasificacion de formas cuadraticas

Teorema Sea ¢ : E — R forma cuadratica. Sea A su matriz
asociada en una base Bde E, y Cs(x) =det (A—xId) su
polinomio caracteristico. Entonces:

m g es def. positiva si y so6lo si todas las raices de Ca(x)
son positivas.

m g es def. negativa si y so6lo si todas las raices de Ca(x)
son negativas.

m g es semidef. positiva si y s6lo si todas la raices de
Ca(x) son positivas y alguna es cero.

m g es semidef. negativa si y s6lo si todas la raices de
Ca(x) son negativas y alguna es cero.

m g es indefinida siy s6lo si Ca(x) tiene raices positivas y
negativas.

Demo Se basa en el hecho de que las raices del polinomio
caracteristico asociado a una forma cuadratica tiene
siempre el mismo signo, independientemente de la base

utilizada (Ley de inercia de Sylvester).
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Rango y signatura de una forma cuadratica

Sea q: E — R forma cuadratica.

Definiciéon Se denomina signatura de g, sg(q), al par de
enteros (p;, p2) donde

p1 es el numero de raices positivas,
p2 es el numero de raices negativas,

del polinomio caracteristico de la matriz A asociada a la
forma cuadratica en una base.

Definicion Se denomina rango , rang(g) al rango de la
matriz A asociada a la forma cuadratica en cualquier base.
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Rango y signatura de una forma cuadratica

Sea q: E — R forma cuadratica.

Definiciéon Se denomina signatura de g, sg(q), al par de
enteros (p;, p2) donde

p1 es el numero de raices positivas,

p2 es el numero de raices negativas,

del polinomio caracteristico de la matriz A asociada a la
forma cuadratica en una base.

Definicion Se denomina rango , rang(g) al rango de la
matriz A asociada a la forma cuadratica en cualquier base.

Nota Se verifica p; + p2 = rang(q).
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Rango y signatura de una forma cuadratica

Sea q: E — R forma cuadratica.
Definiciéon Se denomina signatura de g, sg(q), al par de
enteros (p;, p2) donde

p1 es el numero de raices positivas,

p2 es el numero de raices negativas,

del polinomio caracteristico de la matriz A asociada a la
forma cuadratica en una base.

Definicion Se denomina rango , rang(g) al rango de la
matriz A asociada a la forma cuadratica en cualquier base.

Nota Se verifica p; + p2 = rang(q).

Ejercicio Clasificar una forma cuadratica en términos de
su signatura y rango.
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Tema 6

Formas bilineales y cuadraticas

Formas bilineales
Formas cuadraticas
Clasificacion de formas cuadraticas

Criterios para la clasificacion de formas cuadraticas
Criterio de Sylvester
Regla de Descartes
Calculo de las raices del polinomio caracteristico

Restriccion de una forma cuadratica a un subespacio
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Criterio de Sylvester

Sea E un espacio vectorial de dimension n, q: E — R una
forma cuadratica y A la matriz asociada en una base de E.
Denotamos Ay, el k-ésimo menor principal de A, 1 < k<

ag] aj e

RRRNVANIIES ,An:‘A|

ailr a2

Ay =lanl, Ay = ’

Qg1 Q22
A1 e Ajcle

Entonces:
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Criterio de Sylvester

Sea E un espacio vectorial de dimension n, q: E — R una
forma cuadratica y A la matriz asociada en una base de E.
Denotamos Ay, el k-ésimo menor principal de A, 1 < k<

ag] aj e

RRRNVANIIES ,An:‘A|

ailr a2

Ay =lanl, Ay = '

Qg1 Q22
A1 e Ajcle

Entonces:

q es def. positiva & A >0 paral < k< n.
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Criterio de Sylvester

Sea E un espacio vectorial de dimension n, q: E — R una
forma cuadratica y A la matriz asociada en una base de E.
Denotamos Ay, el k-ésimo menor principal de A, 1 < k<

ag] aj e

RRRNVANIIES ,An:‘A|

ailr a2

Ay =lanl, Ay =

Qg1 Q22
A1 e Ajcle

Entonces:

q es def. positiva & A >0 paral < k< n.

q es def. negativa < (—1)fAx >0 paral < k < n.
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Criterio de Sylvester

Sea E un espacio vectorial de dimension n, q: E — R una
forma cuadratica y A la matriz asociada en una base de E.
Denotamos Ay, el k-ésimo menor principal de A, 1 < k<

ag] aj e

ailr a2
SR ST , An = |A|

Ay =lanl, Ay =

Qg1 Q22

A1 e Ajcle
Entonces:
q es def. positiva & A >0 paral < k< n.
q es def. negativa < (—1)fAx >0 paral < k < n.

Si A, = det(A) # 0y la secuencia {A,} no esta en los
casos anteriores, entonces q es indefinida
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Criterio de Sylvester

Sea E un espacio vectorial de dimension n, q: E — R una
forma cuadratica y A la matriz asociada en una base de E.
Denotamos Ay, el k-ésimo menor principal de A, 1 < k<

ag] aj e

RRRNVANIIES ,An:‘A|

ailr a2

Ay =lanl, Ay = ’

Qg1 Q22
A1 e Ajcle

Entonces:

q es def. positiva & A >0 paral < k< n.

q es def. negativa < (—1)fAx >0 paral < k < n.

Si A, = det(A) # 0y la secuencia {A,} no esta en los
casos anteriores, entonces q es indefinida

Nota Existen extensiones del criterio de Sylvester que permiten determinar
si una forma cuadratica es semidefinida, sin embargo, son sofisticadas y
evitaremos su uso. Para clasificar estos casos, sera necesario usar
otro criterio.
VN i\/lZRSiD‘\D P SALAMANCA Algebra Tema 6  Contenidos Pag. 160



Regla de Descartes

Proposicion Si P(x) es un polinomio con coeficientes reales
y todas sus raices son reales. El namero de raices positivas
(contando multiplicidades) es igual al namero de cambios
de signo de sus coeficientes consecutivos no nulos.

Ejemplos

VNiV l:RSi DAD P SALAMANCA Algebra Tema 6  Contenidos Pag. 161



Regla de Descartes

Proposicion Si P(x) es un polinomio con coeficientes reales
y todas sus raices son reales. El namero de raices positivas
(contando multiplicidades) es igual al namero de cambios
de signo de sus coeficientes consecutivos no nulos.

Ejemplos
Aplicacion a la clasificiacion de formas cuadraticas
Calcular el polinomio caracteristico asociado a q: Ca(x)

Determinar el signo de las raices de Ca(x):

m Raices positivas: n; Regla de Descartes (no.
cambios de signo).

m Raices nulas: ng grado del monomio de menor
grado no nulo.

m Raices negativas: n_ =n—np — ny

Clasificar la forma cuadratica

Observacion C4(x) tiene todas sus raices reales, por ser A

matriz simétrica.
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Clasificacion de formas cuadraticas. Raices del
caracteristico.

Otro pocedimiento que permite clasificar una forma
cuadratia es el calculo de las raices del polinomio
caracteristico.

Calx) — x1,..., X
Este procedimiento es desaconsejable pues en general es el
mas costoso de los presentados.
Sin embargo, puede ser muy util, si el polinomio

caracteristico es facilmente factorizable, o en el caso de
problemas con parametros.
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Tema 6

Formas bilineales y cuadraticas

Formas bilineales

Formas cuadraticas

Clasificacion de formas cuadraticas

Criterios para la clasificacién de formas cuadraticas

Restriccion de una forma cuadratica a un subespacio

VNiV ERS iDAD P SALAMANCA Algebra  Tema 6  Contenidos Pag. 163



Restriccion de una forma cuadratica a un
subespacio

Sea E un espacio vectorial con dim E =n, q: E — R una
forma cuadratica, y A su matriz asociada en la base B.

Sea E’ C E un subespacio vectorial, dimE’ = m. La
restriccion de g al subespacio E’, gz , puede clasificarse

siguiendo los pasos:
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Restriccion de una forma cuadratica a un
subespacio

Sea E un espacio vectorial con dim E =n, q: E — R una
forma cuadratica, y A su matriz asociada en la base B.

Sea E’ C E un subespacio vectorial, dimE’ = m. La
restriccion de g al subespacio E’, gz , puede clasificarse

siguiendo los pasos:

Calcular una base de E’, B’ ={e{,...,e;,} expresada en
coordenadas de la base B.
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Restriccion de una forma cuadratica a un
subespacio

Sea E un espacio vectorial con dim E =n, q: E — R una
forma cuadratica, y A su matriz asociada en la base B.

Sea E’ C E un subespacio vectorial, dimE’ = m. La
restriccion de g al subespacio E’, gz , puede clasificarse

siguiendo los pasos:

Calcular una base de E’, B’ ={e{,...,e;,} expresada en
coordenadas de la base B.

Calcular la matriz asociada a qg/ sobre la base B’

A" € Muxm(R), aj = e{Ae;
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Restriccion de una forma cuadratica a un
subespacio

Sea E un espacio vectorial con dim E =n, q: E — R una
forma cuadratica, y A su matriz asociada en la base B.

Sea E’ C E un subespacio vectorial, dimE’ = m. La
restriccion de g al subespacio E’, gz , puede clasificarse

siguiendo los pasos:

Calcular una base de E’, B’ ={e{,...,e;,} expresada en
coordenadas de la base B.

Calcular la matriz asociada a qg/ sobre la base B’
A" € Muxm(R), aj = e{Ae;

Clasificar g, via la matriz A’ con los criterios descritos
en las secciones anteriores.
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