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capítulo 1
Introducción

Contenido:
1.1 Contexto y motivación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3 Metodología y estructura del trabajo . . . . . . . . . . . 5

1.1 Contexto y motivación

En el marco del proyecto de investigación “Lógica intensional unificadora: Lógica,
Lenguaje y Filosofía.” del que era investigadora principal Mara Manzano, la
directora de esta tesis, se buscaba como objetivo, entre los varios que había, definir
traducciones entre las lógicas que se habían tratado en proyectos anteriores y
la lógica multivariada de primer orden (en adelante MSL). Entre estas lógicas
desarrolladas recientemente, como por ejemplo la teoría de tipos híbrida (HTT),
expuesta y desarrollada en Areces, Blackburn, Huertas, and Manzano (2011) y
Areces, Blackburn, Huertas, and Manzano (2014), se encontraba la teoría de
tipos proposicional híbrida ecuacional (en adelante EHPTT) desarrollada en
los artículos Manzano, Martins, and Huertas (2014) y Manzano, Martins, and

0Proyecto I+D concedido por el Ministerio de Economía, Industria y Competitividad y con
referencia FFI2017-82554-P.
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2 1.1. Contexto y motivación

Huertas (2019). Elegimos como finalidad de la tesis doctoral desarrollar una
traducción de EHPTT a MSL.

Ahora bien, ¿de qué manera traducir dicha lógica?¿qué es una traducción?
La respuesta a esta última pregunta no es única, ni mucho menos está establecida
de una forma estándar, pero si nos fijamos en D’Ottaviano and de Araújo Feitosa
(2020, pp.74-77) podemos decir que dadas dos lógicas (L1, |=1,`1) y (L2, |=2,`2),
si Exp(L1) y Exp(L2) son sus respectivos conjuntos de expresiones, y Form(L1),
Form(L2) sus respectivos conjuntos de fórmulas, una función de traducción, FT ,
de L1 a L2 podría ser una función

FT : Exp(L1) −→ Exp(L2)

tal que si Γ ∪ {ϕ} ⊆ Form(L1), entonces

FT (Γ) ∪ {FT (ϕ)} ⊆ Form(L2)

y, además, si ocurriera que

Γ |=1 ϕ

y que

Γ `1 ϕ

entonces, también ocurriese que

FT (Γ) |=2 FT (ϕ)

y que

FT (Γ) `2 FT (ϕ)

Este sería un caso de traducción en lógicas estrictamente proposicionales que
conserva de una lógica a otra tanto la relación de consecuencia semántica, como
el cálculo o relación de consecuencia sintáctica. Evidentemente esta puede ser una
cantidad excesiva de requisitos para una función de traducción: podrían tomarse
como suficientes una cantidad menor de los requisitos que acabamos de exponer.
En particular, la consecuencia semántica de las traducciones opera en una clase
restringida de modelos de la lógica L2, pero no toda estructura de la lógica L2
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está en consonancia con las estructuras de de la lógica L1. Las equivalencias entre
consecuencia semántica yn deductiva entre ambas lógicas se circunscribe a esta
clase restringida, que debe ser axiomatizada para que funcionen las equivalencias.

Ahora bien, además, tenemos que EHPTT es una lógica intensional1, de
hecho como lógica modal híbrida que es la denotación de cualquier expresión
dependerá del mundo posible o estado en que se interprete. Así, que tomando
como referencia las traducciones estándar de la lógica modal o de la modal
híbrida que se desarrollan, por ejemplo, en van Benthem (2010, p.75), en Braüner
(2022), en Blackburn and van Benthem (1988, pp.10-12) y en Manzano (1996,
pp.263-351), y también fijándonos en el esquema de traducción en tres niveles que
aparece en Manzano (1996) y Manzano and Aranda (2022) hemos diseñado una
traducción de EHPTT a MSL buscando, al menos, una función entre expresiones
de las dos lógicas y que en el caso particular de la traducción de las sentencias
(fórmulas sin variables libres) de EHPTT podamos alcanzar los tres niveles de
traducción que ya hemos citado.

1.2 Objetivos

Veamos los distintos objetivos principales que busca esta tesis:

Objetivo 1.2.1 (De traducción)
Traducir EHPTT hacia MSL buscando definir una función de traducción con
dominio en el conjunto de expresiones de EHPTT y rango en el de expresiones de
MSL bajo una determinada signatura. Además, conseguir, en partircular, que la
traducción del conjunto de fórmulas de EHPTT sea también fórmulas de MSL,
y que el de sentencias, fórmulas sin variables libres, de EHPTT sea también un
conjunto de sentencias de MSL. Por último, dado que el conjunto de expresiones
de EHPTT, y también el de fórmulas, es infinito, buscar, dentro de este objetivo,
definir una traducción construida de forma recursiva sobre la propia construcción
de expresiones de EHPTT.

1Para una definición precisa de lógica intensional puede consultarse Fitting (2022).
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Objetivo 1.2.2 (De la metalógica)
Conseguir analizar la metalógica de EHPTT a través de la traducción de sus
sentencias en los tres niveles de traducción que se plantean en Manzano (1996,
pp.263-276) y Manzano and Aranda (2022):

• Un primer nivel con un “teorema de representación” en el que se establece la
equivalencia entre la validez de una sentencia de EHPTT y la validez de la
clausura universal de su traducción bajo una clase de estructura multivariadas
axiomáticamente definidas. Esto es, la traducción es consecuencia semántica
de dicha teoría en la lógica multivariada:

|=EHPTT ϕ si y solo si ∆ |=MSL ∀Trans[u](ϕ)

para cada sentencia ϕ de EHPTT .

• Un segundo nivel con un “teorema principal” en el que se establece una
equivalencia entre la consecuencia semántica en EHPTT y la consecuencia
semántica de las traducciones usando la teoría axiomáticamente definida en
el primer nivel. Esto es:

Γ |=EHPTT ϕ si y solo si Trans[u](Γ) ∪∆ |=MSL Trans[u](ϕ)

para cada sentencia ϕ y cada conjunto de sentencias Γ de EHPTT .

• Un tercer nivel paralelo al segundo, con un teorema que hemos denominado
“de conservación del cálculo”, referente a la relación de consecuencia sintáctica,
esto es, una equivalencia entre la deducibilidad en EHPTT y en MSL de las
traducciones usando la teoría axiomáticamente definida en el primer orden.
Esto es:

Γ `EHPTT ϕ si y solo si Trans[u](Γ) ∪∆ `MSL Trans[u](ϕ)

para cada sentencia ϕ y cada conjunto de sentencias Γ de EHPTT .



1. Introducción 5

1.3 Metodología y estructura del trabajo

El texto se estructura en seis capítulos, en donde el primero es este de introducción
en el que nos encontramos y el último es el de conclusiones. Para los capítulos
centrales, 2, 3, 4 y 5 ofrecemos cuatro apéndices, uno por cada uno de estos
capítulos, en los que hemos colocado las demostraciones de resultados, o esquemas
de las demostraciones, más largas, menos importantes, más repetitivas o aquellas
que simplemente hemos considerado que pueden interrumpir una lectura adecuada
de este trabajo. Los cuatro capítulos centrales son de la siguiente manera:

• Capítulo 2: en primer lugar, era necesario presentar la lógica más importante
de las que conforman EHPTT, esto es, la teoría de tipos proposicional (en
adelante PTT) desarrollada en Henkin (1963). Los objetivos de este capítulo
son el de actualizarla en cuanto a notación, con respecto al artículo original,
y el de crear una concordancia entre la notación de EHPTT, proveniente de
los artículos Manzano, Martins, and Huertas (2014) y Manzano et al. (2019),
y MSL para evitar duplicidades en los símbolos a la hora de establecer la
traducción en el penúltimo capítulo. Veremos, en este orden, las expresiones,
la semántica, el cálculo y la metalógica de PTT.

• Capítulo 3: está dedicado en su totalidad a EHPTT. Ha sido necesario retocar
algún elemento de la notación usada en los artículos Manzano, Martins, and
Huertas (2014) y Manzano et al. (2019), pero en su mayoría se ha respetado
en su totalidad, ya que es en estos artículos en donde se define la lógica que
vamos a traducir. De forma paralela a como hacemos en el capítulo anterior,
presentamos, en este orden, las expresiones, la semántica, el cálculo y la
metalógica.

• Capítulo 4: está dedicado a la lógica de llegada de nuestra traducción, MSL.
Al igual que con las anteriores hemos retocado algún elemento de la notación,
y alguno estructural, usada en Manzano (1996), que usamos como referencia
básica para esta lógica. Por lo demás la estructura del capítulo es similar
a la de los dos anteriores: expresiones, semántica, cálculo y metalógica de
MSL. Ahora bien, por concordancia con PTT y EHPTT, en MSL, hemos
cambiado el cálculo de secuentes que aparece en Manzano (1996, pp.241-244)
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por un cálculo estilo Hilbert, dotándola además de nuevas demostraciones
de corrección y completud.

• Capítulo 5: es el que contiene la totalidad de la traducción. En primer
lugar definimos la signatura, denominada Σ∗, de MSL en la que están las
expresiones traducidas. Seguidamente, definiremos la conversión de cualquier
estructura de LEHPTT en una Σ∗-estructura de MSL para, a continuación
caracterizar axiomáticamente la clase, denotada por S∗, de todas las Σ∗-
estructuras obtenidas por conversión de otra de LEHPTT . A través de una
conversión de asignaciones de variables y, combinando ambas conversiones,
definiremos una función de correspondencia entre interpretaciones de ambas
lógicas. A continuación, presentamos una familia de funciones de traducción
intensionales. Para construir esta última familia de traducciones separaremos
las expresiones de EHPTT en conjuntos disjuntos: expresiones algebraicas,
expresiones proposicionales que no fórmulas y fórmulas. Al final del capítulo
vemos la metalógica de EHPTT a través del comportamiento de la función
traducción restringida a las sentencias de esta. Por último, presentaremos
un teorema recopilatorio que nos muestra en qué condiciones la denotación
de una expresión que no es una fórmula coincide con la de su traducción y,
en caso de ser una fórmula, cuando la interpretación esta es verdadera en
EHPTT si y solo si su traducción lo es en MSL.



130 6. Conclusiones

• En el primer nivel, y como corolario del teorema 5.5.2, un teorema que nos
da una condición de equivalencia entre la validez de una sentencia de LMSL

y la validez, no ya de la clausura de su traducción como experábamos en el
esquema establecido en Manzano (1996, pp.263-276), sino de la traducción
misma usando los axiomas de ΩS∗ , esto es:
Para cada J = (B, g), cada At ∈ Sent(LEHPTT ) y cada I = (A,MConv(B)

g ) ∈
Θ(J ), tenemos que

|=EHPTT At si y solo si ΩS∗ |=MSL Trans[w](At)

para cada w ∈ W .

• En el segundo nivel, a través del teorema 5.5.3, hemos establecido una
condición de equivalencia entre la consecuencia semántica de un conjunto de
sentencias y una sentencia, y la consecuencia semántica de la traducción del
conjunto de sentencias y la traducción de la sentencia usando los axiomas
de ΩS∗ , esto es:
Para cada Γ ⊆ Sent(LEHPTT ) y cada At ∈ Sent(LEHPTT ) ocurre que

Γ |=EHPTT At si y solo si Trans[w](Γ) ∪ ΩS∗ |=MSL Trans[w](At)

para cada w ∈ W .

• Por último, en un tercer nivel, a través del teorema 5.5.5, una condición
similar a la del nivel segundo, pero referente al cálculo o relación de
consecuencia sintáctica, usando los axiomas de ΩS∗ , esto es:
Para cada Γ ⊆ Sent(LEHPTT ) y cada At ∈ Sent(LEHPTT ) ocurre que

Γ `EHPTT At si y solo si Trans[w](Γ) ∪ ΩS∗ `MSL Trans[w](At)

para cada w ∈ W .

Además, más allá de este objetivo, hemos demostrado la compacidad de
EHPTT en el teorema 5.5.4 y hemos formulado el teorema recopilatorio 5.6.1
de traducción que nos garantiza la igualdad entre la interpretación de cualquier
expresión de LEHPTT que no sea una fórmula, y la interpretación de su traducción
y, además, para las fórmulas amplia el teorema débil de representación 5.5.2, es
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decir, nos dice bajo qué condiciones una fórmula de EHPTT será verdadera si y
solo si lo es su traducción.

Así pues, podemos concluir que hemos conseguido alcanzar los tres niveles
que expusimos en el objetivo 1.2.2 y que nos garantizan que bajo una signatura
determinada y una clase axiomatizada de estructuras de dicha signatura sí se
cumple la conservación de las relaciones de consecuencia semántica y sintáctica
módulo una teoría axiomatizada.

Por último, resaltamos que este trabajo añade una nueva lógica, EHPTT,
a aquellas que han sido traducidas hasta ahora a MSL buscando en esta una
lógica marco1. Es decir, que las propiedades de MSL, tales como compacidad,
completud,.. puedan ser trasladadas a la lógica traducida, y que los teoremas de
esta última puedan ser probados por un demostrador automático de teoremas. Así,
basta el estudio de la teoría de modelos de MSL para saber de las propiedades de
otras lógicas distintas, e incluso para poder llegar a establecer una comparación
entre ellas haciendo la perspectiva que da verlas como teorías de MSL.

1Por ejemplo, pueden consultarse las traducciones de la lógica de segundo orden en Manzano
(1996, pp.277-288), de la lógica modal proposicional en Manzano (1996, pp.312-327), de la lógica
modal de primer orden en Manzano (1996, pp.312-327), de la lógica dinámica proposicional
Manzano (1996, pp.342-351),...
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