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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de este trabajo es realizar una revision bibliografica de las matrices inversas
generalizadas. Concretamente se abordaran las matrices 1 — inversas, 2 — inversas y las
inversas reflexivas generalizadas como la inversa de Moore-Penrose, la inversa de Drazin y
la inversa de Drazin-Moore-Penrose. Se determinaran sus propiedades para posteriormente
mostrar algunas de sus aplicaciones junto con ejemplos practicos.

Las investigaciones apuntan a que la primera vez que se mencioné el concepto de
inversa generalizada sobre el papel fue por Fredholm en el afio 1903 [1], donde definid
una inversa generalizada de un operador integral. Posterior a esto, se definié también los
inversos generalizados de operadores integrales. Ambos concepetos fueron previos a los
inversos generalizados de matrices que Moore definié por primera vez en el ano 1920 por
escrito.

El concepto de matriz inversa esta limitado a matrices cuadradas y no singulares. Esta
limitacion propicié que diversos autores estudiaran otras formas de inversas de matrices.
En un primer momento, E.H.Moore estudié los inversos generalizados de matrices defi-
niendo un inverso anico o lo que él llamé «reciproco general»[2]. Su primera publicacion
fue en el ano 1920, pero debido a la engorrosa notacion y la peculiaridad del tema tratado
no gener6 demasiado interés. En el ano 1951, A.Bjerhammar, redescubrié la inversa de
Moore y también observo la relacion de las inversas generalizadas con las soluciones de
los sistemas de ecuacuiones lineales. Mas tarde, en 1955, Penrose extendi6 el trabajo de
Bjerhammar y demostré que la inversa de Moore de una matriz dada es la tinica ma-
triz que satisface las 4 condiciones de Penrose. Estas condiciones seran mostradas en el
Capitulo 3 como definicion de la inversa de Moore-Penrose. Para méas detalles: [1],[3].

En el ano 1958, a partir de las inverstigaciones de Moore y Penrose, Drazin definio el
inverso de Drazin en un anillo. En el Capitulo 4 se daran unas notas mas extensas sobre
este tema.

Actualmente se pueden encontrar més de 500 publicaciones relacionadas con este tema.
Ademas, las inversas generalizadas siguen siendo objeto de interés para muchos investi-
gadores.

Este trabajo se organiza en cuatro capitulos. En el Capitulo 2, posterior a la introduc-
cion, se sentaran las bases para el desarrollo del trabajo. En los dos capitulos siguientes,
Capitulo 3 y Capitulo 4, se desarrollaré la base tedrica del trabajo. En el dltimo capitulo,
Capitulo 5, y a modo de conclusion, se mostrarén las aplicaciones de la teoria desarrollada
previamente.
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En el Capitulo 2, se definird la notaciéon que utilizaremos a lo largo del trabajo y
se daran los conceptos basicos necesarios para lo siguiente. También se introduciréd el
concepto de inversa generalizada que, aunque no se utilizara en este trabajo, servira para
comprender de forma global este tipo de matrices. Abordaremos en este capitulo los
conceptos de 1 — inversa y 2 — inversa junto con algin ejemplo numeérico.|1]

En el Capitulo 3, dedicado a la inversa de Moore-Penrose, se definird dicha matriz de
tres formas diferentes: la definiciéon proporcionada por Moore, la definicién proporcionada
por Penrose y la definicién explicita que permite el calculo. Se demostrara también la
equivalencia de las tres definiciones. Posteriormente, se abordara el teorema de existencia
y unicidad de dicha matriz junto con algunas consecuencias inmediatas. A continuacion,
se dara la expresion explicita de la inversa y se procedera al célculo de la inversa de
Moore-Penrose de una matriz dada de dos formas diferentes: a través de la definicion y a
través de la expresion explicita. Para finalizar el capitulo, senalaremos y demostraremos
algunas de las propiedades interesantes que esta inversa cumple. Véase [1], [4], [5], [6], [7]
y [8].

El Capitulo 4 estara destinado a la inversa de Drazin. Primero, se dara alguna nota
historica sobre los inicios y la evoluciéon de la matriz y algunos autores implicados. Des-
pués, se pasara a dar la definicién y el teorema de existencia y unicidad. Seguidamente,
demostraremos la descomposicién core-nilpotente de una matriz, resultado necesario para
que a continuaciéon veamos la expresion explicita de la inversa de Drazin a partir de la
descomposicion core-nilpotente. También se demostrara la condicion necesaria y suficiente
para que la inversa de Drazin sea 1 — tnversa. Veremos un ejemplo de calculo numérico.
Para terminar el capitulo, se mostraran algunas propiedades de esta matriz y la condicion
necesaria para la coincidencia con la matriz de Moore-Penrose. Véase (9], [10], [11], [12],
[13], [14] v [8].

Una vez desarrollada la teorfa, pasaremos al Capitulo 5 donde podremos encontrar
diferentes aplicaciones de estas matrices.

Como primera aplicacién, tenemos la invera de Drazin-Moore-Penrose, una construc-
cion a partir de la inversa de Drazin y la inversa de Moore-Penrose de una matriz dada.
En primer lugar, en esta seccidon se mostraré la existencia y unicidad de la inversa de
Drazin-Moore-Penrose como solucién de un sistema de ecuaciones dado. Posteriormente,
se definiré dicha matriz y demostraremos algunas propiedades que verifica. Para terminar
la seccion, se calculara la matriz de Drazin-Moore-Penrose de una matriz dada a partir
de la inversa de Drazin y la inversa de Moore-Penrose. Véase [15],[16] y [17].

En la siguiente seccion se abordara la inversa dual de Drazin-Moore-Penrose y el desa-
rrollo de la seccidn serd anédlogo al anterior: teorema de existencia y unicidad, definicion,
propiedades de la inversa y ejemplo numérico. Véase en [17].

En tercer lugar, aplicaciéon de la matriz de Drazin a resolucién de sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales. Primero se dara solucion al caso mas simple e inmediato en el que
la ecuacién es de la forma

7+ Ax = f,

donde A € C™™ y x y f son vectores cuyos elementos son funciones diferenciales de
variable t . A continuacion, pasara a resolverse el caso en el que la ecuacion es de la forma

Ar' + Bx = f
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cuando A y B conmutan. Después, se abordara el caso general donde se proporcionaran
las condiciones necesarias y suficientes para la unicidad de las soluciones y finalmente se
hallara la solucién general en el caso en el que la ecuaciéon Az’ + Bx = f tenga soluciones
tnicas. Para terminar se pondra un ejemplo practico numérico. Véase en [18|.

Para finalizar las aplicaciones, se dara uso a la inversa de Moore-Penrose para apro-
ximar soluciones de sistemas de ecuaciones no compatibles. Para aproximar soluciones se
utilizara lo que se conoce como resolucién por minimos cuadrados. Si tenemos el sistema
incompatible

Axr = b,

donde A € C"™ y b € C", la inversa de Moore-Penrose aproxima una soluciéon del
sistema, es decir, si consideramos la norma usual y llamamos residuo a

r==b— Az,

la inversa de Moore-Penrose nos da la minima distancia entre Az y b, es decir, que el
residuo r sea lo més préoximo a 0. La inversa de Moore-Penrose de A nos proporciona la
soluciéon mas cercana al sistema, sin embargo, no siempre es necesaria que la distancia
entre b y Ax sea la minima. Se mostrara un teorema en el que se obtienen soluciones por
minimos cuadrados del sistema en el que interviene también la inversa de Moore-Penrose.
Finalmente, se mostrara un ejemplo practico de esta aplicacion. Véase [19], [20], [21] ¥

8]-



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se definirdn los conceptos previos necesarios para el desarrollo del
trabajo. También se introduciran las matrices inversas generalizadas de forma general y
se proporcionaran notas historicas a cerca de ellas con algtin ejemplo.

2.1. Notacién y nociones basicas

Sea C el conjunto de los niimeros complejos. C™ es el espacio vectorial formado por el
conjunto de las n-tuplas sobre C, es decir, vectores columna o matrices n x 1. C™*" es el
espacio vectorial de las matrices con coeficientes complejos de dimension m x n. En este
trabajo, el producto interior considerado en C" sera el producto interior usual, es decir,
si z, 2’ € C", entonces < x,z’ >= z'(2')*, siendo (z)* el conjugado complejo de 2’ y z* el
traspuesto de x, lo que evidencia que el convenio a seguir sera por columnas.

Sea f : C" — C™ una aplicaciéon lineal entre espacios vectoriales. Fijadas bases
B = {ey,..,e,} de C" y B" = {e},....,e/,} de C™, se define la matriz asociada a la
aplicacion lineal f en las bases B y B’ como la matriz A de dimension m X n cuyas
columnas son las coordenadas de los vectores de la base B en términos de B’.

Reciprocamente, la matriz A € C™*" induce una aplicacion lineal entre los espacios
Cry C™ f:C" — C™ tal que f(x) = Ax, para todo x € C". R(A) denota el espacio
vectorial de las columnas de A. Ademas, Rg(A) denotara la dimension de R(A). El nicleo
de A, N(A), sera el nacleo de la aplicacion f. En términos matriciales se define como
N(A) = {xz € C": Az = 0}. Llamaremos indice de A, ind(A), al menor nimero entero no

negativo que verifica ‘ ‘
Tg(Amd(A)) _ T‘g(Amd(A)Jrl).

Sea f la aplicacion lineal anterior definida. Se llama aplicacion adjunta a la aplicacion
f*:C™ — C" a aquella que verifica

< f(x),y >=< =z, f*(y) >, para todo x € C" y para todo y € C™.

Si A" es la matriz asociada a la aplicacion f* en las bases B’ y B y ademéas ambas
bases son ortonormales, entonces se verifica que A’ = A*, siendo A* la matriz conjugada
traspuesta de A. Las propiedades que se utilizaran con respecto a esta matriz son las
siguientes:
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1. (A% =4
2. (AB)* = B*A*,

siendo A, B € C"*™ y A*, B* € C™*" sus correspondientes matrices conjugadas traspues-
tas.
Sea B € C™ ™. Se define la matriz inversa de B, y se denota por B~!, como la tnica

matriz que safisface
BB '=B"'B=1,
siendo I la matriz identidad. B tiene inversa si y solo si es no singular, es decir, su
determinante es distinto de 0. En el caso en el que exista la inversa, se dice que B es
invertible.
Sea C' € C"*™. Se dice que C es unitaria si verifica:

CC* =C*C =1,

siendo [ la matriz identidad.
Sea C' € C™*™. Se dice que C es un proyector si verifica:

C?=C.

Sea M un subespacio de C". Se define proyector ortogonal de C" en M, y se denota
por Py, a la matriz definida por Pyu =usiu € My Pyu = 0si u € M*. Nétese que
I — Py = Py1 y para cualquier proyector ortogonal P se tiene que P = Pg(p).

2.2. Matrices inversas generalizadas

Desde 1955 se han escrito cientos de publicaciones relacionados con las inversas gene-
ralizadas y sus diferentes aplicaciones. Adi Ben-Israel y Thomas N.E.Greville en su libro
«Generalized Inverses, Theory and Applications» [1]|, unificaron el concepto de inverso
generalizado con una definiciéon partiendo de las 4 condiciones de Penrose:

Definicién 2.2.1. - Para cualquier A € C™*", sea A{i, j,...k} el conjunto de matrices
X € C™™ que satisfacen las ecuaciones (), (7), ..., (k) de entre las 4 ecuaciones de Penrose.
La matriz X € A{i,j, ...k} se llama {4, j,...,k} — inversa de A.

Simultaneo a estas investigaciones relacionadas con la actual matriz de Moore-Penrose,
otros autores han explorado matrices que cumplen alguna de las condiciones de Penrose.

A continuacion, se definirdn brevemente las matrices 1 — inversas y 2 — inversas.
Veremos que a lo largo del trabajo se profundizaré en este tipo de matrices.

2.2.1. Matrices 1-inversas

Definicion 2.2.2. - Sea A € C™*" y B € C™™. Se dice que B es 1 — inversa o inversa

interior de A si verifica:
ABA = A.
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FEjemplo 2.2.1. - Matriz cuadrada no singular.

1 0 1 L =1 1
2 2 2
Sea A = |1 1 1| matriz cuadrada no singular y A=! = |=1 1 0 | la matriz
21 0 1 L =1
2 2 2
inversa de A.
La matriz inversa cumple la condicién de 1 — tnversa:
10 1|35 3 3](1o01
AAT'TA= |1 1 1| |-1 1 0|1 1 1| =A
21003 35 F|1|210

Observacion 2.2.1. - Otro ejemplo de matriz 1 — inversa es la inversa de Moore-Penrose.

El siguiente capitulo esta dedicado a esta matriz.

2.2.2. Matrices 2-inversas

Definicién 2.2.3. - Sea A € C™*" y B € C™™. Se dice que B es 2 — inversa de A si

verifica:

BAB = B.

Observacion 2.2.2. - La matriz inversa de A cumple la condicion de 2 — inversa.

Ejemplo 2.2.2. - La inversa de Drazin y la inversa DMP son ejemplos matrices 2-inversas.
En los siguientes capitulos se estudiaran ambas matrices.



Capitulo 3

Inversa de Moore-Penrose

En el ano 1956, un estudiante de Moore demostré que la definiciones que publicaron
Moore y Penrose sobre la inversa generalizada eran equivalentes [4]. Es por esta razon por
la que a la inversa generalizada se le conoce como inversa de Moore-Penrose o también
pseudoinversa de Moore-Penrose.

Este capitulo se centrara en el estudio de la inversa de Moore-Penrose. Primero se
proporcionara la definicion que dio Moore, aunque no se hard uso de esta hasta mas
adelante para algunas demostraciones en el Capitulo 5. Después se definiré lo que Penrose
denomin6 como inversa generalizada [7| y que actualmente se conoce como inversa de
Moore-Penrose. Como veremos unas lineas mas abajo, ambas definiciones son equivalentes.
Los resultados de este capitulo pueden verse en [1], [4], [5], [6], [7] v [8]-

Definicion de Moore:

Definicion 3.0.1. - Si A € C"™*" entonces la inversa generalizada de A se define por ser
la tnica matriz A' tal que

1. ATA = Ppa).
2. AAT — PR(AU-

Definicion de Penrose:

Definicion 3.0.2. - Sea A € C™*". Se llama matriz inversa de Moore-Penrose, y se
denota por AT € C**™, a la tnica matriz que satisface:

1. AATA = A.

2. ATAAt = Al
3. AA = (AAh*,
4. ATA = (ATA)".



Inversas Generalizadas de Matrices y Aplicaciones

Las condiciones de la definicién 3.0.2 se conocen como las cuatro condiciones de Pen-
rose.

Teorema 3.0.1. - Las Definiciones 3.0.1 y 3.0.2 son equivalentes.

Demostracion: Supongamos primero que A’ es una matriz que verifica las cuatro con-
diciones de Penrose. Multiplicando la condicién 2 por A por la izquierda, se obtiene que

AATAAT = (AAT)? = AAT,

luego AAT es proyector. Por la condicién 3, se cumple AAT = (AAT)*. Se tiene que ademés,
AAT es proyector ortogonal. Queda por ver que R(A) = R(AAT). Como AATA = A,
entonces

R(A) = R(AATA) C R(AAT) C R(A),
por tanto, R(A) = R(AAY) y AAT = Ppa.
Para demostrar otra igualdad, ATA = Ppaty, se procede de manera similar.

Si AT cumple las propiedades de la Definicién 3.0.1, se observa que AATA = PrayA =
Ay que ATAAT = ATPR( Aty = A", Por tanto, A" verifica las condiciones de Penrose.

O
Observacion 3.0.1. - Si A es cuadrada y no singular, entonces A~! = AT,
A continuacién se define la inversa de Moore-Pnerose para aplicaciones lineales.

Definiciéon 3.0.3. - Sea f : C* — C" una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales.
Se llama inversa de Moore-Penrose de f a la tnica aplicacion lineal ff:C™ — C" que
verifica:

1. fTes1—inversa.

2. f1es 2 — inversa.
3. fTo f es autoadjunta , es decir,
<[ffo fl(@),2" >=<=,[f" o fl(a) >
para todo x, 2’ € C™.
4. fo ff es autoadjunta , es decir,
<[fo M),y >=<y[fo 1) >
para todo y,y’ € C™.

Teorema 3.0.2. - Las Definiciones 3.0.2 y 3.0.3 son equivalentes.
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Demostracion: Sean A € C™*" y AT € C™™ verificando las 4 condiciones de Penrose.
La matriz A induce una aplicacion lineal f : C" — C™ tal que f(z) = Az, con x € C".
De la misma forma, AT induce una aplicacion lineal fT: C™ — C" tal que fT(y) = Aly,
con y € C. Las aplicaciones f y fT verifican las condiciones 1, 2, 3 y 4 de la definicién
3.0.3:

1. fTes 1 —inversa. Veamos que fo flof = f.
Para todo = € C™,

(foflof)z)=(fofNf(x)=f(f1(Ar)) = f(ATAz) = AATAz = Az = f(x)

2. fTes 2 —inversa. Veamos que fTo fo fT = f.
Para todo y € C™,

(ffofofN(y) = (flof)fT(y) = (fTof)(Aly) = fT(AATy) = ATAATY = ATy = fi(y)

3. fto f es autoadjunta.
Para todo x,2' € C*, < [fT o f](x), 2’ >L< o, [fTo f](a) >.
En efecto,
< [fTo fl(x), 2 >=< fI(f(x)),2 >=< fI(Az), 2’ >=< ATAz, 2’ >=
<z, ATAY >=< a0, ATf(2)) >=< x, fT(f(2')) >=< =, [fT o fl(z') >

4. fo f1 es autoadjunta.
Para todo y,y' € C", < [f o fl](y),y/ >=<y,[f o f1](¥/) > .
En efecto,

<[fo M),y >=< F(f1(W),y >=< f(ATy),y >=< AATy,y >=
<y, AATY >=<y Af1(y) >=<y, f(f1(Y)) >=<y,[fo fT(¥) > .

Para demostrar el reciproco, sean f : C* — C™ y ff: C™ — C" dos aplicaciones
lineales que verifican las 4 condiciones de la Definicién 3.0.3. Fijando bases en los espacios
C" y C™, By B’ respectivamente, se tiene que A es la matriz asociada a f en las bases
By B', y A" es la matriz asociada a f en las bases B’ y B. Se verifica que para todo
v € C" f(x) = Az, y para todo y € C™, fi(y) = Aly. Veamos que matrices A y AT
cumplen las 4 propiedades de Penrose:

1. AATA L A
Como fo flof = f, para todo z € C" se tiene que
(o ffo ) = (f o FF) = (F o f(Az) = F(F(A2)) = f(ATAz) = AA Az,
luego f(z) = Ax.
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2. ATAAT £ At
Como ffo fo fI = f1, para todo y € C™ se verifica que

(ffofofNy) = (Mo Nf(y) = (Mo f)(Aly) = (f1)(AATy) = ATAATy.
Por tanto, fTy = Afy.

3. AAT < (AAD)*

Como f o f1 es autoadjunta, se verifica que para todo 7,1y’ € C™
<[fo fMw).y >=<y.[fo f)>.

Por un lado,

<[fo /M)y >=<[fo ).y >=
< F(ff W), v >=< f(Aly),y >=< AAly,y > .

Por otro lado,
<y, [fo fNy) >=<y, F(fI(¥) >=<y, A1) >=<y, AATY >

Por tanto, < AAty,y >=< y, AATy >, lo que significa que AA' es autoadjunta, es
decir AAT = (AAT)*,

4. ATA L (ATA)*
Como fTo f es autoadjunta, para todo z,2’ € C"
<[ffo fl(@), 2" >=<z,[flo fl(a") > .
Entonces

<[ffo fl(x),s >=< fI(f(x)), 2’ >=< fl(Az),2’ >=< ATAx, 2’ >

<z, [flo fl(z)) >=<z, fI(f(2) >=< 2, ATf(2)) >=< 2, ATAZ' > .

Luego < ATAz, 2’ >=< x, ATA2x’ > porlo que ATA es autoadjuntay ATA = (ATA)*.

O
Corolario 3.0.2.1. - Las Definiciones 3.0.1 y 3.1.1 son equivalentes.
Una vez definida la inversa de Moore-Penrose y demostrada su equivalencia con otras
definiciones, veamos que esta matriz existe y es tnica con el siguiente teorema.

Teorema 3.0.3. (de existencia y unicidad de la matriz inversa de Moore-Penrose).- Sea
f:C* — C™ una aplicacion lineal entre espacios vectoriales. Entonces la inversa de
Moore-Penrose de f existe y es unica.

10
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Demostracion: Como los espacios son de dimension finita, se tiene quesi f : C* — C™
es lineal entonces cada espacio descompone en suma directa de dos subespacios vectoriales:
C" = kerf @ [kerf]* y C™ = Imf & [Imf]*. Si se toma la restriccion de f a [kerf]*, la
aplicacion fije.s+ : [ker f[© — Imf es un isomorfismo y, por tanto, existe una aplicacion
lineal safisfaciendo que

(f|[kerf]i>71<y) si Yy e Imf
Tla)) —
f(y)—{ 0siye[Imf]*

En este caso, fT es la inversa de Moore-Penrose y es tnica.

Para demostrar la existencia, se comprueba que la aplicacién lineal fT previamente
definida verifica las 4 propiedades de la Definicién 3.0.3, es decir:

—_

. ftes 1 —inversa.

[N}

. T es 2 —inversa.

w

. fo f! es autoadjunta.

=~

. fTo f es autoadjunta.
En primer lugar, se tiene que

ysiyelmf
0siye[Imf]*

[ o fT](y) = {
y que (fTo f)(z) =1, con & = x1 + 15 (21 € [kerf]* vy x5 € kerf). Entonces

L (foflof)(z)=f((f1of)@) = flz1) = flz—22) = f(2) = f(22) = f(2)
2. (1o fo W) = F1((F oY) L Gipern)  FU ) 2 Fiw)

a) 7t (y) € C™, luego f(fT (y)) € Imf y, por tanto, se aplica la definicién de fT en ese caso.

b) f(fT(y)) € Imf y por el isomorfismo f,| [kerf]J‘ se tiene la igualdad.

Por tanto, fT satisface las condiciones 1 y 2 de la Definicién 3.0.3.

Ademas,
y-y siy,y € Imf
<[fo fMy),y >= 0siye [Imfl*"

0siy € [Imf]*-

11
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0siye [Imf]*

o Ny =
<y7[f f}(y)> {Osiy/e[lmf]J_

Luego < [f o fT(y), ¥ >=<y,[f o f1](v/) >.

Se tiene también que si z, 2’ € C" con x = x| +x9, ¥’ = 2 + ), donde x1, 2} € [ker f]*+
y X, zh € kerf entonces

< [ffo fl@)a! S=< 21,0 >=< a1, (@ +2) =< 21,7y >+ < o,7p =<
x1, 7y >=<x,[fT o f](a’) >.

y f1 satisface las condiciones 3 y 4 de la Definicién 3.0.3.

Para demostrar la unicidad de fT, tomese otra aplicacion f : C™ —s C" verificando:

1. f es 1 — inversa.
2. f es 2 — inversa.
3. fo f es autoadjunta.

4. fof es autoadjunta.

Que f cumpla las condiciones 1 y 2 implica que (f o f o f)(z) = f(x), para todo
v €C", y que (fo fo f)(y) = f(y), para todo y € C™.

Con ello, ) ) ) .
(fof))=fofofof=fof,
es decir, f o f es una proyeccion.
Como

Imf=1Im(fofof)CIm(fof)CImf

entonces Im(f o f) = Imf. Luego, dado y € Imf, existe y € C™ tal que y se puede
expresar como y = (f o f)(y) y

(fo Ny =(foNfo @ =(fof)@=(fof)G) =y

Ademas, si 3 € [Imf]*, se tiene que

0=([fo fPW)) -y = (If o I - (If o DY)
y como el producto escalar es definido positivo entonces (f o f)(y') = 0

Por tanto,

12
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- _Jusiye Imf
(o Nl) = {O el

En particular, f(y') = 0 cuando ¢/ € [Imf]*.

De la misma forma se tiene que (f o f)2 = fo fy que Im(fo f) = Imf.

Luego si z € Imf, x = [f o f](&) (con & € C") y 2’ € kerf entonces por ser (f o f)
autoadjunta,

<z, 2 >=<[fofl(i),x >=< & [fofl(z)) >=<Z,(f(f(z) =< &, f(0) >=< &,0 >= 0.

Se deduce que Imf C [kerf]*.

Finalmente, como fje, s+ [ker flt—=Imf y (fo f)|1mf = Id)jp,y, entonces

flims = (fliperps) ™

y, por tanto, f = f1. O

Corolario 3.0.3.1. - Si f : C* — C" es un isomorfismo entonces fi = f~1, siendo f~*
la aplicacion inversa de f.

Demostracion: Como la aplicacion inversa verifica que f~'f = ff~! = Id, siendo Id
la aplicacion identidad, se comprueba facilmente que f~! cumple las 4 condiciones de la
Definicién 3.0.3.

Observacion 3.0.2. - Equivalent al Corolario 3.0.3.1, si A € C™" y A~ es su matriz
inversa, A~! es la inversa de Moore-Penrose de A.

Corolario 3.0.3.2. - Si f : C* — C™ es una aplicacion lineal y fT: C™ — C" es su
inversa de Moore-Penrose, entonces se verifica que (f1) = f.

Demostracion: Para demostrar el teorema se comprueba que f es la inversa de Moore-
Penrose de fT, es decir, que verifica las 4 condiciones de la Definicién 3.0.3:

1. fes1—inversa de f.
2. fes 2 —inversa de f.
3. fo ft es autoadjunta.

4. ffo f es autoadjunta.

Todas se cumplen ya que fT es la inversa de Moore-Penrose de f.

13
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3.1. Expresion explicita de la matriz de Moore-Penrose

En esta seccion se proporcionard una formula explicita para el calculo de la "pseudo-
inversa". Para ello se tendré en cuenta la definicién dada en el teorema de existencia y
unicidad de fT, que expresada en términos matriciales es la siguiente:

Definicion 3.1.1. - Sea A € C™*". La matriz A define la aplicacion lineal fT: C™ — C"
tal que fi(y) =0siy € R(A)*y fI(y) = (flra) 'y sty € R(A). Se llama inversa de
Moore-Penrose de A a la matriz A' asociada a la aplicacién lineal fT.

Observacion 3.1.1. - En el Teorema 3.0.3 donde se demuestra la existencia y unicidad de
la inversa de Moore-Penrose, se comprueba que la Definiciéon 3.1.1 cumple las condiciones
de la Definicion 3.0.3, luego la Definicion 3.1.1 también es equivalente a las Definiciones
3.0.1y 3.0.2.

Teorema 3.1.1. - Sea A € C™™ de rango r. Si {v1,vs,...,v.} es una base de R(A*) y
{wy, wa, ..., w,_} es una base de N(A*) entonces

AT = [v1|vg]...]ve[0]...|0][Avy | Avy ... | Avy |wy [wa) ... [ wy, ]

Demostracion: Como {vy,vs, ..., v} es base de R(A*), {Avy, Av,, ..., Av,} es base de
R(A). Por la Definicién 3.1.1, ATAv; = (Ajr(any) T Av = vy

Por otro lado, como {wy,ws, ..., w, .} € N(A*) = R(A)*, se tiene que
Atwy = Alwy = ... = Alw,_, = 0.

Por tanto,
[ATAvy|...|AT Av, | ATy ... | ATw, ] = [v1]...]v.|0]...|0]

Ademas, {Avy, ..., AV, } es base de R(A), luego los vectores son linealmente indepen-
dientes y como {wy,...,w,_,} es base de N(A*) = R(A)*, también son linealmente in-
dependientes. Entonces la matriz [Avy|...|Av,|wy]...Jw,_,] tiene dimension n X n y es no
singular, por lo que finalmente:

AT = [v1]...]v,]0]...|0][Avy | Avs|...| Avy |wr |[ws] ... |wp -] "
U

A continuaciéon se mostrardn dos ejemplos de calculo de la inversa de Moore-Penrose,
uno utilizando el Teorema 3.1.1 y otro utilizando la Definicion 3.1.1.

Ejemplo 3.1.1. - Calculo de la inversa de Moore-Penrose de una matriz dada utilizando
la expresion del Teorema 3.1.1.

Consideremos la matriz

1 001
A=10 1 1 1
1 11 2

14
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Como rg(A) =2, n =3y r=2. Ademas,

A* =

—_— O O =
_ == O
N — = =

Primero se calcula una base de R(A*). Como A tiene rango 2, entonces A* tiene rango 2
y un subconjunto que forma base es {v; = (1,0,0,1),v, = (0,1,1,1)} (la tercera columna
de la matriz es combinacion lineal de las otras 2).

Después se calcula Av, =

—_ O =
[ )
[ )
DO =

1
0
0
1

A continuacion, se calcula una base del espacio N(A*). Para ello se resuelve el sistema
A*z =0 con x = (x1,x2,23) donde z; € C.

1 01 0

0o 1 1| ["] o

0 1 1] 72| 7 o

11 2L 0

De ahi se obtiene el siguiente sistema:

ry + T3 = 0
To + X3 = 0

xr1 + To + 21’3 =0

Despejando despejando se tiene que r; = —x3, 19 = —x3 y £3 = x3. Por tanto,

v =a3(—1,-1,1) y N(A*) = (—1,-1,1).

Finalmente y aplicando el Teorema 3.1.1 obtenemos la inversa de Moore-Penrose de

A:

-1 7 -1 2

LO0hry 1 [ERE I
N ) FE Y ) b S
110 oo f

Ejemplo 3.1.2. - Calculo de la inversa de Moore-Penrose de una matriz dada a partir de
la Definicién 3.1.1.

Sea f : C* — C3 la aplicacion lineal entre espacios cuya matriz asociada en las bases
usuales es

15



Inversas Generalizadas de Matrices y Aplicaciones

1 001
A=10 1 1 1
1 11 2

Por el Teorema 3.0.3 , se define la aplicacion de Moore-Penrose como la aplicacion
lineal fT:C? — C*

(f|[kerf]i)_1(y) s1 Yy e ]mf
T _
f(y)—{ 0siye[Imf]*

Para calcular la matriz asociada, primeramente se calcula la matriz de la aplicacion
restringida, es decir, la matriz de la aplicacion fe, .-

Como rg(A) = 2, la dimension de la imagen es 2 y se tiene que
Imf ={(1,0,1),(0,1,1)}. Calculando una base de [Imf]* a partir de la definicion

[Imf]*- = {y € C? tales que < y,y' >= 0 para todo y € Imf},
se obtiene que [Imf]*t =< (=1,-1,1) >.

Como el ntcleo esté definido como kerf = {z € C": Az = 0}, con x = (x1, 2, T3, 14),
x; € C, se obtiene el sistema:

100 1] |™ 0
011 1 |["=]o0
111 2] (" 0
Ty
que en forma de ecuaciones es
r1+x4 = 0
To + T3 + T4 0

T1+ 2o +ax3+224 = 0
Resolviendo el sistema se obtiene que 1 =\, x9 = A — p, x3 =p y x4 = — A, por lo que
= (MNA0, =)+ (0, —pu, 1, 0) = A(1,1,0,—1) + p(0,—1,1,0)
. Por tanto, se tiene que una base del nucleo es

kerf ={(1,1,0,—1),(0,—1,1,0)}.

Como C* = ker folkerf]* y kerf tiene dimension 2, entonces [ker f]* tiene dimensién
2. Para calcular una base,

[ker flt = {a' = (2,2}, 2%, 2)) € C*:< o/, 2 >= 0,2; € C, para todo = € kerf}.
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Utilizando los vectores de la base de kerf calculados previamente se tiene el sistema:

< ('T;’ x/27$g7x£1)7 (1’ 17 07 _1) >: O
< (2}, 2y, 25, 2%),(0,—1,1,0) >=0

de donde se obtiene el sistema, considerando el producto usual en C*:
itay—ay =0
—xh+ a5 =0
Resolviendo el sistema se obtiene que o} = A\, o), = pu, 2% = py xy = A+ p, por lo que
' = (XN 0,0,\) + (0, g, g, 1) = A(1,0,0,1) + p(0,1,1,1)
y, por tanto, una base de [ker f]* es

[ker f]= = {(1,0,0,1),(0,1,1,1)}.

Sea figerse ¢ [kerf]: — Imf la aplicacion f restringida a [ker f]*. Calculamos la
matriz asociada a esta aplicacion. Para ello determinaremos las imagenes de los vectores
de la base de [kerf]* en términos de la base de la imagen. Para el vector (1,0,0,1) se
tiene que

1 00 1 (1) 2
AL0,00) =10 1 1 1| || =1
1 11 2 3
1
Para el vector (0,1,1,1) se tiene que
1 0 01 ? 1
A(L0,0,1) = |0 1 1 1| | | =13
1 11 2 1 4

Entonces

= £(1,0,0,1) = (2,1,3) = 2(1,0,1) + 1(0, 1, 1).

= f(0,1,1,1) = (1,3,4) = 1(1,0,1) + 3(0, 1, 1).
Si llamamos B la matriz de la aplicacion fje 51, B es

2 1
o[}
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La matriz inversa de B es

Por definicién de f1, se tiene que la matriz asociada a f' en las bases
{(1,0,1),(0,1,1),(—1,-1,1)} de C* y {(1,0,0,1),(0,1,1,1),(1,1,0,—1),(0,—1,1,0)} de
C* es

3 -1
A
55
0O 0 00
0O 0 00
Luego, como
-1
1 0 -1 2 11
R R P R B |
01 —1 =3 3 3|
v |22
entonces aplicando la férmula de cambio de base
3 -1 7 -1 2
7 Lt I - S I = R S [ O B
01 0 1 0 0 002 3 ¢ T 3 1
11 -1 0|0 0 O0OfL3 3 3 £ 0 2

Se observa que la matriz obtenida A’ por ambos métodos coinciden. Esto evidencia la
unicidad de la matriz.

3.2. Propiedades de la matriz de Moore-Penrose

Como uno de sus nombres indica, la pseudoinversa de Moore-Penrose no es exacta-
mente la inversa y, por tanto, no cumple las mismas propiedades que ella. En esta seccion
se reflejaran algunas de las propiedades que si cumple junto con su demostracion.

Teorema 3.2.1. - Sea A € C**™. Entonces

1. (AN = A,

2. (AN)* = (A9,

3. SixeC, (AA)T = XA donde \T =1 si A£0 y A =0 st A=0.
4. A= A*AAT = ATAA*.

5. (A*A)f = AT A
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6. Al = (A*A)TA* = A*(AA")T,
7. (UAV)! = V*ATU* donde U,V son matrices unitarias.

Demostracion: Para demostrar las propiedades se utilizara la definiciéon de Penrose de
la matriz inversa generalizada.

1. Para demostrar que (AT)T = A, se puede apreciar que la matriz A es la inversa de
Moore-Penrose de Af, es decir, que se verifican las 4 condiciones de la Definicién

3.0.2.
a) ATAAT = Af
b) AATA = A
c) (ATA) = ATA
d) (AAH* = AA!

Se cumplen de forma automética, por lo que se verifica la igualdad.

2. Para la segunda igualdad, se demuestra que (A")* es la inversa de Moore-Penrose
de la matriz A*. De la misma forma que en el punto anterior, se comprueba que
se cumplen las 4 condiciones de Penrose. También utilizando las propiedades de la
matriz conjugada transpuesta:

a) A*(AH)A* L
Ar(AD AT = (ATA) A = (AATA)* = A",

b) (AD)*A*(AN)* £ (AT)*
AN A% (AN = (AAD)* = (ATAAD)* = (AT)*.
*éA*w)

(A7)
(A7)

c) (Ar(AT)"
(A*( (ATA) )= (ATA)" = A(AT)".
(

)
d) ((A")A")
((AT)* A7) =

3. Para A =0 entonces AT =0y

<AA*> ) = (AATy = (At A",

Para \ # 0, véase que AT AT es la inversa de Moore-Penrose de AA teniendo en cuenta
que el producto de escalar por matriz es conmutativo:

@) MAMNATAA = AA
AN ATAA = AMIA(AATA) = ALA(AATA) = A(AATA) = AA.

b) ATATAANTAT £ ATAT
ATATDNVANT AT = AT (ATAAD) =
ATAT,

) (NANAT)* £ NANTAT
(AANTAD) = (ANTAAD)® = (ALAAT)* = (4AT)* = AAT,

AL(ATAAT) = L(ATAAT) = XT(ATAAT) =

>
>
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2

d) (ATATAA)* = ATATAA
(ATATAA)* = (ATAATA)* = (SAATA)* = (ATA)* = ATA.
4. A2 araat 2 Ataa
A partir de la igualdad A = AATA y tomando la adjunta, se tiene que:
1) A* = ((AAN)A)* = A*(AAT)* = A*AAT
2) A* = (A(ATA)* = (ATA)*A* = ATAA*

5. Para demostrar la propiedad 5, se comprueba que ATA* es la inversa de A*A de-
mostrando de nuevo que cumple las 4 condiciones de Penrose:

@) A*AATATA*A L A A
A*AATA" A" A = A*AAT(AAT) A = A*AAT(AATA) = A*(AATA) = A*A.

b) ATA* A*AATA* L ATAY
ATAT A% AAT A = AT(AAT)*AATA = ATA(ATAAN A = AtAAT A
= ATA*

¢) (A*AATA ) £ A*AAT A
Por un lado,

(A*AATA ) = A7 (A" AAD) = AT(AAD) A" = ATAATA = ATA.
Por otro lado,
A*AATA = A*(AAD A = A% (A" A* A" = A" A = (ATA)* = ATA.

d) (ATA* A" A = ATA A% A
Por un lado,

(ATA*TA*A)* = (AT(AAT)*A)* = (ATAATA) = (ATA)* = ATA.
Por otro lado,

ATA" A*A = AT(AAT)*A = ATAATA = ATA.

6. AT 2 (4*A)TA* 2 Ar(AA*)!
1) Utilizando la propiedad anterior,
(A*A)TA* = AtA A = AT(ATA*) = AT(AATY = ATAAT = AT
2) A*(AA*)T = AT 0 A*(AA*)T = A*(AAM)T.

7. Que U y V sean matrices unitarias implica que UU* = Id y VV* = Id. Se demues-
tra que V*ATU* es la inversa generalizada de UAV comprobando que verifica las
condiciones de Penrose:
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a) UAV(V*ATUHUAV = UAATAV = UAV.
b) V*AITUX(UAV)V*ATU* = V*ATAATU* = V*ATU™,
)

°

¢) (UAVV*ATU*)* £ UAVV*ATU
(UAVV*ATU)* = (UAATU*)* = (U(AADY U*)* = (U(UAAN*)* =
UAATU* = UAVV*ATU*.
d) (VAU UAV)* £ V*ATU U AV
V*ATU*UAV)* _ (V*ATV)* _ (V*(ATA)*V)* — ((ATAV)*V)* _ V*ATAV =
V*ATU*U AV
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Capitulo 4

Inversa de Drazin

El objetivo de este capitulo es estudiar la inversa de Drazin de una matriz. Los resul-
tados obtenidos pueden consultarse en 9], [10], [11], [12], [13], [14] ¥ [8]-

4.1. Introducciéon

Las matrices {1, j, .., k} —inversas o, en particular, la inversa de Moore-Penrose estu-
diada en el capitulo anterior, son ttiles para resolver ecuaciones. Sin embargo, hay otras
propiedades que no cumplen y que serian convenientes para la resolucion de otro tipo de
problemas.

Las investigaciones de Drazin expuestas en la revista «The American Mathematical
Monthly» [13] en el ano 1958 partieron de que Moore y Penrose habian definido un
inverso que podia extenderse a elementos de cualquier dlgebra finito-dimensional sobre
los complejos, sin embargo, la definicion no podia extenderse a anillos. Tanto es asi que
Drazin proporcionoé la siguiente definicion:

Definiciéon 4.1.1. - Sea R un anillo y € R un elemento. Se dice que ¢ € R es pseudo-
invertible si satisface lo siguiente:

1. cx = xc.
2. 2™ = ™" !¢ para algtin entero positivo m.
3. c=cx

Estas 3 condiciones determinan que en el caso en el que c exista, es tinico. La existencia
de ¢ se sigue de la hipotesis aparentemente mucho més débil de que existen elementos

a,b € R tales que
2P = P 29 = bttt

para algunos enteros positivos p y q.
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En 1979 S. L. Campbell y C. D. Meyer estudian la inversa de Drazin para matrices
cuadradas complejas.|9]

En el ano 1980, Randall E. Cline y T.N.E. Greville extendieron la definicién a una
més amplia que abarcaba matrices rectangulares [11]. Para ello, demostraron que para
cualesquiera M € C™*" y N € C™"™ existe una Unica matriz X tal que

1. (MN)* = (MN)*! para algtin entero positivo k.

2. XNMNX = X.

3. MNX =XNM.

Posteriormente se ha seguido extendiendo e investigando este concepto que se inici
con Drazin en otras estructuras matematicas.

Este capitulo se centra en proporcionar en la definicién para matrices cuadradas com-
plejas junto con sus propiedades mas relevantes.

4.2. Definiciéon y Teorema de existencia

En esta seccion se definira la matriz de Drazin y se demostrara el teorema de extis-
tencia, el cual sera ttil para el calculo numérico de la matriz de Drazin.

Definicién 4.2.1. - Sea A € C™"™ una matriz cuadrada con indice k. Se llama matriz
inversa de Drazin de A a la tnica matriz A” € C"™*" que verifica:

1. APAAP = AP,
2. AAP = AP A,
3. AFIAD = Ak,
Lema 4.2.1. - Si la inversa de Drazin de una matriz existe, se tiene que AAP y Id— AAP

son proyecciones, para A € C™" y AP la inversa de Drazin de A.

Demostracion.- Veamos que ambas expresiones cumplen la condicién de proyeccion, es
decir, que si A € C™" es una matriz cuadrada entonces A? = A.

En efecto, (AAP)? = AAPAAP = AAD.

Y también (Id — AAP)? = (Id — AAP)(Id — AAP) = Id — AAP — AAP 4 AAPAAP =
Id — AAP — AAP + AAP = Id — AAP.

O

Teorema 4.2.2. - Si la inversa de Drazin de A, AP, existe, entonces la tinica matriz que
verifica:
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1. APAAP = AP,
2. AAP = AP A.
3. A — A%AP es nilpotente de indice k.

Demostracion: Las dos primeras condiciones se verifican trivialmente. Veamos que la
matriz inversa de Drazin verifica que A — A2AP es nilpotente de indice k, es decir, que

(A— A2APY = A — A2AP:
Utilizando del lema anterior que (Id — AA”) una proyeccion, se tiene que
(A — A2ADY = AF(Id — AAPYE = AR(Id — AAP)?(Id — AAP)+2 =
AF(Id — AAP)(Id — AAPY=2 = | = A¥(Id — AAP)(Id — AAP) =
AF(Id — AAP)? = AF(Id — AAP) = Ak — ARHLAD = Ak — Ak = .
O

Para demostrar la existencia y unicidad de la inversa de Drazin se necesita previamente
el siguiente lema:

Lema 4.2.3. - Sea f : C* — C" una aplicacion lineal. Eziste un nimero entero no

negativo k tal que C* = ker f* @ Imf*.

Demostracion: Veamos primero que la intersecciéon de ambos espacios es 0. Para ello,
sea k el entero no negativo méas pequeno tal que

Imfo > Imf > Imf?> .. Imf* > Imfr=Imf! = .
o equivalentemente,
kerf® C kerf C ... C kerf* ' C kerf* = ker f*™1 = ..,
siendo fY = Id.

En efecto, si € Imf! con | < k, entonces fl(x) = f=1(f(x)) € Imf'=t y, por
tanto, Imf' C Imf'='. De la misma forma, si * € kerf', entonces flz = 0. Como
" e = f(fYz)) = f(0) = 0, entonces = € ker fF! y, por tanto, ker f' C ker fi1.

Supongamos que x € ker f* N Imf*. Entonces existe z € C" tal que f¥z = z. Luego,
f?*z = f*x = 0 lo que implica que z € kerf* = kerf y, por tanto, x = 0. Como
resultado, ambos espacios son suplementarios.

O

Teorema 4.2.4. - Sea A € C™. Sii(A) = k > 0 y rg(A*) = r, entonces existe una
matriz invertible P € C™*" tal que

¢ 0

A:PON

P! (4.1)
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siendo C' € C™*" la parte invertible y N € C=7)*=7) 1q parte nilpotente con indice
de nilpotencia k.

Demostracion: Sea f : C* — C" la aplicacion lineal inducida por A. Por el lema
anterior,
C" = kerf* @ Imf*.
Como rg(A*) = r, entonces dim Imf* = r y dim ker f* = n —r. Sea {v1, ..., v, } una base
de Imf* y {v,,1, ..., v, } una base de ker f*, entonces {vy, ..., Uy, Uy 41, ..., v, } €s base de C".

Veamos que Imf* es invariante por f. En efecto, sea z € Imf*, entonces existe
z € Imf* tal que f*(z) = z. Luego f*(f(z) = f(f*(x)) = f(2) € Imf, y, por la sucesion
de inclusiones de imagenes del lema anterior, se concluye que f(x) € Imf*.

Veamos que Ker f* es invariante por f. Si z € ker f*, entonces f*(f(z)) = f(f*(z)) =
f(0) =0, luego f(z) € kerf*.

Como los subespacios Imf* y ker f* son invariantes por f y f*(ker f*) = {0} se tiene
el bloque para A si P = [vy, ..., ).

0

c 0
0 N

C € C™ invertible y N € C=)x(=1) pilpotente con indice de nilpotencia k. Entonces
la inversa de Drazin de A, AP, es iinica y se expresa como:

Teorema 4.2.5. - Sea A € C"" tal que A =P P71, con P € C™" invertible,

c=t o

D _
A_POO

P (4.2)

Demostracion: Para demostrar la existencia veamos que la expresion expuesta en el
enunciado verifica las propiedades de la Definicion 4.2.1:

1. ADAAD L 4D

APAAP = p 00—1 8 plp g ]% plp CO_I 8 P
ool sl o
el i
—p :Co_l 8 P
_ AP
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2. AAP £ APA
Por un lado,
AAP = p g ](\)[ pip 001 8 pl=p [Od 8 Pt
Por otro lado,
APA =P 001 8 pip (é ](\)[ ptl=p [Od 8 Pt
Ambas expresiones coindicen y, por tanto, se verifica la igualdad.
3. ARFIAD A
AFHIAD = AR AAP = P _%k 13'@ PP g ]% PP 00_1 o P
o nleefg o[
P 0] pp|i 0] o
=F _%k 8 _Iod 8 P
iy _

Para ver la unicidad, supongamos que B es inversa de Drazin de A, es decir, que
verifica las propiedades:

1. BAB =B.
2. AB = BA.
3. AMHLB = Ak,

Se tiene que B = B*1A* y AP = (AP)*1AF | Entonces:

B = Bk:+1Ak: — BkJrlAkJrlAD — Bk+1Ak+1 (AD)kJrlAk
— (Bk+1Ak)Ak+1(AD)k+1 — (BAk+1)(AD)k+1 — Ak(AD>k+1 — AD
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Por tanto, la inversa de Drazin es tnica.

O

Observacion 4.2.1. - Si A es no singular, entonces, observando las expresiones de A y AP,
se tiene que la parte nilpotente de A, N, es vacia y, por tanto, AP = A1,

Observacion 4.2.2. - Si A es nilpotente, entonces observando las expresiones, la parte
invertible, C, es vacia y, por tanto, A? = 0.

Corolario 4.2.5.1. - Sea A € C™" de indice k > 0. Entonces ind(AP) < 1.

Demostracion: Si k = 0, entonces A es invertible y A” = A~!, lo que implica que A"
es invertible y, entonces ind(AP) = 0.

Si k > 0, por el teorema anterior

ct o
0 0

¢ 0

-1
0 N P

A=P PlyAP=p

Como el indice es el menor natural tal que la parte nilpotente es 0 y la parte nilpotente
de AP es 0, entonces ind(AP) = 1.

Por tanto, ind(AP) < 1.

Teorema 4.2.6. - Sea A € C"*™. Entonces
AAPA = A siy solo siind(A) < 1.

Demostracion: Si ind(A) = 0, entonces AP = A~! y se verifica que AAPA = A.
Supongamos que ind(A) = 1. Entonces

c1to
0 0

c 0

-1
0 0 P

A=P PlyAP=p

Luego,

C 0
0 0

[1d 0
0 0

c1t o
0 0

c 0

~1
OOP

AAPA =P prP'p P!

C 0
0 0

c 0

-1 __
0 OP =4

PP pPtl=pP

Reciprocamente, supongamos que AA” A = A. Entonces,

c1t o
0 0

C 0
0 N

cC 0

-1
ONP

AAPA =P pPlp p!

ct o
0 0

[1d 0
0 0

cC 0

-1 __
P _POO

=P PP P,
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luego para que se verifique la igualdad AAP” A = A, o bien N es vacio o bien es 0. Si N es
vacio, i(A) =0y si N es 0, i(A) = 1. Por lo tanto, si AAP A = A entonces ind(A) < 1.

U

Observacion 4.2.3. - La descomposiciéon dada por el Teorema 4.2.4 puede construirse a
partir de una base de Jordan de C" para A, donde C estéa definida por las raices no nulas
del polinomio anulador y NV por la raiz nula contada con su multiplicidad.

En el siguiente ejemplo se muestra el calculo de la inversa de Drazin de una matriz
dada a partir de las expresiones 4.1 y 4.2.

Ejemplo 2.2.2: Calculo de la matriz inversa de Drazin. Sea T : C* — C* el endomor-
fismo definido por la siguiente matriz:

3 -1 1 2
3 -1 0 2
A= 2 -1 01
1 -1 10

Primero calculemos la descomposicion de A del Teorema 4.2.4. Para ello, calculemos
los valores propios asociados a la matriz, con los que obtendremos la matriz de Jordan de
A, y la base de Jordan correspondiente para obtener la expresion de la matriz A.

El polinomio caracteristico de A es my(z) = |zld — A| = 2*(x + 1)(z — 3). Luego los
valores propios de la matriz son 0, -1 y 3.

Como dim(ker T) = 1 # 2, por el criterio de diagonalizaciéon, A no diagonaliza.
De las dos posibilidades de polinomio anulador, my,(z) = z(z + 1)(z — 3) 0 ma,(z) =
2?(x + 1)(z — 3), queda descartada la primera pues el polinomio anulador no puede des-
componer en factores lineales ya que la matriz no diagonaliza. Asi, el polinomio anulador
del endomorfismo asociado a la matriz A es mp(z) = ma,.(z) = 2%(x + 1)(x — 3).

Por el primer teorema de descomposicion:
C* =~ k[z]/2* ® k[z]/z — 3@ klz]/x + 1

luego se tiene que la matriz de Jordan de A es:

3 0 00
0 -1 0 0
Ja=10 0 0 0
0 0 10

y la base de Jordan, By, es By = {v,w,e, A x e}, donde e € ker(A?), e ¢ ker(A),
v € ker(A —3Id) y w € ker(A + 11d). Calculando las bases de los espacios se obtienen
los vectores de la base de Jordan y , por tanto, la matriz de cambio de base P:
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20 0 -1 1
17 1 0 1
P= 9 1 0 O
4 0 2 -1
Ademés,
1 _1 1 L
8 6 3 36
=l ofh
3 3 3 3
_4 o 112
9 9 9 9
Por tanto, se tiene que la expresion de A es :
SRR IEE
_ -1 _ - 2 1 1 1
A=PIFZ=19 1 0 o|lo 0 oo |1 & 2 1
i 10 i 2
402—10010—53—3—5_
1 1 1 1 i
60 0 1 O WOw m 3 -1 1 2
e N O | L
A I A Y O
- 9 9 9 9 - i
A partir de la matriz J se obtiene que C' = g _01 . Como J es de la forma J =
¢ con C invertible y N nilpotente, se tiene que C' = 5 0
Por el Teorema 4.2.5 obtenemos J:
% 0 00
gD _ Cct o _ |10 =100
0 0 0 0 00
0 0 00
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Finalmente,

200 =1 1| |3 0 00| |% —3% 3 35
71 0 1(]0 -1 00 |-t + = -1
D _ Dp-1 _ 2 4 4 4
AT=PIF 9 1.0 0[]0 0 00 —% : -z 1
4.0 2 —=1[|0 0 0 Of|-5 & X -2

20 1 1 1 1 1 13 13 14
300 1 0 —5% 3% 3 T T
i1 1 ol |2 1T 1 S5 R B ]

_ g Lo o 2 4 1, Al =13 27, ¥y 7
i 1 ool |-F 4 i P SIS I (N

3 9 9 9 9 27 23 27 27

4.3. Propiedades

Teorema 4.3.1. - Sea A € C*™ con ind(A) =k y AP € C" su inversa de Drazin. Se
verifican las siguientes propiedades:

1 (A7) = (aP)"

2. (AN = (APY para 1 =1,2,3....

3. (AP)P = A si y solo si A tiene indice 1.
4 ((AP)P)P = AP,

5. R(AP) = R(AAP) = R(AF).

6. N(AP) = N(AAP) = N(A*).

7. APYTAD = AP para todo p > k.

8.

Si B = QAQ™! para cualesquiera matrices B,Q € C™™ y @ invertible, entonces
D —QAPQ™!, siendo B la inversa de Drazin de B.

Demostracion: Para la demostracion se haré uso de las propiedades de la matriz con-
jugada transpuesta y de la definicién de la matriz de Drazin.

1. Para demostrar la igualdad se demuestra que la inversa de Drazin de A* es (AP)*,
es decir, que verifica las 3 condiciones de la Definicion 4.2.1:

0) (AP): A=(ADY" L (AD)"
(AP A*(APY* = (AAP)(AP)* — (AP AAPY* — (AP)"
b) A*(AP) L (AD): A",
A*(APY* = (AP A)* = (AAD)* = (AP A",
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C) (A*)k""l(AD)* 2 (A*)k

(A)FFL(APY = (AP AML)* = (AP ART1A)*
= (AAP AR A = .. = (ARFHLAAP)*
— (Ak+1AD)* — (Alc)* — (A*)k
2. De la misma forma que el apartado anterior, para la demostracion se comprueba

que (AP)! es la inversa de Drazin de A’ viendo que satisface las condiciones de la
Definicion 4.2.1:

a) (AD)ZAZ(AD)Z 2 (AD)Z_
(AD)IAZ(AD)I = AP L AP AL AAP L AP
= AP L AP AAP AIZ1AAPI1 AP
= AP L AP AlZ1AAPIZ1 AP
=...=AP 1L AP AAP
= AP 1 AP
— (AD)I.

b) Al(AD)! 2 (AP)AL

ALAAP 1L AP = AIZIAAP L AP A
= AlZ2AAP 1 AP A2
— . = AP AP Al = (AP) AL

c) (AY)k+1(ADY! 2 (ADE.
ANEFD AAD 1 AP = AWRED)=1 A AP AAPI1 AP
= AHED=LAAPIZIAP = | = Alk A = (ADF,

3. (AP)P = A siy solo si ind(A) = 1.
Supongamos que (AP)P = A, es decir, A es la inversa de Drazin de AP. Utilizando
las expresiones 4.1 y 4.2, se tiene que

c 0
0 0

—1\-1
(AP =P (CO> 8 pt=p Pl =A

Entonces la parte nilpotente de A, N, es nula, por lo que el menor k£ < 0 tal que
Nk =0 es 1y, por tanto, ind(A) = 1.

Para el reciproco, supongamos que ind(A) = 1. Veamos que A es la inversa de
Drazin de AP comprobando que verifica las condiciones de la Definicién 4.2.1:
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a) AAPA L A

Como ind(A) = 1, la expresion de A es

Luego,
AAPA = P g 8
_ :]Od 8
b) APA L AAP.

Se cumple autométicament

¢) Como k =1, AAAD £ A,

_ C 0|
A=P 0 0 P
1o C 0
-1 -1 -1
PP 0 0 PP 0 0 P
C 0 C 0
-1 -1 _ -1 _
PP 0 0 P—=P 0 0 P =A.

e por la condicién 2 de la Definicion 4.2.1.

Utilizando las expresiones correspondientes a cada matriz, se tiene:

0] (0 cl 0
D _ -1 -1 -1
AAAY =P 0 0 PP 0 0 PP 0 0 P
e ool feor o]
=P 0 0 PP 0 0 P
e ol . [d o]
=r 0 0 pp 0 O P
e o]
=F 0 0 P
= A.
- ((AP)P)P = AP
Utilizando la férmula explicita de A y AP, se tiene:
D\D _ CH71 ol 51 5|C 0] 5
e e R B S P P
luego
-1
(4P =p | P = AP,

. Sea f : C" — C™ una aplicacion lineal tal que f equivale a A en la base natural.

Si C" = kerf* @ Imf*, entonces por construcciéon es inmediato que

R(AP) =

R(AAP) = R(A*) = Imf*.
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6. De forma anéloga a la propiedad anterior, se verifica que
N(AP) = N(AAP) = N(A*) = kerf*

7. Si p = k se tiene la propiedad 3 de la Definicion 4.2.1.
Si p > k, entonces

APHIAD = Ap=k ARFLAD — prh gl = Ap—h+k — gp.

8. Como

C O

B=QAQ ' =QP prQ =qp | v (P

donde P() invertible pues es producto de invertibles, se tiene que

1
voqp | Mlwet=er | V| PQt=amg

O

En general, la inversa de Drazin no verifica es la regla del orden inverso, es decir, si
A, B € C™" y AP y BP sus respectivas inversas de Drazin entonces, (AB)P # BP AP,
El siguiente teorema muestra cudl es la inversa de Drazin del producto de dos matrices.

Teorema 4.3.2. - Sean A, B € C"*". Entonces se verifica

(AB)P = A((BA*)"B

Demostracion: Para demostrar esta propiedad, veamos que A((BA)?)P B es la inversa
de Drazin de AB comprobando que verifica las condiciones de la Definicion 4.2.1:

1. (A((BA?)PB)AB(A((BA?)PB) £ A((BA?)PB
En efecto,

(A((BA)*)”B)AB(A((BA)*)”B) = (A((BA)")*B)AB(A((BA)*)"B)

= (A(BA)”(BA)" B)AB(A((BA)*)”B) = A(BA)” AB(BA)” B(A((BA)*)"B)
= A(BA)”B(A((BA)*)”B) = A(BA)”B(A((BA)")*B)

= A(BA)” B(A(BA)®(BA)’B) = A(BA)Y” BA(BA)P(BA)

= A(BA)®(BA)? BA(BA)”B = A(BA)"B

2. AB(A((BA)*)PB) < (A((BA))PB)AB
Por un lado,
AB(A((BA)*)PB) = AB(A((BA)”)?B) = AB(A(BA)?(BA)” B)
= ABA(BA)P(BA)”B = A(BA)” BA(BA)’B = A(BA)”B.
Por otro lado,
(A((BA)*)PB)AB = (A((BA)”)’B)AB
= (A(BA)?(BAY’BYAB = A(BA)Y” BA(BA)’B = A(BA)”B
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3. Sea k =max{ind(AB),ind(BA)}. Veamos que

(AB)""*(A((BA)*)"B) = (AB)**".

En efecto,
(AB)***(A((BA)*)PB) = (AB)"**(A((BA)”)*B)
= (AB)**2(A(BA)”(BA)" B)
= (AB)*'ABA(BA)”(BA)"B
= (AB)*A(BAY’ BA(BA)"B
= (AB)"A(BA)"B
= A(BA)*Y(BA)”B = A(BA)*B = (AB)".

0

Para finalizar el capitulo y enlazando con el capitulo anterior en el que se ha indagado
acerca de la matriz de Moore-Penrose, la pregunta que surge de manera natural es: jqué
relacion existe entre la matriz de Drazin y la matriz de Moore-Penrose? O, siendo més
ambiciosos, jbajo qué condiciones estas dos matrices coinciden? Antes de anunciar el
teorema que demuestra este hecho se necesita la siguiente definicion:

Definicién 4.3.1. - Sea A € C™" y sea A' la matriz de Moore-Penrose de A. Se dice
que A es matriz EP si se verifica que AAT = ATA.

Teorema 4.3.3. - Sean A € C™", AT la matriz de Moore-Penrose de A y AP la matriz
de Drazin de A. Entonces AT = AP si y solo si A es una matriz EP.

Demostracion: Supogamos que AT = AP y veamos que A es una matriz EP, es decir
que se verifica que AAT = ATA. En efecto,

AAT = AAP = APA = ATA.

Reciprocamente supongamos que se verifica AAT = ATA y veamos que A" = AP. Para
ello veamos que A' es la matriz de Drazin de A comprobando que verifica las propiedades
de la Definiciéon 4.2.1:

1. ATAAT £ Af. Se verifica pues Af es la matriz de Moore-Penrose de A.
2. AAT L ATA. Se verifica pues es lo que se esta suponiendo.
3. Ak+1AT L Ak,

ARFLAT = (AR AA)AT = (ARTIAA)ATA = (ART1A)A = AR

Por tanto, cuando A es EP, AT es también matriz de Drazin de A, es decir, AP = AT,

O
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Capitulo 5

Aplicaciones

Una vez desarrollada la teoria de la inversa de Moore-Penrose y la inversa de Drazin,
vamos a ver algunas de las aplicaciones que pueden tener estas matrices.

5.1. Construccion de nuevas matrices: Inversa de DMP

Recientemente, S.B.Malik y N. Thome en [15] introdujeron una nueva inversa genera-
lizada y la denominaron inversa de DMP. Su nombre proviene de que esta nueva inversa
hace uso de la inversa de Drazin y la inversa de Moore-Penrose como ya veremos en su
definicion. En esta seccion se definira dicha matriz y se demostrara el teorema de existen-
cia y unicidad. Posteriormente se enunciaran sus propiedades junto con la demostracion.
Para finalizar se mostrard un ejemplo de calculo numérico de la matriz. Los resultados
obtenidos pueden revisarse en [15], [16] y [17].

5.1.1. Definicién y teorema de existencia y unicidad

Definicién 5.1.1. - Sea A € C™*™ con ind(A) = k. Se llama matriz inversa de DMP, y
se denota por A%T, a la matriz
A%t = AP AAT

Sea A € C™*" con ind(A) = k, AT la matriz de Moore-Penrose de A y AP la matriz
de Drazin de A. Considérese el siguiente sistema de ecuaciones:

XAX =X
XA=APA
AFX = AFAT (5.1)

Teorema 5.1.1. - Si el sistema de ecuaciones (5.1) tiene solucion, entonces es unica.
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Demostracion: Supongamos que X; y X, satisfacen el sistema (5.1), es decir,

X AX, = X, XoAX, = X,
X;A=APA X,A=APA
AF X, = AFAT Ak X, = AF AT

Entonces, utilizando que AP A es un proyector y AAP = AP A se tiene que

Xl — XlAXl - ADAXl - (ADA)le - (AD)kAle — (AD)kAkAT - (AD)kAkX2 -
(ADA)kX2 = ADAX2 = XQAXQ - XQ.

U
Teorema 5.1.2. - El sistema de ecuaciones (5.1) es consistente y tiene una unica solucion
X = APAAT = AdT,

Demostracion: Veamos que AP AAT satisface el sistema de ecuaciones (5.1). En efecto,

s XAX = X
AP AATAAP AAT L AD A AL
AP AATAAP AAT = APAAP AAT = APAAP AAT = AP AAT,

s XA=APA
APAATA = AP A, pues AATA = A.
a ARX = AF AT
AFAD AAT L Ak AT
AFAD AAY = AR AAD AT = ARFLAD AT — Ak AT,

El Teorema 5.1.1 demuestra la unicidad de la solucién.
OJ

Para una matriz dada A € C™*", la inversa de DMP de A, A%T = AP AAT, es la tnica
matriz que satisface el sistema de ecuaciones (5.1).

5.1.2. Propiedades

En lo siguiente se expondran propiedades que cumple la matriz A%1.

Teorema 5.1.3. - Sea A € C*"*™. Entonces:

1. Ad’T = ADPR(A).

2. Siind(A) < 1, entonces A%T es 1 — inversa.
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3. A%t es 2 — inversa.

AP AN sin es par
. Ad;i- n—= ( n .
4. (A%) { A(APAN'S sin es impar

(AN = ((APp(a))”)".

ind(A%T) <1

((44)P)P = A%,

AAGT = ATA siy solo si N(AT) C N(AP).

L X NS @&

AT =0 siy solo si A es nilpotente 0 A = 0.

Demostracion: Para demostrar las propiedades se utilizaran las definiciones de la ma-
triz de Drazin y la matriz de Moore-Penrose:

1. Utilizando la Definicién 3.0.1 de la inversa de Moore-Penrose, se tiene que A%T =
AP AAT = AP PR(A).

2. Siind(A) < 1, por el Teorema 4.2 se cumple que AAP A = A, entonces
AABTA = AAPAATA = AATA= A
y, por tanto, A%T es 1 — inversa.
3. AT es 2 — inversa:

ADTAATY = APAATAAP AAT = APAAP AAT = AP AAT = A%T,

4. Para n =1, se tiene que
AT = AP AAT = AAP AT,
Para n = 3, se tiene que

(A4T)3 = AP AATAP AATAP AAT = AAP ATAP AATAP AAT
— AAPATAP AATAAP AT = AAP ATAP AAP AT
= AAPATAP AT = A(ADAT)2.
Reiterando n un ntmero impar de veces, se obtiene la expresion
(AT = A(AP AT

Para n = 2, se tiene que

(A%1)2 = APAATAP AAT = APAATAAP AT = APAAP AT = AP AT,
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Para n = 4, se tiene que
(AP = AP AATAP AATAP AATAP AAT = AP AATAAP ATAP AATAAP AT
= APAAPATAP AAP AT = AP ATAP AT = (AP AT)?
Reiterando n un ntimero par de veces, se obtiene la expresion

(AT = (AP AT)E.

5. Por la Definicién 3.0.1, sabemos que AA" = Pr(4). Entonces
((APra))”)" = ((AAAN)P)!

Por el Teorema 4.3.2, si B,C' € C™*", entonces se verifica que
(BC)P = B((CB)?)PC. Aplicando el teorema a este caso donde B = Ay C = AA!
y desarrollando obtenemos

(APr(a))”)" = ((AAAP)T = (A((AATA)*)P AAT)!
= (A(A")PAANT = (A(AP)2AAT)
= (AAP AP AAT)T = (AP AAP AAT)T
= (AP AADT = (A%,

6. Como APA = AAP entonces
AT = AP AAT = AAP AT,

Por otro lado, (A%1)2 = APAATAPAAT = APAATAAP AT = APAAP AT = AP AT,
Ambas igualdades implican que N ((A%1)?) C N(A%T) y como N(A%T) C N((A%1)?),
se tiene que N(A4T) = N((A%T)?). Por tanto, ind(A%T) < 1.

7. Por la propiedad anterior, ind(A%") < 1. Por la propiedad 3 de la matriz de Drazin
se verifica que si una matriz A € C"*" es tal que ind(A) = 1, entonces (A”)P = A.
Luego si ind(A%T) = 1, entonces

((4%)P)P = 4%
Si ind(A%T) = 0, A%T es invertible y (A%T)P = (A%T)~! que también es invertible.
Luego
((AT)PYP = (A1) )P = (A1) ) = A,
Por tanto, si ind(A®T) < 1, entonces ((A%T)P)P = Adf,
8. Como Id — AAT y AP A son proyectores, se tiene que

AAT = AT A = AAPAAT = AP A = AAP(Id — AAT) =0
<= R(Id — AAT) C N(APA) <= N(A") C N(AP).
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9. Supongamos que A%T = 0. Como R(A*) C R(A), se tiene que
(Preay)|reary = Idjg(ary. Por la propiedad 1, A%" = AP o Pp(,), entonces
R(A4T) = R(AP) = R(A*). Como R(A%") = 0, entonces R(A*) = 0. Luego
N(AF) = C" y, por tanto, A = 0 o A es nilpotente.

Reciprocamente, si A es nilpotente, A” =0y A" =0. Si A =0, entonces
Abd = ATAAP = 0.

Corolario 5.1.3.1. - Sea A € C™". Si N(A") = N(AP), entonces AT = AATAP.

Demostracion: Si N(AT) = N(AP), es claro que
N(A*T) = 0= N(AATAP).

Como N(A") = N(AP), entonces, por la propiedad 8, se tiene que AA®T = A%TA y se
sigue que

AMTA? = A = (AATAP) A2,
de donde se deduce el enunciado.
O
Lema 5.1.4. - Sea A € C™" una matriz tal que ind(A) =k con k >0, AT su inversa de

Moore-Penrose y AP su inversa de Drazin. Si A%T = A, entonces AT = AP,

Demostracion: Si A% = A, por la propiedad 6, ind(A) < 1, luego C" = R(A)@® N(A).
Ademés, AYTA = AA%T por lo que N(AT) € N(AP) y R(A)* C N(AP) = N(A). Como
C" = R(A) ® N(A), entonces R(A)t = N(AP) = N(AT). Asi mismo,

R(AP) = R(A) = (R(A))" = N(A)" = R(AT)
Por tanto, AT = AP.
O

Teorema 5.1.5. - Sea A € C™", A" su inversa de Moore-Penrose y AP su inversa de
Drazin. A%" = A si y solo si A es EP vy tripotente.

Demostracion: Supongamos que A%T = A. Se tiene que
AT = AAYTA = AAA = A3 = A,
luego A es tripotente.
Por el lema anterior, AT = AP y por el Teorema 4.3.3 se verifica que A es EP.
Reciprocamente, si A es tripotente y EP, veamos que A%T = AP,

Como A es EP, por el Teorema 4.3.3 se tiene que AT = AP, y utilizando que A es
tripotente, es decir, A% = A, obtenemos:

AT = APAAT = ATAAT = ATABAT = AATA?AT = AATAAAT = AAAT = AATA = A
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Por tanto, si A es EP y tripotente, entonces A%T = A.

En el siguiente ejemplo se muestra el calculo numérico de la matriz DMP.

FEjemplo 5.1.1. - Célculo de la inversa de DMP a partir de la inversa de Moore-Penrose y
la inversa de Drazin.

Para el calculo de la inversa DMP se hara uso de su definicion: A%T = AP AAT.

3 -1 1 2
. e . 3 -1 0 2 . .
Para este ejemplo se utilizara la matriz A = 9 _1 0 1 del capitulo anterior, cuya
1 -1 10

inversa de Drazin, también obtenida en el capitulo previo, es

1013 1 u
2 2 2 2

. 7 3 3
_ 27 27 27 27

AP =¥ > ¥ F
3 3 3 3
B b s
27 23 27 27

Realizando célculos analogos mostrados en el capitulo de la Matriz de Moore-Penrose,
se obtiene que la matriz de Moore-Penrose de A es

H
[ro

Al =

|2 |~ oo
—
N3
ml&ml&mlc‘omlw
(%)

—
X
—
o3

Finalmente se obtinene la inversa DMP:

113 13 14 _ -1 2 1 1
25 27 27 26 3 L1 2 15 15 5 15
it DA st L7 =54 20( 13 _1 (g 2 8 =1 =8 =8
T — — 2 2 2 2 1 1 1
AT =AAAT =15 5B % T, |51l l2 2 3 %
3 3 3 3 10 15 5 107
11 =19 =19 =8 1 =1 1 0 a1 =2 =
27 23 27 27 15 15 5 15 i
10 =5 5 5| [z 2 1 1 5 9 0o 5]
9 9 9 9 15 15 5 15 18 18
4 =2 11 2 8 =1 =3 =8 B =2 =3 37
—_ |19 9 9 9 15 15 5, 15 =|w 3 5 09
0O 0 1 0 7 =2 =3 3 7 =2 =3 3
1 1 1 1 1
PR T N I RO |
9 9 9 9 15 15 5 15 18 18_
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5.2. Construccion de nuevas matrices: Inversa Dual de
DMP

En esta secciéon podremos encontrar la definicion de inversa dual de DMP y el teorema
de existencia y unicidad junto su demostracion. Ademas se enunciaran algunas propie-
dades junto con un ejemplo de calculo numérico. Los resultados de esta seccién pueden
encontrarse en [17].

Teorema 5.2.1. (De existencia y unicidad) - Sea A € C"*" tal que ind(A) = k. Consi-
deremos el siquiente sistema de ecuaciones matriciales:

XAX =X
AX = AAP (5.2)
X AR = AT AF

Entonces la matriz X = ATAAP es solucion inica del sistema de ecuaciones.

Demostracion: Veamos primero que la solucién es tnica. Supongamos que X; y Xo
satisfacen el sistema (5.2), es decir,

XlAX1 = X1 XQAXQ - XQ
AX, = AAP AXy = AAP
X A = ATAF Xo AP = ATAF

Como AAP es un proyector y AAP = AP A, se tiene que

X, = X1AX, = X AAP = X1 AP A = X, (AP A)F = X, AR (AP)E
= ATAF(APYE = X, AR (AP = Xo(AP A = Xy AP A = X, AAP = XoAX, = X,

Por tanto, X; = X5. Luego si el sistema tiene soluciéon, entonces es tnica.

Para demostrar la existencia de la solucion, se comprueba que la soluciéon aportada en
el enunciado verifica las ecuaciones:

s XAX = X.
ATAAP AATAAP L ATAAD
ATAAPAATAAD — ATAAP AAD — AT AAPD.

= AX = AAP.
ATAAPA = AAP pues AATA = A.
= XAF = ATAF,
ATAAP AR L AT Ak
ATAAP AR = ATAAR AP = ATARAD — AT AR,
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Luego X = ATAAP es la tinica solucion del sistema (5.2).
U

Definicion 5.2.1. - Sea A € C™*". Se llama matriz inversa DMP dual, y se denota por
AN a la matriz
Al = ATAAP.

5.2.1. Propiedades

Las propiedades de la matriz inversa DMP dual y sus demostraciones son analogas a
las propiedades de la inversa DMP.

Teorema 5.2.2. - Sea A € C™" tal que ind(A) = k y A™ su inversa DMP dual. Se
tienen las siguientes propiedades:

1. AT’d = PR(A*)AD.
2. ind(A) <1 si y solo si A%t es 1 —inversa.

3. AY? es 2 — inversa.

(Abdyn — (ATAD)% sin es par
] (ATAP)"S A sin es impar

(AT = ((PranA)?)".

ind(A") <1

(AP0 = i

AAY = AT A siy solo si R(C) C R(A*).

© X NS &

Abd =0 siy solo si A es nilpotente 0 A = 0.

10. AA™A = C, siendo C la parte invertible de la descomposicion de A del
Teorema 4.1.

Lema 5.2.3. - Sea A € C™" una matriz tal que ind(A) =k con k >0, AT su inversa de
Moore-Penrose y AP su inversa de Drazin. Si AV = A, entonces AT = AP,

Teorema 5.2.4. - Sea A € C™™ una matriz, A1 su inversa de Moore-Penrose y AP su
inversa de Drazin. AH = A si y solo si A es EP y tripotente.

En lo siguiente se muestra un ejemplo numeérico del calculo de la inversa dual de DMP

a partir de la definicion.

FEjemplo 5.2.1. - Calculo de la inversa de DMP dual.
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3 -1 1 2
3 -1 0 2 . . .
Sea A = 9 1 0 11° Por definiciéon de la matriz de DMP dual, se tiene que
1 -1 10
Abd = ATAAP.

Previamente se han calculado las matrices AT y AP. Entonces,

-1 2 1 1 _ 1L 1B -—13 1
15 15 5 15 3 11 2 27 27 27 27
i e |2 g g o) [BOX Sk 3
AP — ATAAP = |3 T3 5, 15 271 21 21 27
v =2 =3 3 — 2 -1 =2 1
170 b 52 1% 2 1 0 1 131 319 319 38
5 5 5 ||} P10y m owow
2 -1 g 1] L 1B -13 14 00 L o0
3 3 2 27 27 2 3
T T & I CO A TR 4 -2 4 2
— 3 3 3 227 271 272 217 — g 91 92 Sl)
0 0 1015 5 F 3 5 3 3 3
P I R CR U | i 5 503
3 3 3 27 23 27 27_ 9 9 9 9

5.3. Resoluciéon de sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales a partir de la inversa de Drazin

En esta secciéon vamos a aplicar la teoria de la inversa de Drazin al estudio de sistemas
de ecuaciones diferenciales. Pueden encontrarse mas detalles en [18].

Sean A, B € C™" dos matrices cuadradas. Se verifica que si AB = BA, entonces
ABP = BPA APB = BAP y APBP = BP AP,

En esta seccion se utilizaran las matrices A, B y G como matrices n xn con coeficientes
en C, g y b como vectores constantes y x, y y f como vectores cuyos elementos son funciones
diferenciales de variable ¢. I se utilizara para la matriz identidad.

Sea A € C™*". Por el Teorema 4.2.4, entonces existe una matriz invertible P € C"*"

tal que A =P g ](\)[ P! siendo C invertible y N nilpotente con indice de nilpotencia
k. Luego toda matriz A se puede expresar como A = C+N por un cambio de base, donde
~ cC 0 ~ 0 0

=10 o/¥V=|o N] '

5.3.1. Caso particular: x’ + Ax = f

La solucion general de la ecuacion

¥+ Ar=f (5.3)
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es, como en el caso escalar,

x:e‘“(/?“f@yﬁ>.

Si A es invertible entonces
/eAt dt = A7 te 4 G,

siendo G € C™*™ matrix arbitraria. Si A es no singular, el problema se complica.
Teorema 5.3.1. - Si A tiene indice k, entonces

k—1

A A A
T+ =t+—t*4+ .+ —tF +G. (5.4)

At 3, AD _At B D
/e dt = APe™ + (I — AAP)t St X

Demostracion: Derivando la parte derecha de la ecuacion (5.4) y utilizando la expresion
en serie de e se obtiene el resultado.

[l

Si f es un vector constante, entonces (5.3) tiene como solucién particular un polinomio
en la variable ¢. Utilizando el Teorema 5.3.1 y la serie de potencias de e~4?, se obtiene
una forma explicita para una solucion polindémica de (5.3) cuando f es la constante b. La
solucion es

A A2 2 Ak—l k—1
x=|AP + (I — AAP)t <1 - Q—f + ; - ...(—1)’f—1k—f) b,

como se puede comprobar directamente.

5.3.2. Solucion de Ax’+Bx = f cuando AB=BA.

Primero estudiaremos la ecuacion
Ax' 4+ Bx = f. (5.5)
Si A es no singular, entonces la ecuacion (5.5) puede escribirse como (5.3).
Se tiene la ecuacion homogénea asociada a la ecuacion (5.5)
Ax'+ Bx =0 (5.6)
Se asumira que A y B conmutan. En una secciéon més adelante se mostrara que si las

condiciones iniciales determinan de forma tnica las soluciones, entonces (5.5) se puede
reducir al caso en el que A y B conmutan.
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Sea 1 = AP Az y 2y = (I — AP A)z. Entonces la ecuacion (5.5) se puede escribir como

(C'+ N)(z} + z3) + B(xy + x2) = f.

Multiplicando primero por CPC'y después por (I — cPc ) se obtiene que la ecuacion
(5.6) es equivalente a )
C$,1 + BfEl = fl, (57)
Y -
N.l’/z + BQ?Q = f2, (58)

donde f1 = CPCfy fo= (I — C’Dé)f. La ecuacion (5.7) se puede escribir como
&) + CPBxy = CP, (5.9)

la cual esta en la forma de (5.3). Por tanto, (5.9) tiene una tunica solucién para todas
las condiciones iniciales en R(APA). Sin embargo, la ecuacion (5.8) podria tener o no
soluciones no triviales. Las soluciones, si existen, no tienen por qué estar determinadas
exclusivamente por las condiciones iniciales. El siguiente teorema recoge las conclusiones
extraidas de la ecuacion (5.9).

Teorema 5.3.2. - Si A y B conmutan, entonces y = e‘ADBtAADq es una solucion de la
ecuacion Ax' + Bx = 0 para cada vector columna q.

Demostracion: Sea y = e‘ADBtAADq. Entonces

Ay = —AAPBe "B AP Aq = —Be A"B' AP Aq = —By.

Corolario 5.3.2.1. - Si A y B conmutan y APAf = f, entonces
y = e AVBt J eA"BLE(t) dt es una solucion particular de la ecuacion Ax' + Bx = f.

Veamos ahora un ejemplo de un caso particular de la ecuacion homogénea (5.6). Como
normalmente la parte nilpotente es la que genera problemas, elijamos A y B nilpotentes.

FEjemplo 5.3.1. .- Sea

010 011
A=1(0 0 0| yB=1]0 0 0
0 00 000
de modo que (5.6) es
o1 0] [z] [o1 1]|m 0
0 0 O] |25+ 1[0 0 O] |z =10
0 0 Of |} 0 0 Of [z3 0

o =} + 9 + x3 = 0. En este caso se observa que z; y x3 son arbitrarios incluso cuando se
fijan condiciones iniciales. Notese que AB = BA.
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Antes de pasar a demostrar la solucion general del la ecuacion (5.6), necesitamos el
siguiente lema:

Lema 5.3.3. - Si AB=BA y N(A)N N(B) = {0}. Entonces

(I — AAP)BBP = (I — AAP).

Demostracion: Supongamos que AB = BAy N(A) N N(B) = {0}. Se tiene la des-
composicion de A:
C 0

A:PON

P—l

con Py C invertibles y N nilpotente con indice de nilpotencia k. Sea

S 1B Ba| 51
B=P B, B, P
Si AB = BA entonces
Blc == CBl, NB4 = B4N, CB2 = BQN y NB3 - BgC (510)

Consecuentemente, C¥B, = B,N*¥ = 0. Entonces, B, = 0 ya que C* es invertible. De
manera similar se tiene que B3 = 0. Por tanto,

BiBP 0
0 B,BP

0 0

-1
OIP'

BBP =p Pty (I-AAP)=P

Veamos ahora que By es invertible. Si N = 0, la hipotesis N(A)NN(B) = {0} implica
que N(By) = {0} y habriamos terminado. Si N # 0, supongamos que existe un vector
v # 0 tal que v € N(By). Luego

NPy € N(B,) para todo entero p > 0

puesto que NBy; = B4N. Como N es nilpotente, existe un entero no negativo [ tal que
N'v # 0, pero N'™'v = 0. Esto implica que

0# Nw e N(By) N N(N)

y, por tanto, N(A) N N(B) # {0}, que entra en contradiccion con la hipotesis del enun-
ciado. Entonces N(By) = {0}, luego By es invertible y se tiene la igualdad del enunciado.

O

Teorema 5.3.4. - Si A y B conmutan y N(A)NN(B) = {0}, entonces la solucion general
de la ecuacion Ax' + Bx =0 es

z=eA"BAAP, (5.11)

con q € C".
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., _AD .,
Demostracion: Por el Teorema 5.3.2, e=4" Bt es solucién para cada ¢. Para probar que

x = e APBiAAD q es solucién general, veamos que para cada soluciéon x existe un vector
q tal que (5.11) se cumple. Si x es solucion, entonces se cumplen las ecuaciones (5.8) y
(5.9) para f = 0. Como N(A)N N(B) = {0}, se tiene que por el lema anterior, B esté en
correspondencia con R(N). Si k = ind(A), entonces

0= N*2, + BN* 2y = BN*'q,.
Por tanto, N*~!'x5 = 0. Derivando la expresion, se obtiene
0= N2, = —BN"2x,.

Procediendo de este modo, resulta que Bxy = 0, Nzo =0y (I — AAD)xZ = x5. Por lo
tanto, zo = 0y & = x1. De la ecuacion (5.9) se obtiene que

_coDb
_GCBt

_AD
T = eABt

q= ¢ para algin q.

Entonces
D
=1z, = AAPx, = e A B AAP ¢ para algin q.

U

La derivada de (5.11) utiliza muchas de las propiedades de la inversa de Drazin. En
general, no puede usarse otro inverso en su lugar.

Ejemplo 5.3.2. Consideremos el sistema Az’ + Bx = 0 donde

10

0 1|°

Como AP =0y N(A)NN(B) = 0, por el Teorema 5.3.4 sabemos que solo tiene la solucién

trivial. Sea
00
1 1|

Entonces E es inversa reflexiva generalizada de A, pero e PB'EAq = e *'EAq no es
idénticamente cero para todo ¢, entonces no es una soluciéon para Az’ + Bx = 0.

01

A=10 ¢

y B=

E =

En lo siguiente se dara una solucién particular de la ecuacion diferencial Az’ + Bx = f
cuando A y B conmutan y N(A) N N(B) = {0}.

Se utilizara que f™ = d"f/dt".
Teorema 5.3.5. -Sean A, B € C"" tal que AB = BA y N(A) N N(B) = {0}. Sea

k =ind(A). Si f es una funcion tal que es k veces continuamente diferenciable, entonces
la ecuacion Ax' + Bx = f es consistente y una solucion particular viene dada por

N

-1

t
v = APe=A"Bt / 7B f(s)ds + (I — AAP) Y "(=1)"(ABP)"BP f™,

3
Il
o

donde a es arbitraria.
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Demostracion: Supongamos que AB = BAy N(A) N N(B) = {0}. Sea

t
:ADe—ADBt/ GADBsf(S)dS

E?‘
H

= (I — AAP) (1)”(ABD)"BDf(”)

n

I
o

Veamos que

Az + Bx, = (AAP)f (5.12)

Azl + Bxy = (I — AAP)f, (5.13)
de modo que x = x1 + x5 es solucion de (5.3). Comprobemos primero que se verifica la
ecuacion (5.12):

Azy = A[-AP By + APe A"BteA Bl (1))
— _AAPBu, + AAP
— —Buy + AAPS.

Veamos ahora que se verifica la ecuacion (5.13). En efecto,

k‘

Ady = AT = AAP) S ()" (ABP) BP F0D) — (1 — AAP) Y (1) (ABPy1 o)
(] AAD> (_1)n(ABD)n+1f(n+l) _ —(I . AAD) (_1)n<ABD)nf(n+1)

=0 =0

?T‘

o
o

n

w
e

3
3

k—1
—(I = AAP)BY “(-1)"(ABP)"BP f" = —(I — AAP)B(x» — B"f)
n=0

= —(I — AAP)Bxy + (I — AAP)f = —Bay + (I — AAP)f.

Combinando los Teoremas 5.3.4 y 5.3.5 se obtiene el siguiente teorema:

Teorema 5.3.6. - Sean A y B tal que AB = BA y N(A)NN(B) = {0} y sea k = ind(A).
Entonces la solucion general de Ax' + Bx = f viene dada por

t
x=e A"BLAAP g 4+ AP AT / AP f(s) ds

. (5.14)
+ (I = AAPYN (=1)"(ABP)"BP ™,

N

i
o

donde q es un vector arbitrario constante y a es arbitrario.
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Como corolario inmediato del Teorema 5.3.6 obtenemos una caracterizacién de las
condiciones iniciales cuando AB = BAy N(A)NN(B) = {0}.

Corolario 5.3.6.1. - Si AB = BA y N(A) N N(B) = {0}, entonces eziste una solucion
de Ax' + Bx = f, x(0) = xq, si y solo si xy es de la forma

B

-1

zo = APAq+ (I — AAP)D (=1)"(ABP)"BY ™ (0)

S
Il
o

para algin vector q. Ademds, la solucion es unica.

En particular, si f es identicamente nula, entonces AP Azy = z caracteriza las condi-
ciones iniciales. El Corolario 5.3.6.1 puede utilizarse para condiciones iniciales con valores
de t distintos de 0 realizando un cambio de variable. Notese que si B es invertible en
(5.3), entonces el Teorema 5.3.6 se puede aplicar a B~'Az’ + x = B™!'f y las técnicas
desarrolladas en la siguiente subseccién no serian necesarias.

5.3.3. Caso general: Ax’ + Bx = f

En esta subseccion se estableceran las condiciones necesarias y suficientes para la
unicidad de las soluciones. Posteriormente se hara uso del Teorema 5.3.6 para hallar
la solucién general cuando la ecuacién tenga soluciones tnicas. El siguiente lema sera
fundamental en lo que sigue.

Lema 5.3.7. - Sic es tal que (cA+ B) es invertible, entonces (cA+B)™'A y (cA+B)™'B
conmutan.

Demostracion: Supongamos que existe ¢ tal que (cA 4+ B) es invertible. Entonces

c[(cA+ B)"Al + [(cA+ B)'B] = I.
O

Teorema 5.3.8. - La ecuacion Ax' + Bx = 0 tiene soluciones unicas para condiciones
iniciales si y solo si existe un nimero c tal que (cA + B) es invertible.

Demostracion: Supongamos que (cA+ B) es invertible. Entonces N(A)NN(B) = {0}.
Pero
N(A)=N((cA+B)'A) vy  N((cA+B)'B) = N(B).

Asi,
(cA+ B) 'A2’ + (cA+ B) 'Br =0 (5.15)

tiene soluciones tnicas por el Teorema 5.3.4.(5.15) es equivalente a la ecuacion (5.6).

Reciprocamente, seupongamos que (cA + B) no es invertible para cada c¢. Entonces
para cada ¢ existe un vector no nulo ¢. tal que (cA + B)¢. = 0. Pero entonces z, = €'“¢,
es una soluciéon de (5.6) para

Azl = ce'“Ap. = —e*Bp. = — Buz...
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Como no méas de n de los ¢. pueden ser linealmente independientes, tomemos un
subconjunto finito {¢.}'_,, ¢; # 0 tal que es linealmente independiente. Si

l
Z ai¢ci = 0,
=1

sea
!
_ te;
T = E ;e P, .
i=1

Entonces z y 0 satisfacen Az’ + Bx = 0, 2(0) = 0. Pero z no es identicamente nula.
Entonces la ecuacion Az’ + Bz = 0 no tiene soluciones tnicas para condiciones iniciales.

O

Es importante senalar que si A, B son matrices n X n, entonces det(AA + B) es un
polinomio como mucho de grado n. Por tanto, o bien (cA + B) es invertible para todos
menos para un numero finito de ¢ o bien nunca es invertible. Para encontrar un ¢ tal que
(cA + B) sea invertible, hay que encontrar un nimero que no sea raiz de un polinomio
determinado; es considerablemente més sencillo que encontrar una raiz.

Para simplificar las féormulas de lo siguiente, se utilizara la siguiente notacion. Sea
A, =(cA+B) A, B.= (cA+ B)™'B, f. = (cA+ B)"'f, (5.16)

donde A, B son matrices n X n, f es una funcion y c¢ es tal que (cA + B) es invertible. Si
A,, B., f.son utilizados en una formula que es independiente de la elecciéon de ¢, entonces
se omitira el subindice.

A partir de los Teoremas 5.3.4, 5.3.5, 5.3.6, 5.3.8 y el Lema 5.3.7 se obtiene el siguiente
teorema como resolucion.

Teorema 5.3.9. - Supongamos que Ax’ + Bx = 0 tiene solucion unica para unas con-
diciones iniciales. Sea ¢ un nimero tal que (cA + B) es invertible. Se definen A Byf
como (5.16). Sea k = Ind(A). Entonces Az’ + Bz = f, x(0) = xq, tiene una solucion si
y solo si xg es de la forma

= AAPq 4 (I — AAD) ki "(ABP)"BP f(0), (5.17)
n=0
para algin vector q. Una solucion particular de Ax' + Bx = f es
= AP A"Bt / AP (o) ds + (1 - AA) f(—n”(ABD)"BD fm, (5.18)
a n=0
donde a es arbitraria. La solucion general de la ecuacion Ax' + Bx = f es
e ABAAPy 4 AP AT teADBsﬂS) s

k—1 (519)
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La solucion que satisface x(0) = g se encuentra sustituyendo ¢ = xog y a =0 en (5.19).

Notese que se obtiene que (5.3) tiene soluciones unicas para condiciones iniciales si y
solo si tiene soluciones analiticas tinicas para condiciones iniciales.

Es importante indicar que (5.17), (5.18) y (5.19) son independientes de ¢ con el si-
guiente teorema:

Teorema 5.3.10. - Sean A y B matrices n x n tal que (cA + B)™! existe para algun c.
Entonces AP A., APB., AP(cA+ B)™!, BP(cA+ B)™, A.BP ¢ Ind(A.) no dependen de
c.

_ Demostracion: Como A.B. = BCAC,~p0r (5.16) es claro que basta demostrar que
AP(cA+ B)™', BP(cA+ B)™! e Ind(A.) no dependen de c. Supongamos que A y ¢ son
tales que (A + B) y (cA + B) son invertibles. Entonces

APAA+B) ' = [(M+B) " (cA+ B)(cA+ B) P AP(\A+ B) ™
= [(M. + B.)*AJP(A\A 4+ B)~!
= AP(A\A.+ B, (M + B)™*

)
[(cAJrB)1A+((:A+B)1B](AA+B)*1

Luego, AP(cA+ B)~! no depende de c. Se demuestra de modo similar que B (cA+ B)™!
no depende de c. Finalmente, nétese que para cualquier entero k,

Por tanto, A, no depende de c.
O

Notese que N(A) N N(B) = {0} no es suficiente para garantizar que (cA + B) es
invertible para algin c. Esto se muestra en el siguiente ejemplo:

FEjemplo 5.3.3. .- Sea

A:

o O O

1 0
0 yB=10
0 1

o O O
o O O

1
0
0
Se cumple que N(A) N N(B) = {0}, pero det(cA + B) = 0 para todo c.

Para finalizar, veamos un ejemplo numérico de lo anterior.

o1
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5.3.4. Ejemplo numérico

Consideremos la ecuacion diferencial homogénea

Az’ + Bx =0, (5.20)
donde
1 0 -2 0 1 2
A=1|-1 0 2 |,B=|-27T =22 —17]|. (5.21)
2 3 2 18 14 10

Notese que tanto A como B son singulares y no conmutan. Como A + B es invertible,
tomemos ¢ = 1 y multiplicando por (A + B)™! por la izquierda la ecuacion (5.20), se
obtiene

Az’ + Bz =0, (5.22)
donde
|3 5 4 . |6 5 4
A=2|6 5 =2/ yB=o|-6 -2 2. (5.23)
-3 2 10 3 27

Existira una solucion tunica si y solo si el vector inicial (0) satisface

(I — AAP)z(0) = 0. (5.24)

Calculando la inversa de Drazin de A y B se obtiene

) L |27 41 -8 ) 2419 14
D:2_7 54 77T —46 yBDzE —24 —16 -8|. (5.25)
—27 34 14 12 -5 =2

La ecuacion (5.24) puede ahora calcularse como
< 2
Como los valores propios de —A”B son 0, 0 y 3 es facil calcular la exponencial. El
resultado final obtenido es

o L8 1t 2016 | [a(0)
z(t) = e Pl (0) = 5|0 26- 8e3t  16(1 — es!
0 13(e3® —1) 26(e3 —1)| |23(0)

donde x1(0), z2(0) y 23(0) satisfacen (5.26).

Ahora consideremos la ecuaciéon no homogenea

Az’ + Bx = b, (5.28)
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donde Ay B vienen dadas por (5.23) y b es el vector constante b = [1,2,0]". De nuevo,
multiplicamos la ecuacion (5.28) por la izquierda por (A+ B)~! para obtener Az'+ Bz = b,
donde A y B vienen dadas por (5.25) y

T

i L1
b:(A+B)‘1b:§ 20 | . (5.29)
~10

Si el vector inicial satisface la condicion de unicidad (o equivalentemente de existencia)
de soluciones, entonces la solucion viene dada por el Teorema 5.3.9. En este caso, A tiene
indice 1, asi que se tiene

~ ~ ~ ~ ~ t ~ ~ ~ ~ ~ ~
o(t) = e AP AAP g 4 AP~ ATD / A" Bohds + (I — AAP)BPD. (5.30)
0

Fijando ¢ = 0 se obtiene o .
(I — AAP)(x(0) — Bb) = 0 (5.31)

como condicidon necesaria y suficiente para la existencia de una soluciéon con valor inicial

x(0).
Calculando (5.31) se obtiene

921(0) + Tz2(0) + 523(0) + 1 = 0. (5.32)

Como Z~)~es~una~constante, calculamos la integral de (5.30) utilizando la formula (5.4).
Como APB, Ay B tienen indice 1, la férmula (5.4) se simplifica a

t “h = o . e -
/ AP dt = [ABP (e Bt — I) + (I — AAP BBP)t]b. (5.33)
0

Sustituyendo (5.33) en (5.30) y simplificando, se obtiene la solucién

2(t) = e "B (x(0) — BPb) + B b+ AP(I — BPB)tb. (5.34)

Evaluando (5.34) se obtiene

(1) = —%eit(@m) + 224(0)) — %@(m _ %xg(m _ g .
Ta(t) = —geit(@m) + 224(0)) — %3:52(0) _ ggg(()) _ g +ot,
2a(t) = ?eit(mm) 4 225(0)) — %’2(0) _ gxg(()) _ %O 4

donde z(0) se ha eliminado utilizando (5.32).
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5.4. Aproximaciéon de soluciones de sistemas de ecua-
ciones no compatibles

En esta seccion se abordara la aproximacion de soluciones de sistemas de ecuaciones
lineales no compatibles a partir de la inversa de Moore-Penrose previamente estudiada.

Sea x = [x1, ..., x| € C". Se llama norma Euclidea de x, y se denota por ||z||, a

1/2

n
2
el = | D |l ,
i=1

donde |z;| es el moédulo de z;. Si A € C™™ y b € C™, consideremos el sistema de
ecuaciones lineales

Az =b (5.35)

donde = € C" es la incognita. Se dice que el sistema (5.35) es consistente, es decir, que exis-
te solucion para x, si y solo si existe un vector u € C™ tal que Au = b. Equivalentemente,
el sistema 5.35 es consistente si y solo si b € R(A).

En el caso mas sencillo en el que m = n y A fuera invertible, la solucién al sistema
seria

r=A""'b
En otro caso, el sistema podria no tener soluciéon o, si la tiene, no ser tnica.

Si el sistema (5.35) es incompatible y llamamos
r=>b— Ax,

podria considerarse el problema de encontrar z tal que la norma de r, ||r|| = ||b — Azx|| se
acerque lo maximo posible a 0. La siguiente definiciéon pone nombre a esto.

Definicion 5.4.1. - Sean A € C™™ y b € C™. Se dice que u € C" es soluciéon por
minimos cuadrados del sistema Az = b si

[Au —b]| < [[Av —b]|
para todo v € C".

Definicion 5.4.2. - Si Az = b es un sistema de ecuaciones donde A € C"*™ y b € C™,
una vector u se llama solucién minima por minimos cuadrados de Az = b si u es solucion
por minimos cuadrados de Az = by |lu| < |w|| para todo w solucién por minimos
cuadrados.

El siguiente teorema muestra como influye la inversa de Moore-Penrose en la biasqueda
de una soluciéon aproximada del sistema.

Teorema 5.4.1. - Sea A € C™™ y b € C™. Entonces A'b es la minima solucion por
minimos cuadrados de Ax = b.
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Demostracion: Como
1Az — b||2 = H(Ax —AATb) @ (I — AAUsz - HA:C - AATbHQ + H(I - AA*)Hb,
entonces = es solucién por minimos cuadrados si y solo si z es solucion del sistema Ax =
AATD. Pero las soluciones del sistema Ar = AA™ son de la forma
= AN(AATD) @ (I — ATA)h = ATb @ (I — AATh.

, existe una minima solucién por minimos cuadrados x = A'b.

Como ||z = HATb‘

O

El siguiente teorema puede ser 1til en el caso en el que el problema no requiera que la
solucién por minimos cuadrados sea la minima:

Teorema 5.4.2. - Sea A € C"*™ yb e C™. Los siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. u es solucion por minimos cuadrados de Ax = b.
2. u es solucion de Az = AATb.

3. u es solucion de A*Ax = A*D.

4. u es de la forma A'b + h donde h € N(A).

Demostracion: Por el Teorema 5.4.1, se tiene que 1, 2 y 4 son equivalentes.

Supongamos que se cumple 1, es decir, Au = b. Multiplicando la expresiéon anterior
por A* por la izquierza se obtiene que A*Au = A*b y, por tanto, 3 se cumple.

Por otro lado, supongamos que se verifica 3, es decir, A*Au = A*b. Multiplicando la
expresion por A*' por la izquierza, se obtiene Au = AA!b y se deduce que 3 implica 2.

O

El siguiente ejemplo muestra numéricamente el calculo de la minima solucién por
minimos cuadrados de un sistema de ecuaciones lineales Ax = b.

FEjemplo 5.4.1. Sea

1 001 1
A=101 1 1] yb=|1
11 1 2 0
Como b ¢ R(A), el sistema es incompatible. Vamos a calcular x tal que ||b — Ax|| sea
lo méas cercano a 0, es decir la solucion minima por minimos cuadrados. Por el
Teorema 5.4.1, la minima solucién por minimos cuadrados es x = Afb. Utilizando AT
calculada en el Capitulo 3 se obtiene que

7 —1 2
_ A |5 3 B _[1/15
.I—Ab— -2 1 1 1 115
T o3 15 o /

ot
ot
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