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Introduccion

En los dltimos tiempos se ha llevado a cabo el desarrollo de las distintas geometrias que
hemos estudiado durante estos afios en la universidad. En este trabajo aplicaremos la teoria de
convexos a diferentes estructuras como espacios semilineales con su geometria lineal, la esfera
con su geometria esférica y el espacio afin con la geometria afin.

Durante el primer capitulo, daremos una primera definicién de la esfera sin una norma y después
su estructura topoldgica, su estructura diferenciable y su estructura algebraica.

Durante el segundo capitulo, para desarrollar la teoria de convexos, vamos a sumergirnos en
la geometria lineal para, desde la perspectiva lineal, construir los espacios semilineales. Aqui
desarrollaremos las nociones basicas de los espacios semilineales, su estructura como espacio
semilineal y la estructura de cara dentro de un espacio semilineal. También estudiaremos la
dualidad entre espacios semilineales y la dualidad entre las caras.

A continuacion, en el tercer capitulo, traduciremos el lenguaje lineal de los espacios semilineales
a la geometria esférica. La traduccién entre ambos la haremos mediante una correspodencia en
la que un espacio semilineal corresponde con un convexo esférico:

Ey, = S(E)
e — (e)y =m(e)
So — m(So)

donde Ey = E — {0} y S(E) es lo que denominaremos como la esferificacién de E.



Aqui tenemos una tabla de la correspondencia entre lenguaje lineal y lenguaje esférico:

Lenguaje lineal

Lenguaje esférico

Espacio vectorial de dimensién n + 1

Esfera de dimension n

Subespacio vectorial de dimensién k

Subespacio vectorial de dimension 2 Circunferencia
Semirrecta Un punto
Recta Un punto y su opuesto

Espacio semilineal generado por 2 vectores lin ind

Arco que une dos puntos

Espacio lineal generado por 2 vectores lin ind

Circunferencia que une dos puntos

Semiespacio (cerrado)

Hemisferio (cerrado)

En este capitulo también desarrollaremos el estudio entre la esfera, su esfera dual y sus
convexos esféricos mediante las nociones del espacio semilineal. Aqui tenemos una tabla de la
correspondencia entre la esfera y su esfera dual:

Esfera S(E)

Esfera dual S(E*)

Hemisferio cerrado de S(E)

Punto de S(E*)

K C S(F) convexo

V' — {hemisferios que pasan por K} C S(E*)

convexo

K = Envolvente convexa de unos puntos

KV = Envolvente convexa de unos puntos

K = Cono poliédrico de dimensién n

KV = Cono poliédrico de dimensién n

K; C Ko KY CKY
Minimo convexo que contiene a K y K3 KV NnKY
KiNnKy Minimo convexo que contiene a K Y y K

Y por iltimo, en el capitulo final traduciremos lo visto de la esfera al espacio afin. Siempre

hemos visto el espacio afin como (A", F') un conjunto de puntos y sus vectores directores, pero

para traducir las cosas de la esfera al espacio afin vamos a desarrollar la compatificacion
candnica del espacio afin mediante esferas que nos da otra forma de verlo como una
esfera y un punto de la esfera dual (S(E),ws € S(E")).

Lenguaje esférico

Lenguaje afin

H_, hemisferio asociado a w

A, espacio afin

Ker w, nucleo de w

FE espacio director

Puntos del infinito

[p.q] arco

[p, q] segmento

Subvariedad esférica

Subvariedad afin

Aqui también desarrollaremos la dualidad entre los convexos del espacio afin y su convexo dual

dentro del espacio afin dual.

Subvariedad esférica de dimension k£ — 1




También vamos a resaltar los dos teoremas méas importantes de este estudio y sus traducciones.

Los teoremas en espacios semilineales dicen:

- Sea un espacio semilineal fuertemente convexo y cerrado, entonces estd generado por sus
aristas.

- Todo espacio semilineal cerrado es la interseccion de los semiespacios que lo contienen.

Esto traducido a la esfera se corresponde con:

- Sea un convexo esférico fuertemente convexo y cerrado, entonces es la envolvente convexa de
sus vértices.

- Todo convexo esférico cerrado es la interseccién de los hemisferios que lo contienen.

Y por ultimo, esto traducido al espacio afin se corresponde con:

- Sea un convexo afin fuertemente convexo y cerrado, entonces es la envolvente convexa de sus
vértices y de sus aristas que son semirrectas.

- Todo convexo afin cerrado es la interseccion de los semiespacios que lo contienen.



Capitulo 1

La Esfera

En este capitulo vamos a construir la esfera de forma intrinseca sin necesidad de ninguna
norma. Y a continuacién le daremos su estructura topolégica, su estructura diferenciable y su
estructura algebraica con la cual vamos a dar una primera nocién de la estructura convexa de
la esfera.

1.1. Definicidon intrinseca de la esfera

Sea E un R-espacio vectorial de dimensién n + 1, es decir, E ~ R"*! como espacio vectorial.

Definicion 1.1.1. Llamaremos semirrecta de E generada por e € ¥ con e # 0 a
(€)+ = {Ae/A > 0}.

Definicién 1.1.2. La esfera de dimensién n podemos definirla: {Conjunto de semirrectas que
pasan por el origen de E}={(e); con e # 0}.

Para construir este conjunto al que llamaremos Esferificacion de E usaremos una aplicacién
de paso al cociente de E — {0} a S, (E):
m B —{0} — Sp(E)
e r—orw(e) =(e)y
donde S,,(E) = E — {0}/ ~ y teniendo la relacién de equivalencia e ~ ¢/ <= 3\ > 0/e’ = Xe

Observacién 1.1.3. Si 0 € Y C E, entonces llamaremos 7(Y) = n(Y — {0})
Definicién 1.1.4. Si P = (e)+ € Sy(E), llamaremos opuesto de P a —P = (—e) .

Definicion 1.1.5. Llamaremos circunferencia a la esfera de dimension 1 y llamaremos esfera
de dimensién 0 a un punto y su opuesto.



1.2. Estructura topolégica

A continuacién vamos a ver su estructura topolégica definiendo los abiertos y cerrados en la
esfera y asi darle una topologia.

En E — {0} usaremos la topologia dada en R™*! por una norma vectorial o topologia
identificaindola con F mediante un isomorfismo lineal.
En S, (FE) usaremos la topologia cociente dada por 7 :

Definicién 1.2.1. Y C S,(E) es cerrado (abierto) «+— 7 1(Y) es cerrado (abierto).

A continuacién vamos a ver que esta definicién de esfera es homeomorfa a cualquier esfera
dada por una norma.

Sea (E,||||) un espacio normado.

Definicién 1.2.2. Una norma vectorial |||| es una aplicacién de E — RT que verifica:
I-. |le] >0 ysille]] =0<e=0
2-[[Aell = |Allle]
3-llex + eall < flexll + [lez]l

VA € R,Ve,e1,e0 € E.

Definicién 1.2.3. Dado un espacio normado (E, ||||) llamaremos esfera a
S, ={e€ E/|e| =1}.

Observacion 1.2.4. Por ser S,, un subespacio cerrado y acotado de E, se tiene que S, es un
espacio topoldgico compacto y separado.

Teorema 1.2.5. La aplicacién 7 : S,, — S, (E) es un homeomorfismo y por tanto S, (E) es un
espacio topolégico compacto y separado.

Demostracion. En primer lugar vamos a ver que es un isomorfismo.

Veamos si 7 es inyectiva:

Sean e, e’ € S, y tenemos que 7w(e) = 7(e’) entonces veamos que e = ¢€’. 7(e) = (e)+ y

m(e') = (¢’)+, luego entonces (e); = (¢’) 4. Por tanto tenemos que ¢’ = Xe con A > 0. Ahora si
calculamos ||€/|| = || Xe|| = |Al|le]] como e, e’ € Sy, |[€'|| =1y |le]| = 1 entonces nos queda que

A = 1, entonces €' = e.

Ahora para ver que es homeomorfismo tenemos que ver que 7 y 7~ ! son continuas. 7~ que la
denotaremos f viene dada por f((e)y) = Moy ¥ tenemos que es continua y  lo es por que en

1

Sn(F) hemos usado la topologia cociente. También es facil ver que mo f =Idy fon = 1Id
luego resulta que 7 es un homeomorfismo. O

Las esferas de diferentes dimensiones tenemos que son si n = 2 tenemos la esfera usual So(E),
si n =1 tenemos la circunferencia S1(F) y si n = 0 tenemos que se trata de dos puntos
So(E) = {p, —p} (uno el opuesto del otro).



1.3. Estructura diferenciable

Ahora vamos a desarrollar la estructura diferenciable de la esfera para poder ver que se puede
corresponder con la esfera unidad de E con la métrica euclidea.

Seaw € E* con w # 0, w: E — R es una funcién continua y por tanto podemos definir
Uy, = {e € E/w(e) > 0} que es un abierto de E. Ahora llamaremos V,, = w(U,) que es un
abierto de S, (E) ya que 7~ 1(7(U,)) = U,,.

También denotaremos W, = {e € E/w(e) = 1}.

Definicion 1.3.1. Llamaremos abierto afin asociado a w a V,,. Lo llamaremos asi por que se
identifica canénicamente al espacio afin W, que es un hiperplano de E.

Proposicién 1.3.2. La aplicacién continua © = 7, : W, — V,, es un homeomorfismo.

Demostracion. Primero veamos que la aplicacién f, : V,, = W, dada por f,({e)4) = ﬁ es la
inversa de :

Dfyom=1Id: f,omn(e) = fu((e)+)
2)mo fo=1Id:mo fu((e)4) =m(

= (e) = e porque e € W,,.
) < > = (e)4 porque w(e) > 0. O

Los abiertos {V, },ep+ forman un recubrimiento por abiertos afines de S, (E), por tanto

w

tomando un sistema de coordenadas (xg, x1, ..., x,) en E, podemos tomar un nimero finito de
n

dichos abiertos S, (E) = |J (Vi UV_g,).
i=0

Ahora veamos que las cartas {V,,, f,, }ucp+ forman un atlas y por tanto dotan a S, (F) de una
estructura diferenciable.

Tenemos que probar que dadas dos w,w’ € E* se tiene que

forofot: fo(VoNVy) = fur(V,NV,) tiene que ser diferenciable:

Sea e € f,(V, NV,), es decir, w(e) =1y w'(e) > 0. Sabemos que f,! = m,. Luego
forofrtle) = fulle)y) = W,L(e) que es diferenciable porque w’ 1o es.

Teorema 1.3.3. S,,(F) es difeomorfa a la esfera unidad dada por una métrica euclidea en E.

Demostracion. Solo hay que probar que si S, es la esfera unidad dada por una métrica
euclidea en E, entonces la aplicacién 7 : S, — S, (E) es diferenciable.

Para verlo tenemos que la aplicacién f, onw : U, — W, C U, es diferenciable pues es la
aplicacion e — w(ee) y como f,, es una funcién de una carta, entonces la aplicacion 7 es
diferenciable. O




1.4. Estructura algebraica y convexa

Ahora vamos a estudiar la estructura algebraica de la esfera y con ellos dar una primera
intuicién de la estructura convexa de la esfera que completaremos después de dar los espacios
semilineales.

Dentro de la esfera tenemos una aplicacién natural, o : S, (E) — S, (E) que manda
p=(e)+ = —p=(=€)

Definicién 1.4.1. Llamaremos subvariedad esférica de S, (E) de dimensién k al cerrado
m(E') = Sk(E") C S,,(F) siendo E’ un subespacio vectorial de E de dimensién k + 1.

Llamaremos Sy = {p, —p}, S1 a la circunferencia que pasa por P; y P, # —P; a la minima
subvariedad esférica que pasa por P; y P», es decir, S({e1,e2)) siendo P; = (e1)4+ y P» = (e2)+
y hiperesfera a las subvariedades esféricas de dimensién n — 1 (S,_1).

Teorema 1.4.2. Y C S(FE) es una subvariedad esférica <= V P;, P, € Y, la circunferencia
que pasa por P; y P» estd contenida en Y.

Demostracion. Hay que probar que 7~ (Y es un subespacio vectorial:
Sier,ea € 7 1Y), entonces Py = (e1)+, P» = {(e2)+ € Y. Luego la circunferencia que pasa por
Piy Pyes m((er,e2)) CY. Luego (e1,e2) C m 1Y), O

Definicién 1.4.3. Llamaremos arco que une P = (e1)+ y Q = (e2)+ a [P, Q] = w({e1,e2)+)
donde (e1,e2)+ = {A1e1 + A2ea/A1, A2 > 0}. En particular tenemos que
[Pa_P] :{P7_P}:SO-

Definicién 1.4.4. K C S,,(F) es un convexo esférico si VP, P» € K se verifica que
[P1, P;] C K. En particular, las subvariedades esféricas son convexos.

Definicion 1.4.5. Llamaremos envolvente convexa de py, ..., p, € S, al minimo convexo que
los contiene. Lo denotaremos [py, ..., Pn].

Coordenadas homogéneas de la esfera

Sea eg, €1, ..., €, una base de E entonces tenemos los puntos de la esfera dados por esos vectores
Py = (eo)+,P1 = {(e1)+, ..., P, = (en)+. El punto unidad U debe pertenecer a [Py, P, ..., P,].

Definicién 1.4.6. Llamaremos sistema de referencia de S,,(E) a { P, ..., P,; U} que son n + 2
puntos de modo que n + 1 de ellos no estdn en una esfera de dimension n — 1y U € [Py, ..., P,].

Definicién 1.4.7. Sea (Py, P, ..., P,; U) un sistema de referencia. Diremos que e, ey, ..., e, €s
una base normalizada respecto de este sistema si Py = (€0)+, ..., Pn = (€n)+ ¥
U= <6() + ...+ €n>+-

Lema 1.4.8. Sea e, ..., €, otra base normalizada respecto al mismo sistema de referencia,
entonces €; = Ae; con ¢ = 0,...,n y para algin A > 0.



Demostracion. Tenemos que P; = (e;)1 = (€;)4, se tiene que ¢; = \;e; para algun \; > 0.
Ademds U = (eg + ... + en)+ = (€0 + ... + &) +. Luego existe u > 0 tal que

€0+ ... +en=p(€ + ... + €,) = proeo + ... + ppAnen, es decir, \; = i O

Definicién 1.4.9. Diremos que P € S,,(F) tiene coordenadas homogéneas \(xo, ..., Tn,)
(A > 0) respecto del sistema de referencia Py, P, ...,U si P = (zpeg + ... + xpep)+ siendo
eg, ..., €n, Una base normalizada.

1.5. Esfera dual

Ahora vamos a dar la nocién de esfera dual y la teoria de dualidad que también
desarrollaremos una vez visto los espacio semilineales.

Definicién 1.5.1. Si S(E) es una esfera, llamaremos esfera dual a S(E*)

Teniendo w una forma lineal, denotaremos S(Ker w) a la esferificacién de su nicleo. S(Ker w)
se trata de una hiperesfera y divide a la esfera en dos partes.

Definicion 1.5.2. Llamaremos hemisferio asociado a w al subconjunto
H, ={(e)+ € S(F)/w(e) > 0} que se trata de una de las dos partes que separa S(Ker w).

Definicion 1.5.3. Llamaremos hemisferio opuesto asociado a w a
H_y = {{€)+ € S(B)/w(e) < 0}.

Teorema 1.5.4. Hay una correspondencia biunivoca entre los puntos de S(E*) y los
hemisferios de S(E), es decir, dado (w)4 € S(E*) le hacemos corresponder el hemisferio
Hy = {(e)+ € S(E) Ju(e) > 0}.

Corolario 1.5.5. Como E ~ (E*)* se tiene que los puntos de S(F) se corresponden
biunivocamente con los hemisferios de S(E*).
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Capitulo 2

Espacios Semilineales

En este capitulo vamos a definir los espacios semilineales y todas sus partes y propiedades.
Veremos también la estructura de caras de un espacio semilineal y la dualidad entre espacios
semilineales y entre las caras.

2.1. Espacio semilineal

Sea E un R-espacio vectorial de dimension n.

Definicion 2.1.1. Diremos que S C E es un espacio semilineal si es cerrado por
combinaciones lineales positivas, es decir, si V A\, u > 0y e1,e3 € S se tiene que Aey + pes € S.

Definicion 2.1.2. Llamaremos dimensién del espacio semilineal S a la dimensién del
subespacio vectorial S — S = {s1 — s2/51, 52 € S}.

En general, tomaremos espacios semilineales cerrados salvo que se indique lo contrario.

Definicién 2.1.3. Dados dos espacios semilineales S, S’ C E, llamaremos suma de Sy S’ a
S+858 ={s+5/seS,seS}yopuestode Sa—-S5={-s/se S}

Proposicion 2.1.4. Sean S1, 55 C F dos espacios semilineales. Entonces S1 + S2,—51 ¥
S1 NSy son espacios semilineales.

S1 + 92 es el minimo subespacio semilineal que contiene a S7 y a So.
S1 NSy es el maximo subespacio semilineal contenido en S1 y Ss.

S1 + S92 puede no ser cerrado. Por ejemplo, si tomamos S; = cono y S = recta que pasa por
una generatriz del cono.

2.2. Sistema de generadores de un espacio semilineal

Definicion 2.2.1. Sea X C F un subconjunto de F. Llamaremos espacio semilineal generado
por X al minimo espacio semilineal que contiene a X, es decir,
<X>+ = {)\161 + ...+ )\kek/)\l, A > 0561, .., € X}

11



Definicién 2.2.2. Diremos que X es un sistema de generadores de S si (X); = S. Diremos
que el sistema es minimo cuando para todo subconjunto Y & X se tiene que (Y)1 # S. Si
X ={ei,...,e,} es finito, entonces (X)4 = (e1,...,en)+.

Definicion 2.2.3. Diremos que Y C F son semilinealmente independientes si Y siendo un
sistema minimo de generadores de (Y') se verifica que si Adje; + ... + Agep, =0 para A >0y
e; € Y, entonces \; = ... = A\ = 0. En particular, ey, ..., e, son semilinealmente independientes

. . A .
si se verifica que e; ¢ (e, ..., €, ..., en) 4+ Vi.

Definicion 2.2.4. Diremos que un espacio semilineal es finito generado cuando tiene un
numero finito de generadores, es decir, S = (e, ..., ep) .

Observacién 2.2.5. Sea E' C E un subespacio vectorial. Podemos considerarlo un espacio
semilineal finito generado de esta manera E' = (eq, ..., e, —e1, ..., —ex )+ donde eq, ..., €; es una
base de E.

Ejemplos de sistemas de generadores

1) El espacio semilineal generado por n vectores forma un cono poliédrico con vértice el origen
y de base un poligono de n lados. Por ejemplo si n = 4 tenemos S = (ej, ea, €3, ¢e4)+ , tendria
forma de un cono poliédrico con vértice el origen y base un cuadrildtero.

i

2) El espacio semilineal generado por infinitos vectores, S = {puntos de la circunferencia},
tendria forma de cono con vértice el origen y de base un circulo.

12



2.3. Conceptos basicos de un espacio semilineal

Sea S un espacio semilineal del espacio vectorial F.

Definicién 2.3.1. Llamaremos vértice de S a Vg =SN—-S={se€ S/ —s € S} queesel
maximo subespacio vectorial contenido en S.

Definicion 2.3.2. Llamaremos espacio vectorial asociado a S a
Eg =8+ (=S) ={v1 —va/v1,v2 € S} que es el minimo subespacio vectorial que contiene a S.

Definicién 2.3.3. Llamaremos dimensién de S a (s, k) con dim Vg = s y dim Fg = k.
También pondremos que dim S = dim Eg. Tenemos que esta definicion y la del comienzo del
capitulo son equivalentes.

Lema 2.3.4. Un espacio semilineal S de dimension (s, k) es un espacio vectorial <= s = k.

Demostracion. =) Si S es un espacio vectorial entonces el minimo espacio vectorial que lo
contiene es él mismo, luego S = Eg. Por otro lado, el mdximo contenido en S también seria él
mismo, luego Vg = S. Por tanto,dim Vg = s = k = dim FEjg.

<) Si s = k tenemos que Vg = Eg, entonces Vg = Fg = S, luego es un espacio vectorial. O

Definicion 2.3.5. Toda forma lineal w : F — R define un espacio semilineal cerrado,
H, ={e € E/w(e) > 0} que llamaremos semiespacio asociado a w.

Definicion 2.3.6. Diremos que un espacio semilineal S es fuertemente convexo si Vg = 0, es
decir, no contiene rectas.

Definicion 2.3.7. Un cono poliédrico es un espacio semilineal que es fuertemente convexo y
finito generado.

Definicién 2.3.8. Sea S y S’ dos espacios semilineales. Diremos que una aplicacién
T:S — S es una aplicacién semilineal si T'(Ae + pe’) = AXT'(e) + uT(e') VA, u >0y e, e € 8S.
Si T es ademads biyectiva diremos que es un isomorfismo.

Por ejemplo, tenemos que si T : 1 — F» es lineal, entonces, en particular, es semilineal ya
que si tenemos e, €’ € Sy y tenemos que se verifica que T'(Ae + pe’) = XT'(e) + pT'(¢') VA, i, en
particular se verifica para A, u > 0.

De modo analogo a como se prueba para subespacios vectoriales se tiene que:

Proposicién 2.3.9. Sea T : E — E’ una aplicacién lineal:

1) Si S C FE es un espacio semilineal, entonces 7'(.S) es un espacio semilineal.

2) Si S’ C E' es un espacio semilineal, entonces 7-1(S’) es un espacio semilineal.

3) Si S C E es un espacio semilineal finito generado, entonces T'(.S) es finito generado.

Demostracion. 1) Para ver que T'(S) es un espacio semilineal vamos a calcular T'(\ej + pe2)
con \, it >0y ey, ex € S. Tenemos que por ser T lineal, T'(Aey + pez) = AT (e1) + pT'(e2) y esto
pertenece a T'(S) luego en particular tenemos una combinacién lineal de parametros positivos
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que pertenece a T'(S), luego T'(S) es cerrado por combinaciones lineales positivas = T'(S) es
un espacio semilineal.

2) Ahora queremos demostrar que T-!(S’) es un espacio semilineal. Sean ey, es € T—1(S")
entonces esto significa que T'(e1),T(e2) € S’. Como tenemos que T es lineal se verifica que

AT (e1) + uT (e2) = T(Ney + pez) € S” y esto nos dice que Aey + pes € T1(S) y por tanto,
T71(S’) es un espacio semilineal.

3) Tenemos que S es finito generado, por tanto, S = (eq, ..., €,)+. Ahora como T es lineal,
tenemos que T'(S) = (T'(e1),...,T(en))+ por eso T'(S) es finito generado. O

Proposicion 2.3.10. Todo espacio semilineal S descompone de modo tnico salvo
isomorfismos en suma directa de un subespacio vectorial y un espacio semilineal fuertemente
convexo: S = Vg @ S" donde Vg = 0.

Demostracion. Sea S C Eg y L un suplementario de Vg en Eg, es decir, EFg = Vg ® L. Se tiene
que S’ = L NS, verifica que Voy =VsNL=0y S=Vs®S puessisesS, entonces s =v + s
donde v € Vg y s’ € L. Como s’ = s — v, también esta en S.

Si S =V ®S8” es otra descomposicién, entonces es ficil ver que Vivasy =V y la aplicacién
lineal p : S” — S’ dada por p(s”) =s € ' si s =v+ s para algiin v € Vg =V es un
isomorfismo. O

Corolario 2.3.11. Si S es finito generado entonces S = Vg @& S’ donde S’ es un cono

poliédrico.

2.4. Espacios semilineales de dimension 1 y 2

A continuacién vamos a estudiar los espacios semilineales de dimensién 1 y 2. Como son finitos
podemos enumerarlos uno a uno para ver su estructura.
Espacios semilineales de dimensién 1

Sea dim F=1y S C F un espacio semilineal de dimensién (s, k) donde 0 < s < k < 1. Luego la
tunica posibilidad es que s = 0 y k = 1 entonces para algun e € E se tiene que S = (e) .
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Espacios semilineales de dimensién 2

Sea dim E=2y S C E un espacio semilineal de dimensién (s, k) donde 0 < s < k < 2. Tenemos
3 casos:

-Si k=1, S estd contenido en un espacio lineal de dimensién 1 luego estamos en el caso de
dimensién 1.

-Sis=1yee€S cone#0 tenemos que si S = Vg @ S entonces tenemos que dim Vg=1 con
Vs = (e). Por otro lado, la dim S'=1 y S’ no tiene contenido ningin espacio vectorial, luego

S’ = (') ;. Por tanto tenemos que en este caso S = (€) + (¢/)+ es un semiplano.

-Ahora tenemos el caso en el que Vg = {0} y Eg = E. Sean ej, ez € S linealmente
independientes. Consideremos la circunferencia S' = {e; = cos(t)e; + sen(t)ez / 0 <t < 27}.
Se verifica que si e;,ep € Sy 0 <t <wu <t <, entonces e, € S. Lo mismo para el caso en el
que T <t<u<t <2
Entonces solo tenemos que probar que si e, = Ae; + uey, entonces A\, i > 0. Vamos a calcular
los valores de A, u:
| cos(u) cos(t')
)\ = sen(u) sen(t')
- |cos(t) cos(t’)
sen(t) sen(t’)
‘ cos(t) cos(u) ‘
_ lsen(t) sen(u)
K= |cos(t) cos(t')
sen(t) sen(t’)
Sea a = supe,escon1t} ¥ b = infe,estefr2m{t} ¥ wWa,ws € E* la base dual de e, e, luego
tenemos que S = {e;}a<t<p = (€a»€p)+ = Hy, N H,, donde H,,, ={e € E/w,(e) >0}y

H,, ={e € E/wy(e) > 0}.

_ cos(u)-sen(t')—sen(u)-cos(t’) _ sen(t'—u)
— cos(t)-sen(t)—cos(t')-sen(t) — sen(t'—t) >0

_ cos(t)-sen(u)—sen(t)-cos(u) __ sen(u—t’)
— cos(t')-sen(t)—cos(t’)- sen( ) T sen(t'—t) >0

Es importante recalcar que en el caso de que la dimensién de S sea 1 o 2, todo espacio
semilineal cerrado es finito generado.
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2.5. Caras de un espacio semilineal

Definicién 2.5.1. Diremos que un espacio semilineal C' C S es una cara de S si verifica
v,V €ESyuvi+veC =uv yuv el

Llamaremos aristas a las caras de dimensién 1 de S e hipercaras a las caras de dimensién
dim S -1.

Lo que diferencia a los espacios semilineales de los espacios lineales es la posesion de caras. En
el caso de los espacios lineales la condicién de cara la cumplen solo en el caso de considerar
todo el espacio pero en el caso de los espacios semilineales tienen caras dentro de ellos sin
considerar el total.

Proposicion 2.5.2. Sea S un espacio semilineal y Vg su vértice, entonces:

1) Si C es una cara de S y C3 es una cara de C entonces Cy es una cara de S.

2) Si Vg es el vértice de S entonces es una cara de S. Ademads toda cara de S contiene a Vg y
por tanto es la minima de S.

3) Si T: E — E’ es una aplicacién lineal y C' es una cara del espacio semilineal S de F’,
entonces T~1(C) es una cara de T71(9).

Demostracion. 1) Cogemos a,b € S que verifiquen que a + b € Co entonces como Cy es cara de
C1 se verifica que a, b € (1 pero en particular tenemos que a,b € S, por tanto tenemos que
a,b € Cy por tanto Cy es cara de S.

2) Tenemos que ver que Vg es cara de S, entonces sean s,s’ € S tal que s + s’ € Vg entonces se
tiene que demostrar que s,s" € Vg. Como s + s’ € Vg entonces —(s + s') € S. Por tanto,
tenemos que —s = —(s+ s') + s € S yaque —(s+ 5'),s’ € S entonces de aqui obtenemos que
s € V5. Y para s’ podemos argumentar de forma similar que —s' = —(s+§') + s € S ya que
—(s+'),s € S entonces de aqui obtenemos que s’ € V.

Para demostrar que Vg es la minima cara de S cojamos un s € Vg que verifica que —s € .5,
entonces s + (—s) =0 € C luego s € C'y por tanto, Vg es cara del resto de caras de S.

3) En primer lugar , por el teorema 3.3.9 7~1(S) es un espacio semilineal, y queremos ver que
T~Y(C) es una cara de T-1(S). Sean s,s" € T~1(S) que verifican que s + s € T71(C) y
entonces vamos a probar que s,s’ € T~1(C). Como s + s’ € T~1(C) tenemos que

T(s+s") € C. Ahora como T es lineal, T(s + s') = T(s) + T(s') € C'y como C es cara de S
tenemos que T(s),T(s') € C' y por tanto, s,s" € T~(C). O

Proposicion 2.5.3. Sea S un espacio semilineal que es fuertemente convexo, y Y C S es un
sistema minimo de generadores de S.
(€)+ es una arista de S <= Ae € Y para algin A > 0.

Demostracion. <) Vamos a ver que si Y es un sistema minimo de generadores y e; € Y,
entonces (e;)+ es una arista de S.

Sea e, e’ € S tal que e + ¢’ € (e;)+ y veamos si e, e’ € (;)+. Se tiene que e =3, Aje; v
e =3, ujej donde ej €Y y Aj, uy > 0.

e+e =3 (N + pj)e; = pe; donde p > 0.
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Si A + pi < p, entonces €; =, ; pi@jﬁ;l ej v Y —{e;} generaria S.

Si A+ pi > p, entonces >, (Aj + pj)ej + (A + i — ple; = 0.

Por ser Vg = {0}, se tiene que A\j + pj; =0y Aj +p; —p =0. De aqui que \j = p; =0y

e = \ie; y € = pe;, por tanto e, e € (e;) 4.

=) Si C' = (e)+ es una arista, e = ) _ .y Aie;. Luego Aje; € C' entonces (e;)+ = ()4 O

Teorema 2.5.4. Sea S fuertemente convexo y cerrado. Entonces S esta generado por sus
aristas.

Teorema 2.5.5. Sea S un espacio semilineal.

a) S =) ,C; donde C; son las caras de dimensién dim Vg +1.

b) Si S es un espacio semilineal finito generado de dimensién (s, k) entonces tiene un nimero
finito de caras y esta generado por los caras de dimensién k + 1.

2.6. Dualidad de los espacios semilineales

Sea S C E un espacio semilineal y sea E* = {w: F — R /w es lineal} el espacio dual de E.
Cada w € E* define un semiespacio cerrado en E como H,, = {e € E/w(e) > 0} que se le llama
semiespacio asociado a w.

Definicion 2.6.1. Llamaremos convexo dual de S a
SV = {we E*/w(S) >0} ={we E*/SCH,} C E*.

En el caso en el que S sea un espacio vectorial, entonces SV = S° incidente a S porque si
e,—e€Sywec S entonces w(e) >0y —w(e) =w(—e) > 0. Luego w(e) = 0.

Sabemos que F se identifica con el dual de E*, es decir, para cadae € Fy w € E*,
e(w) = w(e). Luego si W es un espacio semilineal de E*, llamaremos dual de W a
WV ={e€E/w(e)>0YweW}.

Lema 2.6.2. Sea p : E — F una aplicacién lineal. Si S C E es un espacio semilineal cerrado
tal que Ker p NS = 0, entonces p(S) es un cerrado de E.

Demostracion. Sea 7 : Eg — S(E), m: Eg — S(E) las proyecciones definidas en el Capitulo 2.
Para probar que p(S) es cerrado, basta probar que 7(p(S)) es un cerrado de S(E). Por
hipé6tesis U = E— Ker p es un abierto que contiene a Sy. Como S es cerrado, m(Sp) es un
cerrado de S(FE) contenido en el abierto V = S(F) — S(E') = n(U) y por tanto compacto. El
morfismo natural p: V — S(E) dado por p({e)+) = (p(e))+ es continua y verifica que
pom=mop. Luego m(p(Sy)) = p(mw(Sy)) es compacto por ser la imagen de un compacto. O

Corolario 2.6.3. Si S es un espacio semilineal finito generado de FE, entonces es cerrado.

Demostracién. Sabemos que S ~ Vg & S” donde S’ es un cono poliédrico. Como Vg es un
subespacio vectorial, Vg es cerrado y por tanto, podemos suponer que S es un cono poliédrico.
Si eq, ..., e, un sistema minimo de generadores de S. La aplicacién p : R¥ — E dado por
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p(A1, - Ak) = A1eq + ... + Apeg es lineal. El semiespacio S’ = Rgo es un cerrado de R¥ tal que
p(S") =S y Ker pn S’ =0 por ser ey, ..., e semilinealmente independientes y aplicando el lema
anterior concluimos. O

Proposicién 2.6.4. Si S # E es un espacio semilineal cerrado y e ¢ S, entonces existe
w e SV tal que w(e) < 0.

Demostracion. Lo haremos por induccién sobre n = dim F.

Para n = 1,2 ya lo sabemos. Ahora supongamos n > 2.

Sea p : E — E una aplicacién lineal epiyectiva tal que p(e) ¢ p(S) y p(S) es cerrado. Aplicando
induccién sobre E, existe @ : E — R tal que @(p(S)) > 0y @(p(e)) < 0. Por tanto, w = wop es
la forma lineal buscada. Luego solo tenemos que encontrar p en estas condiciones.

Podemos suponer que Vs = 0 pues sino basta tomar p : E — E = E/Vg la proyeccién canénica
ya que e & p~t(p(S)) = Sy p(S) es un cerrado. Veamos esto tltimo: E =Vs® Ly S =Vs® S’
donde S” = SN L es un cerrado de L. Como p : L — E/Vg es isomorfismo y S’ — p(S) también
se concluye.

Sea s € S tal que s ¢ (e), B2 = (e, s) y S = 5N Ey. Por lo que sabemos de los espacios
semilineales de dimensién 2, existe w : Fy — R una aplicacién lineal tal que w(S}) >0y

w(e) < 0. Veamos la proyeccién canénica p : E — E/Ker w verifica las condiciones buscadas:

- p(S) es cerrado por el lema ya que SN Ker w = S'N Ker w = 0.

- p(s) ¢ p(S) : Sip(e) = p(s’) para algin s’ € S, entonces e = s’ + v para algin v € Ker w y
por tanto, s’ € S'. Luego 0 < w(e) = w(s') + w(v) = w(s’) > 0 llegando a contradiccién. O

Teorema 2.6.5. Todo espacio vectorial semilineal cerrado es la interseccién de los
semiespacios que lo contienen, es decir, SVV = S.

Demostracion. Por un lado, sabemos que S C SVV. Para ver que SVV C S basta ver que si
e ¢ S, entonces e ¢ SVV. Por la proposicién anterior existe w € SV tal que w(e) < 0. Luego
eg SVV. O

Teorema 2.6.6. Sea F de dimensién n. La correspondencia S — SV da una correspondencia
biunivoca entre los espacios semilineales cerrados de dimensién (s, k) de E y los de dimensién
(n —s,n—k) de E* de la siguiente manera:

{Espacios semilineales de E} <= {Espacios semilineales de E*}

S £, SV
wVv & W

donde tenemos que F'oG =1dy Go F = Idy ademas se verifica que:
a) Si S; C S, entonces S;/ - SY.

b)(Sl + SQ)V = SY N S¥

c)(S1N SQ)V = SY + S;/.

SVV —

Demostracion. Por el teorema anterior tenemos que N H, =25, luego la
$)>0

w(S)

correspondencia es biunivoca.
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Veamos cudl es la dimension. Tenemos que Vg C S C Eg con Vg el maximo subespacio
Vectorlal contenido en S Y con Fg el minimo subespamo vectorial que contiene a S, entonces

EY = ES c SV cC VV VS y tendremos que EY = Es serd el maximo espacio vectorial

contenido en SV y VS = VS es el minimo espacio vectorial que contiene a SV. Luego si la
dimension de S es (s, k), entonces la dimensién de SV es (n — k,n — s). Ahora vamos a
demostrar los apartados a),b) y ¢).

a) y b) son comprobaciones

¢) SV + SV = (8Y + SV L (SVV A STV = (811 Ss)Y. O

Corolario 2.6.7. Hay una correspondencia biunivoca entre los subespacios semilineales
fuertemente convexos cerrados de dimensiéon n de E y los subespacios semilineales fuertemente
convexo de dimensiéon n de E*.

Observacion 2.6.8. La suma de espacios semilineales cerrados no tiene por que ser cerrada,
por eso se toma el cierre.

(Sl N SQ)V = SY + Sg/

2.7. Dualidad de las caras de un espacio semilineal

En esta seccién supondremos que todos los espacios semilineales S son cerrados en el espacio
vectorial E de dimensién n.

Definicion 2.7.1. Sea C' C S una cara de S. Llamaremos incidente de C a

C ={we SV /w() =0}
Es facil comprobar que C es una cara de SV.

Proposicion 2.7.2. Sea S un espacio semilineal de £ y w € E*.
Ker wN S es una cara de S <= w(S) >0 o0 w(S) <0.

Demostracion. =) Si s1, 89 € S verifican que w(s1) > 0y w(s2) < 0 entonces

w(s1)s2 —w(s2)s1 € Ker wn S. Como es una cara de S, se tiene que s1, s2 € Ker w donde
llegamos a contradiccién.

<) Tomando —w en vez de w, podemos suponer que w(S) > 0. Si s1 + s2 € Ker wN S donde
s1+ s2 € S, entonces w(s; + s2) = w(s1) +w(s2) = 0. Como w(s;) > 0, se concluye que

w(s1) =w(s2) =0y s1,s2 € Ker w. O

Definicién 2.7.3. Diremos que una cara C C S es una cara expuesta si C' = Ker w N S para
algin w € E*.

Lema 2.7.4. Sea C una cara de Sy Ec C Eg el minimo espacio vectorial que contiene a C.
) EC’ ns==C.
2) C= (Ec+ 9)V.
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Demostracion. 1) Sic; —co = s € S donde ¢1,c0 € C, entonces ¢; = co + s € C. Luego s € C.
2) C=FEcnSY =E.\NSY = (Ec+95)Y por el teorema 3.6.6. O

Proposicion 2.7.5. Sea C una cara del espacio semilineal S en E:

1) El maximo espacio vectorial contenido en Ec + S es E¢ y el minimo espacio vectorial que
contiene a E¢ + S es Fg.

2) C' es una cara expuesta de SV de dimensién < n—dim C.

Demostracion. 1) Sea e € Ec + S tal que —e € E¢ + S. Se tiene que e =¢; —ca + Sy
—e=c —cdy+ s donde ¢1,¢a,¢),cy € Cy s,s" € S. De aqui despejando ca, ¢y se deduce que
cot+ch=c1+ +s+5 €Cyportanto s € C, luego e € Ec.
2) Como E¢ estd generado por C, puedo tomar una base de E¢; ¢1, ¢, ..., ¢s cuyos elementos
estdn en C' y por tanto en S. Luego si w € SV, entonces w(c;) = 0 para todo i si y solo si
wler + e+ ...+ ¢5) =wla) +wler) + ... +wlcs) = 0. Luego si c = ¢1 + ... + ¢,
C= EC NSY =Ker ¢cNSY. Si V es el vértice de Ec + S, se tiene que Ec C V. Luego
dim € =dim (B¢ + 5)V = dim V = n—dim V < n—dim E¢ = n— dim C. O

Corolario 2.7.6. Si dim S = (k,n) y C es una cara de S de dimension r tal que Ec + S es
cerrado, entonces la dimensién de C' es (n — k,n —r).

Demostracién. C' = (Ec + S)V y por dualidad de espacios semilineales y la proposicién
anterior se concluye. O

Corolario 2.7.7. Si S es fuertemente convexo de dimensiéon n = dim E y C' es una cara de S
de dimensiéon r tal que Ec + S es cerrado, entonces C' es fuertemente convexo y de dimensién
n—r.

Corolario 2.7.8. Si S es finito generado, toda cara de S es expuesta.

Demostracion. Sea C' una cara de S. Entonces E¢ + S es ﬁnito generado y por tanto un

cerrado. Sabemos que E¢ es el vértice de Ec + S. Luego C’ EC NSYV' =FE-nS = C. Como
C es el incidente de una cara, C' es expuesta. O

Teorema 2.7.9. Si C' es una cara expuesta de .S, entonces C=cC.

Demostracién. Si C = Ker wn S donde w € SV, se tiene que w € C' = (Ec+ S)V. Luego si V
es el vértice de E¢ + 5, se tiene que w(V') = 0. El espacio vectorial asociado a (E¢ + 5 WeesV.

LuegoC VﬁSVV VNS. C=EcNSCVNSCKerwnsS=Cy se concluye. O

Corolario 2.7.10. Si S es finito generado y C' es una cara de S de dimensién (k,r), entonces
C es una cara de SV de dimensién (n—dim S, n—dim C).

Teorema 2.7.11. (Teorema de dualidad para las caras)

Sea S un espacio semilineal de dimensién (s, k) en un espacio vectorial de dimensién n. La
correspondencia C' — C da una correspondencia biunivoca entre caras expuestas de Sy las
caras expuestas de S de modo que:

20



1) La dimensién de C es < n—dim C.

2) Si C; C (4, entonces 5’2 - Co'l.

Sea S un espacio semilineal finito generado de dimensién (s, k) en un espacio vectorial de
dimensién n. La correspondencia C — C da una correspondencia biunivoca entre caras de S
y las caras de SV de modo que:

1) La dimensién de C' = n—dim C.
2) Si C; C (4, entonces Cy C (.

Estructura de caras de un cono poliédrico

Sea S C F finito generado donde Vg = 0, es decir, .S es un cono poliédrico. Sea
S = (e1,€,...,en)+ CON €1, €9, ..., €, sistema minimo de generadores. Sabemos que lo generado
por cada uno de ellos ({e;)+) son las aristas de S.

Teorema 2.7.12. a) Toda cara C' de S estd generada por un nimero finito de aristas de Sy
por tanto, hay un nimero finito de caras.
b) Toda cara C' de S es la interseccién de las hipercaras de S que contienen a la C.

Demostracion. a) Sea C una cara de S, C C S = (e, €9, ...,e,)+. Ahora sea ¢ € C, entonces
c= \ey + Aoes + ... + Apeg con \; > 0. Por ser C cara, se tiene que \;e; € C cuando A; > 0
= € = % A \¢ € C. Por tanto C estd generada por los e; tales que e; € C.
b) Sea H C S C Eg con Eg = {w = 0} para algin w € E% con dim S = dim Fg y dim Eg =
dim Eg - 1. Tenemos que Es NS = H entonces w(S) > 0 o w(S) < 0 (esto se debe a que si
hubiera w(s1) > 0y w(s2) < 0 con s1, $2 no podria ser porque deja la figura a un lado).
Entonces tomamos w(sy) - s2 — w(s2) - s1 € S donde ambos son positivos y tenemos que
w(sy) - 53 —w(sy)-s1 € Ker wn S. Por tanto 51,50 € Hyw € SV.
Toda hipercara se construye intersecando con un hiperplano y dejando la figura a un lado.
Aplicaremos induccién sobre m = dim S - dim C.
m = 1= C es una hipercara, es la interseccién de las hipercaras (osea ella misma).
Supongamos cierto hasta m — 1:
Si C' = {0} vemos que 0 = Hy N Hy N ...N Hg, H; C S hipercara. Sean A C Sy Ay C S dos
aristas tal que A1 # As. Entonces tenemos que dimS—dimA; < m.
Por hipétesis de induccién, Ay = HiNHaN...NHyy Ay = Hi N HyN...N H| con H;, H]’
hipercaras. Por tanto, A1 N Ay ={0} =HiNHN..NH,NH NH;N...NH|.
Entonces tenemos que (e1)+ N (e2)4+ = {0}.
Sidim C >0, C C E¢ y sea
p: E — E/Ec¢
U U
S — p(5)
p(C) — 0
la proyeccién candnica.
Tenemos que ver que p(S) es un cono poliédrico y asi le aplicamos el caso de C' = {0}.
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El vértice de p(S) es 0. Veamos si existe un p(s) € p(S) tal que —p(s) € p(S), llamaremos
—p(s) = p(s’), entonces tenemos que p(s) + p(s’) = p(s +s') =0, por tanto s + 5" €
Kerp=EcNS=C= seC = p(s) =0.
0C p(S)con 0= H;NHyN...N Hg con H; hipercaras de S.
p: S 5 p(s)
U U
p ' (Hy) — H;
La antiimagen de una cara es una cara por ser un morfismo lineal, luego la antiimagen de 0,
p~1(0) =Ker pN S = C entonces C = p~1(0) = p~1(Hy) Np 1 (He) N ...Np Y (Hy) =
Ey1(m, = En,

p
dim Ep71(Hi) = dimEy,+ dim Ker p = dim Ep,+ dim E¢c = dim E/Ec —1 4 dim C =
dim E— dim E¢ — 1 + dim C'=dim £ — 1 = E,-1(g,) es un hiperplano. O

Teorema 2.7.13. Sea S un cono poliédrico de dimensién n.

a) SV estd generado por wi,ws, ..., ws siendo Ker w; NS las hipercaras de S.

b) Ademads es un sistema minimo de generadores, por tanto SV es un cono poliédrico de
dimension n.

Demostracion. Sean H; C S las hipercaras de S, H; = Ker w; N S con w;(S) > 0. Entonces por
la dualidad de caras entre S y SV, sabemos que H; C Sy es una arista H; = (wi)+. Sean

Hy, Hs, ..., H hipercaras de S entonces veamos ya que H; = (Wi)4 st (Wi, ey ws) Lsv.
0O=HNHyN..NHy, — 0=SV=H N..0Hy=H N..0 Hy = (w1, ..., ws)+. O
Con esto concluimos que si S es un cono poliédrico de dimensién n entonces SV es un cono

poliédrico de dimension n. Y por tanto tenemos una correspondencia biunivoca entre las caras
de S de dimensién i y las caras de SV de dimensién n — i:

CCS < ccgs"

siendo C' de dimensién ¢ y C' de dimesién n — i. De aqui sacamos que el nimero de caras de

o]
dimension i de C' y el nimero de caras de dimensién n — i de C' es el mismo.

Ejemplos de espacios semilineales duales finito generados

1) dim E = 2. Sea S = (e1,e2)+. Cogemos w; € E* tal que wi(e1) =0y wi(e2) > 0.
Realizamos lo mismo con ws. Entonces ahora tenemos que S = (wy,wo) .
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2) dim E = 3. Sea S = (e, €2, €3, e4) +.Tiene forma de pirdmide cuadrangular. El subespacio
vectorial generado por cada 2 vectores (e;, ej) con i # j serd un plano de la forma {w = 0}
luego vamos a denominar cada uno de ellos: {w; = 0} = (ey, ea), {w2 = 0} = (e, €3),

{ws =0} = (e2,e4) y {ws = 0} = (e3,e4). Y ahora tenemos que SV = (wy,wa, w3, ws) s que
también tendra forma de pirdmide cuadrangular.

Ejemplos de espacios semilineales duales no finito generados

3) dim E = 3. Sea S = (ej, ea,€3,€4,...)+ con e; pertenecientes a una circunferencia. En este
caso tenemos que las caras maximas serian cada una de sus aristas y su dual seria el plano que
deja a una lado la figura, es decir, el plano tangente a la figura que pasa por cada arista. El
dual del cono tenemos que también es un cono.

Observamos que en estos ejemplos toda arista es una cara expuesta, pues es la interseccién del
cono con el plano tangente a la arista.
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Capitulo 3

Estructura convexa de la esfera

En este capitulo vamos a demostrar la correspondencia entre un espacio semilineal y un
convexo esférico. Una vez visto eso vamos a traducir a la esfera todo lo demostrado para
espacios semilineales, es decir, los conceptos de espacio semilineal, las caras y la dualidad.

3.1. Convexos esféricos

Sea E un espacio vectorial de dimensién n + 1. Denotaremos Ey = E — {0}. Tenemos la
esferificacion de E que es S(E) = {(e)+/0 # e € E} la esfera de dimensién n. Sea S C E un
subespacio semilineal y Sp = S — {0}.

Ey = S(E)
e — m(e)=(e)r =P
S() — W(So)

Recordemos que siendo p = (e1)4, ¢ = (e2)+ € S(E) llamaremos arco que une a p,q a

[pa] = (e, e2)1).

También para simplificar la notacién llamaremos H,, = w(H,,), es decir, que siendo H,,
semiespacio asociado de w denotaremos a 7(H,,) que es el hemisferio generado por w como H,,
para abreviar notacién.

Definicién 3.1.1. K C S, (E) es convexo esférico si VP, P, € K se verifica que [P, P5] C K.
En particular, un convexo de dimensién 0 es {p, —p}, es decir, un punto y su opuesto.

Proposicién 3.1.2. K C S(E) es un convexo esférico <= K = 7(S) con S un espacio
semilineal.

Demostracion. =) Si K es un convexo esférico, tenemos que se verifica que si P, P, € K
entonces [P, P»] C K. Por la correspondencia 7 : Fy — S(F), tenemos que P; = 7({e1)4),

P, = m({e2)+) con (e1)4, (e2)+ las semirrectas generadas por ej,es y e1,e2 € Ey. Y por otro
lado el arco [Py, P»] se corresponde con 7({e1,e2)+) con (e, e2) 4 el espacio semilineal generado
por las semirrectas (e1)4, (e2)+ que es el espacio semilineal generado por ej, ea. Entonces si se

24



verifica que si para todos los puntos del convexo, el arco que los une estd contenido en K,
entonces podemos afirmar que K es de la forma K = 7({ey,...)+) con los e; los vectores
contenidos en (eq,...)+ y tenemos que (e;)1 es un espacio semilineal por ser la combinacién
lineal positiva de vectores.

<) Ahora sea K = 7(S) con S un espacio semilneal y queremos demostrar que K es un
convexo esférico. Tenemos que S = (eq, ...)+ luego K = mw({e1,...)+) y también tenemos que
cada P, = m((e;)+) € K si e; € S. Cada una de las semirrectas generadas por los vectores que
estan en S estd contenida en S y por tanto su esferificacién estd contenida en K. Ahora si
pensamos el espacio semilineal generado por dos vectores (e1, ea)+ este estd contenido en Sy
por tanto su esferificacién m({e1,e2)+) C K, por tanto tenemos dos puntos

Py = (e1)4, P = (e2)+ € Ky m({e1,e2)+) C K que se corresponde con el arco que une Pj, P,
luego K es un convexo esférico. O

Definicién 3.1.3. Sea Y = {(e1)+, ..., (én)+, ...} un conjunto de puntos de S(E), entonces
llamaremos envolvente convexa de Y al minimo convexo esférico que contiene a Y. Podemos ver
que se corresponde con X = 7(S) siendo S el espacio semilineal generado por (eq, ..., €p,...) 4.

Definicién 3.1.4. Diremos que p1,p2,...,ps € S(E) son convexamente independientes si

A
pi ¢ [p1, .., Diy .-, Ds| = envolvente convexa.

Definicion 3.1.5. Llamaremos poliedro a la envolvente convexa de un ndmero finito de
puntos convexamente independientes.

Definicion 3.1.6. Llamaremos vértice de K a la maxima subvariedad esférica contenida en K.

Llamaremos subvariedad esférica asociada a K a la minima subvariedad esférica que contiene a
K.

Definicion 3.1.7. Llamaremos dimension de K a la dimensién de la subvariedad esférica
asociada a K.Y tendremos el par de dimensiones de K (s, k) con s la dimensién del vértice de
K y k la dimensién de la subvariedad esférica asociada a K.

Definicién 3.1.8. Teniendo el morfismo 7 : E — S(F) tenemos que siendo Sy, So
subespacios semilineales y ahora siendo K; = 7(S1), Ko = 7(52):

-Llamaremos K; + Ko = {envolvente convexa de K; U K»}, es decir, el minimo convexo que
contiene a K7 y Ks. Denotaremos K1 @ K» si ademas K1 N Ky = ¢.

-También K; N Ky es el maximo convexo contenido en K; y Ko.

-Y por tltimo, llamaremos el convexo esférico opuesto de K; a o(K) = —K siendo o la
aplicacién que manda un punto de la esfera a su opuesto o(p) = —p.

Definicién 3.1.9. Un convexo esférico es fuertemente convexo cuando K N (—K) = ¢, es
decir,pe K <— —p ¢ K.
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Ahora vista esta correspondencia tenemos una correspondencia entre un espacios semilineal y
un convexo esférico:

-Un espacio vectorial de dimension n + 1 se corresponde con una esfera de dimension n. Por
tanto si F es un espacio vectorial de dimensiéon n + 1 tenemos que w(F) = S(FE) es una esfera
de dimensiéon n.

-Los subespacios vectoriales de dimension k se corresponden con subvariedades esféricas de
dimension k — 1. En particular mencionar que una recta se corresponde con un punto y su
opuesto y un plano se corresponde con una circunferencia que une dos puntos.

-La nocién de espacio semilineal finito generado se corresponde con un convexo esférico que es
la envolvente convexa de un numero finito de puntos.

-La nocién de vectores semilinealmente independientes se transforma en puntos convexamente
independientes.

-Si S es un cono poliédrico tenemos que se traduce como 7(S) = K que es un poliedro.

-Sea Y un conjunto de vectores semilinealmente independientes, entonces tenemos que el
espacio semilineal generado por Y se corresponde con la envolvente esférica de w(Y'). Y si en
particular Y es finito, entonces el espacio semilineal finito generado por Y se corresponde con
la envolvente convexa de un numero finito de puntos.

-Por tanto, un espacio semilineal cerrado de dimension m se corresponde con un convezro
esférico cerrado de dimension m — 1. En particular, tenemos que una semirrecta pasa a ser un
punto de la esfera, un espacio semilineal generado por dos vectores semilinealmente
independientes se corresponde con un arco que une dos puntos y un semiespacio pasa a ser un
hemisferio de la esfera.

-Lo que en espacios semilineales son las aristas, las caras y las hipercaras en la esfera se
corresponden con los vértices, caras e hipercaras de un convexo respectivamente.

-Ademas las dimensiones de los espacios semilineales llevados a la esfera son una menos.
Entonces la arista que tenia dimension 1 pasa a ser un vértice de dimensién 0 y las hipercaras

que tenian dimensién n — 1 pasa a ser una hipercara de la esfera de dimensién n — 2.

-El subespacio vértice de un espacio semilineal se corresponde con la subvariedad esférica
vertice del convexo esférico.

-El espacio vectorial asociado a un espacio semilineal se corresponde con la subvariedad
esférica asociada al convexo esférico.

26



-La dimensién de K viene dada por la dimensién de la subvariedad esférica asociada a K. Por
tanto, si la dimensién de la subvariedad esférica asociada a K es n, la dimensién del convexo es
n. Por tanto, tenemos que la dimension del convexo es una menos que la dimension del espacio
semilineal del que proviene, dim K = dim S-1.

- Tenemos que la suma de espacios semilineales S1 + So se corresponde con envolvente conveza
de dos convexos esféricos K1 + Ko.

-La interseccion de espacios semilineales S1 M Sy se corresponde con la interseccion de
convezxos esféricos K1 N Ks.

-El concepto de espacio semilineal fuertemente convexo se traduce con que K un convezro
esférico es fuertemente convexo.

Traduccién de teoremas sobre espacios semilineales

Ahora vamos interpretar los teoremas que hemos visto en espacios semilineales para aplicarlos
en la esfera.

-El teorema que nos dice “Todo espacio semilineal cerrado de vértice {0} estd generado por sus
aristas” lo podemos traducir al lenguaje esférico como “Todo convexo cerrado y fuertemente
convexo es la envolvente convexa de sus vértices”.

-El teorema que nos dice “Todo espacio semilineal cerrado es la interseccion de los
semiespacios cerrados que lo contienen” lo podemos traducir al lenguaje esférico como “Todo
convexo esférico cerrado es la interseccién de los hemisferios que lo contienen”.

-El teorema que nos dice “Si S es fuertemente convexo entonces no contiene espacios
vectoriales” lo podemos traducir al lenguaje esférico como “Si K es fuertemente convexo
entonces no contiene subvariedades esféricas”.

-El teorema que nos dice “Todo espacio semilineal S descompone de modo tnico salvo
isomorfismos en la suma directa de un subespacio vectorial y de un espacio semilineal
fuertemente convexo, es decir, S = Vs & S’ 7 lo podemos traducir al lenguaje esférico como
“Todo convexo esférico K = 7(.S) descompone de modo tinico salvo isomorfismos en la suma
directa de una subvariedad esférica y de un convexo esférico fuertemente convexo, es decir,

K = Vg @ K' con K’ un cono poliédrico”.

Este teorema tiene un corolario que nos dice “Si S es finito generado entonces S = Vg & S’ con
S’ un cono poliédrico”, entonces lo podemos traducir como “Si K es la envolvente convexa de
un ntmero finito de puntos entonces K = Vi @ K’ con K’ un poliedro”.
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3.2. Caras de un convexo esférico

Definicién 3.2.1. Llamaremos cara de un convexo esférico a C C K si C' es convexo y verifica
quesip,g € Kyp,q¢ C = [pg)nC=¢.

Proposicién 3.2.2. C = 7(S5’) C K = 7(S) es una cara de K <= S’ C S es una cara de S.

Demostracion. =) Tenemos que C' = 7(S’) es una cara de K = 7(S) y queremos ver que S’ es
una cara de S. Tenemos que ver que si 5,8’ € Sy s+ s € 5, entonces s,s € 5.

Sean p=(s);,q=(s)y e Kyp,q# (s+ )+ €[p, g NC # ¢. Como [p,q] N C es una cara de
[p, q], entonces [p,q] N C es p,q o [p,q]. Luego p,q € C y por tanto, s,s" € 5.

<) Tenemos que S’ es una cara de S y queremos ver que C' = 7(S5’) es una cara de K = 7(S5).
Por hipétesis, tenemos que la condicién de cara del espacio semilineal nos dice que si e,e’ € S'y
e+e €5 entonces e,e’ € . Sip=(e)y yg=(e)+ € Kyr=Ne+pe)s €pqgNC,
entonces Ae + pue’ € S" y por tanto Ae, ue’ € S'. Luegope C y q € C. O

Traduccién de teoremas sobre caras de espacios semilineales

-El teorema que nos dice “Sea S un espacio semilineal fuertemente convexo, sea Y C S un
sistema minimo de generadores, entonces (e), es una arista si y solo si Ae € Y para algin

A > 07 lo podemos traducir al lenguaje esférico como “Sea K un convexo esférico fuertemente
convexo, sea W C K un conjuntos de puntos convexamente independientes finito, entonces K
es la envolvente convexa de W”.

Este teorema tiene un corolario que dice “Sea S fuertemente convexo y tiene sistema minimo

de generadores, entonces S estd generado por sus aristas” lo podemos traducir como “Sea K
fuertemente convexo y cerrado, entonces K estd generado por sus vértices”.

3.3. Ejemplos de convexos esféricos

A continuacién, vamos a ver unos ejemplos de convexos esféricos. Dos en la circunferencia
usual Sy y el resto en la esfera usual Ss.
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-Sea (e1)4, (e2)+ dos puntos en la esfera S; entonces K = w(S) con S = (e1,e2)+ que se
corresponde con un arco de circunferencia.

Tenemos que la semicircunferencia se corresponde con el hemisferio en dimension 1:

-Sea (e1)+, (€2)+, ... los n puntos en la esfera Sy que cogemos, entonces K = m(S) con
S = (e1,€2)+,.... Si por ejemplo, tomamos 3 puntos nos sale el convexo de la imagen.

Andlogamente, si tomamos 4 puntos nos sale el convexo de la imagen.
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También si tomamos S como un cono, entonces K = 7(5) resulta el convexo de la imagen.

-En este caso, tenemos una esfera contenida en una esfera de dimensién mayor y se obtiene con
la esferificacién de un subespacio vectorial B de E entonces K = 7(B).

- Y por ultimo, tenemos el caso de un hemisferio de la esfera que se obtiene al esferificar un
semiespacio de E entonces nuestro convexo tendra la forma de K = m(S) con S un semiespacio.

3.4. Dualidad para la esfera

Definicién 3.4.1. Llamaremos convexo esférico dual de K € S(E) a KV = { hemisferios de
S(E)/K C H,}.

El teorema de dualidad para espacios semilineales traducido a la esfera S(F) y su esfera dual
S(E*) nos dice:

“Sea E espacio vectorial de dimensién n + 1 y su esferificacién S(E) de dimensién n. La
correspondencia S — SV (siendo cerrados) nos genera una correspondencia entre K — KV
que nos da una correspondencia biunivoca entre un convexo esférico y su dual de la siguiente
manera:
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{ Convexos esféricos de S(F)} <= {Convexos esféricos de S(E*)}
F

K — KV
1144 & W

donde tenemos que F'oG = 1Idy Go F = Id y ademas se verifica que:
a) Si Ky C Ko, entonces Ky C K.

b)(K1 + K2)Y = KY NKY .

o) (KiNKy)V =KV + KY.

Por esto podemos obtener las siguientes traducciones:
-Tenemos que un hemisferio cerrado de S(E) se corresponde con un punto de S(E*).

-Tenemos que un convero K se corresponde con su convezo dual K = {hemisferios que pasan
por K}.Y si las dimensiones de K son (s, k), las dimensiones de su convexo dual K" son
(n—s,n—k).

-En particular, dentro de un convexo y su dual, tenemos que si K es la envolvente convezxa de
un nidmero finito de puntos entonces K" es también la envolvente convexa de un nimero finito
de puntos. Y si K es la esferificacion de un cono poliédrico entonces K" es también la
esferificacion de un cono poliédrico.

-Tenemos K1, Ky dos convexos de S(E) entonces tenemos que si K1 C K entonces Ky C K/
-Tenemos que el convexo dual del minimo convero que contiene a K1 y a Ko se corresponde

con K} N KY y al revés también se verifica que el convexo dual de K1 N K3 se corresponde con
el minimo convexo que contiene a K y K.

Traduccién de teoremas sobre dualidad entre la esfera y la esfera dual

Ahora vamos a traducir los teoremas sobre dualidad entre un convexo esférico y su dual.
-El teorema que nos dice “El dual de un espacio semilineal finito generado es finito generado”
lo podemos traducir al lenguaje esférico como “El dual de la envolvente convexa de un nimero

finito de puntos es la envolvente convexa de un ntmero finito de puntos”.

-El teorema que nos dice “El dual de un cono poliédrico es un cono poliédrico”
lo podemos traducir al lenguaje esférico como “El dual de un poliedro es un poliedro”.
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3.5. Dualidad para las caras de un convexo esférico

Definicion 3.5.1. Llamaremos cara incidente de C, que la denotaremos C , 8
C={H,/KCH,yCCSKew)} CK.

Para estudiar la dualidad entre las caras tenemos que traducir la definicién de cara expuesta y
sus propiedades. Para ello recordar que dada una forma lineal w tenemos la esferificacién de su
nucleo S(Ker w).

Definicién 3.5.2. Diremos que C' C K es una cara expuesta si C' = S(Ker w) N K con
(w)4 € S(E¥).

Traduccion de teoremas sobre dualidad entre las caras

Para estudiar la dualidad entre las caras de un convexo esférico primero tenemos que traducir
los teoremas relacionados con caras expuestas y ya podremos traducir el teorema de dualidad
entre las caras.

-El teorema que nos dice:

“Sea C' una cara de S en E:

1) El maximo espacio vectorial contenido en E¢ + S es E¢ y el minimo espacio vectorial que
contiene a Fc 4+ S es Eg

2) C' es una cara expuesta de SV de dimensién < n— dim C.”

lo podemos traducir al lenguaje esférico como:

“Sea C" = 7(C) una cara de K = 7(S) en E:

1) La maxima subvariedad esférica contenida en S(E¢) + K es S(E¢) y el minimo espacio
vectorial que contiene a S(F¢) + K es S(Eg)

2) C’ es una cara expuesta de K" de dimensién < n— dim ¢’ =dim C — 1”.

Este teorema tiene varios corolarios:

El que dice “Si S es fuertemente convexo de dimension n = dim E y C es una cara de S de
dimension r tal que E¢ + S es cerrado, entonces C' es fuertemente convexo y de dimensién

n —r” lo podemos traducir al lenguaje esférico como “Si K es fuertemente convexo de
dimensién n — 1 = dim S(F) y C’ es una cara de K de dimensién r — 1 tal que la envolvente
convexa de la subvariedad esférica asociada a C’' y K es un cerrado, entonces C’ es fuertemente
convexo y de dimensién n —r — 17,

El que dice “Si S es finito generado toda cara de S es expuesta” lo podemos traducir al

lenguaje esférico como “Si K es la envolvente convexa de un nimero finito de puntos entonces
toda cara de K es expuesta”.
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-El teorema que nos dice “Si C' es una cara expuesta de S, entonces C' = C” lo podemos

traducir al lenguaje esférico como “Si C' es una cara expuesta de K, entonces C' = C”.

Ahora vamos a traducir el teorema de dualidad entre las caras de un convexo esférico K y su
dual KV

Teorema de dualidad para las caras de un convexo esférico

Sea K un convexo esférico de dimension k£ — 1 en una esfera de dimension n — 1. La
correspondencia C' — C da una correspondencia biunivoca entre caras expuestas de K y las
caras expuestas de K" de modo que:

1) La dimensién de C es < n—dim C — 1.

[} [¢]
2) Si C7 C Oy, entonces Cy C (.
Sea K un poliedro de dimensién k — 1 en una esfera de dimensién n — 1. La correspondencia

C — C da una correspondencia biunfvoca entre caras de K y las caras de KV de modo que:
1) La dimensién de C' = n—dim C' — 1.

o

2) Si C; C (4, entonces Cy C (.

Estructura de caras de un poliedro

Llamé&bamos poliedro a la envolvente convexa de un ntmero finito de puntos convexamente
independientes y vemos que se corresponde con la esferificacién de un cono poliédrico. Ahora
vamos a ver la estructura de caras de un poliedro.

-El teorema que nos dice:

“a) Toda cara C' de S estd generada por un numero finito de aristas de S y por tanto hay un
nimero finito de caras.

b) Toda cara C' de S es la interseccién de las hipercaras de S que contienen a la C”

lo podemos traducir al lenguaje esférico como:

“a) Toda cara C' de K es la envolvente convexa de un nimero finito de vértices de K y por
tanto hay un nimero finito de caras.

b) Toda cara C' de K es la interseccién de las hipercaras de K que contienen a la C”.

-El teorema que nos dice:

“Sea S un cono poliédrico de dimensién n.

a) SV esta generado por wi,ws, ..., ws siendo Ker w; N S las hipercaras de S.

b) Ademas es un sistema minimo de generadores, por tanto S V' es cono poliédrico de
dimension n”

lo podemos traducir al lenguaje esférico como:

“Sea K un poliedro de dimensién n — 1.

a) KV es la envolvente convexa de {w1)4, (W), ..., (ws)+ siendo S(Ker w;) N K las hipercaras
de K.

b) Ademés es la envolvente convexa de un nimero finito de puntos, por tanto, K" es poliedro
de dimensiéon n — 17.
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3.6. Ejemplos de convexos esféricos y sus duales
Ahora estudiamos unos ejemplos de convexos duales:

- Considerando la esfera de dimensién 1, S1(E), y su dual S;(E*) tenemos que el dual de un

arco es un arco en la esfera dual:

e

- Considerando S1(F) y su dual como antes, tenemos que el dual de una semicircunferencia es

)0

- Considerando la esfera de dimension 2, S3(E), y su dual So(E*) tenemos que el dual de un
poliedro se corresponde con un poliedro de 1a misma forma en la esfera dual:
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- Considerando también la esfera Sp(F) y su dual Sa(E*) tenemos que el dual del convexo
esférico de la imagen se corresponde con un convexo esférico de la misma forma en la esfera

dual:

- Considerando también la esfera Sy(F) y su dual Sy(E*) tenemos que el dual de un hemisferio
es un punto en la esfera dual:
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Capitulo 4

Estructura convexa del espacio afin

En este capitulo primero vamos a estudiar la estructura baricéntrica y convexa del espacio afin.
También veremos la compactificacién candnica del espacio afin para ver la correspondencia
entre la esfera y el espacio afin. Luego vamos a traducir la caracteristicas entre un convexo
esférico y un convexo afin y vamos a traducir todas las propiedades a los convexos afines, a sus
caras y la dualidad. También vamos a ver la construcciéon de los convexos afines y los convexos
duales.

Definicion 4.0.1. Llamaremos espacio afin real de dimension n a dar un conjunto y un
espacio vectorial de dimensién n (A", F) y una aplicacién A" x F — A™ que manda
(p,e) = p+e e A" y verifica:

a)(p+e)+e =p+(e+¢)

b)Para todo p,q € A" existe un unico e € E que verifica que ¢ = p + e.

A los elementos de A™ los llamaremos puntos del espacio afin y a los elementos de E los
llamaremos vectores directores del espacio afin.

Dados p, ¢ € A™, denotaremos por ¢ — p = e al tinico vector que verifica que ¢ = p + e.

Ejemplos de Espacios Afines
a) Sea E un R-espacio vectorial con la suma de vectores es un espacio afin de espacio director
E.

ExE — E

(e,e!) +— e+¢ (4.1)

Fijado un punto pg € A, podemos identificar A con E mediante la aplicacién £ — A dada por
e— po+e.

b) Sea V.= {p+ E'/E’ C E} C E una subvariedad lineal, entonces toda subvariedad lineal de
E es un espacio afin con espacio director E’.

c) Sea w € E* y sea el abierto V,, = {(e)+ € S(F)/w(e) > 0} es un espacio afin con espacio
director Ker w donde tenemos que p +v = (wfe) +v)4 paracadap=(e)y € V, yv € Ker w.
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Definicién 4.0.2. Llamaremos subvariedad afin al conjunto Y = py + E' = {po + e/e € E'}
con pg € A y E' C FE un subespacio de E. Llamaremos recta a la subvariedad afin de dimensién
1 y llamaremos hiperplano a la subvariedad afin de dimensién n — 1. También tenemos que el
espacio de vectores directores de una subvariedad afin es E' = {p — q/p,q € Y} C E.

Definicién 4.0.3. Sean (A, E) y (A', E') dos espacios afines. Dar una afinidad
T:(A,E) — (A', E) es dar una aplicacién T': A — A’ y T': E — E’ una aplicacién lineal
de modo que T'(p+e) =T(p)+T(e) YVpe Aye€ E.

4.1. Estructura baricéntrica del espacio afin

Ahora vamos a ver la estructura baricéntrica del espacio afin.

Definicién 4.1.1. Sea (A, E) un espacio afin. Fijamos un punto py € A. Para cada
k
Al ..y A € R tales que Z)\i =1y cada pq, ..., pr € A, llamaremos

=1
A1p1+ o+ Appr = po + A1(p1 — po) + ... + APk — Po).
Lema 4.1.2. \ip; + ... + A\ppi no depende del punto pg elegido para definirlo.

Demostracidn. Sea pj, € A otro punto y e = py — pj.

Aqui vamos a ver que si sustituimos py por pf, + e y veremos que no depende de la expresién
del pg elegido.

po + A(p1 —po) + .. + Ae(Pk — po) = po + e+ Ai(p1 — Py +€) + .. + Me(pe — (pp +¢)) =
p6+e+)\1((p1 —p6)—€)+...+)\k((pk —p6)—6) = p’o—i—e—h\l(pl —p6)—)\1€+...+)\k(pk—p6)—)\ke =
Pyt e+ A1 —ph) + oo+ Mk — D) — (A1 + oo+ A)e = D+ M (p1 — b)) + o+ Me(pr —p)) O

Proposicion 4.1.3. Y C A es una subvariedad afin <= V A € Ry p,q € Y, se verifica que
Ap+(1—N)geyY.

Demostracion. =) Y = pg + E'. Luego p = pg + e1,q = pp + €2 que pertenecen a Y si
e1,e2 € E'. Luego si ponemos p, g como combinacién de A y 1 — X tenemos que:

A+ 1=Ng=po+AXp—po)+(1—=XN)(g—po) =po+Xe1+ (1 —ANea €Y

<)SeapyeY y E' ={p—po/p € Y}. Podemos ver que Y = py + E’. Ahora solo falta probar
que E’ es un subespacio. Y tenemos que \(p — pg) + (¢ —po) +po = Ap+ g+ (1 — X — p)po y
con esto vemos que es un subespacio. ]

Proposicién 4.1.4. T: (A, E) — (A’, E’) es una afinidad <= T : A — A’ verifica que
TOp+ (1 =ANg) =AT(p) + (1 = N)T(a)-

Utilizaremos la estructura baricéntrica més adelante cuando estudiemos los convexos duales.
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4.2. Estructura convexa del espacio afin

Definicion 4.2.1. Definimos al segmento que une p,q € A" como
[pg] = {Ap+ (1= X)g/0 <A <1}

Definicion 4.2.2. Diremos que K es un convexo de A™ si verifica que si p,q¢ € K entonces
[p.q] C K.

Toda afinidad f: A — R define un hiperplano hy = {p € A/ f(p) = 0}. Tenemos que todos los
hiperplanos de un espacio afin son de esta forma.

Definicion 4.2.3. Llamaremos semiespacio definido por la afinidad f a la parte del espacio
afin que verifica que f(p) > 0. Lo denotaremos Hy. A la interseccién de un nimero finito de
semiespacios le llamaremos poliedro.

Definicion 4.2.4. Llamaremos envolvente convexa de Y C A al minimo convexo que contiene
a Y, lo denotaremos [Y]. La envolvente convexa de p1, ..., p, € A la denotaremos

[pla 7pn] g A"

Definicion 4.2.5. Sean pq, ..., p, € A son convexamente independientes si

A , .
pi & [p1, s Diy .-, Dn] = envolvente convexa. A la envolvente convexa de un nimero finito de
puntos convexamente independientes le llamaremos politopo.

Aunque en la esfera no hay distincién entre poliedro y politopo, en el espacio afin se
diferencian en si tienen puntos en la parte del infinito E. Si alguno de los puntos estd en F se
trata de un poliedro y si estan todos en A™ entonces se trata de un politopo.

Definicion 4.2.6. Llamaremos semirrecta de un espacio afin de origen p € A" y de vector
director e € E al convexo p + (e) .

Definicion 4.2.7. Diremos que e € F es un vector director de un convexo K a los vectores
directores de las semirrectas contenidas en K, es decir, K +e C K.

Definicion 4.2.8. Denotaremos al espacio director de K como Sk y tenemos que Sxg C E es
un espacio semilineal.

Definicion 4.2.9. Sea C' C K es una cara de K si es un convexo y verifica que p,q € K y
p,q ¢ C entonces [p,q] N C = ¢.

Definicion 4.2.10. Llamaremos subvariedad afin asociada a K a la minima subvariedad afin
que contiene a K. También llamaremos dimensién de K a la dimensién de su subvariedad afin
asociada.

Definicion 4.2.11. Diremos que K es fuertemente convexo si no contiene rectas, es decir,
subvariedades afines.

Definicién 4.2.12. Siendo K7, K5 dos convexos afines:

-Llamaremos K7 + Ky = {envolvente convexa de K; U Ks}, es decir, el minimo convexo que
contiene a K; y Ks. Denotaremos K; & K> si ademés K N Ky = ¢.

-También K1 N Ky es el maximo convexo contenido en K7 y Ko.
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4.3. Compactificacion candnica del espacio afin

Para construir esta parte nos vamos a basar en el ejemplo ¢) de un espacio afin.
Sea (A", E) es espacio afin. Una funcién f : A — R diremos que es una funcién afin si es una
afinidad, es decir, f(Ap+ (1 = N)g) = Af(p) + (1 —A)f(¢) VA€ Ry p,q € A".

Llamaremos Af(A") = {f : A" — R Afinidades} al espacio vectorial con la suma y el

producto por escalares de las funciones reales que son afinidades y E = (Af(A™))* a su espacio
dual.

Observacién 4.3.1. Tenemos que se trata de un espacio vectorial con la suma habitual de
funciones y el producto por escalares.

Un ejemplo de funcién afin son las funciones constantes son aquellas tales que fy(p) = A

Vp € A™. Por ejemplo, tenemos la funcion constante 1, fi.

Dentro de Af(A™) también se encuentran las funciones constantes las cuales podemos
identificar con R.

También por el teorema de reflexividad tenemos que E” se identifica con Af(A™), entonces si
f e Af(A™) tenemos que (f)4 € S(E”).

Ahora vamos a definir:

¢o: A" — VfIQS(E)
p = o(p)

donde Vj, = {{w)+ € S(E)/w(f1) > 0} y ¢(p) = {wp)+ tal que wy(f) = f(p).

Teorema 4.3.2. La aplicacién ¢ es una afinidad biyectiva, es decir, un isomorfismo de
espacios afines.

Demostracion. Sabemos que Vy, es isomorfo como espacio afin al hiperplano de E dado por
H ={we Af(A™)*/w(f1) = 1}. Teniendo en cuenta esta identificacion solo hay que probar que

¢ : A" — H dada por ¢(p) = w, (definida antes) sea isomorfismo.

Veamos que es una afinidad: B B
(AP + (1 = N)q) = wipr(1-x)g = Awp + (1 = Mwg = A®(p) + (1 — \)@(q).

Y ahora veamos que es inyectiva: _
Veamos que si p # ¢, entonces ¢(p) = wp # ¢(¢) = wq. Sea H' = {f = 0} un hiperplano de A"

que pasa por p y no por g. Luego wy(f) = f(p) = 0 # f(q) = we(f). [

Con este teorema hemos probado que dar un espacio afin de dimensién n es equivalente a dar
una esfera de dimensién n y un punto de su esfera dual (S(E),ws = (W) € S(E")).

Con esto los puntos del espacio afin son A" = {{e)4 € S(E)/w(e) > 0}, los vectores directores
del espacio affn son E = Ker w y la suma de puntos con vectores es (e)4 + €' = (ﬁ +€')4, es

decir, p+ ¢ = (e+€')4 donde € € p tal que w(e) = 1.
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El cierre del espacio afin dentro de la esfera es el hemisferio cerrado
H, = {{e)+ € S(E)/w(e) > 0} que es un espacio compacto y por otro lado los puntos del
infinito son H, — A" = S(E) que denotaremos S(F) = Ss. Llamaremos puntos del infinito de

A" a So.

4.4. Convexos del espacio afin

Con lo que hemos visto hasta ahora, tenemos que dar un convexo K en el espacio afin
(S(E),wso) es lo mismo que dar un convexo K de S(E) y weo € K.

Sea K  Soo un convexo de S(E) y sea K = K N A™ C A" su convexo en el espacio afin.
Tenemos que K = K L (H, N Sx). También denotaremos Koo = Soo N K vy lo llamaremos los
puntos del infinito de K.

El conjunto de vectores directores de K forman Sk que es un espacio semilineal contenido en
E, tal que 7(Sk) = Koo.

Proposicién 4.4.1. K C A" es un compacto <= Sk = {0}.

Sea K C A" entonces tenemos que K = m(Sk) y Koo = m(Sk) con Koo € K como Sk es el
espacio de vectores directores de K tenemos como espacio afin (K C A", Sk C E).

Sk CE, we Sk’
I @]
SkNE =Sx CFE :{w:()}

Tenemos que S es una cara de Sk.

Tenemos otro convexo (K, K N Se = Ks). Cuando K es el vacio, K es un compacto en el
espacio afin (acotado).

También podemos ver que como espacio semilineal Sk descompone como Sx = Vg @ S’ con
Vg C Ker w N Sk espacio vectorial.

Como vimos en el capitulo de espacios semilineales, S = Vg @ 9’, esto traducido al espacio
afin nos queda como K = K’ + Vg C (A", FE) con {p+e/p € K,e € Vs} con K’ que no contiene
rectas.

Entonces podemos centrarnos en estudiar los convexos que no contienen rectas.

Sea ahora K C A™ que no contiene rectas y K = 7(Sk) con Sk fuertemente convexo.

También tenemos que si C C K es cara entonces C' C K también es cara.

Ahora tenemos que Sk es fuertemente convexo y esté generado por sus aristas. Y K = w(Sk)
es la envolvente convexa de sus vértices. en K estdn los vértices de K y los del infinito (si los
hay).

Podemos descomponer Sx = S’ + Sk con S’ puntos del espacio afin y Sxg C E vectores de E y
esto en el convexo se descompone como K = [p;] + (e;)4 con p; = { vértices } y e; los vectores
directores de las semirrectas de K que son caras, por tanto p; + (e;)+ son las semirrectas de K.

40



Traduccién de la geometria esférico a la geometria afin

Sea (S(E),wee = (w)4 € S(E™)) un espacio afin como antes. A continuacién vamos a traducir
las cuestiones de la esfera en el espacio afin.

-En primer lugar, como vimos en la parte de la compatificacién tenemos que el hemisferio H,
abierto se corresponde con el propio espacio afin A™, el Ker w se corresponde con los vectores
directores de A™, es decir, E y los puntos del infinito de A™ son S(E)=Sx.

También tenemos que todo subespacio cerrado Y del espacio afin al hacer su cierre en la esfera
Y es un compacto y Y — Y es un cerrado de Sy. Y reciprocamente todo cerrado Y de S(E) no
contenido en el infinito da un cerrado Y =Y N A" del espacio afin.

-Una subvariedad afin V- C A™ de espacio director E’ se corresponde en la esfera con una
subvariedad esférica V. C S(E) tal que Soo NV = S(E").

Por ejemplo, si tomamos la subvariedad afin p + E’ donde p = (e), es la interseccién de la
subvariedad esférica S({e) + E’) con el espacio afin. Y reciprocamente la subvariedad esférica
S (E/) no contenida en el infinito al cortar con el espacio afin produce la subvariedad afin
p+(E/ﬂE) donde p=(e); y e € E tal que e ¢ E.

-Tenemos que la recta que une p y q se corresponde con la circunferencia que une p y q.
Sip=(e1)+y q= (e2)+ donde w(e;) =1 = w(ez), entonces para todo A € R,
Ap+ (1= X)g = (Ae1 + (1 — Nea)+ € (e1, e2)+. Reciprocamente, para todo A\, € R

A

A A P=X+u
(N1 + pea) s = (Goathzs)+ = (*542)+ =" pp+ (1 - p)g.

-Tenemos que el segmento que une p y q se corresponde con el arco que une p y q.
Por un lado para todo 0 < A <1, Ap+ (1 —A)g= (Ae1 + (1 — Nea)+ € (e1,e2)+. Y

reciprocamente, para todo A, > 0
A

A A P=XFn
(Ner + pea)y = (Goathes) = (255h2) . =" pp+ (1 - p)g € [p,q) donde 0> p > 1.

-También tenemos que la semirrecta de origen p = (e1)+ y subespacio director (e)y se
corresponde con el arco que une p con (e)+ € Sxo.

Tenemos que p + (e) = {(e1 + pe)+/pu > 0} = (e1,e)+ NV, por tanto los puntos del infinito
se pueden identificar con los subespacios directores de las semirrectas del espacio afin.

-En general, si K es un convexo de A", su cierre K es un convexo de S(F).

-Tenemos que los semiespacios del espacio afin se corresponden con los hemisferios de la esfera.
Cada semiespacio afin esta definido por (f)4 donde f es una afinidad del espacio afin, es decir,
un elemento de S(E™) que define un hemisferio de S(E). Luego S(E") se identifica con el
conjunto de los semiespacios cerrados de A™ incluyendo el total y el vacio que se corresponde si
tomamos f = wse 0 f = —Weo-
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-La nocién de puntos convexamente independientes se corresponde con la de puntos
convexamente independientes.

-La subvariedad esférica de un convexo esférico se corresponde con la subvariedad afin de un
convezo afin.

-La dimensién del convexo esférico va a ser la misma que la del convexo afin ya que ambas se
corresponden con las subvariedades esférica ya fin asociadas.

-Los vértices, caras e hipercaras de un convexo esférico se corresponden con los vértices, caras
e hipercaras del convexo afin.

-Tenemos que K; + K3 se corresponde con K1 + Ky y K1 N K se corresponde con K; N Ks.

-Un convexo esférico fuertemente convezro se corresponde con un convexo afin fuertemente
CONVexo.

-Un poliedro en la esfera puede corresponderse a un poliedro del espacio afin o con un politopo
del espacio afin dependiendo de si algin punto estd en el infinito (poliedro) o si todos son
puntos de A" (politopo).

Traduccién de los teoremas al espacio afin

Ahora vamos interpretar los teoremas que hemos visto en la esfera para aplicarlos en el espacio
afin.

-El teorema que nos dice “Todo convexo esférico cerrado y fuertemente convexo es la
envolvente convexa de sus vértices” lo podemos traducir al lenguaje esférico como “Todo
convexo afin cerrado y compacto es la envolvente convexa de sus vértices”.

-El teorema que nos dice “Todo convexo esférico cerrado es la interseccién de los hemisferios
que lo contienen” lo podemos traducir al lenguaje esférico como “Todo convexo esférico
cerrado es la intersecciéon de los semiespacios que lo contienen”.

-El teorema que nos dice “Si K es fuertemente convexo entonces no contiene subvariedades
esféricas” lo podemos traducir al lenguaje esférico como “Si K es fuertemente convexo
entonces no contiene subvariedades afines”.

-El teorema que nos dice “Todo convexo esférico K = 7(S) descompone de modo tinico salvo
isomorfismos en la suma directa de una subvariedad esférica y de un convexo esférico
fuertemente convexo, es decir, K = Vi ® K’ con K’ fuertemente convexo” lo podemos traducir
al lenguaje esférico como “Todo convexo afin K descompone de modo tinico salvo isomorfismos
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en la suma directa de una espacio vectorial y de un convexo afin fuertemente convexo, es decir,
K = M & K’ con K’ fuertemente convexo y M un espacio vectorial”.

Este teorema tiene un corolario que nos dice “Si K es la envolvente convexa de un ntimero
finito de puntos entonces K = Vg ® K’ con K’ un poliedro”, entonces lo podemos traducir
como “Si K es la envolvente convexa de un nimero finito de puntos entonces K = M @ K’ con
K’ un poliedro y M un espacio vectorial”.

4.5. Caras de un convexo afin

Como hemos definido antes, tenemos que C' C K es una cara de K si es un convexo y verifica
que p,q € Ky p,q ¢ C entonces [p,q] N C = ¢.

También tenemos si se verifica que si para todos los (e); € K ninguno estd en S,, entonces K
no tiene ningun punto en el infinito y por tanto C' C K es la cara que se corresponde con
CCK.

Traduccién de la geometria esférico a la geometria afin

Ahora vamos interpretar los teoremas sobre las caras que hemos visto en la esfera para
aplicarlos en el espacio afin.

-El teorema que nos dice “Sea K un convexo esférico fuertemente convexo y sea W C K un
conjunto de puntos convexamente independientes finito, entonces P es un vértice si y solo si

P € W” lo podemos traducir como “Sea K un convexo afin fuertemente convexo y sea W C K
un conjunto de puntos convexamente independientes finito, entonces K es la envolvente
convexa de W7,

Su corolario nos dice “Todo convexo fuertemente convexo de S(E) es la envolvente convexa de
sus vértices” lo podemos traducir al lenguaje afin como “Todo convexo afin que no contiene
rectas es la envolvente convexa de sus vértices y sus aristas que son semirrectas”.
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4.6. Ejemplos de convexos en el plano afin

Sea K C A%. Entonces como ejemplos de convexos tenemos los siguientes:

1) Sean pi,py dos vértices y e1, ea dos vectores directores. Entonces el convexo es de la forma
K = [p1,p2] + (e1,e2) 1.

€2

P2

También en este caso podemos tomar dos vértices p1,ps y un vector director e. Entonces el
convexo es de la forma K = [p1, p2] + (€)+.

2) Sea p; un vértice y eq, ea dos vectores directores. Entonces el convexo es de la forma
K = [p1] + (e1,e2)+.
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3) Sean {p;}ier con p; los puntos pertenecientes a la semicircunferencia {p;};c; y e1 un vector
director. Entonces el convexo es de la forma K = [p;licr + (€1)+.

En este caso podemos considerar también un arco de circunferencia y los vectores que hacen
que siga siendo convexo. Entonces los vértices serfan {p;};er con I un arco de la circunferencia
y de vectores directores e1, e2. Entonces el convexo serfa de la forma K = [p;icr + (e1,€2)+.

]

4) Sean {p1, p2, ..., pn} un nimero finito de puntos. La envolvente convexa de py, ..., pp
K = [p1,...,pn). (Para el dibujo vamos a tomar n = 5. ).

45



5) Sean {p;} con p; € S' con S la circunferencia. Entonces el convexo es K = [pg],.es1-

6)Semiespacios

En conclusién , tenemos que un convexo estd determinado por sus vértices y sus aristas que
son semirrectas.

4.7. Convexos duales del espacio afin

Para comenzar esta seccion recordamos que toda subvariedad lineal es interseccién de los
hiperplanos que pasan por él. Por ejemplo:

a)Un punto es la interseccién de todas las rectas que pasan por él.

b)La recta es la intersecciéon de todos los planos que pasan por ella.

c)Pues por otro lado, tenemos que un tridngulo (y otros poligonos) es la interseccién de los
semiespacios que pasan por él.

a) b) c) T
Como hemos visto antes, E es el espacio vectorial de las afinidades del espacio afin
A" = (S(E),wse = (w)) y los puntos de S(E") se identifican con los semiespacios del espacio
afin A" incluyendo el vacio y el total.
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Sea K un convexo del espacio afin A” | equivalentemente tenemos un convexo esférico K en la
esfera S(E) con E C E y sea un punto de la esfera dual we = (w)4 € S(E¥).

Como hemos visto en el capitulo 3, el dual de K es K" y como puntos de la esfera dual se
corresponden con los semiespacios Hy del espacio afin que contienen a K incluyendo el total. Y

por el teorema de dualidad (K = Fvv) obtenemos que:

Teorema 4.7.1. Todo convexo afin es la interseccion de los semiespacios que lo contienen.
{ : —=VV
Para obtener un convexo afin en la esfera dual hay que fijar un punto g € K~ = K.

Definicion 4.7.2. Llamaremos convexo afin dual de K asociado a g € K a (Fv, q). Si
q = (€)+ € S(E), la parte afin es K} = {(w)4 € Fv/w(e) > 0}. Los puntos de K" se
identifican con los semiespacios H del espacio afin que contienen a K y tales que f(q) # 0.

Ahora veremos que sucede cuando el ¢ elegido se toma en el interior del convexo o que esté en
una cara del convexo. Si ¢ se encuentra en el interior aunque sean diferentes los convexos
duales son isomorfos y en el caso en el que cojamos puntos que pertenecen a la misma cara en
ese caso son isomorfos entre ellos. Sea C' la minima cara de K que pasa por ¢ y ¢’ € C entonces
K ;/ ~ K;{ . Por tanto podemos definir K ;/ = {Semiespacios de A™ que contienen a K y q ¢
hiperplano que define el semiespacio}, es decir, todos los hiperplanos que dejan a un lado la
figura y no cortan a q.

N
Por ejemplo, en los dibujos para definir K ;/ no podemos coger las rectas que pasan por q.
Ahora vemos un punto del infinito ¢ € K N S(E). Tenemos que g = {e) vector director de K.
En vez de que f(q) # 0, buscamos que e no sea vector director del hiperplano {f = 0}.
Definimos KY = {(f)./f(K) > 0y e no es vector director del hiperplano {f = 0}}.

Segun el dibujo tendriamos que K, ,K = { hiperplanos tales que no dividen en dos la figura y e;
no es un vector director ((e1) no es paralela al hiperplano)}.
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Y ahora vamos a ver la correspondencia en las caras. Sean K, un convexo con el punto fijado y
K ;/ su dual. Entonces sea C una cara de K, luego su cara dual

C= {(f)+/f(K) >0, f(q) #0, f(C) = 0}. De aqui tenemos la equivalencia {Caras de K, que
no pasan por g} = {Caras de K;/}

Definicion 4.7.3. Llamaremos cara expuesta de K a C' si C' = hy N K con f una afinidad y
hy = {f = 0} el hiperplano que genera.

Proposicién 4.7.4. Sea ¢ € K. Llamaremos C; a la minima cara expuesta que pasa por q. Si
¢,¢' € K verifican que Cy = Cyy, entonces K ;/ = K;{.

Demostracidn. Si Hy es un semiespacio que contiene a Ky f(g) # 0, entonces f(¢') # 0 pues
{f =0} N K es una cara expuesta de K que si no pasa por ¢, tampoco pasa por ¢ .
Reciprocamente, si Hy es un semiespacio que contiene a Ky f(q") # 0, entonces f(q) # 0 pues
{f =0} N K es una cara expuesta de K que si no pasa por ¢’, tampoco pasa por . ]

Corolario 4.7.5. Hay tantos convexos duales de K como caras expuestas de K.

Observacién 4.7.6. También se podria haber tomado ¢ € K N S.; es decir, un vector
director e de K. El convexo afin dual correspondiente es K é/ cuyos puntos son los semiespacios
H¢ que contienen a K y e no es un vector director del hiperplano {f = 0}. Por lo tanto, hay
tantos convexos afines duales de K como caras expuestas de K.

Para dar un teorema de dualidad para convexos afines nos fijaremos en los convexos K
compactos de dimensién n. En este caso, K = K. Para que K, ;/ también sea compacto,
tomaremos ¢ € K que no estd en ninguna cara, es decir, ¢ es un punto del interior de K. Por
eso a partir de ahora llamaremos convexo dual de K al convexo dual de K asociado a un punto
del interior y lo denotaremos K. Podemos observar que los puntos de K" se corresponden
con los semiespacios del espacio afin que contienen a K (incluido el espacio total).

Observacién 4.7.7. En el caso de que K sea la envolvente convexa de los puntos
convexamente independientes p1, ..., p, se puede tomar g = w.

Traduccién de los teoremas de dualidad en la geometria afin

Ahora vamos a traducir los teoremas sobre dualidad entre un convexo afin y su dual con un
punto del interior.

-El teorema que nos dice “El dual de la envolvente convexa de un niimero finito de puntos es la
envolvente convexa de un nimero finito de puntos” lo podemos traducir al lenguaje afin como
“El dual de la envolvente convexa de un nimero finito de puntos es la envolvente convexa de
un ntmero finito de puntos”.

-El teorema que nos dice “El dual de un poliedro es un poliedro” equivale en lenguaje afin
como “El dual de un politopo es un politopo”.
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4.8. Dualidad para las caras de los convexos afines

Como hemos visto antes llamaremos cara indiciente a C' al subconjunto C de K y formado por
los semiespacios Hy tales que f(C) =0 con ¢ € K. También tenemos que una cara es expuesta
cuando es la interseccién de un hiperplano y el convexo.

Traduccion de los teoremas de dualidad en las caras

Ahora vamos a traducir el teorema de dualidad entre las caras de un convexo esférico K y su
dual K;/ asociado a ¢ un punto de K.

Teorema 4.8.1. Sea K un convexo afin compacto de dimensién n en un espacio afin de
dimensién n. La correspondencia C' — C da una correspondencia biunivoca entre las caras
expuesta de K y las caras expuestas de K ;/ de modo que:

—dimé’ﬁn—dimC—l.

- Si C7 C (9, entonces Co’g - Co’l.

Teorema 4.8.2. Sea K un politopo en un espacio afin de dimensién n. La correspondencia

C — (C da una correspondencia biunivoca entre las caras de K y las caras de K (Y de modo que:
~dim C =1 - dim C - 1. Asf los vértices de K se corresponden con las hipercaras de K [Y y las
hipercaras de K se corresponden con los vértices de K, ,}/ .

- Si Cq C 9, entonces Cy C (.

Estructura de caras de un politopo afin

Ahora vamos a ver la estructura de caras de un politopo en el espacio afin:

-El teorema que nos dice:

“a) Toda cara C de K es la envolvente convexa de un ntimero finito de vértices de K y por
tanto hay un numero finito de caras.

b) Toda cara C de K es la interseccién de las hipercaras de K que contienen a la C”

lo podemos traducir al lenguaje esférico como:

“a) Toda cara C' de K es la envolvente convexa de un nimero finito de vértices de K y por
tanto hay un nimero finito de caras.

b) Toda cara C' de K es la interseccién de las hipercaras de K que contienen a la C”.

-El teorema que nos dice:

“Sea K un poliedro de dimensién n.

a) K" esta generado por (w1)+, (wa)+, ..., (ws)+ siendo S(Ker w;) N K las hipercaras de K.

b) Ademas es la envolvente convexa de un nimero finito de puntos, por tanto K es poliedro
de dimensién n”

lo podemos traducir al lenguaje esférico como:
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“Sea, K un politopo de dimensién n.
a) KV esta generado por (w1)4, (wa)+, ..., (ws)+ siendo S(Ker w;) N K las hipercaras de K.
b) Ademés es la envolvente convexa de un niimero finito de puntos, por tanto K" es poliedro

de dimensién n”.

4.9. Ejemplos de convexos afines y sus duales

1) Tenemos que el dual de un politopo es un politopo:
la) En este caso nuestro convexo es un tetraedro y su dual tambin es un tetraedro.

Vértices = 4 = Aristas de dimension 1 Caras = 4 = Hipercaras de dimensién 3
Aristas = 6 = Caras de dimensién 2 <= Aristas = 6 = Caras de dimensién 2
Caras = 4 = Hipercaras de dimension 3 Vértices = 4 = Aristas de dimensién 1

A A

1b) En este caso tenemos el cubo y su dual es un octaedro.

Vértices = 8 = Aristas de dimensién 1 Caras = 8 = Hipercaras de dimensién 3
Aristas = 12 = Caras de dimensiéon 2 <=  Aristas = 12 = Caras de dimensién 2
Caras = 6 = Hipercaras de dimensién 3 Vértices = 6 = Aristas de dimensién 1

E G
G
F
C D
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1c) En este caso tenemos el dodecaedro y su dual es un icosaedro.

Vértices = 20 = Aristas de dimension 1 Caras = 20 = Hipercaras de dimension 3
Aristas = 30 = Caras de dimensién 2 <= Aristas = 30 = Caras de dimension 2
Caras = 12 = Hipercaras de dimensién 3 Vértices = 12 = Aristas de dimensién 1

L
| N
O
|
H
M
E

2) El dual de un disco cerrado es un disco cerrado.
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