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Resumen

En este trabajo abordamos el estudio de sistemas aislantes donde los electrones
estan fuertemente localizados cerca de iones, interactuando no solo con estos sino
también con los electrones de iones vecinos. Este fenémeno se modela utilizando el
Hamiltoniano de Hubbard, un modelo que considera interacciones electrén-electréon
préoximas.

Definimos y analizamos las nociones y los conceptos bésicos requeridos para po-
der conocer con detalle todo lo relacionado con este Hamiltoniano. Lo calculamos
en un sistema de una dimensién, incorporando la interaccién con un campo electro-
magnético que varia lentamente en el tiempo.

Proponemos una resoluciéon numérica de este modelo, utilizando herramientas
computacionales para la simulacién y analisis de resultados. Encontramos los auto-
estados y las energias del sistema y analizamos su comportamiento en los distintos
regimenes en los que muestra comportamiento como aislante o como conductor.
También estudiamos la evoluciéon temporal a través de la interaccién a través de
campos electromagnéticos.

Palabras clave

Funciones de Wannier, espacio de Fock, operadores creaciéon y destruccion, Ha-
miltoniano de Hubbard.

Abstract

In this work, we address the study of insulating systems where electrons are
strongly localized near ions, interacting not only with these ions but also with elec-
trons of neighboring ions. This phenomenon is modeled using the Hubbard Hamil-
tonian, a model that considers nearest-neighbor electron-electron interactions.

We define and analyze the basic notions and concepts required to thoroughly un-
derstand everything related to this Hamiltonian. We compute it in a one-dimensional
system, incorporating the interaction with a slowly varying electromagnetic field over
time.

We propose a numerical resolution of this model, using computational tools for
simulation and analysis of results. We find the eigenstates and energies of the system
and analyze its behavior in the different regimes where it exhibits insulating or
conducting properties. We also study the temporal evolution through interaction
with electromagnetic fields.

Keywords

Wannier functions, Fock space, creation and annihilation operators, Hubbard
Hamiltonian.
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1. Introduccion

El anélisis de la respuesta 6ptica en materiales comtnmente se realiza utilizando modelos
de electrones independientes. No obstante, hay sistemas aislantes donde los electrones
estan fuertemente confinados en las proximidades de los iones, interactuando no solo con
estos iones, sino también con los electrones de los iones vecinos. Estos sistemas presentan
un comportamiento complejo que no puede ser capturado adecuadamente por modelos de
electrones independientes.

Uno de los modelos mas utilizados para estudiar estos sistemas es el modelo de Hubbard,
que incorpora interacciones electrénicas a primer vecino y permite explorar fenémenos
como la localizacién de electrones y las transiciones de fase entre estados metalicos y
aislantes. Este modelo simplificado, aunque poderoso, proporciona una comprension pro-
funda de las interacciones electronicas en soélidos y ha encontrado aplicaciones en una
variedad de contextos, desde la superconductividad hasta la fisica de los materiales ais-
lantes.

En este trabajo, nos proponemos resolver numéricamente el modelo de Hubbard en una
dimension, anadiendo la interacciéon con un campo electromagnético. Este enfoque nos
permitira estudiar cémo la inclusion de un campo externo afecta a las propiedades elec-
tronicas y Opticas del sistema.

El modelo de Hubbard en una dimensiéon es particularmente interesante porque, a pesar
de su simplicidad aparente, captura la esencia de las interacciones electronicas en sistemas
fuertemente correlacionados. Al anadir un campo electromagnético, podemos investigar
como los electrones en un sistema de Hubbard responden a perturbaciones externas, pro-
porcionando informacion valiosa sobre la dinamica de estos sistemas.

1.1. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo es resolver numéricamente el modelo de Hubbard en
una dimension, considerando la interaccién con un campo electromagnético. Para alcanzar
este objetivo, hemos estructurado el trabajo en distintas secciones.

= Presentaremos las bases tedricas del modelo de Hubbard y como se modifica al incluir
la interaccion con un campo electromagnético. En concreto nos restringiremos al caso
del modelo de Hubbard de media ocupacion.

= Desarrollaremos métodos numeéricos en Python para resolver el Hamiltoniano del
sistema. Estos métodos incluirén la definicién de los estados del sistema, el célculo
explicito de los términos del Hamiltoniano y la implementacion de técnicas para
manejar el espacio de Hilbert del sistema.

» Analizaremos los resultados obtenidos para sistemas periodicos de diferentes tama-
nos, centrandonos en los distintos regimenes en funcién de la interaccion entre los
electrones, ademéas de la respuesta del sistema al campo electromagnético.

» Compararemos nuestros resultados con estudios previos y discutiremos la validez de
nuestras aproximaciones y métodos numéricos.

Con este enfoque, esperamos contribuir al entendimiento del comportamiento de los sis-
temas de muchos cuerpos en presencia de campos electromagnéticos y proporcionar he-
rramientas utiles para futuros estudios en este campo.



2.

2.1.

Modelos de Hubbard

Aplicaciones

El modelo de Hubbard es una herramienta fundamental en la fisica de la materia conden-
sada y se utiliza para describir y entender una variedad de fenémenos relacionados con la
interaccion de electrones en sistemas solidos. Algunas de sus aplicaciones mas importantes
incluyen:

Magnetismo en Soélidos:

El modelo de Hubbard puede explicar el magnetismo en materiales, particularmente
la transiciéon entre comportamientos magnéticos y no magnéticos en funciéon de la
interaccion entre los electrones.

Superconductividad:

Es crucial para estudiar la superconductividad de alta temperatura en ciertos mate-
riales cerdmicos, proporcionando una base tebrica para entender como los electrones
se pueden emparejar y formar un estado superconductor.

Aislamiento de Mott:

Describe la transicion de un material conductor a un aislante (aislante de Mott)
cuando la interaccion entre los electrones es suficientemente fuerte, a pesar de que
la teoria de bandas sugiera que deberia ser un conductor.

Fisica de la Materia Fuertemente Correlacionada:

Se utiliza para estudiar materiales donde las interacciones electron-electréon son tan
fuertes que no pueden ser ignoradas, incluyendo sistemas de electrones en dos di-
mensiones como los superconductores cupratos.

Estudio de Sistemas Cuanticos de Muchos Cuerpos:

El modelo de Hubbard proporciona un marco simplificado pero potente para ex-
plorar las propiedades de los sistemas de muchos cuerpos, siendo una base para
métodos numéricos como el método Monte Carlo cuantico o el método de grupos de
renormalizacion.

Optica Cuantica y Simulaciones Cuanticas:

En sistemas de atomos ultrafrios en redes 6pticas, el modelo de Hubbard puede
ser implementado experimentalmente para simular fenémenos de la fisica del estado
solido y explorar nuevos estados de la materia.

Materiales Topologicos:

Ayuda a entender y predecir propiedades en materiales con fases topologicas, donde
las interacciones electronicas juegan un papel significativo.

Transiciones de Fase Cuéntica:

El modelo de Hubbard es til para estudiar las transiciones de fase cuantica, donde
el cambio de fase se produce a cero absoluto debido a las fluctuaciones cuanticas,
en lugar de las fluctuaciones térmicas.



2.2. Hamiltoniano “many-body”

Un soélido esta formado por iones y electrones distribuidos en una estructura cristalina
tridimensional. El Hamiltoniano H°** sera suma de tres Hamiltonianos: el correspondiente
a los electrones H°, el de la red H'*", y el debido a la interaccion entre los electrones
y la red Heec~!a" T,as coordendadas generalizadas son las posiciones de los N, electrones
de valencia, denotadas por r;, ¢ = 1,..., N. y los N,, ntcleos iénicos, 7;, j = 1,..., N, de
forma que

HCMS = HCMS ((rl) ) (pl‘z> ) (Tj) ) (ij))

siendo p los momentos asociados. Y

Helec _ Telec + Ve ¢ = Helec ((rz) ’ (pl'z>) )
platt — latt | ylatt—latt _ platt (1) (p_)),
elec—latt _ yye”—latt _ prelec ((I‘z) 7 (Tj)) ,

donde V' denota el potencial de interaccion coulombiana y T la energia cinética.

2.2.1. Aproximaciéon de Born-Oppenheimer

Una forma de aproximar y simplificar este Hamiltoniano es con la aproximacion de Born-
Oppenheimer, véase [1]. Con esta aproximacion se supone que la masa de los nicleos
ibnicos es mucho mayor que la de los electrones y por tanto la velocidad relativa de los
ntucleos es mucho menor que la de los electrones. Esto es, para los electrones los ntcleos
son estaticos. De esta manera se puede separar el Hamiltoniano electrénico del de la red

y
H™ = H ((r:), (pr,) s (Ry)) + H (1), (Pr,))

donde R;, j =1, ..., NV,, son las posiciones de equilibrio de los N,, niicleos en la red directa y
donde en H¢* hemos englobado el término correspondiente a V¢~ Se puede entonces
estudiar el comportamiento de los electrones de forma separada.

Por tanto el Hamiltoniano que determina el comportamiento de los electrones sera

H = Helec — Telec + Ve’fe’ 4 Ve’flatt.

Veamos los distintos términos: - por una parte la energia cinética
Ne o
Telec — P;
— 2m
=1
siendo p; = pr,.

- por otra el potencial de interaccion de los electrones con el ntucleo

Ne
Ve*—latt _ Z ‘/](rz)
=1

con
U Z
Vi) = -y —
I<r ) ; 47T€0 |I'Z' — Rj|

el potencial de interaccion de cada electréon con el nucleo, y R; recorriendo las posiciones



de los nucleos atémicos.
- y por tltimo, el potencial de interaccion entre los electrones

Veiiei = Z VC<ri — I‘j),

1<i<j<N.

con )
e 1
Vo(ri —r;) = PP —
meo T — 1
el potencial de interaccion coulombiana entre cada par de electrones.

Finalmente se obtiene:

H= i (p? + vf(ri)) + Y Vel -y (2.1)

2m L
1<i<j<Ne

2.2.2. Aproximacion de campo medio “mean field”

Pese a esta primera aproximacion, el Hamiltoniano sigue siendo muy complicado para
resolverlo de forma exacta debido a las dificultades que presenta cualquier Hamiltoniano
“many-body”. Para simplificarlo més, habitualmente se utiliza la aproximacion de campo
medio, que consiste en lo siguiente. Sea V4 = V4(r) un potencial auxiliar tal que

V(r) = Vi(r) + Va(r),
U(r1,19) = Ve(ry — 1a) — —— (Va(ry) + Va(rs)) .

N -1
De esta forma
N, p?
H=3" (% + V(ri)) D Ulrr). (2.2)
i=1 1<i<j<Ne

En la mayoria de aproximaciones de campo medio se supone que el nuevo potencial
de interaccion U(ry,rs2) es nulo o despreciable frente a la suma de los potenciales “one-
body”

2

h(r,p) = 2+ V(r). (2.3)

2m
Para ello se necesita escoger un potencial auxiliar tal que los elementos de matriz del
potencial U(x,y) en la base formada por los autoestados del Hamiltoniano “one-body”
sean despreciables. Atin cuando esto no es del todo posible, U(ry,rs) puede tener mucho
menos alcance y magnitud en comparacion con el potencial de Coulomb Vi (ry —r3).

La idea de la introduccion del potencial auxiliar V4 es partir de un nimero N, muy
grande de electrones en el estado fundamental 1)y del Hamiltoniano. Al anadir un electron
al sistema, éste se vera afectado por dos potenciales: el potencial periddico de atraccion
con los iones y el potencial electrostatico existente por la densidad del estado fundamental
[to (11, ..., rNE)|2. Este potencial es periodico con la misma periodicidad que el potencial
ibnico. Sin embargo es del signo opuesto y por tanto apantalla la interacciéon atractiva
con los iones (aunque esto no es del todo valido porque el electron anadido cambia la
densidad del estado fundamental).Pese a ello se supone que el efecto de este electron es
local y pequeno.



Se procede ahora a realizar una cuantizacion en el Hamiltoniano (2.2) siguiendo |[2].

2.3. Primera cuantizacion del sistema

En el apartado (2,9) se detallan los pasos que seguiremos.

2.3.1. Base de Bloch
En primer lugar se calculan los autoestados del Hamiltoniano “one-body”(2.3).

Resolviendo la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo (2.22):

h2
h=—5—V’+V,
2m

hip = €p,

la soluciéon obtenida son las funciones de Bloch (véase [11])
o (r) = eF Uy (r). (2.4)

donde wu.k(r) contiene la periodicidad de la red, k es el cuasi-momento que recorre la
7

primera zona de Brillouin y « el indice de banda. Se puede suponer que los uqx(r) estan

normalizados reescalando con el factor correspondiente. Se tiene entonces

(hlgﬁak) (I‘) - Eakspak(r%

con €, los autovalores de ¢,i. Estas funciones son base de los estados de una particu-
la.

El Hamiltoniano (2.2) ya puede ser expresado en el formalismo de la primera cuantiza-
cion.
2.3.2. Base de Wannier

Otra base alternativa esté formada por las funciones de Wannier (ver [11], paginas 172-
175) ¢o(r —R;) donde R; son los vectores de la red de los nicleos atémicos y ¢, (r) puede
definirse como

1
Pa(r) = i ; Pak(r),

siendo L el ntimero de iones. Las funciones de Wannier ¢, (r —R;) dependen de la posicion
pero son independientes de los vectores k de la primera zona de Brillouin. Ademas son
ortogonales para distintos indices « e 1.

Con una transformada de Fourier

% Z e*Rig,(r — Ry).

J

@ak(r) =

se obtienen nuevos estados de manera anéloga a la primera cuantizacion del sistema.



2.4. Segunda cuantizacién del sistema

En el apartado (2,10) se detalla el procedimiento de la segunda cuantizacion.

Sean élk . €l operador de creacion de un electrén de espin a en la base total generada por

los estados de Bloch @q(r).

Sean ca] . definidos en la base total generada por los estados de Wannier de ¢,(r — R;)
como
—ikR; T
a] a L Z e cxk a’

Sea 1 (r) el operador que crea un electrén de espin a en la posicion r

ngak aka Z¢ r— a]a (25)

Con estos operadores, el Hamiltoniano se puede expresar en segunda cuantizacion (ver
apartado (2,10)) como

H Z /dI"(/)Jr 1¢a Z /drldr2¢]L r1)¢b(r2) (rlar2)wb(r2)¢a(r1)

a="T, ab 1

Sean ¢f; los elementos de matriz de “hopping” entre bandas definidos como
a * 1 iHR,-R,;
th = / Ay (r = Ri) () (r = By) = 7 > ey (2:6)
Kk

donde en la ultima igualdad se ha utilizado (2.3), (2.4) y la ortonormalidad de las funciones
uak(r) .

5
Se definen también los pardmetros de interaccién entre bandas U ]fl” como

U’ = /drldr2¢2(1‘1 — Ry)pj(r2 — Rj)U(r1,12) 9, (r2 — Ry)ds(r1 — Ry). (2.7)

Finalmente se puede expresar el Hamiltoniano (2.1) como

S st B st
H tlaj at, aCajya + ]kl Coi acﬁ] bc’}’k bcél at (28)
,i,j,a a,B,7,0 ab
17]7k7l

2.5. Aproximacion: interaccién de corto alcance

En la teoria de bandas se busca una buena eleccién de las funciones de Wannier y del po-
tencial auxiliar para minimizar el efecto del potencial de interacciéon coulombiana. Cuando
estos pardmetros de interaccion son despreciables frente a los de hopping, pueden ser es-
tudiados con teoria de perturbaciones. .

En el modelo de Hubbard se supone que los pardmetros de interacciéon no son despreciables
pero si de corto alcance (constltese [!], paginas 4 y 5): la interaccién coulombiana intra-



atomica es mucho mayor que la inter-atémica. Es decir, Ugf?é son mucho mayores cuando
i = 7 = k = [ que cuando no son todos iguales. Este fenémeno es caracteristico de
los metales de tierras raras y de transicion, que fueron los que motivaron a Hubbard a
plantear este modelo.

Cuando la superficie de Fermi se encuentra dentro de una sola banda de conducciéon, se
puede pasar de un Hamiltoniano multi-banda a uno efectivo de una tnica banda. Para
ello, se supone que: - las interacciones entre bandas son débiles es decir, Uﬁgw son mucho
mayores cuando a = 3 = v = § que cuando no son todos iguales. - y que todas las bandas
salvo la de conduccion o = 1 estan lejos del nivel de Fermi. Mientras se quieran estudiar
las energias cercanas al nivel de Fermi, puede suponerse que las bandas de mayor energia
solo influyen en el sistema cambiando los pardmetros de hopping y de interaccion de los
electrones en la banda de conduccion. Con esta aproximacion se obtienen unos parametros

efectivos Uyl = U Vi y tj; = t;; y el Hamiltoniano (2.8) adquiere la forma

1401

. b U TR
H= Z tijc;‘r7acj,zz + 5 Z C;[’acj,bci,bci,a- (29)

ij,a i,ab

Este Hamiltoniano no describe de manera exacta los metales de tierras raras o de transicion
debido a que en ellos la interaccién entre bandas es importante. Sin embargo si permite
estudiar cualitativamente algunas propiedades electronicas.

2.6. Aproximacion “tight-binding”

Se puede hacer otra aproximacion en el Hamiltoniano, la “tight-binding”. En ella los elec-
trones estan fuertemente ligados a los dtomos y por tanto se pueden representar co-
mo funciones de onda obtenidas como combinaciones lineales de los orbitales atémicos

(LCAO).

Esto se puede aplicar suponiendo que las funciones de Wannier ¢, (r —R;) estan centradas
en torno a los vectores de red R;. Debido a ello solo es necesario estudiar el hopping entre
los vecinos mas proximos y entre los mismos iones. Si 7;, = éj7aéi,a con a =T,] es el
operador nimero (2.33)

H=""tiel bja+UD iuriy + Y tiihia,
1,0

[17]]70’ i
donde [i, j| denota la suma entre los pares i, j de vecinos proximos.

Se puede considerar también que los elementos de hopping entre vecinos mas proximos
son iguales y t;; = —to V 4,7, © # j. De igual forma entre los mismos iones, ¢;; = —p V i.
Se obtiene entonces

H=—tg> &b+ U funhy —p > g, (2.10)

[4,9],a i

El término correspondiente a p puede ser entendido como parte del potencial quimico
en una descripcién macrocanénica del sistema y mide el nimero total de particulas. En
un sistema en el que este niimero no presenta grandes variaciones, se puede tomar como
constante y redefiniendo la escala del potencial quimico, eliminarlo de la expresion del
Hamiltoniano.



Finalmente A
H=—t> &l tja+ U hupiy. (2.11)

li.gl.a

2.7. jCuantos vecinos hay?

La expresion del Hamiltoniano (2.11) no es tan sencilla de estudiar como parece. Todavia
hay que definir cuantos “vecinos mas préoximos” hay. A este ntimero se le llama nimero de
coordinacion de la red y solo hay dos casos en los que es factible poder caracterizar ciertas
propiedades del sistema, cuando es dos o infinito. En [11]| se estudia el caso infinito, que
se puede considerar como en el que la red tiene dimension D — oo. En este trabajo se

analizara el otro, en el que hay dos vecinos, que es lo mismo que decir que la dimension
es D =1.

2.8. Campos externos

A continuacién se va a analizar como cambia el Hamiltoniano de Hubbard en presencia
de un campo externo electro-magnético en la aproximacion tight-binding, siguiendo [1],
paginas 12-15.

2.8.1. Tres dimensiones

Se consideran electrones en una red tridimensional. Un campo electromagnético externo
dependiente del tiempo, modifica el momento de los electrones de forma que ahora (2.3)
adquiere la forma vista en (2.23)

hi(r,p,t) = % (p + eA(r,1))> — ed(r,t) + V(r) — 2upB - S + A(r)L- S, (2.12)

siendo aqui ¢ = —e y g = 2.

El término (p + eA(r,t))* puede ser expresado como (p* + eA®(r,t))* donde ® denota
la componente a-ésima en la base cartesiana {xy,xq,x3} (Se sobreentiende el sumatorio
sobre las tres componentes).

Por cuestiones de simplicidad se hara la restricciéon a electrones que se encuentran solo en
orbitales s como hizo Hubbard [7]. El momento angular orbital L es por ello nulo.

El término del campo magnético solo afecta a la parte de espin de la funcién de onda

y por tanto puede ser estudiado aparte. Consideremos que el potencial escalar es nulo,
O(r,t) = 0.

Si é}a y Cjq son los operadores creacion y destruccion de electrones en los estados de
Wannier ¢(r — R;) en la tnica banda considerada, ahora los elementos de hopping (2.6)
son

(1) = / dré* (x — R;) (ha (1)) (r — R;) =

= [t =R [ (g 0+ eatma? 4 v o] (- Ry =

= [ g R [ﬁ (pa y (A%r, 0- 5 ) ¥ v<r>) ¢] (x—Ry)




La ultima igualdad se cumple V A = A(r,¢) funcion diferenciable con valores comple-
jos.

Escojamos
A(r, t) := —/ dr' A(r',t) (2.13)
ro

con ry un valor arbitrario fijado.

Sea V j

o(r — R;) i= e AN p(r — Ry).

Entonces se llega a

by (t) = /dng*(r _R) Kﬁ + V(r)) &} (r—R,). (2.14)

2m

Los efectos del campo externo han sido absorbidos dentro de las funciones de Wannier. Evi-
dentemente cuando este campo es nulo se obtiene el mismo resultado del principio.

Si se supone que el potencial vector varfa muy lentamente a escala atomica y como las
funciones de Wannier ¢(r — R;) estan centradas fuertemente en torno a R;, entonces es
valida la siguiente aproximacion

o(r — R)) = e “*Bollg(r — Ry).

Por otro lado, la aproximacion tight-binding seguira siendo valida y solo hay que con-
siderar los elementos de hopping entre vecinos. Bajo todas estas hipotesis, se obtiene el
Hamiltoniano dependiente del tiempo

H(t) = —t, Z o Hie AR AR, 1)) é;f’aéj’a +U Z Ay, (2.15)
[i,5],a i
A los

se les conoce como fases de Peierls. Se recuerda de nuevo que no se ha tenido en cuen-
ta la parte correspondiente al campo magnético porque puede ser estudiada de manera
independiente.

2.8.2. Una dimension

Considerando un anillo de radio R con L puntos de red equiespaciados y siendo el centro
del anillo el origen de coordenadas como el de la figura (2,1). El Hamiltoniano (2.15) ahora
es

L
Aty =ty Y (6 Bl oy 6+¢5,7,.7+1(t)@f+1ac],a> +U Y gy, (2.17)
a,j=1 %



2mR

Rjiq

Figura 2.1: Modelo en una dimensiéon. Se considera una circunferencia de radio R con L
puntos de red.

con f3; j+1 definidas como (2.16) y calculadas a partir de (2.13)

Rj+1
Bunlt) =~ [ ded(e,) (2.18)

R;
Se suponen condiciones periodicas de contorno en A; ;1.

2.8.3. Campo eléctrico homogéneo

Se considera un campo eléctrico homogéneo de la forma E(r,t) = E(p,t) es donde e, es
el vector unitario a lo largo del anillo y p es la distancia del punto r al eje perpendicular
al plano del anillo que pasa por el centro de éste que se tomarda como eje z. Como el
potencial escalar se ha supuesto nulo entonces

OA(r,t)
Ert) = —F-+=
(x, 1) ot
y el potencial vector puede expresarse como
A(r,t) = —A(p,t) ey (2.19)

Sustituyendo en (2.18), todas son iguales V j e integrando
B(t) = eagA(t)

con A(t) = A(R,t) y ap = ZE.

Ademas del campo eléctrico habria un campo magnético homogéneo B = rot A = B e,
perpendicular al plano del anillo. Este campo se acopla a los espines de los electrones
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anadiendo un término —2upBS* al Hamiltoniano (2.17) donde S, es la suma de todas las
componentes en el eje de z de los espines de los electrones.

Por tanto

= —to Z ( —iB(t) C CJ 1,a +e ﬁ(t)é;f»_i_l’aéj’a) + UZTAMTTAL@J, — QMBBSZ. (220)

7j=l,a

2.9. Primera cuantizacién: caso general

La primera cuantizacion se utiliza para describir la dindmica de particulas individuales.
Las variables clasicas como la posiciéon y el momento, se reemplazan por operadores que
actian sobre las funciones de onda. Se basa en la idea de que las particulas pueden
describirse mediante funciones de onda v(r,t) que contienen toda la informacion sobre el
sistema cuantico. La evolucion de estas funciones de onda esta gobernada por la ecuacion
de Schrodinger, bien la dependiente del tiempo

00 g
=H t 2.21
WD — Hoen) (221)
donde H es el Hamiltoniano del sistema, o la independiente del tiempo
H(r) = By(r) (2:22)

donde F es la energia del estado correspondiente a la funcién de onda (r).
Los operadores més usuales son los siguientes:

= El operador de posiciéon r

= El operador de momento p
p = —ithV

donde V es el operador gradiente.

~n2
El Hamiltoniano de un sistema de N particulas libres tendré la forma H = Z 2> siendo
=1
m; la masas de cada particula y p; = —ihAV; el gradiente respecto a la posicion de la

particula 1. el Hamiltoniano de cada particula.

2

En caso de estar sometido el sistema a un campo electromagnético externo dado por el
potencial vector A(r,t) y el potencial escalar ®(r,t) entonces, para cada particula (ver
[5], pagina 229)

H= {L (f) - %A(r, t))2 + q®(r, t)} —guS-B+A(r)L-S, (2.23)

2m

donde g es el factor giromagnético, up es el magnetéon de Bohr, ¢ es la carga de cada
particula, ¢ la velocidad de la luz, L es el operador de momento angular orbital y S el
de espin. - denota el producto escalar usual en R®*. B = rot A con rot el rotacional es el
campo magnético.

11



El término que incluye a L - S con A(r) = 4 (14%) es el debido al acoplamiento del
espin con el campo magnético. El que incluye S - B aparece por el efecto Zeeman.
El Hamiltoniano total del sistema sera la suma de los individuales de cada particula.

Para un sistema formado por N bosones o fermiones, los estados totales del sistema
pueden ser expresados como combinaciones lineales de productos tensoriales de estados
individuales de las N particulas. Para los bosones, de espin entero estos estados son
permanentes debido a la simetria de estas funciones y para los fermiones, determinantes
de Slater. Por ejemplo, si ¢ (r), ..., 1¥y(r) son los estados de N particulas, el estado total
es combinacion lineal de términos de la forma

|77Z}i1 (I‘)> ®...® |¢2N (I‘)> ’

con iy, ...,iy € {1,..., N} y todos distintos. ® denota el producto tensorial. Usualmente se
omitira el producto tensorial siempre que no haya riesgo de confusiéon. Como observacion,
un estado total de un sistema de fermiones serd, salvo constantes de normalizacion

‘wh (I‘)> ARERRA ‘¢2N(r)>

con A el producto exterior.

2.9.1. Operadores en primera cuantizaciéon

Los operadores pueden ser expresados en la base total del sistema como se explica a
continuacion. Véase por ejemplo [2], paginas 4-9.

Sea Tj un operador que acttia sobre una sola particula (por ejemplo la energia cinética),
Tj =T (rj,p;)-

Entonces

Tj = ZThlz |¢l1 (rj» <77Z)l2 (rj)| J (2'24)

la,l1

donde
Ty = [ dese, () Tn ). (2:29

T; acttia sobre |1y, (r1)) ... |, (rn)) de la siguiente forma::

irj |w11 (I‘)> s |w1N (I’)> = Zﬂlb(slzﬂj WJH (r1)> s |wl2(rj)> Tt Ww (rN» :

l2,l1

Y la energia cinética total es

N
T = Y _T;
j=1

Sea U;; un operador que acttia sobre dos particulas (como el potencial de Coulomb,
entendido como operador en vez de funcion escalar).

12



Uij =Y Untautgta 191, (1)) [, (x5)) (8, (x3)] (o, (x)] (2.26)

l3,l4
l1,l2

con

Ut 51, = /dl“z'drﬂbl*l(Fz’)WQ(I‘j)U(FmI‘j)?ﬂls(ri)l%(rj)- (2.27)

La accion de U;; sobre un estado |1y, (r1)) . .. [tk (rn)) es:

Ui [0 (1)) - [Wrn (E8)) = D Ubity oty 1801, (01)) - g (02)) - by (15)) - [k (200)) -

l3,l4
l1,l2

Y el potencial total que actuia sobre las particulas 2 a 2

N 1 N
Ut =) Uy =5 Uy

i<j ij=1

Se procede de manera analoga si los operadores actiian sobre més particulas. En nuestro
trabajo solo seran necesarios estos dos primeros casos.

2.10. Segunda cuantizacién: caso general

La segunda cuantizacion es una formulacién de la mecénica cuéntica muy tutil para la
descripcion de sistemas de muchas particulas, “many-body”. En esta aproximacion se uti-
lizan operadores creacion y destruccion para describir estados ocupacionales en lugar de
trabajar con funciones de onda de muchas particulas. Esta técnica es esencial para abor-
dar sistemas de particulas interactuantes como electrones en sélidos. Para mas detalles,
consultar 9], paginas 221-230 o |2], paginas 9-16.

2.10.1. El Espacio de Fock

El espacio de Fock es una extension del espacio de Hilbert en el que estan definidas las
funciones de onda utilizado para describir sistemas con un niimero variable de particulas.
En él los estados se representan como superposiciones de estados con diferentes niimeros
de particulas.

El espacio de Fock F, se construye como una suma directa de espacios de Hilbert de N
particulas, Hy:

F =M, (2.28)
N=0

donde H, es el espacio de vacio (0 particulas), H; es el espacio de una particula, Hso es el
espacio de dos particulas, y asi sucesivamente.

Los estados que se van a considerar para los distintos nimeros de particulas se construyen
a partir de los estados individuales de cada una de ellas de la forma (2.9). Para distinguirlos
de los individuales, a éstos los llamaremos “estados totales”.
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El estado vacio |0) es el estado sin particulas, el tnico de Hy. Un estado con una particula
en el estado 7 de H; es:

|13)

0, si se considera un sistema con [ estados,

101,00, ..., 1i,...,0)

Los estados de Hy con N particulas repartidas en m estados i1,1s,...,%, se escriben
como

‘nil7ni27"'7nim>'
con n;, +...+mn;, = N.

O, de nuevo si se considera un sistema de [ estados

|017 s 7Oi1—17 U7 Oi1+17 s aoim—la Ny s Oim—i—la s 70l> .

Los estados totales de un sistema con [ estados individuales se expresaran de forma gené-
rica como
mana. . )

con ny,...,n; tomando valores > 0.

Por simplicidad, si en un sistema solo se indica que en ciertos estados hay un ntmero
de particulas distinto de 0, entonces el resto de ellos lo estdan. No es necesario que esté
indicado en todos. Por ejemplo, en un sistema con 3 estados

11,02,03) = [11) = [11,02) , (2.29)

no harfa falta indicar que ng = 0 en la tltima expresion.

En el caso de las particulas sean bosones puede haber un niimero indefinido de particulas
en cada estado.

En el caso de que sean fermiones por el principio de exclusion de Pauli en cada estado
solo puede haber una o ninguna particula.

2.10.2. Operadores creaciéon y destrucciéon

En la segunda cuantizacion se utilizan los operadores creacion (¢1) y destruccion (&) que
actiian sobre el espacio de Fock y crean o destruyen una particula en el estado ¢ o j
respectivamente. Estos operadores obedecen reglas de conmutacion o anticommutacion
dependiendo de si estamos tratando con bosones o fermiones.

Se utilizaré que [A, B] = AB — BA es el conmutador y {4, B} = AB+ BA es el anticon-
mutador.

Para bosones, que son particulas con espin entero, los operadores creacion y destruccion
son analogos a los del oscilador armoénico cuéntico. Estos cumplen:

14



éI|n1,n2,...,ni,...,nl) =vn;+1|n,ne,....,n;+1,....m),

Cilniynay oo gy o ) = /gy ney oo — 1o ng)

Se cumple que

donde § denota la delta de Kronecker.

Para fermiones, que son particulas con espin semi-entero, los operadores creacion y des-
truccion se definen como

eng,ng,y g, omg) = (=071 = n) g, ng, . 1+, (2:30)

Gilni, oy mg, ) = (—l)g(i)ni Ini,noy ..., L —mny, .., ny).

donde o(7) es el signo de una permutacion entre los indices que dependera de la definicion
de los estados en funcion de los operadores creacion. En la seccion (3) explicaremos cuél
es nuestra eleccion y la justificaremos.

La similitud con los de los bosones esta en que, como n; = 0,1, (1 —n;) = dp,0v/ni + 1y
n; = On; 14/M; se podrian definir de la misma forma, pero teniendo que asegurarse de que
el estado esté vacio o lleno segtin corresponde.

En ambos casos se verifica que

{ei.¢;3 =1l ely=o0. (2.32)

2.10.3. Operador nimero

Tanto para bosones como para fermiones el operador niimero se define como

hy=éle (2.33)
Aplicado a cualquier estado da el niimero de particulas que hay en la posiciéon i:

T My, My e My Ty = My [Ny, Ny e My e 1Y)

2.10.4. Operadores en la segunda cuantizacién

Los operadores pueden ser expresados en términos de los operadores creacion y destruccion
definidos anteriormente. La expresion es similar a la de la primera cuantizaciéon como se
vera a cotinuacion. Sean élT ;¥ G,; los operadores creacion y destruccion del estado ¢ en
la posicion r;.

Si T} es como antes (2.24) entonces

15



_E AT 4
Tj - Tlhbcll,jclz,j?

l1,l2

con Tj, 4, igual al de (2.25).

Y si Uj; es como antes (2.26)

_E AT af oA A
Uij - Ul1l27lsl4Cll,iclg,jcl&%clmj7

lils
l3ly

con Uy, 141, igual al de (2.27).

16

(2.34)

(2.35)



3. Resolucion del Hamiltoniano

Ya hemos introducido las nociones necesarias para poder conocer el problema que tra-
taremos de solucionar. El objetivo principal es resolver el Hamiltoniano dependiente del
tiempo obtenido en (2.20). Es conocida una solucion exacta mediante el ansatz de Bethe,
una técnica que permite calcular funciones de onda de sistemas cuanticos de varias par-
ticulas (ver por ejemplo [1], capitulo 3). No obstante, esta técnica puede resultar muy
costosa para sistemas de muchas particulas. Se planteara la solucion de este Hamiltoniano
a través de su diagonalizacion en cada instante de tiempo ¢, obteniendo los autoestados
y autovalores para posteriormente analizar sus variaciones.

Se seguira el caso tratado en [13]. El sistema tendra las siguientes propiedades.

= Como ya se menciond anteriormente, los electrones estaran en el orbital s. En cada
una de los puntos de la red unidimensional los electrones solo podran tener dos
estados: espin up T o down | en la direcciéon del eje z. En cada punto de red habra
a lo sumo 2 electrones.

= En la red unidimensional habré un niimero par L de puntos de red, pudiendo haber
como maximo 2L electrones. En nuestro caso particular habra N = L electrones
repartidos entre los puntos de red.

» La mitad de los electrones tendré espin up y la otra mitad espin down. De esta
forma S, = 0 y el término correspondiente desaparece del Hamiltoniano.

= Se consideraran condiciones de contorno periddicas.

Se construiréd el espacio de Fock de los fermiones a partir de los operadores creacion y
destruccion de (2.30) que ahora seran estudiados en profundidad siguiendo [3] y [1].

3.1. Espacios de Hilbert de 0,1 y 2 fermiones

Para verlo desde un punto de vista mas general, el subindice o sera igual a i,a con ¢ el
punto de la red y a el espin. O cualquier otro conjunto de subindices en otro caso. S es
el conjunto que engloba a todos los a posibles, a las posibles posiciones de las fermiones
-posiciéon como conjunto de subindices, como por ejemplo posiciéon en la red y espin-.

Cuando no hay fermiones el tnico estado posible es el trivial, el vacio:

Ho = {estados con 0 fermiones} = |vac) = {|n, =0) ¥V a} =10).

Cuando hay un fermion:

H1 = { estados con un unico estado n, = 1 y los demas n = 0} =

={|na =1, otros n = 0) = &' [0) }aes-

Es sencillo definir y ordenar una base de estados. Por ejemplo, si a puede tomar s valores
diferentes en S, si se ordenan estos valores desde 1 hasta s, entonces los s estados |i), con
1=1,...,5 son
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1), =|m=1)=¢1[0) =11,0,0...,0),
‘2>1: |n2:1> 262’0> = ’07150-"a0>a

5), = [ns = 1) =& |0) = [0,0,...,0,1).

En el caso en que o = (7,a), una opciéon es ordenarlos segun las posiciones i, y a igual
posicion el de espin up precede al de espin down. Si hay L posiciones, los 2L estados

seran ;
|1>1 = |TL17T = 1> = CI,T |0> = |1a07' s 70>7

’2>1 = |n1,¢ = ]‘> = éJ{,i |0> = |07 1707 tt 70> )
13), = [nay = 1) = &, [0) =10,0,0,1,0...,0),

2L — 1), = |nary = 1) = el . |0) =10,0,...,0,1,0),
2L), = |naz,, = 1) = ¢, [0) =10,0,...,0,0,1).

Para un sistema de dos fermiones:

Hy = { estados con dos estados n, =1, ng =1y los demas n =0} =

= {|na = 1, ng = 1 > otros n = 0> = éLéTﬁ |0>}a,565, a#p-

Es importante darse cuenta de que por las propiedades de antisimetria de los operadores
creacion y destruccion (2.31)
chel |0y = —elel, |0y .

Todos los estados podran ser expresados de estas dos maneras, que son analogas. Pero
para definir una base es necesario establecer un orden. Por ejemplo, si de nuevo o toma
s valores ordenados, entonces los elementos de la base seran {ELEE 0), a > B}. Para
ordenarlos, dados dos estados, va antes el que tenga menor 5. Y a igual 3, el de menor
.

Ahora habra (;) = q estados en la base.

1), = |1 =1,y = 1) = &hel |0) = |1,1,...,0),
|2>2: ‘nl :1,7L3:1> 26361‘(» = ’1707170"'70>7
13), = |na = 1,n3 = 1) = éléch [0) = [0,1,1,0...,0),
lg— 1), = |neo = 1,n, = 1) = ¢élel 410y =10,0...,0,1,0,1),
9), = [ne1 = 1,n, = 1) = ¢éfel 10y =10,0...,0,1,1).

En el caso en que oo = (i, a) como antes, se puede combinar esta ordenacion con la descrita
para H;. Los elementos de la base seran {&] &, |0), i > 6i=1iya>d}. a>d
quiere decir que a =} y o' =1.

Para dos estados diferentes & ¢, |0) va primero el de mayor i. A igual i, el de mayor a.

.07 a

. iy . v
Si también es igual, se compara (7', a’).
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3.2. Espacios de Hilbert de N fermiones

Habiendo analizado los espacios de Hilbert de 0,1 y 2 particulas, podemos extender los
resultados a un espacio de Hilbert con un nimero arbitrario de fermiones N.

Hy = { estados con N estados n,, = 1,...,n4, = 1y los deméas n =0} =

={|[na, =1,...,nay =1, otros n=0)}.

Los estados de la base seran
el el |0), ar,..,an €S, an > ano1 > .oa) = )

donde o = (ay, ..., ay). El espacio -y la base- es de dimension (]f,)

El orden de dos estados a vendra dado por que el que tenga menor ay. En caso de
igualdad el de menor ay_1, y asi sucesivamente.

Cuando hay N fermiones con dos espines posibles, a = (i,a) siendo i = (iy,...,iy) €l
conjunto de las posiciones de los N fermiones en la red y a = (ay,...,ay) el conjunto
de los espines de los N fermiones. Si hay L posiciones en la red, hay 2L combinaciones
posibles (i,a). La dimension del espacio es (2]5) Para dos estados (i,a) va primero el de
menor 7y. Si es igual, el de menor ay; si la igualdad persiste, el de menor 75_; y asi hasta

el final. Los estados asi descritos |(i,a)) son también los estados de Wannier totales.

3.3. Espacio de Fock del sistema

Para que los operadores creacion y destruccion estén definidos para cualquier estado hay
que considerar el espacio de Fock (2.28), que es la suma directa de todos los espacios de

Hilbert: .
F=EHN
N=0

Con los operadores creacion se pueden transformar estados de H a estados Hy 1, y con
los destruccion al revés. Los operadores destruccion de un electréon actuando sobre estados
con dicha posicién y espin vacios es nula, esto es, da un 0, no el estado vacio. Ocurre lo
mismo con los construccion sobre los estados con esa posiciéon y espin ocupados.

La ordenacion de los estados en el espacio de Fock se hace en orden ascendente de los
espacios de Hilbert. Y dentro de cada espacio de Hilbert, segiin se ha indicado en el
apartado (3,2).

Estudiemos la expresion de los operadores creacion y destruccion en el espacio de Fock.
Sea o = (v, ...,ay) un estado en un espacio con N fermiones con s posiciones posibles
para los fermiones -de nuevo como conjunto de subindices-. Entonces

conn;, =ny =1vi=1,..., N yn para el resto.
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Luego

éi ’Oé> = él \nl (7 .ns) = éiéLN c.e éLlJrléLléLl—l . éLl ‘O) =
40 siaqq#iVIi=1,...,N=n; =0,
(—1N=+bef éi’élvtlél‘lfl ..eh 10) sidlconay=i=mn;=1.

En el segundo caso se ha utilizado que

Giehy el ehel el oy = (=Nl el ael el el o) =
= (—nNDel el (L=l e)el, el 10) =
_ N—(1+1) ot bt ot
= (-1) Cooy -+ Clyr Gy -+ Ciy |0) .

La tltima igualdad se cumple porque ¢}, .éLl |0) =0 ya que i # aq,...qp_ 1.

1

Para simplificar esta expresion, notemos que

(=)= — { suma de los unos que hay después de n; y hasta n,} = (—1)%r=m1"r,

Por otra parte

éLN .. .éLl+1éL171 . éLl ‘O) = |n1 . ..ni,l,O,niH .. .n5> = |n1 .. .ni,l,O,niH . ..n5> =

=Ny |7L1 .. .ni_l(l — TLi)TLH_l .. .TLS> si n; = 1.

Por tanto
éi ‘nl N (73 n8> == (—1)2::i+1 nTTLZ’ |77,1 cen ni_l(l - ni)niﬂ cen ns> y (31)

expresion valida evidentemente para n; = 1 como se acaba de ver y también para n; = 0
pues n; aparece multiplicando.

Razonando similarmente para el operador construccion

é;f |TL1 LNy TLS> = (—1)Zi:i+1 nr<1 — TLZ) |7"L1 R ni_l(l + ni)niﬂ . TLS> . (32)

Hemos llegado evidentemente a las expresiones (2.30). Con esta eleccion de la definicion
y ordenacion de los estados o(i) = (—1)%r=i+1",

3.4. Espacio de Fock finito

Trabajar en este espacio no parece viable. Por este motivo se define el espacio de Fock de
dimensién M

M
HY = P Hu. (3.3)
N=0

En él, los operadores destruccion estan definidos para todos los estados. Sin embargo , los
operadores creacion ahora no lo estan para H,;. Se puede entender su acciéon sobre ellos
como nula.
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La dimensién del espacio de Fock de dimension M HM es

M
M __ oM
> (x)-2
N=0

3.5. Restriccion a un solo espacio de Hilbert

Restringirse a un solo espacio de Hilbert, a un sistema con un nimero fijo de fermiones,
reduciria ain més la dificultad del problema. Pero en él carece de sentido describir la accion
de los operadores creaciéon y destruccion sobre los estados de la base por separado. Sin
embargo si es posible describir el comportamiento de cualquier composiciéon de operadores
creacion y destruccion, siempre y cuando haya el mismo ntimero de ambos.

Por las propiedades de antisimetria (2.31) cualquier composicién de un mismo nimero de
operadores creacion y destruccion puede expresarse como composicion de parejas

hag = €.

Si v # [ a estos operadores se les llama operadores de hopping de a a (3, pues “quitan”
un electréon de a y lo “ponen” en . Si son iguales, son los operadores niumero (2.33). Para
estudiar las propiedades de un sistema como éste solo es necesario calcular la accion de
los operadores de hopping y ntimero sobre cualquier estado.

Sea de nuevo @ = (g, ..., an) un estado en un espacio con N fermiones con s posiciones
Y )
posibles para los fermiones. Entonces

la) = |ny...ng)

conn;, =ny =1vi=1,..., N yn para el resto.

Luego a partir de (3.1) y (2.9), los operadores de hopping sobre un estado cualquiera «
estan dados por:

Sii< g
hij o) = hij|ny - ng--nj - ng) Zé}éﬂm---m---nj---ns) —
= é;r.(—l)Z::iH"Tni ny...(1—mn;)...n;...ng) =
= (—1)Zi:j+1”T(—l)zi:iﬂnrni(l —n;)ng...(1=n;)...(14+n;)...ns) =
= (—1)Zi=i+1nrni(1 —nj)|n...(T—n;)...(L4+n;)...n,).
En la ultima igualdad se ha usado que

J

(_1)275«:#1’“ — (_1)23;:#1"7“"'2::#1 o — (—1)Zi:i+1 "r(_l)Zisz nr — (—1) r=i+1 7

Il
>
[
—_— S
|
—_
~—
N/
S o
I
+ .
= .
3 .
3 .
S
S8
S
—
S
<
—~
—_
|
S
<
~—

Sng) =
Zi:j"'l nrier(lini)(—l)Zi:i‘*‘l ”Tnz(l — nj) \nl ... (1 + le) R (1 — ?”LZ) R ns> =
Ei:jﬂ"rﬂni(l —ng)|ni...(T4+n;)...(L—n;)...ng).

—~
|
—_
~—  —
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En la ultima igualdad se ha razonado igual que cuando ¢ < j y se ha utilizado que
(1) = 1.

Los operadores ntimero
A la) =i |ng - ng--ong) = élé ng -y my)
= (=) Xr=nn g (L—ny) .. on,) =
= (—1)Xr=in (D)= (1= (1 =) [ng ... (1= (1= ny))...ng) =

:ni|n1...ni.--ns>>

pues n? = n; si n; = 0,1. Como era de esperar se recupera (2.33).

Finalmente se tienen los operadores de hopping, para ¢ < j y ¢ > j respectivamente:

lA1U|n1nznjnS> :(—1)0‘”721(1—71]) |n1(1—nz)(1+nj)ns>,

) (3.4)
hij |7”L1n]77/l77,3> = (—1)“”’“1@(1 —TL]') ]nl(l—l—nj)(l —7’LJ7’L5>
con a; =y, Ny
r=j+1
Y el operador niimero
nilny...ng...ng) =ni|ng...n;...ng). (3.5)

3.6. Restriccion al Hamiltoniano

Ya tenemos todas las expresiones requeridas para estudiar el Hamiltoniano (2.20) con las
condiciones impuestas en la seccion (3): L puntos de red a los que llamaremos cajas, dos
estados posibles de los electrones en cada caja, espin up o down en la direccion del eje z y
N = L electrones repartidos en las L cajas, con % electrones de cada espin. Su expresion
es

j=L Jj=L
H(t)=~to ) <eﬂﬁ(t)h(j+1,a),(j,a) +et? (t)h(j,am(jﬂ,a)) +U Y fphy. (3.6)
j=la=ti j=1

Para calcular la dimension del espacio, observemos que tenemos que considerar las com-

binaciones posibles de poner % electrones de cada espin en las L cajas. Esto es, habra

2
L2 . ., |
( N ) . Como N = L, entonces la dimensién es (#) .
N L
Como observacion, gracias al desarrolllo explicito realizado de todos los operadores seria
posible extender el Hamiltoniano para un sistema con un distinto ntimero de electrones
de cada espin como el de (2.20), o al de un sistema en el que el niimero de electrones no
sea necesariamente contante (2.10).
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4.

Implementacién en Python

Diagonalizaremos el Hamiltoniano (3.6) para sistemas con distintos numeros de cajas.
Para ello vamos a Utilizar dos procedimientos.

» Método 1. Se consideran todos los estados ordenados segun el apartado (3,2).

El sistema de L cajas con N electrones y dos posibles espines en cada caja es
equivalente a un sistema de 2L cajas ocupadas por N electrones, sin distinciéon de
espin. la primera caja se corresponde con el electron (1,7), la segunda con el (1, )
y asi sucesivamente. Identificando a =1= 0 y @ =]= 1, se puede establecer una
relacion biunivoca asignando a cada par (j, a) la caja 2(j — 1) + a. La dimension es

de ( L )2 =: d%. El Hamiltoniano ahora es
2

s=2L s=L
~ t) _ —to Z (6_i6(t)hs+2,s + €+Zﬂ(t)ils7s+2> + UZﬁQS—IﬁQS' (41)
s=1

Método 2. Se consideran dos espacios distintos, el de los formados por electrones con
espin up y down, E* y E~. Cada uno de ellos ordenados segin (3,2). Los estados
totales se pueden expresar como un producto tensorial de los de estos espacios que
mas adelante se definiré.

Cada espacio es un sistema de L cajas ocupadas por % electrones de dimension
L . . y
( N) =: d. En cada uno de ellos se puede calcular de manera independiente, la accién

2
de la contribucién de hopping del Hamiltoniano, que denotaremos por Hhopping =

Hho;n

Mh

Hyop(t) (7 Dhas + e Oh01) (4.2)

7j=1
donde se ha omitido el espin. Una vez conocidos los elementos de matriz de estos
Hamiltonianos, que seran iguales, se puede calcular facilmente la parte de hopping
del Hamiltoniano total Hpopping-

La parte de interacciéon coulombiana sera la composiciéon de dos operadores, n;y y
nj, que actian sobre espacios distintos. Estudiando la accion de cada uno de ellos

en el espacio correspondiente, esto es, calculando las matrices de Hmtemmon = H;;

Hipy = an, (4.3)

se obtendra la matriz del término de interaccién del Hamiltoniano total.

Como observacion general para los dos métodos, notemos que

éhe; = (éjéj)T — = (izﬁ)T. (4.4)

Luego

A i a N\ T
PO, = (ezmt) hj) ’

y el Hamiltoniano de hopping es hermitico como era esperable.
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2L L .
Por tanto solamente habra que calcular la suma ) hssi0 0 D hj i1 respectivamente.
s=1 j=1

Luego multiplicar por ¢”®) y finalmente tomar el complejo-conjugado. O trasponer, y
multiplicar a la primera suma por e’®) y a la traspuesta por e **® y después sumar-
las.

4.1. Meétodo 1: considerando todos los estados

Este método es més simple a nivel computacional. No obstante, estd peor optimiza-
do.

4.1.1. Definicion de los estados

. 2 . .
En primer lugar se crean y ordenan los d? = ( & ) que hay en el sistema de L cajas con dos
2

espines posibles en cada una, con N = L electrones con cada espin. Los electrones tienen
2L posiciones posibles. Para ello, se consideran los 22/ primeros niimeros y se convierten
a binario de forma que cada uno determina una combinacién tnica de Os y 1s, es decir,
un estado. Para cada uno de ellos se hace la suma de los valores de las posiciones pares e
impares. Si estas sumas coinciden y son iguales a N, dicho estado cumple las condiciones
deseadas. La combinacion de 0s y 1s se invierte para ser consistentes con nuestra notaciéon
y se anade a la lista de estados de nuestro espacio de Hilbert.

4.1.2. Calculo del Hamiltoniano de hopping

. . 2L 3
Como ya se explicé previamente, basta con calcular la suma » ., h s10. Hay que tener en
cuenta las condiciones de periodicidad, que dicen que cy; | = ¢} y que ¢y; o = Cy.

Se calcula la accién de cada uno de los operadores de hopping iAzS’SJrQ con la expresion
(3.4). Para ello se van recorriendo todos los estados k y se comprueba que la posicion s
esté ocupada y la s + 2 vacia. En dicho caso, se comprueba qué posicion ¢ en la base de
ordenada ocupa el estado resultante. El elemento [q, k] de la matriz asociada al operador
de hopping sera 4 segin si el sumatorio correspondiente es par o impar. En concreto,
si s # 2L — 1,2L el sumatorio sera igual a ngi 1 + ngio = Ny pues ngio es 0 en el
estado ¢q. Si s = 2L — 1, serd igual a N — ny + 1 entonces el elemento de matriz sera
(—1)N-metl = —(—1)" pues N es par. Y si s = 2L, quedarfa un (—1)™,

Se realiza la suma de las matrices asociadas a todos los }Al573+2 (=: ﬁl) y se traspone (:=
Hs), se multiplican por et y ¢~ respectivamente y se suman. Se obtiene finalmente
la matriz del Hamiltoniano de hopping como

Hyop(1) = —to (e@'ﬁ@ﬁl + e’w(t)H}) . (4.5)

4.1.3. Calculo del Hamiltoniano de interacciéon

Esta parte es relativamente sencilla. Para cada par no,_1n9s se recorren todos los estados
k. Si este estado tiene dos 1s en las posiciones 2s y 2s + 1, entonces el elemento [k, k] de
la matriz asociada a ngsnosi1 serd 1. Haciendo la suma de todos los pares y multiplicando
por U se obtiene el Hamiltoniano de interaccion.
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4.2. Meétodo 2: desdoblando el espacio y acoplandolo

Este método es mas complejo y extenso a nivel computacional. Sin embargo, permite
enfocar el problema desde otro punto de vista y presenta ciertas ventajas en cuanto a la
optimizacién en los calculos y al tiempo de ejecucion. Esto se debe a que es menos costoso
definir matrices de dimensién d-d y después acoplarlas, que definir directamente matrices
de dimensién d? - d?.

4.2.1. Definicién de los estados en cada espacio

.. L . _
De una manera similar se crean y ordenan los d = ( N) estados en los espacios E* y F

2
que llamaremos subestados. Se procede igual cambiando ahora 2L por L pues solo hay un

espin posible en cada espacio. Los subestados considerados ahora son los que tienen un

total de % electrones, es decir, la suma de todas las posiciones debe ser %

4.2.2. Definicion de los estados del espacio producto

Se define el espacio producto como
E:=E QE". (4.6)
Dados un subestado }ai_ YEEy ‘a;’> € ET se define el estado del espacio total
i) = oy ) @ |of) . (4.7)

. (L\2 . .
En total habré ( ~ ) estados evidentemente. Para ordenarlos, se puede asignar a cada par
2

(,7) la posicion (i — 1) - d + j. Esta correspondencia es biunivoca. De esta forma, los
estados «; ; estan ordenados en orden ascendente de 7 y a igual a ¢, en orden ascendente
de 7.

Los subestados estan representados por una combinacién de L nimeros, Os y 1s, que
representan si hay un electron o no con dicho espin en cada caja. Para representar los

estados del espacio producto, hemos elegido que estos sean también una combinaciéon de
L ntimeros que pueden tomar los valores 0, 1,2 y 3 de tal manera que:

» () significa que no hay ningin electrén en la caja.

= 1 significa que hay un electrén con espin up.

= 2 significa que hay un electréon con espin down.

= 3 significa que hay dos electrones, uno de cada espin.

Luego
‘a;>: |n2_1nz_an_L>, |aj>: }njlnjkn;“L>

— |op- + - + - +
i) = |2n;3 + 0l 20, + nl, .20+ 0l

y

Esta definicion de los estados producto es analoga a la utilizada anteriormente dada en
la seccion (3) de los estados totales. Pero el criterio seguido para la ordenacién no es
la misma. Ademés puede ocurrir que un estado producto sea equivalente a — un estado
total. Esto se debe a que al escoger una ordenacion se supone un orden que los operadores
construccion deben seguir en la representacion de los estados a través de ellos. Si se hace
una permutacion de estos operadores, se obtiene £ el mismo estado. En la base producto
se define este orden dentro de cada espacio E~ y Et y después se acopla. Para un estado
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producto, solo se pueden permutar operadores construccion en cada espacio por separado.
La forma de permutar es evidentemente distinta a la de la base total. Por tanto puede
suceder que los estados no sean exactamente iguales.

No obstante, notemos que los estados se pueden relacionar mediante un cambio de base
dado por una matriz A unitaria cuyos elementos son todos 0 salvo un tnico 1 6 —1 en
cada fila y columna. Por ende se obtendrén resultados completamente idénticos salvo
algin signo.

4.2.3. Accidén de operadores en cada espacio

En cada espacio los operadores se pueden representar como matrices de dimension d x
d.

Se tiene el operador de hopping fLMH siguiendo (3.4) teniendo en cuenta las condiciones
de periodicidad, CTL = ci. Se procede igual que en el primer método, recorriendo los
subestados k y viendo qué subestado ¢ se obtiene. El elemento [g, k] de la matriz asociada
al operador fALMH serd + si el sumatorio es par o impar. Para j # L, el sumatorio seré

igual a nj;1 = 0 por tanto, siempre aparecera un +1 en la matriz. Para j = L, el sumatorio

sera % —m+1= % + 1 pues n; = 0 y aparecera un (—1)%“.

Calcular la accion de los operadores ntimero n; en cada espacio es simple. Hay que recorrer
todos los subestados ¢ y el elemento [g, ¢ de j sera el valor de n; de g. Como los tnicos
términos no nulos posibles estdn en la diagonal, se puede guardar estas matrices como
diagonales formadas por Os y 1s.

Por ultimo se tiene la aplicacion identidad I , cuyos elementos de matriz son 1s en toda
la diagonal y 0 el resto.

4.2.4. Accion de operadores en el espacio producto

Para verlo de manera general, consideremos dos endomorfismos f, g sobre dos espacios

cualesquiera Fq, Fs:
f : El — El,

gIE2—>E2

y sea
(f,9): By ® By — By ® Ey

con (f,g)(e®e) = f(e) ® g(¢) para e € Ey, € € Es.
Si dim(E1) = my y dim(Ey) = my, sean {e;};") base de Ey y {€}}72 de Ey.

{e; ® eg}zan]l:]l:mz es base de F; ® F,. Sea ahora un vector ¢ € F; de coordenadas a;

un vector ¢ € FEy de coordenadas b;. Entonces, utilizando el convenio de suma de
' )

Einstein:
fle) = fuaie
g9(e') = grjbje;
(f,9) (e®¢€) = fugrjabje @ e€),.

Luego para un vector de la base ¢; ® e;-,

(f,9) (i ®€)) = fugrier = (f, 9)umy.6.er @ €, (4.8)

con (f, g)ar),G,j) = fiugr; €l elemento de matriz correspondiente del operador (f,g), pues
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aplicado al vector de la base e; @ €/, = (i, j) se obtiene el ¢; ® e) = (I, k).

Matematicamente hablando, si E es el espacio dual para ¢ = 1,2, como f, g son endo-
morfismos sobre espacios de dimension finita, f € End(E;) = Ey ® Ef y g € End(E,) =
E> ® E5. Ambos endomorfismos son también tensores de tipo (1,1). Por tanto (f,g) es
otro tensor

Queda claro entonces, que si la expresion de f en coordenadas es f;; y la de g es gy;, la

de (f,9) es (f, 9)ikij = f1ign;j-

Apliquemos esto a los operadores de nuestro espacio producto F = E~ ® E1 que se les
denotara de la misma manera pero con un © o un ~ segin en qué espacio actuen.

Sea un estado |ay;) = |0y ) ® |oz;-r> €E.

Estudiemos en primer lugar como acttian los operadores de hopping. Estos estan definidos
de manera independiente en cada espacio. Extendiéndolo al espacio producto,
hicalag) = by (o) @ a7) = |a77) @ hug[af) =

) (a0 ) = (i) o).

o (
h

Y

Por ultimo faltaria calcular la acciéon de ﬁ:ﬁ;:

iy, lovs) = (e, ) Jovs) - (4.9)

Como hemos visto, calculando los elementos de matriz de los operadores de hopping y ni-
mero en cada espacio, se pueden calcular los de los operadores del espacio producto.

d

Los elementos de matriz de la aplicacién identidad I estan dados por (i;b) . Los de
a,b=1
d

un operador de hopping cualquiera h por (%b) . Y los de un operador niimero n por
a,b=1

. \d
(nab)a,bzl’
Entonces . PO
+
h’abcd - Iachbch
h(;bcd = hac[bda (410)
(ﬁ*'ff = NacNpd-

La funcién “einsum” del paquete NumPy ha sido clave para poder hallar con sencillez
estos elementos de matriz. Esta significa convencion de la suma de Einstein. Es una
herramienta que permite realizar operaciones tensoriales. Dandole como parametros varios
tensores e indicando con indices sus expresiones en coordenadas, es posible agruparlos para

) abed
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definir otros tensores. Por ejemplo en nuestro caso, pasandole las matrices asociadas a un
operador de hopping A = hij y la identidad I = Ident con

einsum('ij, kl— > ikjl', hij, Ident)

se obtiene la expresion en coordenadas de h™.

4.2.5. Calculo de los términos del Hamiltoniano

Para hallar el término de interaccion solo hay que hallar la matriz diagonal correspondiente
a cada operador 7, con ello calcular n™n~ y después sumarlas todas. De esta forma se
obtiene Hyioq = Hy.

Para la parte de hopping, solamente hay que calcular las matrices de los operadores iL;_] 41

Esto es porque para cualquier A, si sus elementos de matriz son A’ entonces:
1,57 (4,7),abed

) ),
H&,j),abcd = ﬁ(ivj),acfbd = ilz;j),badcv
iLE;,i),abcd = jach(jyi),bd = jacil(i,j),db = iLE’;,j),adcb’ (4.11)
iL(j,i),abcd = Itb(j,i)ﬁacfbd = ﬁ(iﬂj),cafbd = ﬁ&,j),cbad = ]tbaj),bcda'

donde se ha utilizado (4.10) y (4.4). Por todo ello, el resto de operadores de hopping se

pueden obtener mediante la trasposicion de los hjj 41+ Primero se sumaran para calcular

ﬁf . Se traspondrén los dos primeros indices y los dos ultimos para hallar la suma de

los {1;] 41, Hy . Luego se trasponen el segundo y cuarto indice para obtener la suma de

+
los hjyy 5o

suma de hj; ;,

ﬁ; . Por altimo, permutando los indices un puesto hacia la derecha se tiene la

ﬁ; . Finalmente
Hpop = [eiﬁ(t) (Iill+ + f[;) + e <H2+ + H;)] (4.12)

4.2.6. Reagrupamiento

Tenemos una expresion del Hamiltoniano en forma de una matriz de dimensiéon dxd xd x d.
Pero para poder diagonalizarla necesitariamos reagruparla en una matriz de dimension
d?® x d?. Esto se puede hacer manualmente asociando a cada elemento Hipji = Hiji el

elemento Fl(i—l)~d+k7(j—1)~d+l por lo que vimos en el apartado (4,2,2). H es el Hamiltoniano
tras haber reagrupado los términos.

Esto se puede hacer directamente con la funcién “reshape”. Funciona de manera similar
a la que hemos mencionado nosotros. En particular para una matriz de 4 dimensiones
dy X dy x d3 X dy, asigna a cada (i, k, j,1) un indice ind = dadzdy(i — 1) + dzds(k — 1) +
d4(j — 1) + [. Para transformarla en otra matriz de 2 dimensiones d; - ds X d3 - d4, cada

indice se corresponde con un par (a,b) con a = U:CZJ y b=1ind (méd dsdy). En nuestro

caso d; = dy = d3 = dy, y la matriz serfa la misma que la explicada arriba.

También se podria hacer el “reshape” inverso para poder recuperar el Hamiltoniano en 4
dimensiones.

De nuevo como observacion, con ligeras modificaciones en el programa se podrian calcular
las matrices asociadas a Hamiltonianos mas genéricos como (2.20) 6 (2.10).
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5. Resultados y analisis

Ya podemos calcular el Hamiltoniano dependiente del tiempo (3.6):

j=L j=L
A=ty Y. (¢ Dhgapia + P Ohgina i) +U Y gy, (5.1)
j=La=tl j=1

con ((t) = eagA(t) y ag la constante de red.

Como observacion, debido a las unidades utilizadas y para que la fase sea adimensional,
es necesario introducir una 7 de manera que 3(t) = %~ A(t). Los estados estan ordenados
segun 3,2.

Se utilizaran los valores de las constantes de [13] del SroCuOs5 para tratar de obtener
resultados similares.

La constante de red es ag = 44 (ver [12]).

El parametro de interaccion de hopping to = 0,52eV. El pulso electromagnético se aplica
desde t =0,
A(t) = Ao f(t) sin (wit), (5.2)

y tiene una duraciéon de 10 ciclos 6pticos con
» wy, =329THz = longitud de onda de 9,11um (ver [6]).
» f(t) = sin? (“2’—515) es una envolvente que modula la amplitud.
» La amplitud maxima viene dada por Fy = wAg = 10MV/em.

Més adelante en los resultados comentaremos algunos leves cambios realizados sobre el
pulso para poder estudiarlo con nuestros programas.

Solamente se necesitan 4 parametros:
= El ntimero de cajas L.
» El parametro de interacciéon coulombiana U.
= El tiempo ¢.

En cuanto al nimero de cajas L consideradas, idealmente lo mejor seria utilizar el ma-
yor numero posible, sin embargo, hay ciertas limitaciones computacionales. Para L =
2,4,6,8,10,12 hay 22 = 4,6 = 36, 20% = 400, 70 = 4900, 2522 = 63504, 924% = 853776
estados en la base respectivamente aumentanto rapidamente la complejidad del problema.
Por este motivo, solo se estudiaré el problema con 2, 4 y 6 cajas mediante los dos métodos
descritos.

El objetivo es analizar el efecto del parametro de interaccion coulombiana U. Para ello se
variaré el valor de U en funcién del de ¢y, se estudiara también la evolucion adiabatica del
sistema a lo largo del tiempo debida a los cambios de fase y nos restringiremos al estado
fundamental del sistema al que denotaremos por ;.

El parametro de U cuantifica la repulsién coulombiana existente entre electrones que se
encuentran en una misma caja. Cuando es nulo o muy bajo, entonces los electrones pueden
moverse libremente por las cajas. Los electrones tenderéan a estar en cajas tales que los
electrones de cajas adyacentes tengan espines opuestos. De esta forma se minimiza la
energia debido al término de hopping.
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A medida que incrementa U, debido al aumento de la repulsion entre electrones de una
misma caja deberia haber menos cajas llenas -y en consecuencia menos vacias- para mini-
mizar la energia. Y los electrones solos adyacentes tenderan a tener espines antiparalelos.
En el caso limite en que U > ty, el Hamiltoniano solo tendra parte diagonal y los ele-
mentos de esta seran 0,U, 2U, ..., NU (si hay N electrones). Entonces el GAP tendera a
U y el material tendera a ser aislante. Esto es, a medida que aumenta U deberia abrirse
un GAP proporcional a U. Esto es lo que se conoce como aislantes de Mott, que por el
modelo de bandas convencional deberian ser conductores, pero debido a la fuerte repulsion
coulombiana no lo son.

Con la intencién de cuantificar la relacion entre los espines de cajas adyacentes y el
ntmero de cajas llenas, introducimos las dos siguientes definiciones analogas a las de [13].
(,) denota (s, |14s) -aunque podria ser un estado cualquiera-.

= Funcién de correlacion de espin de vecinos proximos 7):
1 /X
j=1
= Numero medio de cajas llenas Dy -o nimero de pares doublon-hole por su nombre
en inglés-:
A
Dh - Z <Z TALJ'TTAL]¢> . (54)
j=1

S, es el operador de espin de la caja j. Para nuestro sistema como los electrones solo
tienen espin en la direccion z -la del campo magnético- entonces

Sj =57 = Njr — Ny (5.5)

J
omitiendo constantes.

Tanto la correlacion de espin como el niimero de pares doublon-hole estan “normalizados”,
en el sentido de que pueden tomar valores entre 0 y 1 (en valor absoluto).

5.1. Operadores de correlacién de espin y niimero de pares doublon-
hole

Definamos el operador de correlacion de espin de vecinos proximos que llamaremos sim-
plemente correlacion de espin. Hay que empezar por el operador de espin S7 sobre los
estados de la base.

Sg |TL1TTL1¢ e annﬂ e TLLTTLL¢> = (TAle - ﬁj¢> |n1¢n1¢ Ce annj¢ Ce nLTnu) = (5 6)
= (g1 = ngy) Inagnay - ongpngy - onppng) -

En el método 1 para cada caja j basta con restar las posiciones 25 — 1 y 27 para obtener
el espin de cada caja. En el método 2 hay que comprobar si en la caja 5 hay un 0,1,2,3
(espin 0,1, —1, 0 respectivamente).

A continuacion hay que hacer la suma para j = 1, ..., L considerando las condiciones de
contorno.
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Por ultimo, calculemos la correlaciéon de espin de un estado cualquiera expresado como
combinacion lineal de los estados de la base. Si esta es de dimensién d, sea

la) = 320, ag Joy) con {ay, ... aq} base, ai,...aq coeficientes complejos. Entonces, si
|Oék> = ‘nk,nnk’u e N AN G - - nk,LTnk,LQ:

n= asay (az|5’ St lag) =

e~ =
M-
M&

Il
—

14k

<
Il

I
| =
M-
M=

<
Il
-
-
X
Il
-

a;ag (Ngjr — Nigy) (Megarr — Negray) (Qulag) = (5.7)

2
lar]” (Mgt — nkgy) (Megrrr — Negsy)

I
| =
M-
M=

£
Il

1 1

<
Il

utilizando que, por construccion, los estados de la base son ortonormales.

Luego para |a), basta con ir recorriendo sus coeficientes y para cada uno aplicar los ope-
radores de espin al estado al que representa. Haciendo el sumatorio se halla la correlacion
de espin.

Analogamente se calcula el nimero de pares doublon-hole como
I d
ZZ ak|2nk,]¢nk,j¢. (58)
7=1 k=1

5.2. Caso de L=2 cajas

Este es el caso més sencillo. Gracias a su baja dimensiéon, podremos dar la expresion
analitica del Hamiltoniano para conocer como actiia sobre los estados de la base.

Observemos que aqui puede pensarse que la periodicidad en el Hamiltoniano carece de
sentido. Como solo hay dos cajas, la parte de hopping sera

2

= 3 ( PO 1410+ PO, ) —

j=la="1,{
= Z (e—iﬂ(t) + eiﬁ(t)) (é}aém + é;aém) Z 2cos (B ( ¢, 1C2q + 02 acl a) .
a=1, a="1,

Es como si se tuviera en cuenta dos veces el hopping entre las dos cajas. Por este motivo
analizaremos el sistema de forma peridédica y no periddica.

Con el método 1, la base es:

1) = [1100) = ¢}, él, |0),
[2) = [0110) = é},él, [0)
[3) = [1001) = &, ¢l |0)
|4) = |0011) = ¢b, b, |0)
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Con el método 2, la base de cada espacio de espin es

‘1>i = |1O>¢ = éli |O> )
|2>:t = |01>:|: = ézi |O> .

Y la del espacio producto

1) =1)_®1), =¢,[0)® &, |0) =130),
2) =1)_®2), =&, 10) ® &, |0y = [21),
3) =12)_@[1), =&, 10) ®01T\0> 12),
4) = 12)_®12), =&}, |0) ® &, [0) =103).

Como se puede ver, el orden de los estados de las bases de ambos métodos es el mismo.
Cada uno de ellos se corresponde con el mismo niimero de electrones de cada espin en
cada caja. Esto no tiene por qué ser siempre asi, es una coincidencia por la eleccion de la
ordenacion de las bases.

Los Hamiltonianos obtenidos con el método 1 son los siguientes: - Considerando periodi-
cidad:

U 2t cos[B(t)] —2to cos[5(t)] 0
2to cos[5(t)] 0 0 2to cos[5(t)]
—2t, cos[5(t)] 0 0 —2tq cos[5(t)]
0 2tg cos[B(t)] —2tg cos[B(t)] U
- Sin considerarla:
U t0€+zﬂ(t) _toe—l-iﬁ(t) 0
toe—iﬂ(t) 0 0 toeﬂﬂ(t)
_toe—iﬁ(t) 0 0 _toe—&-iﬂ(t)

0 toe_iﬁ(t) _toe_iﬁ(t) U

Con el método 2, con periodicidad:

U —2tg cos[B(t)] —2tpcos|[B(t)] 0
—2tq cos[5(t)] 0 0 —2tq cos[5(t)]
—2to cos|B(t)] 0 0 —2to cos[B(t)]
0 —2tg cos[B(t)] —2ty cos[B(1)] U
Sin periodicidad:
U —toe—Hﬂ(t) —t0€+iﬁ(t) 0
0 —toe_iﬁ(t) —toe_w(t) U

Debido a que las bases estan ordenadas igual, es logico que los Hamiltonianos obtenidos
mediante los dos métodos sean idénticos salvo un factor —1 en la segunda fila y segunda
columna. El motivo es que el estado |2) del método 1 se corresponde con el — |2) del
método 2, como ya se menciond anteriormente en el apartado (4,2,1) que podria ocurrir.
Es decir, ambos Hamiltonianos vienen a ser el mismo expresado en otra base, por lo que
los resultados no variaran si se utiliza uno u otro. Explicaremos los resultados obtenidos
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con el método 2.

Analicemos la expresion del Hamiltoniano. Los tnicos términos diagonales aparecen evi-
dentemente en los estados que tienen una caja llena, por la repulsion coulombiana entre
ellos. Los no diagonales son por los términos de hopping que producen saltos entre los
estados. De los estados |1) y |[4), con dos electrones en la primera caja y segunda caja
respectivamente, pueden producirse saltos de uno de los electrones a la otra caja, trans-
forméndose en el estado |2) 6 |3). Los estados |2) y |3) puede convertirse en el estado |1)
6 el |4) en funcion de a donde salte su electron con espin 1 6 .

Para ty # 0, los autovalores y autovectores no normalizados para el sistema periédico son

los siguientes. Si A := /U2 + 64t2 cos[B(t)]2 > U

= Autovalor y autovector:

1 (U—A)seclB(t)]  (U—A)sec[3(t)]
AL = 9 U —-4), - (1’ 8to ’ 8to ’ 1>
Ay =0, =(0, -1, 1, 0)
A3 =U, = (-1, , 1)
1
(U+A) sec[B(t)] (U+A) sec[B(t)]
Ao=5(U+4), v4_(, Joeclft)], el )

Y los del sistema no periddico, si B := /U? + 16t2 > U

= Autovalores y autovectores:

1 iy (U-B)e~ (1) (U—B)e~ 81
N=5(U=B), v <e i), WBe PO Ul )
)\2 = O, - (07 0)

A3 =U, = (- e*w t> 0, 0, 1)

1 . e—iB(t) e—iB(t)

M= (U+B), vi= <e up(), OBV @B )

La principal diferencia esta en que los autovalores del sistema no periddico son indepen-
dientes del tiempo. Salvo ese detalle, las expresiones resultantes son similares. Debido a
las particularidades de este sistema, lo estudiaremos sin la presencia del campo externo
que es el que afecta a los términos no diagonales. Es decir, para t = 0.

Sin embargo, si mencionaremos que para el caso no periédico nada depende del tiempo:
ni las energias, ni las correlacién de espin ni el ntimero de pares doublon-hole -estos
altimos debido a que los estados y en particular el estado fundamental, son un nimero
real multiplicado por una fase imaginaria-. Analizaremos la dependencia del GAP, la
correlacion de espin y los pares doublon-hole con el parametro de repulsiéon coulombiana
U.

5.2.1. Energias y GAP

Para valores grandes de U -equivalente a tomar ¢y =~ 0- los dos primeros autoestados
estaran degenerados con una energia igual a 0. Ahora estaran generados por combinaciones
lineales independientes de los estados con un electron en cada caja.los dos segundos
también lo estaran, con una energia igual a U como ya se comentd anteriormente. Y
ahora estaran generados por combinaciones lineales de los estados con un par doublon-
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hole. E1 GAP optico se interpreta como la cantidad de energia necesaria para formar
un par. Si el GAP es bajo, los electrones podran saltar a la otra caja formando pares
y mejorando la conduccion eléctrica. Si es alto, estaran fijados cada uno en su caja y
no podrén desplazarse, disminuyendo la conduccién y mostrando el caracter aislante del
material.

Se entiende entonces el GAP como la energia necesaria para formar un par doublon-hole
cuando U > tg = tg = 0. Como se puede comprobar con nuestros programas para el
caso general L, los d primeros autoestados se corresponden con los d posibles estados sin
pares doublon-hole y tienen energia nula. Los d + L siguientes tendran energia U y se
corresponden con los L estados con un par doublon-hole. Los d + (g) energia 2U y tienen
dos pares doublon-hole. Y asi sucesivamente.

Para valores grandes de U tales que no pueda considerarse t, despreciable, el GAP se
calcularda por tanto como la diferencia de energia entre el estado d y el d + 1-ésimo.
Ademas, los d primeros autoestados tendran energias que se aproximan entre ellas y a 0
a medida que aumenta U.

En la gréfica (5,1) se aprecia el comportamiento descrito. El sistema no periédico es muy
similar.

Energias de los primeros estados en funcién de U/t0

—— Energial,t/T=0

- Energia 2, t/T=0
—— Energia 3, t/T=0
—— Energia 4,t/T=0

Energias

o4
N
EN
o
o
5

U/to

Figura 5.1: Energias de los 4 autoestados del sistema con L = 2 cajas periddico.

5.2.2. Correlaciéon de espin

A medida que a que aumenta U la correlaciéon de espin aumenta en valor absoluto, como
es de esperar ya que los electrones tienden a estar localizados en cajas distintas. Matema-
ticamente tiene una explicacion muy logica. Los tnicos estados con correlacion de espin
no nula son los que tienen un electréon en cada caja. A mayor U, menor serta U — A y
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por tanto mayor seran los coeficientes de esos estados del estado fundamental. Luego la
correlacion de espin serd més negativa, como se ve en la grafica (5,2).

Correlacién en funcién de U/t0

—— yT=0
~0.50

—0.55 4

—0.60 A

—0.65 4

—0.70 4

Correlacién de espin

—0.75 4

—0.80

—0.85 4

—0.90 4

U/to

Figura 5.2: Correlacion de espin del estado fundamental del sistema con L = 2 cajas
periodico.

5.2.3. Pares doublon-hole

El comportamiento es idéntico al de la correlaciéon de espin. Una vez normalizado el estado
fundamental, a mayor U, menor sera el peso de los coeficientes de esos estados, como se
ve en la grafica (5,3).

35



Pares doublon-hole en funcién de U/t0

— tT=0
0.250 -

0.225 4

0.200 A

0.175 A

0.150 A

Pares doublon-hole

0.125 4

0.100 A

0.075 A

0.050 A

U/to

Figura 5.3: Pares doublon-hole del estado fundamental del sistema con L = 2 cajas pe-
riodico.

5.3. L=4

La dimension del sistema es sustancialmente mayor, por lo que nos limitaremos a mostrar
los resultados numeéricos y graficos hallados con el método 2. Ahora si consideraremos el
pulso electromagnético. No obstante, para obtener resultados concordantes con los de [13]
impondremos algunas limitaciones.

En este articulo el pulso tiene duracién de 10 ciclos 6pticos, con una envolvente de sin?,

como en (5,4).
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Gréfica de la funcién (sin(%zﬁ/T))2 -sin(2mt/T)

|

— (sin({5t))? - sin(2mt) ﬂ A

Figura 5.4: Pulso con una duracién de 10 ciclos 6pticas y una envolvente sin?.

En él se estudia la evolucion temporal del estado fundamental. Pero en nuestro trabajo
solo nos centraremos en la resoluciéon del Hamiltoniano para cada valor del tiempo y su
evolucion adiabatica. En la duracion total del pulso, el sistema serd entonces el mismo
siempre y cuando las fases de Peierls coincidan. Por ejemplo, cuando el cociente ¢/T sea
ng con n un nimero entero, la fase serd nula y el sistema serd el mismo. Si resolviéramos
el problema para ¢t = 0 y después se estudiara su evoluciéon temporal aunque se repitiera
el valor de la fase, el sistema serfa distinto y se obtendrian resultados similares a los de
[l:,‘;].

Nos restringiremos entonces a pequenos intervalo del pulso, de forma que no se repitan
valores de la fase. En estos intervalos, nuestros resultados deberian ser similares a los de
[13]. En el mapa de calor (5,5) se ve la evolucion de la correlacion de espin en el tiempo
que justifica por qué hemos decidido acortar la duraciéon del pulso.
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Correlacién de espin

10 -0.12
-0.18

-0.24

—0.30

—0.36

u/to

—0.42

Correlacién de espin

—0.48

—0.54

—0.60

10
T

Figura 5.5: Correlacion de espin del estado fundamental del sistema con L = 4 conside-
rando el pulso completo.

El intervalo escogido es 0 < ,_ir < 0,35 hasta cerca del primer méximo del pulso. Ademas,
para poder apreciar mejor el efecto de la envolvente, se va a cambiar esta por una de una
duracion de 2 ciclos. Esto es, sin (%t)Q.

5.3.1. Enmergias y GAP

Veamos el efecto que tiene U en el GAP. Basta con conocerlo para t = 0, es decir, sin
campo, como en la grafica (5,6). Como nuestro intervalo temporal es corto, no habra
diferencias a nivel cualitativo.
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Energias de los primeros estados en funcién de U/t0

Energia 1, t/T
Energia 2, t/T
Energia 3, t/T
Energia 4, t/T
Energia 5, t/T
Energia 6, t/T
- Energia 7, t/T
Energia 8, t/T

BERRE

i

Energias

U/to

Figura 5.6: Energias de los primeros 6 + 2 autoestados del sistema con L = 4 cajas.

A mayor U aumenta la energia del séptimo autoestado, el que marca el GAP para valores
altos de U. Esto era esperable por lo razonado anteriormente.

Aparantemente las bandas de energia no son continuas. No obstante, lo que sucede es
que estamos representando para cada pareja (U, T') las energias mas bajas de los primeros
autoestados. Hay solapamientos entre ellos, motivo por el cual hay algunos puntos en los
que se producen discontinuidades en la grafica.

5.3.2. Correlacion de espin y pares doublon-hole

Veamos ahora la correlacion de espin y los pares doublon-hole en funcion de U/tq y t del
estado fundamental, en los mapas de calor (5,7a) y (5,70).

39



Correlacién de espin

10 -0.248
-0.288
-0.328
- —0.368
R
3
- —0.408 §
Q
©
g 5
= - —0.448 2
©
I
- —0.488 S
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2 .
-0.568
-0.608
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0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
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(a) Correlacion de espin del estado fundamental del sistema con L = 4 cajas.
Pares doublon-hole
10
0.245
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8
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©
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o
I 0.095
5 0.070
0.045
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(b) Pares doublon-hole del estado fundamental del sistema con L = 4 cajas.

Figura 5.7: Analisis de correlacion de espin y pares doublon-hole para L = 4 cajas.

Antes de comentar las dependencias con la repulsion coulombiana y el tiempo, notemos
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que la relacion entre la correlacion de espin y el nimero de pares es evidente. Esto puede
comprobarse en la grafica (5,8).

Pares doublon-hole frente a correlacién de espin

—— Regresién
Datos

0.25 1

0.20

()
©
‘é Término independiente: 0.395
5 0.151 Pendiente: 0.592
3 R?:0.998
°
el
%]
<
(©
2 0.10 =

0.05 A

—0.60 -0.55 -0.50 -0.45 —0.40 -0.35 -0.30 -0.25

Correlacién de espin

Figura 5.8: Regresion lineal del ntimero de pares doublon-hole frente a la correlaciéon de
espin del sistema con L = 4 cajas.

Como se puede apreciar, a mayor U aumenta en valor absoluto la correlacion de espin
y disminuye el ntiimero de pares doublon-hole. La repulsiéon coulombiana localiza a los
electrones de forma que estos tienen dificultad para moverse. A medida que avanza el
pulso en el tiempo, se produce el efecto contrario aunque a un ritmo muy lento. En las
siguientes graficas (5,9a), (5,90), (5,10a) y (5,100) se ve con mas claridad.
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Correlacién en funcién de U/t0

— tT=0
~0.25 A —— T =0.07
—— tT=0.14
— yT=021
—— YT =028
~0.30 —— YT =0.35
~0.35
£ —0.40 A
Q
n
[
[
el
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B
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I
S
o
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~0.55
~0.60

o
N
IS
o
©
=
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u/to

(a) Correlacion de espin del estado fundamental en funcién de U/ty para ciertos valores
de t/T del sistema con L = 4 cajas.

Pares doublon-hole en funcién de U/t0

— tT=0
0.25 1 —— YT =0.07
—— YT=0.14
— yT=021
—— yT=0.28
— tT=0.35
0.20 1
Q
S
< 0.15
c
o
]
>
o
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w
¢
©
(=N
0.10 1
0.05

U/to

(b) Pares doublon-hole del estado fundamental en funcion de U/t para ciertos valores
de t/T del sistema con L = 4 cajas.

Figura 5.9: Correlacion de espin y pares doublon-hole en funciéon de U/t, para L = 4
cajas.
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Correlacién de espin en funcién del tiempo

—— U0 =0
-0.25 A —— U0 =0.25
—— U0 =05
— Uto=1
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(a) Correlacion de espin del estado fundamental en funcion de ¢/T" para ciertos valores
de U/t del sistema con L = 4 cajas.

Pares doublon-hole en funcién del tiempo

—— Uft0=0
0.25 —— U0 =025
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(b) Pares doublon-hole del estado fundamental en funciéon de t/T" para ciertos valores

de U/ty del sistema con L = 4 cajas.

Figura 5.10: Correlacion de espin y pares doublon-hole en funcion de t/T para L = 4
cajas.
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El campo electromagnético excita a los pares doublon-hole, que se comportan como los
portadores de carga. Para algunos valores suficientemente grandes de U, el material se
comporta como un aislante. Pero si la amplitud del campo dependiente del tiempo dada
por Ej y la envolvente supera un valor limite, la evoluciéon del pulso en el tiempo producira
una transicion de aislante a conductor acorde a [13]. Este efecto no es apreciable debido a
las limitaciones de nuestro programa. Un estudio més exhaustivo de la evolucion temporal
del estado fundamental quiza permitiria observarlo.

Por tltimo y como observacion, veamos el grafico (5,11) correspondiente a la correlacion
de espin sin considerar condiciones peridédicas en el pulso completo.

Correlacién de espin

10 —0.222
—0.252

—0.282

r—0.312

—0.342

de espin

U/to

r—0.372

Correlacion

I —0.402

—0.432

—0.462

—0.492

T

Figura 5.11: Correlacion de espin del estado fundamental del sistema con L = 4 cajas no
periodico considerando el pulso completo.

Si bien la dependencia con U es la misma, vemos que no varia en el tiempo con el pulso.
Podria pensarse que esta anomalia sucede porque, al no considerar condiciones de contorno
periodicas, habria que redefinir la correlacion de espin para que las cajas del inicio y el
final tengan el mismo peso que las intermedias. Sin embargo, lo que en realidad sucede es
que no varian las energias y los coeficientes de los autoestados en la base solo varfan una
fase. En el grafico (5,12 esta invariancia de las energias.
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Energias de los primeros estados en funcién del tiempo

1.0 Energia 1, U/t0 = 0
Energia 2, U/t0 = 0
Energia 3, U/t0 = 0
Energia 4, U/t0 = 0
Energia 5, U/t0 = 0
Energia 6, U/t0 = 0
Energia 7, U/t0 = 0
Energia 8, U/t0 = 0
Energia 1, U/t0 = 1
Energia 2, U/t0 = 1
Energia 3, U/t0 = 1
Energia 4, U/t0 = 1
Energia 5, U/t0 = 1
Energia 6, U/t0 = 1
Energia 7, U/t0 = 1
Energia 8, U/t0 = 1
Energia 1, U/t0 = 4
Energia 2, U/t0 = 4
Energia 3, U/t0 = 4
Energia 4, U/t0 = 4
Energia 5, U/t0 = 4
Energia 6, U/t0 = 4
Energia 7, U/t0 = 4
Energia 8, U/t0 = 4
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Figura 5.12: Energias de los primeros 6 + 2 autoestados del sistema con L = 4 cajas no
periodico.

De esta manera la correlacion de espin y el niimero de pares doublon-hole se mantienen
constantes a lo largo del tiempo. Lo mismo ocurria para el caso L = 2. Esto demuestra la
importancia de considerar dichas condiciones de contorno.

5.4. L=6

Procederemos de la misma forma que en el caso L = 4. Ahora escogeremos el intervalo
0<% <0,27.

5.4.1. Enmergias y GAP

Veamos el efecto que tiene la repulsion U en el GAP.
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Energias de los primeros estados en funcién de U/t0

Energia 1,t/T=0
Energia 2, t/T=0
Energia 3, t/T=0
Energia 4, t/T =0
Energia 5, t/T=0
Energia 6, t/T =0
Energia 7, t/T=0
Energia 8, t/T=0
Energia 9, t/T =0
Energia 10, t/T = 0
Energia 11, t/T = 0
Energia 12, t/T = 0
Energia 13, t/T =0
Energia 14, t/T = 0
Energia 15, t/T =0
Energia 16, t/T = 0
Energia 17, t/T =0
Energia 18, t/T = 0
Energia 19, t/T =0
Energia 20, t/T = 0
Energia 21, t/T=0
Energia 22, t/T=0

BEREERR

EERERERE

H

—24

U/to

Figura 5.13: Energias de los primeros 20 + 2 autoestados del sistema con L = 6 cajas.

El comportamiento es el esperado, como el de los casos anteriores.

5.4.2. Correlacién de espin y pares doublon-hole

Veamos ahora la correlacion de espin y los pares doublon-hole en funcion de U/tq y t del
estado fundamental, en los mapas de calor (5,14a) y (5,140).
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Correlacién de espin
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(b) Pares doublon-hole del estado fundamental del sistema con L = 6 cajas.

Figura 5.14: Anélisis de correlacion de espin y pares doublon-hole para L = 6 cajas.

La relacion entre la correlaciéon de espin y el ntimero de pares doublon-hole es de nuevo
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muy fuerte, como se ve en (5,15).

Pares doublon-hole frente a correlacién de espin

0.25 1 —— Regresién
Datos

0.20
[
)
-z Término independiente: 0.379
o 0.15 A Pendiente: 0.610
S R?:0.999
[=}
©
%]
o
©
& 0.10 4

0.05 +

—0.60 —0.55 —-0.50 —0.45 —0.40 —0.35 —0.30 -0.25

Correlacién de espin

Figura 5.15: Regresion lineal del niimero de pares doublon-hole frente a la correlacion de
espin del sistema con L = 6 cajas.

En (5,16a), (5,16b), se ve como la dependencia con U/t, es la misma que en L = 4. No
ocurre lo mismo con la dependencia temporal que parece ser inversa a la de antes -ver

(5,17a), (5,17b)-.
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Correlacién en funcién de U/t0
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(a) Correlacion de espin del estado fundamental en funcion de U/t para ciertos valores
de t/T del sistema con L = 6 cajas.
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(b) Pares doublon-hole del estado fundamental en funcién de U/ty para ciertos valores
de t/T del sistema con L = 6 cajas.

Figura 5.16: Correlacion de espin y pares doublon-hole en funcién de U/ty para L = 6
cajas.
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Correlacion de espin en funcién del tiempo

—— Ut0=0
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(a) Correlacion de espin del estado fundamental en funcion de ¢/T" para ciertos valores
de U/tq del sistema con L = 6 cajas.

Pares doublon-hole en funcién del tiempo
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(b) Pares doublon-hole del estado fundamental en funcion de ¢/T" para ciertos valores
de U/t del sistema con L = 6 cajas.

Figura 5.17: Correlacion de espin y pares doublon-hole en funcion de ¢/T para L = 6

cajas.
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Aparantemente no hay una explicacion de por qué ocurre este fenomeno. El nimero de
cajas consideradas no deberfa influir en las propiedades de los parametros estudiados en
funcion de la repulsion coulombiana y el pulso. Sin embargo, hemos notado un detalle que
parece que pueda tener relaciéon. Las condiciones de contorno peridédicas son necesarias
por los resultados obtenidos con L =2 y L = 4 cajas que también se repiten para L = 6
-y creemos que para cualquier valor-.

Pero quizad sea necesario una mejor implementacion de estas. En el apartado (4,2,3),
se vio que los términos de hopping debidos a las condiciones periédicas son (—1)%“.
Para N = L, si L es par y multiplo de 4 este coeficiente es negativo. En vistas a nuestros
resultados con L = 4 y los de [13], donde se utiliza L = 12, los resultados son consistentes.
Sin embargo, si L no es miltiplo de 4 el coeficiente cambia de signo. Esto ocurre para
L =2y L = 6, donde la dependencia con el tiempo de la correlaciéon de espin y el
ntmero de pares doublon-hole se invierte. De hecho, cambiando el signo de estos términos
se recupera la dependencia de [13], como se ve en (5,18).

Correlacién de espin

10 —0.216
—0.256

—0.296

r—0.336

r—0.376

u/to

r —0.416

Correlacion de espin

r —0.456

—0.496

—0.536

-0.576

Figura 5.18: Correlacion de espin del estado fundamental del sistema con L. = 6 cambiando
las condiciones periddicas.



6. Conclusiones

En el presente trabajo se ha investigado como la interaccion entre electrones afecta las
propiedades de un sistema descrito por el modelo de Hubbard en una dimension, espe-
cialmente cuando se incorpora un campo electromagnético.

» Se ha comprobado que la repulsion/interaccion entre electrones modifica significati-
vamente el comportamiento del sistema en comparaciéon con el modelo de electrones
independientes. En particular, se encontr6 que la inclusiéon de la interaccién entre
electrones puede conducir a una transicién de un estado conductor a un estado
aislante. Este fendmeno destaca la importancia de considerar las interacciones elec-
tronicas para entender correctamente las propiedades de los materiales.

= Se ha abordado la evolucién temporal del sistema bajo la aproximacion adiabética,
resolviendo el sistema para cada valor del tiempo. Sin embargo, para caracteri-
zar completamente la evolucion temporal, es necesario emplear otros métodos que
puedan captar la dinamica del sistema de manera més precisa. A pesar de estas limi-
taciones, los resultados obtenidos en un pequeno intervalo de tiempo han mostrado
como la interaccion con un campo electromagnético puede alterar el comportamien-
to del material, proporcionando informacién valiosa sobre la respuesta del sistema
a perturbaciones externas.

= Por tltimo, se ha resaltado la importancia de las condiciones peridédicas en el sis-
tema. Se observo que la imposicion de estas condiciones es crucial, ya que, de no
haberlas aplicado, ciertas propiedades del sistema no cambiarian con el tiempo. No
obstante, también se detectaron anomalias relacionadas con las condiciones peri6-
dicas, particularmente diferencias en el comportamiento segiin el nimero de cajas
y la dimension del sistema periédico considerado. Estas discrepancias sugieren que
es necesario un replanteamiento de las condiciones de contorno para asegurar una
representacion mas precisa del sistema.
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Conclusions

In this study, we have investigated how the interaction between electrons affects the
properties of a system described by the Hubbard model in one dimension, especially when
incorporating an electromagnetic field.

» [t has been confirmed that the repulsion/interaction between electrons significantly
modifies the system’s behavior compared to the independent electron model. In
particular, it was found that including electron-electron interaction can lead to a
transition from a conducting state to an insulating state. This phenomenon high-
lights the importance of considering electronic interactions to properly understand
the properties of materials.

= We have addressed the temporal evolution of the system under the adiabatic ap-
proximation, solving the system for each time step. However, to fully characterize
the temporal evolution, it is necessary to employ other methods that can capture
the system’s dynamics more accurately. Despite these limitations, the results obtai-
ned over a small time interval have shown how interaction with an electromagnetic
field can alter the material’s behavior, providing valuable insights into the system’s
response to external perturbations.

= Lastly, the importance of periodic boundary conditions in the system has been
emphasized. It was observed that imposing these conditions is crucial, as certain
properties of the system would not change over time without them. However, ano-
malies related to periodic conditions were also detected, particularly differences in
behavior depending on the number of boxes and the dimension of the periodic
system considered. These discrepancies suggest a need for reconsidering boundary
conditions to ensure a more accurate representation of the system.
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A. Apéndice

Adjuntamos los codigos empleados para el calculo del Hamiltoniano y los operadores
necesarios mediante los dos métodos.

A.1. Cédigo en Python para el método 2

import numpy as np
import math
import cmath

pi = math.pi

# Notas: 1. Si no se quieren condiciones periddicas, mirar linea
288 y 364 de esta celda.
# 2. Para cambios en la fase, linea 279.

#1. Funciones para poder conocer posicidén en la base, vector en ,a
base, y expresidén en Os y 1s.

# Funcidn que, dado un vector en la base, devuelve su posicidn
def index_v(vect):
return [np.array_equal(vect, iv) for iv in v].index(True)

# Funcidn que, dada una combinacidén de Os y 1s, devuelve su
posicién
def index_ocup (ocup):
return [np.array_equal (ocup, state) for state in
states].index (True)

# Funcidn que, dado un vector, devuelve la combinacidén de O0s y 1s
correspondientes

def ocup_v(vect):
return states[index_v(vect)]

#Funcidén que, dada una combinacidén de Os y 1s, devuelve el vector
en la base
def v_ocup(ocup):
return v[index_ocup (ocup)]

#Funcidn que, dado un vector cualquiera, devuelve su expresioén
como combinacién lineal de combinaciones de 0123
def ocup_v_cualquiera(vect):
vect_str = ""
for i in range(len(vect)):
if abs(vect[i].real) > 10**x(-6):
if abs(1j * vect[il.imag) > 10%**(-6):
# Caso: parte real e imaginaria presentes
vect_str += f"({vect[i].preal:.2f} +
{vect[i].imag:.2f}j) {states[i]} + "
else:
# Caso: solo parte real presente




39 vect_str += f"{vect[i].real:.2f} {states[i]} + "

40 else:

ol if abs(1j * vect[i].imag) > 10**(-6):

42 # Caso: solo parte imaginaria presente

13 vect_str += f"{vect[i].imag:.2f}j {states[i]} + "
14 vect_str = vect_str[:-3]

45 return vect_str

47 | #Funcidén que, dada una combinacidén cualquiera, devuelve su
expresidén como vector

18 | #Aqui Ocup serd una cadena!!!

19 ' def v_ocup_cualquiera(expression):

50 terms = expression.split(’+’)

52 result_vector = np.zeros(len(states))

54 for term in terms:

55 coef, vector_str = term.split(’[’)

56 coef = int(coef.strip())

58 vector_str = vector_str.rstrip(’] ’).strip()

60 vector = list(map(int, vector_str.split(’,’)))
61 result_vector [index_ocup(vector)] = coef

63 return result_vector

66 | #2. CALCULO ESTADOS DE CADA ESPACIO. L CAJAS, n ELECTRONES DE CADA

TIPO
67 |def calculate_states (L, n):
68 def generate_states(L, n):
69 states = []
70 for i in range (2**L):
71 state = bin(i) [2:].zfil1(L)
72 state = [int(x) for x in state]
73 count = sum(state)
74 if count == n:
75 state = statel[::-1]
76 states.append(state)
7 return states
79 states = generate_states (L, n)
80
81 #2.1. GUARDAR POSICIONES DE LOS ELEMENTOS DE LA BASE
82 d = len(states)
83 V=[]
84 for m in range(d):
85 iv=np.zeros (d)
86 iv[m]l=1

7 v.append (iv)
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#2.2. GUARDAR ESTADOS EN UN ARCHIVO (OPCIONAL)
def save_states(filename):
with open(filename, ’w’) as file:
for m in range (0, d):
#index_mn= {index_mn(Index[m])}
texto = f’v[{m}]= [{m+1}> Index={m} ocup=
{states[m]}\n ’#{v[m]} ponerlo al final de esta
linea si se quiere
file.write(texto + ’\n’)
estados = "estados_L={}.txt".format (L)
save_states (estados)

monn .
B

return states, v

#3. FUNCIONES ANALOGAS EN EL ESPACIO PRODUCTO

# Funcidén que, dado un vector en la base, devuelve su posicidn
def index_V(Vect):
return [np.array_equal(Vect, iV) for iV in V].index(True)

# Funcidn que, dado un vector en la base, devuelve su par (i, j)
def mn_V(Vect):
return Index[index_V (Vect)]

# Funcidén que, dado un vector en la base, devuelve su combinacidn
de 0O0s, 1s, 2s y 3s
def Ocup_V(Vect):
return states_product[index_V(Vect)]

# Funcidn que, dado un par (i,j), devuelve su posicidén en la base
def index_mn(i, j):
return [np.array_equal(mn, [i,j]) for mn in Index].index(True)

# Funcidn que, dado un par (i,j), devuelve su vector en la base
def V_mn (i, j):
return V[index_mn (i, j)I

# Funcidn que, dado un par (i,j), devuelve su combinacidén de Os,
1s, 2s y 3s

def Ocup_mn (i, j):
return states_product[index_mn (i, j)]

# Funcidén que, dada una combinacidén de Os, 1s, 2s y 3s, devuelve
su posicidn
def index_Ocup(Ocup):
return [np.array_equal (Ocup, state_p) for state_p in
states_product]. index(True)
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136 | # Funcidén que, dada una combinacidén de Os, 1s, 2s y 3s, devuelve
su par (i,j)

137 | def mn_Ocup (Ocup):

138 return Index[index_Ocup(Ocup)]

139
140 |# Funcidén que, dado un par (i,j), devuelve su vector en la base
111 | def V_Ocup(Ocup):

142 return V[index_0Ocup (Ocup)]

143
144
145 | #Funcidén que, dado un vector cualquiera, devuelve su expresiodn
como combinacidén lineal de combinaciones de 0123

116 def Ocup_V_cualquiera(vect):

147 vect_str = ""

148 for i in range(len(vect)):

149 if abs(vect[i].real) > 10**x(-6):

150 if abs(vect[il].imag) > 10**(-6):

151 # Caso: parte real e imaginaria presentes

152 vect_str += f"({vect[i].real:.5f} +

{vect[i] .imag:.5f}j) {states_product[i]} + "
153 else:

154 # Caso: solo parte real presente

155 vect_str += f"{vect[i].real:.5f}
{states_product [i]} + "

156 else:

157 if abs(vect[i].imag) > 10**x(-6):

158 # Caso: solo parte imaginaria presente

159 vect_str += f"{vect[i].imag:.5f}]
{states_product[i]} + "

160 vect_str = vect_str [:-3]

161

162 return vect_str

163
164 | #Funcidén que, dada una combinacién cualquiera, devuelve su
expresidén como vector

165 | #Aqui Ocup sera una cadena!!!

166 def V_Ocup_cualquiera(expression):

167 terms = expression.split(’+’)

168
169 result_vector = np.zeros(len(states_product))
170

171 for term in terms:

172 coef, vector_str = term.split(’[’)

173 coef = int(coef.strip())

174

175 vector_str = vector_str.rstrip(’] ’).strip()
176

177 vector = list(map(int, vector_str.split(’,’)))
178 result_vector [index_Ocup(vector)] = coef

179

180 return result_vector
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#4.

def

#5.

ESTADOS ESPACIO PRODUCTO

calculate_states_product(L, n):
states, v = calculate_states (L, n)
d = len(states)

#4.1 ORDENACION A PARTIR DE LAS BASES DOWN Y UP
# formamos la base del espacio producto

V=[]

Index=[]

states_product=[]

for m in range(0, d): # spin down son las filas
for n in range (0, d): # spin up son las columnas

Vij=np.einsum(’i,j->ij’, v[m]l, v[nl)

V.append (Vij)

Index.append ((m,n))

# Representamos spin d como 2, spin up como 1 y ambos
spines en la misma celda como 3

# Hacemos down \tens up

ocup_t=[(2 * iocup_d+iocup_u) for iocup_d, iocup_u in
zip(states[m],states[n])]

states_product.append(ocup_t)

#4 .2 GUARDAR ESTADOS ESPACIO PRODUCTO (OPCIONAL)
def save_states_product(filename):
with open(filename, ’w’) as file:
for m in range (0, (d)*%2):
texto = f’°V[{m}]= V[{Index[m]}] Index={m} Ocup=
{states_product [m]}\n {V[m]}’
file.write(texto + ’\n?’)

estados = "estados_producto_L={}.txt".format (L)

save_states_product (estados)
nnn

return states, states_product, d

OPERADORES EN EL ESPACIO PRODUCTO

#5.1. HOPPING EN CADA ESPACIO

def

calculate_hij (i, j):
#Condiciones de contorno
i =1 %L
j =3 L
hij = np.zeros((d, d))
#Recorremos todos los estados
for k in range (0, d):

for q in range (0, d):

if states[k][j] == 1 or states[k][i] == O0:
#Queremos i->j, si 1 es O o j es 1, esa columna
entera es nula




232 pass #o0 hij[q,k]=0

233 elif states[k][j] == 0 and states[k][i] == 1:

234 new_state = states[k].copy()

235 new_state[j] =1

236 new_state[i] = 0

237 #Cambiamos el estado, y comprobamos con cuadl se

corresponde de la lista gq. Aplicamos la
expresién de arriba.

238 if new_state == states[ql:

239 if i<j:

240 count = sum(states[k][i+1: j+1])
241 if i>j:

242 count = sum(states[k][j+1: i+1])+1
243 hij[q, k] = (-1)**(count)

244 return hij

26 | #5.2. HOPPING EN EL PRODUCTO
27 def hij_du(i, j):

248 hij = calculate_hij (i, j)

249 hij_u = np.einsum(’ij,kl->ikjl’, np.eye(d), hij)
250 return hij_u

251

252

253 | #5.3. NUMERO EN CADA ESPACIO
254  def n_](_])

255 diag = np.zeros(d)

256 for i in range (0, d):

257 if states[i] [J] == 1:
258 diag [i] = 1

259 return np.diag(diag)

261 | #5.4. NUMERO EN EL PRODUCTO
262 | def n_du(j):

263 n_du = np.einsum(’ij,kl1->ikjl’, nj(j), nj(j))
264 return n_du
265

267 | #6. DEFINICION HAMILTONIANO EN ESPACIO PRODUCTO

260 | #6.1. FASE

o1 |w = 32.9 * 10xx12 # Hz = 32.9 THz
272 | hbar = 4.135667696 * 10*x*x(-15) #eV s

o3 e = 1

274 |EO = 10%%9 #V/m = #10 MV/cm

275 A0 = EO/w #V/m * s

276 |a = 4 % 10*%x(-10) #= 10 Armstrong #2 * pi * R/L

277 |amplitud = e * a * AO / hbar #hbar para cuadrar unidades
278

279 | def fase_campo(t): #t va desde 0 hasta 10T. t se expresa en
unidades t/T.

280 fase = amplitud * np.sin(2 * pi * t) * (np.sin(pi/10 * t))*%2
#

VI




281 return fase

283 | #6.2. HAMILTONIANO DE HOPPING EN ESPACIO SEPARADOS Y PRODUCTO.
284 | def Hi_du():

286 Hli_u = np.zeros((d, d, 4, d))

287

288 #L si se quiere con condiciones periddicas, L-1 si no
289 for j in range(L):

290 hij_u = hij_du(j, j+1)

291 Hli_u += hij_u

292 H1_d = H1_u.transpose((1,0,3,2))

293 H2_u = H1_u.transpose((0,3,2,1))
204 H2_d = H1_u.transpose((3,0,1,2))
295

296 return H1_u, H1_d, H2_u, H2_d

297

298

200 |#6.3. HAMILTONIANO DE INTERACCION (NUMERO)
300

300 | def Hdd () :

302 Hd = np.zeros((d, d, 4, d))
303 for j in range(L):

304 Hd += n_du(j)

305 return Hd

306
307
s0s | #6.4. HAMILTONIANO TOTAL
300 |def H_tot (U, tO0, t):

310

311 fase = fase_campo(t)

312

313 H1i_u, H1_d, H2_u, H2_d = Hi_du()

314 Hd = Hdd4d ()

315

316 H= -t0 * ((Hl_u + H1_d) * cmath.exp(1j * fase) + (H2_u +

H2_d) * cmath.exp(- 1j * fase)) + U * Hd

318 H_reshaped = H.reshape ((d**2, dx**x2))
319 return H_reshaped

321 |#7. OPERADORES PARA ESTUDIAR EL SISTEMA
323 | #7.1. OPERADOR DUOBLON (PARES DE ELECTRONES EN UNA MISMA CAJA)

325 | def doublon_estado (state):

326 doublon_pairs = 0

327 for i in range(len(state)):
328 if statel[i] == 3:

329 doublon_pairs += 1
330

331 return doublon_pairs
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def doublon_vector (vect):
doublon_pairs = 0
for i in range(len(vect)):
doublon_pairs += abs(vect[i])**2 *
doublon_estado(states_product[i])
return doublon_pairs/L

#7.2. OPERADOR ESPIN

#Espin de cada caja

def espin_caja(state, box_index):
# Obtenemos el estado de la caja especifica
box_state = state[box_index]

# Determinamos el operador de espin segin el estado de la caja
if box_state == O0:
# Si la caja estd vacia (0 electrones), el operador de
espin es O
spin_value = 0
elif box_state == 1:
# Si hay un electrdén con espin up (1), el operador de
espin es +1
spin_value = 1
elif box_state == 2:
# Si hay un electrdén con espin down (2), el operador de
espin es -1
spin_value = -1
elif box_state == 3:
# Si hay dos electrones con espines opuestos (3), el
operador de espin es O
spin_value = 0
return spin_value

#Suma de todos los S_j S_{j+1} aplicados sobre un estado
def espin_correlacion(state):
espin_corr = 0
for i in range(len(state)): #len(state)-1 si no se quieren
condiciones periddicas
espin_corr += espin_caja(state, i) * espin_caja(state,
(i+1) %L)
return espin_corr

#Aplicar el operador a la expresidén en coordenadas de un estado en
términos de los de la base

def espin_operador (vect):

espin = O

for i in range(len(vect)):

espin += abs(vect[i])**2 x
espin_correlacion(states_product[i])
return espin/L #Se normaliza ya que -L es el valor maximo que
puede tomar. Se supone que vect estd normalizado.

Codigo 1: Método 2, desdoblamiento y acoplacién de estados.
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A.2. (Cédigo en Python para el método 1

import numpy as np

import math

import cmath

import sys

from scipy.sparse import csr_matrix

pi = math.pi

#Dado un L se generan todos los estados posibles (combinaciones de
Os y 1s de longitud 2L debido al espin)

#Con bin(i) se pasa a binario, el numero queda Ob(...). [2:] quita
el Ob. zfill completa los Os.
#state[::-1] invierte el orden de los numeros por mi eleccidn
def generate_states(L, N):
states = []

for i in range (2*x(2%L)):
state = bin(i) [2:].zfill (2%L)
state = [int(x) for x in state]
up_count = sum(statel[::2])
down_count = sum(state[1::2])
if up_count == down_count == N:
state = statel[::-1]
states.append(state)
return states

def save_states(filename, states):
with open(filename, ’w’) as file:

i=20

#print (’Los estados son:’)

for state in states:
i +=1
state_str = ’|{}>=|’>.format(i) + ’’.join(map(str,

state)) + ’>\n’

file.write(state_str)

#0perador de hopping de i a j. Sigma es el espin, 0 es up, 1 es
down .

#Recuerdo que c~{dagal}_k Inl ... nk ... nN> = (-1)*x*(sum(nl,
1=k+1,N)) (1-nk) In1l...(1+nk)...nN>

# c_k igual cambiando 1-nk por nk y 1l+nk por 1-nk

#i<j, h_ij Inl...ni...nj...nN>=(-1)**xsum(nl, 1=i+1,j & j-1) ni
(1-nj) Int...(1-ni)...(1+nj)...nN>

#1>j, al revés

def calculate_h_ij(states, i, j, L, sigma):
#print (’hola’)
n = len(states)
#Condiciones de contorno, se pueden obviar en un principio
i = (2*xi+sigma) % (2xL)

IX




a7 j = (2xj+sigma) % (2xL)

18 h_ij = np.zeros((n, n))

49 #Recorremos todos los estados

50 for k in range(n):

51 for q in range(n):

52 if states[k][j] == 1 or states[k][i] == O0:

53 #Queremos i->j, si 1 es O o j es 1, esa columna
entera es nula

54 pass #o h_ijl[q,k]=0

55 elif states[k][j] == 0 and states[k][i] == 1:
56 new_state = states[k].copy()

57 new_state[j] = 1

58 new_state[i] = 0

59 #Cambiamos el estado, y comprobamos con cuéal se
corresponde de la lista q. Aplicamos la
expresién de arriba.

60 if new_state == states[ql:

61 if i<j:

62 count = sum(states[k][i+1:j+1])

63 if i>j:

64 count = sum(states[k][j+1:i+1])+1
65 h_ijlq, k] = (-1)*x(count)

66 h_ij = csr_matrix(h_ij)

67 return h_ij

60 | #operador niumero
70 |def calculate_w_j(states, j, L):

71 n = len(states)
72 w_j = np.zeros ((n, n))
73 j = (2x3) % (2xL)

74 #Para cada caja comprobamos si estd llena o no

75 for k in range(n):

76 if states[k][j] == 1 and states[k][j+1] == 1:
77 w_]j [k,k] = 1

79 w_j = csr_matrix(w_j)
80 return w_j

s2 | #Nos quedamos solo desde j hasta j+1
g3 |def calculate_H1(states, L):

84 n = len(states)

85 H1 = np.zeros((n, n))

86 #L si se quiere con condiciones periddicas, L-1 si no
87 for j in range(L):

88 for sigma in range (2):

89 h_ij = calculate_h_ij(states, j, j+1, L, sigma)
90 H1 += h_ij

91 Hl = csr_matrix (H1)
92 return H1

93
94
95 | def calculate_H2 (H1):

96 H2 = Hl.transpose ()




97 return H2

98

90 |#Calculamos la parte diagonal
100 | def calculate_Hd(states, L):

101 n = len(states)

102 Hd = np.zeros((n, n))

103 for j in range(L):

104 w_j = calculate_w_j(states, j, L)
105 Hd += W_j

106 Hd = csr_matrix (Hd)

107 return Hd

108

109 | #Amplitud del campo

110

1 |w o= 32.9 % 10*%*%x12# Hz = 32.9 THz
12 | #T = 2 % pi/W #ps

113 | hbar = 4.135667696 * 10*x(-15) #eV s
e |e = 1 #eV = 1.602 * 10*x(-19) C
115 |FO = 10%*9 #V/m = #10 MV/cm

116 | A0 = FO/w #MV/(cm*s)

7 ja = 4 % 10x*(-10) #= 4 Armstrong
s amplitud = e * a * AO / hbar

120 | def fase_campo(t): #t va desde 0 hasta 10T en el pulso completo. t
se expresa en unidades t/T.

121 fase = amplitud * np.sin(2 * pi * t) * (np.sin(pi/10 * t))*x2 #

122 return fase

125 | def H_tot(U, tO, t):

127 H1
128 H2

calculate_H1(states, L)
calculate_H2 (H1)

130 Hd = calculate_Hd(states, L)
132 fase = fase_campo(t)

134 H = -t0 * (cmath.exp(1j * fase) * H1 + cmath.exp(-1j * fase) x*
H2) + U % Hd

136 return H.toarray ()

130 | #0peradores doublon-hole

111 | def doublon_estado (state):

142 doublon_pairs = 0

143 for i in range(L):

144 if state[2 * i] == 1 and statel[2 *x i + 1] =
145 doublon_pairs += 1

1
—

147 return doublon_pairs
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def

doublon_vector (vect):
doublon_pairs = 0
for i in range(len(vect)):
doublon_pairs += vect[i].conjugate () =
doublon_estado(states[i]) * vect[i]
return (doublon_pairs.real/L).real

#0peradores de correlacidén de espin

def

def

espin_caja(state, box_index):
# Obtenemos el estado de la caja especifica
return state[2 * box_index] - state[2 * box_index + 1]

espin_correlacion(state):
espin_corr = 0
for i in range(L):
espin_corr += espin_caja(state, i) * espin_caja(state,
(i+1) %L)
return espin_corr

#Convertir la expresidn en coordenadas de un vector, a la misma

def

expresiodén pero cada coordenada multiplicada por el espin que

trlenle
espin_operador (vect):
espin = O

for i in range(len(vect)): #len(vect)-1 si no se quieren
condiciones periddicas
#Si vect = a_i state_i, queda a_i"x*
espin_correlacion(states_i) * a_i
espin += vect[i].conjugate () =*
espin_correlacion(states[i]) * vect[il
return (espin.real/L).real #Se normaliza ya que -L es el valor
maximo que puede tomar

Codigo 2: Método 1, conisderando todos los estados directamente.
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