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4. Códigos convolucionales de Goppa sobre una variedad 59
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4.1.1. Ejemplos de códigos de dimensiones 1 y 2 sobre el plano
proyectivo P2 que son MDS . . . . . . . . . . . . . . . 62
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5.3. Códigos definidos por fibraciones triviales de variedades . . . 74
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Introducción

La teoŕıa de códigos juega un papel muy importante en los sistemas de
comunicación a través de un canal con ruido. La codificación consiste en
añadir información extra (redundancia) a los mensajes que se quieren trans-
mitir a través del canal con el objetivo de minimizar los efectos del ruido,
controlando los errores que éste produce, es decir, consiguiendo un sistema
fiable de transmisión.

Codificador
u

Canal
Ruidoso

x
Decodificador

ûy

El sistema debe ser también eficiente en el sentido de que manteniendo
una probabilidad de error baja se consiga una mayor velocidad, una menor
potencia de transmisión, se necesite menor ancho de banda, etc., que repecto
de la información sin codificar o de la información con otros codificadores.
De hecho Shannon demostró en 1948 [32] que con una codificación apropiada
se pueden reducir los errores producidos por el canal, sin sacrificar ni la tasa
de transmisión, ni la potencia, ni el ancho de banda.

Los mejores códigos conocidos para la comunicación sobre canales con
ruido son los códigos lineales de bloques, los códigos convolucionales y los
códigos basados en ellos.

Los códigos convolucionales surgen después de los códigos de bloques y no
requieren codificadores muy complicados. Estos códigos fueron introducidos
por Elias en 1955 [8].

Su creciente aplicación fue debida en parte a los métodos de decodifica-
ción, puesto que se pasó de algoritmos que eran independientes de la memoria
del código al algoritmo de Viterbi [34], cuya complejidad crece exponencial-
mente con la memoria, pero que es mucho más fiable como método de de-
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INTRODUCCIÓN

codificación, puesto que no borra datos como los algoritmos secuenciales y
además el tiempo de decodificación es fijo.

Uno de las principales aplicaciones de los códigos convolucionales es la
transmisión de información en el espacio exterior (deep-space). Las transmi-
siones a través del espacio exterior están muy limitadas en potencia, pero
no generalmente en ancho de banda. Si hay una disminución de SNR, con la
misma potencia se cubren distancias mayores. Los sistemas de comunicación
en las naves espaciales transmiten informaciones telemétricas (datos cient́ıfi-
cos con o sin imágenes, datos GSE, etc.), órdenes de la estación terrestre a
la nave y “tracking” (seguimiento de la velocidad, posición y otros datos de
la nave a través de los datos que ésta env́ıa a tierra). En el canal telemétrico,
donde la razón del código (proporción entre información y redundancia más
información) es relativamente alta, se utilizan códigos convolucionales y de
bloques.

En las misiones espaciales Pionner 10 y 11 a Júpiter y Saturno en 1972-73
se utilizó un código convolucional de razón 1/2 y memoria 31.

Es a partir del algoritmo de Viterbi cuando el estándar planetario se
convierte en un código convolucional de memoria menor, memoria 6 y razón
1/2. Éste código se utilizó por primera vez en la misión Voyager 1 (1980-81)
concatenado con un código lineal Reed-Solomon y después en las misiones
Galileo (1986) y Voyager 2 (1989) concatenando el estándar con otros códigos
convolucionales y de bloques.

Los códigos convolucionales se utilizan también en la construcción de
los turbo códigos, que fueron introducidos en 1983 por Berrou, Glavieux y
Thitimajshima en [2].

Massey y Sain [23] establecieron relaciones básicas entre la teoŕıa de códi-
gos convolucionales y la teoŕıa algebraica de sistemas lineales de la que los
trabajos de Kalman [21, 20] y posteriormente de Kailath [19] merecen men-
ción especial.

En 1970 Forney desarrolla la teoŕıa algebraica de los códigos convolucio-
nales en su trabajo “Convolutional Codes I: Algebraic Structure” [11], que
es una referencia principal desde entonces; trabajo que recoge Piret en su
libro [29] y McEliece reelabora y ampla en el art́ıculo de 1998 “The algebraic
theory of convolutional codes”, incluido en el libro “Handbook of coding
theory” [24].

En este trabajo se presenta un nuevo tipo de códigos convolucionales que
generalizan los códigos algebraicos de Goppa y que nos permiten construir
importantes familias de códigos con buenas prestaciones en cuanto a su im-
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plementación, con alfabeto pequeño, y a su capacidad de corregir errores, es
decir, con la mayor distancia posible entre sus palabras. Los resultados más
importantes, que ya han sido publicados [6, 26, 17, 30], se describen a con-
tinuación exponiéndolos divididos en los cinco caṕıtulos de que se compone
esta memoria.

En el Caṕıtulo 1, se desarrolla la teoŕıa general de códigos convolucio-
nales:

Se parte de la interpretación de los codificadores convolucionales como
dispositivos f́ısicos (circuitos secuenciales lineales) para, a través de la teoŕıa
de sistemas lineales, dar su interpretación como morfismos lineales inyectivos,

Fq(z)k
G
↪→ Fq(z)n, siguiendo las restricciones precisas de la teoŕıa de control en

comunicaciones, y tomando como equivalentes aquellos que tienen la misma
imagen, obteniendo aśı el código convolucional como el subespacio imagen.
Se estudian, desde el punto de vista de la teoŕıa de control en comunicaciones,
los codificadores que deben ser evitados y los que son óptimos en términos
de una realización minimal del sistema lineal asociado y de su distancia. Se
hace especial énfasis en su interpretación como módulos sobre un dominio
de ideales principales, pues es esa estructura la que permite caracterizar los
codificadores básicos y el grado y la memoria del código.

La teoŕıa de Forney [11] y su posterior desarrollo por McEliece [24] son
las referencias fundamentales. Las técnicas de Álgebra empleadas pueden
encontrarse en manuales de Álgebra como [1, 3].

Por último, obtenemos un resultado nuevo para los códigos convolucio-
nales de dimensión 1, el Teorema 1.43, recogido también en el preprint [7],
que nos permite decidir cuándo un código convolucional de dimensión 1 es
MDS en función de subcódigos lineales asociados. Utilizaremos este teorema
en el Caṕıtulo 3 para construir familias de códigos convolucionales que son
óptimos o MDS, resultados que hemos publicado recientemente como parte
del art́ıculo [30].

El Caṕıtulo 2 está dedicado a los códigos convolucionales de Goppa
definidos sobre curvas algebraicas.

En él definimos la noción de código convolucional de Goppa, como un
código algebro-geométrico obtenido por evaluación de una serie lineal Γ ⊆
L(G) en puntos racionales pi de una curva algebraica sobre el cuerpo Fq(z)
de las funciones racionales de una variable con coeficientes en el cuerpo finito
Fq, y calculamos (Teorema 2.2 ) su longitud y dimensión en función de los
divisores sobre la curva G y D = p1 + · · · + pn asociados. Damos la corres-
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pondiente noción de código convolucional dual como su subespacio ortogonal
respecto de la métrica natural en Fq(z)n y demostramos (Teorema 2.4 ) que
también es un código convolucional de Goppa.

De este modo se generaliza la teoŕıa de Goppa de códigos en curvas alge-
braicas sobre un cuerpo finito Fq [13, 14, 15] a un cuerpo (infinito) Fq(z). Es
por ello que a estos nuevos códigos los denominamos códigos convolucionales
de Goppa (CGC) o de tipo Goppa.

El caṕıtulo termina ilustrando esta construcción general con algunos ejem-
plos de códigos convolucionales de Goppa sobre curvas de género cero y uno
que son MDS.

Parte de este caṕıtulo está basado en los art́ıculos [6, 26].
Los métodos de Geometŕıa algebraica utilizados se encuentran en [16].

El Caṕıtulo 3 se dedica a los códigos convolucionales de Goppa sobre la
recta proyectiva P1

Fq(z).
La sencillez de las curvas de género cero aconsejó dedicar inicialmente

nuestro estudio a los códigos convolucionales de Goppa sobre la recta proyec-
tiva P1

Fq(z). Los buenos resultados obtenidos nos han permitido considerar el

caso de P1
Fq(z) particularmente interesante y por eso le dedicamos un caṕıtulo

especial. Por una parte, podemos construir numerosos ejemplos generales de
códigos convolucionales de Goppa sobre la recta proyectiva, que engloban
resultados de otros autores [12], y construir y clasificar familias de códigos
de este tipo que son óptimos o MDS, es decir, con la máxima distancia po-
sible entre sus palabras; lo conseguimos, además, sobre alfabeto Fq pequeño,
mientras que hasta entonces sólo hab́ıa sido posible hacerlo sobre alfabeto
grande [18, 31]. Por otro lado, recientemente hemos demostrado [5] que todo
código convolucional puede ser construido como un código convolucional de
Goppa sobre la recta proyectiva.

Este caṕıtulo contiene los resultados más importantes de la memoria y
está basado en los art́ıculos [6, 26, 30]. Son resultados que permiten en-
contrar de forma constructiva códigos convolucionales de Goppa y describir
expĺıcitamente tanto sus matrices generadoras como sus matrices de control
(Teoremas 3.2 y 3.4 ). Muchos de ellos son MDS, es decir, su distancia libre
alcanza la cota de Singleton generalizada.

Para el caso de los códigos convolucionales de Goppa de dimensión 1,
construimos familias de códigos dependientes de un conjunto de parámetros,
que son MDS (Teoremas 3.10 y 3.13, Corolarios 3.11, 3.14 y 3.15 ).

Una primera familia de códigos convolucionales de Goppa de dimensión
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1 sobre P1
Fq(z) está dada por la restricción a la serie lineal Γ = 〈λsts + · · · +

λrt
r〉 ⊆ L(G) , λi ∈ Fq(z) del morfismo de evaluación asociado a los divisores

D = p1 + · · ·+ pn y G = rp∞ − sp0, 0 ≤ s ≤ r < n.
En el Teorema 3.10, cuando s = r, y eligiendo las coordenadas de los pun-

tos pi = aiz+bi de forma que bi = ci−1ai, siendo c ∈ Fq un elemento de orden
≥ n, construimos una familia de códigos MDS determinados por una matriz
generadora canónica. En particular, cuando se toma ai = 1, y siempre que
los coeficientes binómicos {(mj ) , 0 ≤ j ≤ m} sean no nulos, se obtiene una
familia uniparamétrica de códigos convolucionales de Goppa de dimensión 1
que son MDS y se determina un representante canónico (Corolario 3.11 ).

En caracteŕıstica 2, esta teoŕıa nos permite construir códigos convolucio-
nales de longitud n y dimensión k = 1 que son MDS, haciendo variar su
memoria m para que los coeficientes binómicos se mantegan no nulos. Aśı si
m = 1 podemos construir códigos convolucionales MDS de grado m = 1,
dimensión k = 1, longitudes n = 2, 3 sobre F4(z), si m = 3 se obtienen de
longitudes n = 4, 5, 6, 7 sobre F8(z), si m = 7 se construyen de longitudes
n = 8, 9, 10, . . . , 15 sobre F16(z), y aśı sucesivamente.

En el Teorema 3.13, cuando s = 0 y las coordenadas de los puntos pi son
de la forma pi = aiz+b, damos la condición necesaria y suficiente para que un
código de la familia Cλ definida por la serie lineal Γ = 〈λ0 + λ1t · · ·+ λrt

r〉 y
el divisor de puntos D = p1 + · · ·+pn sea MDS. En particular, demostramos
que el código Cλ, con todos los λi 6= 0 y b = 0 es MDS (Corolario 3.14 ).
Hay que señalar que los códigos convolucionales MDS construidos por H.
Gluesing-Luerssen y B. Langfeld [12] son de este tipo, como reseñamos en el
Corolario 3.15.

Incluimos también un resultado de clasificación de códigos convolucionales
de Goppa de dimensión 1 sobre P1

Fq(z). En el Teorema 3.16 demostramos
que el conjunto de los códigos convolucionales de Goppa definidos por Γ =
〈λ0 + λ1t · · · + λrt

r〉 con λi ∈ Fq y el divisor de puntos {aiz + b}0≤i≤n, ai 6=
aj 6= 0 que son MDS, es un abierto no vaćıo de PrFq dando expĺıcimante su
complemetario, es decir, las ecuaciones de los códigos de la familia que no son
MDS. Terminamos con algunos ejemplos que ponen de manifiesto la ventaja
de la teoŕıa desarrollada en la elección de códigos convolucionales MDS sobre
alfabeto pequeño.

En el Caṕıtulo 4, de carácer fundamentalmente técnico, se generaliza
la construcción de los códigos convolucionales de Goppa sobre curvas del
Caṕıtulo 2 a variedades algebraicas proyectivas de dimensión superior.
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Los códigos convolucionales de Goppa están ahora asociados a una pareja
(D,G), donde D = p1∪· · ·∪pn es el subesquema de dimensión cero asociado
a n puntos racionales diferentes y G es un divisor cuyo soporte no pasa por
esos puntos. El código convolucional de Goppa C(D,G) es la imagen del mor-
fismo de evaluación: H0(X,OX(G))→ H0(X,OD) ' Fq(z)n. Análogamente,
dado un subespacio Γ ⊆ H0(X,OX(G)), se define el código convolucional de
Goppa C(D,Γ) como la imagen de la restricción a Γ de dicho morfismo. En
el Teorema 4.2 determinamos la longitud y la dimensión de estos códigos.

Detallamos esta construcción en dos casos interesantes. El primero es el
del plano proyectivo P2

Fq(z) y el segundo es de la superficie reglada trivial

P1
Fq(z) × P1

Fq(z).
En el caso del plano proyectivo, en el Teorema 4.3 determinamos de forma

expĺıcita una base del código C(D,Γ), siendo Γ ⊆ H0(X,O(r)) cuando Γ ∩
H0(X, ID⊗OX O(r)) = {0} (aqúı ID es el haz de ideales del subesquema D);
obtenemos también una cota para el grado δ del código. Ello nos permite dar
numerosos ejemplos de códigos de dimensiones 1 y 2 sobre el plano proyectivo
que son MDS, utilizando alfabeto pequeño F8, con los que ilustramos de nuevo
la potencia de esta teoŕıa.

Análogamente, para la reglada trivial, en el Teorema 4.8 explicitamos el
morfismo de evaluación y damos cotas para la dimensión del código y su me-
moria. Construimos asimismo diversos ejemplos de códigos convolucionales
de Goppa que son MDS.

El Caṕıtulo 5 está dedicado a los códigos convolucionales de Goppa so-
bre familias de variedades algebraicas, generalizando los asociados a familias
de curvas desarrollados en [6], proponiendo como aplicaciones: una interpre-
tación geométrica de la distancia libre del código y un estudio de los códigos
2D introducidos por Fornasini y Valcher [9, 33] y continuado recientemente
por otros autores Climent, Napp, Perea y Pinto [28, 4].

Por razón de su interés, nos restringimos a las fibraciones π : X → A1

de variedades algebraicas parametrizadas por la recta af́ın A1 = SpecFq[z].
Las definiciones se generalizan de manera directa a este caso, y los códigos
convolucionales de Goppa asociados a la fibración se definen por evaluación
de las secciones de un haz de ĺınea en n secciones de la fibración.

Estos códigos definen, entonces, códigos lineales en las fibras sobre los
puntos cerrados, que son variedades algebraicas sobre Fq, y un código con-
volucional de Goppa en la fibra sobre el punto genérico, que es una varie-
dad algebraica sobre Fq(z), una vez que se haya fijado una trivialización
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H0(X,OD) ' Fq[z]n. En este sentido, los códigos convolucionales de Gop-
pa asociados a la fibración son familias de códigos lineales, obtenidos todos
ellos por especialización de un código convolucional de Goppa sobre la fibra
genérica.

Consideramos en primer lugar el caso de los códigos convolucionales de
Goppa sobre las fibraciones de curvas, determinando la dimensión y las con-
diciones para que la matriz generadora asociada a una trivialización sea una
matriz básica (Proposiciones 5.5 y 5.7, Corolario 5.6 ). Se especializan los
resultados al caso de la fibración trivial P1×A1 π→ A1. Al final se incluye un
apartado en el que se propone una interpretación geométrica de la distancia
libre del código como aplicación de esta teoŕıa.

Por último estudiamos los códigos definidos sobre la fibración P1 × P1 ×
A1 → A1. Utilizando nuestros códigos convolucionales de Goppa definidos
sobre las fibraciones triviales P1×P1×A1 → A1 y P1×A1 → A1 construimos
códigos 2D, lo que proporciona otro elemento de aplicación del estudio de los
códigos convolucionales de Goppa sobre fibraciones de variedades al estudio
de las propiedades de los códigos 2D aśı obtenidos a partir de ellos.

Este caṕıtulo está basado en los art́ıculos [6, 26, 17].
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y Ángel Muñoz Castañeda por su trabajo y colaboración en la elaboración de
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Caṕıtulo 1

Códigos Convolucionales

1.1. Codificador convolucional como disposi-

tivo f́ısico

Si Fq representa el alfabeto o cuerpo finito de śımbolos, comenzaremos
recordando la definición de código lineal de bloques sobre Fq de razón k/n
con k < n,

Definición 1.1. Un (n, k)-código lineal de bloques sobre Fq es un subespacio
C de Fnq de dimensión k.

Las aplicaciones lineales inyectivas Fkq
G
↪→ Fnq de imagen el código, C =

Im G, se llaman codificadores y su representación en coordenadas son las
matrices generadoras G. Un codificador G asocia a cada palabra de infor-
mación u ∈ Fkq la palabra código x ∈ Fnq por la regla x = u ·G.

En muchos casos, un codificador se utiliza para codificar no una sino una
secuencia de palabras de información, es decir, una función discreta del tiem-
po; de modo que se puede interpretar el codificador G como una aplicación
lineal que transforma la sucesión de palabras de información k-dimensionales
(ut0 , ut0+1, . . . )t0∈Z en la sucesión de palabras código n-dimensionales (xt0 ,
xt0+1, . . . )t0∈Z por la regla xt = utG para t ≥ t0, que expresa en cada instan-
te t la palabra código xt como una función lineal de la palabra de información
ut en ese instante.

Si ahora pensamos el codificador lineal G como un dispositivo f́ısico en
el que se realizan operaciones lineales, sumadores (⊕) y multiplicadores (C)

9



CAPÍTULO 1. CÓDIGOS CONVOLUCIONALES

en Fq, en cada instante de tiempo t la palabra código xt sólo depende, y
linealmente, de la palabra de información ut introducida en ese instante.

⊕ C

utut xt

En este sentido, podemos dar la siguiente

Definición 1.2. Un codificador es convolucional si la palabra código xt en
el instante t depende linealmente no sólo de la palabra de información ut en
ese instante, sino también de las palabras de información ut−1, ut−2, . . . en
instantes anteriores a t.

Los dispositivos f́ısicos que realizan estos codificadores tienen, además de
los operadores lineales ⊕ y C, retardadores de señal en el tiempo zut = ut−1,
z2ut = ut−2

z

utut xt⊕ C

z es el operador “delay”.
Si en el instante t la palabra código xt depende de un número finito

m de muestras anteriores en el tiempo, ut−i con 1 ≤ i ≤ m, se dice que
el codificador convolucional tiene memoria m. Los codificadores lineales de
bloques son pues codificadores convolucionales de memoria cero.

Aunque en teoŕıa pueden existir codificadores convolucionales de memoria
infinita, en la práctica no es posible pues el número de elementos con delay o
elementos de memoria que puede utilizar un dispositivo f́ısico tiene que ser
finito, en otro caso la realización material no seŕıa posible.

Se llama grado del codificador al número de elementos de memoria; el
contenido de éstos informa en cada instante sobre el estado f́ısico del codifi-
cador.

Los dispositivos f́ısicos que realizan estos codificadores se llaman circui-
tos secuenciales lineales y las ecuaciones que los describen sistemas lineales
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1.1. CODIFICADOR CONVOLUCIONAL COMO DISPOSITIVO FÍSICO

invariantes respecto del tiempo y con un número finito de variables de estado
(igual al grado del codificador).

Sobre alfabeto binario Fq = Z/2Z, veremos dos ejemplos de codificador
convolucional definido por un circuito secuencial lineal y descrito por sus
ecuaciones o bien por su matriz codificadora.

Ejemplo 1.3. Circuito secuencial lineal con dos elementos de memoria.

s1,t

ut
z z
⊕ ⊕

x1,t

x2,t

s2,t

En cada instante t ≥ t0 se produce una entrada ut y dos salidas x1,t, x2,t

y el estado f́ısico viene dado por (s1,t, s2,t), donde (s1,t0 , s2,t0) = (0, 0).

Sus ecuaciones son

s1,t+1 = ut s2,t+1 = s1,t

x1,t = u1,t + s1,t + s2,t x2,t = ut + s2,t

de donde (
s1,t+1 s2,t+1

)
=
(
s1,t s2,t

)(0 1
0 0

)
+ ut(1, 0)

(
x1,t x2,t

)
=
(
s1,t s2,t

)(1 0
1 1

)
+ ut(1, 1)

que expresa la relación entre el vector de salida xt = (x1,t, x2,t) y el de
entrada ut en función del vector de estados st = (s1,t, s2,t) mediante el
sistema lineal {

st+1 = stA+ utB

xt = stC + utD

realizado por las matrices escalares

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
1 0

)
, C =

(
1 0
1 1

)
, D =

(
1 1

)

11
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Utilizando el operador z podemos escribir directamente:

x1,t = ut + zut + z2ut

x2,t = ut + z2ut

}
xt = ut

(
1 + z + z2 1 + z2

)
La matriz G =

(
1 + z + z2 1 + z2

)
se llama matriz codificadora.

Ejemplo 1.4. Circuito lineal con una entrada y dos salidas, dos elementos de
memoria y con “feed-back”.

x1,t

ut
⊕

⊕
s1,t s2,t

x2,t

En términos de sistemas lineales

s1,t+1 = s1,t + s2,t + ut s2,t+1 = s1,t

x1,t = ut x2,t = (ut + s1,t + s2,t) + s2,t = ut + s1,t

Se obtiene el sistema lineal{
st+1 = stA+ utB

xt = stC + utD

con

A =

(
1 1
1 0

)
, B =

(
1 0

)
, C =

(
0 1
0 0

)
, D =

(
1 1

)
.

En términos del operador z:

z−1s1,t = s1,t + s2,t + ut y z−1u2,t = u1,t implican que s1,t = zs1,t +
z2s1,t + zut luego s1,t = z

1+z+z2ut, de donde:(
x1,t x2,t

)
=
(
ut ut + z

1+z+z2ut
)

= ut

(
1 1+z2

1+z+z2

)
La matriz codificadora es

G =
(

1 1+z2

1+z+z2

)
,

y sus coeficientes son funciones racionales sin polos en el origen.

12
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A partir de este ejemplo veremos qué relación existe entre la descripción
del codificador por medio de la teoŕıa de sistemas lineales y la descripción
por la matriz codificadora G utilizando el operador z; lo que utilizaremos
también para decidir en qué dominios se deben elegir los coeficientes de G
para que el codificador convolucional asociado se pueda realizar f́ısicamente.

Ahora podemos dar una primera aproximación a la definición de un (n, k)
codificador convolucional (k entradas y n salidas en cada instante):

Dar un (n, k) codificador convolucional es dar una matriz G de orden k×n
con coeficientes en el cuerpo de fracciones Fq(z) del anillo de polinomios Fq[z],
G ∈M(n×k,Fq(z)). Para que este codificador sea realizable, los coeficientes
de G deben ser funciones racionales sin polos en el origen.

Para cada una de estas matrices G no existe una única realización f́ısica
(A,B,C,D); es la teoŕıa de sistemas lineales la que estudia cuál elegir en
función de las necesidades del problema planteado. Una restricción clara para
que una realización f́ısica sea mas sencilla es diminuir el número de variables
de estado o elementos de memoria (el grado del codificador); la que tiene el
menor número de ellas se llama en teoŕıa de sistemas lineales una realización
minimal.

Es en el contexto de la teoŕıa de control en comunicaciones a través de
canales ruidosos, donde las restricciones sobre la matriz codificadora deben
ser “más precisas” en términos de una “buena” decodificación. No sólo se
plantea el problema de averiguar cuándo un codificador es f́ısicamente reali-
zable sino también de buscar propiedades de la matriz codificadora para que
el proceso de decodificación se pueda controlar de modo eficaz y con el menor
coste algoŕıtmico.

En los primeros tiempos de la teoŕıa de los codificadores convolucionales,
la restricción sobre el número de variables de estado no era muy fuerte, pues
los algoritmos de decodificación no depend́ıan de los elementos de memoria.
Sin embargo, a partir de la utilización del algoritmo de Viterbi [10, 25] se
debe exigir la minimalidad de la realización, pues la complejidad de este
algoritmo decodificador crece exponencialmente con el número de variables
de estado.

13
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1.2. Del sistema lineal al código convolucio-

nal

En este apartado se desarrolla, utilizando la teoŕıa de sistemas lineales
(volveremos a ella al final del caṕıtulo), la definición general de un (n, k)
codificador convolucional, en términos de lo descrito en el apartado anterior,
para llegar a la definición de código convolucional de dimensión k y longitud
n

Definición 1.5. Un (n, k) codificador convolucional sobre Fq es una aplica-
ción lineal del espacio de sucesiones de palabras de información

{ut = (u1,t, . . . , uk,t) ∈ Fkq}t∈Z,t≥t0

en el espacio de sucesiones de palabras código

{xt = (x1,t, . . . , xn,t) ∈ Fnq }t∈Z,t≥t0

que en cada instante de tiempo t está representada por el sistema lineal de
ecuaciones {

st+1 = stA+ utB

xt = stC + utD para t ≥ t0 y st0 = 0
(1.2.1)

donde st = (s1,t, . . . , sδ,t) ∈ Fδq es el vector de estados y A, B, C y D son
matrices con coeficientes en Fq de órdenes respectivos δ × δ, k × δ, δ × n y
k × n. El número δ es el grado del codificador.

Si Fq((z)) representa el conjunto de la series de Laurent
∑

t≥t0 atz
t, pode-

mos identificar la sucesión {ut = (u1,t, . . . , uk,t)} con el vector de información

u(z) =

(∑
t≥t0

u1,tz
t, . . . ,

∑
t≥t0

uk,tz
t

)
∈ Fq((z))k .

Análogamente, identificamos la sucesión {xt = (x1,t, . . . , xn,t)}t∈Z,t≥t0 con el
vector código

x(z) =

(∑
t≥t0

x1,tz
t, . . . ,

∑
t≥t0

xn,tz
t

)
∈ Fq((z))n

14
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y la sucesión {st = (s1,t, . . . , sδ,t)}t∈Z,t≥t0 con el vector de estados

s(z) =

(∑
t≥t0

s1,tz
t, . . . ,

∑
t≥t0

sδ,tz
t

)
∈ Fq((z))δ .

Con esta notación, multiplicando en el sistema (1.2.1) por zt y sumando en
t con t ≥ t0, teniendo en cuenta que st, ut y xt son cero para t < t0, resulta
la nueva expresión del sistema lineal (1.2.1) :{

z−1s(z) = s(z)A+ u(z)B

x(z) = s(z)C + u(z)D
(1.2.2)

Resolviendo (1.2.2) para calcular s(z) y x(z) en función de u(z) se obtiene

s(z) = u(z)B(z−1I − A)−1 , x(z) = u(z)[B(z−1I − A)−1C +D]

que define una matriz G = B(z−1I − A)−1C + D de orden k × n cuyos
coeficientes son funciones racionales gij(z) ∈ Fq(z) sin polos en el origen,
pues de (z−1I − A)−1 = z + Az2 + A2z3 + . . . se sigue

G =
∑
n≥0

zn+1(B · An · C) +D ,

esto es, gij(z) =
∑

n≥0 z
n+1(B · An · C)ij +Dij.

Además G es la matriz codificadora, puesto que x(z) = u(z)G.

Definición 1.6. Un (n, k) codificador convolucional es una aplicación Fq((z))-
lineal

Fq((z))k
G−→ Fq((z))n

cuyo subespacio imagen está formado por las palabras código x(z) = u(z)G.

Como los coeficientes de G están en Fq(z) y sus filas son los generado-
res del subespacio de palabras código, podemos sin pérdida de generalidad
restringirnos a Fq(z) y redefinir:

Definición 1.7. Un (n, k) codificador convolucional es una aplicación Fq(z)-
lineal

Fq(z)k
G−→ Fq(z)n

cuya imagen es el subespacio de Fq(z)n formado por las palabras código
x(z) = u(z)G.
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En el contexto de un sistema de comunicaciones, lo primero que hay que
exigir a estos morfismos codificadores es que sean inyectivos, pues en caso
contrario existiŕıa alguna palabra código x(z) producida por dos palabras
de información u1(t) y u2(t) diferentes y entonces por linealidad, cualquier
otra palabra código x̄(z) tendŕıa por lo menos dos palabras de información
diferentes asociadas, si x̄(z) = ū(z)G también es x̄(z) = (ū(z) + u1(z) −
u2(z))G, con lo que la probabilidad de cometer un error al decodificar seŕıa
igual o mayor que 1/2.

Redefinimos de nuevo:

Definición 1.8. Un (n, k) codificador convolucional sobre Fq es un morfismo

Fq(z)-lineal inyectivo Fq(z)k
G
↪→ Fq(z)n.

El subespacio Im G de las palabras código es un subespacio de dimensión
k de Fq(z)n, lo que sugiere la siguiente:

Definición 1.9. Un (n, k) código convolucional C sobre Fq es un subespacio
k dimensional de Fq(z)n.

Por analoǵıa con los códigos lineales de bloques se dice que la razón del
código es k/n.

Si {g1, . . . , gk} es una base de C, la matriz codificadora G = (g1, . . . , gk)
t

se llama también, por razones obvias, matriz generadora de C.

Proposición 1.10. Todo (n, k)-código convolucional sobre Fq admite un re-
presentante polinómico.

Demostración. Sea G = (g1, . . . , gk)
t una matriz generadora del código C. Si

µ es el mı́nimo común múltiplo de los denominadores de los coeficientes de
G, la matriz µG genera también el código C.

Definición 1.11. Si G : Fq[z]k ↪→ Fq[z]n es un representante polinómico de
C, el grado del codificador G es la suma de los grados de sus filas g1, . . . , gk,
donde se entiende por grado de la fila i-ésima el mayor de los grados de sus
componentes polinómicas gij(z) ∈ Fq[z], esto es,

gr G =
k∑
i=1

máx
1≤j≤n

(gr gij(z))

La memoria de G es el grado m de la fila de mayor grado, m = máxij(gr(gij)).
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La matriz G se puede expresar como

G = G0 + G1z + · · ·+ Gmz
m

cuyas representación escalar asociada es la matriz semi-infinita

G =



G0 G1 G2 . . . Gm . . . . . .
G0 G1 . . . Gm−1 Gm . . . . . .

G0 . . . Gm−2 Gm−1 Gm . . . . . .
. . . . . .

G0 . . . Gm . . .
. . . . . .


Para cada ` ≥ m la matriz escalar de orden k`× (m+ `)n

G` =


G0 G1 . . . Gm

G0 . . . Gm−1 Gm

. . . . . .

G0 . . . Gm


define un código lineal de bloques de razón k`

(m+`)n

Ejemplo 1.12. Los codificadores convolucionales de los ejemplos 1.3 y 1.4
generan el mismo código convolucional de razón 1/2,

G =
(
1 + z + z2 1 + z2

)
, G′ =

(
1 1+z2

1+z+z2

)
pues G = (1 + z + z2)G′. La representación polinómica de G es

G = G0 + zG1 + z2G2 ,

con G0 =
(
1 1

)
, G1 =

(
1 0

)
y G2 =

(
1 1

)
.

Ejemplo 1.13. Standard Planetario de la NASA: Código convolucional de
razón 1/2 con matriz generadora en sistema octal G = (133, 171) y en sistema
binario

G =
(
1 + z + z2 + z3 + z4 + z6 1 + z3 + z4 + z5 + z6

)
,

17
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que es un codificador de memoria y grado 6 y matriz escalar

G =


G0 G1 . . . G6 . . . . . .

G0 . . . G6 . . . . . .
. . . . . .

G0 . . . G6 . . .
. . . . . .


con G0 =

(
1 1

)
, G1 =

(
1 0

)
, G2 =

(
0 0

)
, G3 =

(
1 1

)
, G4 =

(
1 1

)
,

G5 =
(
0 1

)
y G6 =

(
1 1

)
.

1.3. Codificadores catastróficos

En este apartado veremos qué tipo de codificadores deben ser siempre
evitados y los caracterizaremos para que ello sea posible.

Si para un cierto codificador convolucional G existe una palabra código
x(z) de longitud finita que proviene de una palabra de información u(z) de
longitud infinita, x(z) = u(z)G, habrá una probabilidad no nula de que ocu-
rra un error de longitud finita e(z) en el proceso de control de trasmisión a
través de un canal ruidoso. Este error conducirá a un error de información
de longitud infinita, eu(z). Aśı, la palabra decodificada û(z) = eu(z) + u(z),
diferirá de la palabra de información u(z) emitida en un número infinito de
lugares. Massey llamó a este tipo de errores errores de propagación catastrófi-
cos y codificadores catastróficos a los que producen estos errores.

En general una palabra código x(z) ∈ Fq[z]n no puede provenir de ninguna
palabra de información u(z) de longitud infinita si existe una matriz G−1 de
orden n× k con coeficientes funciones racionales de la forma p(z)/zn, n ≥ 0
y p(z) ∈ Fq[z], tal que G ·G−1 = Ik.

Veamos cual es el significado algebraico de esta condición. Consideremos
para ello el anillo localizado

Fq[z]S =

{
p(z)

zn
∈ Fq(z) |n ≥ 0

}
de Fq[z] por el sistema multiplicativo S = {zn, z ≥ 0}. La existencia de G−1

equivale a que la localización del morfismo codificador

0→ Fq[z]kS
G
↪→ Fq[z]nS → Fq[z]nS/ Im(G)→ 0

18
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admita un retracto G−1 : Fq[z]nS → Fq[z]kS (G ·G−1 = Ik), y el retracto existe
si y sólo si el módulo cociente Fq[z]nS/ Im(G) no tiene torsión.

La teoŕıa de los factores invariantes sirve para determinar fácilmente
cuando Fq[z]nS/ Im(G) no tiene torsión, pues nos dice que existen elemen-
tos (γ1, . . . , γk) en Fq[z]S de forma que γi|γi+1 y que

Fq[z]nS/ Im(G) ' L⊕ Fq[z]S/〈γ1〉 ⊕ · · · ⊕ Fq[z]S/〈γk〉

siendo L un Fq[z]S-módulo libre finito-generado. Por tanto Fq[z]nS/ Im(G) no
tiene torsión exactamente si todos los factores invariantes son invertibles en
el anillo Fq[z]S, es decir, como polinomios en z son de la forma zmi .

Puesto que los factores invariantes γi de Fq[z]n/ Im(G) (a los que también
nos referiremos como factores invariantes de la matriz G) están determinados
(salvo unidades) por la fórmula

γi =
m. c. d.(menores de orden i de G)

m. c. d.(menores de orden i− 1 de G)

podemos caracterizar los codificadores no catastróficos (no producen errores
de propagación catastróficos):

Proposición 1.14. Un codificador polinómico G : Fq[z]k ↪→ Fq[z]n es no
catastrófico si y sólo si

m. c. d.(menores de orden k de G) = zr

para algún r ≥ 0.

La extensión al cuerpo de fracciones Fq(z) es inmediata:

Definición 1.15. Un codificador G : Fq(z)k ↪→ Fq(z)n es no catastrófico si

m. c. d.(menores de orden k de µG)

µ
= zr

para algún r ≥ 0, siendo µ el mı́nimo común múltiplo de los denominadores
de los coeficientes de G.

Ejemplo 1.16. El codificador convolucional de razón 2/3 sobre F2 dado por

G1 =

(
1 0 1

1+z

0 1 z
1+z

)
19
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es no catastrófico, pues µ = 1 + z y los menores de orden 2 de µG1 son
(1 + z)2, z(1 + z) y 1 + z, luego

m. c. d.((1 + z)2, z(1 + z), 1 + z)

1 + z
=

1 + z

1 + z
= 1 = z0

El codificador polinómico

G2 =

(
1 + z 0 1
z 1 + z + z2 z2

)
es catastrófico, pues el máximo común divisor de los menores de orden 2 de
G2 es 1 + z + z2.

Los codificadores G1 y G2 definen el mismo código pues

G2 =

(
1 + z 0
z 1 + z + z2

)
·G1 .

En este caso, es el representante polinómico G2 del código convolucional el
que se debe evitar.

1.4. Codificadores básicos. Códigos convolu-

cionales como submódulos.

Si G es un (n, k) codificador convolucional polinómico, considerando G
como un morfismo de Fq[z]-módulos G : Fq[z]k ↪→ Fq[z]n, el módulo libre
LG = ImFq [z] G es un submódulo de rango k de Fq[z]n y C = LG ⊗Fq [z] Fq(z)
es el código convolucional de razón k/n que define.

Si G′ : Fq[z]k ↪→ Fq[z]n es otro representante polinómico del código C se
verifica

LG ⊗Fq [z] Fq(z) = C = LG′ ⊗Fq [z] Fq(z)

Definición 1.17. Un codificador polinómico G : Fq[z]k ↪→ Fq[z]n es básico
si el módulo cociente Fq[z]n/LG es libre.

Teorema 1.18. Sea G : Fq[z]k ↪→ Fq[z]n un codificador básico. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:

1. G admite una inversa polinómica por la derecha, esto es, existe G−1 ∈
M(n× k,Fq[z]) tal que G ·G−1 = Ik.
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COMO SUBMÓDULOS.

2. Los factores invariantes de G son todos iguales a 1.

3. El máximo común divisor de los menores de orden k de G es 1.

4. rg G = k en cualquier extensión de Fq.

En particular, todo codificador básico es no catastrófico.

Demostración. Si γ1, . . . , γk son los factores invariantes de G, se tiene que
Fq[z]n/LG es libre si y sólo si es libre de torsión. Eso equivale a que Fq[z]/〈γ1〉⊕
· · ·⊕Fq[z]/〈γk〉 = 0 es decir, a que γ1 = · · · = γk = 1, o sea, a que el máximo
común divisor de los menores de orden k de G es 1.

Por otra parte, Fq[z]n/LG es libre si y sólo si la sucesión exacta de Fq[z]-
módulos

0→ LG
G−→ Fq[z]n → Fq[z]n/LG → 0

rompe, es decir, si y sólo si G admite un retracto G−1.

Ejemplo 1.19. El codificador binario

G =

(
1 1 + z 1 + z

z + z2 z + z2 1

)
es básico pues el máximo común divisor de los menores de orden 2 de G es 1

Probaremos ahora de modo constructivo siguiendo a Forney [11] la exis-
tencia de codificadores básicos para cualquier código convolucional.

Teorema 1.20. Todo (n, k) código convolucional admite un representante
básico.

Demostración. Sean G un representante polinómico del código y γ1, . . . , γk
sus factores invariantes respecto de Fq[z]. Consideremos la matriz

Γ =

γ1

. . .

γk

∣∣∣∣∣∣∣ 0k×(n−k)


Se tiene G = A · Γ · B para ciertas matrices A ∈ AutFq [z] Fq[z]k y B ∈
AutFq [z] Fq[z]n.

La matriz G0 construida con las primeras k filas de B define el codifi-
cador básico buscado. En efecto, si {b1, . . . , bk, . . . , bn} son las filas de B y
{c1, . . . , ck, . . . , cn} son las columnas de su inversa B−1, se tiene:
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1. G0 = (b1, . . . , bk)
t tiene una inversa polinómica G−1

0 = (c1, . . . , ck).

2. G y G0 generan el mismo código: Si x ∈ ImFq [z] G se tiene

x = uG = (uA)ΓB = uσ(1)γ1b1 + · · ·+ uσ(k)γkbk ∈ ImFq [z] G0

La tercera igualdad se debe a que como A ∈ AutFq [z] Fq[z]k, uA consiste
sólo en permutar las componentes (u1, . . . , uk) de u; σ representa tal
permutación. Se sigue que ImFq [z] G ⊆ ImFq [z] G0 y como son subespa-
cios de Fq(z)n de la misma dimensión, coinciden.

Nota 1.21. El algoritmo de cálculo de los factores invariantes de una ma-
triz y el teorema anterior permiten construir un algoritmo programable pa-
ra calcular un representante básico a partir de un representante polinómico
cualquiera del código convolucional.

Demostraremos a continuación que los codificadores básicos son invarian-
tes por la acción del grupo unimodular GL(k,Fq[z]) = AutFq [z] Fq[z]k y que
son los elementos maximales de la clase de codificadores polinómicos de un
código convolucional, lo que utilizaremos para definir el grado del código con-
volucional y para buscar una clase canónica de representantes polinómicos,
en el sentido de la minimalidad de la realización f́ısica trivial del código.

Teorema 1.22. Sean G y G′ dos codificadores polinómicos que definen el
mismo (n, k) código convolucional C y sean LG y LG′ los submódulos libres
de rango k asociados. Se verifica

1. Si G es básico y LG ⊆ LG′, entonces LG = LG′.

2. Si G y G′ son ambos básicos, LG = LG′.

Demostración. (1) Componiendo las sucesiones exactas de Fq[z]-módulos aso-
ciadas a G y G′,

0 // LG
G //

� _

f

��

Fq[z]n // Fq[z]n/LG
//

h
��

0

0 // LG′
G′

// Fq[z]n // Fq[z]n/LG′ // 0

22



1.4. CODIFICADORES BÁSICOS. CÓDIGOS CONVOLUCIONALES
COMO SUBMÓDULOS.

se tiene que kerh = coker f . Como f es inyectiva, coker f = LG′/LG y
como G es básico Fq[z]n/LG es libre, luego kerh no tiene torsión y por tanto
LG′/LG = 0.

(2) El submódulo LG + LG′ genera el mismo código C y contiene a LG y
a LG′ , luego por (1) es LG = LG + LG′ = LG′ .

Corolario 1.23. Si G y G′ son dos representantes básicos de un (n, k)
código convolucional, se verifica

G′ = A ·G con A ∈ AutFq [z] Fq[z]k(= GL(k,Fq[z])) .

Corolario 1.24. Los codificadores básicos son los elementos maximales de
la clase de los codificadores polinómicos de un código convolucional.

Sea G un codificador polinómico de un (n, k) código convolucional C.
Representemos por δG el máximo grado de los menores de orden k de G
(grado interno de G según McEliece [24]).

Teorema 1.25. Si G es un (n, k) codificador básico se verifica que δG ≤ δG′

para todo codificador polinómico G′ que genera el mismo código convolucio-
nal.

Demostración. Como generan el mismo código, existe A ∈ GL(k,Fq(z)) tal
que G′ = A ·G; pero A es polinómica pues por ser G básico es LG′ ⊆ LG.

Fq[z]k
G∼ // LG

Fq[z]k

A

OO

G′
∼ // LG′

� ?

OO

Luego como los menores de orden k de G′ se obtienen multiplicando por el
determinante de A los menores de orden k de G, resulta que δG′ ≥ δG.

Corolario 1.26. Si G y G′ son codificadores básicos que definen el mismo
código convolucional, se verifica que δG = δG′.

Y podemos definir ahora un invariante del código, el grado de un código
convolucional :
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CAPÍTULO 1. CÓDIGOS CONVOLUCIONALES

Definición 1.27. El grado δ de un código convolucional de dimensión k es

δ = δG = máximo grado de los menores de orden k de un representante básico G

Y aśı podemos abordar la teoŕıa de códigos convolucionales desde el punto
de vista de los módulos, sin más que identificar los (n, k) códigos convolucio-
nales con la clase de los submódulos básicos de rango k de Fq[z].

1.5. Codificadores básicos minimales. Codifi-

cadores canónicos

Nos interesan aquellos codificadores polinómicos en los que el grado del
código coincide con el grado del codificador y éste último es el menor posible
entre todos los representantes polinómicos del código. En sentido de Forney,
estos codificadores forman una clase canónica de codificadores básicos, los co-
dificadores minimales respecto de los que la realización f́ısica trivial requiere
el menor número de elementos de memoria.

Forney [11] definió los codificadores minimales:

Definición 1.28. Un codificador básico G es minimal si su grado gr(G)
coincide con el grado δ del código, esto es

gr(G) =
k∑
i=1

νi = δ ,

con νi = gr gi y G =
(
g1 . . . gk

)t
.

Los números ν1, . . . , νk se llaman ı́ndices de Forney y son invariantes del
código.

Forney [11] demostró la existencia de tales codificadores: Entre todos los
codificadores básicos que definen el mismo código convolucional existe por lo
menos uno que es minimal.

McEliece calcula en [22] el número de codificadores básicos minimales en
forma estándar (ν1 ≤ ν2 ≤ · · · ≤ νk) que tiene un código convolucional.

McEliece [24] llama canónicos a estos codificadores básicos minimales de
Forney y para ello utiliza los codificadores polinómicos reducidos. Las defini-
ciones son las siguientes:
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Definición 1.29. Un codificador polinómico G es reducido si δG = gr G.

Definición 1.30. Un codificador polinómico G es canónico si es a la vez
básico y reducido.

Aśı, el grado δ de un código convolucional coincide con el grado de cual-
quier codificador canónico G que represente al código, δ = gr(G), y su me-
moria m es el grado de la fila de mayor grado de G, que coincide con el ı́ndice
de Forney νk si G está en forma estándar.

1.6. Codificadores convolucionales sistemáti-

cos

Un codificador es sistemático si las palabras código que produce contienen
los mensajes originales.

Definición 1.31. Un (n, k) codificador convolucional G es sistemático si

G = (Ik|R) , con R ∈M(k × (n− k),Fq(z)) .

Teorema 1.32. [11, Forney] Todo (n, k) código convolucional tiene un re-
presentante sistemático realizable.

Demostración. Sea G0 un representante básico del código. G0 contiene al
menos una submatriz polinómica de orden k, A ∈M(k× k,Fq[z]), con detA
no nulo y no divisible por z, pues G0 es de rango k y el máximo común
divisor de los menores de orden k de G0 es 1 por ser G0 básico. Luego A
posee una inversa con coeficientes funciones racionales sin polos en el origen,
A−1 = At

detA
, y la matriz G = A−1 · G0 = (Ik|R) define un codificador

sistemático realizable.

Ejemplo 1.33. El codificador G =

(
1 0 1

1+z

0 1 z
1+z

)
es sistemático y realizable

con feed-back.

Los codificadores sistemáticos realizables con feed-back forman una clase
muy importante entre todos los representantes de un código convolucional
(sólo hay uno por cada código). Este tipo de codificadores se utiliza en la
construcción de los turbo códigos (1983, [2]).
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CAPÍTULO 1. CÓDIGOS CONVOLUCIONALES

1.7. Código dual. Matriz de control

Sea C un (n, k) código convolucional.

Definición 1.34. El código convolucional dual de C es el Fq(z)-subespacio
C⊥ de Fq(z)n dado por

C⊥ = {x ∈ Fq(z)n | 〈x, y〉 = 0 para cada y ∈ C} .

respecto de la métrica 〈x, y〉 =
∑

i xiyi con x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn)
en F(z)n.

Teorema 1.35. C⊥ es un (n − k, k) código convolucional de grado igual al
de C.

Demostración. Sea G un representante básico de C y LG el submódulo de
Fq[z]n asociado. Como G es básico, el módulo cociente Fq[z]n/LG es libre,
luego la sucesión exacta

0→ LG
G−→ Fq[z]n

Ht

−→ Fq[z]n/LG → 0

induce una sucesión exacta de Fq[z]-módulos libres

0→ (Fq[z]n/LG)∗
H−→ Fq[z]n

Gt

−→ L∗G → 0

donde (Fq[z]n/LG)∗ = HomFq [z](Fq[z]n/LG),Fq) y L∗G = HomFq [z](LG,Fq)
son los duales como Fq[z]-módulo, lo que prueba que el código dual C⊥ es
isomorfo a (Fq[z]n/LG)∗ como Fq[z]-módulo, que H es un representante básico
y que δG = δH = δ.

Como en los códigos lineales de bloques, a partir de un representante
sistemático del código se puede construir un representante sistemático del
código dual.

Proposición 1.36. Si G = (Ik|R) es un codificador sistemático realizable
del código convolucional C, H = (−Rt|In−k) es un representante sistemático
realizable del código dual C⊥.

Demostración. De la sucesión exacta de Fq(z)-espacios vectoriales

0→ Fq(z)k
G−→ Fq(z)n

Ht

−→ Fq(z)n−k → 0
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1.8. DISTANCIA LIBRE

se sigue, tomando duales, la sucesión exacta

0→ Fq(z)n−k
H−→ Fq(z)n

Gt

−→ Fq(z)n/Fq(z)k → 0

y de H ·Gt = 0 resulta H = (−Rt|In−k).

Veremos ahora un método debido a Forney [11] para construir a la vez un
código convolucional y su dual mediante representantes básicos. Este método
puede resultar útil cuando se decodifica mediante śındromes.

Proposición 1.37. Construcción de un (n, k) código convolucional y su dual
con generadores básicos.

Demostración. Sea GP un representante polinómico del código y GP = AΓB
la descomposición por factores invariantes (Teorema 1.20).

Si {b1, . . . , bk, . . . , bn} son las filas de la matriz unimodular B y denotamos
por {c1, . . . , ck, . . . , cn} las columnas de su inversa B−1, se tiene

G =
(
b1 . . . bk

)t
es un representante básico del código, de hecho su

inversa por la derecha es G−1 =
(
c1 . . . ck

)
.

H =
(
ck+1 . . . cn

)t
es un representante básico del código dual; su

inversa por la derecha es H−1 =
(
bk+1 . . . bn

)
.

Nota 1.38. De B−1 =
(
G−1 Ht

)
se sigue que si u es el vector de informa-

ción, x la palabra codificada, R la palabra recibida y e el vector de error,
R = x+ e, se tiene

RB−1 =
(
RG−1 RHt

)
=
(
u+ eG−1 eHt

)
siendo eHt el śındrome de la palabra recibida y u + eG−1 la estimación del
ruido.

1.8. Distancia libre

Dado un vector x = (x1, . . . , xn) ∈ Fnq , se define su peso w(x) como el
número de componentes no nulas:

w(x) = #{i | xi 6= 0}
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En el caso de los códigos convolucionales, se necesita una definición análo-
ga para el peso de un vector con componentes polinómicas, x(z) ∈ Fq[z]n.
Teniendo en cuenta que el peso de un polinomio es el número de sus coe-
ficientes no nulos, podemos dar las siguientes definiciones para el peso y la
distancia(libre) en teoŕıa de códigos convolucionales:

Definición 1.39. El peso de x(z) = (x1(z), . . . , xn(z)) ∈ Fq[z]n es la suma
de los pesos de sus componentes polinómicas:

w(x(z)) =
n∑
i=1

w(xi(z)) .

Definición 1.40. La distancia libre de un código convolucional C ⊆ Fq(z)n

es el menor de los pesos de las palabras código no nulas,

dfree(C) = mı́n{w(x(z)) | x(z) ∈ C ∩ Fq[z]n , x(z) 6= 0} .

En particular, si el grado del código es cero, C es un código lineal y su
distancia (libre) coincide con su distancia mı́nima (Hamming) como código
lineal.

Como para los códigos lineales, se buscan cotas para la distancia libre
de los códigos convolucionales utilizando subcódigos polinómicos como hace
McEliece en [24, Theor. 4.4].

Recordemos que una buena cota para la distancia de un (n, k) código
lineal es la Cota de Singleton n−k+1 y que aquellos códigos que la alcanzan,
es decir, cumplen que su distancia de Hamming es n−k+1, se llaman códigos
lineales óptimos o MDS (maximum distance separable).

Rosenthal y Smarandache demuestran en [31] que para cada (n, k) código
convolucional de grado δ existe una cota para su distancia libre:

dfree(C) ≤ (n− k)
(
b δ
k
c+ 1

)
+ δ + 1 ,

que coincide cuando δ = 0 con la Cota de Singleton de un (n, k) código
lineal. Por esta razón se llama Cota de Singleton generalizada y conduce a la
siguiente definición:

Definición 1.41. Un código convolucional C es óptimo o MDS si su distancia
libre alcanza la Cota de Singleton generalizada, esto es si:

dfree(C) = (n− k)(bδ/kc+ 1) + δ + 1 ,

donde n, k and δ son respectivamente la longitud, la dimensión y el grado
del código.
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1.9. SISTEMAS LINEALES ASOCIADOS A UN CÓDIGO
CONVOLUCIONAL

1.9. Sistemas lineales asociados a un código

convolucional

Sea C un (n, k) código convolucional sobre Fq de memoria m, ı́ndices de
Forney ν1 ≤ ν2 ≤ . . . νk = m y grado δ = ν1 + · · ·+ νk.

Al código le podemos asociar una matriz polinómica E y dos matrices
escalares A ∈M(δ × δ,Fq) y B ∈M(k × δ,Fq) en la forma:

Morfismo de estados, es la aplicación Fq[z]-lineal

Fq[z]k
E−→ Fq[z]δ

u(z)→ u(z)E = s(z) ,

donde s(z) es el estado de la palabra emitida u(z).

Matriz de estados

E =


z . . . zν1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 . . . 0 z . . . zν2 0 . . . . . . . . . . . . 0
...

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
...

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 z . . . zνk



Sea A la forma canónica del endomorfismo nilpotente Fδq
A−→ Fδq de

ı́ndices ν1 ≤ ν2 ≤ . . . νk = m, νi es la dimensión del monógeno de
anulador xνi y νk = m es el ı́ndice de nilpotencia:

A =


Aν1

. . .
. . .

Aνk

 , Aνi =


0 1

. . . . . .
. . . 1

0


Es inmediato comprobar que

E · A = z−1E − z−1E|z=0

De modo que si representamos por B la matriz escalar z−1E|z=0 se tiene
la ecuación matricial z−1E = E · A+ B, que vectorialmente se escribe
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z−1u(z)E = u(z)E · A + u(z)B, de donde se obtiene la ecuación que
describe la evolución del estado en función del tiempo de emisión:

z−1s(z) = s(z)A+ u(z)B (1.9.1)

Observemos que A y B no dependen de ningún codificador, tan sólo de
los invariantes del código dados por los ı́ndices de Forney.

Para construir las matrices C y D elegimos un representante canónico G
del código, cuyas filas 1, . . . , k tengan grados ν1, . . . , νk = m respectivamente.

Sea G = G0 + G1z+ · · ·+ Gmz
m su descomposición polinómica, y repre-

sentemos por Gij la fila j no nula de la matriz escalar Gi.

La matriz C ∈M(δ × n,Fq) definida por:

C =



G11
...

Gν11

G12
...

Gν22
...
...

G1νk
...

Gνkνk



, verifica E · C = G−G0.

La ecuación matricial G = E · C + D con D = G0 describe la palabra
código x(z) = u(z)G(z) en función de la palabra emitida u(z) y su
estado s(z) = u(z)E, esto es

x(z) = s(z)C + u(z)D (1.9.2)

Se obtiene aśı el sistema lineal asociado a la matriz canónica G:

z−1s(z) = s(z)A+ u(z)B

x(z) = s(z)C + u(z)D

}
, (1.9.3)
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1.10. EJEMPLO DE CÁLCULO DE LA DISTANCIA LIBRE Y DEL
SISTEMA LINEAL ASOCIADOS A UN CÓDIGO CONVOLUCIONAL

que se corresponde en el contexto de la Teoŕıa de Sistemas con el sistema
lineal de ecuaciones{

st+1 = stA+ utB

xt = stC + utD para t ≥ t0 y st0 = 0
(1.9.4)

donde

ut = (u1,t, . . . , uk,t) ∈ Fkq , st = (s1,t, . . . , sδ,t) ∈ Fδq, xt = (x1,t, . . . , xn,t) ∈ Fnq

representan los vectores de entrada, estados y salida, respectivamente.
Tiene por matriz de transferencia R(s) = B ·(sI−A)−1 ·C, siendo s = z−1

y R(s) = G−D, que es una matriz racional propia e invariante por cambios
de base en el espacio de estados Fδq, (A,B,C) → (τAτ−1, Bτ−1, τC) para
cada τ ∈ AutFδq.

El sistema tiene el mı́nimo número de variables de estado, es decir la
terna (A,B,C) es una realización minimal con grado de McMillan δ.

1.10. Ejemplo de cálculo de la distancia libre

y del sistema lineal asociados a un códi-

go convolucional

Para el cálculo de la distancia libre de un (n, k) código convolucional C de
grado δ e ı́ndices de Forney ν1, . . . , νk, utilizaremos el siguiente procedimiento:

Si G es u n representante canónico del código en forma estándar (ν1 ≤
· · · ≤ νk), escribimos G =

(
A B

)
con A una matriz invertible de

orden k. Una matriz de control es H =
(
−Bt · Adj(A) det(A) · I

)
,

pues HGt = 0 (ecuaciones del código).

Las descomposiciones polinómicas de G y H son

G = G0 + G1z + · · ·+ Gmz
m y H = H0 + H1z + · · ·+ Hδz

δ

siendo m = νk la memoria de C y δ su grado.
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Las matrices escalares

H =



H0

H1 H0
...

...
Hδ Hδ−1 . . . . . . . . . H0

0 Hδ . . . . . . . . . H1 H0
...

...
0 . . . 0 Hδ . . . Hm Hm−1
...

. . .
...

...
. . .

...
...

0 . . . 0 0 . . . Hδ Hδ−1

0 . . . 0 0 . . . 0 Hδ


y



Gt
0

Gt
1

...
Gt
m

0
...
0



determinan las ecuaciones HGt = 0 del código.

Como para los códigos lineales, el estudio de la independencia lineal de
las columnas de H determina la distancia, la distancia es d si en H hay
d columnas linealmente dependientes pero no d− 1.

Veamos un ejemplo de código convolucional definido por un representante
canónico en forma estándar y calcularemos su distancia libre y un sistema
lineal asociado.

Ejemplo 1.42. Cuerpo F5.

G =

(
1 + z 3 + 2z 4 + 4z 2 + 3z

1 + 2z + z2 4 + 2z + 4z2 1 + 2z + z2 4 + 2z + 4z2

)
=
(
A B

)
es un representante canónico en forma estándar del (4, 2) código convolucional
de memoria m = 2 y grado δ = 3.

La matriz de control H =
(
−Bt Adj(A) det(A) · I

)
es(

2 + 4z + 3z2 + z3 3 + 4z + 4z2 + 3z3 1 + 3z + 4z2 + 2z3 0
4 + 3z + 2z2 + z3 3 + z + 2z2 + 4z3 0 1 + 3z + 4z2 + 2z3

)
y la descomposición polinómica de H es

H = H0 + H1z + H2z
2 + H3z

3
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con

H0 =

(
2 3 1 0
4 3 0 1

)
,H1 =

(
4 4 3 0
3 1 0 3

)
H2 =

(
3 4 4 0
2 2 0 4

)
,H3 =

(
1 3 2 0
1 4 0 2

)
en este caso la matriz H es

H =



H0

H1 H0

H2 H1 H0

H3 H2 H1 H0

H3 H2 H1 H0

H3 H2 H1

H3 H2

H3


Se comprueba que cualesquiera 7 columnas de H son linealmente indepen-
dientes y hay 8 linealmente dependientes, por ejemplo las 8 primeras. Por
tanto la distancia del código es 8. El código es óptimo o MDS pues la cota
de Singleton generalizada es también 8.

Calculemos ahora las matrices A, B, C y D del sistema lineal asociado,{
z−1s = sA+ uB

uG = sC + uD
, siendo G = B(z−1I − A)−1C +D

Morfismo de estados

F[z]2 → F[z]3

u 7→ u · E con E =

(
z 0 0
0 z z2

)

Como para z = 0 es s = 0, resulta

D = G0 =

(
1 3 4 2
1 4 1 4

)
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B = z−1E|z=0 =

(
1 0 0
0 1 0

)

C =

1 2 4 3
2 2 2 2
1 4 1 4


como se sigue de

E · C = G−D = zG1 + z2G2 =

(
z 0 0
0 z z2

)
·
(

G1

G∗2

)
siendo G∗2 la matriz G2 sin la fila de ceros.

De E · A = z−1E −B =

(
0 0 0
0 0 z

)
se obtiene

A =

0 0 0
0 0 1
0 0 0



1.11. Códigos convolucionales unidimensiona-

les

Por último, obtendremos un resultado para los códigos convolucionales
de dimensión 1 que utilizaremos en el caṕıtulo 3 para construir familias de
códigos convolucionales de Goppa que son MDS.

Si C es un código convolucional de dimensión 1, un representante po-
linómico G de grado m es básico si y sólo si G = G0 + zG1 + · · ·+ zmGm es
no nulo para todo z en cualquier extensión de Fq (Teorema 1.18). En parti-
cular, G es básico si rg(G0,G1, . . .Gm)t = m+1. Además, su grado coincide
con el grado del código (Definición 1.27), es decir, todo codificador básico es
canónico.

Teorema 1.43. Sea C un código convolucional de dimensión 1 y longitud n
y G = G0 + G1z + · · · + Gδz

δ la descomposición polinómica de una matriz
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generadora G. Si los códigos lineales {Gj}0≤j≤δ son MDS y

Gj
...

G0

,

 Gδ
...

Gδ−j


son (n, j + 1) códigos lineales MDS para todo 0 ≤ j ≤ δ, entonces C es un
código convolucional MDS de grado δ y G es una matriz generadora canónica.

Demostración.

G es básica, pues Gz=a 6= 0 para todo a ∈ Fq ya que

Gδ
...

G0

 tiene rango

δ + 1. Luego el grado de C es δ, con δ < n.
Las palabras código polinómicas de C son de la forma pj(z)G, siendopj(z) ∈

Fq[z] un polinomio de grado j.
Sea pj(z) = a0 + a1z + a2z

2 + · · · + ajz
j, con aj 6= 0; podemos suponer

que a0 6= 0 pues el peso de una palabra código no cambia al multiplicar por
z.

Los coeficientes de la palabra código pj(z)G son palabras código de los
códigos lineales del enunciado; por tanto, una cota inferior Ij para su peso
w(pj(z)G) está dada por la suma de las distancias mı́nimas de esos códigos.
Se tiene:

I0 = n(δ + 1)

Ij = 2n+ 2(n− 1) + 2(n− 2) + · · ·+ 2(n− j + 1) + (n− j)(δ − j + 1), j ≤ δ

Iδ+i = Iδ + i(n− δ) , i ≥ 0 ,

de lo que se deduce:

Ij = (j + 1)n+ (n− j)δ , para todo j ≥ 0 .

Finalmente, como Ij+1 − Ij = n − δ > 0, para j ≥ 0, la distancia libre del
código C es

dfree(C) = I0 = n(δ + 1) .
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Caṕıtulo 2

Códigos Convolucionales de
Goppa sobre curvas algebraicas

En este caṕıtulo se definen los Códigos Convolucionales de Goppa como
códigos de evaluación asociados a curvas algebraicas sobre el cuerpo Fq(z) de
las funciones racionales de una variable y se construyen los correspondientes
códigos duales. Se generaliza aśı la teoŕıa de Goppa de códigos en curvas
algebraicas sobre un cuerpo finito Fq a un cuerpo (infinito) Fq(z).

2.1. Código convolucional de Goppa

Sea (X,OX) una curva proyectiva no singular de género g sobre Fq(z) y
ΣX su cuerpo de funciones racionales. Supondremos que Fq(z) es algebraica-
mente cerrado en ΣX .

Para cada punto p ∈ X denotamos por Op el anillo local de X en p y
por mp su ideal maximal. El cuerpo residual en p es el cociente Op/mp y se
tiene una extensión finita de cuerpos Fq(z) ↪→ Op/mp. El grado de p, gr(p),
es la dimensión de esta extensión. El punto p es racional si Fq(z) ' Op/mp,
es decir, si gr(p) = 1.

Un divisor D sobre X es una suma formal D =
∑

p∈X npp donde casi
todos los np ∈ Z son nulos. Se define el grado del divisor D por gr(D) =∑

p∈X np gr(p).

Dada una función racional f ∈ ΣX , (f) representa el divisor definido por
(f) =

∑
i nici −

∑
jmjpi, donde ni,mj ∈ Z+ son las multiplicidades de los

ceros ci ∈ X y los polos pj ∈ X de la función f .
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Sea OX(D) el haz de ĺınea asociado al divisor D sobre X y dado por:

OX(D)(U) = {f ∈ ΣX | ((f) +D)|U ≥ 0 , U abierto de X} ,

sus secciones globales definen la serie lineal completa asociada a D:

L(D) = H0(X,OX(D)) = {f ∈ ΣX | (f) +D es un divisor positivo en X} .
(2.1.1)

Si p1, . . . , pn son n puntos racionales distintos de X y D = p1 + · · · + pn
es el divisor que definen, se tiene la sucesión exacta de haces:

0→ OX(−D)→ OX → OD → 0 (2.1.2)

donde el cociente OD es un haz aćıclico con soporte en los puntos pi. Local-
mente, en cada punto pi, esta sucesión se escribe:

0→ mpi → Opi → Opi/mpi ' Fq(z)→ 0 .

f 7→ f(pi)
(2.1.3)

Para cada divisor G sobre X con soporte disjunto de D, tensorializando
la sucesión exacta (2.1.2) por el haz de ĺınea asociado OX(G) se obtiene

0→ OX(G−D)→ OX(G)→ OD → 0 (2.1.4)

donde el isomorfismo
OX(G)⊗OD ' OD

viene dado en cada punto p ∈ D por f ⊗ 1 7→ f(p), ya que OX(G) es un
subhaz del haz constante ΣX y los divisores G y D tienen soporte disjunto.

Tomando secciones globales en (2.1.4)

0→ L(G−D)→ L(G)
α−→ Fq(z)× n. . . ×Fq(z)→ . . .

f 7→ (f(p1), . . . , f(pn))
(2.1.5)

donde L(G−D) y L(G) representan las series lineales asociadas a los divisores
G−D y G como en (2.1.1).

Definición 2.1. El código convolucional de Goppa C(D,G) asociado al par
de divisores (D,G) es la imagen del morfismo Fq(z)-lineal

L(G)
α→ Fq(z)n

f 7→ (f(p1), . . . , f(pn)) .

Análogamente, dado un subespacio Γ ⊆ L(G), se define el código convo-
lucional de Goppa C(D,Γ) como la imagen del morfismo α|Γ.
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Teorema 2.2. El código convolucional de Goppa C(D,G) tiene longitud n =
grD y dimensión k = dimFq(z) L(G)− dimFq(z) L(G−D).

Si 2g − 2 < grG < grD su dimensión es k = 1− g + gr(G).

Demostración.
Como C(D,G) = Im

(
L(G)

α→ Fq(z)n
)

es un subespacio de Fq(z)n su

longitud es n y su dimensión k viene dada por:

k = dimFq(z) L(G)− dimFq(z) kerα = dimFq(z) L(G)− dimFq(z) L(G−D) .

Sea K un divisor canónico sobre X, es decir el divisor de una diferencial
meromorfa sobre X, grK = 2g − 2.

Si 2g − 2 < grG < grD se tiene que L(K − G) = 0, L(G − D) = 0, y
utilizando el teorema de Riemann-Roch,

dimL(G)− dimL(K −G) = 1− g + gr(G) ,

resulta:
k = dimL(G) = 1− g + gr(G)

2.2. Código convolucional de Goppa dual

Consideremos la métrica sobre Fq(z)n definida por

Fq(z)n × Fq(z)n → Fq(z)n

(x, y) 7→ 〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi

donde x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Fq(z)n.

Definición 2.3. El código convolucional dual del código C(D,G) es el Fq(z)-
subespacio C⊥(D,G) de Fq(z)n dado por

C⊥(D,G) = {x ∈ Fq(z)n | 〈x, y〉 = 0 para cada y ∈ C(D,G)} .

Su longitud es n = gr(D) y su dimensión n− dim C(D,G).

39
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Teorema 2.4. El código convolucional dual C⊥(D,G) es el código convolu-
cional de Goppa C(D,K+D−G) asociado al par de divisores (D,K+D−G).

Demostración. Tensorializando la sucesión exacta de haces (2.1.2) por el haz
de ĺınea OX(K +D −G) se tiene

0→ OX(K −G)→ OX(K +D −G)→ OD → 0 (2.2.1)

Como OX(K) es el haz ωX de las diferenciales, OX(K−G) se identifica con el
haz ωX(−G) de las diferenciales sin polos y con ceros en G y OX(K+D−G)
con el haz ωX(D −G) de las diferenciales con ceros en G y polos a lo sumo
de orden uno en los puntos de D.

Por tanto, localmente en cada pi ∈ D, un generador local de OX(K +

D−G) es
1

ti
dti y el isomorfismo OX(K +D−G)⊗OD ' OD está dado por

f
1

ti
dti ⊗ 1 7→ f(pi) := Respi(f

1

ti
dti). Aśı, tomando secciones globales en la

sucesión anterior se obtiene:

0→ L(K −G)→ L(K +D −G)
β−→ Fq(z)n → . . .

η 7→ (Resp1 η, . . . ,Respn η)
(2.2.2)

Por definición de código convolucional de Goppa asociado al par de divisores
(D,K +D −G) es Im β = C(D,K +D −G).

El Teorema de los residuos permite demostrar que este código está con-
tenido en el código dual C⊥(D,G). En efecto, para cada η ∈ L(K + D −G)
y cada f ∈ L(G) se verifica:

〈β(η), α(f)〉 =
n∑
i=1

f(pi) Respi η =
n∑
i=1

Respi(fη) = 0

donde

L(G)
α→ Fq(z)n

f 7→ (f(p1), . . . , f(pn)) , Imα = C(D,G)

Lo que prueba que β(η) ∈ C⊥(D,G), es decir, C(D,K+D−G) ⊆ C⊥(D,G).
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0 Y 1

Finalmente, el Teorema de Riemman-Roch permite demostrar que ambos
códigos tienen la misma dimensión:

dim C(D,K +D −G) + dim C(D,G) =

= dimL(K +D −G)− dimL(K −G) + dimL(G)− dimL(G−D)

= dimL(K +D −G)− dimL(G−D) + dimL(G)− dimL(K −G)

= 1− g + gr(K +D −G) + 1− g + gr(G) = gr(D) = n .

Se concluye que:

C⊥(D,G) = C(D,K +D −G) .

En particular, si 2g − 2 < grG < grD el morfismo β es inyectivo, pues
L(K −G) = 0, y la dimensión del código dual es n− (1− g + gr(G)), como
se sigue del teorema 2.2.

2.3. Ejemplos de construcción sobre curvas

de géneros 0 y 1

Ejemplo 2.5.
Sea X = P1

F8(z) la recta proyectiva sobre el cuerpo F8(z). Representemos

por {x0, x1} sus coordenadas homogéneas, por t = x1/x0 su coordenada af́ın
y por p∞ = (0, 1) el punto del infinito.

Consideremos el divisor de puntos

D = p1 + p2 + p3 + p4 ,

siendo pi = z + αi−1 la coordenada af́ın de pi y α un elemento primitivo de
F8 tal que α3 + α2 + 1 = 0, esto es, F8 = F2[x]/x3 + x2 + 1.

Sea G = 3p∞ y Γ el subespacio de L(G) = 〈1, t, t2, t3〉 generado por t3,
Γ = 〈t3〉.

El código convolucional de Goppa , C(D,Γ), asociado a D y Γ tiene lon-
gitud n = 4 = grD, dimensión k = 1 = dim Γ, grado δ = 3 y matriz
generadora:

G =
(
(z + 1)3 (z + α)3 (z + α2)3 (z + α3)3

)
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Es claro que G es canónica y su descomposición polinómica es:

G = G0 +G1z +G2z
2 +G3z

3 ,

siendo

G3 =
(
1 1 1 1

)
G2 =

(
1 α α2 α3

)
G1 =

(
1 α2 α4 α6

)
G0 =

(
1 α3 α6 α9

)
Los códigos {Gj}0≤j≤δ y

Gj
...
G0

,

 Gδ
...

Gδ−j

 son códigos lineales de Goppa,

luego MDS para todo 0 ≤ j ≤ δ. Por el Teorema 1.43 el código convolucional
de matriz generadora G es también MDS.

Ejemplo 2.6.
Sea X = P1

F8(z), como en el ejemplo anterior.

Divisor de puntos D = p1 +p2 +p3 +p4, con p1 = z+1, p2 = αz+α3, p2 =
α2z + α6, p2 = α3z + α2.

Divisor G = 2p∞, subespacio Γ = 〈t, t2〉 ⊂ L(G).
El código C(D,Γ) tiene longitud n = 4 = grD, dimensión k = 2 = dim Γ,

grado δ = 3 y matriz generadora canónica:

G =

(
z + 1 αz + α3 α2z + α6 α3z + α2

z2 + 1 α2z2 + α6 α4z2 + α5 α6z2 + α4

)
Su distancia es dfree = 8, y coincide con la cota de Singleton generalizada,
es decir, el código es MDS.

Ejemplo 2.7.
Sea P2

F2(z) = ProjF2(z)[x0, x1, x2] el plano proyectivo sobre F2(z) y sean

x = x1/x0, y = x2/x0 las coordenadas afines.
La curva eĺıptica X definida sobre F2(z) por la ecuación:

y2 + xy + zy = x3 + zx2 + x
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tiene un punto de inflexión en p∞ = (0, 0, 1) y pasa por los puntos

p1 = (1, z) , p2 = (0, z) , p3 = (z + 1, z)

Elegimos los siguientes divisores en X:

D = p1 + p2 + p3 , G = 6p∞ ,

y tomamos el subespacio Γ = 〈x+y2〉 de la serie lineal L(G) = 〈1, x, y, xy, x2, y2〉.
El código convolucional de Goppa asociado C(D,Γ) tiene longitud n = 3,

dimensión k = 1, grado δ = 2 y matriz generadora canónica:

G =
(
1 + z2 z2 1 + z + z2

)
Su distancia libre es 6, luego este código también es MDS.

Ejemplo 2.8. Con la misma curva y los mismos divisores del ejemplo anterior
podemos construir códigos asociados a subespacios Γ ⊂ L(G) de dimensión
2, pero con peores prestaciones, pues ni los representantes que se obtienen
son básicos ni sus distancias alcanzan la cota de Singleton generalizada. Es
el caso, por ejemplo, de Γ = 〈x, y〉, en el que la matriz generadora asociada(

1 0 1 + z
z z z

)
no es básica; un representante básico es

(
1 0 1 + z
0 1 z

)
, el

grado es 1 y la distancia libre 2, siendo la cota de Singleton 3.

Ejemplo 2.9.
Sea X una curva eĺıptica de la familia de cúbicas no singulares con punto

de inflexión en p∞ = (0, 0, 1) definida por la ecuación

y2 + a1xy + a2y = x3 + a3x
2 + a4x+ a5 , ai ∈ F8(z)

y que pasa por los puntos no alineados

p1 = (α2z+α, α4z+α2) , p2 = (α4z+α2, αz+α4) , p3 = (αz+α4, α2z+α) ,

siendo α un elemento primitivo de F8 = F2[x]/x3 + x2 + 1.
El código C(D,Γ) asociado a los divisores D = p1 + p2 + p3 , G = 6p∞

y al subespacio Γ = 〈x, y2〉 tiene longitud n = 3, dimensión k = 2, grado
δ = 2 y distancia libre dlibre = 6 = Cota de Singleton. Una matriz generadora
canónica es:

G =

(
α2z + α α4z + α2 αz + α4

α4z2 + α2 αz2 + α4 α2z2 + α

)
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Caṕıtulo 3

Códigos convolucionales de
Goppa sobre P1

3.1. Códigos convolucionales de Goppa sobre

P1

Sea X la recta proyectiva sobre Fq(z), X = P1
Fq(z) = ProjFq(z)[x0, x1],

y sean t = x1/x0 la coordenada af́ın, p0 = (1, 0) el origen y p∞ = (0, 1) el
punto del infinito.

Sean p1, . . . , pn puntos racionales diferentes de P1
Fq(z) con pi 6= p0 y pi 6= p∞

y n ≤ q − 1.
Consideremos los divisores D = p1 + · · ·+ pn y G = rp∞ − sp0 con r 6= 0

y 0 ≤ s ≤ r < n < q.

Lema 3.1. L(G) es un Fq(z)-espacio vectorial de dimensión 1 + r− s y una
base es {ts, . . . , tr}.

Demostración. Por Riemann-Roch, dimL(G) = dimL(K − G) + 1 − g +
gr(G) = 1 + r − s pues g = 0. Para cada s ≤ i ≤ r, se tiene que ti ∈ L(G),
pues tiene un polo de orden i ≤ r en p∞ y un cero de orden i ≥ s en p0,
luego 〈ts, . . . , tr〉 = L(G).

Teorema 3.2. El morfismo de evaluación

L(G)
α−→ Fq(z)n

f 7→ (f(p1), . . . , f(pn))
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es inyectivo y su imagen define un código convolucional de Goppa C(D,G)
de longitud n y dimensión 1 + r − s.

Respecto de la base {ts, . . . , tr} de L(G) una matriz generadora del código
es

G =


αs1 . . . αsn
αs+1

1 . . . αs+1
n

...
. . .

...
αr1 . . . αrn


donde αi ∈ Fq(z) es la coordenada local del punto pi ∈ P1

Fq(z), 1 ≤ i ≤ n.

En particular, dado un subespacio Γ ⊆ L(G) la imagen del morfismo α|Γ
define un código convolucional de Goppa C(D,Γ) de longitud n y dimensión
≤ 1 + r − s.

Demostración.

Como gr(G−D) = r− s− n < 0, es L(G−D) = 0, luego α es inyectivo
y dim Im(α) = dimL(G) = 1 + r − s.

Por otra parte, para cada s ≤ i ≤ r la fila i-ésima de la matriz de
la aplicación Fq(z)-lineal α respecto de la base {ts, . . . , tr} de L(G) y la
estándar de Fq(z)n es α(ti) = (ti(p1), . . . , ti(pn)) = (αi1, . . . , α

i
n), luego una

matriz codificadora es

G =

α(ts)
...

α(tr)



Construiremos ahora una base del código dual C⊥(D,G) y por tanto una
matriz de control H.

Lema 3.3. L(K + D − G) es un Fq(z)-espacio vectorial de dimensión n −
(1 + r − s) y{

1

ts
∏n

i=1(t− αi)
,

t

ts
∏n

i=1(t− αi)
, . . . ,

tn−r+s−2

ts
∏n

i=1(t− αi)

}
es una base.
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Demostración. Por Riemann-Roch,

dimL(K+D−G) = dimL(G−D)+1−g+gr(K+D−G) = n− (1+r−s)

pues L(G−D) = 0 y g = 0.
Pongamos

fk =
tk

ts
∏n

i=1(t− αi)
, para k = 0, . . . , n− (1 + r − s)− 1.

Se tiene

fk =
xn+s−k

0

xs−k1

∏n
i=1(x1 − αix0)

luego fk es una función racional con un cero de orden ≥ r + 2 en p∞, un
polo de orden 1 en cada pi (1 ≤ i ≤ n) y un polo de orden ≤ s en p0, y por
tanto fk ∈ L(K +D−G) = L(sp0− (r+ 2)p∞+D). Aśı se concluye que las
n− (1 + r − s) funciones {fk} forman una base de L(K +D −G).

Teorema 3.4. El morfismo de evaluación

L(K +D −G)
β−→ Fq(z)n

η 7→ (Resp1 η, . . . ,Respn η)

es inyectivo y su imagen define un código convolucional de Goppa , que es
el código dual C⊥(D,G). Además, respecto de la base de L(K + D − G) del
Lema 3.3, una matriz generadora del código C⊥(D,G) es

H =


h1 h2 . . . hn
h1α1 h2α2 . . . hnαn

...
...

. . .
...

h1α
n−r+s−2
1 h2α

n−r+s−2
2 . . . hnα

n−r+s−2
n


con

hj =
1

αsj
∏n

i,j=1
i 6=j

(αj − αi)
, 1 ≤ j ≤ n .

H es una matriz de control del código C(D,G).
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Demostración.
El haz OX(K − G) no tiene secciones globales pues gr(K − G) = −2 −

(r−s) < 0, luego β es inyectivo e Im(β) es un código convolucional de Goppa
de longitud n y dimensión n− (1 + r − s).

Sea tj = t − αj, 1 ≤ j ≤ n, y evaluemos β respecto de la base del Lema
3.3,

Respij(t
−1
j fk(tj)dtj) = fk(αj) =

αkj
αsj
∏n

i,j=1
i 6=j

(αj − αi)

para k = 0, . . . , n− r + s− 2 y j = 1, . . . , n.

Si escribimos hj =
1

αsj
∏n

i,j=1
i 6=j

(αj − αi)
, la matriz de β es

H =


h1 h2 . . . hn
h1α1 h2α2 . . . hnαn

...
...

. . .
...

h1α
n−r+s−2
1 h2α

n−r+s−2
2 . . . hnα

n−r+s−2
n

 ,

que por construcción verifica H ·Gt = 0 siendo G la matriz generadora del
código C(D,G) (Teorema 3.2).

3.2. Aplicación y ejemplos

Para aplicar esta teoŕıa comencemos por un caso muy simple, la coorde-
nada local αi ∈ Fq(z) del punto racional pi es de la forma

αi = ai−1z + bi−1 , con a, b ∈ Fq , a 6= b 6= 0 ,

y una matriz generadora canónica de la forma:

G =


(z + 1)s (az + b)s . . . (an−1z + bn−1)s

(z + 1)s+1 (az + b)s+1 . . . (an−1z + bn−1)s+1

...
. . .

...
(z + 1)r (az + b)r . . . (an−1z + bn−1)r

 , con 1 ≤ s ≤ r ≤ n ,

que da un código convolucional de Goppa C(D,G) con:
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Longitud n y dimensión k = r − s+ 1.

Memoria m = r y grado δ =
(r − s+ 1)(s+ r)

2
.

Distancia libre dfree ≤ dSingleton = (n− k)(bδ/kc+ 1) + δ + 1

Veamos algunos ejemplos de códigos de este tipo que son MDS, es decir
que alcanzan la cota de Singleton generalizada dSingleton.

Ejemplo 3.5. Cuerpo F3(z), F3 = {0, 1, 2}.

n = 2, s = r = 1, k = 1; a = 1, b = 2, α1 = z + 1, α2 = z + 2.

Matriz generadora canónica G =
(
α1 α2

)
=
(
z + 1 z + 2

)
.

Matriz de control H =
(

1
α1(α1−α2)

1
α2(α2−α1)

)
=
(

1
2(z+1)

1
z+2

)
.

δ = 1, dfree = 4, dSingleton = 4.

Realización minimal (A,B,C,D)del sistema lineal asociado:

A =
(
0
)
, B =

(
1
)

C =
(
1 1

)
, D =

(
1 2

)
Ejemplo 3.6. Cuerpo F4(z), F4 = {0, 1, α, α2} con 1 + α + α2 = 0.

n = 3, s = 0, r = 1, k = 2; a = α, b = α2, α1 = z + 1, α2 = αz + α2,
α3 = α2z + α.

Matriz generadora canónica G =

(
1 1 1

z + 1 αz + α2 α2z + α

)
.

Matriz de control

H =
(

1
α3α2

1
α3α1

1
α2α1

)
=
(

1
(α2z+α)(αz+α2)

1
(α2z+α)(z+1)

1
(αz+α2)(z+1)

)
.

δ = 1, dfree = 3, dSingleton = 3.
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Realización minimal (A,B,C,D) del sistema lineal asociado:

A =
(
0
)
, B =

(
0
1

)
C =

(
1 α α2

)
, D =

(
1 1 1
1 α α2

)

Ejemplo 3.7. Cuerpo F4(z), F4 = {0, 1, α, α2} con 1 + α + α2 = 0.

n = 3, s = r = 1, k = 1; a = 1, b = α, α1 = z + 1, α2 = z + α,
α3 = z + α2.

Matriz generadora canónica

G =
(
α1 α2 α3

)
=
(
z + 1 z + α z + α2

)
.

Matriz de control

H =

(
1
α1

1
α2α1

1
αα3

1 1
α2

1
α

)
=

(
1
z+1

α
z+α

α2

z+α2

1 α α2

)
.

δ = 1, dfree = 6, dSingleton = 6.

Realización minimal (A,B,C,D) del sistema lineal asociado:

A =
(
0
)
, B =

(
1
)

C =
(
1 1 1

)
, D =

(
1 α α2

)
Ejemplo 3.8. Cuerpo F5(z), F5 = {0, 1, 2, 3, 4}.

n = 3, s = r = 2, k = 1; a = 1, b = 2, α1 = z+1, α2 = z+2, α3 = z+4.

Matriz generadora canónica

G =
(
α2

1 α2
2 α2

3

)
=
(
(z + 1)2 (z + 2)2 (z + 4)2

)
.
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Matriz de control

H =

(
h1 h2 h3

α1h1 α2h2 α3h3

)
=

( 2
(z+1)2

2
(z+2)2

1
(z+4)2

2
z+1

2
z+2

1
z+4

)
.

pues hj = 1
α2
j

∏3
i,j=1,i 6=j(αj−αi)

, 1 ≤ j ≤ 3.

δ = 2, dfree = 9, dSingleton = 9.

Realización minimal (A,B,C,D) del sistema lineal asociado:

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
1 0

)
C =

(
2 4 3
1 1 1

)
, D =

(
1 4 1

)

Ejemplo 3.9. Cuerpo F5(z), F5 = {0, 1, 2, 3, 4}.

n = 4, s = 1, r = 2, k = 2; a = 2, b = 3, α1 = z + 1, α2 = 2z + 3,
α3 = 4z + 4, α4 = 3z + 2.

Matriz generadora canónica

G =

(
α1 α2 α3 α4

α2
1 α2

2 α2
3 α2

4

)
=

(
z + 1 2z + 3 4z + 4 3z + 2

(z + 1)2 (2z + 3)2 (4z + 4)2 (3z + 2)2

)
=

(
z + 1 2(z + 4) 4(z + 1) 3(z + 4)

(z + 1)2 4(z + 4)2 (z + 1)2 4(z + 4)2

)
.

Matriz de control

H =

(
h1 h2 h3 h4

α1h1 α2h2 α3h3 α4h4

)
=

(
4

(z+1)2(z+2)(z+3)
4

(z+2)(z+3)(z+4)2
4

(z+1)2(z+2)(z+3)
4

(z+2)(z+3)(z+4)2

4
(z+1)(z+2)(z+3)

3
(z+2)(z+3)(Z+4)

1
(z+1)(z+2)(z+3)

2
(z+2)(z+3)(z+4)

)
.

con hj = 1
α2
j

∏3
i,j=1,i 6=j(αj−αi)

, 1 ≤ j ≤ 3.

δ = 3, dfree = 8, dSingleton = 8.
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Realización minimal (A,B,C,D) del sistema lineal asociado:

A =

0 0 0
0 0 1
0 0 0

 , B =

(
1 0 0
0 1 0

)

C =

1 2 4 3
2 2 2 2
1 4 1 4

 , D =

(
1 3 4 2
1 4 1 4

)

3.3. El caso particular de los códigos convolu-

cionales de Goppa de dimensión 1 sobre

P1
Fq(z)

Por construcción, los códigos convolucionales de Goppa de dimensión 1 y
longitud n sobre P1

Fq(z) asociados a la pareja de divisores D = p1 + · · · + pn
y G = rp∞ − sp0 son los subespacios de Fq(z)n definidos por la imagen
del morfismo de evaluación en los puntos p1, . . . , pn de las series lineales
Γ = 〈λsts + · · ·+ λrt

r〉 ⊆ L(G), con λi ∈ Fq(z) para s ≤ i ≤ r.
Construiremos códigos convolucionales de Goppa de tipo (n, 1) sobre

P1
Fq(z) que son MDS, es decir, cuya distancia libre alcanza la cota de Sin-

gleton generalizada, que coincide con n(δ + 1) siendo δ el grado del código.
Sea L(G) = 〈ts, ts+1, . . . , tr〉 α−→ Fq(z)n el morfismo de evaluación asociado

a los divisores D = p1 + · · · + pn y G = rp∞ − sp0, 0 ≤ s ≤ r < n, como
en la Sección 3. Y para cada 1 ≤ i ≤ n sea aiz + bi, con ai 6= 0 , bi ∈ Fq la
coordenada local del punto racional pi ∈ P1

Fq(z).
El código convolucional de Goppa definido por la restricción de α al subes-

pacio
Γ = 〈λsts + · · ·+ λrt

r〉 ⊆ L(G) , λi ∈ Fq(z)

admite como representante la siguiente matriz generadora:

G =

(
r∑
i=s

λi(a1z + b1)i
r∑
i=s

λi(a2z + b2)i . . .

r∑
i=s

λi(anz + bn)i
)

(3.3.1)

Describiremos estos códigos y probaremos que algunos de ellos son MDS.
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Teorema 3.10. Si s = r, es Γ = 〈tr〉 y una matriz generadora del código es:(
(a1z + b1)r (a2z + b2)r . . . (anz + bn)r

)
.

Si elegimos ai, bi para cada 1 ≤ i ≤ n, tal que
bi
ai

= ci−1, donde c es un

elemento de Fq de orden ≥ n, una matriz generadora del código es:

G =
(
ar1(z + 1)r ar2(z + c)r ar3(z + c2)r . . . arn(z + cn−1)r

)
.

La matriz G es canónica, el grado del código es r y, si
(
r
j

)
6= 0 para todo

j ≤ r, su distancia libre es n(r + 1), es decir, el código es MDS.

Demostración. G es básica, pues mcd(ar1(z + 1)r, . . . , ar1(z + cn−1)r) = 1,
luego canónica. La memoria y el grado son iguales a r y la cota de Singleton
generalizada es n(r + 1).

Es claro que, si todos los coeficientes binómicos
(
r
j

)
son no nulos, el peso

mı́nimo de una palabra del código es n(r + 1), luego la distancia libre del
código es n(r + 1) y éste es MDS.

Corolario 3.11. Los códigos del tipo anterior, con ai = 1, bi = bi−1 y
order(b) ≥ n, son MDS y con matriz generadora canónica

G =
(
(z + 1)m (z + b)m (z + b2)m . . . (z + bn−1)m

)
siempre que los coeficientes binómicos {

(
m
j

)
, 0 ≤ j ≤ m} sean no nulos.

Observación 3.12. En caracteŕıstica 2, esta teoŕıa permite construir códigos
convolucionales de longitud n y dimensión k = 1 que son MDS, haciendo
variar su memoria m para que los coeficientes binómicos se mantegan no
nulos, pues como se debe cumplir m < n < q = 2−, se tiene:

Si m = 1 es 1 < 2 < 22, luego podemos construir códigos convolucio-
nales MDS de grado m = 1, dimensión k = 1, longitudes n = 2, 3 sobre
F4(z).

Si m = 3 , 3 < 4 < 23, se obtienen de longitudes n = 4, 5, 6, 7 sobre
F8(z).
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m = 7 , 7 < 8 < 24, se construyen de longitudes n = 8, 9, 10, . . . , 15
sobre F16(z).

m = 15 , 15 < 16 < 25, se construyen de longitudes n = 16, 17, . . . 31
sobre F32(z).

m = 31 , 31 < 32 < 26, se obtienen de longitudes n = 32, 33, . . . 63
sobre F64(z).

Análogamente se puede continuar.

Supongamos ahora que s = 0, esto es, L(G) = 〈1, t, . . . , tr〉, y considere-
mos los códigos convolucionales de Goppa de longitud n, dimensión 1 y grado
≤ r definidos valorando el subespacio Γ = 〈λ0 + λ1t · · · + λrt

r〉 con λi ∈ Fq,
0 ≤ i ≤ r, en los puntos pi con todos los bi iguales, pi = {aiz + b}0≤i≤n.

Si G = G0 + G1z + · · · + Grz
r es la descomposición polinómica de la

matriz generadora definida en (3.3.1), se tiene:

Gj =

(
r∑

m=j

λm

(
m

j

)
aj1b

m−j
1 . . .

r∑
m=j

λm

(
m

j

)
ajnb

m−j
n

)
, 0 ≤ j ≤ r .

De modo que si definimos funciones Fr+1
q × Fq

φ(j)

−−→ Fq por

φ
(j)
λ (t) =

r∑
m=j

(
m

j

)
λmt

m−j , 0 ≤ j ≤ r , λ = (λ0, . . . , λr) ,

podemos escribir

Gj =
(
aj1φ

(j)
λ (b) . . . ajnφ

(j)
λ (b)

)
, 0 ≤ j ≤ r . (3.3.2)

pues bi = b para todo 1 ≤ i ≤ n.
Representemos por Cλ el código convolucional de Goppa de longitud n y

dimensión 1 asociado a Γ = 〈λ0 + λ1t · · · + λrt
r〉, con λi ∈ Fq y al divisor

D = p1 + · · ·+ pn, con pi = aiz + b.

Teorema 3.13. Sea Cλ el código convolucional de Goppa de longitud n y
dimensión 1 asociado a Γ = 〈λ0 + λ1t · · · + λrt

r〉, con λi ∈ Fq y al divisor
D = p1 + · · ·+ pn, con pi = aiz + b.

Cλ es un código convolucional MDS con matriz generadora canónica G
si y sólo si φ

(j)
λ (b) 6= 0 para todo 0 ≤ j ≤ r.
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Demostración. Recordemos primero que un código lineal de dimensión 1 y
longitud n es MDS si el peso mı́nimo de una palabra código es n, lo que equi-
vale a que los coeficientes de cualquier matriz generadora sean no nulos. Por
tanto, la expresión (3.3.2) garantiza que los códigos lineales Gj ∈MFq(1×n)

son MDS si y sólo si φ
(j)
λ (b) 6= 0, ya que ai 6= 0 para todo 1 ≤ i ≤ n.

Si Cλ es MDS, cada matriz escalar Gj de la descomposición polinómica
G = G0 +G1z+ · · ·+Grz

r define un código lineal Gj que tiene que ser MDS,
pues si alguno de estos Gj no fuera MDS existiŕıa una palabra polinómica
del código Cλ de peso menor que n(r+ 1), lo que contradice que la distancia
libre de Cλ sea n(r + 1).

Rećıprocamente, si φ
(j)
λ (b) 6= 0, con 0 ≤ j ≤ r, todos los códigos linealesGs

...
Gp

 son MDS, pues todos sus menores de orden máximo son de la forma

∣∣∣∣∣∣∣
asi . . . asm

. . .

api . . . apm

∣∣∣∣∣∣∣φ(s)
λ (b) · · · · · φ(p)

λ (b) ,

luego no nulos, ya que ai 6= aj 6= 0 for i 6= j.
En particular, la matriz generadora G = G0+G1z+· · ·+Grz

r es canónica
y por el teorema (1.43) el código convolucional Cλ es MDS.

Corolario 3.14. El código Cλ, con todos los λi 6= 0 y b = 0 es MDS.

Demostración. Si b = 0, las ecuaciones de los códigos Cλ no MDS son λi = 0
para todo 0 ≤ i ≤ r. Por tanto, el código correspondiente a λ = (λ1, . . . , (λn)
es MDS, y con matriz generadora canónica:

G =

(
r∑
i=0

ai1z
i . . .

r∑
i=0

ainz
i

)
.

La clase de códigos convolucionales MDS de tipo (n, 1, r) construidos por
H. Gluesing-Luerssen y B. Langfeld [12] son de este tipo:
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Corolario 3.15. El código Cλ, con λ = (1, . . . , 1), b = 0, ai = ai−1 y
order(a) ≥ n, es MDS y con matriz generadora canónica:

G =
r∑
i=0

zi
(
1 ai a2i . . . a(n−1)i

)

Teorema 3.16. El conjunto de los códigos convolucionales de Goppa de-
finidos por Γ = 〈λ0 + λ1t · · · + λrt

r〉 con λi ∈ Fq y el divisor de puntos
{aiz + b}0≤i≤n, ai 6= aj 6= 0 que son MDS es un abierto no vaćıo de PrFq , su

complementario es la unión de los hiperplanos φ
(j)
λ (b) = 0, 0 ≤ j ≤ r.

Demostración. Se tiene:

{λ ∈ PrFq |Cλ es MDS} = {λ ∈ PrFq |φ
(j)
λ (b) 6= 0 , para todo 0 ≤ j ≤ r}

Este conjunto no es vaćıo como se sigue de los Corolarios anteriores.

Veamos ahora algunos ejemplos que nos muestren la ventaja de esta teoŕıa
en la elección de códigos óptimos sobre alfabeto pequeño.

Ejemplo 3.17.
Con alfabeto F4 = {0, 1, α, α2}, siendo 1 + α + α2 = 0 y α3 = 1.
Consideremos la familia de códigos convolucionales de Goppa de longitud

3 y dimensión 1, Cλ, con λ = (λ0, λ1, λ2), asociados a Γ = 〈λ0 + λ1t+ λ2t
2〉,

con λi ∈ F4, y al divisor D = p1 + p2 + p3, con p1 = z + b, p2 = αz + b y
p3 = α2z + b.

Las ecuaciones de los Cλ que no son MDS son:

φ
(0)
λ (b) = λ0 + λ1b+ λ2b

2 = 0

φ
(1)
λ (b) = λ1 = 0

φ
(2)
λ (b) = λ2 = 0

Si λ = (1, 1, 1), la condición para que sea MDS es 1 + b + b2 6= 0, que se
cumple para b = 0 y b = 1. Obsérvese que el caso b = 0 ya ha sido estudiado
en el Corolario 3.14.

Por ejemplo también, si λ = (1, α, α), la condición para que Cλ sea MDS
es 1 + αb+ αb2 6= 0, que se verifica para cualquier b ∈ F4.
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Ejemplo 3.18.

Alfabeto F5 = {0, 1, 2, 3, 4}.
Divisor de puntos: D = p1 + p2 + p3 + p4 , con pi = αi−1z + b ∈ F5(z)

siendo α un elemento primitivo de F5 (α = 2 ó 3).

Serie lineal y morfismo de evaluación:

Γ = 〈λ0 + λ1t+ λ2t
2 + λ3t

3〉 ↪→ F5(z)4

Las condiciones para que el código Cλ asociado a D y a Γ sea MDS son
en este caso:

λ0 + λ1b+ λ2b
2 + λ3b

3 6= 0

λ1 + 2λ2b+ 3λ3b
2 6= 0

λ2 + 3λ3b 6= 0

λ3 6= 0

Para λ = (1, 1, 1, 1) los valores de b que satisfacen esas condiciones son
b = 0, 1. Estos valores de b también valen para λ = (1, α, α, α), por ejemplo.

Ejemplo 3.19.

Alfabeto F8 = {0, 1, α, α2, α3, α4, α5, α6}, siendo 1+α2 +α3 = 0 y α7 = 1.

Consideremos el código Cλ definido por los puntos {pi = αi−1z + b ∈
F8(z)}1≤i≤4 y la serie lineal Γ = 〈λ0 + λ1t+ λ2t

2 + λ3t
3.

Cλ coincide con el del ejemplo anterior sobre alfabeto F8 y observemos
como al ampliar el alfabeto el número de códigos MDS que podemos construir
aumenta:

Si λ = (1, 1, 1, 1) las condiciones para que Cλ sea MDS son en este caso:

1 + b+ b2 + b3 6= 0

1 + b2 6= 0

1 + b 6= 0 ,

que se cumplen para cualquier valor de b ∈ F8 distinto de 1.
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3.3.1. Clasificación de los códigos convolucionales de
Goppa de dimensión 1 sobre P1

Fq(z)

En el Teorema 3.16 hemos demostrado que la familia de códigos convolu-
cionales de Goppa asociados a Γ = 〈λ0 + λ1t · · ·+ λrt

r〉 con λi ∈ Fq que son
MDS, {λ ∈ PrFq |Cλ es MDS}, es un abierto no vaćıo del espacio proyectivo
PrFq dando expĺıcitamente las ecuaciones del cerrado complementario.

Ahora bien, todo código convolucional de Goppa de dimensión uno sobre
P1
Fq(z) está asociado a una serie lineal de la forma Γ = 〈λ0+λ1t · · ·+λrtr〉 don-

de no todos los λi son escalares sino funciones racionales, es decir, λi ∈ Fq(z).
De acuerdo con los resultados demostrados en [27] el espacio de móduli de
estos códigos es una unión de espacios proyectivos; dado que la condición de
ser MDS para un código convolucional cualquiera es una condición abierta
[31, 17], para clasificar estos códigos queda por determinar expĺıcitamente
las condiciones que deben cumplir los parámetros λi para que un código sea
MDS, es decir, calcular las ecuaciones de los que no son MDS. Ello reque-
rirá fijar el grado del código y será objeto de trabajo futuro.
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Caṕıtulo 4

Códigos convolucionales de
Goppa sobre una variedad

Sea (X,OX) una variedad proyectiva no singular sobre Fq(z) y ΣX su
cuerpo de funciones racionales, que suponemos algebraicamente cerrado sobre
Fq(z), aśı H0(X,OX) = Fq(z).

Sean p1, . . . , pn puntos racionales distintos de X y D = p1 ∪ · · · ∪ pn el
subesquema de dimensión cero asociado.

Denotemos porOD el haz concentrado en los puntos deD, esto es,OD|pi '
Opi/mpi ' Fq(z) y OD|p = 0 para todo p 6= pi, y por ID el haz de ideales
de las funciones de OX que se anulan en los puntos de D, de modo que para
cada abierto U :

ID(U) = {f ∈ OX(U) : f(p) = 0,∀p ∈ D ∩ U} .

Se tiene la sucesión exacta de haces

0→ ID → OX → OD → 0 . (4.0.1)

Sea G un divisor de X que no pasa por los puntos de D y tensorialicemos la
sucesión exacta anterior (4.0.1) por el haz de ĺınea OX(G):

0→ ID ⊗OX OX(G)→ OX(G)→ OD ⊗OX OX(G) ' OD → 0 (4.0.2)

Tomando cohomoloǵıa en (4.0.2) se obtiene la sucesión exacta:

0→ H0(X, ID ⊗OX OX(G))→ H0(X,OX(G))
α−→ H0(X,OD) ' Fq(z)n →

→ H1(X, ID ⊗OX OX(G))→ H1(X,OX(G))→ 0
(4.0.3)
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pues OD está concentrado en puntos, luego sus grupos de cohomoloǵıa supe-
riores son 0.

Definición 4.1. El código convolucional de Goppa C(Z,G) asociado al subes-
quema D y al divisor G es la imagen del morfismo α (4.0.3) expĺıcitamente
dado por:

H0(X,OX(G))
α−→ Fq(z)n

f 7→ (f(p1), . . . , f(pn))

Análogamente, dado un subespacio Γ ⊆ H0(X,OX(G)), se define el códi-
go convolucional de Goppa C(D,Γ) como la imagen del morfismo α|Γ.

Teorema 4.2. Los códigos convolucionales de Goppa C(D,G) y C(D,Γ) tie-
nen longitud n igual a la longitud de D y dimensión

dimFq(z) C(D,G) = h0(OX(G))− h0(ID ⊗OX OX(G)) =

= n− h1(IZ ⊗OX OX(G)) + h1(OX(G))

dimFq(z) C(D,Γ) = dimFq(z) Γ− dimFq(z)(Γ ∩H0(X, ID ⊗OX OX(G)))

Demostración. La longitud se deduce de H0(X,OD) ' Fq(z)n.
La primera de las dimensiones se sigue de la definición y la sucesión exacta

de cohomoloǵıa (4.0.3).
En cuanto a la segunda, se obtiene de kerα|Γ = Γ∩H0(X, ID⊗OXOX(G)).

4.1. Códigos convolucionales de Goppa sobre

P2

Sea X el plano proyectivo sobre Fq(z), X = P2
Fq(z) = ProjFq(z)[x0, x1, x2],

y sea H∞ la recta del infinito de ecuación x0 = 0. Denotamos por t = x1/x0,
s = x2/x0 las coordenadas afines.

Todo divisor G es linealmente equivalente a rH∞, siendo r ∈ Z, de forma
que el haz de ĺınea OX(G) es isomorfo a O(r) y se verifica:
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Para r ≥ 0, dimFq(z) H
0(X,O(r)) =

(
r+2

2

)
y los grupos de cohomoloǵıa

superiores son nulos, mientras que O(−r), (r > 0), no tiene secciones ni H1

y dimFq(z) H
2(X,O(−r)) =

(
r+2

2

)
([16], Thm.III.5.1).

Además, si r ≥ 0, H0(X,O(r)) está formado por los polinomios ho-
mogéneos de grado menor o igual a r en x0, x1, x2, y podemos escribir:

H0(X,O(r)) = L(rH∞) = 〈1, t, s, . . . , tr, tr−1s, . . . , tsr−1, sr〉

Consideremos los n puntos racionales p1, . . . , pn ∈ P2
Fq(z) de coordenadas

afines (ai1z + bi1, ai2z + bi2), con aij, bij ∈ Fq y sea D = p1 ∪ · · · ∪ pn el
subesquema de dimensión cero asociado.

Teorema 4.3. Sea C(D,Γ) el código convolucional de Goppa n dimensional
asociado a D = p1 ∪ · · · ∪ pn, con pi = (ai1z + bi1, ai2z + bi2) ∈ P2

Fq(z), y

Γ ⊆ H0(X,O(r)), y supongamos que Γ ∩ H0(X, ID ⊗OX O(r)) = {0}. Se
verifica:

1. Una base de C(D,Γ) está generada por vectores de Fq(z)n de la forma
α|Γ(tisj) = ((a11z + b11)i(a12z + b12)j, . . . , (an1z + bn1)i(an2z + bn2)j),
con i+ j = r.

2. La dimensión del código es dimFq(z) C(D,Γ) = dimFq(z) Γ ≤
(
r+2

2

)
.

3. La memoria m y el grado δ están acotados por:

m ≤ r , δ ≤
∑

0≤m≤r

m(m+ 1)

Demostración. El morfismo de evaluación de la definición 4.1 es en este caso:

H0(X,O(r))
α−→ Fq(z)n

tisj 7→ ((a11z + b11)i(a12z + b12)j, . . . , (an1z + bn1)i(an2z + bn2)j) ,
(4.1.1)

y su restricción al subespacio Γ es inyectiva, pues kerα|Γ = Γ∩H0(X, ID⊗OX
O(r)) = {0}.
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4.1.1. Ejemplos de códigos de dimensiones 1 y 2 sobre
el plano proyectivo P2 que son MDS

Recordemos primero que un código convolucional de longitud n, dimen-
sión k y grado δ es MDS si su distancia libre alcanza la cota Singleton gene-
ralizada:

dfree(C) ≤ (n− k)
(
b δ
k
c+ 1

)
+ δ + 1 .

Tomaremos como alfabeto F8 = F2[x]/x3 + x2 + 1 y denotaremos por a
cualquier generador de F∗8 (en F8 todo a 6= 0, 1 es primitivo).

Ejemplo 4.4. Código convolucional de Goppa de longitud 3, dimensión 1,
memoria y grado m = δ = 2 y distancia 9.

Elegimos los puntos

p1 = (az + a2, a2z + a4) , p2 = (a2z + a4, a4z + a) , p3 = (a4z + a, az + a2) ,

el divisorG = 2H∞ y el subespacio Γ = 〈t+s2〉 ⊂ L(2H∞) = 〈1, t, s, t2, ts, s2〉.
La restricción a Γ del morfismo de evaluación

Γ = 〈t+ s2〉
α|Γ−−→ F8(z)3

f 7→ (f(p1), f(p2), f(p3))

es no nula y por tanto inyectiva.
Luego el código convolucional de Goppa definido por D = p1 ∪ p2 ∪ p3 y

Γ = 〈t+ s2〉 tiene longitud 3, dimensión 1 y matriz generadora

G =
(
a4z2 + az + a6 az2 + a2z + a5 a2z2 + a4z + a3

)
G es canónica, pues mcd(a4z2+az+a6, az2+a2z+a5, a2z2+a4z+a3) = 1,

por tanto la memoria m y el grado δ son m = δ = 2.
Utlizando la matriz de control

H =

(
az2 + a2z + a5 a4z2 + az + a6 0
a2z2 + a4z + a3 0 a4z2 + az + a6

)
calculamos su distancia libre, que coincide con la cota Singleton generaliza-
da= 9, esto es, el código es MDS.
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Ejemplo 4.5. Código convolucional de Goppa de longitud 3, dimensión 2,
memoria m = 2, grado δ = 3 y distancia 6.

Tomamos los mismos puntos y el mismo divisor G = 2H∞ del ejemplo
anterior, y elegimos Γ = 〈t, s2〉.

La restricción del morfismo de evaluación a Γ viene dado por la matriz

G =

(
az + a2 a2z + a4 a4z + a
a4z2 + a az2 + a2 a2z2 + a4

)
que es básica y reducida, luego define un (n = 3, k = 2) código convolucional
de memoria m = 2 y grado δ = 3.

Una matriz de control es

H =
(
a2z3 + az2 + a4 a4z3 + a2z2 + a az3 + a4z2 + a2

)
,

y su distancia libre es 6, luego es MDS.

Ejemplo 4.6. Código convolucional de Goppa de longitud 4, dimensión 1,
memoria y grado m = δ = 2 y distancia 12.

Tomamos los siguientes puntos de P2
F8(z):

p1 = (a3z + a, z + a2), p2 = (a6z + a2, z + a4)

p3 = (a2z + a3, z + a6), p4 = (a5z + a4, z + a)

Elegimos el subespacio Γ = 〈t+ s2〉 ⊂ L(2H∞) = 〈1, t, s, t2, ts, s2〉.
Resulta de nuevo un código MDS con matrices generadora y de control:

G =
(
z2 + a3z + a3 z2 + a6z + a6 z2 + a2z + a6 z2 + a5z + a5

)
H =

z2 + a6z + a6 z2 + a3z + a3 0 0
z2 + a2z + a6 0 z2 + a3z + a3 0
z2 + a5z + a5 0 0 z2 + a3z + a3

 .

Ejemplo 4.7. Código convolucional de Goppa de longitud 4, dimensión 2,
memoria m = 2, grado δ = 3 y distancia 8.

Con los puntos p1, p2, p3, p4 del ejemplo anterior y el subespacio Γ =
〈t, s2〉 ⊂ L(2H∞) = 〈1, t, s, t2, ts, s2〉, obtenemos otro código de Goppa con-
volutional de parámetros (n = 4, k = 1,m = 2, δ = 3) con matriz generadora
canónica G, asociada a la restricción a Γ del morfismo de evaluación,

G =

(
a3z + a a6z + a2 a2z + a3 a5z + a4

z2 + a4 z2 + a z2 + a5 z2 + a2 ,

)
,
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y matriz de control

H =
(

az3 + z2 + az + a6 z3 + a4z2 + a3z + a4 a5z3 + a6z2 + az + a 0
a3z3 + a5z2 + a2z + a2 a6z3 + a3z2 + a4z + a4 0 a5z3 + a6z2 + az + a

)
.

Su distancia libre es 8, alcanza la cota de Singleton generaliza, es decir, es
también MDS.

4.2. Códigos convolucionales de Goppa sobre

una superficie reglada

Consideremos la superficie reglada trivial X = P1
Fq(z) × P1

Fq(z).

Sean P1
Fq(z) = ProjFq(z)[x0, x1], p∞ = (0, 1) el punto del infinito, t la

coordenada af́ın en la primera copia de P1
Fq(z) y s la coordenada af́ın en la

segunda copia de P1
Fq(z).

Para cada par de enteros positivos (r, l) podemos definir el divisor G sobre
X = P1

Fq(z)×P
1
Fq(z) dado por G = rF1+lF2, siendo F1 y F2 las rectas definidas

por las fibras de las proyecciones π1, π2 : P1
Fq(z) × P1

Fq(z) −→ P1
Fq(z) en el punto

del infinito, F1 = π−1
1 (p∞) y F2 = π−1

2 (p∞). Se tiene:

OX(G) = π∗1OP1
Fq(z)

(rp∞)⊗OX π∗2OP1
Fq(z)

(lp∞)

H0(X,G) = 〈ti ⊗ sj, 0 ≤ i ≤ r, 0 ≤ j ≤ l〉

Elijamos n puntos racionales diferentes p1, . . . , pn ∈ P1
Fq(z) × P1

Fq(z) de

coordenadas afines pi = (ai1z + bi1, ai2z + bi2), con aij, bij ∈ Fq.
Sea G = rF1 + lF2 uno de tales divisores que no pase por esos puntos pi

y sea D = p1 ∪ · · · ∪ pn. En este caso, resulta:

Teorema 4.8. Para cada subespacio Γ de H0(X,G) tal que Γ∩H0(X, ID⊗OX
OX(G)) = {0}, el código convolucional de Goppa C(D,Γ) definido por la
imagen del morfismo de evaluación

H0(X,OX(G))
α−→ Fq(z)n (4.2.1)

ti ⊗ sj 7→ ((a11z + b11)i(a12z + b12)j, . . . , (an1z + bn1)i(an2z + bn2)j)
(4.2.2)

tiene longitud n, dimensión k ≤ (r + 1)(l + 1) y memoria m ≤ r + l.
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Veamos algunos ejemplos de Códigos convolucionales de Goppa que son
óptimos:

Ejemplo 4.9. Código convolucional de Goppa sobre F8 = F2[x]/x3 + x2 + 1
de longitud 3, dimensión 1, memoria y grado m = δ = 3 y distancia 12.

Tomemos el divisor G = 2F1 +F2 y el esquema de puntos D = p1∪p2∪p3

siendo:

p1 = (az + a2, a2z + a4) , p2 = (a2z + a4, a4z + a) , p3 = (a4z + a, az + a2) ,

Se tiene que H0(X,OX(G)) = 〈1, t⊗ 1, t2 ⊗ 1, 1⊗ s, t⊗ s, t2 ⊗ s〉.
Si consideramos el subespacio Γ = 〈t ⊗ 1 + t2 ⊗ s〉 ⊂ H0(X,OX(G)),

resulta que Γ ∩ H0(X, ID ⊗OX OX(G)) = {0}, pues la restricción a Γ del
morfismo de evaluación 4.2.1 es no nula.

El código convolucional de Goppa definido tiene longitud 3, dimensión 1
y matriz generadora canónica

G =
(
a4z3 + a6z2 + a2z + a6 az3 + a5z2 + a4z + a5 a2z3 + a3z2 + a4z + a5

)
.

Una matriz de control es:

H =

(
az3 + a5z2 + a4z + a5 a4z3 + a6z2 + a2z + a6 0
a2z3 + a3z2 + a4z + a5 0 a4z3 + a6z2 + a2z + a6

)
El grado del código es 3 y su distancia alcanza la cota de Singleton generali-
zada, dfree = 12, es decir, el código es MDS.

Ejemplo 4.10. Código convolucional de Goppa MDS de longitud n = 4, di-
mensión k = 1, memoria y grado m = δ = 3, alfabeto F8 = F2[x]/x3 + x2 + 1
y distancia 16.

Consideremos, como en el ejemplo anterior, el divisor G = 2F1 + F2 y el
subespacio Γ = 〈t⊗ 1 + t2⊗ s〉 ⊂ H0(X,OX(G)) = 〈1, t⊗ 1, t2⊗ 1, 1⊗ s, t⊗
s, t2 ⊗ s〉.

Y tomemos en este caso el esquema de puntos D = p1 ∪ p2 ∪ p3 ∪ p4

asociado a:

p1 = (a3z + a, z + a2) , p2 = (a6z + a2, z + a4) ,

p3 = (a2z + a3, z + a6) , p4 = (a5z + a4, z + a)
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La restricción a Γ del morfismo de evaluación 4.2.1 es también inyectivo
y el código convolucional de Goppa definido tiene longitud 4, dimensión 1 y
matriz generadora canónica

G = (a6z3 + az2 + z + a3 a5z3 + a2z2 + z + a6 a4z3 + a3z2 + az + a6 a3z3 + a4z2 + z + a5)

y matriz de control

H =

(
a5z3 + a2z2 + z + a6 a6z3 + az2 + z + a3 0 0
a4z3 + a3z2 + az + a6 0 a6z3 + az2 + z + a3 0 0
a3z3 + a4z2 + z + a5 0 0 a6z3 + az2 + z + a3

)
El grado del código es 3 y su distancia alcanza la cota de Singleton generali-
zada, dfree = 16, es decir, el código es MDS.
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Caṕıtulo 5

Códigos convolucionales de
Goppa sobre fibraciones

Construiremos códigos convolucionales de Goppa asociados a familias de
variedades algebraicas, generalizando aśı los asociados a familias de cur-
vas que hemos desarrollado en el art́ıculo [6] y que detallaremos incluyendo
además un apartado en el que se propone una interpretación geométrica de
la distancia libre del código. Estudiaremos también el caso de los Códigos
convolucionales de Goppa sobre las fibraciones triviales en P1 y P1× P1 y su
relación con los códigos 2D definidos en [9, 33].

5.1. Fibraciones de variedades

Dada una variedad algebraica S sobre Fq, una familia de variedades alge-
braicas proyectivas parametrizadas por S es un morfismo proyectivo y plano
de variedades algebraicas π : X → S cuyas fibras Xs = π−1(s) son variedades
lisas y geométricamente irreducibles sobre Fq(s) (cuerpo residual de s ∈ S).

Consideremos la familia de variedades:

π : X → A1

parametrizada por la recta af́ın A1 = SpecFq[z].
Elijamos n secciones diferentes de π:

pi : A1 → X , 1 ≤ i ≤ n ,

donde pi◦π = Id y pi(A1) ⊂ X una curva isomorfa a A1 para cada 1 ≤ i ≤ n.
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Consideremos el subesquema D ⊂ X que tales secciones determinan:

D = p1(A1) ∪ · · · ∪ pn(A1)

Sean OD su haz de anillos e ID su haz de ideales, como hemos definido en el
caṕıtulo 4.

La restricción de π a D es un morfismo plano de grado n sobre A1 y por
tanto H0(X,OD) es un Fq[z]-módulo libre de rango n.

Observemos también que si η es el punto genérico de A1, la fibra Xη =
π−1(η) es una variedad algebraica lisa sobre el cuerpo Fq(z) y p1(η), . . . , pn(η)
son n puntos racionales diferentes de la variedad Xη, luego H0(X,OD)η como
Fq(z)-álgebra es canónicamente isomorfa a Fq(z)n:

H0(X,OD)η ' Fq(z)n .

Para cada haz invertible L, tensorializando la sucesión exacta

0→ ID → OX → OD → 0 . (5.1.1)

se obtiene la sucesión exacta de haces sobre X

0→ ID ⊗OX L → L → LD = OD ⊗OX L → 0 , (5.1.2)

donde la restricción de L a D, LD, es trivial, esto es LD ' OD.
Y tomando cohomoloǵıa en la sucesión 5.1.2 resulta la sucesión exacta

larga de Fq[z]-módulos:

0→ H0(X, ID ⊗OX L)→ H0(X,L)
α→ H0(X,OD)→

→ H1(X, ID ⊗OX L)→ H1(X,L)→ 0 ,
(5.1.3)

que localizada en el punto genérico η ∈ A1 da la sucesión de Fq(z)-espacios
vectoriales:

0→ H0(X, ID ⊗OX L)η → H0(X,L)η
αη→ H0(X,OD)η →

→ H1(X, ID ⊗OX L)η → H1(X,L)η → 0 ,
(5.1.4)

donde H0(X,OD)η como Fq(z)-álgebra es canónicamente isomorfa a Fq(z)n:

H0(X,OD)η ' Fq(z)n

Ahora podemos dar una primera definición de código convolucional de
Goppa asociado a L y a D en términos de espacios vectoriales.
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Definición 5.1. El código convolucional de Goppa asociado a L and D es
la imagen del morfismo αη

C(L, D) = Im
(
H0(X,L)η

αη−→ H0(X,OD)η ' Fq(z)n
)
.

Dado un submódulo libre Γ ⊆ H0(X,L), el código convolucional de Goppa
asociado a Γ and D es la imagen del morfismo αη |Γη

C(Γ, D) = Im
(

Γη
αη−→ Fq(z)n

)
.

Cada matriz que representa a αη (respectivamente αη |Γη
) es una matriz ge-

neradora de funciones racionales para el código C(L, D) (resp. C(Γ, D)).

Observación 5.2. Los códigos C(L, D) y C(Γ, D) son Códigos convolucionales
de Goppa sobre la fibra Xη, pero en general no todos los Códigos convolucio-
nales de Goppa definidos sobre la variedad Xη (caṕıtulo 4) proceden de uno
de estos.

Observación 5.3. El isomorfismo canónico H0(X,OD)η ' Fq(z)n como Fq(z)-
álgebras no extiende en general a un isomorfismo H0(X,OD) ' Fq[z]n como
anillos; de hecho, extiende siempre que p1(A1), . . . pn(A1) sean secciones dis-
juntas. No obstante, como H0(X,OD) es un módulo libre de rango n siempre

existen trivializaciones H0(X,OD)
φ∼→ Fq[z]n, aunque no en general morfismos

de anillos.

Teniendo en cuenta la observación 5.3, daremos una nueva defición de
código convolucional asociado a una fibración de variedades en términos de
submódulos.

Definición 5.4. Dada una trivialización φ : H0(X,OD) ∼→ Fq[z]n como Fq[z]-
módulos, se define el código convolucional de Goppa C(L, D, φ) como el
submódulo imagen del morfismo φ ◦ α

H0(X,L)
α→ H0(X,OD)

φ∼→ Fq[z]n .

Analogamente, se define el código convolucional de Goppa C(Γ, D, φ) relativo
al submódulo Γ ⊆ H0(X,L).

Cada matriz que representa a α (resp. α|Γη ) es una matriz generadora de
funciones polinómicas para el código C(L, D, φ) (resp. C(Γ, D, φ)).

69
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5.2. Fibraciones de curvas

Consideremos una familia de curvas π : X → A1 y n secciones diferentes
pi : A1 → X.

En este caso, D = p1(A1)∪ · · · ∪ pn(A1) es un divisor de Cartier sobre X,
su haz de ideales es ID = OX(D) y la sucesión exacta larga de Fq[z]-módulos
(5.1.3) se escribe:

0→ H0(X,L(−D))→ H0(X,L)
α→ H0(X,OD)→ H1(X,L(−D))→

→ H1(X,L)→ 0 .
(5.2.1)

Proposición 5.5. Sea r el grado de L en cada fibra Xu = π−1(u), con
u ∈ A1, y g el género de cada fibra, ambos independientes de la fibra. Se
verifica:

(a) Si 2g−2 < r, se tiene que H1(X,L) = 0 y H0(X,L) es un Fq[z]-módulo
libre de rango 1− g + r.

(b) Si r < n, se cumple que H0(X,L(−D) = 0 y H1(X,L(−D) es un
Fq[z]-módulo libre de rango n− r + g − 1.

(c) Si 2g − 2 < r < n, se tiene la siguiente sucesión exacta de Fq[z]-
módulos:

0→ H0(X,L)
α→ H0(X,OD)→ H1(X,L(−D))→ 0 , (5.2.2)

que sigue siendo exacta en cada fibra Xu.

Demostración.

(a) Si 2g − 2 < r es H1(Xu,LXu) = 0 para cada u ∈ A1, luego la función
u → h0(Xu,LXu) = 1 − g + r es constante y aplicando el ([16] III
Corollary 12.9) se concluye.

(b) Si r < n es H0(Xu,L(−D)Xu = 0 para cada u ∈ A1, por tanto
h1(Xu,L(−D)Xu) = −1 + g + n − r es constante y de nuevo por ([16]
III Corollary 12.9) se acaba.
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(c) Se sigue de la sucesión exacta larga 5.2.1 y de los dos apartados ante-
riores.

Como consecuencia directa de la Proposición 5.5 y de la definición de
matriz generadora básica de un código convolucional se obtiene:

Corolario 5.6. Bajo las condiciones 2g− 2 < r < n el código convolucional
de Goppa C(L, D, φ) tiene dimensión k = r − g + 1 y longitud n.

Cada matriz asociada al morfismo φ ◦ α es una matriz generadora básica de
C(L, D, φ).

Por último, y en las hipótesis anteriores, veamos qué condición se debe
cumplir para que sea básica una matriz generadora del código convolucio-
nal de Goppa C(Γ, D, φ) definido por un submódulo Γ ⊆ H0(X,L) y una
trivialización φ.

Proposición 5.7. Cada matriz asociada a φ ◦ α|Γ es una matriz generadora
básica del código convolucional de Goppa C(Γ, D, φ) si y sólo si H0(X,L)/Γ
es u Fq[z]-módulo libre de torsión.

Demostración. La sucesión (5.2.2) induce un diagrama

0

��

0
��

0 // Γ

��

α|Γ // H0(X,OD) // H1(X,Γ)

��

// 0

0 // H0(X,L)

��

// H0(X,OD) // H1(X,L(−D))

��

// 0

H0(X,L)/Γ 0

Se deduce que el núcleo deH1(X,Γ)→ H1(X,L(−D)) es isomorfo aH0(X,L)/Γ
y H1(X,L(−D)) es libre. Luego los elementos de torsión de H1(X,Γ) están
contenidos en H0(X,L)/Γ, lo que permite concluir.
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5.2.1. Códigos asociados a fibraciones de rectas pro-
yectivas

Sea P1 = ProjFq[x0, x1] la recta proyectiva sobre Fq, t = x1/x0 su coor-
denada af́ın y p∞ el punto del infinito.

Elijamos la fibración trivial:

X = P1 × A1 π→ A1

y n secciones diferentes de ella

pi : A1 → P1 × A1

definidas en las coordenadas (t, z) por

pi(z) = (αiz + βi, z) , αi, βi ∈ Fq .

Consideremos el divisor D y el haz invertible L sobre X dados por:

D = p1(A1) + · · ·+ pn(A1) , L = π∗1OP1(rp∞)⊗Fq Fq[z] .

La sucesión exacta (5.2.2) es en este caso:

0→ H0(X,L)
α // H0(X,OD) // H1(X,L(−D)) // 0 .

|| ||

H0(P1,OP1(rp∞))⊗ Fq[z]
α // Fq[z]n

Localizando en el punto genérico η, el morfismo αη es el morfismo de evalua-
ción en los puntos p1(η), . . . , pn(η):

H0(P1,OP1(rp∞))⊗Fq Fq(z)
αη−→ Fq(z)n

dado por:

αη(t
j) =

(
tj(p1(η)), . . . , tj(pn(η))

)
=
(
(α1z + β1)j, . . . , (αnz + βn)j

)
,

siendo {1, t, . . . , tr} la base de H0(P1,OP1(rp∞)) respecto de la coordenada
af́ın t de P1.
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Si Γ ⊆ H0(P1,OP1(rp∞)) es el subespacio generado por {ts, . . . , tr}, el
código convolucional de Goppa C(Γ, D) es la imagen del morfismo

αη : Γ⊗FqFq(z)→ Fq(z)n

tj 7−→ αη(t
j) , for s ≤ j ≤ r .

En este caso, H0(X,L)/Γ ' (H0(P1,OP1(rp∞))/Γ)⊗Fq Fq[z] no tiene torsión,
luego por la Proposición ?? cada matriz asociada a

α : Γ⊗Fq Fq[z]→ H0(X,OD)

es una matriz generadora básica del código.

5.2.2. Interpretación geométrica de la distancia libre

Consideremos el código convolucional de Goppa C(L, D) definido sobre la
fibración de curvas π : X → A1 por n secciones diferentes pi : A1 → X y un
haz invertible muy amplio L sobre X.

Sea Cpi la curva de la fibración definida por la imagen de la sección
pi : A1 → X y q0 la intersección de Cp con la fibra en el origen, esto es,
q0 = pi(0).

Como L es muy amplio se tiene una inmersión cerrada:

X ↪→ PH0(X,L)∗ = Pr−g × A1

p→ 〈ωp〉 ,

donde ωp viene definida por

H0(X,L)
ωp−→ Fq[z]

f → f(p) .

Si representamos por πr(q0) el r-ésimo plano osculador de la curva Cp en
el punto q0, se tiene:

π0(q0) = q0 ⊂ π1(q0) ⊂ π2(q0) ⊂ · · · ⊂ πs(q0) ⊂ · · · ,

y para cada f ∈ H0(X,L) su evaluación en p, f(p), viene dada por

f(p) = f0 + f1z + · · ·+ fnz
n ,
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donde f0 = f(0) y fs puede ser interpretado como el coeficiente s-ésimo del
desarrollo de Taylor de f en el punto q0.

De lo que se deduce que fs = 0 si y solo si

Hf ∩ πs(q0) 6= ∅ and Hf ∩ πs−1(q0) $ Hf ∩ πs(q0) ,

donde Hf es el hiperplano que la sección f define.
Por tanto, el problema de calcular el número de coeficientes no nulos

de f(p) y aśı la distancia libre del código se convierte en un problema de
geometŕıa enumerativa sobre un cuerpo finito.

5.3. Códigos definidos por fibraciones trivia-

les de variedades

Sean t y s las respectivas coordenadas afines de las primera y segunda
copias de P1 = P1

Fq .
Consideremos la fibración trivial:

X = P1 × P1 × A1 π→ A1

y las secciones
pi : A1 → P1 × P1 × A1

definidas en las coordenadas (t, s, z) por

pi(z) = (αi,1z + βi,1, αi,2z + βi,2, z) , αi,j, βi,j ∈ Fq , 1 ≤ i ≤ n , j = 1, 2

Para cada par de enteros positivos (r, l), sea L el haz invertible sobre X
dado por

L = π∗1OP1(rp∞)⊗Fq π
∗
2OP1(lp∞)⊗Fq Fq[z] ,

para sus secciones globales se tiene:

H0(X,L) = H0(P1,OP1(rp∞))⊗H0(P1,OP1(lp∞))⊗ Fq[z] .

Si D = p1(A1) + · · ·+ pn(A1) el morfismo α de la sucesión exacta (5.2.2)
es en este segundo caso:

H0(P1,OP1(rp∞))⊗H0(P1,OP1(lp∞))⊗ Fq[z]
α−→ Fq[z]n .
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Como antes, tomando fibras en el punto genérico, el morfismo de evalua-

ción H0(P1,OP1(rp∞))⊗H0(P1,OP1(lp∞))⊗ Fq(z)
αη−→ Fq(z)n en los puntos

p1(η), . . . , pn(η) es:

αη(t
i⊗sj) =

(
(α1,1z + β1,1)i(α1,2z + β1,2)j, . . . , (αn,1z + βn,1)i(αn,2z + βn,2)j

)
.

Análogamente, si Γ es un subespacio deH0(P1,OP1(rp∞))⊗H0(P1,OP1(lp∞)),
el código convolucional de Goppa C(Γ, D) es la imagen del morfismo

αη : Γ⊗Fq Fq(z)→ Fq(z)n

Y también en este caso, H0(X,L)/Γ no tiene torsión, por tanto cada
matriz asociada a

α : Γ⊗Fq Fq[z]→ H0(X,OD)

es una matriz generadora básica del código.

5.3.1. Códigos 2D

En el procesamiento de imágenes digitales se necesita codificar datos que
dependen no sólo del tiempo sino también de otras variables independientes,
como pueden ser la intensidad, brillo, saturación, etc. Es la teoŕıa de siste-
mas lineales discretos multivariantes, cuyas matrices de transferencia tienen
coeficientes en el anillo de polinomios Fq[z1, z2, . . . , zm] o en su cuerpo de frac-
ciones Fq(z1, z2, . . . , zm), la que permite, en muchos casos, describir y estudiar
este proceso.

Aśı como los códigos convolucionales que hemos estudiado se correspon-
den con los sistemas lineales discretos respecto del tiempo (una única va-
riable), una generalización natural son los códigos convolucionales multiva-
riantes o códigos mD asociados a los sistemas lineales multivariantes. En
este sentido, nuestros códigos convolucionales son códigos 1D y, dado que
éstos son subespacios de Fq(z)n, podemos definir un código mD como un
subespacio de Fq(z1, z2, . . . , zm)n. Es claro que el estudio de estos nuevos
códigos presenta mayor dificultad que el de los 1D pues las propiedades del
anillo Fq[z1, z2, . . . , zm] no son las mismas que las de Fq[z]; baste notar, por
ejemplo, que todo submódulo de Fq[z1, z2, . . . , zm] es finito generado pero, en
general, no es libre.

Fornasini y Valcher, siguiendo el desarrollo algebraico de Forney para los
códigos convolucionales, definen y estudian los códigos 2D [9, 33].

Utilizaremos como definición de código 2D la siguiente:
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Definición 5.8. Un código 2D con alfabeto Fq y longitud n es un subespacio
de Fq(z, z̄)n; la dimensión del código es su dimensión como subespacio.

En términos de módulos, un código libre modular 2D de longitud n y
dimensión k es un submódulo libre de Fq[z, z̄, z−1, z̄−1]n de rango k (free
modular code, Fornasini). Estos códigos 2D son un caso particular de los
anteriores.

Desarrollamos a continuación un ejemplo de código 2D obtenido a partir
de dos códigos convolucionales de Goppa definidos sobre fibraciones triviales.

Para ello, comenzamos factorizando la proyección P1 × P1 × A1 π−→ A1

como composición de las proyecciones:

P1 × P1 × A1 π23−−→ P1 × A1 π2−→ A1 .

Consideremos ahora las n secciones pi de la proyección P1 × A1 π2−→ A1

definidas en coordenadas por:

A1 pi−→ P1 × A1 , pi(z) = (αi2z + βi2, z) , αi2, βi2 ∈ Fq , 1 ≤ i ≤ n ,

y elijamos n secciones distintas qi de P1 × P1 × A1 π23−−→ P1 × A1 dadas por:

qi : P1 × A1 → P1 × P1 × A1

(s, z)→ (αi1z + βi1 + s, s, z) , αi1, βi1 ∈ Fq , 1 ≤ i ≤ n ,

siendo s la coordenada af́ın en la segunda copia de P1.
Componiendo obtenemos n secciones diferentes p̄i = qi◦pi de la proyección

P1 × P1 × A1 π−→ A1 definidas por:

p̄i : A1 → P1 × P1 × A1

z → (αi,1z + βi,1 + αi,2z + βi,2, αi,2z + βi,2, z)

con αi,j, βi,j ∈ Fq , 1 ≤ i ≤ n , j = 1, 2

La evaluación de H0(P1,OP1(rp∞)⊗Fq[s]⊗Fq[z] en las secciones q1, . . . , qn
está determinada por:

ti(q1, . . . , qn) =
(
(α11z + β11 + s)i, . . . , (αn1z + βn1 + s)i

)
, 0 ≤ i ≤ r

y permite definir subespacios de Fq(s, z)n, es decir, códigos 2D de longitud
n. Sin embargo, la evaluación en las secciones pi y p̄i definen códigos convo-
lucionales de Goppa de los tipos (5.2.1) y (5.3).

Otro objetivo para un futuro trabajo es estudiar las propiedades de los
códigos 2D aśı obtenidos a partir de nuestros códigos convolucionales de
Goppa definidos sobre fibraciones.
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