UNIVERSIDAD DE SALAMANCA

DEPARTAMENTO DE DIDACTICA DE LA MATEMATICA Y
DE LAS CIENCIAS EXPERIMENTALES

TESIS DOCTORAL

LA GEOMETRIA ANALITICA EN LOS LIBROS DE
TEXTO PARA SECUNDARIA'Y UNIVERSIDAD EN
ESPANA EN EL SIGLO XIX.

Isabel Maria Sanchez Sierra

Directora:
Dra. Maria Teresa Gonzalez Astudillo

Salamanca 2015






VNiVERSiDAD
P SALAMANCA

Dra. Maria Teresa Gonzalez Astudillo, Profesora Titular de Universidad del
Departamento de Didactica de la Matematica y Didactica de las Ciencias
Experimentales de la Universidad de Salamanca.

HACE CONSTAR:

Que la presente memoria titulada LA GEOMETRIA ANALITICA EN LOS LIBROS
DE TEXTO PARA SECUNDARIA Y UNIVERSIDAD EN ESPANA EN EL SIGLO
XIX ha sido realizada bajo mi direccion por Isabel Maria Sanchez Sierra y constituye su
tesis para optar al grado de doctor.

Y para que conste y tenga los efectos oportunos ante el Departamento de Didactica de la
Matematica y de las Ciencias Experimentales de la Universidad de Salamanca, firma el
presente documento.

Salamanca a de de dos mil quince.

Fdo: Maria Teresa Gonzalez Astudillo






A mis sobrinos,
que me dan la vida.

A mis padres,
por ensefiarme el valor del trabajo.

A mis hermanos,
por estar siempre ahi.






Agradecimientos

La realizacion de un trabajo de tesis doctoral suele trascender, en muchos casos, de lo
puramente académico, enriqueciendo al doctorando no so6lo culturalmente, sino como
persona. Si ademas este trabajo se ve jalonado de obstaculos y dificultades que lo van
prolongando en el tiempo, se convierte en una experiencia vital.

En este camino se van cruzando personas que, por unas razones u otras, se convierten en
apoyos fundamentales para que el proyecto llegue a buen puerto. A todas ellas deseo
mostrar mi mas profundo y sincero agradecimiento.

En primer lugar a mi directora, Maria Teresa Gonzélez Astudillo, sin quien esta tesis,
indudablemente, no habria podido ser una realidad. Maite, gracias por todo,
especialmente por brindarme tu ayuda cuando mas la necesitaba.

A mi familia, que siempre me ha apoyado, aunque no haya entendido muchas veces
para qué tanto esfuerzo.

A mis compafieros y amigos de la “mejor turma”, en especial a Ademir, Jeannette,
Jestis, Maria Jos¢, Montse y Pedro, por sus ensefanzas, no solo en Didéctica de las
Matematicas, sino de la vida en general.

A Mabel, Mayte y Manuela, que me han acompafiado desde el comienzo de este viaje
aconsejandome y ayudandome. Y a Olga y Auxi, por su carifio y apoyo.

A Carmen, Elena, Esperanza, Jesus D, Jesus P, Miguel y Venancio, que durante diez
afios han compartido cada semana mis alegrias y mis preocupaciones.

A Gely, Javier H y Javier P a quienes conoci en la ultima fase del camino, y cuya
amistad ha sido fundamental para sobrellevar muchas cosas. Y a Paqui y Belén por su
ayuda inestimable.

Por ultimo, un recuerdo muy especial para el doctor D. Modesto Sierra Vazquez, quien
confid en este proyecto desde el primer momento, y quien comenzd a asesorarme, pero
que por circunstancias de la vida, no pudo concluirlo conmigo.






Indice general

Indice general

YN 4 2T (5163110 1S) 4110 1 PSPPSR I
INAICE dE tADIAS ...t XI
INAICE AE FIGUIAS ... XIII
INEEOAUCCION. ...ttt st ettt e s ens XVII
CAPITULO L: oottt 1
La investigacion historica en Educacion Matematica ..........cceeeevveeevveeeieeenieeerieeeieeeene 1
INEEOAUCCION ...ttt ettt ettt sb et et sae e 1
1.1. Lainvestigacion historica en Educacion Matematica ..........cccceeeveeerveeeeieeeneeennee. 1
1.1.1.  La Historia y la Educacion Matematica ...........ccecereerernierienenienieneeieneeenee 1
1.1.2.  Lainvestigacion historico-epistemolOgiCa. .........ccvveeecvreeriieeriieerieeeeee e 4
1.1.3.  Lainvestigacion histérica. El método historico. .......c.ceverieniiiiiniininnicninene 8
1.2, L0S IIDrOS de tEXT0. «ou.eeeuiieiiiiiieiiie ettt sttt 10
1.3.  El andlisis de CONtenido. .......cceveeriiriiriiiinienieeieetese et 12
CAPITULO 2: 1ttt 17
CONLEXLO NISTOTICO ..vveutiiiiiieieeiierie ettt sttt ettt et et 17
INEEOAUCCION. ...ttt et ettt e be e st eebeesaeeens 17
2.1.  Origenes y desarrollo de la Geometria Analitica..........cccoceveriiniiininieniencnnen. 17
2,110 ANLECEACTILES ....neeiiieiieeiie ettt et sttt 18
2.1.20 DESCATITES ...eeeuvieieeiuiienieeeteeeite ettt ettt ettt ettt e ae e st e sbe e s ae b saneens 20
2.1.30 Pierre Fermat...c...oouiiiiiiiiee e 25
2.1.4.  La Geometria Analitica pOSCArteSIaNa. .........cccueevurerieerueerieeieenieeeieenereeaeens 28
2.2, La Geometria PrOYECIVA .....ccociuiiiiiiieiiieeieeeee ettt e 32
2.3.  Contexto politico y social en Espaia en el siglo XIX .......cccoceevirieniineniienennne 42
2.3.1.  (1833-1843): Las Regencias de M? Cristina y Espartero. .........c.ccccceeveuennne 43

III



Isabel M* Sdnchez; Sierra

2.3.2.  (1844-1856): La Década Moderada y El Bienio Progresista. ...................... 45
2.3.3.  (1856- 1868): Esplendor y crisis de la Union Liberal...........cccceeeiieeennennn. 47
2.3.4.  (1868-1909): El Sexenio revolucionario y La Restauracion........................ 48
2.4. Las Matematicas en Espafia en el siglo XIX ........ccccoeviiiriiiiniieiniiie e, 53
241, ANECEAGIEES ...ouviiuiiiieieeiieeiteieet ettt ettt 53
242, ELSIZLIO XIX oottt et 54
2.5. La Geometria Analitica en la Educacién Secundaria y en la Facultad de Ciencias
en Espafia en €l s18lo XIX. ...ccviiiiiiiiiieceeeeeee e e e 58
2.5.1. Los origenes de la Educacion Secundaria en Espafia..........ccccevvevienvennenee. 58
2.5.2.  El nacimiento de la segunda ensenanza (1836-1845) ........cccceeeveeecveercnnens 61
2.5.2.1. La Geometria Analitica en la Ensefianza Secundaria (1836-1845).......... 68
2.5.3. El asentamiento de la segunda ensefianza. (1845-1857) ....ccccceevvvevvveercnens 70
2.5.3.1. La Geometria Analitica en la Ensefianza Secundaria (1845-1857) ...... 85
2.5.4. De la Ley Moyano al Sexenio Revolucionario (1857-1868) ............cc........ 90
2.5.4.1. La Geometria Analitica en la Facultad De Ciencias (1857-1868)........ 97
2.5.5. Revolucion y restauracion (1868-1900).........ccccvvvevriiiriiiiiniiieeiee e 98
2.5.5.1. La Geometria Analitica en la Facultad de Ciencias (1868-1906)....... 105
CAPITULO 3: ottt 107
Disefio de 12 iNVEStIZACION .......ccuieiiieiiecii ettt ettt ettt e enaeeaee e 107
INEEOAUCCION. ...ttt ettt et eeas 107
3.1.  Formulacion del problema............cccoeouiriiiiiiiiniieiieie e 107
3.1.1. Investigaciones acerca de la G.A. en Espana en el siglo XIX ................... 107
3.1.2.  El problema de inVeStiGaCION ........cccueecuieruieeiieriieeiieiieeeeeiee e ereesineeeeens 109
3.2, Objetivos de 1a INVEStIZACION. ....ccuieereiieeciieeiieeeiieeeieeeereeeeaee e e eereeeaeeeenneees 111
3.3.  HipoOtesis de 12 INVESHZACION .......eeeueeeiieriieeiieiie ettt 111
R IR S Y o) 0T (0] (0 o £ H USRS 112
3.4.1. Etapas de 1a iNVeStiGaCION ........cccueeriieiieniieeieeiieeie ettt 112
3.4.2.  SelecciOn de 1as fUENLES. ......cevuiiiiiiiiiiieiie e 114



Indice general

3.4.2.1. PeriOAOS ..oveeiiiiieiieieeeei e 114

® IB30-1845 ettt 114

8 LB T85T e 115

® LB T-1808 . 118

® LI8O8-1900. ...ttt 119
3.4.2.2.  Seleccion de 1as fuentes ........coccevuieiieiiiiiiiniieee e 120
3.4.3. Metodologia de analiSiS.........ccueeruieriieiiierieeieeniie et 124
3.4.3.1. Caracterizacion de 1a obra.........ccoccoeviiiiiiiiiniiiiieeceeee e 125
3.4.3.2.  Caracterizacion del QULOT .........coceevuerieriiniirienieeeeeceeeee e 126
3.4.3.3. Caracterizacion del tratamiento dado a la Geometria Analitica ......... 128
3.4.3.4. Procedimiento para realizar los analisis..........ccccceeveveeiiieniienienieennan. 130
CAPITULO 4: ..ot 133
ANALISIS A€ 10S tEXTOS ..uviuieiieiieiteeite ettt ettt ettt st 133
INEEOAUCCION.....eiiiee ettt ettt e st eeeas 133
4.1. Tratado elemental de matematicas de Jos¢ Mariano Vallejo (1817)................. 133
o O BN ) USSP 133
4.1.2.  Caracterizacion de 12 ObIa. ........cocoeviiriiiiiiiiienceeeeee e 135

4.1.3. Caracterizacion del tratamiento realizado sobre la Geometria Analitica... 137

4.1.3.1.  Analisis de la estructura conceptual............cceeeverriiienieniieenienieeieeee. 137
4.1.3.2.  Sistemas de representacion ..........ccveeeveeerieeeiieeeieeesieeesreeesneeeeneeens 152
4.1.3.3.  Fenomenologia: ........cccceeriieeieeiiienieeieeeie ettt 154
4.1.4.  CONCIUSIONES ...couviiiuiieiiieiieiie ettt ettt ettt sttt e bt e 163
4.2.  Geometria Analitica-Descriptiva de Mariano de Zorraquin (1819).................. 164
N B\ 110 ) VSRRSO 164
4.2.2.  Caracterizacion de 12 ObIa. ........ccceevieriiiiiiiiiinceeceeee e 165

4.2.3. Caracterizacion del tratamiento realizado sobre la Geometria Analitica... 168

4.2.3.1.  Analisis de la estructura conceptual............ccoeeevreiiierieniiiiniienieeieeee. 168

\Y%



Isabel M* Sdnchez; Sierra

4.2.3.2.  Sistemas de repreSentacion .........ecueeeueeruieerieeniieniieenieenieeieesreereenenes 184
4.2.4.  CONCIUSIONES: ..enviiiiiieiieitieite ettt ettt ettt st e bt 203
4.3. FElementos de Matematicas puras y mistas (sic) de Alberto Lista (1825) ......... 204
T BN 1) USRS PRSP 204
4.3.2.  Caracterizacion de 12 ObIa. ........cccoeveiiiiiiiiiieiceceee e 205

4.3.3. Caracterizacion del tratamiento realizado sobre la Geometria Analitica... 206

4.3.3.1.  Andlisis de la estructura conceptual............ccoevvveriiierieniieeiienieeieeee. 206
4.3.3.2.  Sistemas de representacion ..........ccveeeieeerieeeiieeeiieesieeeeieeesreeenenee e 213
4.3.3.3.  Fenomenologia.........cccocieriieeiieiiieniieeieeiie ettt 214
4.3.4.  CONCIUSIONES ...couuviiuiieiieiiieite ettt ettt ettt st ebe e 228
4.4. Curso completo de matematicas Puras. Tomo III. Algebra Sulime y Geometria
Analitica de José de Odriozola. (1829) .......eeeviieiiieeieeeeeee e 228
A4.1. AULOT ..ottt ettt et st a e ettt 228
4.4.2. Caracteristicas de 12 Obra..........ccoviiiiiiiiiiiii e 229

4.43. Caracterizacion del tratamiento realizado sobre la Geometria Analitica... 231

4.43.1. Analisis de la estructura conceptual............ccccovveeeiienciiiiniieeiee e 231
4.43.2.  Sistemas de repreSentacion .........eccveeeveeruieeiieenienieenieeeeeeieeneeereenenes 246
4.43.3.  Fenomenologia.......ccccccvieeiiiieiiiieeiieeciee ettt 248
444, CONCIUSIONES ..ottt et 257

4.5. Compendio de Matematicas Puras y Mistas de Jos¢ Mariano Vallejo (1840).. 257
510 AULOT et ettt et ettt e st eaeees 257
4.5.2. Caracterizacion de 1a 0bra..........cccceeiiiiiiiiiiniie e 257

4.5.3. Caracterizacion del tratamiento realizado sobre la Geometria Analitica... 259

4.5.3.1.  Analisis de la estructura conceptual............ccecovvevviierciieiniieeiee e 259
4.5.3.2.  Sistemas de repreSentacion .........coccueeeueeruieeiveenieeiieenieeneeeieeseeeseenenas 268
4.5.3.3.  Fenomenologia.......cccccccueeeiiieeiiiieeiieeeiie ettt 269
4.5.4.  CONCIUSIONES ..ottt st 272

VI



Indice general

4.6. Tratado Elemental de Trigonometria Rectilinea y Esférica, y de la Aplicacion del

Algebra a la Geometria de S.F. LacroiX (1846) .......o.ovvviueeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeen 273
4.0.1.  AULOT. ..ttt ettt sttt et st ae et 273
4.6.2. Caracterizacion de 12 0bra..........ccceeeciieriiieiiie e 274

4.6.3. Caracterizacion del tratamiento realizado sobre la Geometria Analitica... 276

4.6.3.1.  Analisis de la estructura conceptual............ccecoveeeviieriiieiniie e 276
4.6.3.2.  Sistemas de repreSentacion .........cccveeeveeruieeieenieeeieesieeereeieeneeereenenes 293
4.6.3.3.  Fenomenologia.......c.ccccvueeeiiiieiiieeeiie ettt 296
4.6.4.  CONCIUSIONES ...c..eeriiiiiiiiiiieieeerte ettt ettt 314
4.7. Tratado Completo de Matematicas. Tomo IV. Geometria Analitica 6 Aplicacion
del Analisis a la Geometria de Agustin Gémez Santa Maria (1846).........ccccceveeuveeneen. 315
N T N 1) VTSRS 315
4.7.2.  Caracterizacion de 12 ObIa.........coceevieriiiiiiiniiniieeece e 315

4.7.3. Caracterizacion del tratamiento realizado sobre la Geometria Analitica... 318

4.7.3.1.  Andlisis de la estructura conceptual............ccoevveriiienieniieenienieeieeee. 318
4.7.3.2.  Sistemas de representacion .........cccveeeveeerieeeiieeeieeesieeeereeenreeenenee e 342
4.7.3.3.  Fenomenologia.........ccocieriieniieiiieniieeiienie ettt 344
4774, CONCIUSIONES ...couveieiiieiieeiieiie ettt ettt ettt saee st e b e 362
4.8. Tratado de Geometria Analitica de Juan Cortazar (1862).........ccceeeevveeereennne. 363
A.8.1.  AULOT. ittt ettt ettt ettt et ettt et ese e te e eent e teenaeeneenaeentens 363
4.8.2.  Caracterizacion de 12 ODIa.........coceevieriiiiiiinienicieeceeee e 363

4.8.3. Caracterizacion del tratamiento realizado sobre la Geometria Analitica... 365

4.8.3.1.  Analisis de la estructura conceptual...........ccceevveriiienieniieeniienieeeeee. 365
4.8.3.2.  Sistemas de representacion ..........ccveeeveeerieeerieeeieeesieeesreeenreeeeneeens 381
4.8.3.3.  Fenomenologia.........ccccceeiiieriieiiieniieeieeste e 383
4.8.4.  CONCIUSIONES ...couueiiuiieiiiiiieiie ettt ettt et ettt e be e 398
4.9. Lecciones de Geometria Analitica de Santiago Mundi y Gir6 (1883).............. 399
R B N 10 ) VUSRS PRRPRSPRR 399



Isabel M* Sdnchez; Sierra

4.9.2.  CaracterizaciOn de 18 ODTa . ....ooovviveiiieiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 399

4.9.3. Caracterizacion del tratamiento realizado sobre la Geometria Analitica... 402

4.9.3.1.  Andlisis de la estructura conceptual...........cccoeveeriiienieniieiiienieeeeee. 402
4.9.3.2.  Sistemas de representacion ..........ccveeeveeerieeeiieeeiieesieeesree e eenee s 418
4.9.3.3.  Fenomenologia.........cccccierieriieiiieniieeiieie ettt 419
4.9.4.  CONCIUSIONES ...couuviiiiieiiiiiieiie ettt ettt ettt ettt st be e 434
4.10.  Geometria Analitica de Ignacio Sanchez Solis (1883) ......cccceevivevieviiiennenne. 435
o O N 1o ) USROS 435
4.10.2. Caracterizacion de 1a 0bra ...........coceeviiiinienieienieeeceeee e 435

4.10.3. Caracterizacion del tratamiento realizado sobre la Geometria Analitica437

4.10.3.1. Andlisis de la estructura conceptual..........cccceeviievienciienienieeieenen. 437
4.10.3.2. Sistemas de repreSentaciOn.........cueeeeuveeecueeeriueeeeieeerreeesreeeeeeee e 458
4.10.3.3. Fenomenologia..........cccoeiieiiiiiiiniieieeeee e 459
4.10.4. CONCIUSIONES. ...ttt et 468
4.11.  Tratado de Geometria Analitica de Miguel Vegas (1900)...........ccceeevvennnn.e. 469
o I O N 1o ) U SPRRPOSPRRI 469
4.11.2. Caracterizacion de 1a 0bra ...........coceeviriirienieieneeeee e 470

4.11.3. Caracterizacion del tratamiento realizado sobre la Geometria Analitica472

4.11.3.1. Andlisis de la estructura conceptual ...........ccceevevienieniienienieeieee. 472
4.11.3.2. Sistemas de repreSentaciOn.........cueeeevveereueeerieeeerieeeeveeesereeeeeeeeeeees 501
4.11.3.3. Fenomenologia..........ccceeiieiiiiiieniieiieceeieee e 502
4.11.4. CONCIUSIONES. ...ttt ettt st 516
CAPITULO 5: oottt 517
Resultados ¥ CONCIUSIONES .......eeeviieeiiieeiiieeiieectie ettt et e e e s estaeesnraeeenaeeeeanes 517
5.1 ReSUIAAOS. ...ueiiiiiiiiieieceee e 517
5.1.1.  Estructura CONCEPIUAL.......cccvieeiiieiiieeciie et e 517
5.1.2.  Sistemas de representacion.........ceereeerieerieeiieeriieeieeiieseeeieeseeeseeseaeereens 526



Indice general

5.1.3.  Fenomenologia.......ccccueiiieiiiiiiieiieiieeitese et 527
5.2.  Influencia del contexto RISTOTICO ......ovuieiiiiiiiiiiiiiiee e 528
5.3 CONCIUSIONES. .. .eeutiiieiieiiieiteieete ettt ettt ettt sttt et bt e sae e e b enees 531

5.3.1. Consecucion de los objetivos de la investigacion ...........ccceeeeveeeeveeennens 531

5.3.2.  Conclusiones Sobre 1as hipOtesiS.......cccuuerirriiieriiriieiieiie e 532
5.4. Limitaciones de 1a iINVEStIZACION .....cc.uveevevieeiiiieeiieeciieeeieeeereeeereeeeee e 535
5.5.  Algunas lineas para trabajos futuros............ccceeveeviierieeiiienieeieeee e 536
Referencias bibliografiCas .........cecueeeiiiieiiiicieece e e 539
Referencias bibliograficas de los libros analizados...........ccceecevieninieniieniniienieenne 549
ANEXO 1: INAICE CIONOIOZICO ... 551
Anexo 2: Obras de GEOMEIITA ......cc.eevuerierieniiiierieeete ettt 555
Anexo3: Mapas CONCEPLUALLS .......c.ueeeiuiiieiiieeiie ettt e e eeeene 557

IX






Indice de tablas

indice de tablas

Tabla 1:Plan del DuqUue d€ RIVAS ..........cccoooieiiiiiiececeeeeeeeee e 63
Tabla 2: Arreglo provisional de 29 de octubre de 1836 .........c..cccoeevveeiiecviecieenenee, 65
Tabla 3: Plan de estudios de la facultad de Filosofia de 8 de junio de 1843............ 67
Tabla 4: Plan Pidal.........c..ccooiiiiiicsecece ettt 72
Tabla 5. Plan de estudios de 24 de julio de 1846............c.cccoeevvevieeeciieieceeeeeee 74
Tabla 6: Plan de estudios de 8 de julio de 1847............ccoooveeieeceecieeceeeeeeieeen 76
Tabla 7: Plan de estudios de 14 de agosto de 1849 ...........ccccovevieeicieeciecieceeeee. 78
Tabla 8: Plan de estudios de 28 de agosto de 1850 ........ccccceeeieecveeeieerecceeee e, 81
Tabla 9: Plan de estudios de 10 de septiembre de 1852 ............cccoveveeiieieciecneene, 84
Tabla 10: Plan de estudios de 23 de septiembre de 1857 ........c.cccovevvveeveeeieecrrecnenne, 92
Tabla 11: Reglamento del Marqués de COIVEra..........ccocueevieeieeieeieeeeeieeeeeeee e, 94
Tabla 12: Plan d& OrOVIO ..ottt 96
Tabla 13: Plan Lasala.........cccoeiiiiiiieeeeee e 101
Tabla 14: Plan de Garcia AliX .......c.coeerieireiieireeereeeeese e 103
Tabla 15: Localizacion de 10S tEXIOS.......ccceiviieiriiceeeeee e 121
Tabla 16: Obras agrupadas por PeriodOS..........c..ccveevueeereeeieeeieeeeeeeeeeee e 123
Tabla 17: Ficha de referencia de la obra...........cccoooiiiincineeeee 125
Tabla 18: Ficha de caracterizacion de la estructura de la obra......................... 126
Tabla 19: Ficha de caracterizacion del QutQr.............cccoceveieineneneneeeee 127
Tabla 20: Ficha de caracterizacion del tratamiento dado a la Geometria An?ggca
Tabla 21: Campos utilizados en el andlisis de contenida............c.ccccoevveevvevennn. 130
Tabla 22: Tabla para el estudio comparativo de contenidos de Geometria Analitica
en las diferentes obras analizadas. Estructura conceptual.............ccccoveeuvnne... 131
Tabla 23: Tabla para el estudio comparativo de contenidos de Geometria Analitica

en las diferentes obras analizadas. Sistemas de representacion...................... 132

XI



Isabel M* Sdnchez; Sierra

Tabla 24: Tabla para el estudio comparativo de contenidos de Geometria Analitica

en las diferentes obras analizadas. Fendmenologia..........c..ccccoovevivieiiieieciciene, 132
Tabla 25: Concepto de Geometria AnalitiCa..........c..ocoeveeviecieeiecieeeeeeeeeeeeee, 518
Tabla 26: Construccion de las expresiones algebraicas.............ccccooeeveeieiennn, 519
Tabla 27: Ecuaciones homogéneas. Uso de la unidad................cccccoevveeienennn. 521
Tabla 28: Interpretacion de las cantidades negativas...........c.ccccceveiieieviicieenenn, 522
Tabla 29: Sistemas de Coordenadas............cccceveeeririeieieieeesee e 524
Tabla 30: Ecuaciones de 12 reCta..........ccooueveverieieieieeeeeee e 525
Tabla 31: TIpOS de ProbIEMAS...........c.oocvieiiiieieeeeeeee e 528

XII



Tndice de fignras

Figura 1:
Figura 2:
Figura 3:
Figura 4:
Figura 5:
Figura 6:
Figura 7:
Figura 8:
Figura 9:

Figura 10

Indice de figuras

SOIUCION A€ ZZAZH ... 23
Pierre Fermat. OeuUVIeS. P. 92......c.ooouiiiiiieeeceeeeee e 27
Pierre Fermat. Oeuvres. P. 93-94........ccoooviiiiiiieeeeeeeeeeee e 27
Sistema de referencia de Lahire...........cccooeveeieieieieneeeceeeeeeeee 29
Proyecciones y secciones segun AIDErLi.........ccoovevveeveceeieeeeieeeeee 32
Teorema de DESAIQUES...........coueevieueeieeieeeeeeie ettt 33
Invarianza de la razén doble por proyecciones............ccccoceeveeveevenee. 34
Polar de un punto exterior a una circunferencia..............ccccceeveeveevenenee. 35
Teorema de Pascal............cooooiiiiiiiii 35
: Teorema de BrianChoN...........cccooiiieiiieeeeceeee e 36

Figura 11: Razon doble de cuatro puntos obtenidos por proyecciéon de cuatro

rectas......

Figura 12:

........................................................................................................................ 40

Caratula del libro. Tratado elemental de mateméticas. J.M. Vallejo. 135

Figura 13: Lamina 22 Tratado elemental de matematicas. J.M. Valleja............ 153
Figura 14: LAmina 32.Tratado elemental de matematicas. J.M. Valleja............ 154
Figura 15: Problema 126..........c..ooioiiiuiiiieieieeeeeeeee ettt 161

Figura 16:

PrODIEMA 126..... e e e e e e e e e eeaeaas 161

Figura 17: Caratula del libro. Geometria Analitica-descriptiva. M. Zorraquin.. 165
Figura 18: Problema X. Triangulo acutangulQ.............cccoceeeeviieeeceececieeeeee 176
Figura 19: Problema X. Triangulo obtusangulo............c.ccccoeoeeviiieieececiceieeee, 176
Figura 20: ReproducCion fig.162...........c.oooviiuieiiieeeeeeeee e 177
Figura 21: Lamina 1. Geometria Analitica-descriptiva. M. Zorraquin............... 185
Figura 22: LAmina 22. Geometria Analitica-descriptiva. M. Zorraquin.............. 186
Figura 23: ReproducCiOn fig. 72 ..ottt 188
Figura 24: AH=z, BC=a, HK=D, AF=C.....cccectriieiieieeeeee e 193
Figura 25 : Interpretacion geométrica de la solucion negativa. .............ccccoeneee. 194

XIII



Isabel M* Sdnchez; Sierra

Figura 26: Reproduccion de la fig. 182 para los casos en que setomaEoe. ........ 194
Figura 27: Reproduccion figura 202. Problema Xlll. Caso 4. .........cccccoceveevvenenee. 196
Figura 28:fig. 202 en el caso de la solucidn positiva...........c.ccccceeeveeeeveeceeceeieennn, 196
Figura 29:fig. 202, para X=GC...c.uiuiieieiiceeeee ettt 197
Figura 30: Reproduccion fig. 202 en el caso en que D sea interior al triangulo197
Figura 31: Reproduccion de 1a fig.302...........ooi oo 201
Figura 32: Caratula del libro. Elementos de Matematicas puras y mistas. A. Lista
...................................................................................................................................... 205
Figura 33: FIQUIras iINAIFECLAS.........cc.eooueieieireeeeeeeeeee ettt e 211
Figura 34: Lamina 32. Elementos de Matematicas puras y mistas. A. Lista......... 214
Figura 35: Problema 2. Construccion de las soluciones............ccccceeeveeveeeecnennen. 217
Figura 36: Construccion del valor positivo de X.........ccccecveeeeviieieieeciecieeeeeen 219
Figura 37: Construccion de todas las SoluCiones.............cccceeeveveevececceeeeenenen. 220
Figura 38: Construccion de las soluciones interiores...........cccoeecveeveeeevecveenenen. 221
Figura 39: Construccion de las soluciones exteriores...........ccceeeeveeeevveeeeeneannn. 222
Figura 40: Problema G............ccooovieiiiiiiiiceeeee et 224
FIgura 41: ProbBIema T...........oooviiieeeeeeee et 225
Figura 42: Caratula del libro. Curso completo de Matematicas puras. J. Odriozola
...................................................................................................................................... 229
Figura 43: Lamina 12. Curso completo de Matematicas puras. J. Odriozola....... 248
Figura 44: Lamina 22. Curso completo de Matematicas puras. J. Odriozola....... 248
Figura 45: Construccién dexz_% at (az J& azj SOBIE AB....o.oooeeeeeeeeeeeeee. 251

Figura 46: Caratula del libro. Compendio de Matematicas puras y mistas. J.M.

Vallejo
Figura 47
Figura 48
Figura 49

Figura 50

..................................................................................................................... 258
: Lamina . Compendio de Matematicas puras y mistas. J.M. Vallejo. 269
: Caratula del libro. Tratado elemental. LaCroiX............ccccecevvevevenuenene. 274
: Lamina I. Tratado elemental. LaCroiX.........ccoceeveeeieieiienieneneseeeeenen, 295
: Lamina Il. Tratado elemental. LaCroiX..........ccceeveieenieieenienieeneienene 295

X1V



Tndice de fignras

Figura 51: Soluciones problema 78...........ccoooviioiioieeeeeeeeeeeeeeee e 304
Figura 52: TrianguIO D AF" .......oomieieeeeeeeeeee et 305
Figura 53: TrianguIO D "AF" ...t 305
Figura 54: Triangulo D™ AF"™ ..ottt 305
Figura 55: THANGUIO D™ AF™Y ..ottt 305
Figura 56: Caratula del libro. Tratado completo de Matematicas. A. Gomez Santa
IIETTEL <.ttt ettt b ettt ettt et n et ettt be st eneenenean 315
Figura 57: Lamina |. Tratado completo de Matematicas. A. Gomez Santa Maria
...................................................................................................................................... 343
Figura 58: Lamina 112, Tratado completo de Matematicas. A. Gomez Santa Maria
...................................................................................................................................... 343
Figura 59: Caratula del libro. Tratado de Geometria Analitica. J. Cortazar...... 364
Figura 60: LAmina I. Tratado de Geometria Analitica. J. Cortazatr..................... 382
Figura 61: Lamina 22. Tratado de Geometria Analitica. J. Cortazar.................. 382
Figura 62: Construccion solucién problemas..........cccoooooveeeeiiiieceececeeeeee 391
Figura 63: Solucionl. Problemas.............ccoooiiiiiiiiiiceeeeeee e 391
Figura 64: Solucion 2. Problema B...........c.cccoooiiiioieciceeeeeeeeeeeeeeeeee e 392
Figura 65: Caratula del libro. Lecciones de Geometria Analitica. S. Mundi..... 400
Figura 66: Caratula del libro. Geometria Analitica. I. Sanchez Solis................. 436
Figura 67: Lamina |I. Geometria Analitica. I. Sanchez Solis..........c..cc.ccccevennen. 459
Figura 68: LAmina Il. Geometria Analitica. . Sanchez Solis...........c.cccccceveunni.e. 459
Figura 69: Caratula del libro. Geometria Analitica. M. Vegas.............cccccoeun...... 470

XV






Introduccion

Introduccion

Tras la publicacion en 1637 de la obra cumbre de Descartes, El Discurso del Método, y
de la Isagogede Fermat en 1679, comienza la andadura de una nueva rama de las
matematicas, que pronto mostraria ser una potente herramienta en la resolucién de
problemas geométricos: la Geometria Analitica.

Tras ser adoptada por gran numero de matemadticos, entre los que figuran los
nombres de Euler o Lagrange, que contribuyeron a su desarrollo y difusién en el siglo
XVIII, en el XIX se vio envuelta en una agria polémica junto con la Geometria
Sintética. Frente a los defensores del uso del Algebra en la resolucién de los problemas
geométricos por la sencillez que aporta a la misma, estaban los que defendian el uso de
métodos puramente geométricos, que muestran mayor claridad en las demostraciones.

Esta polémica, junto con el desarrollo de la Geometria Proyectiva en el siglo XIX,
contribuyeron a que la Geometria Analitica terminara fundiéndose con la primera, la
cual se mostré finalmente como “todas las Geometrias”, como llego6 a afirmar Cayley.

En el presente trabajo estudiamos la evolucion de la Geometria Analitica (desde ahora
G.A.) en nuestro pais en el siglo XIX, desde una geometria que conservaba aun
elementos de la Geometria de Descartes, hacia la Geometria Analitico-Proyectiva.

Nuestro estudio se inicid con una aproximacion al tema de investigacion en el afio 2005,
materializado en la memoria de investigacion La Geometria Analitica en la ensefianza
secundaria espafiola, presentada para la obtencion del Diploma de Estudios Avanzados. En
ella se realiz6 una investigacion sobre el tratamiento de la G.A. en los planes de estudios de
secundaria desde 1836 hasta 1934, desde el punto de vista curricular, analizando los
contenidos de G.A. que aparecian en cada uno de ellos, e identificando los libros de texto
mas utilizados en el periodo. Parte de este trabajo se ha incorporado a la presente memoria
de tesis.

Por tanto, hemos tratado el tema desde dos perspectivas, desde el punto de vista
curricular, observando cémo fue tratada la asignatura de G.A. en los planes de estudios
de secundaria y universitarios; y considerandola como disciplina cientifica, analizando
su evolucion mediante el analisis de los libros de texto utilizados en el periodo.

Este estudio nos ha permitido identificar los momentos claves en esta evolucion e
interpretarlos a la luz de los acontecimientos historicos acaecidos en la época, tanto
desde el punto de vista sociopolitico, como desde el de la historia de las matematicas,
todo lo cual se encuentra recogido en la presente memoria de tesis.

La memoria se encuentra dividida en cinco capitulos, en los que desarrollamos cada uno
de los aspectos implicados en la investigacion.

En el capitulo uno presentamos el tipo de investigaciéon que vamos a llevar a cabo,
definiendo los aspectos teoricos que la sustentan, enmarcéndola dentro del campo de la
Investigacion Historica en Educacion Matematica.

Asi, en este capitulo, se caracteriza este tipo de investigacion y se pone de manifiesto
la importancia del libro de texto como fuente documental. Se estudia el analisis de
contenido como herramienta eficaz para el estudio de los textos y se describen las fases
que caracterizan una investigacion de tipo histoérico como esta.

En el capitulo 2, se describe el contexto histdrico en el que se desarrolla nuestro trabajo,
tanto desde el punto de vista sociopolitico, como de las matematicas.
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Asi, comenzamos el capitulo incluyendo una breve historia de las geometrias
analitica y proyectiva, para entender en qué momento de desarrollo se encuentran cada
una de ellas en el periodo considerado. También incluimos una revision del contexto
sociopolitico de nuestro pais, incidiendo en las ideologias de los distintos gobiernos,
especialmente en lo referente a materia educativa, y estudiamos el desarrollo de las
Matematicas en la Espafia de la época. Por ultimo analizamos los distintos planes de

estudios de secundaria y universidad vigentes en el periodo y del tratamiento que hacen
de la G.A.

En el capitulo 3 se desarrolla la metodologia utilizada en la realizacion de este estudio,
particularizando las fases de una investigacion histdrica, descritas en el capitulo 1, asi
como la técnica del andlisis de contenido.

Por tanto aqui encontramos formulado nuestro problema de investigacion y
especificados los objetivos e hipdtesis que emanan del mismo. También se encuentran
recogidas el resto de las etapas del trabajo, entre las que se encuentran la seleccion de
las fuentes documentales, el método de recogida de datos y la definicion de los campos
y categorias de analisis de la documentacion.

En el capitulo 4 se encuentra recogido el andlisis de las once obras que hemos
seleccionado para el estudio, analisis que hemos llevado a cabo siguiendo la
metodologia explicada en el capitulo anterior.

Por ultimo en el capitulo 5, se presenta un resumen de los resultados obtenidos en el
analisis de las obras, haciendo un estudio transversal de las categorias de analisis
definidas para el estudio de los textos, comparandolas entre las distintas obras, para asi
observar su evolucion a través del tiempo.

A la luz de estos resultados se presentan las conclusiones obtenidas en relacion con
las hipdtesis de partida. Ademas se explicita el grado de consecucion de los objetivos
planteados al comienzo de este trabajo, se explican las limitaciones que ha tenido el
mismo, y las lineas de trabajo futuras que deja abiertas.

Las referencias, el resumen y los anexos conforman los apartados finales. El primer
anexo incluye un indice cronologico de los principales hechos historicos ocurridos en
Espana en el XIX desde el punto de vista sociopolitico y académico.

En el dos se recogen las principales obras de Geometria desde La Geometria de
Descartes hasta finales del siglo XIX, no s6lo de Geometria Analitica, sino también de
Proyectiva, indicando sus fechas de publicacion. Asi mismo se recogen las primeras
ediciones de las obras analizadas y aquellas que introdujeron las geometrias analitica y
proyectiva en Espaia, para tener una idea de su desarrollo histérico y su incorporacion
en el sistema educativo espaiiol.

En el anexo tres se incluyen los mapas conceptuales de las obras analizadas.
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CAPITULO 1:
La investigacion historica en
Educacion Matematica

Introduccion

En este trabajo realizamos un estudio historico de la ensefanza de la Geometria
Analitica en Espaiia en el siglo XIX. Dicho trabajo se enmarca dentro de la corriente de
Investigacion Historica en Educacion Matematica y en este capitulo mostraremos los
fundamentos tedricos que sustentan nuestra investigacion.

Asi, caracterizamos aqui la Investigacion Historica en Educacion Matematica, y se pone
de manifiesto la importancia del libro de texto como fuente documental en este tipo de
investigacion.

Ademas, al haber llevado a cabo el analisis de los libros mediante la técnica del
analisis de contenido, se define y caracteriza el mismo como técnica de analisis de
textos en general. En el capitulo dedicado a la metodologia se hace un desarrollo mas
detallado del mismo, aplicado y adaptado a nuestro estudio en particular.

De la misma forma, en este capitulo se trata de forma general el método historico,
describiendo las fases propuestas por Ruiz Berrio (1976), fases que se desarrollan en la
parte dedicada a la metodologia, adaptadas ya a nuestra investigacion.

1.1. Lainvestigacion histérica en Educacion Matematica

En este apartado desarrollaremos en tres puntos, diferentes aspectos de la investigacion
historica en Educacion Matematica.

En primer lugar veremos la relacién que existe entre la historia de las historia de las
Matematicas y la Educaciéon Matematica y como el conocimiento de la primera puede
utilizarse para mejorar la segunda.

En el segundo apartado estudiaremos la fundamentacion tedrica de la investigacion
historico-epistemologica y las diferentes corrientes que se dan dentro de ella, para asi
poder ubicar nuestro estudio y darle una fundamentacion tedrica.

Por ultimo, en este apartado incluimos también el estudio de las diferentes fases que
forman parte del método de investigacion historica.

1.1.1. La Historia y la Educacion Matematica

Al ser esta una investigacion sobre la Historia de las Matematicas desde la perspectiva
de la Educacion Matemadtica cabe preguntarse qué nexo existe entre ambas, como se
relacionan y qué aporta el conocimiento de la primera a la mejora de la segunda.
Entendemos que la respuesta a estas cuestiones constituye uno de los pilares
fundamentales que sustenta y da sentido a esta investigacion.

Siguiendo a Gonzalez (2004a):
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Asumimos como axioma el aforismo tradicional que reza: hay que conocer el
pasado para comprender el presedté que resulta por permutacion de los verbos

una maxima de muchos historiadores: hay que comprender el pasado para conocer
el presenteSi el conocer y el comprender el pasado componen el saber, ellos
debieran ser la brajula que oriente nuestra manera de actuar y transformar la
realidad. (p. 17).

Esta maxima se puede llevar al &mbito de la Educacion Matematica, sin embargo pocos
temas hay que se presenten mas disociados de su historia que las Matematicas.
Usualmente esta ciencia es presentada a los alumnos como un producto dogmatico,
cerrado y acabado, olvidando que ha surgido después de un largo proceso de gestacion
(Sierra, 1997; Nolla, 2001; Gonzalez, 2004a). En contraposicion, la Historia de la
Ciencia y en particular de las Matematicas, pone de manifiesto el proceso dinamico de
la actividad cientifica como desarrollo a veces penoso y sinuoso, raramente lineal, pero
siempre abierto y vivo, en proceso de cambio permanente (Gonzalez, 2004a).

El mostrar el proceso de desarrollo de los conceptos matematicos desde su origen hasta
su forma final resulta ser una herramienta muy util en el campo de la Educacion
Matematica. Maz, Torralbo y Rico (2006) han hecho hincapié¢ en la relacion entre
historia de las matematicas y educacion matematica mediante tres consideraciones:

e Como campo de investigacién sobre el conocimiento y la comprensioén de las
maneras en que los conceptos, cuestiones y avances matematicos han pasado a
formar parte de la ensefianza de esta disciplina, y como el contexto socio-
cultural ha influido en la manera en que han sido expuestos y difundidos en la
sociedad mediante el sistema educativo.

* La historia de las matematicas permite interpretar los procesos sociales y
culturales que han dado sentido a los conceptos y las estructuras matematicas
que en la actualidad forman parte del sistema educativo.

* Asi mismo permite contextualizar los conceptos y es util como elemento de
interdisciplinariedad curricular y de motivacion en el aprendizaje de las
matematicas.

Diversos autores desarrollan estos aspectos, poniendo de manifiesto su utilidad como
herramienta didactica, no solo desde el punto de vista de la investigacion, sino también
en el aula. Algunas de las razones que avalan el estudio de la historia de las matematicas
son las siguientes:

* Conocimiento socio-cultural
El conocimiento, y en particular el conocimiento matematico, estdn fuertemente
determinados por el contexto cultural y social. El analisis historico nos muestra que la
matematica es una actividad humana, incardinada en su contexto, y su utilizacion en el
aula permite mostrar su origen multicultural, su naturaleza interdisciplinar, y de qué
manera se relaciona con otros aspectos de la vida humana como el arte, la musica, la
arquitectura o la economia (Sierra, 2000; Maz, 1999).

* Evolucion de los conceptos y los procedimientos.
Las matematicas son una ciencia en continua evolucion, en la que la elaboracion de los
conceptos y procedimientos es el resultado de un largo proceso, generalmente
enmascarado en la presentacion final en los libros de texto o revistas especializadas.
(Sierra, 2000, p. 95) sefiala que “el andlisis historico-epistemoldgico puede ofrecernos
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una interesante informacion sobre el desarrollo del conocimiento matematico en el seno
de una cultura y proveernos de informacién sobre los caminos en los que el
conocimiento surge y cambia”. En este sentido Gonzalez (2004a), nos dice:

La Historia de la Matematica permite conocer las cuestiones que dieron lugar a los
diversos conceptos, las intuiciones e ideas de donde surgieron, el origen de los
términos, lenguajes y notaciones singulares en que se expresaban, las dificultades
que involucraban, los problemas que resolvian, el ambito en que se aplicaban, los
métodos y técnicas que desarrollaban, como fraguaban definiciones, teoremas y
demostraciones, la ilacion entre ellos para forjar teorias, los fendmenos fisicos o
sociales que explicaban, el marco espacial y temporal en que aparecian, como
fueron evolucionando hasta su estado actual, con qué temas culturales se
vinculaban, las necesidades cotidianas que solventaban. En suma, conocer, en
sentido kantiano, el transito de las intuiciones a las ideas y de éstas a los conceptos

(p. 18).

* Obstaculos epistemologicos.

El estudio de la historia permite conocer la aparicion, en el desarrollo de un concepto,
de dificultades epistemologicas que presentan una gran similitud con las que atraviesan
los estudiantes. Esta idea ha dado lugar a una corriente de investigacion dentro de la
linea de la investigacion histérica, como veremos, pero también puede ser utilizada por
el profesor, ya que el conocimiento de los obstaculos historicos puede sensibilizarlo
sobre las dificultades que pueden surgir en los alumnos para la comprension de algunos
topicos u objetos matematicos (Sierra, 2000; Maz, 1999; Gonzalez, 2004a).

* Interdisciplinariedad.
“El trabajo en clase con la historia de las matematicas, permite una integracion entre
varias areas para realizar experiencias de trabajo integradas y enriquecedoras académica
y actitudinalmente” (Maz, 1999, p. 206).

* Organizador curricular.
Como indica (Gonzalez, 2004a, p. 21) “la perspectiva historica permite (...) dar una
vision mas panoramica de los problemas matematicos para calibrar con mayor precision
la importancia de los diversos temas, que quedan asi mejor articulados dentro de un
contexto general”. Esto ayuda al profesor a ordenar la presentacion de los mismos en el
curriculo (Fauvel, 1991, cit. en Maz, 1999; Sierra, 1997).

* Elemento motivador.
La presentacion de las matematicas como una actividad cultural y humana, que debio
superar historicamente muchas dificultades en su desarrollo puede servir de elemento
motivador a los alumnos, que dejan de verlas como algo cerrado e inacabado y a veces
inaccesible.

En resumen, la integracion de la historia de las Matematicas en la ensefianza supone un
elemento importante en la mejora de su calidad. Su estudio puede ayudar en la
presentacion de los temas del curriculo, a descubrir los obstaculos y dificultades que se
han presentado a lo largo del tiempo —lo que ayuda en relacién con los errores
cometidos por los alumnos- y a dar una visiéon de la actividad matematica como una
actividad humana insertada en el contexto socio-cultural de cada época (Sierra, 1997).
Para el profesor debe constituir un revulsivo contra el formalismo y el aislamiento
del conocimiento matematico. Ademas, es una fuente inagotable de material didéctico,
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de ideas y problemas interesantes, que el profesor puede utilizar para motivar su labor
de transmision del conocimiento.

Por ultimo, como sefiala (Gonzalez, 2004a, p. 45) “la Historia de las Matematicas,
como lugar de encuentro entre las ciencias y las humanidades, es un instrumento
magistral para enriquecer culturalmente la Ensefianza de la Matematica e integrarla de
forma armonica e interdisciplinar en el curriculo académico”.

Por todo ello, y como sefiala Bagni (2000), el papel de la historia de las matematicas
en la ensefianza es legitimamente considerada una parte de la investigaciéon en
educacion matematica.

Esto ha hecho que el interés por el estudio de la historia de las Matematicas, desde
diversas perspectivas, sea cada vez mayor, como muestran las ponencias y
comunicaciones presentadas en congresos nacionales e internacionales, tesis doctorales,
articulos y monografias, etc.

En el caso espafiol tenemos los trabajos realizados en las universidades de Granada,
La Rioja, El Pais Vasco, Salamanca, Valencia, Valladolid y Zaragoza, o por el
Seminario Orotava de Historia de la Ciencia, en Tenerife.

Sirvan como ejemplo los trabajos de Vea (1995) y Montesinos (2000) sobre la
historia de las Matematicas en la ensefianza secundaria; los de Mariano Hormigén
(1983), Millan (1991) y Velamazan (1993) sobre la Geometria Superior en Espaia; los
de Escribano (1998, 2000) sobre la obra de Sixto Camara; la historia de la Geometria
Analitica realizada por Gonzélez (2004b) o el estudio de Caballer (2006) sobre el
Algebra en la ensefianza secundaria en Espafia en el siglo XIX y primeros afios del XX.

En el ambito de la investigacion historico-epistemoldgica podemos citar los trabajos
de Gonzalez (2002); Maz (2005); Esteves (2008); Rodriguez (2010); Lopez, 1. (2011) y
Picado (2012), entre otros. De estos trabajos hablaremos mas extensamente en el
siguiente apartado.

Consideramos que esta necesidad e interés por la historia y el desarrollo de los
conceptos avala en cierta medida la pertinencia de la investigacion que realizaremos
sobre la Geometria Analitica.

1.1.2. La investigacion historico-epistemoladgica.

Como hemos visto son muchas y variadas las razones que justifican el uso de la Historia
de las Matematicas en la ensefianza, y que hacen que la Investigacion Historica forme
parte de la investigacion en educacion matematica, con un importante desarrollo.

En este apartado veremos como se fundamenta este tipo de investigacion y las
principales corrientes dentro de la misma, con objeto de ubicar nuestro estudio.

Pero, ;qué entendemos por investigacion historica en educacion? Gonzalez y Sierra
(2003, p. 110) consideran la investigacion histérica “como un proceso de busqueda
sistematica de datos que respondan preguntas acerca de fendémenos del pasado con el
proposito de alcanzar una mejor comprension de instituciones, practicas, tendencias y
aspectos relacionados con la educacion”.

El objetivo final de la investigacion historica en didéactica de la matematica es el de
esclarecer problemas educativos, abordandolos de una manera cientifica. Es decir, desde
esta perspectiva se busca “encontrar fundamentos para sustentar hipotesis que ayuden a
resolver los problemas observados en las matematicas en situacion escolar, en este caso,
a la luz que arroja la historia de las ideas” (Gomez, 2003, p. 79).
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Este tipo de investigacion permite comprender los procesos de ensefianza y
aprendizaje desde el desarrollo histérico de un concepto. Picado (2012, p. 91) desarrolla
esta idea y sefiala que

La investigacion historica permite conocer los origenes del sistema educativo de
una nacion, el surgimiento y el desarrollo de las distintas teorias y practicas
educativas; ademas de brindar a los educadores la posibilidad de utilizar practicas
pasadas en la evaluacion de las aparecidas recientemente y contribuir a una
comprension plena de la relacion entre politica y educacion, entre institucion y
sociedad, entre maestro y alumno.

La principal diferencia entre la investigacion historica y otros tipos de investigacion en
educacion son sus fuentes de datos, como textos, diarios o documentos oficiales. En este
caso las fuentes estan disponibles antes de que el historiador formule una tesis,
seleccione un topico y designe un plan de investigacion. El problema, a veces, es
localizar las fuentes y obtener autorizacion para utilizarlas (Gonzalez y Sierra, 2003).

Segiun Goémez (2003, p. 79)

esta linea de investigacion arranca con el giro tedrico que sufrid la investigacion
didactica en los anos 70, al constatarse que “no deberiamos comenzar desde una
teoria del aprendizaje general y neutral respecto al contenido, y derivar de ella una
teoria del aprendizaje matematico... [mas bien deberiamos] empezar [desde]
procesos de aprendizaje especificos de un contenido” (Bauersfeld y Skowronek,
1976, cit. Gomez, 2003, p. 79).

Gomez (2003, p.79) continua diciendo que “bajo este enfoque surgieron lineas de
investigacion que incorporaron elementos de la epistemologia genética y de la historia
de los conceptos matematicos <a fin de poder identificar las principales dificultades y
obstaculos didacticos de la construccion de un determinado concepto>>” (Rojano, 1994,
p. 46), lineas de investigacion que han evolucionado hacia lo que actualmente se
denomina el analisis historico-epistemologico.

Este tipo de analisis toma elementos de la génesis historica y de la epistemologia:

Al estudiar la génesis historica se pone de manifiesto que para un mismo concepto
matematico se han ido sucediendo una diversidad de puntos de vista sobre el
mismo que, en su momento, fueron considerados como correctos y posteriormente
han sido rechazados o revisados. Por su parte la epistemologia ayuda a establecer la
configuracion de los elementos constitutivos de la significacion de un determinado
concepto, analizando los diferentes sentidos con los que ha podido aparecer y su
adaptacion a la resolucion de los distintos problemas (Gomez, 2003, p. 80).

A la hora de llevar a cabo este tipo de analisis Maz (2005, p. 30) sefiala que “la sola
descripcion de los hechos y acontecimientos que envolvieron el desarrollo de un
determinado conocimiento no aporta resultados de valor epistemologico para dicho
saber”, por tanto se debe recurrir a técnicas que permitan una reconstruccion del
conocimiento en términos de su evolucion. Piaget (1979, pp. 63-64; cit. Maz, 2005,
p-30) agrupa los métodos utilizados por la epistemologia para reflexionar sobre los
procesos de construccion y validacion del conocimiento en tres grandes categorias:

* Los métodos de andlisis directo (que) son aquellos que “en

presencia de un nuevo cuerpo de doctrinas cientificas,
intentan por simple analisis reflexivo hacer surgir las

5
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condiciones de conocimiento que estan en juego en tales
acontecimientds

* Los andlisis formalizantes (que) difieren de los directos en
que agregan “al conocimiento un examen de las condiciones
de formalizacioh.

 Los métodos genéticos “que tratan de comprender los
procesos del conocimiento cientifico en funcién de su
desarrollo o de su formacion”.

El objeto de nuestra investigacion es la de realizar un estudio historico y epistemologico
de la Geometria Analitica, indagando en su evolucion a lo largo del siglo XIX a través
de los libros de texto utilizados en educacidon secundaria y universitaria, por tanto la
metodologia que debemos emplear en este estudio es esta ultima.

Pero los métodos genéticos aun se pueden subdividir en dos: la epistemologia genética y
el método historico (Piaget 1979, p. 64; cit. Maz, 2005, p. 31).

La epistemologia genética, la que por medio de “una combinacion de andlisis

psicogenéticos y de formalizacion de las estructuras intenta alcanzar las
condiciones psicologicas de la formacion de los conocimientos elementales y
coordinar estos resultados con el estudio de las condiciones de formalizacién”

(p.64).

El método historico-critico, que “extiende felizmente los métodos de andlisis
directo, remontandose desde el examen de un cuerpo de doctrinas actuales hasta el
estudio de su formacién; pero que, al acentuar la importancia del desarrollo
histérico, descuida con frecuencia las consideraciones de formalizaGio6d).

Sera este ultimo método el que utilizaremos en nuestra investigacion, con el fin de
mostrar las ideas y conceptos utilizados en su momento por los autores de los textos en
relacion con el contexto y las ideas de la época.

Para terminar daremos una breve descripcion de las diferentes corrientes existentes
dentro de la investigacion historico-epistemologica (Gomez, 2003; Lopez, 1. 2011),
ubicando dentro de ellas nuestra investigacion.

1. La perspectiva historica en la ensefianza.
En este caso la investigacion estd orientada a la importacion al aula de episodios
histéricos o problemas del pasado para que los estudiantes los discutan o resuelvan, es
decir, esta corriente busca enseflar matematicas desde una perspectiva historica.

2. El enfoque de los obstaculos epistemolégicos.

El objetivo de este tipo de investigacion es determinar concepciones y obstaculos
ligados al desarrollo de una nocidon matematica, como una herramienta util para el
analisis didactico de las concepciones y obstidculos que se pueden presentar en los
alumnos. Se considera que identificar obstaculos en la historia permite disefiar modelos
didacticos de situaciones que tengan en cuenta todas las condiciones pertinentes para la
construccion de los saberes, teniendo en cuenta las diferencias existentes entre el
desarrollo historico de un concepto y su aprendizaje escolar.

3. El enfoque del modelo tedrico-local

6
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En esta corriente se utiliza el anélisis historico epistemologico para hacer un “anélisis de
problemas de ensefianza y aprendizaje de las matematicas..., y después poner a prueba
los hallazgos tedricos en los Sistemas Educativos, para después de esta
experimentacion, volver, a base de resultados practicos, a tener una vision de la
problematica de la historia de las ideas que corresponda a los resultados didacticos”
(Filloy, 1999, p. 154, cit. Gomez, 2003, p. 79).

4. El analisis de los libros de texto.
Esta tendencia se fundamenta en que “los libros de texto determinan en la practica la
ensefianza mas que los decretos de los distintos gobiernos” (Schubring, 1987), es decir
la realidad educativa estd guiada mas por los libros de texto que por las tendencias
curriculares o los planes de estudios (Lopez, 1. 2011).

Asi los libros de texto historicos constituyen una fuente de informacion privilegiada.
En ellos “el investigador puede obtener informacion sobre las relaciones del desarrollo
de los contenidos de ensefianza con el desarrollo cientifico y social, sus antecedentes y
su proyeccion en el futuro, o puede indagar para determinar la importancia de las
mentalidades nacionales especificas y de las filosofias y epistemologias en el progreso
de un concepto”. Asi mismo puede buscar informacion sobre el desarrollo curricular y
pedagodgico; los aspectos conceptuales, actividades, problemas y ejercicios que se
trabajan; sus secuenciaciones, etc. (Gomez, 2003, pp. 81-82).

Nuestra investigacion se enmarca dentro de esta corriente, por lo que mas adelante
haremos un estudio més detallado de la importancia del libro de texto como fuente
documental en la investigacion histérica en educacion.

5. El enfoque de la reproduccion en los estudiantes de las etapas de la historia.
Esta tendencia supone que en su constitucion un concepto o idea matematica pasa por
diversas etapas bien definidas, etapas que los estudiantes también deben pasar en su
aprendizaje.

6. El enfoque socio cultural.
Este enfoque se basa en la idea de que el conocimiento estd profundamente arraigado y
conformado por su contexto socio cultural.

Son numerosos los autores que trabajan en esta linea de investigacion bajo sus distintas
corrientes. Particularmente en Espafa, destacamos los siguientes trabajos, algunos de
ellos mencionados con anterioridad. Sierra (1997, 2000); Maz (1999) y Gonzalez
(2004a), destacan el papel de la historia de las matematicas como recurso didéactico y su
uso en el aula; Bruno y Martinon (2000) estudian las matematicas escolares para la
segunda ensefianza en Espafia durante el siglo XX; Gonzélez y Sierra (2003, 2004)
presentan un método de investigacion historico en la didactica del analisis matematico y
Gomez (2003) sistematiza sobre la investigacion histérica en didactica de la
matematica. Sobre la evolucion histdrica de topicos especificos sefialaremos los trabajos
de Sierra, Gonzélez y Lopez (1999), sobre la evolucion historica del concepto de limite
funcional en los textos de bachillerato y COU; el estudio de Gonzalez (2002) sobre los
sistemas simbdlicos de representacion en la ensefianza del andlisis matematico; el de
Gonzalez y Sierra (2002) sobre la evolucion de los conceptos del analisis matematico en
los libros de texto espafioles desde que fue implantada su ensefianza en el plan de 1934
hasta nuestros dias; el de Maz (2005) sobre el tratamiento de los nimeros negativos en
Espafa en los siglos XVIII y XIX; el trabajo de Esteves (2008) sobre la evolucion
histérica de los problemas de optimizacion y su tratamiento en la ensefianza secundaria
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portuguesa en los siglos XX y XXI, realizada en la Universidad de Salamanca y el de
Rodriguez (2010) que estudia el desarrollo conceptual de los métodos iterativos en la
resolucion de ecuaciones no lineales. Recientemente Lopez, C. (2011) ha estudiado la
formacion de maestros en aritmética y algebra a través de los libros de texto; Lopez, 1.
(2011) particulariza la investigacion historica al andlisis sistémico de la obra de Mariano
Vallejo y Picado (2012) estudia el Sistema Métrico Decimal en los libros de texto de
matematicas en Espafia en la segunda mitad del siglo XIX.

Fuera de Espana citaremos como ejemplo los trabajos de Matos (1989, 2006,
2007)sobre la ensefianza de las matematicas y la introduccion de la matematica moderna
en el sistema educativo en Portugal y Amaral, Ralha y Gomes (2011) sobre el concepto
de medida en los programas de estudio de matematicas para la formacion de profesores.
El estudio de Bjarnadéttir (2006, 2012) sobre la educacion matematica en Islandia desde
una perspectiva historica y el desarrollo socio-econdmico; o el de (Barbin, 2012) sobre
la ensenanza de las conicas en los siglos XIX y XX en Francia.

Nuestro trabajo se enmarca, por tanto, en la linea de la investigacion historico-
epistemologica y dentro de ella, en la corriente del analisis de libros de texto.
Realizaremos un andlisis historico de los mismos, utilizando para ello la técnica del
analisis de contenido.

En los siguientes puntos trataremos los tres aspectos que caracterizan la metodologia
utilizada en este trabajo: el método histérico, los libros de texto como fuente
documental y el andlisis de contenido como herramienta de analisis.

1.1.3. La investigacion historica. El método historico.

La investigacion histdrica posee un método propio determinado por unas fases que estan
muy bien delimitadas. Nosotros seguiremos las propuestas por Ruiz (1976) y Gonzalez
y Sierra (2003), que son las siguientes:

* Planteamiento de la investigacion.
e Heuristica. Critica.

e Analisis de la documentacion.

¢ Hermenéutica.

* Exposicion.

a) Planteamiento de la investigacion

En esta primera fase se delimita el tema de investigacion, que incluye varios pasos. En
primer lugar la eleccion del tema. Ruiz Berrio (1976) propone algunas condiciones
basicas a la hora de hacer esa seleccion como son: considerar conjuntos historico-
pedagdgicos representativos, tener en cuenta las circunstancias personales del
investigador, elegir el tema teniendo en cuenta lo que representa dentro de un amplio
programa de investigaciones y las necesidades historiograficas nacionales o locales.

Una vez elegido el tema hay que conocer el estado de la cuestion, determinar linea de
investigacion, establecer los periodos de tiempo que se van a investigar desde un punto
de vista pedagdgico mas que histérico-pedagdgico, y realizar un primer sondeo de los
fondos documentales que existen y que se pueden localizar para establecer las
posibilidades que brinda dicho material. Con estos datos se enuncian unas hipdtesis
iniciales.
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b) La Heuristica

La Heuristica se ocupa de la localizacion y clasificacion de los documentos, asi
como de las ciencias auxiliares de la historia. Es decir en esta etapa debemos ocuparnos
de localizar y clasificar los documentos que utilizaremos para nuestra investigacion.

En Historia de la educacién se entiende por documento todo aquel material que nos
sirva para darnos noticia del pasado educativo, y puede ser de muchos tipos. Atendiendo
a su relacion directa o indirecta con los hechos histéricos se dividen en fuentes
primarias o secundarias; y atendiendo a su naturaleza en documentos escritos, sonoros,
pictoricos, audiovisuales, arquitectonicos, de mobiliario, de utiles escolares, etc. “Entre
los primeros encontramos una amplia gama: inscripciones, correspondencia, diarios,
memorias, informes, reglamentos, planes, cartas, bulas, libros de texto, apuntes,
enciclopedias, periodicos, revistas, guias, libros de actas, registros... Entre los sonoros:
discos, cintas, bandas sonoras... entre los pictoricos: grabados, cuadros, dibujos,
fotografias, diapositivas, peliculas..., Entre los arquitectonicos: edificios, aulas,
bibliotecas...En cuanto al mobiliario: pupitres, mesas, bancos...Entre los utiles
escolares: tablillas, punzones, plumas, tinta, tiza, lapiceros, pizarras, mapas...”
(Gonzalez y Sierra, 2003, p. 112).

Para localizar estos documentos tenemos en Espana diferentes archivos,
especialmente los cuatro grandes archivos historicos: el Nacional, el de Simancas, el de
la Corona de Aragédn y el de Indias; a ellos hay que anadir el de Alcala de Henares,
archivos militares y los de las diferentes Universidades asi como numerosas bibliotecas
provinciales, municipales, de universidades, de institutos, entre otros (Gonzalez y
Sierra, 2003).

Ademas hay que tener en cuenta los repertorios bibliograficos y catdlogos de
bibliotecas. En este aspecto hay que sefalar la disposicion en la actualidad de fondos
digitales cada vez mayores, disponibles en la red. Entre ellos destacaremos Google
Books, la Biblioteca Virtual de Andalucia, la Biblioteca de la Universidad de Granada,
Biblioteca de la Universidad de La Rioja, el fondo digital de la Biblioteca Nacional, la
Biblioteca virtual Miguel de Cervantes y la coleccion histdrica digitalizada del BOE.

Una vez reunido el material es necesario clasificarlo y seleccionarlo, tanto para que no
se produzcan vacios documentales, como para que no haya redundancias. Una vez
clasificadas las fuentes se debe verificar su validez mediante una critica historica
estudiando su autenticidad (critica externa) y fiabilidad (critica interna).

c) Andlisis de la documentacion

“El analisis de la documentacion nos permite estudiar el material teniendo en cuenta
tanto criterios pedagdgicos como historicos. Dada la cantidad de material de que se
suele disponer, en esta etapa se debe disefiar algun instrumento que permita abordar el
objetivo que se haya planteado” (Gonzalez y Sierra, 2003, p. 117).

d) La Hermenéutica

La hermenéutica, o interpretacion historica de los datos -histérico-pedagogica, en
nuestro caso- consiste en la interpretacion de los datos a la luz de los andlisis
realizados. Como indican Gonzélez y Sierra (2003, p. 120), “en esta fase se trata de dar
una respuesta adecuada a las preguntas planteadas e indicar las posibles causas por las
que se produjeron los hechos histéricos analizados™.
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e) Exposicion

La ultima fase es la de la exposicion, en la que se redactan los resultados de la
investigacion.

1.2. Los libros de texto.

El libro de texto, manual escolar o libro escolar fue durante afios un objeto de estudio
olvidado e incluso despreciado por los historiadores en educacion, ademas de por los
bibliografos y archiveros. Choppin (2000) achaca esta falta de interés a varios factores:
en primer lugar, los libros escolares forman parte de nuestro entorno cotidiano, no
tienen nada de raro, exodtico o singular; son, por otro lado, productos perecederos, a
merced de los cambios de programa o los caprichos de la actualidad y por ultimo, la
trivialidad, la abundancia y la amplia difusion de la produccion escolar han disuadido a
conservadores y bibliofilos de cualquier movimiento inversor. No obstante, anade, “los
manuales representan una fuente privilegiada para aquellos historiadores interesados en
cuestiones de educacion, cultura, mentalidades, lenguaje o ciencias, o incluso, en la
economia del libro, las técnicas de impresion o la semiologia de la imagen”(Choppin,
2000, p. 15).

De hecho, el manual es un objeto complejo que desempena funciones multiples, entre
las que podemos considerar las siguientes (Puelles, 2000):

* Simbolica, en tanto que representa el saber oficial.

* Pedagobgica, pues transmite los saberes basicos.

* Social, ya que contribuye a la inculturacion de las jévenes generaciones.

* Ideologica, pues vehicula y jerarquiza valores de modo manifiesto o latente.

* Politica, ya que sus contenidos son regulados por los poderes publicos de
acuerdo con determinados fines extraescolares.

Ademas de estas funciones, se suelen considerar ademas su evolucion como material
escolar (disefio, impresion, ilustracion, etc.) y su consideracion como producto
comercial que tiene una entidad econémica considerable.

Desde el punto de vista de la historia de la educacion Delgado (1983) propone el libro
de texto como una fuente inestimable por multiples razones. En primer lugar los
manuales escolares permiten conocer las opiniones e ideas de sus autores o editores.
Ademés podemos encontrar sus orientaciones metodoldgicas, sus concepciones
pedagodgicas y los autores a los que se remiten. En este sentido, los libros de texto
indican la cantidad de ciencia que fue capaz de incluir su autor para el consumo escolar,
su nivel de conocimientos cientificos, asi como su nivel pedagdgico y su habilidad
didéctica.

Los libros de texto “ayudan también a conocer los canales de comunicacion de las
ideas en la sociedad y la resistencia que hallan en determinados grupos sociales.
Permiten ver la simplificacion y distorsion a que son sometidas las ideas al ser
transmitidas y el tiempo transcurrido entre el lanzamiento de una opinion, su recepcion
y el cambio en la estructura social” (Delgado, 1983, p. 353). En el caso de las
Matematicas, el libro de texto indica como ningiin otro medio la distancia en afos
existente entre la aportacion de la ciencia y su explicacion en el aula.
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Por otra parte el manual escolar indica como ha sido llevada a la practica la politica
educativa de un pais. Como sefiala Collados (2008, p. 326) “los manuales escolares son,
sin duda alguna, agentes que seleccionan, priorizan e imponen unos contenidos frente a
otros, asi como una determinada forma de transmitirlos, son representaciones del
curriculo y su papel principal es y ha sido actuar como nexos entre el curriculo y el aula,
de ahi su incuestionable influencia en su aplicacion y cristalizacion™.

Es decir, al margen del valor pedagogico del libro de texto, existen otros factores
nada desdenables para la Historia de la Educacidén, como son los factores politicos,
econdémicos y socioldgicos en general.

Todas las caracteristicas expuestas hacen del libro de texto una importante fuente
documental a la vez que un objeto de dificil precision conceptual y de una gran
complejidad (Puelles, 2000). A esto hay que afiadir que el trabajo con estos materiales a
menudo dispersos, y fisicamente muy vulnerables, provoca que la simple localizacion y
catalogacion de ejemplares consuma una considerable cantidad de tiempo y energia en
los trabajos de campo.

A pesar de ello las investigaciones historicas y epistemoldgicas en educacion que
utilizan el libro de texto como objeto de estudio o como fuente documental son cada vez
mayores.

En Gonzalez y Sierra (2002) encontramos una recopilaciéon de los trabajos mas
importantes al respecto, realizados en los afios ochenta y noventa. Asi destacan los
estudios comparativos de Howson realizados en 1995 sobre libros de texto de diferentes
paises. En este estudio se distingue entre investigaciones realizadas sobre textos a
posteriori, es decir sobre la forma en que se ha usado un libro de texto, como ha
contribuido al proceso de aprendizaje y qué obstidculos se han presentado; y las
realizadas a priori. Entre estas ultimas, se destacan los trabajos de Chevallard y sus
colaboradores (Chevallard, 1985; Chevallard y Joshua, 1982), “en los que se utiliza la
nocion de transposicion didactica relativa a las transformaciones entre el saber sabioy
el saber ensefadentre los que existe un escalon intermedio correspondiente al saber a
ensefarque se refleja en el texto del saber. Lo mas proximo a este texto del saber, o
saber a ensefiar, es el libro de texto, cuyo contenido y estructura reflejan esas
transformaciones del saber sabio”, Gonzalez y Sierra (2002, p. 179).

Otras investigaciones se centran en aspectos relativos al lenguaje y la legibilidad de
los textos (Pimm, 1987, 1994), o en la forma de presentacién de los contenidos como
Otte (1986) que pone el énfasis en lo que transmite el texto, las relaciones entre el
conocimiento y la representacion textual y las variaciones en las interpretaciones. A su
vez Dormolen (1986), hace una clasificacion de los elementos que son imprescindibles
en un libro de texto de matematicas y Lowe y Pimm (1996) consideran que hay una
tétrada asociada a un libro de texto: el lector, el escritor, el profesor y el mismo libro, y
que las caracteristicas de cada uno de ellos, asi como sus interacciones, determinan el
uso de este material en el aula.

Por otra parte destacan el trabajo realizado por Dhombres (1984) y Schubring (1987)
sobre metodologia de analisis histérico de libros de texto, resaltando la necesidad de
una aproximacion global que analice los cambios en las sucesivas ediciones de un libro
de texto, los cambios respecto a otros libros de texto y la relacion de éstos con los que
se han producido en el contexto. También consideran los trabajos de Cantoral (1985),
Filloy y Rojano (1984) o Puig (1994) en los que se comparan algunos de los procesos
utilizados por los alumnos en la comprension del conocimiento matematico y los
utilizados en los libros o textos historicos de matematicas (Gonzalez y Sierra, 2002, p.
179).
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Por nuestra parte destacaremos los trabajos realizados en Espaia en los Gltimos afios
relacionados con los libros de texto historicos.

En primer lugar destacar el niimero monografico de la revista Historia de la
Educacion (n.19, 2000) dedicado a los manuales escolares. En este ntmero
encontramos, un trabajo de Choppin (2000) en el que traza un sucinto repaso histdrico
de la edicion escolar francesa centrando su interés en la evolucion del manual en cuanto
instrumento pedagogico; un estudio de los libros de texto de fisica y quimica utilizados
en la segunda ensefianza en Espafia entre los afos 1845-1900, realizado por Moreno
(2000) o un articulo sobre el desarrollo del proyecto MANES —destinado al estudio de
los manuales escolares publicados en Espafia durante los siglos XIX y XX- desde su
inicio en 1992 hasta el afio de publicacion de dicho articulo (Tiana, 2000).

Por otra parte hay que sefialar aquellas investigaciones historicas en educacion
matematica que utilizan el libro de texto como fuente documental. Tenemos en este
campo las ya citadas investigaciones de Gonzélez (2002) sobre los sistemas simbolicos
de representacion en la ensefianza del analisis matematico; el de Gonzélez y Sierra
(2002) sobre la evolucidn de los conceptos del andlisis matematico en los libros de texto
espafioles desde que fue implantada su ensenanza en el plan de 1934 hasta nuestros dias;
el de Maz (2005) sobre el tratamiento de los nimeros negativos en Espafia en los siglos
XVIII y XIX; el trabajo de Esteves (2008) sobre la evolucion historica de los problemas
de optimizacién y su tratamiento en la ensefianza secundaria portuguesa en los siglos
XX y XXI, y el de Rodriguez (2010) que estudia el desarrollo conceptual de los
métodos iterativos en la resolucion de ecuaciones no lineales. Asi como los de Lopez,
C. (2011) sobre la formacion de maestros en aritmética y algebra a través de los libros
de texto; Lopez, 1. (2011) sobre la obra de Mariano Vallejo y Picado (2012) acerca del
Sistema Métrico Decimal en los libros de texto de matematicas en Espafia en la segunda
mitad del siglo XIX.

En este contexto se enmarca la presente investigacion, en la que se han utilizado los
libros de texto de Geometria Analitica como fuente primaria. Para llevarla a cabo hemos
tenido en cuenta, como sefiala Puelles, (2000), que para saber lo que han representado
los libros de texto en una época concreta, es preciso acceder a diversos niveles de
conocimiento: en primer lugar en relacion con el curriculo prescrito (planes de estudio,
programas de materias, cuestionarios oficiales), en segundo lugar como se reflejan en
los libros tales prescripciones y en tercer lugar, es necesario distinguir qué libros se
usaban realmente en las escuelas y como se usaban.

Por ello hemos consultado los planes de estudios de secundaria y de la Facultad de
Ciencias, que nos han informado no solo de los aspectos relativos al curriculo, sino de
los libros de texto aprobados oficialmente por el Estado, y posteriormente se ha
realizado un andlisis de contenido de las obras seleccionadas.

1.3. El analisis de contenido.

El analisis de contenido es una técnica de andlisis de comunicaciones que comenzo a
desarrollarse en los primeros afios del siglo XX en EEUU, esencialmente para analizar
material periodistico, y que actualmente es ampliamente utilizada en el campo de las
Ciencias Sociales (Bardin, 1986).Una de sus aplicaciones es la investigacion histdrica
en Educacion, y mas concretamente el estudio del contenido de los libros de texto,
como senalan Cohen y Manion (1990). Por otra parte, diversos trabajos (Gomez, 2002;
Maz, 2005; Rico, 2008; Maz 2009) muestran al andlisis de contenido como una
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herramienta eficaz para el andlisis de manuales escolares; por todo ello hemos optado
por utilizar esta técnica en nuestro estudio sobre la Geometria Analitica.

El andlisis de contenido es definido por Bardin (1986) como:

(...) un conjunto de técnicas de analisis de comunicaciones, tendentes a obtener
indicadores (cuantitativos o no) por procedimientos sistematicos y objetivos de
descripcion del contenido de los mensajes, permitiendo la inferencia de
conocimientos relativos a las condiciones de produccion/ recepcion (variables
inferidas) de estos mensaje (p.32, cit. en Maz, 2009, p. 8).

y por Krippendorff (1990, p.28, cit. en Maz, 2009, p. 8) como una técnica de
investigacion destinada a formular, a partir ciertos datos, inferencias reproducibles y
vélidas que puedan aplicarse a su conteXQae las inferencias sean reproducibles
significa que si otros investigadores en otros momentos, y quiza en diferentes
circunstancias, aplican la misma técnica a los mismos datos, sus conclusiones deben ser
la mismas que las obtenidas originalmente (Krippendorff 1990, p.29). Es por ello que en
este tipo de estudios se debe resaltar la objetividad, lo que se logra “a través de la
formulacion de reglas claras y explicitas que sirvan como pautas para que otros
investigadores puedan analizar el mismo material bajo iguales condiciones y puedan
validar o falsar las conclusiones” (Maz, 2009, p.7), se hace necesario por tanto
explicitar de forma clara los focos en que dicho analisis se centra y los criterios que van
a utilizarse.

En general los procesos basicos para el analisis de contenido son (Krippendorff, 1990;
Fox, 1981, cit. en Maz, 2009, p. 9):

1. Eleccion de la unidad de analisis

2. Elaboracion del conjunto de indicadores o categorias.

3. Elaboracion de un fundamento logico que sirva como guia para colocar las
respuestas en cada categoria.

Por otra parte, no debemos olvidar que trabajamos en Educacion Matematica y que
analizaremos libros de texto, en cuyo caso, tal y como indica Maz (2005, p.34):

(...) hay que considerar que estos textos son documentos didacticos y que, por
tanto, el analisis de contenido ha de realizarse sobre la naturaleza didactica de los
documentos. Desde esta perspectiva, subrayamos que los textos no son documentos
exclusivamente formales, sino que necesitan transmitir una pluralidad de
significados para la correcta comprension de los conceptos formales que presentan
(Segovia y Rico, 2001). Es por ello por lo que el analisis de contenido debe
contemplar esos diversos significados para ponerlo de manifiesto en toda su
riqueza.

Rico et al. (2008) presentan el analisis de contenido como “una herramienta técnica para
establecer y estudiar la diversidad de significados de los contenidos de las Matematicas
Escolares” (p.9), y anaden que

Esto se realiza mediante el estudio de las estructuras conceptuales en la que nuevos
conceptos se insertan, por la determinacion de los sistemas de representacion
mediante los cuales tales conceptos se expresan y por la delimitacion y
conocimiento de las cuestiones para cuya respuesta tales conceptos fueron
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construidos, acotados, a su vez, por los campos en que tales conceptos se utilizan
como herramientas para plantear y resolver problemas (p.9).

Es decir, el analisis de contenido de un texto escolar de matematicas se debe dividir en
tres tipos de analisis: el analisis de la estructura conceptual, el de los distintos sistemas
de representacion utilizados para expresar dichos conceptos y el analisis
fenomenoldgico de los conceptos estudiados, junto con los procesos de modelizacion en
que tales conceptos se implican.

Gomez (2002), citado en Maz (2005, p.34), detalla las referencias consideradas para el
analisis de contenido:

« Estructura conceptualse considera como tal a todas aquellas descripciones de
los conceptos y las interrelaciones entre ellos, asi como la estructura
matematica que les justifican. Sobresalen técnicas para el analisis de esta
estructura conceptual; la representacion en mapas conceptuales y la
organizacion en sistemas de representacion.

« Sistemas de representacidros sistemas de representacion manifiestan diversas
facetas de un mismo concepto matematico; esta descripcidon en sistemas de
representacion permite identificar y delimitar las subestructuras matematicas
que conforman la estructura matematica presentada.

« Andlisis fenomenoldgicoAlgunas de las estructuras matematicas pueden
modelizar fenomenos sociales, naturales y matematicos, de tal forma que, en el
analisis fenomenologico, se identifican las caracteristicas del fenomeno que
son relevantes y se relacionan con elementos y propiedades de la estructura
matematica en una o mas de sus representaciones.

Ademas de lo expuesto anteriormente, a la hora de realizar el estudio de los sistemas de
representacion y el andlisis fenomenoldgico tendremos en cuenta las siguientes
consideraciones:

Castro y Castro (1997, p. 96), distinguen dos tipos de representaciones, las internas,
que son aquellas imagenes mentales que creamos cuando pensamos en un concepto
matematico; y las externas mediante las que expresamos estos conceptos:

Ademas de comunicar nuestro conocimiento sobre conceptos y operaciones
también necesitamos pensar sobre tales objetos; en este caso formamos imagenes
mentales que se denominan representaciones internas. No todas las imagenes
mentales consideran caracteristicas figurativas o graficas del concepto; cuando en
una representacion mental predominan los componentes figurativos o graficos
hablamos de visualizacion.

(...) las representaciones externas, como son los enunciados en el lenguaje natural,
las formulas algebraicas, las graficas, las figura geométricas, entre otras muchas,
son el medio por el que los individuos exteriorizan sus imagenes y representaciones
mentales haciéndolas accesibles a los demas.

Aunque en la Geometria Analitica es muy importante la visualizacion, ya que se utiliza
el lenguaje algebraico para resolver problemas geométricos, nosotros nos centraremos
en el estudio de las representaciones externas utilizadas por los autores en los libros de
texto.

Dentro de las representaciones externas se suelen distinguir dos grandes familias: las
representaciones digitales, discretas, de cardcter alfanumérico; y las representaciones
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analogicas, continuas, de tipo grafico o figurativo. En matematicas estas dos familias se
denominan, comunmente, representaciones o sistemas de representacion simbolicos y
sistemas de representacion graficos, respectivamente (Castro y Castro, 1997).

Estos planteamientos llevan a incluir las diferentes escrituras simbolicas, el
lenguaje natural (enunciados), las figuras y graficos, las tablas, cuadros y las
notaciones algoritmicas que expresen un modo de operar como sistemas de
representacion en matematicas (Castro y Castro, 1997, p. 101).

Es, por tanto, en estos aspectos en los que centraremos nuestro analisis de los sistemas
de representacion.

En cuanto al analisis fenomenoldgico hemos de tener en cuenta, que aunque en general,
una estructura matematica puede modelizar fendémenos sociales, naturales y
matematicos, como ya hemos sefalado; en el caso particular de la geometria analitica
los problemas y situaciones que se plantean son solamente de tipo matematico, como
sefnala Puig (1997, p. 82):

(...) hay objetos mentales cuyo campo de fendmenos sélo se presenta en un
contexto matematico o matematizado. Un ejemplo de ello en la Educacion
Secundaria lo proporcionan los conceptos de la geometria analitica.

(...)Los fendmenos que son propios de la geometria analitica son pues fendmenos
producidos por la expresion de las propiedades geométricas en el complejo sistema
de signos en que las expresiones algebraicas y la representacion cartesiana se
refieren mutuamente. Son, por tanto, fendmenos que sélo pueden explorarse en
contextos matematizados previamente mediante el uso de esos sistemas de signos.

Sera pues en este contexto en el que llevaremos a cabo nuestro analisis fenomenologico.
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CAPITULO 2:
Contexto historico

Introduccion

En este capitulo mostraremos el contexto historico en que se desarrolla nuestro trabajo.
Lo veremos desde distintos puntos de vista, que se complementan formando el marco
que nos permitird interpretar y que dara sentido a los datos obtenidos en el analisis de
los libros de texto, que llevaremos a cabo en el capitulo 4.

En primer lugar, al basarse la investigacion en el estudio de la Geometria Analitica, en
el punto 2.1 haremos un breve repaso de la historia de esta. En este punto mostramos
sus antecedentes historicos desde la antigua Grecia, comentamos las obras de Descartes
y Fermat y revisamos brevemente las principales obras de Geometria Analitica post-
cartesiana hasta el siglo XIX.

Como a finales de siglo la Geometria Analitica se funde con la Proyectiva hemos
considerado necesario estudiar también su historia, considerando los principales
matematicos y las obras mas representativas en sus primeros anos de desarrollo. Todo
ello, junto con la introduccion de algunos conceptos proyectivos, que servirdn para
comprender mejor el analisis de algunas de las obras estudiadas, se encuentra recogido
en el apartado 2.2.

En el 2.3 hacemos un breve recorrido por los hechos socio-politicos mas relevantes de
la historia de Espana en el XIX, tales como cambios de gobierno, orientacion ideoldgica
de los mismos, estructura social y confrontaciones bélicas.

En el 2.4 estudiamos el desarrollo de la matematica en Espafia en ese siglo, a la luz de
los hechos descritos en el punto anterior.

Por ultimo, en el punto 2.5 estudiamos los planes de estudios de educacion secundaria y
de la Facultad de Ciencias vigentes desde 1836, afio en que se publica el primer plan de
estudios de secundaria, hasta 1909. En cada uno de ellos estudiamos la presencia de
Geometria Analitica en el curriculo, para tener idea de qué peso tuvo esta asignatura en
cada una de estas etapas educativas a lo largo del siglo.

2.1. Origenes y desarrollo de la Geometria Analitica

Antes de comenzar con la revision historica, es necesario definir una serie de conceptos
que iran apareciendo a lo largo de este trabajo, relacionados con los tipos de geometrias
que nos iremos encontrando y que es preciso tener claros.

En primer lugar, es fundamental saber qué se entiende por Geometria Analitica, ya
que es el objeto principal de nuestro estudio. Segun Gonzalez (2007)

La Geometria Analitica es un poderoso instrumento de ataque de los problemas
geométricos que utiliza como herramienta bésica el Algebra. La esencia de su
aplicacion en el plano es el establecimiento de una correspondencia entre los
puntos del plano y pares ordenados de numeros reales, es decir, un sistema de
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coordenadas, lo que posibilita una asociacion entre curvas del plano y ecuaciones
en dos variables, de modo que cada curva del plano tiene asociada una ecuacion
f(x,y)=0 y, reciprocamente, para cada ecuacion en dos variables esta definida una
curva que determina un conjunto de puntos del plano, siempre respecto a un
sistema de coordenadas (Gonzalez, 2007, p. 205).

Es decir el concepto fundamental de la Geometria Analitica es el de lugar geométrico,
por el cual toda curva tiene asociada una ecuacion que la define y reciprocamente. Sin
embargo, como veremos en el capitulo destinado al andlisis de los libros, en el siglo
XIX la Geometria Analitica dAplicacion del Algebra a la Geometria, englobaba no
solo aquella que trabaja con sistema de coordenadas, sino aquella que utiliza el Algebra
para resolver problemas geométricos. Frente a esta manera de hacer geometria esta la
Geometria Sintética, también denominada a vece&eometria Pura, que es aquella por
la que los problemas se resuelven utilizando tUnicamente razonamientos y
construcciones geométricas, sin ninguna intervencion del Algebra.

2.1.1. Antecedentes

El origen de la Geometria Analitica se remonta a la matematica griega, con el estudio de
la conicas llevado a cabo por Menecmo (hacia 350 a. C) y, sobre todo, por Apolonio
(262-190 a. C?).

El descubrimiento de las magnitudes inconmensurables en la antigua Grecia, produjo
una grave crisis de fundamentos que les condujo a evitar a toda costa el uso de razones
en la Geometria elemental. Es por ello que dejan de manejar numéricamente longitudes
y areas, de modo que operan directamente con las figuras, que se tratan como
magnitudes. Tras la solucion dada a esta crisis por Eudoxio (408-355 a.C.), mediante la
Teoria de la Proporcioh se lleva a cabo una estructuracion rigida de la matematica
griega elemental en Los Elementode Euclides, que establece como paradigma un estilo
sintético de exposicion. Se desarrollé asi un tipo de matematica denominada Algebra
Geomeétrica,una especie de Geometria Algebraica, resultado de la geometrizacion de
los métodos algebraicos de los babilonicos. En ella los nimeros son sustituidos por
segmentos de recta y las operaciones entre ellos se llevan a cabo mediante
construcciones geométricas, que obligan a mantener la homogeneidad de los términos.
Esta forma de trabajar impulsé la Geometria al margen de la Aritmética, impidio el
desarrollo de un Algebra en sentido algoritmico y simbélico y limito la introduccion de
nuevas curvas (Gonzalez, 2007).

En este contexto llevaron a cabo sus trabajos sobre las conicas Menecmo y Apolonio.
El primero fue el descubridor de las mismas, como secciones de un plano perpendicular
a conos rectos de tres tipos -dependiendo de que el angulo en el vértice fuera agudo,
recto u obtuso- y las definié como lugares de puntos en el plano. Menecmo vincul6
ambos aspectos de las conicas, mostrando que las secciones tenian importantes
propiedades como lugares planos, traducibles en expresiones geométricas basicas, que
permitian deducir, a su vez, innumerables propiedades de las secciones conicas.
(Gonzalez, 2007).

Apolonio, en su importante obra Las Conicas,introduce grandes cambios con
respecto a los gedmetras anteriores: entre otras cosas obtiene los tres tipos de secciones
de un tUnico cono, y acufia para la posteridad los nombres de parabola, hipérbola y

"'El método de las proporciones permite construir, dados tres segmentos, otro que sea cuarta proporcional
a ellos, tal como se hace hoy en dia utilizando lo que llamamos actualmente Teorema de Tales; o dados
dos segmentos otro que sea media proporcional utilizando las propiedades de las cuerdas de un circulo.
Para ver con mas detalle este método consultar Gonzalez, 2004, p. 14.
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elipse Ademas no define las conicas constructivamente, sino a través de relaciones de
areas y longitudes en forma de proporcidon, que determinan en cada caso la propiedad
caracteristica de definicion de la curva.

Debemos senalar la utilizacion en el estudio de las conicas por parte de Apolonio, de
ciertas lineas de referencia -didmetros conjugados o un didmetro y una tangente en uno
de sus extremos- que juegan un papel similar al de las coordenadas. En el caso del
diametro y la tangente, las distancias medidas a lo largo del primero a partir del punto
de tangencia harian el papel de las abscisas y los segmentos paralelos a la tangente,
interceptados por el didmetro y la curva harian lo propio con las ordenadas. Para cada
conica la relacion de areas y longitudes antes citado se traduce en una relacion entre las
“abscisas” y las “ordenadas™ que Apolonio llama el symptoma de la curva, que no es
mas que la expresion retorica de la ecuacion analitica de la curva (Gonzalez, 2007).
Gonzalez explica esto de la siguiente manera:

Por ejemplo la conocida ecuacién de la parabola con vértice en el origen es y*=Ix,
donde 1 es el latus rectumo parametro dobleque se representa por 2p. Esta
expresion de la parabola en forma de ecuacion sintetiza precisamente el farragoso y
larguisimo enunciado de la Proposicion I.11 de Las Cénicagn forma de propiedad
que cumple la seccidn conica considerada, bautizada por Apolonio justamente aqui
con el nombre de parabola. Este enunciado muy resumido viene a decir:

«La parabola tiene la propiedad caracteristica de que para todo punto tomado
sobre la curva, el cuadrado construido sobre su ordenada y es exactamente igual
al rectangulo construido sobre la abscisa x y el latus rect¢gm)b> (Gonzalez,

2004, p. 26)

En palabras de Boyer (1987, p.207) “los métodos que utiliza Apolonio en Las Conicas
son tan semejantes en muchos aspectos al planteamiento analitico moderno que su obra
se ha considerado a menudo como una anticipacion de la Geometria Analitica de
Descartes en unos 1800 afios”.

Pero hemos de sefialar, que estas lineas de referencia aparecen siempre superpuestas
a posteriori a las curvas para estudiar sus propiedades, no se establecen a priori con el
fin de representar graficamente la “ecuacion” o relacion expresada, o para determinar la
curva a partir de dicha “ecuacion”.

Por todo ello algunos historiadores modernos, que establecen como esencia de la
Geometria Analitica el estudio de los lugares geométricos, colocan a los antiguos
griegos como precursores de esta rama de las Matemadticas, a pesar de las limitaciones
de los métodos sintéticos y de la ausencia de un Algebra simbolica.

Posteriormente Nicolds de Oresme (1323,1382) en la Edad Media usara en su Tractatus
latitudinibus formarum,publicado hacia 1362, un sistema de representacion muy
similar a las coordenadas rectangulares actuales, que a diferencia de las utilizadas por
Apolonio se introducen a priori, y los puntos de la curva son representados con respecto
a él.

En este tratado, Oresme estudia la variacion de una magnitud, que llama cualidad, en
funcion de otra, y buscando como aclarar este concepto concibe una representacion en
el plano de las intensidades de las cualidadedizando, como decimos, un sistema de

2 Utilizamos los términos modernos para una mejor comprension del concepto, por el paralelismo que se
puede establecer entre las lineas de referencia utilizadas por Apolonio y los sistemas de coordenadas
cartesianos, pero formalmente no se pueden denominar asi pues estas lineas de referencia no conforman
realmente un sistema de coordenadas.
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representacion muy similar al actual. Tras elegir un punto como origen en una recta
horizontal, Oresme llama longitudo (longitud) a nuestra abscisa, que es el tiempo o ¢l
espacio, y eleva una perpendicular, la latitudo (latitud), nuestra ordenada, que es
proporcional a la intensidad o amplitud del fenomeno, ya sea velocidad, calor u otros.
No obstante, para Oresme esta variacion no se refleja por la curva descrita por los
puntos de longitud y latitud dadas, sino por la figura total, es decir, el area que
determina esa curva, el eje de las longitudes y las intensidades inicial y final, que
Oresme llama simplemente figura (Gonzalez, 2004b).

Por otra parte la utilizacion paralela del Algebra y la Geometria para la resolucion de
problemas o la comprobacion de soluciones ya la llevaron a cabo los matematicos
arabes e indios en el siglo IX; ejemplo de ello puede verse en la obra de Al-Khwarizmi
(Chica, 2001, p.69).

Sin embargo serd René Descartes (1596-1650) quien pase a la historia como el padre de
la Geometria Analitica, gracias a su Geometria, apéndice delDiscurso del Método. Y
ello a pesar de que la geometria que Descartes describe en su Método se parece bien
poco a lo que hoy solemos considerar como Geometria Analitica.

Mas similar a la concepcion actual es la que Fermat desarrolla en su libro Ad locos
planos et solidos isagogeublicada postumamente, pero que escribidé antes de la
aparicion de la Geometriade Descartes, y al que en la actualidad se le reconoce igual
mérito que a Descartes.

2.1.2. Descartes

En 1637 llevado por lo que Rey Pastor califica como su “afdn cdsmico - un anhelo de
generalizacion y de absoluto, que le hace perseguir la realizacion de una fisica general,
capaz de explicar completamente todo lo que el universo encierra, en la tierra y en los
cielos” (Rey Pastor y Babini, 1986, p.43) -, caracteristico de su pensamiento y que ya
deja patente en sus Principios de filosofiale 1644, Descartes publica el mas famoso de
todos sus tratados: Discurso del método para dirigir bien la razén y buscar la verdad de
las cienciasen el que desarrolla su método filosofico general que basa en cuatro reglas:

La primera consiste en no admitir cosa alguna como verdadera, si no se la habia
conocido evidentemente como tal; es decir, con todo cuidado debia evitar la
precipitacion y la prevencion, admitiendo exclusivamente en mis juicios aquello
que se presentara tan clara y distintamente a mi espiritu que no tuviera motivo
alguno para ponerlo en duda.

La segunda exigia que dividiese cada una de las dificultades a examinar en tantas
parcelas como fuera posible y necesario para resolverlas mas facilmente.

La tercera requeria conducir por orden mis reflexiones comenzando por los objetos
mas simples y mas facilmente cognoscibles, para ascender poco apoco,
gradualmente, hasta el conocimiento de los mas complejos.

Segun el cuarto y ultimo de estos preceptos deberia realizar recuentos tan
completos y revisiones tan amplias que pudiese estar seguro de no omitir nada
(Descartes cit. en Montesinos, 2000, p. 98).

El discurso del método iba acompanado de tres apéndices, La Didptrica, Los Meteoros y
La Geometria, en los que intentaba dar ejemplos de la aplicacion de este método. En el
ultimo de ellos llevarda a cabo la unificacion de dos importantes ramas de las
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mateméticas -la Geometria y el Algebra-, unificacion que sera el punto de partida de lo
que hoy conocemos como Geometria Analitica.

El tratado de Geometria esta dividido en tres libros. El primero trata Sobre los
problemas que pueden construirse empleando solamente circulos y lineas dlectas
segundo Sobre la naturaleza de las curvasel tercero Sobre la construccion de
problemas solidos y supersolid@salicemos brevemente cada uno de ellos.

El primer libro comienza diciendo:

Todos los problemas de Geometria pueden reducirse facilmente a tales términos
que no es necesario conocer de antemano mas que la longitud de algunas lineas
rectas para construirlos (Descartes, 1637/ trans. 1947. p. 49).

Afirmacion tras la cual Descartes comienza explicando su método para resolver los
problemas geométricos.

Como se ve en esta primera afirmacion su finalidad no era la reduccion de la
Geometria al Algebra, por el contrario, en su Geometria, Descartes, como ya hemos
comentado, trata de unificar ambas ramas de las matematicas, aprovechando lo mejor
de cada una. Segun Descartes la Geometria (que ¢l llama el analisis de los antiguos)
“esta siempre tan constrefiido a la consideracion de las figuras que no puede ejercitar el
entendimiento sin fatigar en mucho la imaginacion” (Descartes, Discurso del Método,
cit. en Montesinos, 1995, p. 392), mientras que en el Algebra “de tal modo se esta
sometido a ciertas reglas y a ciertas cifras que ha llegado a ser un arte confuso y oscuro,
que confunde al espiritu en lugar de ser una ciencia que lo cultive” (Descartes, Discurso
del Método, cit. en Montesinos, 1995, p. 392). Esto fue la causa de que pensara que era
preciso buscar algin método que, reuniendo las ventajas de estos tres (incluye también
la 16gica), excluyera sus defectos (Montesinos, 1995).

El objetivo de su método era pues doble, por una parte el de liberar en lo posible a la
Geometria, a través de los métodos algebraicos, del uso de las figuras y por otra darle un
significado concreto a las operaciones del Algebra por medio de su interpretacion
geomeétrica.

Pero el uso combinado de métodos geométricos y algebraicos ya lo hacian los
matematicos darabes del siglo IX, como hemos comentado. ;Cual fue entonces la
contribucion de Descartes? La diferencia esencial entre la matematica de Descartes y los
matematicos antiguos, tanto los arabes como anteriormente los griegos, es que mientras
¢éstos buscaban una solucién para cada problema concreto, Descartes buscaba un método
general que sirviera para la resolucion de todos los problemas de un mismo tipo.

Comienza el primer libro por tanto explicando como realizar el paso de una
disciplina a otra. Asi, en el primer capitulo del Libro I titulado Cémo el calculo de la
aritmética se relaciona con las operaciones de geometria, demuestra que las cinco
operaciones aritméticas corresponden a construcciones sencillas con regla y compas, lo
que justifica la introduccion de términos aritméticos en la Geometria.

La notacion utilizada es muy similar a la actual — ya que ésta deriva de aquella-:
utiliza las primeras letras del alfabeto para los pardmetros constantes, las ultimas para
las incognitas, los simbolos germanicos + y — para la adicion y la sustraccion, y la
notacion exponencial (excepto para la potencia de segundo grado que escribe como
producto de dos factores), siendo las diferencias minimas, por ejemplo utiliza el
simbolo o para la igualdad, en vez del actual = y no utiliza paréntesis (escribe en
columna los factores que son sumas, agrupados por una llave que a veces omite). Pero
mientras en la notaciéon no hay diferencias sustanciales con la utilizada actualmente,
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¢stas si existen a la hora de interpretar las letras y los numeros que forman la expresion
algebraica. Para nosotros tanto los parametros como las incognitas representan niimeros,
para Descartes representaban segmentos de rectas, de ahi la necesidad de explicar la
construccion geométrica de las operaciones aritméticas: para ¢l eran en realidad
operaciones con segmentos.

Uno de los problemas que tuvieron los antiguos para aplicar el Algebra a la
Geometria fue la homogeneidad de las formulas. Si a representa un segmento,
azrepresenta un area y a> un volumen, por tanto la expresion a’b*b no tiene sentido.
Descartes resuelve este problema introduciendo el concepto de segmento unidad que
utiliza de forma implicita, asi en la expresion “a’b*b debemos considerar la cantidad
a’b” dividida una vez por la unidad, y la cantidad b multiplicada dos veces por la
unidad” (Descartes, 1637, /trans. 1947, p.52). Esto le permitird operar libremente con
expresiones de distinta dimension, de hecho Descartes pone de manifiesto que para ¢l el
producto de varios segmentos es otro segmento:

Es de sefialar que para a o b® u otras expresiones semejantes, yo no concibo
ordinariamente mas que lineas simples, aunque para servirme de los nombres
usados en algebra, las designe cuadrados, cubos, etc. (Descartes, 1637, trans.,1947.
p.52).

Después de mostrar como se pueden interpretar geométricamente las operaciones
algebraicas, pasa Descartes a describir su método para la resoluciéon de problemas
geometricos:

Asi, si se quiere resolver algun problema, debe de antemano considerarse como ya
hecho, y dar nombre a todas las lineas que parecen necesarias para construirlo,
tanto a las que son desconocidas como a las otras. Luego, sin considerar ninguna
diferencia entre estas lineas conocidas y desconocidas, se debe examinar la
dificultad segun el orden que se presente como mas natural de todos, en la forma
como aquellas lineas dependen mutuamente las unas de las otras, hasta que se haya
encontrado la manera de expresar una misma cantidad de dos maneras: lo que se
denomina una ecuacién, pues [el resultado de] los términos de una de esas dos
formas son iguales a los de la otra. (Descartes (1637) /trans., 1947 p.53)

Descartes sigue explicando que si el problema se puede resolver mediante el uso
exclusivo de rectas y circunferencias sobre una superficie plana, entonces la ecuacion
asociada al problema es de segundo grado. Pasa a continuacion a explicar la resolucion
grafica de esta ecuacién y resuelve Z=az+b?, Z=az-b’y Z+az=b’. Para la resolucion
de la primera Descartes procede de la siguiente manera (Descartes, 1637/trans. 1947. p.
56):

Tracese un segmento LM de longitud b (Figura 1), y levantese en L un segmento NL

perpendicular a LM y de longitudg. Con centro en N dibtjese la circunferencia de radio

% y tracese la recta MN, que corta a la circunferencia en O y en P; entonces z=OM es el

at+a +4p
—

segmento buscado. (En efecto, la solucion de -az-f=0 es z=
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2
Por otra parte, por el teorema de Pitagoras, tenemos que MN = (gj +/” de donde

2
se sigue que:OM = ON+NM =2+ (ﬁj +5% .Descartes solo considera la solucion
2 2
positiva).

Vemos asi su manera de proceder: comienza el

estudio de un problema puramente geométrico,

lo traduce a continuacion al lenguaje de una

i ecuacion algebraica, y una vez simplificada
dicha ecuacién todo lo posible la resuelve de
manera geométrica, método que difiere del
actual en el que una vez traducido el problema
1 al lenguaje algebraico solamente se utilizan

métodos de este tipo para su resolucion, sin

volver al lenguaje geométrico que soélo se

Figura 1: Solucion de Z=az+f utiliza para interpretar la solucion.

Por tultimo, para poner a prueba su método,
Descartes resuelve uno de los problemas mas dificiles de los legados por los antiguos, y
que s6lo habian resuelto en casos particulares, el problema de Pappus®.

Como en la resolucion de ese problema pueden presentarse rectas o circunferencias,
conicas u otra clase de curvas no conocidas por los antiguos, Descartes indica que antes
de considerar el caso general “es necesario que diga algo en general de la naturaleza de
las lineas curvas” (Descartes, 1637/trans., 1947. p. 71), a lo que se dedica en el Libro II.

En este libro Descartes después de criticar la clasificacion de los problemas hecha
por los antiguos en problemas planos, solidos y lineales realizara una clasificacion de
las curvas calificada de poco felizpor Rey Pastor (1986, p. 47), y que afios después se
demostraria que era incorrecta y caeria en el olvido. Pero pese a todo, esta clasificacion
de Descartes tuvo su importancia pues relajé las reglas de construccion admitidas para
las curvas planas.

Los matematicos griegos unicamente admitian las construcciones en las que solo se
utilizaban rectas y circunferencias. Los problemas que podian resolverse unicamente
con estas curvas los denominaron planos, los que no cumplian esta condicion entraban
en las categorias de sdlidos o lineales -en particular esta segunda categoria englobaba
una gran variedad de problemas sin ninguna caracterizacion determinada-. Como
decimos, Descartes llevard a cabo una clasificacion de determinados problemas
geométricos introduciendo un nuevo axioma en la Geometria que ampliaba el nimero
de curvas admitidas para la construccion de lo que ¢l llamara curvas geométricagjue
no son mas que lo que hoy conocemos como curvas algebraicas, asi dice: “Y no hay
necesidad de suponer nada mas, para trazar todas las lineas curvas que yo pretendo
introducir aqui, sino que dos o mas lineas puedan ser cortadas una por las otras, y que su
intersecciones engendren otras (...)” (Descartes, 1637/trans., 1947. p. 74).

Pero Descartes sigue excluyendo un tipo de curvas de la geometria, las que hoy
conocemos como trascendentes, que ¢l denomina curvas mecénicas

3 Dadas 2n-1 (o 2n) rectas, determinar el lugar geométrico de los puntos tales que, trazando por ellos 2n-1
(o 2n) rectas que forman, respectivamente, con las anteriores angulos dados, el producto de los n
segmentos asi determinados esté en una razén dada con el producto de los n-1 restantes por un segmento
dado (o de los n restantes) (Pastor y Babini (1986) p.52).
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Ademas en este segundo libro Descartes formula el principio fundamental de la
Geometria Analitica:

Pero para comprender todas las [curvas] que estan en la naturaleza, y distinguirlas
por orden en ciertos géneros, no conozco nada mejor que decir que todos los
puntos de las que pueden designarse geométricas, es decir, que admiten cierta
medida precisa y exacta, tienen necesariamente alguna relacion con todos los
puntos de la linea recta, que puede ser expresada por alguna ecuacion, la misma
para todos los puntos” (Descartes, 1637/trans., 1947. p. 77).

Es decir, toda curva puede expresarse mediante una ecuacion. Pero, segin Boyer
(1987), esta afirmacion la hace de una manera un tanto accidental, y no se preocupa de
estudiar los lugares geométricos. Solamente lo hard en un caso, y es en conexién con el
problema del lugar de las tres o cuatro rectas de Pappus, que ahora resuelve

completamente. Obtiene como solucién la ecuacién y* = ay— bxy+ cx dX, que es la

ecuacion general de una conica que pasa por el origen de coordenadas. Aunque
Descartes considera que los coeficientes literales han de ser positivos, se trata del
“planteamiento mas general, con mucho, hecho hasta entonces del analisis de la familia
de todas las secciones conicas” (Boyer, 1987, p.434).

Ademas la solucion de este problema es interesante pues en ella Descartes muestra su
método: supone el problema resuelto, da nombre a los segmentos necesarios para
resolverlo, tanto a los conocidos como a los desconocidos y se reconstruye
algebraicamente el problema hasta obtener una ecuacion que permitird obtener la
solucion. Pero ademas utiliza, para facilitar el procedimiento, un sistema de
coordenadas (Gonzalez, 2004b):

Primeramente yo
supongo la cosa como
ya hecha y para salir de
la confusion de todas
esas lineas, considero
una de las dadas y una
de las que hay que
encontrar, por ejemplo
AB y CB como las
principales y a las cuales
trato de referir todas las
otras. Sea designado X el
segmento de la linea AB
comprendido entre los
puntos Ay B; y CB sea designado Y; y todas las demas lineas se prolonguen hasta
que corten a estas dos también prolongadas, si es necesario y si no le son paralelas;
como se ve cortan la linea AB en los puntos A, E, Gy la linea BC en los puntos R,
S, T(Descartes, 1637. Trans., 1947. p. 66).

También estudia en el libro II el problema de la determinacion de la normal a una curva
plana, problema que aplica unas paginas mas adelante a la construccion de las normales
a las curvas conocidas hoy como Ovalos de Descartegurvas muy utiles en Optica, y
que utilizara en su Didptrica).

Al final de este libro Descartes trata las curvas del espacio y enuncia el principio
fundamental de la Geometria Analitica del espacio: si son necesarias dos condiciones
para la determinacién de un punto, entonces el lugar geométrico del punto es una
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superficie. Sin embargo no da ninglin ejemplo de tales ecuaciones ni desarrolla mas esa
idea.

En el tercer libro retoma el tema de la construcciéon de las raices de ecuaciones
determinadas. En ¢l se explica como hallar las raices racionales, si las hay, como rebajar
el grado de la ecuacion si se conoce una raiz, como incrementar o disminuir las raices
de una ecuacién en una cantidad dada, o multiplicarlas o dividirlas por un numero,
como eliminar el segundo término de la ecuacién, como determinar el nimero de
posibles raices verdaderasy falsas (es decir, positivas y negativas) por la conocida
regla de los signos que lleva su nombre, y como hallar las ecuaciones cubicas y
cuarticas algebraicamente (Boyer, 1987).
Termina Descartes su obra con las siguientes palabras:

Pero mi objeto no es hacer un gran libro, y trato mas bien de muchas cosas en
pocas palabras(...) si se considera que habiendo reducido a una misma construccion
todos los problemas de un mismo género, he dado a la vez la manera de reducirlos
a una infinidad de otras diversas y, asi, de resolver cada uno de ellos de una
infinidad de maneras; y, ademas de esto, que habiendo construido todos los que son
planos, cortando con un circulo una linea recta, y todos los que son solidos,
cortando también con un circulo una parabola, y, en fin, todos los que son de un
grado mas compuesto cortando lo mismo con un circulo una linea que no es mas
que de un grado mas compuesta que la parabola; no hay mas que seguir el mismo
camino para construir todos los que son mas compuestos, hasta el infinito. Pues en
materia de progresiones matematicas, cuando se tienen los dos o tres primeros
términos no es dificil encontrar los otros. Y yo espero que nuestros descendientes
me estén agradecidos no sélo por las cosas que aqui he explicado, sino por aquellas
que he omitido voluntariamente a fin de dejarles el placer de descubrirlas”
(Descartes, 1637. trans., 1947. p. 204).

Como vemos, practicamente la totalidad de la Geometria esta dedicada a la aplicacion
sistematica del Algebra a la Geometria y de ésta al Algebra, a pesar de ello a lo largo de
todo el tratado hay bien poco que se parezca a lo que hoy solemos considerar como
Geometria Analitica. Al no hacer Descartes un uso sistematico de las coordenadas
rectangulares (para cada problema toma un sistema particular de coordenadas oblicuas),
no existen formulas para distancias, pendientes, division de un segmento en partes
iguales, etc.

Ademas no se encuentra en la obra ni una sola curva nueva representada a partir de
su ecuacion. Boyer (1987) afirma que Descartes se tomd tan poco interés en la
representacion de curvas que nunca llegdé a entender plenamente el significado de las
coordenadas negativas (reconocia de una manera muy general que las coordenadas
negativas estaban dirigidas en un sentido opuesto al tomado como positivo, pero nunca
uso las coordenadas negativas).

Como senalamos anteriormente la gran aportacion de Descartes fue la creacion de
un método general para la resolucion de problemas geométricos, combinando recursos
algebraicos y geométricos para ello.

2.1.3. Pierre Fermat

Si durante afios se consider6 a Descartes como Unico inventor de la Geometria
Analitica, hoy esta perfectamente claro que Fermat (1601-1665) habia descubierto
esencialmente el mismo método bastante antes de que apareciera publicada La
Geometria. Un afio antes de su publicacion Fermat escribe:
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Siempre que en una ecuacidn final aparezcan dos cantidades incognitas, tenemos
un lugar geométrico, al describir el extremo de una de ellas una linea, recta o curva.
(Boyer, 1987, p.437)

Que es el principio fundamental de la Geometria Analitica.

Sin embargo sus descubrimientos no seran publicados hasta 1679 en su obra Ad locos
planos et solidos isagogen la que “aparecen los principios fundamentales del método
de las coordenadas, si no en forma tan extensa como en la Geometria de Descartes, por
lo menos en forma tan clara o mas” (Rey Pastor y Babini, 1986, p.50).

Fermat toma s6lo un eje de referencia y en €l un punto fijo que considera el origen de
segmentos de longitud variable. A partir de los extremos de estos segmentos toma otros,
también variables, generalmente perpendiculares, de manera que los extremos de estos
segmentos dibujaran un lugar diferente segun sea la relacion algebraica que vincula a
los dos segmentos variables (Rey Pastor y Babini, 1986).

En este libro aparece la ecuacion de la recta (Figura 2), que en caso de pasar por el
origen tiene ecuacion D in A aequetur B in E (Fermat utiliza la notacion de Vieta),
Dx=By en notacion actual, que viene representada por una semirrecta con origen en el
origen de coordenadas, ya que Fermat, al igual que Descartes, no utiliza abscisas
negativas.

Sea NZM una recta dada de posicion (fig. 78), en la que se da el punto N.
Igualemos NZ a la cantidad desconocida A, y la recta ZI (trazada bajo el angulo
dado NZI) a la otra cantidad desconocida E. Sea DA=BE. El punto I estara sobre
una recta dada deposicion. En efecto, se tendra % = g. Por tanto la razoén gesdada,
asi como el angulo en Z. Por consiguiente eltridangulo NIZ es dado de especie, asi
como el angulo INZ. Pero el punto N es dado, asi como la posicion de la recta NZ.

Por tanto NI esta determinado. La sintesis es facil (Fermat, 1891, p. 92, trad. en
Gonzalez, 2004a, p. 57).

Asi pues, el lugar geométrico en este caso resulta ser una recta, en realidad una
semirrecta, como habiamos dicho.

En el caso general, la ecuacion de la recta que da Fermat equivale en nuestra
notacion a ax+by=cz, que representa a un segmento de recta en el primer cuadrante con
extremos en los ejes

También estudia Fermat las conicas. Demuestra que la representacion de Ain E aeq.
Z pl. (xy=K?) es una hipérbola (Figura 3):

Tracese NR paralela a ZI; tomese sobre NZ un punto cualquiera, sea M, por el cual
se traza MO paralela a ZI. Constrayase el rectangulo NMO igual al areaZ®. Por el
punto O, entre las asintotas NR, NM, describase una hipérbola: ella queda
determinada y pasara por el punto I, puesto que se supone AE, es decir, el
rectangulo NZI, equivalente al rectangulo NMO (Fermat, 1891, pp. 93-94, trad. en
Gonzalez, 2004a, p. 61)
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leera data positione =it NAM ( fig. 78), cujns punctum datum Ni NZ

apuetne guantitat ignobe A, et ad angulom datum NZI elevata vecta Z1
sit wqualis alleri guantitati ignotie .

Din | wqoetury Min k'

punetum Tevit ad Hncam rectan positione datai.

Eril enim
ut Aad D, a1 wml .

Ergo ratio .1 ad £ data est, et datur :mgnl!m ad Z, teinngnlum igitar
NIZ specie, obangulus INZ; datur antem punetum N ot recta NZ posi-
Figura 2: Pierre Fermat. Oeuvres. p. 92
Secuxpus hnjusmodi wqualitatom gradus est, quando
Ain o g, Apl,

quo casu punetum | est ad hyperbolen.

Fial NR ( fig. 703 parallela Z1: sumator in NZ quodlibet punetum,
ul M. a quo ducatwr MO parallela Z13 et fint rectangulum NMO sequale
Zpl.

Per puncium O, eire: asymptotos N, NM, describatue hyperbole :

dabitar positione et transibit per punctum 1, quum ponatur reclangu-
lnm Ain &, sive NZL wquale NMO,

Fhz. 70,
w "|
\
1
P .
| .
i |!
[ e ]
h & M

Figura 3: Pierre Fermat. Oeuvres. p. 93-94

La ecuacion de la que parte Fermat corresponde a la exposicion verbal de la expresion

de la generacion de la curva, lo que los griegos llamaban el symptoma, término que
Fermat denominaba propiedad especifica de la curva de la que partia para llegar a la
curva, en sentido contrario a como hacian los griegos (Gonzalez, 2004b, p. 61).
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Fermat anade que una ecuacion de la forma Xy+a2:bx+cy (utilizando la notacion
actual) se puede reducir a otra de la forma Xy=k2 por medio de una traslacion de los
ejes.

A la ecuacion X2=y2 la considera representada por una Unica semirrecta, y reduce a
esta forma otras ecuaciones homogéneas de segundo grado. Demuestra también que
a2+X2=by es una parabola (p. 96), que X2+y2+2ax+2by(,zes una circunferencia (p. 98),
que a*x° =ky? es una elipse y que a’+x?*=ky” es una hipérbola, de la que da las dos
ramas (pp. 99-100). Para el caso de las ecuaciones cuadraticas mas generales las
transforma en los tipos anteriores mediante una rotacion de ejes (p. 101) (Gonzilez,
2004b, pp.61-63).

Al final del libro afiadi6 un apéndice titulado La resolucion de problemas sélidos por
medio de lugares geométricea ¢l que muestra que las ecuaciones cubicas y cuarticas
determinadas se pueden resolver por medio de conicas.

Fermat también se dio cuenta de la posibilidad de una Geometria Analitica en tres
dimensiones ya que en sus Oeuvresescribe:

Hay ciertos problemas en los que interviene una Unica incdgnita, a los que podemos
llamar determinados para distinguirlos de los problemas relativos a los lugares
geométricos. Hay otros en los que intervienen dos incognitas que no pueden reducirse
nunca a una sola; éstos son los problemas de lugares geométricos. En el primer tipo de
problemas buscamos un unico punto, mientras que en el segundo una curva. Pero si el
problema propuesto involucra a tres incognitas, entonces hay que encontrar, para
satisfacer la ecuacion, no so6lo un punto o una curva, sino una superficie completa. De
esta manera aparecen los lugares geométricos que son superficies, etc. (Fermat, 1891,
cit. en Boyer, 1987, p.439)

Esta clasificacion de los problemas en determinados e indeterminados sera utilizada en
los libros de Geometria Analitica espafioles utilizados en gran parte del siglo XIX.

Ademas de en Geometria Analitica, y a pesar de no ser un matematico profesional,
Fermat hizo muchas otras contribuciones a las matematicas, en particular al calculo.
Paralelamente a Descartes desarrollo un método para el céalculo de la tangente a una
curva plana, mas claro que el de éste y bastante proximo en su planteamiento al calculo
actual de la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto.

También, en opinion de Boyer (1987), la exposicion realizada por Fermat en su
Isagogeera mucho mas sistematica y didactica que la de Descartes, y ademds su
Geometria Analitica estd mucho mas proxima a la nuestra que la de este tltimo.

2.1.4. La Geometria Analitica poscartesiana

Durante afios se considerard a Descartes como el unico iniciador de esta rama de las
matematicas, debido a que los trabajos de Fermat no fueron publicados hasta 1679,
catorce afios después de su muerte y cuarenta y dos después de La Geometria.

Por el contrario, la obra de Descartes tuvo una rapida difusion, aunque las omisiones
voluntarias de demostraciones, junto con la dificultad intrinseca de la obra, hicieron de
La Geometria un libro de dificil lectura. Por ello en pocos afios aparecen nuevas
ediciones con comentarios y ampliaciones de otros matemadticos. Asi en 1649
Franciscus van Shooten (1615-1660) publica una edicion en latin (la version original
estaba en Francés) con comentarios y material suplementario. Entre este material se
encuentra un comentario de De Beaune (1601-1652) en el que se explican las ideas de
Descartes poniendo gran ¢énfasis en los lugares geométricos representados por
ecuaciones simples de segundo grado.
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La Geometria a Renato Des Cartgsrece en una segunda version muy ampliada
(en dos volumenes) en 1659-1661. De ¢l formaba parte una obra titulada Elementa
curvarum de Jan de Witt (1629-1672), discipulo de Van Shooten. La obra, dividida en
dos partes, trata, en la primera de ellas de las secciones conicas, y en la segunda “hace
un uso tan sistemdtico de las coordenadas que se le ha podido calificar, no sin razon,
como el primer texto de Geometria Analitica” (Boyer, p. 469), siendo la finalidad
principal de la obra la de reducir todas las ecuaciones de segundo grado en dos variables
a formas canodnicas, por medio de rotaciones y traslaciones de los ejes.

También sobre el estudio de las conicas versa el Tractatus sectionibus conicis
(1665) de Wallis (1616-1703), quien expresa las secciones conicas de forma analitica, y
de las ecuaciones deriva las propiedades de las curvas (Gonzalez, 2004b).

En 1656-1657 Van Shooten publica una obra original, las Exercitaciones
mathematicae, en las que expone nuevos resultados en la aplicaciéon del Algebra a la
Geometria. En ella se encuentra una seccion escrita por otro de sus discipulos Johann
Hudde (1629-1704), sobre el estudio de las secciones planas de una superficie de cuarto
grado, lo que constituye una anticipacion de la Geometria Analitica tridimensional.

De forma mas explicita trabajara esta idea Philippe de Lahire (1640-1718) en su obra
Nouveaux éléments de sections coniquieé?9). En ella, Lahire da un ejemplo de una
superficie dada analiticamente por una ecuacidn con tres incognitas, y utiliza un sistema
de referencia en el espacio que consta de una unica recta de referencia con origen en un
punto O (utilizada como sistema de coordenadas en el plano) a la que afiade el plano de
referencia OBA (Figura 4) (Boyer, 1987).

Figura 4: Sistema de referencia de Lahire

Pero a pesar de que la Geometria Analitica tridimensional se origina en el siglo XVII
con estos matematicos, habra que esperar hasta mediados del XVIII para que se
desarrolle plenamente.

En este siglo encontramos Geometria Analitica en las obras de varios autores, como
en el The Metod of Fluxions and Infinite Seri€ls736) de Newton, quien introduce
nuevas curvas y las traza mediante sus ecuaciones, utilizando nuevos sistemas de
coordenadas, en particular las polares. O la obra de Stirling, Lineae Tertii Ordinis
Neutonianae(1717) en la que reduce la ecuacion de segundo grado a las diversas
formas canonicas (Gonzalez, 2004b).

Pero sin duda el trabajo mas importante es el de Euler (1707-1783) en su famosa
obra Introductio in Analysis Infinitorumde 1748, donde trata sistematicamente la
Geometria plana con coordenadas. Euler contintia utilizando un solo eje de
coordenadas, aunque usa ya los términos abscisa y ordenada.

La primera parte de la obra estd destinada al Analisis Puro, la segunda a la
aplicacion del Algebra a la Geometriala tltima es un tratado metodico de Geometria
Analitica en el sentido de Fermat. (Gonzélez, 2004b). Euler desarrolla las dos vertientes
del principio fundamental de la Geometria Analitica: de acuerdo con Descartes,
reconoce que
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La naturaleza de una curva cualquiera viene dada por una ecuacién en dos
variables, X, Y,de las cuales X es la abscisa e Y es la ordenada. (Euler, 1748, cit. en
Gonzalez, 2004b, p. 132)

Y de acuerdo con Fermat, Euler establece que:

Cualquier funcion de X da lugar a una curva continua que puede ser descrita
mediante un grafico (Euler, 1748, cit. en Gonzalez, 2004b, p. 132).

Pero quiza lo mas sobresaliente de la Introductio, desde el punto de vista del desarrollo
de la Geometria Analitica sea el tratamiento general que hace Euler. En este sentido
Euler desarrolla en el primer volumen una Teoria general de curvas, basada en la idea
de funcion, en la que la clasificacion cartesiana entre curvas geometricag mecanicas
aparece ya en terminologia moderna de curvas algebraicasy trascendentes. Este
aspecto de generalidad que permitia el Algebra frente a la Geometria de los griegos era
uno de los rasgos mas relevantes sefialados por Descartes y Fermat en sus Geometrias,
pero habia sido en parte pasado por alto posteriormente, incluso en cuestiones muy
basicas como por ejemplo en el estudio de la ecuacion de la recta, que se subdividia en
numerosos casos diferentes. Sin embargo, Euler maneja una unica forma general de la
ecuacion de la recta: ax+py-a=0 y estudia algunos casos particulares-para o=0, =0,
o=a=0-, aunque no abunda mucho en el estudio de las ecuaciones de primer grado, ni
en la del circulo (Gonzalez, 2004b).

La cuestion es totalmente diferente respecto del tema las secciones conicas. Euler
escribe la ecuacion general de una conica como ecuacidon cuadratica general con seis
términos, y realiza un tratamiento analitico completamente general a partir de su
ecuacion: refiere la conica a sus ejes principales, realiza la clasificacion de conicas,
encuentra los puntos, lineas y razones notables y demuestra numerosas propiedades de
estas curvas (Gonzalez, 2007).

En cuanto a la Geometria espacial, como hemos dicho, Van Shooten y La Hire
llevaron a cabo algunos trabajos incipientes en el siglo XVII, pero sera en el siglo XVIII
cuando se desarrolle, siendo Euler quien aborde, de nuevo, de forma sistematica la
cuestion. En efecto, la Introductio de Euler acaba con un largo apéndice sobre
Geometria Analitica de tres dimensiones, en el que lleva a cabo el estudio y
representacion grafica de curvas y superficies por medio de sus ecuaciones. Como en la
Geometria Analitica plana, Euler sigue utilizando un solo eje de coordenadas, pero
sefiala que se pueden utilizar tres planos coordenados, y asi aparece, a veces, en las
ilustraciones. Ademads, alude a los posibles signos de las coordenadas en los ocho
octantes del triedro de referencia. También proporciona la primera formula para
traslacion y rotacion de ejes en tres dimensiones, que se ha convertido en la clasica
transformacion que lleva su nombre.

Andlogamente a las curvas, clasifica las superficies en algebraicas y trascendentes y
las estudia a través de las trazas seglin varios planos.

En cuanto a la ecuacion del plano, Euler la escribe de forma general ax+py+yz=ay
estudia las intersecciones con los p