r%, VNiVERSIDAD

ﬁlﬁ’ £ P SALAMANCA
v:»%_

T = CAMPUS OF INTERMNATIONAL EXCELLENCE

Departamento de Estadistica
Master en Analisis Avanzado de Datos Multivariantes

Trabajo Fin de Master

Revision del Modelo Unfolding,

Un modelo geométrico para datos de eleccion y

preferencia.

Autora: VANESSA M. VERA LOPEZ
Tutora: ANA MARIA MARTIN CASADO

2013



UNIVERSIDAD DE SALAMANCA
Departamento de Estadistica
Master en Analisis Avanzado de Datos Multivariantes

Trabajo Fin de Master

Revision del Modelo Unfolding,

Un modelo geométrico para datos de eleccion y

preferencia.

Autora: VANESSA M. VERA LOPEZ
Tutora: ANA MARIA MARTIN CASADO

2013



Dpto. de Estadistica

Universidad de Salamanca

DRA. ANA MARIA MARTIN CASADO

Profesora Titular del Departamento de Estadistica de la Universidad de Salamanca

CERTIFICA que D.2 Vanessa Maria Vera Lopez ha realizado en la Universidad de
Salamanca, bajo su supervision y direccion, el trabajo que para optar al titulo de
Master en Analisis Avanzado de Datos Multivariantes, presenta con el titulo Revision
del Modelo Unfolding, un modelo geométrico para datos de eleccion y

preferencia, autorizando expresamente su lectura y defensa.

Y para que conste, firma el presente certificado en Salamanca a 26 de agosto de
2013.

Ana M2 Martin Casado



Aquel que duda vy no investiga, se torna no solo
infeliz, sino también injusto.

Blaise Pascal (1623-1662) Matemdtico, fisico,
filosofo y escritor francés.

Pelearé hasta el ultimo segundo y mi epitafio
serd: No estoy de acuerdo. Joaquin Sabina Poeta
y Cantautor.



Dedicatoria

A mis padres, Justo y Mevrcedes, por ofrecerme todas las
oportunidades que no tuvisteis, quererme, educarme, creer en mi
y en mi aficion desde nifia pov las Matemdticas que se han
convertido en mimodo de vida. Por apoyarme en los malos
momentos que también los hubo, siempre supisteis que este raton
de biblioteca [legaria alla donde se propusiera con teson, esfuerzo
y trabajo. Gracias a vosotros he podido llegar hasta aqui.

A Alfredo, por quererme tanto y tan bien, por creer en mi 'y en mi
capacidad...por sufrir junto a mi en este trabajo...gran parte de
esto te lo debo a ti.

A Orion, nuestra pequenia estrellita de ‘Febrero.
A mi familia.

A la memoria de mi padvre, se fue antes de verme licenciada, no
me imagino lo ovgulloso que estaria de saber que he (legado hasta
aqui.Tio Joaquin, Abuela Trini y Abuela Benita, siempre estdis en
mi pensamiento.

Agradecimientos

A Alfredo, Elina, tia Puri por la ayuda.
A mi madre por soportarme siempre, en fin por TODO, Abraham,
tia Mari, Ramiro y Guille.

A todos mis Amigos, por aceptarme asi como soy...

A Pablo Rebollo por confiar en mi y darme la oportunidad de
trabajar en BAP. También a todos los que confiaron en mi en
algun momento, de todos mis trabajos he aprendido algo siempre.

A todo el Departamento de Estadistica de la Universidad de
Salamanca, por ese enorme esfuerzo en sacar el Mdster adelante.
En especial queria agradecer a Puvi (Dra. Galindo) por su enorme
empatia y apoyo recibido durante todo el curso y también por sus
ririas siempre justificadas y a la Dra. Ana M* Martin por su
ayuda, consejos y conocimientos en la realizacion de este trabajo.






indice

(1NN L TS 3
INDICE DE TABLAS . ... .ottt ettt ettt et e et e et et et a e e et etesessteete st et et eteetseaeseeateseeseeseans 4
INDICE DE FIGURAS ..ottt ettt ettt et ettt ettt te et s et e et et e et e aeeeeeaeseesteeaeeeeaens 4
RESUMEN . ... ittt e e e e et et e e e e e et et et et e e e e et e et b e e e e e e e eeses e e e eaaaeeeseannaeeas 5
INTRODUCCION . .. ..ottt ettt s et s e st s e s s enens 6
L0 ] =0 1 Y7 10
MATERIAL Y METODOS .....ooviiieieeeeteeeee ettt e ettt ettt se st ansaensste s ste e see e eteeeane s 11
ESCALAMIENTO MULTIDIMENSIONAL
11V Lo Yo 1= Lo X e L= 1Y 1 R TP
Errores, Funciones de Pérdida y Stress
UNFOLDING: MODELO PARA DATOS DE ELECCION O PREFERENCIA. ...eeeruveeerrereraieeessineeseeesreeesnnneeesaneeessnnenessennne 18
Una aproximacion inicial: Modelo de Punto-Ideal e Isopreferencias..............cccoueeevveescvreeeesiivnennns 19
Soluciones Degeneradas O TrIVIQIES. ..............coecueeeeeceeeeseecee et e et esee e et ea e et a e ssaaaestanaesseaes 20
Configuracion de Puntos en el Espacio Comun (Regiones isétonas e indeterminaciones,................ 26
Otras consideraciones en Unfolding MultidimensionQl ....................ccccvveeeeeeeieeecciiiiieeeeeciiieeeeeaeenn
Soluciones Triviales, icomo resolverlas?: Tres enfoques distintos
Ajuste 0 adapPtacion de 105 A0S ...cueivieeiierierieeeee et e e e et se et e e e ete e teesreeeseeesteesseessee eenseeseenneens
Ajuste de la transformacion (Adjusting the Transformation)...........ccccvecveecvveeieeeeieesieesieeeireeseeseesressevees
Ajustes en la Funcion de Pérdida (Adjustments to the Loss Function)
Modelos de UNfolding ..............uueeeeecueeeeeeeeieeeeiiciieiee et eeeet e
Revision del Software en Unfolding ..............cccoueeeeeeccviuvnvieeieaeeeiiivennaann,
MINISSA e et et e eeeeeeeeeeeeeeeeaeeeeeeeeeeeeeeeaeeeeereaaaaaaaaaaraaaaaaaaaes
LG A PSR PP PP PP PP
AALSCAL. . iiiiiiee ettt et sttt e e e et et e e e s bt et e e s eee e e et eeeeea bt atae e eaah bt Sababaeeeea b aaeeeeeaaaaee e eeeeenrtbaeeeeanrrraees
NEWIMDSX ..cceeeeeeetit ettt ettt ettt e e e e e e e e e e e e et e e e e ee e et e e e e e eeaeaeaaaeaeaeseseee eteeeaeaeeeaaaaaaaaaaaeaeseseseseeeneeeneeaaaaaaaes
SMACOF-III ....
GENFOLD-2....
NEWFOLD.......
PREFSCAL....ciiiiiiiieieeee ettt e e e e e e e et e e e e e e et e e et et et e e e eeaeaeaaeeaeaeaeee eeeeeeeteaeaeaaaaaaaaaaaeaeaaae raeaereraaaaaaaaaaaan
Un paso mds: Unfolding de Tres Vias (Three-Way Unfolding)............cccovueeeeeveeeeeeeiireeciieeeeceeeenne,
Modelo Ponderado de Tres Vias (The Weighted Least Squares Algorithm for Three-Way Unfolding) ........ 48
Algoritmo de Minimos Cuadrados Ponderados para Unfolding de Tres Vias
Desarrollos Recientes: Unfolding de Tres Vias y Andlisis Cluster ............ccc.ccovuveecvvnann..
Modelo Cluster en Unfolding de Tres Vias
AlZOrTMO A€ ESTIMACION ..ueeieiietiestee et eeetee e rtte s te et e st e st e e e e tee eteesaeesaseenseesaessseaneessenseenseesssesnseeseensannns
L S 1 1 I I I 1 P 65
Aplicaciones del Unfolding de@ TreS VIQS............ueueeeeeeeiieiieee ettt e et e e s e e e e e s sraaaaa e 65
Aplicacién del modelo ponderado de tres vias de DeSarbo y Carroll (1985) .....ccccevveeeveevieevienieee e 66
Aplicacion del Modelo de Tres Vias y Cluster de DeSarbo et al. (2009) .......ccceveririerienieniesreeeenieseeneneens 71
Implementacidn del Algoritmo Weighted Least Squares Algorithm for Three-Way Unfolding de
1985 €1 COAIGO MATLAB. ... ettt e e e ettt e e e e ettt st e e e e e s e tas e e e e e esssssssaesaaaaeeessssanaeas 76
CONCLUSIONES ... ctttttttittueeeeeeueeeeeeeeeeeneeeeeeeeeeaeeeeeeeeeeerereeeseeeeeeeeeeseesessessesssesssssssssssssssnsnsssnsnsnnns 89
BIBLIOGRAFIA. ...ttt ettt ns e 91



indice de Tablas

TABLA 1 .FACTORES INDEPENDIENTES Y NIVELES DEFINIDOS PARA EL ANALISIS MONTE CARLO EN

UNFOLDING DE TRES VIAS (FUENTE DESARBO Y CARROLL, 1985).......cccoiiiiieieene e 54
TABLA 2 .FACTORES INDEPENDIENTES Y NIVELES DEFINIDOS PARA EL ANALISIS MONTE CARLO EN

UNFOLDING DE 3 VIAS Y CLUSTER (FUENTE DESARBO ET AL., 2009)....c.cccveeeirnreinenerreeereeneens 62
TABLA 3. PRODUCTOS EN EJEMPLO DE UNFOLDING DE TRES VIAS Y CLUSTER (FUENTE DESARBO ET

AL., 2009) ..iiiieie ettt ettt et et et et et et e teabeaEeaRe e eteateateateeteereereeseeneenaeenseneen 72
TABLA 4. ATRIBUTOS EN EJEMPLO DE UNFOLDING DE TRES VIAS Y CLUSTER (FUENTE DESARBO ET

Y 001 ) PSR USRSPRSTRTR 72
TABLA 5. TABLA DE RESULTADOS DE SIMULACIONES ALGORITMO 3 VIAS DESARBO (1985)..........c....... 78

indice de Figuras

FIG. 1 EJEMPLO DE CURVA DE RESPUESTA UNIMODAL.......coceiitiieiitiieeeitieeeeeeeiteeeeeieeeeeteeeeevseeeeasanaeeeenseeeas 7
FIG. 2. EJEMPLO DE DIAGRAMA DE SHEPARD.......ccceiittiiiitieeeitieeeeteeiteeeeetteeeeiteeeeeseeesesssseeeesssesesesseeesassnasns 17
FIG. 3. MATRIZ DE PREFERENCIAS ......uutiiiitieeeetieeeeteeeeeeetteeeeetveeeeetteeesseeeeesetseesesaeeeasseaeasseseesesssessasseaan 19
FIG. 4. UN EJEMPLO DE SOLUCION UNFOLDING (GREEN Y RAO, 1972).....ccvievierieieseseesee e 20
FIG. 5. UN EJEMPLO DE SOLUCION TRIVIAL EQUIDISTANTE ..eecuvieitreeteesreesreestresesreeseseensesssesssseesseessnseess 22
FIG. 6. UN EJEMPLO DE SOLUCION DEGENERADA PARA UNFOLDING ORDINAL INCONDICIONAL Y
DIAGRAMA DE SHEPARD ASOCIADO CON EL STRESS L. ....vtiiiieiiiieiiecteesreeeetee e sereesaeeveesreeeanes 23
FIG. 7. UN EJEMPLO DE SOLUCION DEGENERADA PARA UNFOLDING ORDINAL INCONDICIONAL Y
DIAGRAMA DE SHEPARD ASOCIADO CON EL STRESS=2. ...uoiieitiiieeiieeeeteeeeeteieeeeeteeeeeireeeeesreseeneean s 24

FIG. 8. DIAGRAMA DE SHEPARD PARA UNFOLDING INCONDICIONAL DE INTERVALO CON STRESS-1. ..... 25
FIG. 9. SOLUCION UNFOLDING INCONDICIONAL DE INTERVALO Y DIAGRAMA DE SHEPARD CON STRESS-

2 R 26
FIG. 10. EJEMPLO DE REGIONES ISOTONAS CON 4 ESTIMULOS EM LIN ESFACIO DE 2 DIMENSIONES
(@02 21 010 1 ) TR STRSRRSR 27
FIG. 11. REPRESENTACION GRAFICA DE LA FUNCION DE PESOS wij (BORG ¥ GROENEN, 2005)........... 33
FIG. 12. EJEMPLO DE SOLUCION UNFOLDING LINEAL MEDIANTE PREFSCAL Y DIAGRAMA DE SHEPARD
.......................................................................................................................................................... 36
FIG. 13. EJEMPLO DE SOLUCION UNFOLDING CONDICIONAL MEDIANTE PREFSCAL Y DIAGRAMA DE
SHEPARD ...oiiiittieeeteeeeete e e et tee e e ettt e eeeaaeeeeeteeaeeabeeesaeeasseeeaseseeasteeeaastaaean eaabeeaeasbeeeeasbeeeaaraeaeantebbeeeannes 36
FIG. 14. EJEMPLO DE MODELO VECTORIAL: L1 Y L2 SON DOS INDIVIDUOS (BORG Y GROENEN, 2005).39
FIG. 15. REPRESENTACION DEL ESPACIO CONJUNTO EJEMPLO 1 (DESARBO Y CARROLL, 1985) ......... 67
FIG. 16. PESOS OBTENIDOS EJEMPLOL (DESARBO Y CARROLL, 1985)....cccccievirieiereseesee e 68
FIG. 17. ESPACIO CONJUNTO EN 1 DIMENSION EJEMPLO 2 (DESARBO ET AL., 1985) .....ccecvevveveieiennnn 71
FIG. 18. ESPACIO CONJUNTO SIN CLUSTERS (PREFERENCIA GENERAL) (DESARBO ET AL., 2009)......... 73

FIG. 19. ESPACIO CONJUNTO CLUSTER 1 (DESARBO ET AL., 2009)
FIG. 20. ESPACIO CONJUNTO CLUSTER 2 (DESARBO ET AL., 2009)
FIG. 21. ESPACIO CONJUNTO CLUSTER 3 (DESARBO ET AL., 2009)
FIG. 22. EJEMPLO DE REPRESENTACION CONJUNTA CON PUNTOS FIJOS EN LA SIMULACION MATLAB

ALGORITMO 3 VIAS DESARBO (1985) .....ecveiieiiriesiistisiesiestiesiestestesiessestessessessasssseseessessessessessessensenes 78
FIG. 23. EJEMPLO DE REPRESENTACION CONJUNTA CON PUNTOS FLOTANTES EN LA SIMULACION
MATLAB ALGORITMO 3 VIAS DESARBO (L1985).....c.cciiieiieiieiieieierieeeieiessestessestessesesne s sresressn s 79



Resumen

Este trabajo toma como punto de partida la revision del modelo Unfolding realizada por
Ingwer Borg y Patrick Groenen en su libro ‘Modern Multidimensional Scaling’ publicado
en 2005, en el cual se realiza un analisis profundo del Escalamiento Multidimensional
(en adelante MDS, por sus siglas en inglés, multidimensional scaling), sus aplicaciones
a distintos campos de la ciencia aparte de la Psicologia y sus diferentes modelos. El
analisis incluye aspectos técnicos y matematicos como son el Algebra Lineal, la
Geometria, las funciones empleadas para la transformacién de los datos originales, los
algoritmos utilizados para encontrar la representacion mas fiel de estos datos y el
tratamiento de los errores estadisticos en cada uno de los modelos.

Borg y Groenen dedican tres capitulos a revisar y exponer los aspectos mas
relevantes del Unfolding como un caso especial del MDS enfocado a datos de
preferencia: las dificultades que cualquier investigador podria encontrar en el
tratamiento de los datos de entrada, la posible aparicion de soluciones triviales y
degeneradas, el tratamiento de datos ausentes en la matriz de preferencias, la
busqueda de funciones que transformen de forma rigurosa los datos originales en
distancias y un correcto ajuste en la funcién de pérdida.

Se realiza ademas una revision cronolégica del software disponible para el calculo de
soluciones y se completa con los ultimos avances de la técnica dirigidos hacia el
Unfolding de Tres Vias y su fusion con el Andlisis Cluster.

Para finalizar se exponen distintas aplicaciones practicas de esta técnica realizadas en

diversos campos.

Palabras Clave: MDS, Unfolding, Modelos de Preferencia, Soluciones Triviales y
Degeneradas, Unfolding de Tres Vias.



Introduccion

Segun Cuadras (2012), el andlisis multivariante (AM) es la parte de la estadistica y del
analisis de datos que estudia, analiza, representa e interpreta los datos que resultan
de observar un nimero p > 1 de variables estadisticas sobre una muestra de n
individuos. Las variables observables son homogéneas y correlacionadas, sin que
alguna predomine sobre las demas. La informacion estadistica en AM es de caracter
multidimensional, por lo tanto la geometria, el calculo matricial y las distribuciones
multivariantes juegan un papel fundamental pues la estadistica tiene como soporte
tedrico diversas ramas de la matematica como son el andlisis, la probabilidad, el
algebra, la geometria, etc. (Cuadras,1985).

La informacion multivariante normalmente, se puede almacenar en una matriz de
datos pero, a menudo, en AM la informacién de entrada consiste en matrices de
distancias o similaridades, que miden el grado de discrepancia entre los individuos; en
concreto, este tipo de andlisis o técnica es el conocido como escalamiento
multidimensional (MDS), representacion multidimensional mediante escalas o analisis
de proximidades (Martin-Casado y Galindo, 1994). Su objetivo es encontrar el nUmero
de dimensiones adecuado a los datos y localizar los estimulos (u objetos percibidos)
sobre cada dimension, calculando sus coordenadas, de modo que las distancias entre
ellos se adapten tan estrechamente como sea posible a las proximidades entre los
objetos o a transformaciones de ellas.

El MDS representa los objetos que se juzgan similares por puntos cercanos en la
representacion espacial resultante, mientras que los objetos juzgados disimilares se
representan por puntos alejados. Ademas, proporciona un espacio que descubre
relaciones relevantes a los observadores y/o la estructura subyacente en los datos.
Como se ha comentado antes, ademas del Algebra, dentro del MDS es fundamental
el conjunto de fundamentos y propiedades de la Geometria como son los espacios
métricos (espacios topoldgicos cuya topologia viene inducida a través de una
distancia).

Otro de los hitos relevantes en el desarrollo del AM y del MDS ha sido la evolucién de
la Informatica, que ha hecho posible desarrollar e implementar programas estadisticos
necesarios para la manipulacién algebraica de las matrices de datos.

El Modelo Unfolding surge como una técnica derivada del MDS, con la que se
pretende situar en un mismo espacio perceptual los conjunto de individuos y de

estimulos en base a ciertos juicios de preferencia.



De acuerdo a lo sugerido por Coombs y Avrunin (1977, 1988), la Teoria de Conflictos,
Intereses o Preferencias surge como solucion a determinados conflictos incompatibles.
Bajo esas circunstancias, la preferencia de un individuo puede describirse mediante

una funcion o curva de respuesta unimodal (SPF o Single Peaked Function).
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Fig. 1 Ejemplo de Curva de Respuesta Unimodal

La curva de respuesta unimodal permite una blsqueda o proceso que converja a la
eleccion 6ptima, por ejemplo cuando uno estd en la ducha es relativamente facil
graduar la temperatura del agua para conseguir la eleccién personal 6ptima en forma
de satisfaccion personal.

Ademas de los conflictos intrapersonales (los que surgen en la vida cotidiana a un
mismo individuo), hay que tener en cuenta los conflictos interpersonales, en los que un
grupo de individuos debe de elegir entre varias alternativas conforme a sus propios

intereses, que se conoce como PRT o Person Response Theory. Bajo este supuesto:

0 Las curvas de respuesta unimodal para cada individuo se toman como
pardmetros de posicion o puntos ideales.

0 Los estimulos son valorados en una escala.

0 Los datos estan condicionados por cada individuo (los individuos otorgan
puntuaciones a una serie de estimulos en base a la preferencia que tengan
hacia ellos).

o Dada la naturaleza del problema, el analisis debe ser multidimensional.



La medida y el conocimiento de las diferencias entre individuos necesita de una
explicacion y ademas es necesario el poder anticiparse a ellos a través de métodos

estadisticos adecuados.

Segun Busing (2010), el Unfolding nace en el &mbito de la Psicologia y las Ciencias
Sociales. Coombs (discipulo de Thurstone) introduce el concepto cuando publica un
articulo en la revista Psychological Review en el cual demuestra que un simple ranking
de preferencias contiene informacién métrica (Coombs, 1950). Tras este articulo, el
concepto de Unfolding continda desarrollandose en base a las ideas de Thurstone
(método de las comparaciones pareadas) y de Guttman (1944, 1946), quien demostrd
mediante la escala Guttman que los items que miden cierta actitud poseen intensidad
y pueden ser escalables en un sentido de jerarquia y orden.

Asi, Coombs desarrolla un nuevo tipo de escala y define la escala conjunta J, en la
cual tanto individuos como estimulos ocupan posiciones fijas en un espacio comun, la
posicion de un individuo representa el ideal en el sentido de que el individuo estara

mas cercano al estimulo hacia el cual ha mostrado mayor preferencia.

El término Unfolding (“desdoblado”, en espafol) fue elegido por Coombs por esta
sencilla razon: si se imagina la representacion conjunta en la escala J de Coombs
dibujada en un pafiuelo, se sujeta el punto que representa un individuo concreto con
dos dedos, este punto queda en la parte superior y los estimulos quedan
representados sobre una “curva’” de manera que los estimulos menos preferidos
estardn mas lejos del individuo, es decir, si se observa la configuracion del pafiuelo
doblado, se puede adivinar el orden de preferencia que ha otorgado el individuo a los
estimulos. Ademas, el orden de los estimulos en la escala J de Coombs es la escala |
del individuo (puntuaciones otorgadas a los estimulos) y el Unfolding o desdoblamiento
es la opcion inversa: los 6rdenes de la preferencia de cada individuo (escala |

conocida) conforman los datos a representar en la escala conjunta J desconocida.

Esta idea pronto fue extendida por Bennett y Hays (1960,1961) al caso
multidimensional y en ambos articulos se dio a conocer el Unfolding Multidimensional,
centrandose en el problema de determinar la minima dimensién necesaria para la
representacion de los datos y la obtencidén dicha configuracion. Pero pronto surgieron
los primeros inconvenientes: los métodos que hasta ese momento se venian empleado
para obtener las soluciones no eran manejables para datos ordinales, pues producian

soluciones no métricas (los individuos no se representaban mediante puntos fijos sino



gue podian yacer en regiones isétonas') y ademas se afadia la dificultad de la no
existencia de programas informéticos adecuados.

Desde entonces, se establece una busqueda incansable para solucionar las
dificultades que surgen motivadas basicamente por el tratamiento y la medida de los
datos, la necesidad de encontrar soluciones métricas para datos no métricos, la
basqueda de una medida de ajuste para la configuracion conjunta que minimice la
diferencia entre disparidades y las distancias, el desarrollo de algoritmos que permitan
obtener soluciones validas y ajustadas a los datos iniciales, ademas de la necesidad
de la informética para facilitar el calculo de dichos algoritmos.

Es por este motivo que el Unfolding como técnica que deriva del MDS y como parte
del AM se revela como un método completo desde el punto de vista de la estadistica,
porque combina aspectos matematicos como la manipulacion algebraica de las
matrices de datos, la geometria embebida dentro de la solucion y la necesidad del
desarrollo de programas informaticos para la obtencién de soluciones a través de los
algoritmos que, en gran medida, estan basados en Métodos Numéricos que provienen
del Analisis Matematico.

Ademas, con el desarrollo en el andlisis de matrices de tres entradas y su aplicacion
en el MDS y como respuesta a la necesidad de entender las diferencias entre
individuos no solo en una determinada situacion sino en determinados contextos
diferentes, surge el Unfolding de tres vias, ya que si en una determinada situacion un
individuo puede ordenar una coleccién de estimulos segun un rango de preferencias y
el Unfolding proporciona una solucién 6ptima al problema, desde luego cabe la
posibilidad de poder generar soluciones en dos o mas situaciones.

Para finalizar se puede resaltar el hecho de la poca repercusion de esta técnica en
nuestro pais a pesar de las interesantes aplicaciones que tiene, fundamentalmente en
Psicologia, Ciencias Sociales (Sociologia, Politica), Marketing (Investigacién de
Mercados) y pequefias aportaciones en otras disciplinas como se verd mas adelante.
Este trabajo por tanto constituye una revision bibliografica del desarrollo y avances del
Unfolding, abarcando referencias desde la primera contribucién tedrica hasta los
desarrollos mas recientes que llevan al modelo de tres entradas y a la combinacion

con otras técnicas de AM.

!La definicién de region isétona se muestra en el capitulo siguiente.



Objetivos

El objetivo principal de este trabajo es revisar la técnica de Unfolding
Multidimensional (MDU, por sus siglas en inglés), desde la introduccion de la idea,

sugerida por Coombs a principio de los afios 50, hasta el momento actual.

Ademas, mediante la lectura y andlisis de la literatura publicada referente a este

tema se pretende abordar los siguientes objetivos:

o Revisar el Algebra y la Geometria subyacente.

0 Realizar una aproximacion al problema de las soluciones triviales o
degeneradas y las técnicas propuestas por diversos autores para
solventarlas.

0 Revisar los distintos modelos de Unfolding propuestos (Condicionados,
Internos/Externos, etc.)

o Profundizar en el Unfolding de tres vias, estudiando y analizando la
bibliografia méas relevante del tema.

0 Revisar los algoritmos empleados en Unfolding asi como los diversos
programas informéticos que permiten su implementacion.

0 Buscar y exponer distintas aplicaciones practicas de esta técnica realizadas
en diversos campos.

o0 Desarrollar e implementar uno de los algoritmos revisados en este trabajo

en Matlab.
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Material y Métodos

Escalamiento Multidimensional

Uno de los problemas més interesantes en muchas disciplinas se plantea cuando se
necesita entender las relaciones entre objetos y se desconocen las dimensiones
subyacentes en la comparacion de los mismos, especialmente en aquellas situaciones
en las que la informacion disponible se refiere exclusivamente a la similaridad o
disimilaridad entre los objetos que son motivo de estudio. El Escalamiento
Multidimensional, en adelante (MDS) fue originariamente concebido como un
procedimiento que permite la construccion de una configuracion de puntos en un
espacio de dimension reducida, a partir de la informacion proporcionada por las
medidas de proximidad (similaridades o disimilaridades) entre cada par de objetos a
representar.

El MDS es, por tanto, una técnica estadistica clasificada dentro del Andlisis
Multivariante cuyos origenes se remontan a finales del siglo XIX, que permite la
representacion de una coleccion de objetos partiendo de ciertas medidas de
similaridad (o disimilaridad) entre ellos. Borg y Groenen (2005) sefialan cuatro

propdsitos basicos de esta técnica:

i.  Reproducir medidas de similaridad o disimilaridad mediante distancias en un
espacio de baja dimensién para facilitar su interpretacion.
ii. Probar si ciertas caracteristicas que se pueden usar para distinguir objetos son
las responsables de las diferencias percibidas entre ellos.
iii.  Identificar dimensiones en base a juicios de similaridad.
iv.  Explicar juicios de disimilaridad creando una regla que refleje el tipo de

distancia que permite diferenciar los objetos.

Este método comprende un conjunto de procedimientos y técnicas que tratan de
representar y explicar la configuracién obtenida en un entorno multidimensional. Asi
por ejemplo, dada una matriz de correlaciones entre diversas variables, el MDS
permite representar las variables como puntos, de forma que dos puntos cualesquiera
se encontrardn tanto mas proximos entre si cuanto mas correlacionadas estén las
variables a las que representan. Si las distancias interpuntuales se corresponden
suficientemente bien con las correlaciones, es posible conseguir una representacion

que ponga de manifiesto la estructura intrinseca existente que, de otro modo, podria
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permanecer oculta al investigador puesto que en general resulta mucho més dificil

observar una tabla de coeficientes de correlacion que una gréfica en un plano.

El siguiente ejemplo permite entender de forma rapida la técnica de MDS:

Se supone que se esta interesado en el estudio de ciudades respecto a su posicion
geogréfica. Si se dispone de un mapa donde se encuentran representadas las
ciudades la construccion de la correspondiente matriz de distancias entre las ciudades
a partir de dicho mapa se reduce a una cuestion grafica elemental. Supongase, por el
contrario, que se dispone de una matriz cuadrada formada por las distancias lineales
entre cada pareja de ciudades y se pretende reconstruir el mapa partiendo de dicha
matriz. Cuando la matriz de distancias es euclidea, este problema tiene solucion
exacta en una determinada dimension, como se recoge en el siguiente resultado

(teorema) (Young y Householder, 1938):

Sea Dy, = (4 J-} una matrz de distancias entre n puntcs y sea EB,,.; la matriz dada por
B = HAH con H,,, , cuya expresicn es H =1 —-n"'1,1," con 4,,, la matriz cuyos
datos vienen dados por A= —%5,?-,. Entonces D &s una matriz de distancias euclideas

siy sélo si B es semidefinida positiva®. Ademas se tiene que:

i. SiD,., esla matriz de distancias euclideas para una configuracion de puntos
en un espacio de dimension K dada por Z;,.) = (2y,...,2,)", entoncesB =
(HZ)(HZ)", es decir, los elementos de B se expresan como b, = (z, — ) (z, —
Z) ¥r,s:1..n , de donde se desprende queE =0y E es la matriz centrada de
productos escaiares.

ii. Reciprocamente, si B es semidefinida positiva de rango K, entonces puede
construirse una configuracion asociada a B de la siguiente forma: Sean

Ay =Az= .. > A los k valores propios positives ¥ xgqy, Xy Sus k vectores

propios normalizados segun la condicién x,f,.,xm =A;%wi:1..k Enonces las
distancias euclideas entre los puntos de E* de coordenadas x, = (x,q,..., X )
donde x, es la r-ésima fila de la matriz X = (x(1), ..., %), estén dadas por la
matriz de distancias D. Ademas esta configuracion esta centrada (¥x=0)y B es

la matriz de productos escalares de esta configuracion.

2 Una matriz simétrica A es semidefinida positiva si x*/x = 0 para todos los posibles vectores x (excepto
x=0).Los valores propios de una matriz semidefinida pasitiva son todos positivos o nulos.
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Este teorema, cuya demostracion puede consultarse en Mardia (1980), indica que
existe solucién Unica para distancias euclideas en un espacio de dimensién K=rg (E)

salvo isometrias, donde K alcanza como maximo el valor (n-1).

Modelos de MDS

Son muchos los algoritmos que se han desarrollado para obtener la configuracion que
mejor se ajuste a las disimilaridades de partida. Estos algoritmos estan fundamentados
en modelos espaciales de naturaleza geométrica en los que las disimilaridades se
suponen relacionadas mediante una cierta funcion con las distancias interpuntuales de
la configuracion resultante. Cabe distinguir entre los modelos que utilizan
disimilaridades medidas en escala de intervalo o de razén, que son los modelos
métricos, y los que utilizan disimilaridades medidas en escala ordinal, que son los
modelos no métricos.

En ese sentido, es necesario conocer y distinguir el tipo de medida o escala de los

datos. Debe recordarse que:

0 La escala nominal sélo permite establecer relaciones de igualdad vy
desigualdad entre los datos.

0 La escala ordinal sélo permite establecer una jerarquia entre los datos en un
sentido de mas a menos o viceversa.

0 La escala de intervalo permite ordenar no sélo los datos sino también las
diferencias entre ellos.

0 La escala de razén permite establecer relaciones de proporcionalidad entre los

datos.

Ademas, es adecuado conocer la condicionalidad de la medida, ya que si todos los
sujetos utilizan del mismo modo la escala de medida y llevan a cabo sus estimaciones
siguiendo los mismos criterios los datos son incondicionales. Sin embargo, si los
datos no son comparables entre si son datos condicionales, pudiéndose distinguir
entre:
Condicionalidad por matriz, cuando los datos son comparables dentro de una
matriz pero no son comparables de una matriz a otra (andlisis de tres vias).
Condicionalidad por fila, cuando no se puede realizar la comparacién de una
fila a otra de la matriz. En este caso, se parte de una matriz rectangular de
preferencias, donde cada fila representa un sujeto y se supone que los sujetos

establecen sus preferencias en base a criterios diferentes.
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Para describir los diferentes madelos de MDS se puede hacer referencia en principio y
sin pérdida de generalidad, al tipo de datos méas usual que consiste en una matriz

cuadrada de disimilaridades d;; de dos vias y un modo. Se puede suponer, por tanto,

un conjunto de n objetos y una matriz de disimilaridades entre los pares de objetos.
El objetivo del MDS es encontrar una configuracibn de puntos en un espacio de

dimensién K de forma que las distancias d;; se adapten tanto como sea posible a las
disimilaridades 4;;, 0 a una transformacién de ellas:
f(8y) =dy

La eleccion de la funcién o transformacion f especificara el tipo de modelo MDS:

0 Modelos de MDS Métrico: Son los modelos de MDS en los que el tipo de
relacion funcional que se establece entre las disimilaridades y las distancias
tiene en cuenta, ademas del orden, el valor intrinseco de las disimilaridades.
Estos modelos suelen estar asociados a datos medidos en escalas de
intervalo y de razon y tratan de encontrar un conjunto de puntos en un
espacio de forma que cada punto represente uno de los objetos y las
distancias entre los puntos sean aproximadamente iguales cuantitativamente
a las correspondientes disimilaridades transformadas mediante la relacion
f{ﬁfJ-j = d;; donde f es una funcion continua, paramétrica y monotona.

Dentro de estos modelos pueden destacarse principalmente los siguientes:

- MDS clasico o de Torgerson : f(&;;) = &
- MDS para datos medidos en escala de razon : f(ﬁ,-j-} = bé;

- MDS para datos medidos en escala de intervalo : f(ri,-jj =a+bdy

La funcion f de los tres modelos anteriores es una funcion lineal, pero esto no tiene
por qué ser asi. Se puede elegir cualquier tipo de funcién. Otros modelos de MDS
meétrico no lineales son:

- MDS logaritmico : (&) = b+ log(8,) 6 f(6;) = a+b-log(d;)

- MDS exponencial : f(8;,) = a+ be®i

- MDS cuadrético : f(&;) = a + hd;; — cd;

- MDS inverso : f(8;;) = a + b/d;;

- MDS reciproco : f(&;) = b(1— &)
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- Modelos de MDS No Métrico: Si se abandona la naturaleza métrica de la
transformacion de las disimilaridades por una relacion puramente ordinal, se
obtienen modelos de MDS no métricos. La transformacién fen este caso puede

ser arbiraria y solo obedece a la restriccion monétona3,f‘i,-f < e f [r?”'} =

f(8..); ademas, siempre hace uso de datos medidos en escala ordinal o

nominal. Por tanto, solo las ordenaciones de las disimilaridades deben

preservarse por la transformacion y de ahi el término no métrico.

Los modelos no métricos son més flexibles que los métricos, en la medida en que no
suponen ningun tipo de relacion especifica entre la distancia calculada y la medida de
proximidad. Sin embargo, los resultados de los procedimientos métricos y no métricos
aplicados a los mismos datos son a menudo muy similares. La razon de esta aparente
paradoja es que, a pesar de la pérdida de informacién que supone transformar datos
métricos en datos no métricos, la representacion espacial impone grandes

restricciones a las soluciones posibles.

Errores, Funciones de Pérdida y Stress

Tanto en los modelos métricos como en los no métricos se requiere que las
proximidades, o transformaciones de ellas, sean representadas exactamente por sus
correspondientes distancias. No obstante, en la practica, la presencia de “ruido” en las
proximidades empiricas hace que la relacion de "igualdad" se relaje y sustituya por la
de "aproximadamente igual’, de modo que no resulta necesaria la representacion
exacta sino que basta una buena aproximacion de la solucion. Asi, una medida de la

bondad de ajuste debe considerar el error total cometido en la aproximacion.

En la definicion de tal medida se emplea el concepto de error (cuadratico) de

representacion:

efy = [f(dy) - fir‘;‘l2

Sumando todos los eﬁ-. se obtiene el Stress bruto, una medida de “maldad” de ajuste

para la configuracion X obtenida:

3Una funcién entre conjuntos ordenados se dice mondétona (o is6tona) si conserva el orden dado.
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1_ ] 1_ ( 1 )
orlx) = > eij = = 2_ [r(at) = dylx)]?

i f

=

Dado que en la practica se pueden encontrar valores ausentes o desconocidas para

d;j que no imponen restriccion alguna en las distancias en el conjunto, se intraducen
los pesos wy; cuyo valor sera 1 o mayor que 1 si 4;; es conocido y O si 4;; no se

conoce. Con los pesos, la expresion del Stress bruto queda:

0['{?:) = wfi[f{ﬁfj} = fif,-{k"_}lz ( 2 )

R

La raiz cuadrada de ese valor, normalizado por la suma de las distancias al cuadrado
(para evitar la dependencia de las escalas de medida), es lo que se denomina Stress-1
(Kruskal, 1964a):

(3)
01(X) = Jm*u) SR
g 2 i (%)

Minimizar el Stress-1 requiere encontrar una configuracién optima X en una dimensién
dada. Ademas, si f es una funcién paramétrica®, los valores de los parametros
también deberan ser estimados. Habitualmente la manera de hacerlo es mediante la
regresion de las distancias interpuntuales para X sobre las proximidades: una
regresion lineal en MDS con datos medidos en escala de intervalo, una regresion
monatona en MDS con datos medidos en escala ordinal. Los valores de las distancias
estimados mediante la regresién son las disparidades o “distancias aproximadas”,
denominadas también por algunos autores (Kruskal, 1977; Heiser, 1990) como
pseudo-distancias y denotadas como &,-J- ;

Para valorar el grado de ajuste de la configuracion obtenida se puede usar un grafico
llamado diagrama de Shepard (Fig. 2), que no es mas que un diagrama de dispersion

que representa a las proximidades frente a las disparidades o distancias aproximadas.

4En matematicas, una ecuacion paramétrica permite representar una o varias curvas o superficies en el
plano o en el espacio, mediante valores arbitrarios 0 mediante una constante, llamada parametro.
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Permite detectar outliers y, ademas, es particularmente Gtil en MDS ordinal para

identificar la forma aproximada de la funciébn monétona desconocida.

disparidades
@
distancias

proximidades
Fig. 2. Ejemplo de Diagrama de Shepard

Los programas informaticos que realizan escalamiento multidimensional efectian el
ajuste tanto de los modelos métricos como de los no métricos en forma iterativa
mediante los siguientes pasos:

1°. Seleccionan una configuracion inicial de puntos en una determinada dimension.

2°. Calculan las distancias interpuntuales de la configuracion de puntos del paso
anterior y realizan una regresion de estas distancias sobre las proximidades,
obteniendo las disparidades.

3°. Determinan una medida de “maldad” de ajuste. Las que se suelen usar son el
Stress de Kruskal y el S-Stress de Takane, Young y Deleeuw, definidos de la

siguiente manera:

2 3 v 4
Z:-::_.l d.iL,l'
—— 5
S — Stress = |E—___;=:J [dﬁ _ dﬁji o
i) d.ﬁ.‘

donde d;; son las distancias interpuntuales de la configuracion de puntos y &,-J- son las

disparidades.
4°. Si la medida de ajuste no llega a un valor limite adecuado, buscan una nueva

configuracion de puntos para la que la medida de ajuste sea menor. Para ello
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determinan las direcciones en las cuales puede obtenerse una mejora en el ajuste y a
continuacion mueven los puntos de la configuracion en esas direcciones mediante
pequefios incrementos. Por ejemplo, el algoritmo ALSCAL, implementado en el
programa SPSS, actualiza las coordenadas de la configuracion de puntos mediante el
método del gradiente o método del mayor descenso.

5°. Una vez alcanzada la medida de ajuste satisfactoria, se reduce en uno el numero
de dimensiones de la solucion y se repite el proceso hasta obtener una solucion en el

menor numero posible de dimensiones con una medida aceptable de ajuste.

Unfolding: Modelo para datos de Eleccion o Preferencia.

El modelo de escalamiento “desdoblado” o Unfolding es un caso particular del MDS
expuesto anteriormente, que utiliza como datos de entrada puntuaciones de
preferencia dadas por un grupo de sujetos a un conjunto de estimulos y representa
conjuntamente ambas entidades (sujetos y estimulos).

Originalmente fue desarrollado por Coombs (1964) para analizar datos de eleccion o
preferencia y en este modelo se puede asumir que existe una relacion de proximidad
entre los elementos de dos conjuntos distintos de modo que cada elemento i (con i:
1...R) del primer conjunto al que se puede denotar como | o conjunto de individuos o
sujetos clasifica u otorga una puntuacion 5 a cada uno de los elementos j (con j:
1...N) del segundo conjunto denominado J o conjunto de objetos o estimulos. El
modelo Unfolding supone que los sujetos perciben los objetos de la misma manera
pero que difieren en lo que consideran la combinacion ideal de los atributos de los
mismos. Proporciona una representacion conjunta de los individuos y los estimulos en
el mismo espacio euclideo de dimensién M, en la que la distancia desde el punto que
representa a un individuo i (también llamado punto ideal) hasta el punto o lugar que
representa a un estimulo | esta inversamente relacionada con la correspondiente
puntuacion. Asi, un valor s;; que indique una gran preferencia del individuo i hacia el
estimulo j, estard asociado a una distancia pequefia entre los puntos guUe representan

al individuo iy el estimulo j, y lo mismo sucede al contrario: valores s;; que indiquen

poca preferencia se asociaran con distancias grandes.
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Una aproximacion inicial: Modelo de Punto-ldeal e Isopreferencias

El ejemplo clasico de Green y Rao (1972) permite explicar las nociones basicas del
modelo Unfolding (también Illamado modelo del “punto ideal”) y las
isopreferencias.

En este experimento, se pidié a 21 individuos y a sus parejas (42 sujetos en total) que
ordenasen de mayor a menor preferencia 15 productos para el desayuno. Una vez
recopilados los datos de todos los individuos, se construyd una matriz de dimensién
42x15, cuyos elementos por fila eran las puntuaciones otorgadas a cada producto
desde 1 (mas preferido) a 15 (menos preferido).Estas puntuaciones pueden expresar
de alguna manera cierta nocidn de proximidad, es decir, la cercania de cada producto
a un producto de desayuno 6ptimo.

Si se retrocede de nuevo al MDS, se puede recordar que la matriz de
similaridades/disimilaridades en MDS clasico es una matriz cuadrada, donde las
entidades representadas en filas y columnas son las mismas. En el caso del Unfolding,
la matriz de entrada es una matriz rectangular de preferencias en dos vias y dos
modos (sujetos y estimulos). Pero se puede conseguir que la matriz RxN se convierta
en una matriz cuadrada (R+N)x(R+N), simplemente yuxtaponiendo sujetos y estimulos
uno a continuacion del otro tanto en filas y columnas. De esta manera, la matriz estaria
formada por cuatro bloques, dos con las puntuaciones de preferencia dadas por los
individuos para el conjunto de estimulos y otros dos con datos ausentes (ya que no
existen puntuaciones entre los elementos de un mismo grupo). Asi, en esta matriz (Fig.
3) solo se recogen datos de proximidad entre ambos conjuntos (individuos y objetos),

pero no dentro del mismo conjunto.

Estimulos Sujetos

Datos ausentes

Estimulos

Datos ausentes

Sujetos

Fig. 3. Matriz de preferencias
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Con los datos de partida y aplicando el algoritmo SMACOF de minimizacion del Stress,
la solucién del modelo Unfolding vendria dada por una configuracion conjunta de
(R+N) puntos que representan a R individuos y N objetos. EI modelo Unfolding
también se conoce como Modelo del Punto Ideal, pues éste asume que todos los
individuos comparten el mismo espacio perceptual para la eleccion de los objetos (es
decir, los individuos comparten el mismo espacio psicolégico para la eleccion de
estimulos). La proximidad o cercania entre un punto que representa a un objeto y un
punto que representa a un individuo (“punto ideal” o imagen) refleja la preferencia
gue siente el individuo por dicho objeto y las diferencias entre individuos se adivinan a
través de las distancias entre los “puntos ideales” de la representacion. Los contornos
de isopreferencias (segun notacién de Borg) son los circulos concéntricos centrados
en un punto ideal y engloban al conjunto de objetos o estimulos por los que el

individuo representado por ese punto ideal muestra una preferencia similar.
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" 1
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i my i
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5 B T W | i
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Fig. 4. Un ejemplo de Solucién Unfolding (Green y Rao, 1972)

Soluciones Degeneradas o Triviales.

A priori el modelo del punto ideal parece solucionar la cuestion planteada en este
ejemplo, se encuentra una configuracion que ajusta de manera adecuada los datos de
eleccion, pero ¢hasta qué punto es esto correcto y es valido en cualquier conjunto de
datos?

Para responder a esta pregunta, sera necesario tener en cuenta una serie de aspectos
y consideraciones propias de MDS.

El MDS utiliza datos de proximidad para reproducir la configuracion de puntos

pudiendo distinguirse (como ya se vio en el apartado de MDS) entre datos
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incondicionales y condicionales, lo que resulta también aplicable al Unfolding. Con
datos incondicionales, se permite que cualquier dato de proximidad se pueda
comparar con otro dato de proximidad dentro de la matriz de datos, pero para datos
condicionales esto no es posible. La matriz de preferencias que se muestra en la (Fig.
3), esta formada por filas cuyos elementos son puntuaciones correspondientes a

individuos diferentes y se ha de tener en cuenta que:

1) El orden de los estimulos puede estar influenciado por aspectos psicolégicos
diferentes.

2) Las comparaciones entre individuos se muestran complicadas dada la estructura de
los datos.

3) Si se tiene en cuenta un Unfolding Incondicional, todas las puntuaciones 1 deberan
ser transformadas en distancias mas pequefias que aquellas que representan las
puntuaciones 2 y asi sucesivamente, para todas las filas de la matriz, mientras que en
el caso del Unfolding Condicional se requiere s6lo que una puntuacion 1 se transforme
en una distancia mas pequefia que la distancia que representa a la puntuaciéon 2
dentro de la misma fila de manera independiente en cada fila de la matriz.

La figura obtenida a través de un Unfolding Condicional por filas (Fig. 4), parece que
transforma de manera adecuada el orden de eleccion en proximidades, pero para
ciertos individuos muchos productos se encuentran dentro de una de las regiones de
isopreferencia y esto puede ser sintoma de soluciones degeneradas, porque de
alguna manera no se ve reflejada correctamente su eleccion.

Las soluciones degeneradas, que aparecen también en MDS clasico, son provocadas
por inconsistencias en los datos o por una incapacidad del programa de andlisis
informatico para alcanzar una solucion adecuada, ya que, en ocasiones, se alcanza un
valor muy pequefio del Stress con independencia de la relacion que exista entre las
proximidades de partida y las distancias de los puntos de la configuracion obtenida.
Las soluciones degeneradas se pueden corregir imponiendo restricciones adicionales
en la funcion de pérdida, por ejemplo, aplicando una nueva medida derivada del
Stress. Mas adelante se profundizara en este asunto.

Ademas de las soluciones degeneradas que son propias del MDS y que el Unfolding
también las hereda, aparecen otro tipo de soluciones inesperadas Illamadas
soluciones triviales que son independientes del tipo de Unfolding aplicado y del tipo
de datos a analizar.

En este punto es conveniente comentar que puede haber cierta controversia acerca de
la distincién entre solucidn degenerada y trivial, ya que puede que no se encuentre

distincién entre ambos conceptos. Borg (2005) es bastante ambiguo respecto de la
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diferencia, sin embargo en Busing (2010) el autor comenta que DelLeeuw (1983) hace

una distincién clara entre ambas soluciones:

i.  Una solucion trivial tiene Stress=0 y proporciona una solucion no interpretable
dentro de la configuraciébn conjunta, pero se puede evitar con una
normalizacion adecuada.

ii. Una solucion degenerada, sin embargo, a menudo no tiene por qué alcanzar
un Stress cero, tampoco proporciona soluciones interpretables pero no es

posible evitarla solo con una normalizacion.

En algunas ocasiones, las soluciones triviales y degeneradas pueden presentarse en
forma de solucidn trivial equidistante: los puntos de uno o ambos conjuntos (individuos
y objetos) estan dispuestos en dos agrupaciones compactas, de forma que las
distancias entre dos puntos cualesquiera es siempre la misma, como se puede

apreciar a continuacion.

o |
Puntos | Puntos J

Fig. 5. Un ejemplo de solucidn trivial equidistante

Para evitar este tipo de soluciones triviales equidistantes, Kruskal (1968) y Kruskal y

Carroll (1969) propusieron una variante del Stress, llamada Stress-2:

— gﬂﬁ—mﬂ&i—fuja (6)
Zr’::j“‘rf_.l'[ ﬂ'f_.l'(.Xj - 5]2

O3 (xj

donde d es la media de todas las distancias d;;{X), con i<j. Técnicamente la

minimizacion de esta nueva medida resuelve las soluciones triviales equidistantes (ya
gque para este tipo de soluciones el denominador tiende a cero y, por tanto, el Stress-2
es grande), pero no resuelve otro tipo de soluciones triviales que se dan en el

Unfolding Condicional por filas, propio de datos de preferencia.
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En el Unfolding Condicional por filas, las transformaciones que se utilizan son
ordinales y los datos se transforman independientemente fila a fila. En este caso, la
minimizacion del Stress puede conducir a soluciones en las que todos los estimulos se
representan mediante un Unico punto y los individuos (filas de la matriz) se
representan en la configuracion mediante puntos diseminados por todo el espacio. La
razon por la cual se puede obtener una solucion de este tipo reside en el hecho de que
la transformacion condicional por filas permite diferentes distancias entre los puntos
que representan a las filas y el punto que representa a las columnas mientras que
mantiene Iguales las distancias dentro de las filas. El numerador del Stress-2 es cero
ya que d;;(X) = &,-J- dentro de cada fila de la matriz, pero el denominador no, ya que
las distancias de una fila al punto Unico que representa a los estimulos difieren de fila
a fila.

Las soluciones triviales y los enfoques propuestos para evitar su aparicién se discuten
mas profundamente en el siguiente capitulo.

Como se comento en parrafos anteriores, las soluciones degeneradas son propias del
MDS y ademas también aparecen en el Unfolding debido a problemas de minimizacién
en la funcién de pérdida o inconsistencias en los datos.

Un ejemplo tipico se muestra en (Fig. 6), en la que los puntos del conjunto | (filas de la
matriz) son transformados en puntos que yacen unos superpuestos sobre otros,
mientras que los puntos de J (columnas) son transformados en puntos que yacen
alrededor de una curva. Esta configuracion es propia de un Unfolding ordinal

incondicional, cuya solucién se ha obtenido minimizando el Stress-1.
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Fig. 6. Un ejemplo de solucion degenerada para Unfolding ordinal incondicional y

diagrama de Shepard asociado con el Stress-1.
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El diagrama de Shepard muestra que los puntos que representan las distancias se
dispersan muy suavemente respecto de la linea central (linea de ajuste), por lo que la
suma de los cuadrados de la distancia de cada punto respecto de la linea (numerador
del Stress-1) es mucho més pequefio que la suma de los cuadrados de las distancias

de todos los puntos (denominador del Stress-1).

Si se intenta utilizar el Stress-2 propuesto por Kruskal ( 6 ) sobre el mismo conjunto de
datos (Fig. 7), la representacién que se obtiene no mejora la calidad en el sentido que

de nuevo se obtiene una solucion degenerada.
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Fig. 7. Un ejemplo de solucién degenerada para Unfolding ordinal incondicional y

diagrama de Shepard asociado con el Stress-2.

El diagrama de Shepard asociado a la configuracion obtenida muestra que existe una
“degeneracion” de las distancias, puesto que las puntuaciones menores de 3 se
transforman en distancias de aproximadamente 2,5 mientras que las puntuaciones
mayores de 3 lo hacen en distancias de alrededor de 1,2 y todos los puntos se
agrupan cerca de la linea de ajuste, lo cual indica un numerador del Stress- 2 muy
pequefio o préximo a cero.

En la figura de la izquierda, que representa la configuracion obtenida, se observa que
los estimulos (etiquetados con letras) se agrupan en tres clusters mientras que los
individuos (etiquetados mediante puntos) también se presentan agrupados. Se han
dibujado tres circulos en trazo continuo con centro los estimulos de cada cluster y con
radio la distancia al grupo de individuos més cercano, y otros dos circulos en trazo
discontinuo con centro en AGD y CFH, respectivamente y con radio la distancia al
grupo de individuos mas alejado. Se puede observar que tanto los circulos continuos

como los discontinuos tienen el mismo radio, lo que demuestra que la transformacién
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aplicada a los datos calcula dos distancias tal y como muestra el diagrama de
Shepard. Borg y Groenen afirman, ademas, que si la matriz se transpone en el sentido
de que los estimulos aparecen en filas y los individuos en columnas, la solucion seria
la misma (dos distancias) intercambiandose en la configuracion individuos (centro de
los clusters) y estimulos (sobre los circulos continuos).

Por lo tanto, ya que sobre un Unfolding Incondicional Ordinal la minimizacion del
Stress-1 o el Stress-2, no resuelve el problema de las soluciones degeneradas, Borg y
Groenen plantean utilizar un Unfolding métrico con datos de preferencia supuestos en
una escala de intervalo.

Sin embargo, al aplicar de nuevo un Unfolding Incondicional de intervalo, la
configuracién de puntos que se obtiene minimizando el Stress-1 es parecida a la de la
(Fig. 6), con la salvedad de que el diagrama de Shepard mostraria una recta de
regresion con pendiente positiva, lo contrario a lo esperado (pendiente negativa) dado
que la recta deberia decrecer para preservar la interpretacion de que los individuos
gque puntian mas alto deberian estar mas préximos en distancia. De todos modos esta
solucion tampoco parece satisfacer las expectativas, ya que de nuevo lleva a una

solucion degenerada que no se corresponde con los datos originales.
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Fig. 8. Diagrama de Shepard para Unfolding Incondicional de intervalo con Stress-1.

Aplicando una minimizacién del Stress-2 en el mismo Unfolding Incondicional de
intervalo anterior, a priori, tanto la configuracién de puntos obtenida como el diagrama
de Shepard, no parecen mostrar soluciones degeneradas, los puntos parecen
ajustarse muy bien a la linea de regresion y no existen discontinuidades. Sin embargo
al comprobar la “realidad” de la solucion, la recta de regresion tiene una pendiente

negativa (contrario a lo esperado) y la configuracién de los datos, parece ser que no
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representa de manera fiel las preferencias de cada individuo, es decir, estimulos mas

preferidos no son representados junto a los individuos que los han elegido.
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Fig. 9. Solucién Unfolding Incondicional de intervalo y diagrama de Shepard con Stress-
2.

Por lo tanto, la utilizacion del Stress-2 como medida de ajuste para evitar las
soluciones degeneradas no es del todo correcta, ya que en el caso del Unfolding
Ordinal no se consiguen eliminar y si se utiliza una aproximacion métrica (por ejemplo,
a través de un Unfolding de intervalo) aunque tiende a desaparecer, se obtiene una

configuracién que no se corresponde con los datos iniciales.

Configuracion de Puntos en el Espacio Comun (Regiones isétonas e
indeterminaciones)

Otro punto muy importante que se debe tener en cuenta a la hora de realizar un
andlisis Unfolding Condicional de datos ordinales es la calidad de representacion de
los datos. Hay que hacer especial hincapié en la importancia que tiene la posicion de
los puntos de un conjunto con respecto al resto de puntos de su mismo conjunto y
respecto a los puntos del segundo. Segun Borg y Groenen, la mejor distribucién
relativa de puntos y objetos es aquella en la que ambos conjuntos estan distribuidos
alrededor del espacio, lo que implica que hay individuos con diferentes alternativas de
eleccion (preferencias) y cada uno de ellos tiene un objeto mas preferido entre éstas.
La existencia de una configuracidbn en un espacio de dos dimensiones, en la que
individuos y objetos se distribuyan correctamente conservando la ordenacion de
preferencias, fue probada por Coombs (1964), que demostrd que si existen n objetos
en un espacio MDS de dimension n-1, entonces todas las regiones isétonas de los
puntos ideales son abiertas.

En el caso del Unfolding Multidimensional, el espacio conjunto de dimension p puede

ser dividido en regiones is6tonas por los hiperplanos definidos por cada par de
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estimulos (Fig. 10) y de acuerdo al orden de preferencia, todos los individuos que
yacen en una determinada region isotona, tienen la misma preferencia por el conjunto
de estimulos, por ejemplo en (Fig. 10) los individuos que tengan el mismo orden de

preferencia D>C>A>B, seran representados en el area subrayada.

H(B,C) H(B,D) H(A,B)

L3

H(C,D)

Fig. 10. Ejemplo de Regiones Isétonas con 4 estimulos en un espacio de 2 dimensiones
(Cox, 2000)

Conforme aumenta el nimero de estimulos, el nimero de hiperplanos crece y el area
descrita por las regiones isotonas se reduce, reduciendo también la incertidumbre de
la representacion de las coordenadas de los individuos ya que estarian forzados por
las preferencias y las regiones is6tonas que les pertenecen.

En ese sentido cuanto més pequefia se haga el area de la region is6tona mas se
reduce la incertidumbre en la representacion de los individuos respecto de sus

preferencias y, por tanto, en la unicidad de la solucion obtenida.

Otras consideraciones en Unfolding Multidimensional

Hasta ahora se han tratado dos de los puntos mas importantes que cualquier
investigador de Unfolding deberia conocer: las soluciones triviales y las
indeterminaciones en la representacidén conjunta de puntos en el espacio. No obstante,

se podrian afadir ciertos aspectos de indole psicologica, tan importantes como las
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anteriores, si se quiere obtener una configuracion de calidad que reproduzca lo mas
fielmente posible los datos de entrada.

En primer lugar, hay que tener en cuenta las dimensiones que subyacen en la
interpretacion de los resultados o en la eleccion de los estimulos por parte de los
individuos para no llegar a conclusiones erroneas. Se aconseja tener especial
precaucion en no colapsar el espacio conjunto debido a la existencia de dimensiones
correlacionadas, es decir evitar realizar la eleccion de estimulos en dimensiones que
impliquen psicolégicamente lo mismo y hacer una minuciosa seleccién de estimulos
para realizar el juego de preferencias.

En segundo lugar, el Unfolding Multidimensional asume que en la eleccién de los
estimulos, todos los individuos perciben el juego de la misma manera, es decir, la
coleccion de objetos significa psicolégicamente lo mismo para todos, la configuracion
de los estimulos es Unica y las diferencias entre individuos se reducen Unicamente a
las distancias entre los puntos ideales, no existen dimensiones psicoldgicas afiadidas
gque tengan interpretacion en la configuracion. Si esto no se tiene en cuenta, la

interpretacion del resultado llevaréd a conclusiones erréneas.

Soluciones Triviales, ¢cémo resolverlas?: Tres enfoques distintos

Tal y como se ha comentado en el apartado anterior, el principal problema que surge a
la hora de obtener una representacién correcta y valida de la configuracion de los
puntos de ambos conjuntos en el espacio, es el de las soluciones triviales.

Una de las alternativas propuestas para intentar solucionar este problema es el Stress-
2 gue, como se ha visto anteriormente, no las evita del todo. Borg y Groenen proponen

y discuten tres tipos de enfoques para tratar de resolver este tipo de soluciones:

v' Ajuste o adaptacion de los datos
v' Ajuste de la transformacién

v" Modificacion de la funcion de pérdida

Ajuste o adaptacion de los datos

El primer enfoque para evitar una solucién trivial consiste en asegurar que la funcion
de transformacion no pueda tener un término independiente distinto de cero y una
pendiente nula, para lo cual se adaptan los datos de la matriz de entrada, a través de

dos alternativas:
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- Aproximacion Ordinal -Razén (Ordinal-Ratio Approach)

La idea de esta alternativa es utilizar una transformacion ordinal (§;; < &..— f [rTI.J.'} =

f(8..)) ¥ una de razon (f(rifJ-j = bdy;) simultaneamente sobre los mismos datos y

aproximar las disparidades obtenidas con ambas transformaciones mediante una
matriz de distancias Unica.

Se puede obtener la funcion de pérdida para cada transformacion, L(a) para la
transformacion ordinal y L(r) para la de razén, lo que permite definir una funcion de

pérdida conjunta como:

L = aL(o) + bL(r) (7)

cona,b >0y a+b=1ylas siguientes consideraciones:
- LescerosiysolosiL(o)yL(r)losonalavez
- Si L tiende a cero, entonces o L{o) o L(r) o ambos tienden a cero o bien uno
de ellos o hace y el otro no alcanza un valor grande.
- La transformacion ordinal trata siempre de conservar el orden y la
transformacién de razéon no tiene término independiente, asi que la

transformacion trivial (constante) no se puede dar.

La desventaja de esta tentativa de resolucion es que, quizas debido a la
transformacion de razén, seria mas ventajoso utilizar como datos de partida
disimilaridades en vez de similaridades. Cuando se trabaja con similaridades, se
requiere que la transformacién de razén tenga pendiente negativa, de modo que haga
corresponder distancias pequefias a similaridades grandes. Esto puede dar lugar a
disparidades negativas, que no pueden aproximarse adecuadamente a distancias no
negativas. Por ello, al trabajar con similaridades se puede optar por convertirlas en

disimilaridades antes de realizar el Unfalding, o bien par reemplazar la transformacion

de razon por una transformacién de intervalo (f(48;) = a + bc‘i”J y considerar la funcion

de pérdida L = al(o) + bL(i), con L(i) la funcién de pérdida para la transformacion de
intervalo.

Tal y como comentan Borg y Groenen, no esta garantizado que la aproximacion
ordinal-intervalo funcione siempre (es decir, evite las soluciones triviales), aunque

estos autores aplican con éxito esta aproximacién a un conjunto de datos.
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- Ampliacion de la matriz de datos con proximidades entre entidades de la

misma clase (Augmenting the Within-Objects Blocks)

Esta alternativa para adaptar los datos iniciales se basa en la idea de que el Unfolding
es equivalente a un MDS con una matriz de proximidades incompleta (Fig. 3) y sugiere
ampliar esta matriz calculando los datos de uno (o ambos) blogues con datos faltantes.
Steverink, Van der Kloot y Heiser (2002) propusieron reemplazar los datos ausentes
del bloque de los sujetos mediante la distancia de Kemeny, ya que ésta parece
especialmente adecuada para el Unfolding con datos de preferencia.

La distancia de Kemeny (Kemeny, 1959) se calcula de la siguiente forma:

Para un individuo i y un par de estimulos k, | cualesquiera, se define la funcién:

1 s "7 " individuo i prefiere = "" 77
o - F o am #o mm B
zi(k, 1) = 0 Si . = lindividuo i le resultan indiferentes
Ao F oo am #o F £
-1 si et i ndividuo i prefiere sresen

i m= B e § oam ey

Entonces la distancia de Kemeny entre los individuos i y j se calcula como:

i Kaermt 1% 2n re los  w ividuos |
aren (i y = E|3lm,n — # ke, D) (8)
ket

En principio, una transformacion ordinal sobre la matriz con reemplazo de datos
ausentes por los valores correspondientes de la distancia de Kemeny elude la solucién
trivial equidistante, pero no ofrece una representacion valida conjunta de individuos y
estimulos.

Otro punto importante a tener en cuenta es que si la transformacion sobre la matriz
aumentada se hace condicionando por filas, la representacion conjunta de ambos da
una buena calidad de representacion de las distancias entre los elementos de cada
grupo, pero no de las distancias entre elementos de distinto grupo (es decir, de las
preferencias de los individuos por los estimulos). Para dar solucién a este ultimo
punto, Borg y Groenen (2005) proponen reemplazar también el segundo bloque de
datos ausentes pero esta vez calculando la distancia de Manhattan® a partir de cada
vector de preferencias. Ademas llevan a cabo dos pasos adicionales: primero,
transforman las distancias de ambos bloques en euclideas mediante la raiz cuadrada

y, segundo, hacen que el rango de los valores en los bloques reemplazados sea igual

5La distancia city block o Manhattan entre dos puntos es la suma de las diferencias absolutas de sus
coordenadas : (X, V) =YX, [x, — vl
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dividiendo todos los elementos de cada bloque por su maximo valor, para asegurar
que ambos bloques son equivalentes.

Con esta aproximacion mas los pasos adicionales anteriormente descritos, Borg y
Groenen consiguen una calidad aceptable en la representacion de ambos conjuntos,
aunque muestran cierta cautela con esta metodologia e invitan a futuros

investigadores a mejorar este tipo de aproximacion.

Ajuste de la transformacioén (Adjusting the Transformation)

El segundo enfoque para evitar las soluciones triviales consiste en restringir las
transformaciones posibles a aguellas que no tengan simultdneamente un término
independiente no nulo y una pendiente nuia,

La transformacion de razon f {r‘i,— J-j = bd;; satisface esta restriccion, pero no es del todo

eficiente ya que obvia la naturaleza ordinal de los datos originales usados
frecuentemente en Unfolding.

Kim, Rangaswamy y DeSarbo (1999) proponen una idea parecida a la anterior,
desarrollada en dos etapas. La primera etapa consiste en transformar los datos

originales mediante una transformacion 4;; que cumpla las siguientes propiedades:

i.  A;; debe ser estrictamente monotona.
i. En cadafila, el estimulo méas preferido se transforma en cero.
jii.  Latransformacion 4;; es la misma para todas las filas.
La segunda etapa consiste en la utilizacion de los datos transformados para el calculo
del Stress.

Esta transformacion funciona debido a que los H,—f de cada columna no pueden ser

iguales; asi mismo, los autores disertan acerca de la eleccion de dicha transformacion
Aij, ya que cualquier funcion que cumpla las tres propiedades anteriormente
mencionadas puede ser candidata aunque, dependiendo de cudl sea la funcién
elegida, las soluciones obtenidas sobre los mismos datos seran diferentes. Ademas
opinan que seria conveniente encontrar otro tipo de funciones distintas de la
transformacion de razon que funcionen bien para preferencias expresadas en escala
ordinal. Sugieren también la aplicacion de una regresibn mondtona suavizada®

propuesta por Heiser (1985,1989) como una posible medida que cumple los requisitos

6La regresion suavizada es un modelo de regresion no paramétrico en el que la funcion de regresion que
relaciona ciertas variables no tiene una forma predeterminada o conocida y sé6lo se puede suponer sobre
ella ciertas hip6tesis de suavidad en el sentido de continuidad y diferenciabilidad.
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establecidos y ademas evita soluciones triviales en la representacion conjunta de

individuos y estimulos.

Ajustes en la Funcion de Pérdida (Adjustments to the Loss Function)

El tercer enfoque recogido por Borg y Groenen se centra en la funciéon de pérdida’
evaluada a través del Stress.

En primer lugar tal y como se vio en el apartado anterior, se puede utilizar el Stress-2
( 6) para evitar soluciones triviales, pero en ocasiones, si se utiliza una transformacion
lineal sobre los datos no se podria garantizar que éstas no ocurrieran. Por ese motivo,
los autores recogen varias propuestas relacionadas con la funcion de pérdida para

evitar su aparicion.
- Asignar pesos (Weighting Strategies)

La estrategia ideada por DeSarbo y Rao (1984) consiste en evitar la ocurrencia de
soluciones triviales ponderando los datos iniciales en el calculo del Stress bruto. Dicha

ponderacion tendria la expresion: wy; = rifJ-_", donde d;; son las puntuaciones de

preferencia y el exponente p > 0 determina la influencia de un determinado objeto, de
manera que los estimulos mas preferidos tienen pesos pequefios y los menos
preferidos, pesos grandes. Si se observa la (Fig. 11) las curvas correspondientes a un
exponente p: 1,..5, informan acerca de la influencia de ciertos objetos; asi, por
ejemplo, si p=2 el residuo del objeto preferido en segundo lugar solo contribuye con un
peso del 25% en la funcién de Stress y para p=5 sélo con un 3%.Esto significa que
Unicamente los estimulos méas preferidos contribuyen al Stress y por tanto existen
pocas restricciones efectivas entre los puntos que representan a objetos e individuos
con la consiguiente indeterminacién de la solucién. La calidad de la solucién depende
principalmente de la calidad de la configuracion inicial.

Ademas al no haber restricciones sobre la transformacién (por ejemplo, puede usarse
una transformacion constante), las diferentes puntuaciones de preferencia pueden ser

transformadas en distancias iguales y, por lo tanto, no se evitan las soluciones triviales

7 Precisa la pérdida en la que se incurre al hacer la representacion grafica en un espacio de dimension
reducida.
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Fig. 11. Representacion grafica de la funcion de pesos w;; (Borg y Groenen, 2005)

- Penalizacién del término independiente (Penalizing the Intercept)

Otro ajuste sobre la funcion de perdida para eludir soluciones triviales la plantea
Busing (2005), aunque realmente s¢lo se ha probado que es efectiva en
transformaciones de tipo lineal (a + béi;). Su idea consiste en afiadir una penalizacion
en la funcién de pérdida, en el caso de que la transformacion anterior tuviera un
término independiente de gran valor.

La nueva funcién de pérdida tendria la siguiente expresion:

o,(a,b,X) =~

/e + bt -~ allx)]? + wa” (9)

T

siendo w = 0 el factor que determina la magnitud de la penalizacion usada. Si w =0 la
expresion anterior se reduce a la ya conocida del Stress y en el caso extremo de que
w -+ oo , obliga a que el coeficiente a sea cero, siendo la transformacion en este caso
de tipo razon (bd;;).

Para la aplicacion de la penalizacion sobre el término independiente es necesario
trabajar, ademas de con transformaciones lineales, con disimilaridades. Si se trabajase
con similaridades cabria esperar una transformacion con un término independiente
grande y una pendiente negativa, pues similaridades grandes se transforman en
distancias y disparidades pequefias mientras que similaridades pequefias se ven
transformadas en distancias y disparidades grandes. Esto conlleva que la
transformacién arrastre un término independiente de gran valor lo que contradiria la

idea de penalizar el término independiente para que no alcance gran valor.
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De todos modos, Borg y Groenen (2005) consideran que apenas ninguna
transformacién puede ser utilizada en esta aproximacion con buenos resultados,
excepto las funciones lineales o de tipo spline®.

Sin embargo, al aplicar esta aproximacion a un conjunto de datos usando un Unfolding
Lineal, concluyen que, al menos bajo el supuesto de transformacion lineal, la

penalizacion del término independiente parece efectiva para evitar la solucion trivial.

-  PREFSCAL: Penalizacion de disparidades iguales (Penalizing Equal d-
hats)

La tercera y Ultima aproximacion para eludir soluciones triviales dentro del grupo de
ajustes en la funcion de pérdida, debida a Busing et al. (2005), usa el modelo
PREFSCAL (PREFerence SCALing) que esta implementado en el programa SPSS
para realizar Unfolding Multidimensional.

La idea fundamental de la que parten Busing y colaboradores, es que las soluciones
triviales estan caracterizadas por disparidades constantes y que, por lo tanto, una

manera de evitarlas seria penalizar la funcion de Stress para H,-f iguales. La ventaja de

este método es que es valido para cualquier transformacion de datos y la
configuracién resultante puede ser interpretada a través del modelo del punto ideal.
En primer lugar, Busing et al. proponen identificar las disparidades iguales, a través del

coeficiente de variacion de Pearson:

4 A Hug -
U{&) =!1_L:\itan('ia'£{:{} (I{HLEK_{-d‘h dj '1 ey (10)

media() =~ K1 ¥ dy

donde d=K~! Y dy ¥ k recorre todas las disparidades dy;.

Este coeficiente de variacidén es una medida que indica cuanto varian las disparidades
respecto de la media; ademas el coeficiente de variacion es invariante con respecto a
la escala, por tanto, u(d) = v(ad) dado a > 0.

En segundo lugar, Busing et al. proponen la utilizacién del coeficiente de variacion
como penalizacion del Stress. Su modelo PREFSCAL minimiza una variacion de la

funcion de Stress, que se llama Stress penalizado y se define como:

8Una funcion spline esta formada por varios polinomios, cada uno definido sobre un subintervalo, que se

unen entre si obedeciendo a ciertas condiciones de continuidad.
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) ( 11 )

O-.!T(a,x_] = r:ﬂl(a,x_] (I -+ *)zﬁj

donde 0,,(d,X) es el Stress normalizado®, y A y w son los parametros de penalizacion

gue deben especificarse bajo las restricciones 0<A<l y w>0. Cuanto mas préximo sea

7 . (L} , C e s . .
A a cero mas peso tlene(l + ﬁﬁ) El parametro w, a su vez, decidira la influencia

del término anterior en el Stress penalizado, ya que cuanto mayor valor alcance w,

(L}

vé(d)

mayor peso tendra (1 + ) en la medida global. Busing et al. recomiendan elegir

A=w=0,5, aungue {ambién sugieren que w podria modificarse dependiendo de los

datos. Cuando el coeficiente de variacion esta proximo a cero esta claro que la
expresion (1 + ?%:Tj) toma un valor grande y por lo tanto, al minimizar o,(d,X), el

algoritmo no permitir4 que se obtengan E,—I constantes.

Una de las ventajas que Busing et al. destacan sobre la utilizacidn del Stress
penalizado es que cuanto mas alejado se esté de la solucion trivial, menos influencia
tiene el término de penalizacién y mas influencia tiene o,ﬁ(ﬁ, Kj. Ademas el Stress
penalizado vale cero cuando el Stress normalizado es cero, es decir, en el caso de
soluciones no triviales; de ese modo, si el problema de Unfolding tiene solucion y ésta
es no trivial, el Stress penalizado la encuentra.

Ademas como se comenté anteriormente al ser u(d) invariante por escala, también lo
es el Stress Penalizado y no afecta a la escala en la que se expresen Xy d. Sin esa
propiedad (invariancia de escala), el Stress Penalizado seria sensible al tamafio (n° de
individuos y estimulos) y por ende al tamafio de la matriz .Por lo tanto, el algoritmo
PREFSCAL es independiente del numero de filas (individuos) y columnas (estimulos)
de la matriz asi como de la normalizacion de d .

En el caso de transformaciones condicionales por fila, para evitar H,-f constantes en
cada fila, Busing et al. indican que el término de penalizacion debe ser mas grande por

lo que proponen un nuevo Stress penalizado:

Lyl AUEVD | rges pe L
bt
; A = _ 12
Oi'ﬂvi"i'{r.-l.}(} = gn (d,X)n : Z (1 4 Uz—:-) ( )
i=1 {dljr
_ Supvep] depin— 8P

9Stress Normalizado o,(d, X) = T
NL TR
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donde n, es el nimero de filas de la matriz y d; contiene las disparidades de la fila i.

Como en el casc anterior, si v(d,) es cercano a cero, v™*(d,) toma valores grandes y

el término n, ™' ¥, (L + '-TEJIJ) también es grande.

Al aplicar PREFSCAL, y el correspondiente coeficiente de penalizacion mediante una
transformacion incondicional (Fig. 12) o condicional (Fig. 13), en ambos casos la
configuracién de puntos parece ser correcta, sin soluciones triviales, los diagramas de
Shepard asociados tienen pendiente negativa y la nube de puntos parece ajustarse
bien a la linea central. Por lo tanto se puede deducir que PREFSCAL y la penalizacion
usando el coeficiente de variacion propuesta por Busing et al. funcionan
razonablemente bien, tanto para Unfolding Incondicional (Fig. 12) como para Unfolding

Condicional (Fig. 13).
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Fig. 12. Ejemplo de Solucién Unfolding Lineal mediante PREFSCAL y diagrama de
Shepard

E s T i Dietanciaz

&

Fig. 13. Ejemplo de Soluciéon Unfolding Condicional mediante PREFSCAL y diagrama de
Shepard

Modelos de Unfolding
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Siguiendo la clasificacion realizada por Zarboski (2010) y DeSarbo y Rao (1984), se
pueden diferenciar dos grupos de modelos de Unfolding: los del Unfolding Interno y

los del Unfolding Externo. Ambos conceptos se deben a Carroll (1972).

- Unfolding Interno: En estos modelos, las configuraciones X de los estimulos e
Y de los sujetos (puntos ideales) se obtienen a partir de una matriz de
preferencias tal y como se describe en (Fig. 3) minimizando la funcion de Stress

dada por:

*[Zee (%1 = G (13)

Stress = |— E:‘der'jé e

donde:

—
= d,; = /¥R (x;, — via)® son las distancias entre los individuos de coordenadas
) \| a=1k*ja

¥ia ¥ los @stimulos de coordenadas x,.
= H,—f = j'(ﬂ,,] es la disparidad obtenida mediante una regresion monotona de d;;
sobre d;; .
Cuando las preferencias estan expresadas en escala ordinal, las disparidades d; han

de cumplir la siguiente restriccion monotona:

rn ot N oné

Sii < sitit ™ dij = it (14)

La solucién se obtiene a través del algoritmo de mayorizacion SMACOF, que actualiza
las coordenadas de estimulos y sujetos en cada paso de forma que se reduzca

progresivamente el Stress (Heiser, 1981).

SMACOF (Scaling by Majorizing a COmplex Function, DeLeeuw y Heiser (1977))

El algoritmo de mayorizacion SMACOF reduce el Stress ( 13 ) mediante sucesivas
iteraciones. Tras K iteraciones se actualizan X e Y (matrices con las coordenadas de

estimulos e individuos en el espacio conjunto) de la siguiente forma:
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XK = Vi [By (X5-1, Y5-15XK"1 4 By (XK1 FR-151 %1y
(15)
}r.‘i — L“'z+:_r lﬂlz{x.‘l‘—].y.‘f—l}txn‘f—] + BZE{XH_].FH_l}FH_I}

donde
s [t Teen =RV — (N +R) 111
" [Var lrer = NI = (N +R)T11L
= 1 es el vector columna cuyos elementos son 1.

= By, (X¥1¥E-1) ps una matriz cuyos elementos son:

Fn & 3 e ; - _—

e 3%
Ay — N Si L e L Z0
i1, pR-1) i b ¥ }
bl'li =
e A :r'
i - 1 £ 1 = ﬂ
0 S AT gl ?
= By (X", ¥*1) es la matriz diagonal de elementos: by; = — ¥ by;
= By (X*71,¥¥"1) es la matriz diagonal de elementos: by = =3 ; by;

En contraposicion a los modelos de Unfolding Interno se encuentran los del Unfolding

Externo.

. Unfolding Externo: En estos modelos, se supone que la configuracion de
estimulos ya es conocida (posiblemente de un andlisis MDS previo que utiliza
proximidades entre objetos). A partir de datos de preferencia sobre esos objetos
proporcionados por unos sujetos, el Unfolding externo sitia los puntos ideales para
cada sujeto de forma que se obtenga la representacion conjunta que verifica que
cuanto mas proximo esté un punto de objeto a un punto de sujeto mas preferencia

siente ese individuo hacia ese objeto.

El programa PREFMAP (PREFerence MAPping) (Carroll, 1972; 1980) realiza el
Unfolding externo, empleando o bien una transformacion monétona o bien una

transformacion lineal de los datos, para cuatro modelos diferentes:

I.  Modelo Unfolding general
II.  Modelo Unfolding ponderado
lll.  Modelo Unfolding simple
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V. Modelo vectorial

Estos modelos son las cuatro “fases” del programa y forman una jerarquia, ya que

cada fase es un caso especial de la fase precedente.

El modelo vectorial (Tucker, 1960) (Fig. 14) se diferencia del modelo del punto ideal
en el hecho de que cada individuo no se representa a través de un punto sino que se
representa mediante un vector. Con este modelo, la proyeccién de las posiciones de
los estimulos sobre el vector de un sujeto (cuyo extremo indica la maxima preferencia)
debera reflejar las preferencias de ese sujeto. Ademas, el angulo que forma el vector
con cada eje o dimensién en el espacio de representacion se puede interpretar como
la importancia que tiene esa dimension en las elecciones o preferencias de ese sujeto
y las diferencias entre individuos segun sus elecciones particulares se muestran en la

diferencia de cada vector de preferencias.

Fig. 14. Ejemplo de modelo vectorial: L1 y L2 son dos individuos (Borg y Groenen, 2005)

La expresion del modelo vectorial viene dada por:

r

5
st = ‘.?_r Wia via s (16)

=1
donde:
= & es la puntuacion de la preferencia de un individuo i (i: 1,2...R) por un
estimulo j (j: 1,2..., N), asignada de forma que a mayor valor de 4;; menor es la
preferencia.

w,, es el peso asociado al individuo i obtenido mediante regresion lineal.
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"  Xj, €S la posicion del estimulo j a lo largo del atributo a (a: 1,2,...,R).

= g €S una constante aditiva Gnica para el individuo i.

El modelo Unfolding simple, al que ya se ha hecho referencia anteriormente, supone

que las preferencias vienen dadas por:

dadas Bai

i = z{}’ia — Xja)? + € (17)
a=1

donde
Via €S la coordenada del punto ideal que representa al individuo i en la
dimension a.

* Xj, &slacoordenada del punto que representa al estimulo j en la dimension a.
Este modelo supone que los sujetos basan sus juicios de preferencia en los mismos
atributos pero difieren en cuanto a la posicion de los puntos ideales. El modelo simple
es el modelo circular del punto ideal ya que la preferencia de un sujeto por un objeto
disminuye a medida que aumenta el cuadrado de la distancia de ese objeto al punto

ideal del sujeto.

El modelo Unfolding ponderado (Carroll, 1980) asume que los individuos comparten
los mismos ejes de referencia (atributos), pero lo que diferencia a dos individuos es el
valor (0 peso) que cada uno otorga a una determinada dimension en funcién de lo
importante que sea para él. Por lo tanto, las distancias dentro del espacio que
comparten se veran afectadas en esa dimension. Asi la expresion de las preferencias

viene dada por:

"
6i-i = z Wia? (Via — Xja)® +6; (18)
a=1
La solucion geométrica para este modelo es eliptica, ya que cada punto ideal se
encuentra en el centro de elipses concéntricas y los objetos se sitlan sobre las elipses
mMAas o menos cercanas en funcién de la mayor o menor preferencia. El eje mas largo
representa a la dimensiébn menos importante, pues para provocar una variacion en la
intensidad del atributo al que representa se deberia generar un cambio grande en esta
dimensién; mientras que el eje que representa a la dimensiébn méas importante es el
mas corto, ya que cualquier pequefia fluctuacion en esta dimension provoca un gran
cambio en el atributo correspondiente.

Por ultimo, el modelo general de Unfolding viene dado por:
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T

Oy = Z Wi f(y', — X )’ e (19)
a=1
donde X*=XTi, Y*=YT; y Ties la matriz de rotacion ortogonal propia del individuo i-
ésimo.
Este modelo permite a cada individuo participante la libertad implicita de eleccion de
su propio sistema de referencia, de modo que cada uno de ellos puede rotar los ejes
de referencia del espacio perceptual y otorgar pesos diferentes a las dimensiones

definidas por cada eje.

Revision del Software en Unfolding

Hasta este punto, se ha realizado una revision conceptual del Unfolding: la
clasificaciéon segun el tipo de datos y las transformaciones de los mismos y los
problemas que conlleva el intento de busqueda de una configuracién éptima para
individuos y estimulos.

Para continuar este trabajo, es ldgico proseguir con una revision del software
disponible.

Al ser el Unfolding un caso especial de MDS, muchos de los programas que resuelven
datos de MDS también resuelven Unfolding aunque, como ya se ha visto en capitulos
anteriores, a través de la evolucion y perfeccionamiento de cada programa se ha
podido llegar a configuraciones Optimas de los datos libres de soluciones degeneradas
y triviales.

A continuacién se presenta una muestra del software y programas disponibles que
resuelven MDS, que también estan preparados para analizar datos de preferencia o

Unfolding.

MINISSA

Su nombre como acrénimo proviene de Michigan Israel Netherlands Integrated
Smallest Space Analysis, su autor es Roskam el cual en 1968 tras haber trabajado
previamente con Kruskal y con Lingoes, pudo realizar una profunda revision y
comparativa de los algoritmos desarrollados por Kruskal y Carmone (1969) (M-D-
SCAL) y Guttman y Lingoes (1966) (SSA, Smallest Space Analysis). El resultado de
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esta colaboracion vio la luz en un suplemento de la revista Psychometrika (Lingoes y
Roskam, 1973) y la aparicion del programa MINISSA (Roskam y Lingoes, 1970).
MINISSA y MINIRSA (Michigan Israel Netherlands Integrated Rectangular Space
Analysis) incluyen la combinacion de los programas desarrollados por Kruskal y
contienen una aproximacion computacional del problema de minimizacion basada en
técnicas originales de Kruskal y Guttman que asegura la convergencia, ademas de la
eleccion de la configuracion inicial para evitar soluciones degeneradas aunque no las
evita. Como se vera a continuacion, ambos algoritmos forman parte del paquete
NEWMDSX.

KYST

KYST es un programa disefiado por Kruskal y Carroll en 1969 para resolver MDS y
Unfolding. Combina M-D-SCAL (el primer programa desarrollado por Kruskal para
encontrar soluciones MDS) y TORSCA (Young y Torgerson, 1967). El programa y su
manual de uso pueden ser descargados de la Web http://www.netlib.no/netlib/mds/. En
sus inicios, partia de una solucién inicial obtenida a través de un escalamiento clasico
de Torgerson y no evitaba las soluciones degeneradas. En 1982 Borg y Bergermaier
consiguieron parcialmente eliminarlas a través de un Unfolding de intervalo condicional
por filas con un término independiente a=0,5 en la funcion de transformacion. En 2005
Borg y Groenen en un intento por evitar las soluciones degeneradas, proponen
cambiar el tipo de Unfolding anterior por uno de razén, sustituyendo el término

independiente 0,5 por 0, es decir, eliminandolo.

ALSCAL

ALSCAL, acrénimo de Alternate Least Squares Scaling (Takane, Young y delLeeuw,
1977), es hoy en dia uno de los mdédulos existentes en SPSS para generar soluciones
MDS. Fue el primer algoritmo capaz de realizar tanto analisis métrico como no métrico
segun el modelo euclideo ponderado o el simple. Perfecciond el ajuste del modelo a
los datos mediante una variante del método de los minimos cuadrados, que es
convergente, muy rapida y relativamente libre del problema de los minimos locales.
Difiere de otros programas que resuelven MDS en que minimiza el S-Stress en vez del
Stress, ajustando distancias cuadradas a disparidades cuadradas. En consecuencia,

en una solucibn ALSCAL las disimilaridades grandes se ven mucho mejor
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representadas que las pequefias. Como dato positivo se ha de sefialar que ademas
resuelve modelos para datos asimétricos, Unfolding y Datos de tres vias o entradas (a
través del modelo euclideo general o ponderado) y realiza Unfolding externo, ya que

permite fijar coordenadas.

NEWMDSX

NEWMDSX es un paquete estadistico que engloba ciertos programas individuales
aptos para realizar distintos tipos de MDS y Unfolding desarrollados entre 1960 y
1980. Actualmente es uno de los paquetes de mas calidad para resolver problemas de
MDS y es compatible con cualquier version de Windows incluida Windows 8 (Mayo
2013), tiene una buena resolucién grafica y permite la entrada de datos en diversos
formatos. A continuacion se detallan brevemente los programas que contiene relativos

a Unfolding:

CANDECOMP (CANonical DECOMPosition) es un algoritmo propuesto por
Carroll y Chang (1970) orientado a andlisis de datos de N (maximo 7) vias.
Proporciona soluciones a Unfolding Interno mediante la descomposicion de
matrices rectangulares con datos de disimilaridad o medidas de correlacion.
Utiliza una transformacion lineal de los datos y escala de intervalo.

INDSCAL, acrénimo de INDividual Differences SCALing for Fitting the
Euclidean Distances, también fue propuesto por Carroll y Chang (1970),
proporciona Unfolding Interno, para matrices de dos vias. Utiliza una
transformacion lineal de los datos y se basa en el modelo de distancia euclidea
ponderada.

MDPREF, acrénimo de MultiDimensional PREFerence (Chang y Carroll, 1969),
proporciona Unfolding Interno para matrices de dos vias. Utiliza una
transformacion lineal de los datos y se basa en el modelo de vectorial.
MINISSA y MINIRSA, ya vistos anteriormente.

PREFMAP, acrénimo de PREFerence MAPPing (Carroll, 1972), es un conjunto
de programas y algoritmos que proporcionan andlisis tanto para Unfolding
externo como interno, datos métricos y no métricos y el modelo del punto ideal

o el modelo vectorial.

43



SMACOF-III

Tras una serie de implementaciones y desarrollos del algoritmo original SMACOF
(acrénimo de Scaling by Majorizing a COmplex Function) de deLeeuw y Heiser
(1977), la variante métrica del Unfolding se llama SMACOF-IIl (Heiser y delLeeuw,
1979) y la no métrica SMACOF-IlIb (Heiser, 1987), aunque desafortunadamente el
codigo no estd disponible en la actualidad. Lo interesante en este algoritmo es la
configuracion inicial: los estimulos (columnas de la matriz) son los centroides
(baricentro o centro de masas) de aquellos individuos (filas de la matriz) que los han
puntuado con la mayor preferencia. Segun sus autores, esta condicion se utiliza para
tener una buena configuracion inicial y mejores interpretaciones de la representacion
conjunta y, de hecho, esta idea también la llevan a cabo de manera mas desarrollada
DeSarbo y Rao (1984) en su algoritmo GENFOLD-2 como manera de evitar

soluciones degeneradas.

GENFOLD-2

GENFOLD-2, acronimo de GENeral unFOLDing analysis of preference/dominance
Data version 2, es un algoritmo desarrollado por DeSarbo y Rao (1984) no disponible
alun en ningun paquete estadistico. Kim, Rangaswamy y DeSarbo (1999) hacen
mencién a una versién anterior GENFOLD. DeSarbo y Rao (1984) describen en su
articulo una compilacién de modelos Unfolding de dos entradas para datos de
preferencia. Esta compilacién contiene una serie de opciones como Andlisis Externo o
Interno, Condicional o Incondicional, la utilizacién de transformaciones métricas o no
métricas de los datos asi como los modelos general, simple y ponderado.

Utiliza una funcion objetivo comun para todos los modelos, ponderada por los distintos
valores de no-preferencia con el fin de evitar soluciones degeneradas. Para la
minimizacion de la funcion objetivo, GENFOLD-2, utiliza el método alternado de los
minimos cuadrados ponderados.

Los autores de GENFOLD-2, consideran que es necesario utilizar diferentes tipos de
ponderaciones en la funcion objetivo dependiendo de los datos de entrada (razon,
intervalo u ordinal), la fiabilidad en los juicios de preferencia o la condicionalidad para
evitar las soluciones degeneradas, tal y como se comenté en el apartado (Asignar
pesos) del capitulo anterior.

La variante de este método para tres entradas o vias propuesta por DeSarbo y Carroll

(1985), se revisa en el capitulo siguiente.
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NEWFOLD

NEWFOLD es un algoritmo propuesto por Kim, Rangaswamy y DeSarbo en 1999 y
todas las especificaciones acerca de la optimizacion se describen en el articulo de Kim
(1990). NEWFOLD es un programa ejecutable en entorno MS-DOS. Puede manejar
datos métricos y no métricos y realiza Unfolding interno y externo. La configuracién
inicial puede ser coherente con los estimulos, aleatoria o propuesta por el usuario; el
algoritmo utiliza el método del gradiente conjugado'® para el célculo de la
configuracion 6ptima de individuos y estimulos aunque en la practica no proporciona

buena medidas de ajuste en los datos.

PREFSCAL

PREFSCAL, acrénimo de PREFerence SCALing, es un algoritmo propuesto por
Busing, Heiser, Neufeglise, y Meulman en 2005 y se encuentra disponible en SPSS.

La busqueda de algoritmos exentos de soluciones degeneradas siempre ha
acompafado al Unfolding, realmente es una evolucion de SMACOF-IIIb de Heiser. Tal
y como se comentO anteriormente, utiliza un coeficiente de penalizacion para prevenir
soluciones degeneradas y la funcién de minimizacion es idéntica a la que se utiliza en
SMACOF-IIIb, aunque utiliza un algoritmo de actualizacion de la configuracion
diferente al anterior (Busing, 2010). PREFSCAL, por lo tanto, calcula configuraciones
Optimas y evita soluciones degeneradas aunque quizas el tiempo computacional

puede ser mas largo de lo habitual.

Un paso mas: Unfolding de Tres Vias (Three-Way Unfolding)

Paralelamente al desarrollo de las técnicas para hallar configuraciones 6ptimas vy libres
de soluciones triviales y degeneradas en Unfolding clasico, algunos autores como
DeSarbo y Carroll se han interesado por el desarrollo de métodos y programas aptos

para el calculo de Unfolding de datos de preferencia de tres vias.

Desde el punto de vista estadistico, una tabla de tres entradas o vias (individuos,

variables, ocasiones [nxpxT]) puede considerarse como una sucesion de T tablas de

1| Método del Gradiente Conjugado es un método iterativo de optimizacion lineal sin restricciones. Se
utiliza por ejemplo para minimizar funciones cuadraticas bajo ciertos supuestos. La idea del algoritmo es
utilizar direcciones conjugadas para el descenso en la busqueda del punto éptimo x*. Dos vectores son

conjugados si son ortogonales, es decir, si su producto escalar es cero.
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dos entradas (individuos, variables [nxp]). Sin embargo, los métodos estadisticos que
analizan éstas no estan indicados para el tratamiento de las de tres entradas, ya que

no permiten la comparacion de los resultados individuales de las T tablas.

Los métodos para el andlisis conjunto de varias matrices de datos fueron desarrollados
inicialmente por dos escuelas, la francesa y la anglosajona, pero en la actualidad
existen otras contribuciones importantes, que no pertenecen a ninguna de las dos,
aunqgue algunas estén vinculadas mas a una que a otra por la forma en que realizan el
analisis.

En general, se puede agrupar los métodos para el tratamiento de datos de tres modos

de acuerdo a dos objetivos:

1. Los que se centran en ajustar modelos que reproduzcan lo mas fielmente
posible los datos originales; es decir, estan basados en la existencia de
"modelos subyacentes" en la tabla de datos. Entre ellos se encuentran el
modelo de Tucker (1966); el PARAFAC o PARAllel FACtor analysis
(Harshman, 1970; Harshman y Lundy, 1984), el CANDECOMP o CANonical
DECOMPosition (Carroll y Chang, 1970), el INDSCAL o INDividual Differences
SCALing (Carroll y Chang, 1970) y el IDIOSCAL o Individual Differences In
Orientation SCALing (Carroll y Chang, 1972) para diferencias individuales. Los
métodos Tuckals, Tuckals2 y Tuckals3 (Kroonenberg y delLeeuw, 1980),
basados en los modelos Tucker2 y Tucker3 (Tucker, 1966, 1972); y el modelo
de Escalamiento de Tres Modos (Three Mode Model) (Kroonenberg, 1983),
gue es un caso particular del método Tuckals3, donde dos de los tres modos
coinciden.

Estos métodos estan pensados para trabajar con las matrices de datos originales, es
decir, que realizan un ajuste directo de los datos y tratan a los modos en forma

simétrica.

2. Los que estdan basados en la busqueda de una configuracién consenso
"optima", que aproxime lo maximo posible las distintas configuraciones. Entre
ellos se encuentran los métodos Procrustes (Gower, 1975); el Doble Analisis
en Componentes Principales introducido por Bouroche en 1975; el Statis vy el
StatisDual desarrollado por L'Hermier des Plantes (1976); las Meta-
Componentes Principales (Krazanowski, 1979, 1982); el Andlisis de
Componentes Principales Comunes (Flury, 1988, 1995); el Analisis Factorial
Multiple (Escofier y Pagés, 1984, 1990); el Analisis de Co-inercia Mdltiple
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propuesto por Chessel y Hanafi (1996) y los Meta-Biplots desarrollados por
Martin-Rodriguez (1996) y Martin-Rodriguez et al. (2001), entre otros.

Estos métodos, tratan a los modos en forma asimétrica y trabajan con datos derivados
ya que el consenso lo forman a partir de las configuraciones obtenidas de algun
andlisis factorial o a partir de matrices de productos cruzados (matrices de distancias,
similaridades o covarianzas).

Los métodos Procrustes no trabajan con datos derivados ya que para la construccion
del consenso realizan transformaciones (rotaciones, traslaciones, etc.) de las matrices

originales.

La situacion que hasta este momento siempre se ha expuesto es la representacion en
un espacio conjunto de individuos y estimulos en funcién de las elecciones de los
individuos hacia la coleccién de estimulos, pero también se puede uno preguntar qué
puede pasar si estas elecciones se miden consecutivamente en diferentes situaciones
(tiempo, condiciones, contextos, etc.).

Segun exponen DeSarbo et al. (2009), las preferencias varian segun el contexto en el
gue se realice la eleccion, simplemente porque los individuos eligen dependiendo de la
situacion.

Lewin (1951) ya estudio lo influenciable que era la preferencia segun el contexto y
argumento que el comportamiento depende tanto de la situacién como del conjunto de
actitudes que rodean al individuo que toma la decision. Esta afirmacion, ademas, se
respalda con publicaciones en torno a Psicologia de Consumo, Psicologia del
Comportamiento y Teoria de la Decision (Belk, 1974, 1975; Puto, 1987; Payne,
Bettman y Johnson, 1992) y estudios que demuestran que la preferencia y la eleccién
son dindmicas bajo ciertas influencias de contexto (Payne, 1982; Tversky y Simonson,
1993).

También las situaciones en estudios de preferencia pueden no ser Unicamente de
caracter temporal (tiempo, estaciones, meses etc.), sino que pueden ser de otro tipo
como por ejemplo de cardcter fisico (ubicacion, clima...) o social (interaccion entre

individuos, estados de &nimo...).
En el caso de afiadir un nuevo elemento situacional, el modelo propuesto por

DeSarbo y Carroll (1985) representa los individuos como puntos ideales, los estimulos

como puntos en un espacio conjunto D-dimensional y los pesos asignados a cada
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situacion t (t: 1 ... T) tienen que ser estimados y representados en los ortantes'!
positivos de los espacios individuales. Estos pesos, ademas, explicarian la importancia
otorgada a la dimensién implicita de cada situacion.

El modelo de Unfolding de tres vias propuesto asume que los estimulos se
representan en un espacio comun, pero que estan ponderados de forma diferente
segun la situacién; asi, estos pesos permiten estimar los respectivos espacios
perceptuales relevantes en cada situacion particular. Ademas, el modelo de punto

ideal en esta nueva situacion puede adquirir dos vertientes distintas:

a) El modelo de punto ideal flotante, en el que se asume que la representacion de
los puntos ideales (individuos) varia en las diferentes situaciones, por lo tanto
tienen que ser estimados de nuevo para cada situacion t diferente.

b) ElI modelo de punto ideal fijo en el que los puntos ideales permanecen

inmoviles en todas las situaciones.

La eleccién del tipo de modelo de punto ideal sera parte de la eleccion del algoritmo

Optimo para encontrar soluciones en este modelo.

Modelo Ponderado de Tres Vias (The Weighted Least Squares Algorithm for
Three-Way Unfolding)

La asuncion sobre la que subyace este modelo es una generalizacion del propuesto
por Schonemann (1970). En él se presupone que los valores de no-preferencia
(inversamente relacionados con los de preferencia) se miden a través de una escala
de intervalo o de razon y estan relacionados linealmente con las distancias euclideas
al cuadrado, indicando asi que la preferencia disminuye rpidamente conforme se

desvia en cualquier direccién del punto ideal que representa a un individuo:

F¥]

5,1‘,[‘ = dﬁur +- at = Z ﬂ’gir[(}.m —_t:“-r*}lz S (20)
d=1

donde:
= i:1..., R es el subindice asociado a los individuos; j: 1..., N, el asociado
a los estimulos; t: 1..., T, el asociado a las situaciones y d: 1..., D, a las

dimensiones.

11 En Geometria un ortante o hiperortante es el analogo en un espacio euclideo N-dimensional a un

cuadrante en el plano o un octante en 3 dimensiones.
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= dy;; &s el valor de no-preferencia de un individuo i respecto al estimulo j

en una situacion t.

= d%; es la distancia euclidea al cuadrado entre el individuo i y el
estimulo ) en la situacion t.

* wy; Indica el peso o importancia de la dimensién d en la situacion t.

* w4 es la coordenada en la dimension d del punto ideal referido al
individuo 1y x;, es la coordenada en la dimension d del punto referido al
estimulo j.

* @ s una censtante aditiva para cada situacion t.

Conocida la matriz A = (&) y el nimero D de dimensiones, DeSarbo (1978) propuso
inicialmente estimar los parametros wqe, ¥iaXja ¥ @, de forma que se minimice la

funcién de pérdida:

. N R — -T 5 (21)
MinZ, = } } (O4je — &ije)
L =14 j=1& p=

con

ad (22)

.
8ue = . Var[(yia — %ia)]? + ae

il=1

El algoritmo propuesto comprende un procedimiento que combina el algoritmo
CANDECOMP de Carroll y Chang con un procedimiento de minimos cuadrados
alternados que estima de manera iterativa g ¥id. Xid ¥ Op. Sin embargo, este
algoritmo, ademas de ser bastante costoso desde el punto de vista computacional, en
ocasiones también se ve afectado por soluciones degeneradas o triviales.

Por ello, DeSarbo y Carroll propusieron en 1985, al igual que ya hizo DeSarbo en 1984
con GENFOLD-2, un algoritmo modificado para generar soluciones en Unfolding de
tres vias libre de soluciones degeneradas o triviales.

En primer lugar modificaron la funcién de pérdida ( 21 ), incorporando pesos, Y :

(23)

=

_ B wiw =T
MinZ, = E } } Yije (Bije — &ije)”
f=14= j=1&= =1
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Estos pesos yj, pueden ser definidos de diversas maneras en funcion de las no-
preferencias &;;;. DeSarbo y Carroll exponen que los valores que toman los pesos,

dependen en cierta medida de la fiabilidad que se otorgue a los juicios de proximidad,
aunque distintos autores discuten acerca de si es mas adecuado tener en cuenta las
distancias mas grandes o las mas pequefias entre puntos. No obstante, DeSarbo
resalta que el algoritmo propuesto (The Weighted Least Squares Algorithm for
Three-Way Unfolding) permite la especificacion de diferentes tipos de ponderacion

Yije @n relacion a los datos utilizados (escala de medida, procesamiento,

condicionalidad, etc.) y que, en general, la funcién de pesos puede ser expresada

como

{ =
Yije = (—_) (24)
ai ft

o bien

el

|
e~ ) ()

donde el expanente p puede tomar cualquier valor entero, y r(d;;;) representa los

rangos de los &;;; para cada fila de la matriz D.

Algoritmo de Minimos Cuadrados Ponderados para Unfolding de Tres Vias

El algoritmo propuesto por DeSarbo y Carroll (1985) para resolver datos Unfolding de
tres vias esta basado en el método de minimos cuadrados ponderados. Consiste en
estimar o g, ¥, Xja Y o dados &, v Yy D, de manera que en cada paso del
algoritmo, se calcula un pardmetro reteniendo los otros con un valor fijo. Permite al
usuario la opcion de realizar un Unfolding externo (dado X:(xmj J o interno (estimando
X), al igual que permite la eleccion de datos de intervalo o de razén y la eleccion del

modelo de punto ideal fijo y; O flotante y;4 para representar los individuos.
El algoritmo, que se expone a continuacion, considera las siguientes etapas:

1. Se obtienen las estimaciones iniciales de W, X, Y y a. Estas estimaciones
pueden obtenerse aleatoriamente, pueden venir dadas por el usuario, o pueden
obtenerse mediante CANDECOMP (Apéndice A, DeSarbo y Carroll, 1985).

Otra posibilidad es obtener estas estimaciones promediando la matriz de tres
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vias D para generar una matriz de dos vias que se utiliza para obtener X e Y
mediante un Unfolding de dos vias, con W matriz de unos.
Se fija un contador IT (inicialmente igual a 0)=IT+1.

2. Si se opta por un analisis interno, se estima X utlizando el método del
gradiente conjugado y fijando el resto de parametros. Para ello, se calcula la

derivada parcial de la funcion de pérdida ponderada ( 23 ) respecto de X;g:

[ [T | r 2 pE l e i I3 ) respe
~ T
972 _ 4 "
_;—; — f]:}r_‘ : yffrc.mrr [ (&t = 5.!”}{},.,«.; _ﬂ"'ﬂ (26)

De este modo se puede construir el vector gradiente X, con las sucesivas derivadas

parciales, colocadas en un vector de dimension 1xN*D:

a) Se establece el contador MIT=1 para iterar en la busqueda del 6ptimo
en X.
b) Se fija la siguiente direccion §'V'=— X en la 12 iteracién

c) Se encuentra X(?! de manera que

X@ = X1 &y g (27)

donde u( es el valor del paso 6ptimo en la direccién 5*, obtenido por interpolacién
cuadratica. Se fija el contador MIT=2

d) Secalcula XMy se fija el valor

= Yalmir

(imy b (MIT)
Slarmy — _gyimimy _EK r?x glaiT—1) (28)
ey (MIT-1)F gy (MiT=1)

e) Se calcula el paso 6ptimo u'™) en la direccion SMT) y se actualiza:

MIT) (29)

X(.'l'il'f‘l"+1’jl - x:'.'l'il'.f']"'l + U':'“IT1_-’§‘

f) Si XMT) es el dptimo buscado entonces el bucle para; si no, se iguala
MIT a MIT+1 y se vuelve a d). Para parar en f), se requiere una de estas
tres condiciones:

I.  MIT = maximo de iteraciones definidas por el usuario

. I xMIT)|| < criterio de tolerancia (TOL) definido por el usuario
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.1z, - 2, MM < TOoL
3. Se estima la matriz Y de una manera similar a la utilizada en 2.

4. Se estiman la matriz de ponderaciones W y los parametros aditivos ., Para
ello, en esta etapa se mantienen fijos todos los pardmetros excepto wy;, gue se
estima a partir de la matriz é.-(ﬁijt] de dimension Tx(RN) y a partir de la matriz

P=(pija) €on pjjq = (g — X;4)° de dimension (RN)x D, como :

LY L |I'J‘

1
er.'.qr = dF’{PrP} ( 30 )

Ademas, para estimar las constantes «; es suficiente con afadir una columna de unos

en la matriz P anterior.

5. Se para, si se cumplen cualguiera de estas dos condiciones:
L 12T - z,T< TOL

[I. 1T = ndmero maximo de iteraciones definido por el usuario.

6. Si el usuario elige la opcion del punto ideal fijo (la representacion de los
individuos no cambia con las situaciones), éstos tienen gue ser ajustados por
ciertos coeficientes ponderados segun la situacion wy,;. Primero, se normaliza
(de forma que su suma de cuadrados sea igual a fa unidad) la matriz de
dimensién (R+N)xD obtenida poniendo X e Y una detrds de la otra y se
redefine la matriz de ponderacion situacional W de manera que se refleje la
varianza entre cada situacion.

7. Si se ha elegido la opcion del punto ideal flotante, entonces se asume que las
coordenadas de los puntos ideales cambian en funcion de las situaciones. Se
considera que

dzl’j[‘ ) hit + el Jt ( 31 )

6|'j‘[‘ =

atll

donde

= d?%; es la distancia euclidea al cuadrado entre el individuo i y el

estimulo j en la situacion t=3 §_; wue| (Vi — xa)|*
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" Vi €S la coordenada en la dimension d del punto ideal referido al
individuo i en cada situacion t.

* ¥y &5 la coordenada en la dimension d del punto referido al estimulo j.

* a; @5 una constante multiplicativa referida al individuo i en cada
situacion t.

» by 88 una constante aditiva referida al individuo i en cada situacion t.

* g €S el término de error.

Si en ( 31 ) se elimina el término de error, se sustituye la igualdad por vy se
introducen pesos y;;; para evitar soluciones degeneradas se obtiene:

=] b -1t = degens

hjn'.r = Yiie (I._..rr Z f‘”‘“{[-}’fdl’tﬁ = xl'.“l"nlz +- hj-r} =
a=1

(32)

2
Vfﬁﬂirzm‘“}' idit)

- 'r'fjrﬂcrsz“-""‘.d[r}xm + T’fjtﬂirszlfx"_fd + Yijebie
i d

Sisetoma z; = a; 2 mm}rzm.m +by ¥ Guar = —2a4Y, la expresion anterior queda
A W "y = r.:r_ g fal( = _.l‘” I N i ¥ ia(ey '
6 3 IE fan o W af + i
i . Yire celt ‘L condlt szl yl.u' ‘L eptel L conepe a-.-":-r 1"" { 33 )
<! <!
. . g
y se puede estimar los puntos ideales como ¥ty = — ymfz(%]
it

El algoritmo propuesto es eficiente desde el punto de vista computacional y también
reduce el riesgo de la aparicion de soluciones degeneradas en la configuracion
conjunta.

Para comprobar el rendimiento del algoritmo, sus autores efectuaron un andlisis de
Monte Carlo con una combinacién aleatoria de factores, variando los valores D, T, R
(individuos), N (estimulos), las funciones ponderadas vy, el error en 4, la
configuracion inicial, el tipo de puntos ideales (fijos o flotantes), la escala de medida de
los datos y el tipo de andlisis (externo o interno).

Los 10 factores resultantes y sus niveles respectivos se muestran en (Tabla 1); ademas

se usé un disefio factorial fraccionado23%2% (Addelman, 1962) para estimar los

12En estadistica, un experimento factorial completo es un experimento cuyo disefio consta de dos o
mas factores, cada uno de los cuales posee distintos valores o niveles, cuyas unidades experimentales
cubren todas las posibles combinaciones de esos niveles en todo los factores. Este tipo de experimentos
permiten el estudio del efecto de cada factor sobre la variable respuesta, asi como el efecto de las
interacciones entre factores sobre dicha variable. Si el nimero de combinaciones en un disefio factorial
completo es demasiado alto para su procesamiento, puede optarse por un disefio factorial fraccional,
en el que se omitan algunas de las combinaciones posibles.
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efectos principales, con un total de 27 pruebas que resultaron de la combinacion
aleatoria de los 10 factores y sus niveles respectivos, de modo que cada una de las

pruebas contuviera una combinacion de factores Unica que no se repitiese en otra

distinta.
I =
1 Dimensionesb 10 20 32

2 Situaciones T 2(0) 3(1) 4(2)

3 Individuos | 10(0) 15(1) 20(2)

4 Estimulos J 10(0) 15(1) 20(2)

e | ) 2 .

5 Pesos ym Ninguno (ﬁ{ur}) (,.Tﬁu_rj)J

6 Error en los datos Ninguno 15% 30 %

7 Conf. inicial Aleatoria(0) Acercamiento(1) CANDECOMP(2)

8 Puntos Ideales Fijos(0) Flotantes(1)

9 Escala Intervalo(0) Razén(1)

10 Tipo Unfolding Interno(0) Externo(1)

Tabla 1. Factores Independientes y Niveles definidos para el Analisis Monte Carlo en
Unfolding de Tres Vias (Fuente DeSarbo y Carroll, 1985)

De esta manera, con cada uno de los niveles mostrados, se generaron de manera
aleatoria a través de una distribucion uniforme las matrices W, X, Y y a y conforme a
la expresion ( 20 ) se calcul6 la matriz de datos A, teniendo también en cuenta otras
consideraciones como el error, la funcidon de pesos, los puntos ideales o el tipo de
Unfolding.

Se registraron las siguientes medidas para valorar el ajuste de los datos, siendo la
medida sobre W la que mejor ajuste proporciond:

1. El nimero de iteraciocnes necesario para la convergencia.

2. La suma de cuadrados promedio (sobre las dimensiones) tenida en
cuenta entre W y W.

3. La varianza media (sobre las dimensiones) tenida en cuenta entre
X }r}?.
La varianza media (sobre las dimensiones) tenida en cuenta entre ¥ e ¥.

La varianza media (sobre las dimensiones) tenida en cuenta entre
_|X _[£
L_{FJFL_[?I'
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Se ajustaron también varios andlisis de regresion multiple (uno por cada medida de
ajuste anterior como variable dependiente y como variable independientes en formato
dummie®® los niveles de cada factor de (Tabla 1), pero ninguno de ellos proporcion6
resultados significativos (en términos de los test F o prueba de errores).

Respecto de las variables incluidas en cada modelo, el modelo de “acercamiento” fue
significativo para las medidas 3, 4 y 5, pero con un coeficiente negativo, lo que indica
que este tipo de modelos como configuracion inicial no es el mas adecuado. Y
respecto del Unfolding Externo aparecié como significativo para la medida 3, lo cual es
I6gico pues en este tipo de Unfolding se ha fijado previamente las coordenadas de X.
Como conclusion, los autores evidencian que el algoritmo propuesto para generar
soluciones para el Unfolding de tres vias es robusto respecto de los cambios en los
valores de T, D, R, N, el error en los datos y otros factores tenidos en cuenta en (Tabla
1), aunque tal y como se ha comentado, el algoritmo es sensible a la configuracion
inicial, sugiriendo que CANDECOMP seria la mas adecuada para reducir el riesgo de
alcanzar soluciones 6ptimas poco adecuadas y por ende soluciones degeneradas. Sin
embargo, también resaltan el hecho de que existen limitaciones como, por ejemplo,
gue la utilizacion del disefio factorial fraccionado puede no detectar la interaccion entre
los efectos de los factores y que la investigacion debe centrarse en disefios de mayor
tamafio y un incremento en el numero de niveles de cada factor y también en la

funcién de pesos.
Desarrollos Recientes: Unfolding de Tres Vias y Analisis Cluster

Adentrandose ya en el Siglo XXI, de nuevo DeSarbo, Atalay y Blanchard (2009),
inician una nueva andadura y proponen nuevos retos en el Unfolding de Tres Vias.
Dentro del Analisis Multivariante es conocido el Analisis Cluster como una manera
rapida y efectiva de representar la homogeneidad de una muestra respecto de una
serie de caracteristicas. Numerosos autores han propuesto a lo largo del tiempo la
combinacion de ciertas técnicas de Analisis Multivariante junto al Andlisis Cluster. La
combinacion de MDS junto al Analisis Cluster aparece ya en la literatura en los 90
desde dos puntos de vista diferentes.

Segun el primer punto de vista, DeSarbo et al. (1994) proponen la combinacion de los
Modelos de Clases Latentes junto al MDS (en adelante, LCMDS) recogiendo lo ya

propuesto anteriormente por otros autores como Tucker (1960), Slater (1960) o

BUna variable dummie, es una variable artificial, de formato binario (0,1) que se crea a partir de una
variable nominal. En regresion se crean tantas variables dummie como categorias tiene la variable original

menos 1.
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Coombs (1964). En este caso, en el andlisis LCMDS se estiman clusters a través del
Método de Méxima Verosimilitud (algoritmos EM), en vez de estimar individuos a
través de vectores o puntos ideales, reduciendo por tanto el nimero de parametros en
el calculo. La revision historica de esta aproximacion a través del LCMDS muestra por
ejemplo el desarrollo de DeSarbo et al. (1990) de un modelo vectorial LCMDS para
datos normalmente distribuidos; DeSarbo et al. (1991) extienden lo anterior a un
modelo de punto ideal ponderado; DeSoete y Winsberg (1993) y DeSoete y Heiser
(1993) extienden los dos modelos anteriores ajustando restricciones lineales a las
coordenadas en los estimulos; Bockenholt y Béckenholt (1991) desarrollan sendos
modelos (simple y ponderado) de punto ideal para datos binarios; DeSarbo et al.
(1995) desarrollan un modelo LCMDS vectorial para datos distribuidos segun la
funcion de Dirichlet!4; Chintagunta (1994) desarrolla un modelo LCMDS vectorial para
datos multinomiales vy, para finalizar, Wedel y DeSarbo (1996) extienden su modelo
LCMDS vectorial para datos distribuidos mediante la familia de funciones

exponenciales.

Desde el otro punto de vista, la combinacién de ambos métodos (representacion y
clasificacién de individuos y sus elecciones de preferencia) también ha llevado a
numerosos autores como Heiser, Groenen, etc. a proponer aproximaciones
deterministicas®® a través del MDS (Heiser y Groenen, 1997; Kiers et al., 2005), el
Escalamiento Optimo (Van Buuren y Heiser, 1989) y el Analisis de Componentes
Principales (DeSoete y Carroll, 1994, Vichi y Kiers, 2001). Para datos de tres entradas,
existen ciertas aproximaciones de fusion entre el MDS y el andlisis cluster (Meulman y
Verboon, 1993; Carroll y Chaturvedi, 1995); sin embargo, DeSarbo no encontré
referencia previa en la literatura a la existencia de algun procedimiento que calculase
conjuntamente soluciones MDU o Unfolding de Tres Vias junto con analisis cluster.

De este modo, DeSarbo, Atalay y Blanchard (2009) proponen un procedimiento
mediante el cual es posible la representacion conjunta de datos de preferencia de dos
o0 tres vias o entradas junto a un andlisis cluster mediante el modelo del punto ideal ya

conocido. Los autores resaltan que no es necesario asumir hipétesis paramétricas

14 a funcién de Dirichlet es una funcién real de variable real que no es continua en ningdn punto de la
1 si x es racional

recta. Se define como flx} = [ ,
(0 st x es irracional

5Los procesos llamados deterministicos son aquellos en los que conociendo las condiciones iniciales
siempre siguen el mismo curso y producen el mismo resultado final, es decir, no existen elementos

aleatorios. El estado final siempre es el mismo dado unas mismas condiciones iniciales.
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como requieren los modelos LCMDS, los clusters no se solapan y el procedimiento es
vélido tanto para Unfolding clasico como para el de tres vias.

Solamente hay que hacer un apunte, hasta ahora el procedimiento tradicional ofrecia
la representacion conjunta de individuos como puntos ideales y los estimulos de
manera que previamente habia que realizar un calculo de coordenadas (de cada
individuo y estimulo) en el nuevo sistema de referencia mas otra serie de parametros
especificos del modelo elegido.

En el modelo propuesto por DeSarbo et al. (2009) la representacion conjunta se basa
en la estimacién simultdnea de las coordenadas de los estimulos, los puntos ideales
de cada cluster en cada situacion y la matriz de pertenencia de los individuos a cada
cluster estimado, con los mismos datos que si se realizara un Unfolding tradicional.

El modelo propuesto continla el modelo de Unfolding de Tres Vias de DeSarbo y
Carroll (1985) ya explicado en el apartado anterior. Este nuevo modelo se sustenta

sobre numerosa literatura acerca de Psicologia y Teoria de la Conducta y la Decisién.
Modelo Cluster en Unfolding de Tres Vias

El objetivo principal es proporcionar un modelo valido para estimar simultaneamente la
representacion conjunta de los estimulos y los puntos ideales asociados a cada cluster
en diferentes situaciones, asi como la configuracion de clusters en cada una de ellas.

Por lo tanto el modelo completo se podria describir del siguiente modo:
Bio cofplelt 2 F 773 T sCribwe - 3

AI';[‘ = Z Pis z g l{.‘c:l’l'f —y_,m:'}lz 4 it + &l (3 (34)
5=1 d=1

donde:

i: 1..., R individuos; j: 1...N estimulos; t: 1...T situaciones; s: 1...S

clusters vy d: 1...D dimensiones.

= Ay, es el valor de no-preferencia de un individuo i respecto al estimulo j
en una situacion t.

* wy; es el coeficiente de ajuste para la dimensién d en la situacion t.

" y.q 25 la d-ésima coordenada del punto ideal asociado al cluster s en la
situacion t.

* x4 es la d-ésima coordenada del punto correspondiente al estimulo j.

* b, es una constante aditiva para cada situacion t.

= gy €% el error

1siel individuo i se clasifica en el cluster s

" B = [ :
0 en caso contrario
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Ademas como hipétesis de partida se asume que, o bien pis € {01}y Yi_,pis = 1% |,
si los clusters no se solapan, o bien 0 < ¥3_, pis = 5 silos clusters se solapan.
La expresion anterior ( 34 ) es practicamente ia misma que en modelo de DeSarbo y

Carroll (1985) ( 20 ) salvo en la generalizacion para la inclusién del analisis cluster.
Algoritmo de estimacion

Dados 4= 4;;, y los valores S y D, se pretende estimar W = wge, b= by , P = pjs

X = x4 8 Y = ygy, , de forma que se minimice la funcion:

s forma oue RLLMTT s wncHon:

®= zzz:q.jr [(aiit — Aijt)]? (35)

=1 j=1t=1

donde  djj = ¥5oy Pis L=t War [(%a — Yeae )]+ b ¥ qye € una  funciéon  de
ponderacion preespecificada, que se introduce para prevenir soluciones degeneradas
(DeSarbo y Carroll, 1985; DeSarbo y Rao, 1984).

Los autores idean un procedimiento de estimacion a través de un algoritmo de
minimos cuadrados alternados en cuatro etapas; sin embargo, dada la naturaleza no
lineal del modelo, la convergencia hacia el 6ptimo global no estaria garantizada a

priori. Las etapas de calculo son las siguientes:
ETAPAL: Estimar Wy b

Se define el pardmetro
Mo

Atjtd = Z s H.‘Ef' T Vsdt }I"'

5=1

(36)

siendo

» [, 'a matriz de dimensién (R*N) x D formada por los elementos concatenados
de 4,4 paracadatel,. . T.

» K, _{(1]|L;)x(Q;)¥s; siendo la matriz @; de dimension (R*N)x(D-1) formada por
columnas que contienen los vectores concatenados cuyos elementos son los
dijt -

= El vector unitario (traspuesto)1’ de dimension (R*N) x1.

= El vector m; de dimension (R*N)x1 formado por la concatenacién de los
elementos de Aji X (g5 )¥2, parat=1,..., T.
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Conforme a la notacion de DeSarbo y Carroll (1985) para el modelo de Unfolding de

tres vias métrico, se considera:

[
b, Wi s (37)

(e )= Cict Kt 'R me

La expresion anterior se emplea para obtener los valores b; ¥ wy; &n cada situacion t,

si se fijan valores de P, X e ¥ . Los autores ademas comentan ia opcion de emplear

cierta restricciones en W para que no haya posibilidad de que contenga valores

negativos, ya que las ponderaciones negativas son dificiles de interpretar en los

modelos Unfolding de tres vias.
ETAPA2: Estimar Xe Y

En esta segunda etapa, se fijan los valores b, Wy P y se estiman X e ¥ mediante el
método del gradiente cenjugado (Apéndice B, DeSarbo y Carroll, 1985). Las derivadas

parciales de la funcion & (35) respecto a x;g, ¥s¢ SON:

o : 2 s " et oo 38

i=1 =1

+4zz Qije [(atic — Aiit)]pisdt [(xid —__ys:uﬂ}l! ( (39)

=1 J=1

52 —
a}-‘s:!t

La idea general de este método es utilizar direcciones conjugadas (ortogonales) para
el descenso en la busqueda del punto 6ptimo; de esta manera, localiza minimos

globales de la funcion sin necesidad de un ndmero alto de iteraciones.
ETAPA3: Estimar P

Para estimar la matriz P de pertenencias, se observa que la funcién ( 35 ) contiene la
suma de errores o discrepancias al cuadrado sobre t (situaciones), j (marcas) e i
(individuos). De esta manera ® se puede expresar como la suma sobre i de una

“particion” de funciones objetivo @;:
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(40)

_<T v 5 ] 2 3
D =3 t=1 Lj=1Gije Caije — Xs=1Pis T=1 e (xjd = ysar) — be)’

ya que solo los parametros p;. ¥ g, llevan indexado el contador de individuos i.

Debido a la separabilidad de la funcién ® con respecto a i, se puede minimizar ®
haciendo lo propio con cada ®; para cada individuo i. Gracias a esta propiedad de
separabilidad el procedimiento que se describe genera un conteo de 2° — 1 clusters (si
se solapan) o S (si los clusters son disjuntos) para obtener un 6ptimo global de P

condicionado a los valores fijos de X, Y, Wy b.
ETAPA4: Evaluacion de la convergencia

El algoritmo que proponen DeSarbo et al. (2009) estima los parametros necesarios de
manera ciclica e iterativa, evaluando las expresiones ( 37 )-( 39 ) sobre el total de
individuos N, de forma que se minimiza el error cuadratico en ( 35 ). La etapa 2,
proporciona mediante el gradiente conjugado al menos Optimos locales para X e Y
condicionados a que el resto de parametros queden fijos. Las etapas 1 y 3
proporcionan Optimos globales para W, b y P condicionados a que el resto de
parametros queden fijos. Segun los autores, el proceso en si no garantiza que se
pueda obtener una solucién optima y recomiendan cinco ejecuciones del algoritmo por
cada solucion estimada en D (dimensiones) y S (nimero de clusters) para después
poder comparar cual es la que se aproxima mejor a la solucion ideal.

Dado que la suma de errores cuadraticos en ( 35 ) depende en gran medida del
tamafio de la matriz de datos (y, por tanto, de I, J y T), de la escala de medida de las
preferencias, etc., los autores proponen dos medidas para evaluar la convergencia de

la solucién final, aparte de la seleccién de los valores de S y D en el modelo final:

I.  Sila medida de los datos estd en escala intervalo, se utiliza el VAF (Variance

Accounted For) cuya expresion es:

VAF =1 — ELELEL‘“LEM Aix,)]? (41)

22 ZeQue|(Aije — & ¢)]?

Il.  Sila medida de los datos esta en escala de razon se utiliza el SSAF (Sum of

Squares Accounted For) cuya expresion es:
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SSAF=1—-—" S

2.2, 3 qu (4, =By, (42)
zr zj zf G’Ur;ut § j

donde 4 = ¥5oy Bis La=1 @ae [(£1a — Fsae)]* + by (calculado con la estimacion de los
T T Fae

parametros obtenidos con el modelo anterior) y A ,= e

A diferencia de lo que ocurre con las soluciones de los modelos Unfolding de dos vias,
las soluciones obtenidas mediante el procedimiento propuesto para el modelo cluster

de Unfolding de tres vias no pueden rotarse, aunque si pueden reflejarse.

Segun los autores, el algoritmo propuesto permite al usuario seleccionar una serie de

opciones en el modelo:

1. Puede analizar datos de dos o tres entradas.

2. La matriz ponderada W se convierte en un vector en el caso de una Unica
situacion y dos entradas.
Permite la opcidn de estimar tanto puntos fijos como puntos flotantes.
Estima clusters disjuntos o solapados.
Se pueden aplicar restricciones en la matriz ponderada W, para que todos sus
elementos sean positivos o iguales a cierta constante.
Permite realizar Unfolding Externo e Interno.
Ademas brinda la posibilidad de seleccionar una variedad de opciones iniciales
(valores iniciales aleatorios o racionales!®) para obtener las estimaciones
iniciales de X asi como para la estimacion inicial de la matriz de pertenencias
P (un analisis de K-Medias, media de los datos de preferencia o los valores de

los puntos ideales).

Debido a la cantidad de modelos disponibles, para comprobar el rendimiento del
algoritmo, efectuaron un analisis Monte Carlo con una combinacion aleatoria de 9

factores con 2 niveles cada uno (Tabla 2).

18Una configuracion inicial racional es aquella que se obtiene a través del modelo clasico de Torgerson

de escalamiento multidimensional.
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Factores Niveles (Codigos) ‘

1 Individuos | 50(0) 100(1)

2 Estimulos J 10(0) 20(1)

3 Situaciones T 3(0) 6(1)

4 Clusters S 3(0) 5(1)

5 Dimensiones D 2(0) 3(1)

6 Error en los datos 10 % 20 %

7 Puntos Ideales Fijos Y(0) Flotantes Y(1)
8 Tipo de Cluster Disjuntos(0) Solapados(1)
9 Configuracion Inicial Aleatoria(0) Racional(1)

Tabla 2. Factores Independientes y Niveles definidos para el Analisis Monte Carlo en
Unfolding de 3 Vias y Cluster (Fuente DeSarbo et al., 2009)

Tal y como se ha descrito en DeSarbo y Carroll (1985), considerando un disefio
factorial fraccionado 27 para estimar los efectos principales, con un total de 32 pruebas
resultado de la combinacién aleatoria de los 9 factores y sus niveles respectivos, se
genera una matriz ortogonal cuyas filas contienen una combinacion de factores unica
gue no se repite en otra distinta y que contiene informacién de los diferentes modelos
a examen, que se aplicara para evaluar el modelo asociado a cada experimento.

Al carecer de datos reales con los que validar el modelo, los autores crearon los datos
artificialmente, utilizando distribuciones de probabilidad conocidas.

Para generar la matriz de pertenencias P, en el caso de la opcién de los clusters
solapados, los individuos fueron asignados a cada cluster s:1...S a través de una
distribucion de Bernoulli (p=0,5) y en el caso de clusters disjuntos se generaron S
valores aleatorios (a través de una distribucién uniforme) por cada individuo, de
manera que cada individuo fue asignado al cluster con un valor mas alto; las
coordenadas de los estimulos se generaron a través de una distribucion Normal N(0,1)
y después se estandarizaron por columnas; las coordenadas de los individuos (puntos
ideales) en cada cluster y en cada situacion también se generaron a través de una
distribucion Normal N(0,1); los pesos se generaron a través de funciones de
distribucion uniformes (4,7) y las constantes aditivas mediante una distribucion Normal
N(0,1) . Con todos estos datos, se construyeron los valores de no-preferencia a los
que se les afiadio errores obtenidos mediante distribuciones normales en las que se
vario el segundo parametro (varianza) de modo que se obtuviese la tasa deseada de
varianza afiadida sobre la varianza total.

Con el fin de poder englobar toda la casuistica del modelo (datos de entrada,

pardmetros, coste computacional y clasificaciones posibles dentro de los clusters) y
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para asegurar un rendimiento 6ptimo, se registraron las siguientes medidas de ajuste
en el disefio:

1. La medida de ajuste de la configuraciébn conjunta (X, Y), que se calculd
mediante la media del VAF (Variance Accounted For) entre el espacio original y
el obtenido en la solucion.

2. La medida del coste computacional, que se calculé a través del nUmero de
iteraciones realizadas en los pasos ( 37 )-( 39 ) del algoritmo.

El tiempo CPU, que se registré en segundos.

El VAF del test de convergencia.

La recuperacion de los clusters, que se analiz6 mediante el célculo de las
diferencias entre cada celda de las matrices de pertenencia original y final; esto
es, mediante un coeficiente de concordancia que representa el nimero de
coincidencias dividido por el niumero total de celdas de la matriz.

6. La medida en el caso de los pesos, que se realizd utilizando la media del
SSAF calculada entre las matrices de ponderacion original y final.

7. La medida del ajuste del vector b de constantes, que se calcul6 mediante la
raiz cuadrada del error medio entre los valores finales y los de la configuracion

original del disefio.

Con cada una de estas medidas como variable dependiente, se realizaron varios
analisis de regresion multiple (uno por cada medida) siendo las variables
independientes los niveles de cada factor de (Tabla 4) en forma dummie, con el fin de
evaluar el modelo en base a las medidas de ajuste. La configuracion conjunta (X, Y) se
ajustdé de manera correcta con los 9 factores del experimento y se encontré que la
matriz de ponderaciones W podia verse afectada por el tamafio (nimero de
situaciones o de dimensiones) de manera que cuantos mas pardmetros se quiera
estimar, mas afectado se ve el célculo de la matriz W. Del mismo modo, el coste
computacional (iteraciones y tiempo CPU) crece cuando se afiaden méas dimensiones,
situaciones y numero de clusters, asi como si los clusters pueden solaparse. El VAF
se ve afectado (a peor) cuando se incrementa el error, sin embargo alcanza mejor

resultado cuando la configuracion inicial es racional.

En resumen, los autores concluyen que los resultados son estimulantes y proponen

nuevos caminos para la investigacion y su desarrollo:
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Reconstruir el modelo de forma que se puedan afadir restricciones
lineales en los estimulos, con el fin de mejorar la interpretacion de la
configuracion conjunta.

Extender el modelo a datos no métricos, ya que segun los autores una
de las limitaciones del modelo propuesto es la aplicacion de un
procedimiento métrico a datos no-métricos de preferencia (ordinales).
Puesto que existe suficiente literatura al respecto en Unfolding (de dos
entradas) y que los resultados no difieren en exceso del tipo métrico, es
posible la traslacion a este modelo teniendo en cuenta ademas las
aproximaciones de los dUltimos afios para evitar las soluciones
degeneradas que se han revisado ademas en este trabajo.

Debido al caracter deterministico del modelo, es necesario investigar
mas profundamente acerca de la eleccién en términos del nimero de
dimensiones y clusters para abordar la solucion final.

La dltima de las propuestas realizadas, implica la posibilidad de mejorar
el coste computacional en el sentido de que no se tenga que penalizar
el tamafio de los datos (numero de individuos, estimulos, dimensiones o
clusters) aun cuando ni el MDS ni el Unfolding son técnicas apropiadas
para analizar gran cantidad de datos. Ademas, es necesario continuar
en la busqueda de soluciones a ciertos problemas asociados con los
algoritmos de estimacion de minimos cuadrados alternos como son, por

ejemplo, los problemas con las soluciones éptimas.
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Resultados

A través de la revision de la literatura presentada en este trabajo y también mediante
una busqueda adicional, se encuentran una serie de aplicaciones del Unfolding y
Unfolding de tres vias, en las cuales los autores exponen la posibilidad de aplicacion
de las técnicas propuestas a ciertos conjuntos de datos.

Tal y como se ha hecho referencia a lo largo de este trabajo, el Unfolding como técnica
de AM surge dentro de la Psicologia, y se encuentran numerosas aplicaciones en este
ambito (Green y Rao, 1972; DelLeeuw, 2004; VanDeun, 2007).

Se encuentra un importante porcentaje de ejemplos de aplicacion en Marketing
(DeSarbo y Rao, 1984; Chatterjee y DeSarbo, 1992; DeSarbo et al., 1987), Politica
(Poole, 1984; DelLeeuw, 2004; Wang et al., 1975) o Sociologia (VanDeun, 2007).

En Espafa, aunque no es una técnica ni popular ni muy utilizada, cabe destacar las
aportaciones realizadas por el equipo de la Universidad de Salamanca en el &mbito de
la Ecologia (Férnandez et al., 2011) y por el Dr. José Fernando Vera de la Universidad
de Granada, que ha realizado interesantes aportaciones desde el punto de vista
heuristico (Vera et al., 2009).

Aplicaciones del Unfolding de Tres Vias

La revision de la literatura aporta en muchos casos numerosos ejemplos del Unfolding
de tres vias en el mundo del Marketing y del Analisis de Mercado que es donde hasta
ahora hay un mayor nimero de ejemplos de aplicacion (DeSarbo y Carroll, 1985;
DeSarbo et al., 2009; Park et al., 2012), Marketing y Geografia (Balabanis et al., 2004),
Psicologia (DeSarbo y Carroll, 1985), Psicologia Clinica (Leach et al., 2001),
Pedagogia (Kim et al., 1999) o Sociologia y Politica (De Rooij y Heiser, 2000).

DeSarbo (1985) hace hincapié que puede aplicarse de manera muy variada dentro del
Marketing, como por ejemplo para investigar qué tipos de programas de television
prefiere el publico infantil en diferentes situaciones (hora del dia, por quién estan
acompafados en ese momento...) o también para analizar las preferencias de un
grupo de personas a la hora de elegir ciertas tiendas para realizar compras en
diversas situaciones (regalos de Navidad, regalos de cumpleafios...). Otro apunte
importante que hace el autor del modelo de tres vias es que éste no deberia cefiirse
s6lo a un andlisis meramente de situacion, sino que podria aplicarse por ejemplo para
investigar si existe acuerdo en la publicidad de ciertos productos evaluando mediante

una muestra de individuos cual es el anuncio mas adecuado para cada uno de los
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productos anunciados o también para examinar la percepcién de las personas sobre
ciertos personajes famosos que prestan su imagen a varios productos o marcas,
suponiendo que se quiere conocer cual de los productos se asocia mejor con un
personaje u otro.

Sugiere también que dentro del Marketing y la investigacion de mercados hay todavia
muchos campos en los que podria ser aplicado con éxito, por ejemplo, en optimizacion
de precios: se puede utilizar el modelo para evaluar las preferencias de los
consumidores sobre diferentes marcas bajo supuestos de precios. Dentro del
posicionamiento de productos o marcas, se puede aplicar para realizar analisis de
preferencias de los consumidores hacia diferentes productos bajo ciertas
combinaciones de atributos o caracteristicas, incluso se podria examinar el porqué de
los cambios de marca entre consumidores a través del analisis longitudinal de matrices
o brand-switching.t’

Fuera del &mbito de la Psicologia o el Marketing, por ejemplo dentro del campo clinico,
el Unfolding de Tres Vias podria aplicarse para examinar el efecto en las preferencias
hacia ciertos tratamientos antes y después de su aplicacién, e incluso su poder de
aplicacion puede extenderse hacia otros campos de las ciencias sociales del

comportamiento como la Sociologia, la Economia, la Politica, la Antropologia, etc.

A continuacién se exponen varios ejemplos de aplicacion de los modelos Unfolding de

tres vias y de Unfolding de tres vias junto a andlisis cluster.

Aplicacion del modelo ponderado de tres vias de DeSarbo y Carroll (1985)

Ejemplo 1: DeSarbo and Rao (Pain Reliever Preference Data)

En el articulo de DeSarbo y Carroll (1985), centrado en el Modelo Unfolding de tres
vias, de las aplicaciones que realizan los autores del modelo, una de ellas consiste en
la aplicacion de la técnica sobre un conjunto de datos proveniente de un estudio de
DeSarbo y Rao (1983) en el cual se tomo6 una muestra de 61 estudiantes de un MBA
de la Universidad de Fairleigh Dickenson, que puntuaron diez medicamentos contra el
dolor (Anacin, Ascriptin, Aspirina Bayer, Bufferin, Cope, Datril, Excedrin, aspirina
Hudson, Tylenol, y Vanquish) con puntuaciones de 0 a 10 en tres contextos

(situaciones) de dolor diferentes (dolor de cabeza, fiebre y dolor muscular). Se

17Una Matriz Brand-Switching es una matriz de dos entradas que indica qué marcas son compradas por
una muestra de consumidores en un determinado periodo y cuales compran en un periodo subsiguiente,
de esta manera se puede analizar el cambio de preferencia entre marcas asi como la fidelidad de los
consumidores hacia una determinada marca.
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configurd una matriz de tres entradas, donde las filas correspondian a los individuos,
las columnas representaban los 10 medicamentos sobre los que se hacia la eleccion y
como tercera via, los tres contextos de dolor.

Al aplicar el modelo ( 23 ) con unos valores p=2 en la funcién de pesos (25)y D=2
para el nimero de dimensiones, se encuentra un modelo final que explica el 51% de la
varianza.

La configuracion bidimensional de los individuos y las marcas muestra (Fig. 15)

que la dimension 1 parece presentar una clara separaciéon de las marcas con gran
publicidad de las no publicitadas o con poco nicho de mercado, mientras que la 22
dimensién diferencia el formato aspirina (Ascriptin, Cope, Vanquish, Hudson, Excedrin,
Bufferin, Anacin, y Bayer) de aquellos que no lo son (Tylenol y Datril); ademas, parece
que los cuadrantes Il y IV contienen la mayor parte de los puntos ideales (individuos)
muy cercanos a las marcas mas conocidas y publicitadas, ya sean aspirinas o no (es
decir, independientemente del contexto de dolor). Los autores concluyen por tanto que
en las tres situaciones (dolor de cabeza, fiebre y dolor muscular), la dimensién que
mas importancia tiene es que el producto tenga un buen nicho de mercado, es decir

gue sea conocido.
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Fig. 15. Representacion del espacio conjunto Ejemplo 1 (DeSarbo y Carroll, 1985)
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Fig. 16. Pesos obtenidos Ejemplol (DeSarbo y Carroll, 1985)

Ejemplo 2: Grambsch, Clark, DeSarbo, and Rothkopf (Reading Profile Data)

Grambsch, Clark, DeSarbo y Rothkopf realizaron en 1983 un experimento para
obtener patrones en el movimiento horizontal de los ojos (mas conocido como
nistagmo) a través de diferentes tareas de lectura. Se pidi6 a 39 individuos que
realizaran seis tareas de lectura diferentes en dos momentos distintos, separados
entre si al menos una semana. En cada una de las ocasiones, los participantes
tuvieron que leer cerca de 20.000 palabras, graduadas desde palabras relativamente
faciles hasta textos dificiles, dedicando un tiempo total a la lectura de unos 100
minutos.

Las seis tareas fueron creadas de manera que se diferenciaran entre si en funcién del
grado de interpretacion requerido para su lectura completa y el nimero de elementos
considerados en ella. Su objetivo fundamental fue evaluar cdmo el movimiento del ojo
(la media de las diferentes medidas) depende de la tarea realizada y averiguar si las

diferencias entre tareas pueden o no ser iguales entre individuos.
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De las seis tareas de lectura planteadas, cuatro eran de busqueda y dos de

comprension:

1. La Tarea 1 (Nonword Search Task) requeria que los individuos buscasen en
una lamina un grupo pronunciable de letras sin significado con una o dos
silabas, como por ejemplo hesh. Cuando se encontraba, se reemplazaba por
una palabra con contenido en el texto original.

2. La Tarea 2 (Verbatim Search Task) requeria que los individuos buscasen en
una lamina la presencia de una determinada palabra de una o dos silabas,
como por ejemplo sofa.

3. La Tarea 3 (Synonym Search Task) requeria que los individuos buscasen el
sinbnimo monosilabo o bisilabo de una palabra también de una o dos silabas,
como por ejemplo little como sinénimo de small.

4. En la Tarea 4 (Information Task) los individuos tenian que buscar en el texto la
respuesta a una determinada pregunta formulada al inicio.

5. En la Tarea 5 (Information Memory Task), similar a la anterior, los individuos
tenian que hacer una primera lectura de comprension y después, con el texto
fuera de su vista, se les hacia una pregunta determinada y se les preguntaba si
podian contestar tal pregunta a partir de la informacion dada en el texto.

6. La ultima tarea (Learning) requeria la lectura de dos pasajes, uno de ellos de
comprension facil y el otro més dificil, compuestos por ocho laminas, cada de
uno de los cuales contenia 1200 palabras extraidas de la lectura original. El
objetivo era obtener una comprension general de cada uno. Cada uno de los
pasajes versaba de un determinado tema y los individuos podian leerlos a su
ritmo, de forma que no se pasara a la lamina siguiente si no se habia terminado
de leer la anterior. Al término del pasaje, los individuos tuvieron que responder

un cuestionario de 8 items de respuestas cortas.

Utilizaron electrodos situados cerca de los ojos, conectados a ordenadores que
registraban y almacenaban los movimientos en los momentos de lectura.
Para determinar las diferencias entre individuos relacionadas con las tareas de lectura
se tuvo en cuenta que la lectura se caracteriza por diferentes medidas que dependen
unas de otras y se registraron las siguientes:

i) Tiempo total de lectura (RT), en milisegundos.

i) Numero de sacudidas (saltitos) de izquierda a derecha (LRS).

iif) Numero de sacudidas de derecha a izquierda (RLS)

iv) Numero de barridos rapidos (backsweeps) (BSW).
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v) Duracion media de los periodos en los que el ojo no realiz6 ningun
movimiento (FIX).
vi) Amplitud de las sacudidas de izquierda a derecha (LRA).

vii) Amplitud de las sacudidas de derecha a izquierda (RLA).

Con toda esta informacion, se construyé una matriz de 3 modos y 3 vias (sujetos x
medidas x tareas) de dimensién (39x7x6), estandarizando las medidas de los
estimulos a lo largo de toda la matriz (ya que las unidades de medida eran diferentes
entre si). Tras ciertas pruebas para elegir una dimension adecuada (D=1 hasta 4)
usando el modelo de punto ideal flotante para los individuos, y ciertas pruebas para
elegir el exponente p para la construccion de la matriz de pesos ( 24 ) ( 25 ), se
consider6 como eleccion optima libre de soluciones degeneradas D=1 (1 dimension) y
p=2, con un porcentaje de varianza explicado de 74,4%.

Junto al andlisis Unfolding, los autores realizaron ademdas un andlisis cluster de la
matriz de puntos ideales flotantes con el fin de examinar patrones de lectura similares
entre individuos. Mediante el método de la distancia méxima (complete linkage) vy el
correspondiente dendograma, encontraron 3 clusters representados en (Fig. 17) junto
a las localizaciones de los estimulos (RT, LRS, RLS, BSW, FIX, LRA y RLA) en cada
una de las 6 situaciones.

Si se observa la (Fig. 17), la Unica dimensién puede ser interpretada como el esfuerzo
en la lectura, ya que las medidas de amplitud de los movimientos bruscos o velocidad
(LRA y RLA) ocupan un lugar superior o positivo en la dimension en todas las
situaciones, mientras que el resto de estimulos, que miden la fijacion de la mirada, se
encuentran localizados en la parte inferior 0 negativa del eje.

Los puntos ideales medios de cada grupo para cada tarea se conectan entre si a
través de lineas discontinuas, pudiendo adivinarse un estilo de lectura entre los grupos
basandose en la proximidad entre los puntos ideales medios y la localizacién de los
estimulos.

Por ejemplo, el Grupo 1 esta formado por los participantes que son mas lentos en la
lectura, sobre todo en las tareas 2 y 4, mientras que el Grupo 3 parece ser aquel que
contiene a los individuos que leen més rapido y que mejores puntuaciones obtienen en
las tareas 3, 4 y 5. El Grupo 2 no muestra evidencias de diferir en cada una de las
seis tareas, ya que sus puntuaciones medias son estables en todas ellas.

Los resultados de este andlisis de Unfolding de tres vias muestran, por tanto, un
ejemplo gréfico de las diferencias existentes en los estilos de lectura de un conjunto de

individuos a través de diferentes tareas (que abarcan tanto la busqueda de palabras y

70



sinbnimos o la comprension de textos) y, ademas, examina cOmo una serie de

aspectos oftalmolégicos se ven involucrados en ella.

B5w| BSW|  BSWA-. Bsw BSy  Bsw
R

VARIABLE

Fig. 17. Espacio conjunto en 1 dimensién Ejemplo 2 (DeSarbo et al., 1985)

Aplicacion del Modelo de Tres Vias y Cluster de DeSarbo et al. (2009)

DeSarbo et al. (2009) recurren al estudio de Green y Rao (1972) para aplicar su
modelo mixto de Unfolding de tres vias y analisis cluster, introduciendo una tercera

via, la medida de las preferencias en seis contextos o situaciones diferentes:

1. “Preferencia General”
2. *“Cuando tomo un desayuno de zumo, bacon, huevos y bebida”

3. “Cuando tomo un desayuno de zumo, cereales y bebida”
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4. *“Cuando tomo un desayuno de zumo, panecillos, salchicha, y bebida”
5. “Solo bebida”

6. “Ala hora de almorzar solo con bebida”

Afaden ademas cierta informacion sociodemografica: edad, sexo, estado civil y
namero de hijos, si se consideran con sobrepeso y en cuanto lo estiman y para
finalizar cual es su desayuno tipico de la semana y durante el fin de semana, y el

consumo habitual de café, té y leche.

En las siguientes tablas, se muestran los cédigos de los productos (Tabla 3) y los

atributos (Tabla 4) que se utilizan en las representaciones gréficas.

BTJ (Buttered toast and jelly): Tostada con

TP (Toast pop-up): Tostada mantequilla y gelatina

BT (Buttered toast ): Tostada con mantequilla TMn (Toast and margarine):Tostada y margarina
JD (Jelly donut): Donut relleno CB (Cinnamonbun): Bollo de canela
CT (Cinnamontoast): Tostada con canela DP (Danish pastry): Pasta danesa

BMM (Blueberrymuffin and margarine): Magdalena de

. . CC (Coffee cake ): Pastel de café
arandanos y margarina

CMB (Corn muffin and butter): Magdalena y

HRB (Hard rolls and butter): Panecillos y mermelada .
mantequilla

TMd( Toast and marmalade): Tostada con mermelada GD (Glazed Donut): Donut Glacé

EMM (English muffin and margarine): Magdalena inglesa y
margarina

Tabla 3. Productos en ejemplo de Unfolding de Tres Vias y Cluster (Fuente DeSarbo et

al. (2009))
R1 1. Facilidad de preparacion
R2 2. Sabor
R3 3. Indicado para adultos
R4 4. Calorias
R5 5. Artificial-Natural
R6 6. Textura
R7 7. Coste
R8 8. Sinrelleno
R9 9. Momento mas adecuado para su consumo
R10 10. Forma
R11 11. Tostado

Tabla 4. Atributos en ejemplo de Unfolding de Tres Vias y Cluster (Fuente DeSarbo et al.,
2009)
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Tras la aplicacion del modelo de Unfolding de tres vias y analisis cluster expuesto en
el capitulo anterior a la matriz de tres entradas con los datos arriba indicados, y tras la
evaluacion de diferentes modelos, los autores consideran una solucion 6ptima en D=2
dimensiones y S=3 clusters disjuntos, sin pesos (g;;; = 1) que, en principio, no
parece mostrar soluciones degeneradas.

La representacion conjunta de productos y atributos bajo la situacion 1 (preferencia

general) se muestra a continuacion (Fig. 18).

o2

J0
lEE -]

RE

Thid

-BTS
oe Thin H11

Rz - - -
- oind 1

RIO" - BC
~R?

. RE
(=1 ERM o

cT

-HRE "
et i} " RE

R

Fig. 18. Espacio conjunto sin clusters (preferencia general) (DeSarbo et al., 2009)

Los tres clusters obtenidos son diferentes entre si en el sentido de la preferencia, los
individuos dentro de un cluster especifico se caracterizan por mostrar una preferencia
parecida en ese contexto pero, en otro contexto, pueden variar su preferencia y
desplazarse de posicion respecto de la preferencia general.

El primer cluster (Fig. 19), contiene a los individuos cuys preferencia deriva hacia los
productos que contienen algun tipo de tostada (BT. Tostada con mantequilla; TMn:
Tostada y margarina) en todas la situaciones (vy; ¥12 Vi3 Y1415, ) €Xcepto en la
situacion 6 (¥;5) a la hora de almorzar solo con bebida en fa que los individuos
pertenecientes a ese cluster se decantan por algun tipo de magdalena que es la
opcion mas saludable dentro de los productos dulces. La lectura general puede hacer
pensar que este primer cluster realmente agrupa a los individuos cuya preferencia en

cualquier tipo de situacion, esta enfocada a ciertos productos de manera muy directa,
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evitando los dulces, los productos caléricos y los rellenos. Se puede deducir que los

individuos pertenecientes a este cluster son aquellos preocupados con su salud.
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Fig. 19. Espacio conjunto Cluster 1 (DeSarbo et al., 2009)

En el caso del Cluster 2 (Fig. 20), se puede observar que las preferencias cambian
claramente en comparacion con el cluster 1. Por un lado, estos individuos si que
muestran preferencia hacia determinados productos en situaciones distintas: en las
situaciones de preferencia general, a la hora de la bebida y en el almuerzo
(¥21 ¥25¥26) los individuos pertenecientes a este cluster muestran una tendencia
hacia los dulces y productos altos en calorias como los pasteles de cafe (CC) y las
pastas danesas (DP), mientras que en las otras tres situaciones (¥zz ¥23¥24)
prefieren opciones mas simples y saludables como las tostadas (TP). Esto puede
llevar a pensar que estos individuos tienen una tendencia a llevar un cierto equilibrio
en su dieta ya que sélo consumen productos caléricos cuando los toman con bebida o
bien los toman en el almuerzo, mientras que optan por la tostada cuando desayunan

en compariia de mas productos como el zumo, bacon, huevos o salchichas.
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Fig. 20. Espacio conjunto Cluster 2 (DeSarbo et al., 2009)

Para finalizar el Cluster 3 (Fig. 21), agrupa a los individuos cuya preferencia en casi
todas las circunstancias (¥s1 ¥a33 ¥34 ¥35¥3e6) apunta hacia los dulces y los
productos altos en calorias y que no parecen cambiar de gustos sea cual sea el
contexto, excepto en el caso de desayuno con zumo, bacon, huevos y bebida (y3z) en
el que optan por productos tipo tostada. En este caso, el cluster puede agrupar
individuos que preferiblemente eligen en casi todas las ocasiones productos dulces y

con calorias.
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Fig. 21. Espacio conjunto Cluster 3 (DeSarbo et al., 2009)
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Ademads, la matriz de pertenencia P proporciona sustanciosa informacion, ya que en
ella se conoce qué individuo de la muestra pertenece a cada cluster, y su combinacién
con la informacion sociodemografica puede caracterizar mejor los clusters que el
modelo ha estimado. Por ejemplo en este caso, tras este cruce de informacion, los
autores comentan que el cluster 1, formado por individuos que se preocupan de su
salud ademas es en su mayoria de sexo masculino, de edad avanzada, con hijos y
gue beben café; el cluster 2, formado por aquellos individuos que llevan una dieta
equilibrada es mayoritariamente femenino, soltero, sin sobrepeso, que beben té y
tienden hacia la comida con pocas calorias; y el cluster 3, formado por individuos que
consumen dulces y calorias esta compuesto de individuos de sexo masculino, de edad
joven, casados, con sobrepeso y que prefieren beber café con leche y desayunos
contundentes.

En general los clusters 1 y 3 tienen preferencias estables en la mayoria de las
situaciones, mientras que para los individuos del cluster 2 las preferencias cambian

segun el contexto.

Implementacion del Algoritmo Weighted Least Squares Algorithm for Three-Way
Unfolding de 1985 en Codigo MATLAB

En esta seccion se describe una aportacion practica del Algoritmo para Unfolding de 3
Vias explicado en el capitulo anterior, que consiste en el desarrollo del programa
Algoritmo_3WU implementado en Matlab© R2012.

Tras la revisidn realizada en este trabajo del Software existente para realizar analisis
MDU, es relevante la escasa disponibilidad de software para realizar Unfolding de 3
Vias exceptuando a PREFSCAL, que brinda al usuario la opcién de analisis de
preferencias para 2 6 3 vias. Ese ha sido principalmente el aliciente que ha motivado
el poder desarrollar una herramienta que calcule soluciones Unfolding para datos de 2
0 3 vias y en un futuro tener la posibilidad de mejorarla y aportarle nuevas
funcionalidades, ya que el algoritmo de DeSarbo et al. (1985) no se encuentra
disponible en ningun software conocido ni desarrollado en ningun lenguaje de
programacion al menos de manera publica.

Se ha considerado la programacién de este algoritmo en Matlab debido a las
caracteristicas de este software, orientado principalmente al calculo matricial,
optimizacion y simulacion de procesos. No obstante, seria también factible su

implementacion en R, ya que DeLeeuw y Mair (2009) han desarrollado el paquete
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Smacof (tanto para MDS como para Unfolding), e incluso en FORTRAN, pues existen
numerosas rutinas de algoritmos que calculan soluciones MDS, todas ellas disponibles

en el siguiente enlace http://www.netlib.org/mds/index.html (por ejemplo, PREFSCAL o

MDPREF), desarrolladas en este lenguaje de programacion orientado al calculo
numeérico y la computacion cientifica y cuyos origenes se remontan a mediados de la
década de los 50.

El programa propuesto, Algoritmo_3WU, se compone de un programa principal y 16
funciones (subrutinas) que vienen declaradas al inicio y que en el transcurso del
programa son utilizadas con diferentes parametros de entrada y salida.

A partir de una configuracién matricial inicial aleatoria de individuos, estimulos y pesos,
realiza por un lado la representaciéon conjunta de las coordenadas Optimas para
individuos y estimulos en un espacio de dimension D=2 una vez normalizadas, y por
otro lado representa las componentes de matriz de pesos W o importancia para cada
situacion, y la representacion de los individuos en cada situacion (lo que DeSarbo
llama puntos flotantes) de manera que la funcién de pérdida (diferencia cuadrada entre
las no-preferencias iniciales y las estimadas mediante el algoritmo) alcance un valor
minimo tal y como describen DeSarbo y Carroll (1985).

También se brinda al usuario la opcién de utilizar datos de no-preferencia
(inversamente relacionados con los de preferencia) (en texto o Excel) obtenidos en un
juego de preferencias, simplemente cargando el fichero de texto u hoja Excel.

Para comprobar la funcionalidad del programa, se ha procedido a simular varios
escenarios con distintos valores de tamafio en el nimero de individuos, estimulos y
situaciones, manteniendo fijo el nimero de dimensiones D=2. Siguiendo a DeSarbo
(1985), no se han ejecutado pruebas de mas de 20 individuos debido al elevado coste
computacional del proceso.

Las pruebas se han llevado a cabo en un ordenador portatil con Sistema Operativo
Windows 7 Home Premium 64 bits, Intel® Core™i5-3317U CPU @ 1,70 GHz y
memoria RAM 4 GB. En la (Tabla 5) se muestra los resultados de las simulaciones
ejecutadas, la tolerancia (TOL), el numero de iteraciones necesarias para la
convergencia (ITER), el VAF (Variance Accounted For) entre las no-preferencias
originales y las calculadas y el tiempo computacional (TC) en segundos, como medida
total del proceso. En general conforme la muestra aumenta se hace mas costoso
desde el punto de vista computacional, asi que quizas con una maquina mas potente
(procesador y mas memoria), se podrian conseguir mejores resultados y elevar el

tamafo muestral.
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[simlcin_Lindviduos__J oo T T i

2 10e( 2) 0,9959 1.020,55
4 3 2 3 10e(-1) 31 0,9857 3.973,71
4 3 2 5 10e(-1) 31 0,9985 1.661,36
8 4 3 2 10e(-1) 31 0,9974 54.930,51
15 5 2 3 10e(-1) 21 0,9984 3.648,21
20 7 3 2 10e(-1) 31 0,9996 21.882,58

Tabla 5. Tabla de resultados de simulaciones Algoritmo 3 Vias DeSarbo (1985)

A continuacién se muestra un ejemplo de la representacion conjunta que da el
programa, en el caso de la representacion de los individuos a través del punto fijo (Fig.
22) o bien en el caso de que los individuos se representen mediante puntos flotantes

(segun las situaciones) (Fig. 23).
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Fig. 22. Ejemplo de Representacion Conjunta con puntos fijos en la simulacién Matlab
Algoritmo 3 Vias DeSarbo (1985)
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Fig. 23. Ejemplo de Representacién Conjunta con puntos flotantes en la simulacién
Matlab Algoritmo 3 Vias DeSarbo (1985)

No obstante, el programa propuesto podria ser modificado en un futuro mediante una
interfaz grafica que facilite la interaccion del programa con el usuario (a través de la
interfaz grafica GUI de Matlab), a fin de poder manipular los gréaficos de salida y dar
eleccion al usuario de cambiar colores, simbolos, etc. También cabe la posibilidad de
la extension del algoritmo a datos no métricos o incluso la opcién de Unfolding de 3

Vias y Andlisis Cluster.
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IUL><SISIOIOIOIOISIOIOISISISIOISISISISISISIOISISISISISISISISISIOISISISI>>

%<> <>
Ye<> The Wei ghted Least Squares Al gorithm for Three-Way Unfol ding <>
%> <>
%> VANESSA VERA LOPEZ<>
U<> TFM ADDM USAL 2013 <>

IUL><ISISIOIOIOIOISIOIOISISOISIOISISISISIOISISISISISISISISISISISISISISISI>>

% Entrada de | os datos

disp(' ");disp(" ");disp(’ ")

disp(DATOSREQUERI DOS :");disp(" ");disp(" ");

di sp(' - Este programa realiza una sinulacién con datos ");disp(" ');
disp('- los valores de I, J, T, D, p");disp(" ");

disp('- | es el nunero de individuos de |la nuestra ");disp(" ');
disp('- J es el nunero de estinulos sobre | os que se genera |la
eleccion ");disp(' ');

disp('- T es el nunero de situaciones');disp(' ');

disp(' D es el nunero de di nensiones del espacio conjunto que por
defecto sera 2');

disp(' p es el exponente para el céalculo de | as ponderaci ones
p=0,1,2,3,4,5);

disp('tol es el nivel de tolerancia para |a salida del bucle');
disp('total es el numero méxi no de iteraciones pernitidas por e
usuario");disp(' ');

% Par anetros de el ecci 6n

o€l ecci 6n de | as dinensiones de la matriz
I =; %Unero de individuos

J=; 9%unero de atri butos

T=; % unero de situaci ones

D=2; %Gera sienpre fijo

p=; %lige p=0,1,2,3,4,5

tol = 10"°(-1); %Canbia |la tolerancia
total =30; %vBxi no de iteraci ones que se permten

tic; %one el reloj a0

%8 mul aci 6n de nmatrices

disp(* ");disp(" ");disp(" ")

disp(DATOSREQUERI DOS:");disp(" ");disp(" ");
di sp('- Se introducen aleatorianente las matrices para |la
configuraci on inicial del algoritm');disp('" ');

% .a matriz de constantes nultiplicativas Wde di nensi 6n TXD, se genera
% través de una distribucién uniforme U0, 1)

W ni c=rand(T, D);

%l vector de constantes aditivas al pha de dinensié6n Tx1 a partir de
%una di stribuci on N(O, 1)

al phai ni c=randn(T, 1);

%.a matriz X de los puntos de los estinulos J en | a nueva
%onfiguraci 6n de di nensi 6n JxD a partir de una distribucion N(O, 1)
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Xi ni c=randn(J, D);

%.a nmatriz Y de |l os puntos de los individuos | en |a nueva
%onfiguraci 6n de dimensi6n I xD a partir de una distribucién NO, 1)

Yi ni c=randn(I, D);
erroral =randn(T,1*J)/100;

%.as variables a estimar en forma sinbélica que es |a incognita a
Y%despej ar

Xreal =sym('x',[J,D]); %Estinulos
Yreal =syn(' x',[I,D]); % ndividuos

% 0: Configuraci én Inici al

%Este paso es solo valido para ejecutar |as sinulaciones

X=Xi ni c;

Y=Yi ni c;

WEW ni c;

al pha=al phai ni c;

[ Del tai ni ¢ Gammai ni c] =Configinicial (X Y, Wal pha,erroral, p);

% 1. Datos de Despreferencias

%I se va a inportar directanente datos de despreferencias usar un
%comando para inportar ficheros de texto:load o textread o

%excel : x| sread

% ichero :ruta y nonbre fichero

%Del t ai ni c=l oad(fichero.txt);
%Deltainic=textread(’fichero.txt”);
%Del t ai ni c= xIsread(”fichero.xls”);

%Cal cul ar a continuaci 6n | os pesos Gamma
%Gamai ni c=1./ Del tai ni c. *p;

% 2:Estimar | os Estinulos X

%e retienen fijos WY y al pha dejando libres |os valores de X que
% s sobre | o que se va a optim zar

[ Z2 Dz2x] =Fobj etivo(Y, Xreal , Wal pha, Gammai nic,Deltainic, 1);
X0=randn(J,D); %unto inicial

[xup f]= Grad_Conjugados_unc(Z2, DZ2x, Xr eal , X0, 1, 100) ;
Xup=Vect oraMat ri z(xup) ;

% 3:Estimar | os |Individuos Y

%e retienen fijos WX y al pha dejando libres |os valores de Y que es
%sobre o que se va a optim zar

[ Z2 Dz2y] =Fobj eti vo(Yreal, X, Wal pha, Ganmai ni c, Del t ai ni c, 2);
YO=r andn(I, D); %unto inicial

[yup f] = Grad_Conjugados_unc(Z2, DZ2y, Yreal, YO, 1, 100);
Yup=Vect orahMatri z(yup);
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% 4: Estimar Wy al pha

[ Wip, al phaup] = Esti naParanetros(Del tainic, Yup, Xup) ;

% 5:Criterio de parada / Tol eranci a

[zol d zzol d] =Fobj etivo(Y, X, Wal pha, Ganmrai ni ¢, Del t ai ni c, 0);
[ znow zznow] =Fobj et i vo( Yup, Xup, Wip, al phaup, Gammai ni ¢, Del tai ni c, 0);

% Se itera hasta que la diferencia entre lo estinmado y el val or
inicial es minina:se alcanza | a convergencia
di f = real nax;

%e inicializa el contador

numter = 1;

di f =abs(zol d-znow);

zol d=znow,

X=Xup;

Y=Yup;

WEWIp;

al pha=al phaup;

% Bucl e Central

war ni ng of f

while dif> tol & numter <= total

numter = numter + 1;

%Act ual i za X estimulos

[ Z2 Dz2x] =Fobj etivo(Y, Xreal , Wal pha, Gammai nic,Deltainic,1);
X0=rand(J, D);

[xup f] = Grad_Conjugados_unc(Z2, DZ2x, Xreal , X0, 1, 100);
Xup=Vect oraMat ri z(xup) ;

%Act ual i za Y:individuos

[ Z2 Dz2y] =Fobj eti vo(Yreal, X, Wal pha, Garmai ni c, Del tai ni c, 2);
YO=r and(l, D);

[yup f] = Grad_Conjugados_unc(Z2, DZ2y, Yreal, YO, 1, 100);
Yup=Vect orahatri z(yup) ;

clear c

%A ct ual i za Wy al pha

[ Wip, al phaup] = EstinmaParanetros(Deltainic, Yup, Xup);

[ znow zznow] =Fobj et i vo( Yup, Xup, Wip, al phaup, Gammai ni ¢, Del t ai ni ¢, 0) ;
di f =abs(zol d-znow) ;

fprintf(' %t 2f' ,dif);

zol d=znow,

X=Xup;

Y=Yup;

WAWIp;

al pha=al phaup;

clear X0 YO;

end;

% 6: Nor mal i zaci 6n

[ Xcoord Ycoord Whor] =Normaliza(X Y, W;

% Aj ust e: VAF

VAF= Cal cul aVAF( Ycoor d, Xcoor d, Whor , al pha, Ganmrai nic, Deltainic );

% 7: Puntos Fl otantes para individuos




YF = Puntos_fl otantes(Y, X, Whor, Del t ai ni c, Gammai ni c) ;

%Para el reloj para contar el tienpo de ejecuci6n
t oc;
% 8: Representaci 6n gréafica

[1ndl abel objlabel w abel yflabel] = Label s(Ycoord, Xcoord, Whor);
% ndi vi duos y Estinul os

v=MDUpl ot ( Xcoor d, Ycoord, obj | abel , i ndl abel , 1);

%Si t uaci ones

w=Wpl ot (Whor, Wl abel ) ;

%Punt os fl otantes (situaciones) para individuos

f =MDUpl ot ( Xcoor d, YF, obj | abel , yfl abel , 2);

A continuacion se declaran las funciones necesarias para la ejecucion:

function [CL C2] =D stanci a(A, B)
%-unci 6n que calcula la distancia entre todos |os puntos de anbas
matrices

[r d]=size(A); % ndividuos
[n d] =size(B); %estimul os
for i=1l:r
for j=1:n
CL(i,j)=(A(i, 1)-B(j, 1))"2;
C2(i,j)=(A(i,2)-B(j,2))"2;
end;
end;

function [Delta Gamma] =Confi gi ni ci al (X, Y, Wal pha, erroral, p)
%-unci 6n que calcula el Delta y Ganma inicial de nmanera al eatoria

[r d]=size(Y);
[n d]=size(X);
[t d] =size(W;
[C1L C2]=Distancia(Y, X);
D=[reshape(Cl.',1,[]); reshape(C2.',1,[1)] ;
D2=W D;
clear ClC2
for t=1:t
Deltint(t,:)=D2(t,:)+al pha(t,:)
Delta(t,:)=Deltint(t,:)+erroral (t,:);

end;
clear Deltint;
%a matriz gamma(t,i,j)

Gamma=1./Del t a. *p;

function der=Deriva(f, D)
%ktsta funci 6n cal cula | as derivadas parciales de |a funci 6n objetivo
%2 respecto de todas |as variables de X(d xjd) y respecto de Y(d_yid)

[n m=size(D);
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for ind=1:n

for d=1:m
der(ind,d)=diff(f,Dind,d));

end

end;

function [z g]= Fobjetivo(Y, X, Wal pha, ganma, Del t afi n, par)

%Esta funci 6n calcula la funcién objetivo a minimzar z y su gradiente

% especto de las variables X (par=1) o Y (par=2): ¢

[r d]=size(Y);
[n d]=size(X);
[t d] =size(W;

[C1L C2]=Distancia(Y, X);
D=[reshape(Cl.',1,[]); reshape(C2.',1,[]1)] ;
D2=W D;
for t=1:t
%Para la situacion t=1,2..T
Delta(t,:)=D2(t,:)+al pha(t,:);
end;
for i=1:t
for k=1l:r*n
z2(i, k)=gamma(i, k).*(Deltafin(i,k)-Delta(i,k))."2;

end;
end;
z=sun(sum(z2)); % uncion objetivo;
if par==1

der =Deriva(z, X);
g=r eshape(der.',1,[]).";
el seif par==
der=Deriva(z,YV);
g=r eshape(der.',1,[]).";
el se %ual quier otro val or de par

display ('En este caso se obtiene sélo el valor de la funcién objetivo

eval uada');
for i=1:t
for k=1l:r*n
z2(i, k)=gamma(i, k).*(Deltafin(i,k)-Delta(i,k))."2;
end;
end;
9=0;
end;

function [z g V v0] = Sustituye(f, g, X, X0)

%-unci 6n que sustituye un valor X0 en la funcién objetivo y el
%gradiente, z es la funciodn objetivo, grad es el gradiente, X es la
%ratriz de paréanmetros desconocidos y X0 es el valor correspondiente

V=reshape(X.',1,[]).";
vO=reshape(X0.',1,[]).";
z=subs(f, V, v0);
g=subs(g, V, v0);

end

function [x f] = Grad_Conjugados_unc(obj, der, Xreal , X, par,itera)
% Met odo de | os gradientes conjugados para mnimzar f(x)

rho = 0.01; beta = 0.1; % Paranetros de |ine search
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maxit = itera;

[f g U x]=Sustituye(obj, der, Xreal, X);

%f g]l= fun(x);

ppr=-g; gpr=g; pbeta=0; % Conienzo con max. pendi ente
for i=l:maxit % Proceso iterativo

if i>1

[f g]=Sustituye(obj,der, Xreal , X);

i f par==1, pbeta=(g' *qg)/(gpr' *gpr); % Fl etcher-Reeves

el se pbeta=((g-gpr)' *g)/ (gpr' *gpr); % Pol ak-Ri vi ére

end

end

p = -g+pbeta*ppr;

if (norm(g,inf) < le-6), break, end% Condici én de ninino
al pha = 1;

for k=1:10 % Backtracki ng anplitud de paso

xnew = x+al pha*p; fxnew = Sustituye(obj, der, Xreal, xnew);
if fxnew <= f + al pha*rho*g' *p

br eak

el se al pha = al pha*bet a;

end

end

X = x + al pha*p; ppr=p; gpr=g;

fprintf (' %. 0f %43.8e %.3.8e %3.8e %3.8e\n',i,x,f,al pha);
end

function M= VectoraMatri z(v)
oEsta funci 6n convierte un vector v en una matriz M

d=2;
Mevec2mat (v, d);
end

function [Wp al phaup] = EstinmaParanetros(Deltainic,Y,X)

%-unci 6n calcula la matriz Wde constantes nmultiplicativas y
%! vector de constantes aditivas al pha

[md] =size(Y);
[n d] =size(X);
[C1, C2] =Di stanci a(Y, X);
pl=reshape(Cl.',1,[])";
p2=reshape(C2."',1,[])";
unoP=ones(ntn, 1);

P=[ unoP pl p2];

Par est =Del t ai ni c*P*i nv(P *P);
al phaup=Parest(:, 1);
Wip=Parest (:, 2: end) ;

end

function [Xc Yc Whor] = Nornaliza(X Y, W
%-unci 6n que Nornaliza |las matrices de |ndividuos, Estinulos y
Const ant es

[r d]=size(Y);

[n d]=size(X);

J=[X Y],

N=nornt(J); %Normal i za por col umas
[J1 j2]=size(d);

for i=1:j2
c(i)=sqrt(sunsqr(J(:,i)));

end;



if j2==d
for i=1:j2
Whor (¢, i) =c(i)*W:,i);

end;
el se
display ('Error: el nunero de columas de anbas matrices debe ser
i gual ');
end;
Xc=N(1:n,:);

Yc=N(n+1:end,:);

function VAF= Cal cul avVAF(Y, X, W al pha, ganma, Del t af i n)
%kEsta funci 6n calcula el VAF entre |las no-preferencias originales y
% as estinmadas en el nuevo espaci o de di mensi 6n reduci da D=2

[r d]=size(Y);
[n d] =size(X);
[t d]=size(W;
[CL C2]=Distancia(Y, X);
D=[reshape(Cl.',1,[]); reshape(C2.',1,[])] ;
D2=W D;
for t=1:t
%Para la situacion t=1,2..T
Delta(t,:)=D2(t,:)+al pha(t,:);
end;
for i=1:t
for k=1l:r*n
z2(i, k)=gama(i, k).*(Deltafin(i,k)-Delta(i,k))."2;
end;
end;
z=sun(sum(z2));
mesunm(Del ta, 2)/r*n;
for i=1:t
for k=1l:r*n
den(i, k)=ganmma(i,k).*(((Deltafin(i,k))-mi))."2;
end;
end;
zd=sum(sun{ den));
VAF=1- (z/ zd);
end

function YF = Puntos_flotantes(Y, X, WDeltainic,Gammai ni c)
%-unci 6n que calcula los s*r puntos Y flotantes

[r d]=size(Y);
[n d]=size(X);
[s d]=size(W;
b=reshape((Deltainic.*Gammainic).',n,[]).";
D=[]; Y%se al macena una matriz de Coeficientes
P=[]; %Se alnacena la matriz de paranetros estimados
F=[1;
for t=1:s % Unero de situaci ones
for j=1:n %Unero de atributos o estinulos
%por cada t:situacion y para todos los i:individuos , sienpre
%hay 3 paranetros a estinar
C(j, 1)=Wt,1)*X(j,1)."2+Wt, 2)*X(j,2)."2;
C(j,2)=Wt, 1)*X(j, 1)
C(j.3)=Wt,2)*X(j,2);

end;
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D=[D; q;

I =(t*r-(r-1));
met *r;
cl ear p;
for i=l:m%lnmero de individuos
p(:,i)=pinv(C)*b(i,:).";
P=[P,p(:,i)];

f(1,1)=p(2,i)/p(1,i);
f(2,i)=p(3,i)/p(1,i);

F=[F, f(:,i)];
end;
clear p;
clear C
end;
YF=F. "' ;
end

function [indl abel objlabel w abel yflabel] = Labels(Y,X W
%-unci 6n que genera autonaticanente etiquetas para | os |ndividuos,

hj etos, Constantes y Puntos Fl otantes

[r d]=size(Y);
[n d]=size(X);
[t d]=size(W;
ind = cell(1,r);
for i=1:r

ind{i} =['Ind nun2str(i)];
end
i ndl abel =char (i nd);
obj = cell (1,n);
for i=1:n

obj{i} =1["Obj" nunkstr(i)];
end
obj | abel =char (obj);
weight = cell (1,t);
for i=1:t

weight{i} = ['"W nun2str(i)];

end
w abel =char (wei ght) ;
floating = cell (r,t);

for j=1:r
for i=1:t
floating{j,i} =['Ind nun2str(j) nunRstr(i) ];
end
end

yfl abel =char (fl oati ng);

function p=MDUpl ot (X, Y, col unml abel , r owl abel , par)
%-unci 6n que representa de manera conjunta |los individuos Y vy |los
obj etos X

[n d]=size(X);

r=size(Y,1);
plot(Y(:,1),Y(:,2)," x"," MarkerSi ze', 8);
if par==

title('\it{MDU Fi xed Points Plot}','FontSize', 14);

el sei f par==2

title('\it{MDU Floating Points Plot}','FontSize', 14);
end



x|l abel (' DI MENSI ON 1');

yl abel (' DI MENSI ON 2');

hol d on

nor menax( Eucl D([Y; X], zeros(1,d)));

axi s square

axi s equal

%et (gca, ' XTick',[],"YTick',[])

axi s([-1.5*norm 1.5*norm -1.5*norm 1. 5*norn)
i f size(columl abel, 1)==n

plot(X(:,1),X(:,2),"."," MarkerSi ze', 8);
text (X(:,1), X(:,2), columl abel ,' Font Si ze', 12, "' Font Wi ght"', ' nor mal '
lor',"b" );
end;

if size(row abel, 1)==r
text(Y(:,1),Y(:,2),row abel ,' Font Si ze', 12, ' color","'r");

end;

hol d of f

function w = Wl ot (X, Xl abel s)

%-unci 6n que representa |las constantes multiplicativas de cada
%ituaci6n en la msnma escala que X e Y
[n d]=size(X);

title("\it{Weight Plot}"'," FontSize', 14)
x|l abel (' DI MENSI ON 1');

yl abel (' DI VENSI ON 2" ) :

hol d on

axi s square

axi s equal

%set (gca, ' XTick',[],"YTick',[])

if size(Xl abels, 1)==n

'co

plot(X(:,1),X(:,2),"."," MarkerSi ze', 8);
text (X(:,1),X(:,2), Xl abel s, "' Font Si ze', 12,"' Font Wei ght "', " normal ', ' col or
bt
end;
hol d of f
end
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Conclusiones

Tras exponer de manera rigurosa las caracteristicas del modelo Unfolding y su

desarrollo hasta el momento actual, se puede concluir que:

1. Se harealizado una revision conceptual de la técnica, abordandola a través del
Algebra Lineal (matrices de disimilaridades/no-preferencias y transformaciones)
y la Geometria (nociones y conceptos de distancias y espacios euclideos

presentes a lo largo de todo el trabajo).

2. Se han recopilado y expuesto una serie de pasos y aproximaciones al
problema de las soluciones degeneradas y triviales. Si bien alguna de éstas no
ha dado un buen resultado, se ha llegado a mostrar que la técnica propuesta
por Busing (2005) del coeficiente de penalizacion funciona y esta integrada hoy

en dia en el software comercial disponible para los usuarios.

3. Se han expuesto los diferentes modelos y tipos de Unfolding existentes, asi
como sus expresiones matematicas, en base al desarrollo matricial y

geométrico de cada modelo y el tipo de configuraciones que generan.

4. Se ha revisado cronolégicamente el software disponible para realizar analisis
Unfolding, citando los programas, autores, disponibilidad en la actualidad, tipo

de modelos que analizan y otro tipo de caracteristicas.

5. Tal y como ocurre en otras disciplinas del AM, se ha introducido el concepto de
tabla de tres entradas, asi como la propuesta de DeSarbo (1985) a través del
modelo ponderado de minimos cuadrados alternos para encontrar soluciones a

datos de preferencias de tres entradas.

6. Como apunte importante se ha revisado una de las Ultimas aportaciones
realizada por DeSarbo et al. (2009) que consiste en la fusion del Unfolding de
tres vias junto al analisis cluster, como forma no so6lo de representacion
conjunta de individuos y estimulos en un espacio comin en orden a
preferencias establecidas y diferentes contextos, sino como forma de agrupar
individuos en base a ciertas dimensiones no percibidas en sus preferencias a

lo largo de diferentes situaciones.
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7. Para finalizar se han expuesto diversas aplicaciones de Unfolding, Unfolding de
tres vias y Unfolding de tres vias y andlisis cluster a diversos campos,
fundamentalmente en Psicologia y Marketing (Analisis de Mercado) en los que
estda mas extendido, aunque se han encontrado también aplicaciones en
Sociologia, Politica, Pedagogia, Psicologia Clinica y Genética. Ciertamente su
uso es posible en cualquier disciplina en el que un conjunto de individuos
participen en un proceso de eleccion de cualquier clase de objeto o estimulo,
en un determinado momento o en una serie de situaciones distintas ya sean

temporales o de otras caracteristicas.

8. Como aplicacion practica se ha desarrollado en Software (Matlab) uno de los
algoritmos propuestos en este trabajo y se han ejecutado diversas
simulaciones en funcién del nimero de individuos, atributos y situaciones para

contrastar su funcionamiento.
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