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Introdu

ión

Este proye
to de tesis 
omenzó 
omo un trabajo sobre la fun
ión dielé
tri
a y su inversa.

El objetivo era estudiar y 
onseguir un 
onjunto de programas 
apa
es de 
al
ular la fun-


ión dielé
tri
a y su inversa en sistemas extensos, sobre todo semi
ondu
tores, super�
ies y

que fuese posible generalizar a otros sistemas. Cono
er la fun
ión dielé
tri
a o su inversa nos

permitiría estudiar y analizar no solo las propiedades ópti
as de distintos materiales, espe
-

tros
opia de fotoemisión dire
ta, emisión y absor
ión de luz, re�e
tividad,.. sino otro tipo de

fenómenos 
omo por ejemplo la intera

ión del material 
on otras partí
ulas, espe
tros
opia

de fotoemisión inversa, poten
ia de pérdidas, efe
to Auger, Channeling,..... El estudio de la

respuesta dielé
tri
a en materiales es un 
ampo de investiga
ión muy importante e interesante

porque es el punto de partida de mu
has otras apli
a
iones prá
ti
as en mi
ros
opía, �bras

ópti
as, 
eldas solares, re
ubrimientos ópti
os, ele
tróni
a, láser, tele
omuni
a
iones....et
.

En el planteamiento ini
ial nos proponíamos utilizar una representa
ión lo
al para 
al
u-

lar la fun
ión dielé
tri
a y así evitar el problema de la inversión de una matriz dielé
tri
a de

dimensión in�nita que surge si utilizamos una base de ondas planas. Nuestra inten
ión tam-

bién, era 
onseguir una serie de programas de 
ál
ulo sin parámetros ajustables o parámetros

semiempíri
os añadidos, o sea, un 
ál
ulo desde primeros prin
ipios o �ab initio� y por este

motivo elegimos ha
er nuestro estudio de la fun
ión dielé
tri
a en una representa
ión lo
al

de orbitales atómi
os. Las prin
ipales ventajas que presenta el uso de este tipo de bases es

que es relativamente sen
illo y rápido in
luir efe
tos de mu
hos 
uerpos 
omo el ex
itón y

que el formalismo teóri
o se puede generalizar de una forma natural a super�
ies y sistemas

extensos de más baja dimensión, 
omo por ejemplo, sistemas de dos dimensiones, nanotubos,..

o a sistemas no extensos 
omo 
luster, ma
romolé
ulas....

El mar
o teóri
o de referen
ia ne
esario para el 
ál
ulo de la fun
ión dielé
tri
a es la

teoría de respuesta lineal que, bási
amente, se puede desarrollar desde dos puntos de vista

diferentes, el fun
ional densidad dependiente del tiempo TDDFT[1℄ y la teoría de mu
hos


uerpos MBT[2℄.

La TDDFT 
ompleta y mejora la pre
isión de un formalismo anterior ampliamente utiliza-

do por sus éxitos en el estudio de los sistemas materiales que es la teoría del fun
ional densidad

(DFT)[3℄. La MBT es un formalismo muy potente basado en las fun
iones de Green y el 
on-


epto de 
uasipartí
ula que ha tenido un desarrollo muy importante por su pre
isión. Cada

una de estas teorías tiene sus ventajas e in
onvenientes, mientras que en la TDDFT(DFT)

5
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el 
ál
ulo es sen
illo y se basa en fun
ionales de la densidad, tiene el in
onveniente de que

el tratamiento del término de inter
ambio y 
orrela
ión requiere 
ierto grado de suposi
ión

y de aproxima
ión. Sin embargo, en la MBT todas las aproxima
iones están perfe
tamente

de�nidas por una serie de intera

iones o diagramas de Feynman, aunque tienen el problema

de que en algunos 
asos se llega a expresiones de difí
il implementa
ión o muy 
ostosa.

Ante la ele

ión de TDDFT o MBT nosotros hemos optado por un híbrido entre estas

dos teorías y nos hemos basado, fundamentalmente, en dos artí
ulos pioneros de Hanke &

Sham[4, 5℄ en los que se utiliza una representa
ión lo
al para 
al
ular la fun
ión dielé
tri
a y su

inversa, in
luyendo efe
tos lo
ales y ex
itóni
os. Las prin
ipales novedades de este formalismo

se basan en que la parte de inter
ambio y 
orrela
ión se 
al
ula rela
ionando este término


on los diagramas de intera

ión de ele
trón-hue
o de la MBT y en la resolu
ión lo
al de

la e
ua
ión de Bethe Salpeter[6℄, además, la teoría Hanke & Sham tiene la ventaja de que

propor
iona un método sen
illo para in
luir de manera natural más intera

iones de mu
hos


uerpos en la respuesta dielé
tri
a, algo muy útil que nos permite aumentar la pre
isión y

generalizar el método a otro tipo de sistemas.

Para obtener los orbitales atómi
os que forman la base lo
al usamos los orbitales Fireball


al
ulados 
on el programa Fileball[7℄ porque es un método muy rápido en 
ompara
ión 
on

otros métodos basados en ondas planas y fundamentalmente porque permite utilizar bases

mínimas de orbitales sp3 o sp3 doble 
on buenos resultados y porque su pre
isión mejora


onsiderablemente si ampliamos la base 
on orbitales polarizados o orbitales d[8℄.

Los resultados de nuestro trabajo se apli
aron fundamentalmente a un 
ristal de Sili
io,

ya que es un material muy bien estudiado y do
umentado donde podemos 
omparar nuestros

resultados 
on otros modelos y datos experimentales y porque es un material semi
ondu
tor


on un gap ni muy pequeño (tipo Germanio) ni ex
esivamente grande (tipo Diamante) que nos

permite ver la exa
titud de las aproxima
iones. Tanto en el artí
ulo original del 
arbono de

Hanke & Sham[4℄ basado fundamentalmente en TDDFT, 
omo el artí
ulo[5℄ del Sili
io basado

en MBT, se utiliza la resolu
ión lo
al de la e
ua
ión de Bethe Salpeter para in
orporar los

efe
tos ex
itóni
os pero en ambos artí
ulos hay dos aspe
tos que quedan sin desarrollar que

son:

La 
orre

ión por la energía de la 
uasipartí
ula.

El 
ará
ter no lo
al y dinámi
o del poten
ial apantallado.

En esta tesis también hemos profundizado en estos puntos, y hemos elaborado un método

general, dentro del formalismo en base lo
al de Hanke & Sham, y basado en la teoría GW

para in
luir los efe
tos de la autoenergía de la 
uasipartí
ula. Además, hemos in
luido los

efe
tos no lo
ales y dinámi
os del poten
ial apantallado, 
ompletando de este modo la teoría

de respuesta lineal de Hanke & Sham en una base lo
al.

Debido al 
ará
ter lo
al y �ab initio�, el 
onjunto de programas que hemos desarrollado

durante la tesis nos permite no sólo el 
ál
ulo de la fun
ión dielé
tri
a para sistemas in�nitos,

sino también para otro tipo de sistemas, ya que el formalismo es equivalente y fá
ilmente
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exportable, 
on algunas modi�
a
iones, a otro tipo de sistemas. En este sentido, nuestro


ódigo es similar a sofware de 
ál
ulo 
ientí�
o basado en una base lo
al y/o en ondas planas,


omo por ejemplo, EXC[9℄, GPAW[10℄, Yambo[11℄ y SIESTA[12℄, aunque evidentemente no

son 
omparables ya que estos programas son mu
ho más 
ompletos y generalistas porque

permiten dedu
ir no solo la fun
ión dielé
tri
a, sino mu
has otras propiedades del sistema.





Resumen

En esta tesis estudiamos el problema teóri
o de la respuesta dielé
tri
a en 
ristales y

su apli
a
ión al Sili
io. Esta fun
ión y su inversa normalmente se 
al
ulan en una base de

ondas planas por la rapidez de 
ál
ulo y porque las expresiones en esta base son sen
illas, sin

embargo, esta base plantea otro tipo de problemas, 
omo por ejemplo, la 
onvergen
ia de las

integrales o sumas en el espa
io de momentos, la inversión de una matriz dielé
tri
a in�nita,

y sobre todo, porque la base de ondas planas pierde todas sus ventajas 
uando queremos

estudiar los efe
tos de mu
hos 
uerpos, 
omo efe
tos de 
ampo lo
al, ex
itones...et
 o sistemas


on super�
ies, 
luster....e
t. La base de orbitales lo
alizados resuelve estos problemas porque

permite in
orporar de forma natural efe
tos de mu
hos 
uerpos en sistemas muy variados 
on

mu
ho menos tiempo de 
ál
ulo.

Nuestro punto de partida es el artí
ulo de HankeDiele
tri
 theory of elementary ex
itations

in 
rystals[13℄ y los trabajos de Hanke & Sham para el Carbono[4℄ y el Sili
io[5℄, después

ha
emos un estudio general y �ab initio� de la respuesta dielé
tri
a basado en una base de

orbitales atómi
os Fireball que in
luye, tanto los efe
tos lo
ales, 
omo del ex
itón Por último

ampliamos algunos aspe
tos que los artí
ulos de Hanke & Sham que quedan sin desarrollar,


omo por ejemplo:

Generaliza
ión de las expresiones Hanke & Sham para el 
aso de una base lo
al de

orbitales átómi
os. Apéndi
e A.

Aproxima
iones para la matriz de atra

ión ele
trón-hue
o. Apéndi
e B.

Expresiones generales y exa
tas para el 
ál
ulo de las intera

iones de repulsión Coulom-

bianas en base lo
al. Apéndi
e G.

Cál
ulo de la autoenergía en una representa
ión lo
al. Capítulo H.

In
orpora
ión aproximada de los efe
tos dinámi
os. Se

ión 3.2.

Para fa
ilitar la organiza
ión y le
tura de esta tesis todos los detalles de desarrollo de

expresiones, amplia
ión de 
on
eptos...et
. se han remitido a los apéndi
es del A al M y los

prin
ipales 
ontenidos de la tesis se han organizado en tres grandes bloques:

Fundamentos teóri
os: En esta parte se exponen las prin
ipales teorías que desarollan

la respuesta dielé
tri
a: La teoría del fun
ional de la densidad dependiente del tiempo

9
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(TDDFT), la teoría de de mu
hos 
uerpos (MBT) y por último, el formalismo de Hanke

& Sham. Este bloque 
orresponde al 
apítulo 1.

Método Fireball: En este bloque se analizan varias bases de orbitales atómi
os obtenidos

mediante Fireball y estudiamos 
uál de ellas es la más 
onveniente, tanto desde el punto

de vista de la estru
tura de bandas, 
omo de las propiedades ópti
as. Capítulo 2.

Apli
a
ión de la teoría al Sili
io: En esta parte se presentan y analizan los resultados

de esta teoría al estudio de las siguientes propiedades:

• La fun
ión dielé
tri
a y su inversa 
on efe
tos lo
ales y ex
itóni
os. Capítulo 3.

• La autonergía. Capítulo 4.

• La poten
ia de pérdidas. Capítulo 5.



Capítulo 1

Formula
ión 
uánti
a de la respuesta

dielé
tri
a.

1.1. Introdu

ión.

En este 
apítulo expondremos la formula
ión 
uánti
a de la respuesta dielé
tri
a utilizando

la aproxima
ión de partí
ula independiente y analizaremos los prin
ipales métodos de 
ál
ulo

de di
ha respuesta: teoría del fun
ional densidad dependiente del tiempo (TDDFT), la teoría

de mu
hos 
uerpos (MBT) y la aproxima
ión del 
ampo auto
onsistente de Hanke & Sham

que es un formalismo mez
la de los dos primeros.

Consideremos un sistema de mu
has partí
ulas, a temperatura T = 0 K, y 
on un Hamil-

toniano independiente del tiempo Ĥ. Supongamos que perturbamos el sistema en t = 0 
on

un nuevo Hamiltoniano dependiente del tiempo Ĥext(t). El 
ambio de primer orden en el valor
esperado del estado fundamental de un operador Ô(t) debido a Ĥext(t) se puede expresar en
términos de los operadores de Heisenberg exa
tos del sistema de intera

ión no perturbado

[2, 14℄, 
omo:

δ < Ô(t) > = − i

~

∫ t

0
< ψo|[ÔH(t), Ĥext

H (t′)]|ψo > dt′ (1.1)

donde el subíndi
e H indi
a la representa
ión de Heisenberg. En el 
aso de una temperatura

T la aproxima
ión de primer orden viene dado por[2℄:

δ < Ô(t) > = − i

~

∫ t

0
Tr{ĝ[ÔH(t), Ĥext

H (t′)]} dt′ (1.2)


on g el operador estadísti
o. Nosotros estamos interesados en la respuesta ele
tromagnéti
a

de sistemas de ele
trones que intera
túan 
on poten
iales externos de tipo es
alar o ve
tor.

En el 
aso de un poten
ia es
alar V ext
la densidad de 
arga que se dedu
e de la e
ua
ión (1.1)

11
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es:

δ < ρ̂(~r, t) > =

∫ t

0

∫

χ(~r, t, ~r′, t′) V ext(~r′, t′) d3~r′ dt′ (1.3)

en donde χ es la fun
ión respuesta densidad de�nida por:

χ(~r, t, ~r′, t′) = − i

~
< ψo|[ρ̂H(~r, t), ρ̂H(~r′, t′)]|ψo > (1.4)

La e
ua
ión (1.3) nos indi
a que la respuesta lineal de un operador ρ̂ a una perturba
ión

externa V ext
se puede 
al
ular por medio de una integral en el espa
io tiempo de una fun
ión

de 
orrela
ión de operadores exa
tos de Heisenberg. Para un poten
ial ve
tor externo

~A(~r, t)
y las 
orrientes indu
idas δ < ~J(~r, t) > tenemos una de�ni
ión similar:

δ < Ĵi(~r, t) > =

∫ t

0

∫

Pij(~r, t, ~r
′, t′) Aext

j (~r′, t′) d3~r′ dt′ (1.5)

en donde:

Pij(~r, t, ~r
′, t′) = − i

~
< ψo|[Ĵi(~r, t), Ĵj(~r′, t′)]|ψo > (1.6)


on Ĵ = (Ĵo, Ĵx, Ĵy , Ĵz) el 
uadrive
tor formado por el operador densidad de 
arga Ĵo y la

parte paramagnéti
a del operador densidad de 
orriente en la representa
ión de Heisenberg

(Ĵx, Ĵy, Ĵz).

La teoría de 
ampos junto 
on la teoría de perturba
iones en series de poten
ias de la

intera

ión ele
trón-ele
trón [2, 15℄ nos permite estudiar la respuesta ele
tromagnéti
a de una

forma sistemáti
a. Dentro de estas teorías, la más sen
illa 
orresponde a la aproxima
ión

Hartree o random phase approximation (RPA), en la 
ual se supone que un ele
trón en un

poten
ial periódi
o se mueve independientemente del resto de los ele
trones, 
omo si estuviese

sometido a un 
ampo ele
trostáti
o medio generado por los iones y el resto de los ele
trones.

De esta forma podemos 
al
ular la densidad de 
arga o de 
orriente debido a un poten
ial total

es
alar o ve
tor utilizando un sistema de ele
trones no intera
tuantes. Según la aproxima
ión

RPA la e
ua
ión para la parte irredu
ible de la polariza
ión de la respuesta lineal P̃ vale:

P̃ij(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =
∑

n,n′,~k

< n,~k| ~Ji(~q + ~G)|n′, ~k + ~q > ·

fn(~k)− fn′(~k + ~q)

En(~k)− En′(~k + ~q)− ~ω − iδ
< n′, ~k + ~q| ~Jj(~q + ~G′)|n,~k > (1.7)

donde P̃ij(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) es la transformada de Fourier de P̃ij(~r, t, ~r
′, t′) 
on respe
to a

las 
oordenadas ~r, ~r′ y el tiempo t − t′. |n,~k > representa el estado Blo
h de partí
ula

independiente de banda n, ve
tor de onda ~k, energía En(~k) y fun
ión de distribu
ión Fermi-

Dira
 fn(x). El operador Ĵo(~q) se de�ne a partir del operador densidad ρ(~q) = e−i~q~r
y Ĵi(~q)


on i ∈ {x, y, z} por medio del operador 
orriente:

Ji(~q) =
1

2 m

(

pi e
−i~q~r + e−i~q~r pi

)

(1.8)
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~p es el momento del ele
trón. Teniendo en 
uenta la e
ua
ión de 
ontinuidad:

[ρ(~q),H] = ~q · ~J(~q) (1.9)

H es el Hamiltoniano de partí
ula independiente del ele
trón, y las e
ua
iones (1.8) y (1.9) se

dedu
e la siguiente expresión general para la polarizabilidad propia en la aproxima
ión RPA:

P̃oo(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =
∑

n,n′,~k

< n,~k|(~q + ~G) · ~J(~q + ~G)|n′, ~k + ~q > ·

fn(~k)− fn′(~k + ~q)
(

En(~k)− En′(~k + ~q)− ~ω − iδ
)

(En(~k)− En′(~k + ~q))2
·

< n′, ~k + ~q|(~q + ~G′) · ~J(~q + ~G′)|n,~k > (1.10)

Esta última e
ua
ión nos permite 
al
ular la polarizabilidad propia y por tanto los 
ampos

longitudinales por dos 
aminos equivalentes. El primero utiliza la densidad de 
arga y el poten-


ial es
alar (formalismo 
arga-
arga, e
ua
ión (1.7) 
on Ĵi → Ĵo) y el segundo las 
orrientes

y el poten
ial ve
tor (formalismos 
orriente-
orriente, e
ua
ión (1.10) 
on Ĵ → (Ĵx, Ĵy, Ĵz)
). Cono
ida la polarizabilidad propia la fun
ión diele
tri
a y su inversa se 
al
ulan 
on las

e
ua
iones, ver apéndi
e L:

ǫ(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′ − v(~q + ~G) P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′) (1.11)

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′ + v(~q + ~G) χ(~q + ~G, ~q + ~G′) (1.12)
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1.2. Teoría del fun
ional densidad dependiente del tiempo.

La teoría del fun
ional de la densidad dependiente del tiempo (TDDFT) generaliza el

formalismo del fun
ional de la densidad (DFT) a sistemas sometidos a poten
iales dependien-

tes tiempo. Así, si la DFT se basa en la solu
ión de la e
ua
ión de S
hrödinger estáti
a, la

TDDFT resuelve la e
ua
ión de S
hrödinger dependiente del tiempo:

i
∂

∂t
Ψ(t) = ĤΨ(t)

La TDDFT se fundamenta en el teorema de Runge Gross[1℄ que generaliza el teorema de

Hohenberg y Kohn[3℄ al 
aso dependiente tiempo bajo 
ondi
iones su�
ientemente generales.

Este teorema nos di
e que para un estado ini
ial dado, existe una 
orresponden
ia biunívo
a

entre la densidad dependiente del tiempo n(~r, t) y el poten
ial externo dependiente del tiempo
vext(~r, t). El teorema de Runge Gross es fundamental en la TDDFT y juega el mismo papel que

el teorema de Hohenberg-Kohn en la DFT. Análogamente al tratamiento estáti
o, la TDDFT

introdu
e e
ua
iones de Kohn-Sham dependientes del tiempo, que trasforman la intera

ión

de los ele
trones que se mueven bajo un poten
ial externo dependiente del tiempo vext(t)
en un sistema de ele
trones independientes que se mueven bajo un poten
ial efe
tivo veff (t)
también dependiente del tiempo.

i
∂ψn(~r, t)

∂t
=

[

− ~
2

2 m
∇2 + Veff [n] (~r, t)

]

ψ(~r, t) n(~r, t) = 2
∑

occ |ψn(~r, t)|2 (1.13)

El poten
ial efe
tivo puede des
omponerse 
omo el poten
ial externo, más el poten
ial Hartree

dependiente del tiempo, más el poten
ial de inter
ambio y 
orrela
ión:

veff [n] (~r, t) = vext(~r, t) + vH [n] (~r, t) + vxc [n] (~r, t) (1.14)

donde el poten
ial Hartree dependiente del tiempo se de�ne 
omo:

vH [n] (~r, t) = e

∫

d3~r′
n(~r′, t)

|~r − ~r′| =
∫

d3~r′ vc(~r,~r
′) n(~r′, t) 
on vc(~r,~r

′) =
e

|~r − ~r′|

y vxc es el poten
ial de inter
ambio 
orrela
ión que depende de la densidad n(~r, t) e in
luye
el resto de las intera

iones ele
trón-ele
trón.

En general, es difí
il 
al
ular el término de inter
ambio 
orrela
ión, pero en el 
aso de

perturba
iones externas débiles podemos ha
er aproxima
iones razonables sobre la varia
ión

de este poten
ial 
on respe
to a la densidad fxc y apli
ar la teoría de respuesta lineal para

rela
ionar este poten
ial 
on la densidad.

Según la teoría de respuesta lineal, si la perturba
ión externa es débil en 
ompara
ión


on los 
ampos elé
tri
os internos generados por los iones enton
es la varia
ión de densidad

indu
ida es propor
ional a la perturba
ión apli
ada. Si la fun
ión respuesta lineal χ(~r,~r′, t−t′)
nos des
ribe el 
ambio de la densidad δn en ~r y t debido a un pequeño 
ambio de poten
ial
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externo δvext en ~r
′
y t′ podemos poner:

δn(~r, t) =

∫

dt′
∫

d3~r′ χ(~r,~r′, t− t′) δvext(~r
′, t′) (1.15)

χ(~r,~r′, t− t′) =
δn(~r, t)

δvext(~r′, t′)
(1.16)

donde el nú
leo χ(~r,~r′, t−t′) es la fun
ión respuesta lineal y re
ibe el nombre de polarizabiliad
(redu
ible).

De la misma forma podemos de�nir la fun
ión de respuesta Kohn-Sham χKS(~r,~r′, t− t′),

omo la fun
ión que nos des
ribe la respuesta del sistema Kohn-Sham a un pequeño 
ambio

del poten
ial efe
tivo veff [n]:

δn(~r, t) =

∫

dt′
∫

d3~r′ χKS(~r,~r′, t− t′) δveff (~r
′, t′)

χKS(~r,~r′, t− t′) =
δn(~r, t)

δveff (~r, t)

En el apéndi
e D vemos 
omo se puede dedu
ir un expresión para esta polarizabilidad

χKS
utilizando las fun
iones de onda Kohn-Sham y teoría de respuesta lineal.

Si queremos que los resultados obtenidos 
on las fun
iones respuesta χ y χKS
sean iguales

estas dos fun
iones deben estar rela
ionadas. Para obtener esta rela
ión se introdu
e lo que

llamamos el nú
leo de inter
ambio 
orrela
ión fxc:

vxc [no + δn] (~r, t) = vxc [no] (~r) +

∫

dt′
∫

d3~r′ fxc(~r,~r
′, t− t′) δn(~r′, t′)

fxc [no] (~r,~r
′, t− t′) =

δvxc(~r, t)

δn(~r′, t′)

∣
∣
∣
∣
n=no

(1.17)

Utilizando las e
ua
iones (1.14), (1.15) y (1.17) llegamos a una e
ua
ión que nos rela
iona

las dos fun
iones χ y χKS
:

∫

dt′
∫

d3~r′ χ(~r,~r′, t− t′) δvext(~r
′, t′) =

∫

dt′
∫

d3~r′ χKS(~r,~r′, t− t′)
{
δvext(~r

′, t′) + δvH(~r′, t′) + δvxc(~r
′, t′)

}
(1.18)

apli
ando la regla de la 
adena:

δvH(~r′, t′) =

∫

dt1 dt2

∫

d3~r1 d
3~r2

δvH (~r′, t′)

δn(~r1, t1)

δn(~r1, t1)

δvext(~r2, t2)
δvext(~r2, t2)

=

∫

dt1 dt2

∫

d3~r1 d
3~r2 vc(~r

′, ~r1) χ(~r1, ~r2, t1 − t2) δvext(~r2, t2) (1.19)
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δvxc(~r
′, t′) =

∫

dt1 dt2

∫

d3~r1 d
3~r2

δvxc(~r
′, t′)

δn(~r1, t1)

δn(~r1, t1)

δvext(~r2, t2)
δvext(~r2, t2)

=

∫

dt1 dt2

∫

d3~r1 d
3~r2 fxc(~r

′, ~r1, t
′ − t1) χ(~r1, ~r2, t1 − t2) δvext(~r2, t2) (1.20)

y de las expresiones (1.18), (1.19) y (1.20) se llega a la e
ua
ión Dyson para χ y χKS
en el

espa
io de fre
uen
ias:

χ(~r,~r′, ω) = χKS(~r,~r′, ω)+

+

∫

d3~r1 d
3~r2 χ

KS(~r,~r1, ω) [vc(~r1, ~r2) + fxc(~r1, ~r2, ω)] χ(~r2, ~r
′, ω) (1.21)

o de forma redu
ida:

χ = χKS + χKS (vc + fxc) χ (1.22)

La fun
ión fxc no tiene un forma analíti
a de�nida, por este motivo se re
urre a distintas

aproxima
iones dependientes o independientes de la fre
uen
ia, 
omo por ejemplo, la aproxi-

ma
ión de densidad lo
al y adiabáti
a o LDA, fxc(~r,~r
′, ω) = A(~r)δ(~r − ~r′), aproxima
ión

estáti
a y de largo al
an
e,fxc(~r,~r
′, ω) = α/|~r − ~r′|....e
t, pero la aproxima
ión más sen
illa


onsiste en ignorar el efe
to del inter
ambio y 
orrela
ión fxc = 0. Esta última aproxima
ión se
denomina aproxima
ión de fase aleatoria, random phase approximation (RPA) o aproxima
ión

Hartree porque, sólo 
ontribuye el poten
ial Hartree δvH en la e
ua
ión (1.14).

Cono
ida la fun
ión fxc podemos 
al
ular χ 
on la e
ua
ión Dyson (1.22) y 
on esta

fun
ión y el poten
ial externo podemos 
al
ular de forma auto
onsistente n y veff utilizando

la e
ua
ión de S
hrödinger (1.13).

[

− ~
2

2 m
∇2 + Vext + VH + Vxc

]

ψi = Ei ψi y n = 2
∑

occ

|ψi|2 (1.23)
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1.3. Teoría de mu
hos 
uerpos.

Aspe
tos generales de la Teoría de mu
hos 
uerpos.

La teoría de de mu
hos 
uerpos (MBT) es una alternativa muy elegante al tratamiento

DFT/TDFT y se basa, fundamentalmente, en el 
on
epto de 
uasipartí
ula y las fun
iones

de Green. La fun
ión de Green de una partí
ula G(~r1, t1, ~r2, t2) se de�ne 
omo:

G(~r1, t1, ~r2, t2) = −i < N, 0|T
[

ψ̂(~r1, t1)ψ̂
†(~r1, t1)

]

|N, 0 >

= −i < N, 0|ψ̂(~r1, t1)ψ̂†(~r2, t2)|N, 0 > θ(t1 − t2)

+i < N, 0|ψ̂†(~r2, t2)ψ̂(~r1, t1)|N, 0 > θ(t2 − t1)

donde T es el operador de ordena
ión temporal:

T
[

ψ̂(~r1, t1)ψ̂
†(~r1, t1)

]

=

{
ψ̂(~r1, t1)ψ̂

†(~r2, t2) si t1 > t2
ψ̂†(~r2, t2)ψ̂(~r1, t1) si t1 < t2

θ(t) es la fun
ión es
alón de Heaviside, θ(t) = 1 para t > 0 y 0 para t < 0 y ψ̂, ψ̂†
son los

operadores de 
ampo en la representa
ión de Heisenberg de aniquila
ión y 
rea
ión, respe
ti-

vamente.

Según la teoría de mu
hos 
uerpos la fun
ión de Green de una partí
ula bajo poten
ial v
veri�
a la e
ua
ión[2℄:

[

i
∂

∂t1
− Ĥo(~r1)

]

G(1, 2) + i

∫

d3 v(1+, 3)G2(1, 3; 2, 3
+) = δ(1, 2) (1.24)

donde, Ĥo(~r1) = −∇2/2+Vext y v(1, 2) = 1/|~r1 −~r2|δ(t1 − t2). Tengamos en 
uenta que para

simpli�
ar las expresiones hemos adoptado la nota
ión simpli�
ada de Hedin, o sea:

1 ≡ (~r1, t1) y 1+ ≡ (~r1, t1 + η) donde η es un in�nitesimal positivo

La fun
ión G2(1, 3; 2, 3) de la e
ua
ión (1.24) es la fun
ión de Green de dos partí
ulas:

G2(1, 3; 2, 3) = (i)2 < N, 0|T [ψ̂(~r1, t1)ψ̂(~r2, t2)ψ̂†(~r3, t3)ψ̂
†(~r4, t4)]|N, 0 >

si nos �jamos en la e
ua
ión (1.24), podemos distinguir dos términos: uno que tiene intera

ión

entre partí
ulas, y otro que no la tiene:

[

i
∂

∂t1
− Ĥo(~r1)

]

G(1, 2)

︸ ︷︷ ︸

término NO interacción

+ i

∫

d3 v(1+, 3)G2(1, 3; 2, 3
+)

︸ ︷︷ ︸

término interacción

= δ(1, 2)

Ini
ialmente podemos resolver, por distintos métodos, la parte de no intera

ión entre partí-


ulas y aproximar: [

i
∂

∂t1
− Ĥo(~r1)

]

Go(1, 2) = δ(1, 2)



18 1. Formula
ión 
uánti
a de la respuesta dielé
tri
a.

donde Go es la fun
ión de Green de partí
ula independiente o fun
ión de Green libre. Con

esta aproxima
ión de orden 
ero para G podemos introdu
ir, por métodos perturbativos, la

parte 
on intera

ión entre partí
ulas.

Si G2(1, 3; 2, 3) la fun
ión de Green de dos partí
ulas de�nida 
omo:

G2(1, 3; 2, 3
+)δ(t+1 − t3) = i2 < N, 0|ψ̂(~r1, t1)ψ̂(~r3, t+1 )ψ̂†(~r2, t2)ψ̂

†(~r3, t
++
1 )|N, 0 >

en primer orden de aproxima
ión, podemos suponer que 
ada partí
ula se propaga de forma

independiente de a
uerdo a las fun
iones de Green de una partí
ula.

G2(1, 3; 2, 3
+)δ(t+1 − t3) =



Go(1, 2)Go(3, 3
+)

︸ ︷︷ ︸

T. directo

+Go(1, 3
+)Go(3, 2)

︸ ︷︷ ︸

T. intercambio



 δ(t+1 − t3) (1.25)

el primer término del paréntesis de la e
ua
ión (1.25) se llama término dire
to, y el segundo

término de inter
ambio. Consideremos el término dire
to 
omo una primera aproxima
ión

para la fun
ión de Green de dos partí
ulas:

G2(1, 3; 2, 3
+)δ(t+1 − t3) = Go(1, 2)Go(3, 3

+)δ(t+1 − t3)

en este 
aso la e
ua
ión (1.24) se 
onvierte en:

{[

i
∂

∂t1
− Ĥo(~r1)

]

+ i

∫

d3 v(1+, 3)G2(3, 3
+)

}

G(1, 2) = δ(1, 2) (1.26)

la e
ua
ión (1.26) es equivalente al 
aso de una partí
ula independiente bajo el poten
ial

i
∫
d3 v(1+, 3)G2(3, 3

+) que re
ibe el nombre de poten
ial Hartree:

VH(1) = −i
∫

d3 v(1+, 3)G(3, 3+) =

∫
n(~r3, t1)

|~r1 − ~r3|
d3~r3

{[

i
∂

∂t1
− Ĥo(~r1)

]

+ VH(1)

}

G(1, 2) = δ(1, 2)

En una segunda aproxima
ión 
onsideramos los dos términos 
omo la fun
ión de Green dos

partí
ulas:

G2(1, 3; 2, 3
+)δ(t+1 − t3) =

[
Go(1, 2)Go(3, 3

+) +Go(1, 3
+)Go(3, 2)

]
δ(t+1 − t3)

así, el término dire
to da el poten
ial Hartree y la e
ua
ión (1.24) se 
onvierte en:

[

i
∂

∂t1
− Ĥo(~r1)− VH(1)

]

G(1, 2) + i

∫

d3 v(1+, 3)Go(1, 3
+)Go(3, 2) = δ(1, 2) (1.27)

el segundo sumando de la e
ua
ión (1.27) es operador de intera

ión no lo
al que 
orresponde

al término de inter
ambio que apare
e en la aproxima
ión de Hartree-Fo
k.
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El siguiente nivel de aproxima
ión 
onsiste en in
luir la fun
ión de Green de tres partí
ulas

y repetir el pro
eso. Si suponemos que resolvemos la serie in�nita de e
ua
iones para la fun
ión

de Green llegaríamos a una solu
ión de la forma[2℄:

[

i
∂

∂t1
− Ĥo(~r1)− V (1)

]

G(1, 2) + i

∫

d3 Σ(1, 3)G(3, 2) = δ(1, 2) (1.28)

donde v(1) = vext(1) + vH(1) 
on vext(1) es 
ualquier poten
ial externo que se anula en el

in�nito y Σ es el operador autoenergía, donde se in
luye todos los efe
tos de intera

ión entre

partí
ulas.

Para entender el signi�
ado físi
o del operador autoenergía, vamos a transformar la e
ua-


ión (1.28) al dominio de la fre
uen
ia:

[

ω − Ĥo(~r1)− V (~r1, ω)
]

G(~r1, ~r2, ω)−
∫

d3~r3 Σ(~r1, ~r3, ω)G(~r3, ~r2, ω) = δ(~r1 − ~r2) (1.29)

en una nota
ión matri
ial:

[ω · I −Ho − V ]G− ΣG = I ⇒ G−1 = ω · I −Ho − V − Σ (1.30)

si 
omparamos la e
ua
ión (1.30) 
on el 
aso de no intera

ión (es de
ir, Σ = 0 y G = Go):

G−1
o = ω · I −Ho − V

podemos es
ribir:

G−1
o = G−1

o − Σ (1.31)

los polos de la fun
ión G se desplazan en energía un 
antidad Σ 
on respe
to a los polos de

Go. La e
ua
ión (1.31) también se puede es
ribir 
omo:

G = Go +GoΣG

que se 
ono
e 
omo la e
ua
ión de Dyson para la autoenergía.

Figura 1.1: Diagramas de Feynman para la e
ua
ión Dyson de la autoenergía.

En el dominio del tiempo la e
ua
ión Dyson para la autoenergía, �gura 1.1, se redu
e a:

G(1, 2) = Go(1, 2) +

∫

d3 d4 Go(1, 3)Σ(3, 4)G(3, 4) (1.32)
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De�nimos ahora la fun
ión dielé
tri
a inversa ǫ−1

omo el 
ambio en el poten
ial V debido

a una pequeña varia
ión en el poten
ial externo δϕ:

ǫ−1(1, 2) =
δV (1)

δϕ(2)

V (1) = ϕ(1) +

∫

d3 v(1, 3)n(3) ⇒ ϕ(1) = V (1) −
∫

d3 v(1, 3)n(3)

δV (1) = δϕ(1) +

∫

d3 v(1, 3)δn(3) ⇒ δϕ(1) = δV (1) −
∫

d3 v(1, 3)δn(3)

ǫ−1(1, 2) = δ(1, 2) +

∫

d3 v(1, 3)
δn(3)

δϕ(2)
︸ ︷︷ ︸

P (3,2)

⇒ ǫ(1, 2) = δ(1, 2) −
∫

d3 v(1, 3)
δn(3)

δV (2)
︸ ︷︷ ︸

P̃ (3,2)

ǫ−1(1, 2) = δ(1, 2) +

∫

d3 v(1, 3) P (3, 2) (1.33)

ǫ(1, 2) = δ(1, 2) −
∫

d3 v(1, 3) P̃ (3, 2) (1.34)

donde P y P̃ son la polarizabilidad redu
ible e irredu
ible respe
tivamente.

De�nimos ahora el poten
ial apantallado de Coulomb W :

W (1, 2) =

∫

d3 ǫ−1(1, 3)v(3, 2)

de las e
ua
iones (1.33) y (1.34), �gura 1.2:

W (1, 2) = v(1, 2) +

∫

d3 d4 v(1, 3)P (3, 4)v(4, 2)

W (1, 2) = v(1, 2) +

∫

d3 d4 v(1, 3)P̃ (3, 4)W (4, 2) (1.35)

Figura 1.2: Diagramas de Feynman para el poten
ial apantallado 
on la polarizabilidad redu
ible e irredu
ible.

La expresión de la polarizabilidad irredu
ible

P̃ (1, 2) =
δn(1)

δV (2)
= −iδG(1, 1

+)

δV (2)
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P̃ (1, 2) = i

∫

d3 d4 G(2, 3)
∂G−1(3, 4)

∂V (1)
︸ ︷︷ ︸

−Γ(3,4,1)

G(4, 2+)

P̃ (1, 2) = −i
∫

d3 d4 G(2, 3)Γ(3, 4, 1)G(4, 2+) (1.36)

donde Γ es la fun
ión vérti
e.

La fun
ión vérti
e también se puede es
ribir usando:

Γ(1, 2, 3) = −∂G
−1(1, 2)

∂V (3)
= −∂G

−1
o (1, 2)

∂V (3)
+
∂Σ(1, 2)

∂V (3)

Γ(1, 2, 3) = δ(1, 2)δ(1, 3) +

∫
∂Σ(1, 2)

∂G(4, 5)
G(4, 6)G(7, 5)Γ(6, 7, 3) d4 d5 d6 d7 (1.37)

Finalmente, llegamos a una expresión general para la autoenergía:

Σ(1, 2) = i

∫

G(1, 4)W (1+, 3)Γ(4, 2, 3) d3 d4 (1.38)

La solu
ión de las 
in
o e
ua
iones que de�nen G, Γ, P̃ , W y Σ resuelve el problema de

mu
hos 
uerpos y re
iben el nombre de e
ua
iones de Hedin[16℄. Las e
ua
iones de Hedin se

suelen representar 
on un pentágono orientado en la que los vérti
es del pentágono simbolizan

las magnitudes G, Γ, P̃ , W y Σ y los lados representan las e
ua
iones que rela
ionan di
has

magnitudes, �gura 1.3.

Figura 1.3: Pentágono de Hedin.

Cono
ido el operador Σ y 
on la expresión (1.29) obtenemos una e
ua
ión de equivalente

a la e
ua
ión de S
hrödinger del formalismo TDDFT, e
ua
ión (1.23):

[

−∇2

2
+ Vext + VH +Σ

]

ψn = En ψn (1.39)
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donde el operador autoenergía sustituye al término de inter
ambio y 
orrela
ión de la

formula
ión TDDFT.

Si en la teoría TDDFT el problema se redu
ía a 
al
ular la fun
ión fxc en la teoría

MB se redu
e a 
al
ular la autoenergía. Evaluar Σ no es fá
il, porque requiere resolver las

e
ua
iones auto
onsistentes de Hedin, por este motivo se re
urre a diferentes aproxima
iones.

La aproxima
ión más habitual es la aproxima
ión GW que resuminos en la siguiente se

ión.

Aproxima
ión GW.

La aproxima
ión de primer orden que resuelve las e
ua
iones de Hedin re
ibe el nombre

de aproxima
ión GW y 
onsiste en resolver estas e
ua
iones empezando 
on Σ = 0 en la parte

superior del pentágono de Hedin, �gura 1.3.

Si Σ = 0 y siguiendo el pentágono de Hedin se dedu
e que la fun
ión de Green de una

partí
ula G se redu
e a la fun
ión de partí
ula independiente Go.

G(1, 2) = Go(1, 2)


ontinuando 
on el pentágono de Hedin, la fun
ión de vérti
e Γ se 
onvierte en:

Γ(1, 2, 3) = iδ(1, 2)δ(1, 3)

y la polarizabilidad irredu
ible P̃ se transforma en:

P̃ (1, 2) = −iG(1, 2)G(2, 1)

y �nalmente, la autoenergía Σ se es
ribe:

Σ(1, 2) = iG(1, 2)W (1, 2+)

Así, en primera aproxima
ión, la autoenergía se 
al
ula 
omo el produ
to de G por W de

ahí el nombre de aproxima
ión GW. En este punto es importante re
ordar que ya 
ono
emos

otra aproxima
ión para la autoenergía, la aproxima
ión Hartree-Fo
k que se 
al
ulaba 
on:

Σ(1, 2) = iG(1, 2)v(1, 2+)
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GW frente aproxima
ión Hartree-Fo
k

Intera

ión de Coulomb apantallada Intera

ión de Coulomb

W (1, 2) =
∫ ǫ−1(~r3,~r1,t2−t1)

|~r1−~r3|
d3~r3 v(1, 2) = δ(t2−t1)

|~r1−~r2|

Autoenergía GW Autoenergía Hartree-Fo
k

Σ = i G W Σ = i G v
Σ = i G v + i G (W − v)
Σ = Σx +Σc(ω)

No lo
al, No Hermíti
a y Dinámi
a No lo
al, Hermíti
a y Estáti
a

Tabla 1.1: Comparativa entre autoenergías de las aproxima
iones GW y Hartree-Fo
k

la diferen
ia entre estas dos aproxima
iones reside en el poten
ial de intera

ión. En la

aproxima
ión GW apare
e el poten
ial de Coulomb apantallado, e
ua
ión (1.40a), y en la

Hartree-Fo
k simplemente el poten
ial de Coulomb, e
ua
ión (1.40b).

W (~r1, ~r2, ω) =

∫
ǫ−1(~r3, ~r2, ω)

|~r1 − ~r3|
d3~r3 (a) v(~r1, t1, ~r2, t2) =

δ(t1 − t2)

|~r1 − ~r2|
(b) (1.40)

La aproxima
ión GW para el poten
ial apantallado W es no lo
al, no hermíti
a y dinámi
a

o dependiente del tiempo, mientras que la aproxima
ión Hartree-Fo
k es no lo
al, hermíti
a

y estáti
a. Esto bási
amente quiere de
ir que en la aproxima
ión Hartree-Fo
k el sistema

responde de forma instantánea al poten
ial externo, mientras que en la aproxima
ión GW el

sistema presenta 
ierta memoria.

E
ua
ión de Bethe Salpeter (BSE).

Utilizando las e
ua
iones de Hedin o la aproxima
ión GW para la autoenergía podemos


al
ular las energías de ex
ita
iones '
argadas', es de
ir, las energías de sistemas de ele
trones

en los que se añade o quita un ele
trón, pero, las ex
ita
iones neutras 
omo por ejemplo,

espe
tros ópti
os y de pérdida de energía... se des
riben mejor 
on la e
ua
ión de Bethe

Salpeter[6℄. En un experimento de absor
ión ópti
a de un semi
ondu
tor, un fotón in
idente


rea un par ele
trón-hue
o(de 
arga neutra) en el material que a su vez pueden intera
tuar

entre sí para generar un estado ligado que llamamos ex
itón. La BSE nos permite 
al
ular

esta energía de intera

ión entre estados ex
itados o la energía del ex
itón y se representa por

medio del operador polariza
ión o el propagador de dos 
uerpos 
on el diagrama de Feynman

de la �gura 1.4.
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Figura 1.4: E
ua
ión de Bethe-Salpeter para el propagador de dos 
uerpos S.

donde el nú
leo de la intera

ión I o autoenergía in
luye todas las intera

iones ele
trón

hue
o. El diagrama de la �gura 1.4 es una e
ua
ión de 
uatro puntos que se es
ribe 
omo:

S(1, 2, 3, 4) = So(1, 2, 3, 4) + So(1, 2, 2
′, 1′) I(1′, 2′, 3′, 4′) So(4

′, 3′, 3, 4) (1.41)

donde So(1, 2, 3, 4) = G(2, 4)G(1, 3) 
on G la fun
ión de Green de una partí
ula y si

despre
iamos la 
orre

ión por el vérti
e, I se puede aproximar por la energía de atra

ión

ele
trón-hue
o más la de repulsión o inter
ambio no apantallado ele
trón-hue
o, ver �gura

1.5:

Figura 1.5: Intera

ión irredu
ible I del ele
trón hue
o: a) Repulsión o inter
ambio no apantallado ele
trón-

hue
o, b) Atra

ión ele
trón-hue
o.

donde I vale:

I(1, 2, 3, 4) = δ(1, 2)δ(3, 4)v(1, 3) − δ(1, 4)δ(2, 3)vs(1, 2) (1.42)

Es importante desta
ar el 
ará
ter apantallado de la intera

ión atra

ión ele
trón-hue
o[17℄

en la e
ua
ión (1.42) porque esto signi�
a que es no lo
al y dinámi
a.

En la teoría MB, la BSE se dedu
e de las e
ua
iones Hedin 
omo aproxima
ión de segundo

orden y juega el mismo papel que la e
ua
ión Dyson (1.22) de la teoría TDDFT 
ambiando

So, S por χKS
, χ y fxc por v

s
. Esta equivalen
ia permite dar 
ierto signi�
ado a la fun
ión

nú
leo y rela
ionar di
ha fun
ión 
on los diferentes diagramas de Feynman. Por tanto podemos

obtener la fun
ión nú
leo si la despejamos de la e
ua
ión Dyson:

fxc =
(
χKS

)−1 − χ−1 − v (1.43)
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donde χ se obtiene 
on la la rela
ión χ(1, 2) = S(1, 2, 1, 2) y resolviendo la BSE.

Si utilizamos una base de ondas planas para 
al
ular fxc por este método nos en
ontramos

on serios problemas de pre
isión a la hora de sele

ionar las ondas planas ne
esarias para

invertir y resolver la e
ua
ión (1.43). Estos problemas se resuelven si tomamos un número muy

elevado de ondas planas, pero eso signi�
a aumentar 
onsiderablemente el tiempo de 
ál
ulo.

Para evitar estos problemas de pre
isión, Hanke & Sham proponen expresar χ, y el resto de

los poten
iales, en una base de orbitales lo
alizados, y de esta forma resolver la inversión y

la e
ua
ión Dyson, utilizando expresiones matri
iales sin perder pre
isión. Este es un punto

fundamental del formalismo de Hanke & Sham que exponemos en la siguiente se

ión.
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1.4. Teoría Hanke & Sham sobre la aproxima
ión de 
ampo

auto
onsistente.

Introdu

ión.

La Teoría Hanke & Sham sobre la aproxima
ión de 
ampo auto
onsistente se presenta en

el trabajo de Hanke Diele
tri
 theory of elementary ex
itations in 
rystals[13℄, pero antes de

resumir los aspe
tos mas bási
os de esta formula
ión, vamos a re
ordar algunos 
on
eptos de

MBT sobre la respuesta dielé
tri
a rela
ionados 
on esta teoría.

La matriz dielé
tri
a ǫ(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) des
rita en términos de la polarizabilidad propia

P̃ se de�ne según la e
ua
ión (1.11):

ǫ(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = δ ~G, ~G′ − v(~q + ~G) · P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) (1.44)

que de forma simpli�
ada es
ribiremos 
omo:

ǫ = 1− v · P̃

donde v(~q) = 4πe2/(Ωo q
2) representa el poten
ial de Coulomb y Ωo el volumen de la 
elda

primitiva. En la e
ua
ión (1.44) la parte de la polarizabilidad propia P̃ se 
al
ula según la

e
ua
ión (1.6) 
omo:

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = P̄oo(~q + ~G, ~q + ~G′;ω)

y la inversa de la fun
ión dielé
tri
a ǫ−1
se de�ne según la e
ua
ión (1.12) 
omo:

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = δ ~G, ~G′ + v(~q + ~G) · χ(~q + ~G, ~q + ~G′;ω)

ǫ−1 = 1 + v · χ (1.45)


ombinando la e
ua
iones (1.44) y (1.45) se obtiene una e
ua
ión integral para la polarizabi-

lidad redu
ible χ:

χ(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω)

+
∑

~G′′

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′′;ω) · v(~q + ~G′′) · χ(~q + ~G′′, ~q + ~G′;ω)

χ = P̃ + P̃ v χ (1.46)

Figura 1.6: Representa
ión de la e
ua
ión Dyson (1.46) para la de la polarizabilidad redu
ible χ utilizando

diagramas de Feynman.
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La e
ua
ión (1.46) se representa 
on diagramas de Feynman por medio de la e
ua
ión

Dyson de la �gura 1.6. En este diagrama, el primer término de la polariza
ión propia representa

la polariza
ión de pares ele
trón hue
o ex
itados dire
tamente por el 
ampo externo apli
ado

y el segundo término 
ontiene la parte de la polariza
ión impropia o redu
ible debida a los


ampos indu
idos que se originan por la polariza
ión del resto de los pares ele
trón hue
o.

Por tanto, la solu
ión auto
onsistente al problema de la respuesta dielé
tri
a pasa por una

solu
ión iterativa de la e
ua
ión Dyson o por la suma de toda la series de diagramas de la

�gura 1.7.

Figura 1.7: Suma de las series de diagramas solu
ión de la e
ua
ión Dyson (1.46) para la polarizabilidad

propia P̃ .

En general, y a todos los ordenes de la teoría de perturba
iones de la intera

ión ele
trón-

ele
trón, la parte de la polariza
ión propia para sistemas 
on simetría de trasla
ión y en una

base de fun
iones de onda Bo
h se puede poner 
omo:

P̃ (~q + ~G′, ~q + ~G;ω) =
∑

n1,..,n4

∑

~k,~k′

< n2, ~k|e−i(~q+ ~G)~r|n1, ~k + ~q > ·

π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q;ω)· < n4, ~k
′ + ~q|ei(~q+ ~G′)~r′ |n3, ~k′ > (1.47)

en la aproxima
ión Hartree el nú
leo π de la e
ua
ión (1.47) es el par ele
trón-hue
o sin

intera

ión o diagrama de la burbuja �gura 1.8(a):

π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q;ω) ∼= δn1,n4
δn2,n3

δ~k,~k′ · π
o(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω) (1.48)

πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω) =
2

N

f(n1, ~k + ~q)− f(n2, ~k)

En1
(~k + ~q)− En2

(~k)

donde N es el número de 
eldas primitivas y f la fun
ión de o
upa
ión de Fermi-dira
.

Si resolvemos la e
ua
ión Dyson (1.46) para χ, tomando 
omo polariza
ión propia P̃
la polariza
ión Hartree, e
ua
ión (1.48), obtendremos la aproxima
ión RPA o aproxima
ión

Hartree dependiente del tiempo para la fun
ión dielé
tri
a.

Debido al prin
ipio de ex
lusión de Pauli, la aproxima
ión RPA es 
ualitativamente 
o-

rre
ta en el 
aso de sistemas 
on altas densidades de ele
trones[18℄ porque en estos sistemas

los efe
tos de la energía 
inéti
a del ele
trón dominan frente a la intera

ión de Coulomb, sin

embargo, éste no es el 
aso de las densidades típi
as en materiales sólidos, 
omo aislantes o

semi
ondu
tores en los 
uales los efe
tos de inter
ambio y 
orrela
ión son importantes.
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Figura 1.8: Diagramas de polariza
ión

Para in
luir los efe
tos de inter
ambio en la polarizabilidad utilizamos la aproxima
ión

auto
onsistente Hartree-Fo
k(HF). En esta aproxima
ión, la 
ontribu
ión de inter
ambio es

la polariza
ión de un par ele
trón-hue
o, que intera

iona repetidas ve
es 
on otros pares

ele
trón-hue
o vía el poten
ial de Coulomb. En este 
aso, la polariza
ión propia P̃ debe in
luir

además del diagrama de la burbuja, los diagramas es
alera generados por las intera

iones,


omo las que se representan en la �gura 1.8(
) y (d).

Los pro
esos de inter
ambio entre pares ele
trón-hue
o representados en los diagramas

�gura 1.8(
) y (d) son atra

iones efe
tivas de largo al
an
e que dan lugar a la forma
ión de

un ex
itón[17℄.

Figura 1.9: E
ua
ión integral para la suma en es
alera de los pro
esos de inter
ambio.

La suma de todos los términos es
alera generados de esta forma se pueden representar en

la e
ua
ión integral de la �gura 1.9 que nos da la siguiente e
ua
ión para π:

π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k
′′, n6, ~k

′′ + ~q;ω) ∼=
δn1,n6

δn2,n5
δ~k,~k′′ · π

o(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω)− 1

2
πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω)·

∑

n3,n4,~k′

v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q) · π(n4, ~k′ + ~q, n3, ~k
′, n5, ~k

′′, n6, ~k
′′ + ~q;ω)
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donde la integral de inter
ambio Coulomb o de intera

ión de Coulomb ele
trón-hue
o vale:

v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q) =
∫

d3~r · d3~r′ · ψ∗
n1,~k+~q

(~r) · ψ
n2,~k

(~r′) · v(~r − ~r′) · ψ∗
n3,~k′

(~r′) · ψ
n4,~k′+~q

(~r) (1.49)
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Respuesta dielé
tri
a Hanke & Sham en una representa
ión lo
al.

En esta se

ión vamos a exponer el método propuesto por Hanke y Sham[4℄ [5℄ para

resolver las e
ua
iones (1.44) y (1.45), in
luyendo efe
tos lo
ales y del ex
itón expresando la

fun
ión de onda del ele
trón 
omo una 
ombina
ión lineal de orbitales lo
alizados.

Figura 1.10: Diagramas de polariza
ión

En general, resulta difí
il resolver las e
ua
iones integrales (1.44) y (1.45) sumando sobre

todos los pro
esos de polariza
ión e in
luyendo todos los ordenes de intera

ión de la �gura

1.10. Solamente en el 
aso de un medio homogéneo o en el límite del ele
trón libre estas series

se 
onvierten en series geométri
as que se pueden sumar para dar:

ǫ−1 = 1 + v χ = 1 + v
P̃

1− v P̃

En este 
aso, la matriz ǫ(~q+ ~G, ~q+ ~G′;ω) es diagonal en ~G y

~G′
y por tanto, se puede invertir


omo si fuera un es
alar. Sin embargo, para sistemas 
ristalinos en donde la periodi
idad es

importante, la inversión de esta matriz in�nita, o equivalentemente la resolu
ión de la e
ua
ión

Dyson (1.46) para χ, es 
ompli
ada. El problema fundamental reside en que en estos sistemas

los elementos no diagonales de matriz dielé
tri
a ǫ son importantes y no se pueden despre
iar

porque 
ontienen, entre otras, toda la informa
ión sobre los efe
tos lo
ales.

Para resolver este problema Hanke y Sham[4℄ [5℄ proponen tomar una base de fun
iones

de onda Blo
h ψ
n,~k

(~r) que sea 
ombina
ión lineal de orbitales lo
alizados {φν(~r − ~R)} y que

permita resolver la e
ua
ión Dyson en la base lo
al por inversión dire
ta, evitando de esta

forma el problema de la matriz in�nita en

~G, ~G′

En aras de una mayor sen
illez y 
laridad, los detalles y el desarrollo de las expresiones

que vamos a ver en este 
apítulo se pueden 
onsultar en los apéndi
es A y A.1.
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Si ψ
n,~k

(~r) es la fun
ión de onda propia, solu
ión de la e
ua
ión de S
hrödinger del Hamil-

toniano de un ele
trón:

H ψ
n,~k

(~r) = En(~k) ψn,~k
(~r)

ψ
n,~k

(~r) =
1√
N

∑

ν, ~Rl

Cn
ν (
~k) · ei~k ~Rl · φν(~r − ~Rl) (1.50)

donde N, es el número de 
eldas primitivas,

~Rl un ve
tor de posi
ión atómi
a y Cn
ν (
~k) son

los 
oe�
ientes de la fun
iones propias. En prin
ipio, el 
onjunto de fun
iones {φ} que hemos

sele

ionado no tienen por que ser fun
iones ortogonales, tan solo ne
esitamos que se 
umplan

las propiedades de la transforma
ión unitaria de la e
ua
ión (1.50).

Utilizando las e
ua
iones (1.50) y (1.47), la polariza
ión se puede es
ribir en forma matri-


ial 
omo, apéndi
e A.1:

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =
∑

s,s′

As(~q + ~G) ·Ns,s′(~q, ω) ·A∗
s′(~q +

~G′)

= A ·N ·A+
(1.51)

donde el ve
tor As y la matriz Ns,s′ se de�nen 
omo:

As(~q + ~G) =

∫

d3~r · φ∗ν(~r) · e−i(~q+ ~G)·~r · φµ(~r − ~Rl) (1.52)

y

Ns,s′(~q, ω) =
∑

n1,n2
n3,n4

∑

~k,~k′

[

Cn2

ν (~k)
]∗

· Cn1

µ (~k + ~q) · ei(~k+~q)·~Rl · e−i(~k′+~q)·~Rl′ ·

π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q;ω) ·
[

Cn4

µ′ (~k
′ + ~q)

]∗
· Cn3

ν′ (
~k′) (1.53)

los índi
es s y s′ representan, simbóli
amente, el 
onjunto de índi
es s = {ν, µ, l} y s′ =
{ν ′, µ′, l′}. El ve
tor As puede interpretarse 
omo el fa
tor de forma de una densidad de onda

generalizada u onda de densidad de 
arga y la matriz Ns,s′ 
omo la probabilidad me
áni
o


uánti
a de que una onda de densidad de 
arga s se a
ople 
on otra de densidad s′. En el

mar
o de la teoría de mu
hos 
uerpos Ns,s′ representa la fun
ión de Green de dos 
uerpos en

base lo
al.

La base lo
al permite obtener una expresión separable para la polarizabilidad propia,

e
ua
ión (1.51), y de esta forma el nú
leo de la e
ua
ión Dyson (1.46) también es separable,

y por tanto, se puede resolver (e
ua
iones (A.9,A.10,A.11) del apéndi
e A.1), dando 
omo

resultado:

χ = A S A+
(1.54)
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donde la matriz S se de�ne 
omo:

S−1 = N−1 − V (1.55)

y donde la matriz ele
trostáti
a V se de�ne 
omo V = A+ v A y se 
al
ula 
omo, apéndi
e

A.3:

Vs,s′(~q) =
∑

~G

A∗
s(~q + ~G) · v(~q + ~G) ·As′(~q + ~G′)

=
∑

~Rm

e−i~q·~Rm

∫

d3~r · d3~r′ · φ∗µ(~r − ~Rl − ~Rm) · φν(~r − ~Ro) ·

v(~r − ~r′) · φ∗ν′(~r′) · φµ′(~r′ − ~Rl′) (1.56)

Con la e
ua
ión Dyson resuelta podemos 
al
ular la inversa de la fun
ión dielé
tri
a 
on las

e
ua
iones (1.45) y (1.54):

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′ + v(~q + ~G)
∑

s,s′

As(~q + ~G) Ss,s′(~q, ω) A
∗
s′(~q +

~G′) (1.57)

por tanto, utilizando una representa
ión lo
al de orbitales hemos 
onseguido 
onvertir el

problema de inversión de la una matriz in�nita ǫ(~q+ ~G, ~q+ ~G′, ω) en la inversión de la matriz

S, e
ua
iones (1.55) y (1.57), que tiene una dimensión �nita rela
ionada 
on la dimensión de

la base lo
al que se 
onsidera.

Si suponemos que nuestro sistema tiene Na átomos base por 
elda primitiva, que utilizamos

αi orbitales para representar al ele
trón en 
ada átomo base y que ρi es el número de átomos
que intera

ionan a n ve
inos, la dimensión de las matri
es N , V y S es:

s =

Na∑

i=1

α2
i · ρi (1.58)

En la aproxima
ión Hartree la respuesta auto
onsistente a una perturba
ión externa se

obtiene mediante la intera

ión de ondas de densidad 
on un peso determinado por la energía

del denominador de S−1 = N−1−V , así, S−1
representa la energía generada por la perturba-


ión externa en el sistema ele
tróni
o, N−1
es la energía 
inéti
a y V la energía de intera

ión

de Coulomb entre ondas de densidad. V se de�ne, según la e
ua
ión (1.56), sumando a todas

las 
eldas

~Rm la intera

ión de Coulomb entre una densidad 
arga �ja ρo en posi
ión

~R = 0

on otra ρm en posi
ión

~Rm, ver �gura (1.11). Si queremos in
luir la intera

ión inter
ambio y


orrela
ión en el esquema de Hanke & Sham basta 
on añadir a la intera

ión de Coulomb la

intera

ión de inter
ambio entre densidades ρo y ρm redu
iendo esta intera

ión en un fa
tor

1/2 por el prin
ipio de ex
lusión de Pauli. La intera

ión de Coulomb y la de inter
ambio

entre una densidades de 
arga surgen de una manera natural 
uando ha
emos un tratamiento


uánti
o de mu
hos 
uerpos del formalismo Hanke & Sham[5℄ ver se

ión 3.2.
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Figura 1.11: Intera

ión de Coulomb entre densidades, matriz V

El nú
leo la polariza
ión propia π en la aproxima
ión RPA es el diagrama de la burbu-

ja, e
ua
ión (1.48). En este 
aso la matriz N es la polarizabilidad Hartree o RPA en una

representa
ión lo
al es No
que según la e
ua
ión (1.53) vale:

No
s,s′(~q, ω) =

∑

n1,n2,~k

[

Cn2

ν (~k)
]∗

· Cn1

µ (~k + ~q) · ei(~k+~q)·~Rl · e−i(~k+~q)·~Rl′ ·

2

N

fn1
(~k + ~q)− fn2

(~k)

En1
(~k + ~q)− En2

(~k)− ω − iη
·
[

Cn1

µ′ (~k + ~q)
]∗

· Cn2

ν′ (
~k) (1.59)

donde el 2 de la e
ua
ión (1.59) 
orresponde al spin del ele
trón. La matriz de apantallamiento

lo
al S−1
RPA se 
al
ula de la e
ua
ión (1.55):

S−1 = (No)−1 − V (1.60)

S = No [I − V No]−1
(1.61)

que 
ontiene solamente las energías 
inéti
a No
y la intera

ión de Coulomb V . La fun
ión

dielé
tri
a ma
ros
ópi
a RPA se 
al
ula por inversión de la matriz S, e
ua
iones (M.8) (1.57)

y por tanto in
luye los efe
tos lo
ales. A esta aproxima
ión la llamaremos RPA 
on efe
tos

lo
ales (LE). Si queremos añadir el efe
to del ex
itón, además de 
onsiderar el diagrama de

la burbuja, debemos añadir a π una serie de diagramas es
alera, que in
luyen la intera

ión

de inter
ambio o de intera

ión ele
trón-hue
o (diagrama 
 de la �gura 1.10), y dan 
omo

resultado para N , ver apéndi
e A.1:

Ns,s′(~q, ω) = No
s,s′(~q, ω)−

1

2

∑

s1,s2

No
s,s1(~q, ω) · V

x
s1,s2(~q) ·Ns2,s′(~q, ω) (1.62)

donde No
es la aproxima
ión RPA para la polarizabiliad y V x

es la matriz de inter
ambio o
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de intera

ión ele
trón-hue
o, ver apéndi
e A.4:

V x
s,s′(~q) =

∑

~Ro

e−i~q·~Ro

∫

d3~r d3~r′ · φ∗µ(~r − ~Rl − ~Ro) · φν(~r′ − ~Ro) ·

v(~r − ~r′) · φ∗ν′(~r′) · φµ′(~r − ~Rl′) (1.63)


omparando las e
ua
iones (1.63) y (1.56) es fá
il ver que V x
es el �inter
ambio� aso
iado a

la intera

ión V . De la e
ua
ión (1.62) se obtiene una expresión matri
ial para N :

N = No [1 + 1
2
V x No] (1.64)

y de la e
ua
ión (1.55):

S = No [1− (V − 1
2
V x) No]−1

(1.65)

por tanto, in
luir el efe
to del ex
itón en la respuesta dielé
tri
a Hanke & Sham es tan sen
illo


omo 
ambiar la matriz de intera

ión Coulomb entre ondas densidades de 
arga de V en la

e
ua
ión (1.61) por V − 1
2
V x

, e
ua
ión (1.65).

El formalismo Hanke & Sham se puede generalizar in
luyendo más diagramas en la po-

larizabilidad propia, �gura 1.10. El resultado �nal de esta generaliza
ión se aproxima a un

poten
ial de inter
ambio 
orrela
ión apantallado que llamaremos V sx
s,s′ que 
omparado 
on la

e
ua
ión (1.63) se podría de�nir 
omo:

V sx
s,s′(~q, ω) =

1

Ωo

∑

~Ro

e−i~q·~Ro

∫

d3~r d3~r′ · φ∗µ(~r − ~Rl − ~Ro) · φν(~r′ − ~Ro) ·

vs(~r − ~r′, ω) · φ∗ν′(~r′) · φµ′(~r − ~Rl′) (1.66)

donde:

vs(~r,~r′, ω) =

∫
d3~r′′

ǫ(~r,~r′′, ω)

4π e2

|~r′′ − ~r′| (1.67)

así, in
luyendo este poten
ial apantallado y dinámi
o vs en la de�ni
ión del poten
ial de inter-


ambio V x
s,s′ podemos generalizar el formalismo Hanke & Sham para in
luir todos los efe
tos

de inter
ambio y 
orrela
ión 
onservando todas nuestras expresiones, pero 
on el 
ambio:

Vs,s′(~q) → Vs,s′(~q)− 1
2
V sx
s,s′(~q, ω)

Cal
ular V sx
s,s′(~q, ω) en la e
ua
ión (1.66), no es una tarea fá
il pues se ne
esita 
ono
er

la fun
ión dielé
tri
a ǫ, que es des
ono
ida. La solu
ión a este problema pasa por utilizar

métodos re
ursivos o bien utilizar aproxima
iones para fun
ión dielé
tri
a de la e
ua
ión

(1.67). Nosotros hemos optado por este segundo 
aso, pues es más fá
il de implementar y

requiere menos tiempo de 
ál
ulo, ver apéndi
e B.



Capítulo 2

Método Fireball. Pseudoorbitales y

estru
tura de Bandas del Sili
io.

2.1. Aspe
tos generales del método Fireball

El método Fireball[7, 8℄ es un programa de dinámi
a mole
ular basado en la teoría del

fun
ional densidad (DFT) 
on pseudoorbitales atómi
os lo
alizados y el método tight-binding.

Este método es un avan
e 
on respe
to a otros por su e�
ien
ia 
omputa
ional y su pre
isión.

Los prin
ipales aspe
tos teóri
os de Fireball son: la sustitu
ión del fun
ional de la densidad

auto
onsistente Kohn-Sham por un fun
ional auto
onsistente aproximado basado en las o
u-

pa
iones atómi
as[19, 20℄ y el uso de la teoría de los pseudopoten
iales [21, 22, 23, 24℄ apli
ada

a un 
onjunto de orbitales atómi
os para resolver la e
ua
ión de S
hrödinger de un ele
trón.

Figura 2.1: Poten
iales reales y pseudopoten
iales 
on sus 
orrespondientes fun
iones de onda.

35
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El formalismo pseudopoten
ial sustituye el poten
ial real que a
túa sobre los ele
trones de

valen
ia por un poten
ial medio efe
tivo que in
luye la intera

ión 
on los nú
leos atómi
os y

los ele
trones de 
ore. Esta aproxima
ión es razonable si tenemos en 
uenta que los ele
trones

de 
ore, desde el punto de vista quími
o, son inertes y apenas intervienen en las prin
ipales

propiedades del material, 
omo por ejemplo el enla
e entre átomos. Los pseudopoten
iales

tienen la ventaja de que son poten
iales más suaves que los poten
iales reales y por tanto, el

número de ondas planas o de orbitales lo
alizados ne
esarios para des
ribir las fun
iones de

onda de los ele
trones de valen
ia, es mu
ho menor, �gura 2.1.

El ajuste de estos pseudopoten
iales se suele realizar a partir de parámetros que permitan

reprodu
ir datos experimentales, o bien, por métodos ab initio. Fireball pertene
e a este

segundo 
aso y utiliza pseudopoten
iales 
onstruidos por métodos ab initio 
on el programa

fhi98PP[21℄. Fireball de�ne 
on estos pseudopoten
iales una base de orbitales de tipo atómi
o

mediante un 
ál
ulo atómi
o y la 
ondi
ión de 
ontorno de que di
hos orbitales se hagan 
ero

a partir de un determinado radio 
orte rc, �gura 2.2. Los orbitales, así formados, se llaman

orbitales Fireball y se pueden de�nir en la zona del espa
io no nulo 
omo:

φatomic
F ireball(~r) = Rn,l(r) · Yl,m(θ, ϕ)

donde Rn,l(r) es un 
omponente radial e Yl,m(θ, ϕ) es la 
omponente angular del orbital

Fireball.
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Figura 2.2: Compara
ión del orbital 3p del átomo libre y del orbital Fireball del Sili
io.

La ele

ión de los radios de 
orte es un punto fundamental en el método Fireball[25℄, y

bási
amente debe ha
erse de tal forma que los orbitales Fireball reproduz
an las prin
ipales

propiedades quími
as de los átomos y 
iertas magnitudes del 
ristal que vamos a estudiar


omo por ejemplo, el parámetro de red, el módulo de 
ompresibilidad...et
.

Por último, diremos que la base de orbitales Fireball supone una ventaja 
on respe
to a

otras bases, porque esta base, junto 
on la auto
onsisten
ia en las o
upa
iones de los orbi-

tales, permite formular un método e�
iente 
omputa
ionalmente (por ejemplo, para realizar

simula
iones de dinámi
a mole
ular de materiales relativamente 
omplejos) basado en que las
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intera

iones ne
esarias para 
onstruir el Hamiltoniano y el solape son de 
orto al
an
e, y por

tanto, se pueden tabular para después usarlas dire
tamente 
on un método de tabula
ión-

interpola
ión durante toda la simula
ión. Por este motivo hemos elegido los orbitales Fireball

para el estudio de la fun
ión dielé
tri
a.

2.2. Fireball apli
ado al Sili
io: Base de orbitales y estru
tura

de bandas.

En esta se

ión 
al
ulamos la estru
tura de bandas del Sili
io utilizando el método Fireball

para tres bases de orbitales Fireball sp3, sp3d5 y sp3s∗p∗3 
on los siguientes radios de 
orte:

1. La base optimizada de orbitales atómi
os sp3 
on los siguientes radios de 
orte para los

orbitales s y p, rcs = rcp = 5.5 a.u.. [26, 25℄.

2. La base sp3d5 
on radios de 
orte rcs = 4.8 a.u., rcp = 5.2 a.u. y rcd = 5.4 a.u..

3. La base doble de orbitales s y p sp3s∗p∗3 
on radios de 
orte rcs = rcp = rcs∗ = rcp∗ =
5.5 a.u.

En los tres 
asos hemos utilizado pseudopotentiales norm-
onserving[21℄ para los ele
tro-

nes del 
ore y una aproxima
ión de densidad lo
al (LDA) para el poten
ial de inter
ambio


orrela
ión[27℄

La �gura 2.3 representa la parte radial Rn,l(r) de los orbitales Fireball del Sili
io para las
tres bases 
onsideradas y la �gura 2.4 muestra la estru
tura de bandas del Sili
io 
al
ulada


on Fireball para las tres bases.

Las bases sp3 y sp3s∗p∗3 dan un valor de 2.5 y 2.1 eV. para el gap del Sili
io. Un resul-

tado demasiado grande si lo 
omparamos 
on 
ál
ulos de ondas planas LDA (0.7 eV.)[28℄ y

experimentales 1.1 eV[29℄. En general, la base doble sp3s∗p∗3 no mejora signi�
ativamente los
resultados de la base sp3. Aproximadamente el gap de la base sp3s∗p∗3 disminuye en rela
ión

a sp3 en apenas medio eV, pero sigue siendo muy grande 
on respe
to al experimental, 
asi

el doble. Además, y 
omo veremos en el 
apítulo de las reglas de la suma, la base sp3s∗p∗3

sobrestima el número de ele
trones por 
elda primitiva en aproximadamente 1.5 ele
trones

mientras que la base sp3 lo subestima en 1 ele
trón. Esta diferen
ia en el número de ele
-

trones por 
elda primitiva es un fallo importante porque 
omo veremos en el 
apítulo 5 la

pre
isión en este punto es fundamental para tener buenos resultados en el 
ál
ulo de la po-

ten
ia de pérdidas el Sili
io. Por el 
ontrario, la estru
tura de bandas 
al
ulada 
on la base

sp3d5 es signi�
ativamente mejor que la sp3 y sp3s∗p∗3:

La base sp3d5 propor
iona unas bandas de valen
ia muy pre
isas, y bandas de 
on-

du

ión 
on resultados de 0.25-0.30 eV. por en
ima de los resultados de ondas planas

LDA.
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Figura 2.3: Parte radial R(r) de los orbitales Fireball del Sili
io en las bases sp3, sp3d5 y sp3s∗p∗3

El gap de energía es de 1.0 eV, próximo al 0.7 eV. de los 
ál
ulos de ondas planas y muy


er
ano al resultado experimental de 1.1 eV.

En el punto X el gap de energía es de 3.81 eV. que es bastante aproximado al 
al
ulado


on ondas planas 3.57 eV.

En el 
ál
ulo de la respuesta dielé
tri
a y en las reglas de la suma para el límite de onda

larga apare
en elementos de matriz del tipo < i|z|j >, donde los estados i y j son los estados

s/s

∗
, p/p

∗
y d. Nos ha pare
ido interesante analizar 
ual de las tres bases es más 
ompleta

utilizando la siguiente regla de 
lausura:

< i|z2|i >=< i|z · z|i >=
∑

j

< i|z|j >< j|z|i > (2.1)
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Figura 2.4: Estru
tura de bandas del Sili
io 
on las bases sp3s∗p∗3, sp3 y sp3d5

La pre
isión en esta regla se puede utilizar 
omo un indi
ador de la exa
titud que podemos

tener 
uando 
al
ulemos la fun
ión dielé
tri
a o las reglas de la suma.

En la tabla 2.1 mostramos los resultados de la e
ua
ión (2.1) para las tres bases. Salvo

para el 
aso < pz|z2|pz > los resultados para los orbitales son similares y 
on�rman que la

base sp3s∗p∗3 no añade mu
ha más pre
isión que la base sp3 y que la base sp3d5 es una

representa
ión bastante mejor que los otros dos. Como podemos observar esta 
on
lusión va

en la misma línea que los resultados de la estru
tura de bandas, �gura 2.4 y las reglas de

la suma del 
apítulo 2.4. Por este motivo, y teniendo en 
uenta que la base doble impli
a
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dupli
ar la dimensión de la base sp3 sin un aumento signi�
ativo de pre
isión, des
artaremos

la base doble y nos 
entraremos en analizar y 
omparar los resultados 
on las bases sp3 y

sp3d5.

< i|z|i > ∑

j < i|z|j >< j|z|i >
Ȧ2 sp3d5 sp3 sp3s∗p∗3

< s |z2|s >= 1.61 1.58 1.58 1.65

< px|z2|px >= 1.36 1.34 0.00 0.00

< pz|z2|pz >= 4.07 3.36 1.58 2.08

Tabla 2.1: Apli
a
ión de la e
ua
ión < i|z2|i >=
∑

j
< i|z|j >< j|z|i > a las bases sp3, sp3d5 y sp3s∗p∗3.

Resultados en Ȧ2

La estru
tura de bandas y los orbitales Fireball son nuestro punto de partida en el forma-

lismo Hanke & Sham de la respuesta dielé
tri
a, 
apítulo 1.4. Para obtener di
ha respuesta

ne
esitamos 
al
ular las integrales de intera

ión de Coulomb que de�nen las matri
es V , V x

y la integral de solape. Estas integrales, e
ua
iones (1.56) y (1.63) son integrales de dos, tres

y 
uatro 
entros que se pueden resolver por el método re
ursivo de Obara y Saika, basado en

Orbitales Tipos Gaussianos (GTO), ver apéndi
e G.

ϕGTO(r, θ, ς) = N · rl · e−α·r2 · Yl,m(θ, ς)

Tabla 2.2: Coe�
ientes y exponentes del ajuste CGTO de la parte radial de los orbitales Fireball sp3 del

Sili
io

Orbital s Orbital p

ci αi (au
−2) ci αi (au

−2)

0.16255 0.16665 0.11623 0.15817

0.19579 0.36982 0.09012 0.37237

-0.28881 0.65290
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Figura 2.5: Sili
io: Ajuste de la parte radial de los orbitales Fireball s y p a gaussinas 
artesianas para la base

sp3
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Las fun
iones GTO tienen una 
onvergen
ia más lenta que las fun
iones Slater, sin em-

bargo, tienen una propiedad que ha
e que su uso sea más simple y ventajoso a la hora de


al
ular las integrales multi
éntri
as, el Teorema del produ
to de gaussianas: El produ
to de

dos gaussianas 
entradas en dos puntos del espa
io A y B, se puede redu
ir a otra gaussianas


entrada en el segmento que une A y B.

e−α (~r− ~A)2 · e−β (~r− ~B)2 = K · e−(α+β) (~r−~RAB)2

donde:

K = e
− αβ

α+β | ~A− ~B|2
y

~RAB =
α ~A+ β ~B

α+ β

Este teorema permite redu
ir las integrales ele
tróni
as a integrales de dos 
entros, y las

integrales de solape, a integrales de un solo 
entro. Las fun
iones GTO suelen expresarse


oordenadas 
artesianas:

ϕGTO
nlm (x, y, z) = N xlx · yly · zly · e−η r2

Así, por ejemplo, para los orbitales atómi
os s, p y d tenemos:

Orbitales 
artesiano tipos gaussiana s/s

∗
(l = 0):

ϕs(x, y, z) = Ns · e−αs·r2

Orbitales 
artesiano tipo gaussiana p/p

∗
(l = 1):

ϕpy(x, y, z) = Ny · y · e−αpy ·r
2

ϕpz(x, y, z) = Nz · z · e−αpz ·r
2

ϕpx(x, y, z) = Nx · x · e−αpx ·r
2

Orbitales 
artesiano tipo gaussiana d (l = 2):

ϕdxy(x, y, z) = Nxy · x · y · e−αxy·r2

ϕdxz(x, y, z) = Nxz · x · z · e−αxz ·r2

ϕdyz(x, y, z) = Nyz · y · z · e−αyz·r2

ϕd
x2−y2

(x, y, z) = Nx2−y2 · (x2 − y2) · e−α
x2−y2

·r2

ϕd
3·z2−r2

(x, y, z) = N3·z·2−r2 · (2 z2 − x2 − y2) · e−α
3 z2−r2

·r2

Por tanto para realizar las integrales multi
éntri
as aproximaremos los orbitales Fireball

a una 
ombina
ión lineal de GTO llamadas 
ontra

iones CGTO:

ϕCGTO
nlm (x, y, z) = N xnx · yny · zny ·

(

c1 · e−η1 r2 + c2 · e−η1 r2 + ...+ cN · e−ηN r2
)
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Tabla 2.3: Coe�
ientes y exponentes del ajuste CGTO de la parte radial de los orbitales Fireball sp3d5 del

Sili
io

Orbital s Orbital p Orbital d

ci αi (au
−2) ci αi (au

−2) ci αi (au
−2)

-3.96304 1.566903 0.52494 0.14898 0.30472 0.17741

1.98895 0.178723 0.55498 0.33241 0.67984 0.77212

2.53153 2.121040
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Figura 2.6: Sili
io: Ajuste de la parte radial de los orbitales Fireball s, p y d a gaussinas 
artesianas para las

base sp3d5

El ajuste de los orbitales Fireball tipo s se hizo 
on una 
ontra

ión de tres gaussianas


artesianas mientras que para los p y los d se realizó 
on dos. En las grá�
as 2.5, 2.6 y las tablas

2.2, 2.3 mostramos los resultados de este ajuste para las bases sp3d5 y sp3 respe
tivamente.

Como se puede observar en estas grá�
as, el ajuste 
on dos gaussinas es lo su�
ientemente

pre
iso para los orbitales p y d pero para el orbital s se ne
esitaron hasta tres gaussianas,

porque su dependen
ia 
on r presenta un valor no nulo en r = 0.

Como es lógi
o, las zonas próximas al radio de 
orte son las que peor se aproximan por

las CGTO, sobre todo para el orbital d. En 
ualquier 
aso, hemos 
omprobado que 
on este

número de gaussinas, el grado de aproxima
ión de las integrales de intera

ión y de solape es,

en el peor de los 
asos, menor que 6%. In
luir más gaussinas en el ajuste del orbital mejoraría

la pre
isión de las integrales, pero in
rementaría notablemente el tiempo de 
ál
ulo.
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2.3. Base de estados Blo
h para el Sili
io.

En esta se

ión vamos a espe
i�
ar la base de estados Blo
h que hemos utilizado para el


ál
ulo de la fun
ión dielé
tri
a y su inversa, in
luyendo los efe
tos lo
ales y del ex
itón.

Representaremos 
on {|i, α,~k >} a la base Blo
h de orbitales atómi
os lo
alizados, que se

de�ne 
omo:

|i, α,~k >= 1√
N

∑

~R

ei
~k (~τi+~R) |i, α, ~R > 
on < ~r|i, α, ~R >= φα(~r − ~τi − ~R) (2.2)

donde N es el número de 
eldas primitivas, ~τi 
on i ∈ {1, 2, ..} son las posi
iones de los

distintos átomos base en 
elda primitiva,

~R es un ve
tor de red dire
ta y α ∈ {s, p, d, f, ...}
es el índi
e del orbital atómi
o. Por ejemplo, en el 
aso del Sili
io nuestra base de orbitales

estaría formada 
on los orbitales atómi
os 3s, 3p de la 
apa de valen
ia n = 3 para 
ada uno

de los dos átomos base ~τ1 = (0, 0, 0)a, ~τ2 =(1/4, 1/4, 1/4)a. En total tenemos 4 orbitales (uno

tipo s y los tres tipo p) por 
ada el átomo base. La base Blo
h sp3 por tanto, estaría formada
por 8 elementos:

{|1, s,~k >, |1, px, ~k >, |1, py, ~k >, |1, pz , ~k >, |2, s,~k >, |2, px, ~k >, |2, py , ~k >, |2, pz , ~k >}

donde, por ejemplo |2, py, ~k > se 
al
ularía 
omo:

< ~r|2, py, ~k >=
1√
N

∑

~R

ei
~k (~τ2+~R) · φSipy(~r − ~τ2 − ~R)

Es importante desta
ar que la base Blo
h (2.2) no es unitaria ni ortogonal, porque los

orbitales atómi
os se solapan sobre todo en las 
eldas ve
inas más próximas.

En prin
ipio, los orbitales {φα} que apare
en en la e
ua
ión (2.2) son los orbitales Fireball,
y por tanto la estru
tura de bandas y las fun
iones de onda propias obtenidas en la base Blo
h

{|i, α,~k >} son las mismas que se han 
al
ulado 
on Fireball y que ya hemos analizado en

la se

ión 2.2. Los orbitales Fireball se anulan a partir de un determinado radio de 
orte, sin

embargo, para resolver el problema de las integrales de intera

ión Coulombiana tenemos que

aproximar estos orbitales una 
ontra

ión de Gaussianas que no se anulan fuera de rc, ver
�guras 2.5 y 2.6.

Si queremos que los 
ál
ulos de las matri
es V y V x
sean 
oherentes 
on la estru
tura

de bandas Fireball tenemos que rela
ionar la base Blo
h Fireball 
on la base Blo
h 
al
ulada

a partir de la aproxima
ión CGTO de los orbitales Fireball, en otras palabras, tenemos que

ha
er un 
ambio de base. En el apéndi
e K analizamos 
on más detalle 
omo ha
emos este


ambio de base.

Cono
idas las energías En(~k) y los 
oe�
ientes C
n
iα(
~k) de las fun
iones propias en la nueva

base Blo
h, el siguiente paso en la apli
a
ión del formalismo Hanke & Sham de la respuesta

dielé
tri
a es el 
ál
ulo del ve
tor As(~q+ ~G) y las matri
es No
s,s′(~q), Vs,s′(~q), V

x
s,s′(~q), e
ua
iones
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(1.59, 1.56, 1.63) y (1.52) respe
tivamente. La dimensión de este ve
tor y de estas matri
es

se determina de a
uerdo 
on la e
ua
ión (1.58):

s =

Nat∑

i=1

α2
i · ρi (2.3)

donde s representa la dimensión de las matri
es N , V , V x
y el ve
tor A, la suma se realiza

sobre todos los átomos en 
elda primitiva Nat, αi es el número de orbitales atómi
os por 
ada

átomo base y ρi es el número de ve
inos que intera

ionan por átomo base. Por ejemplo, la

dimensión de estas matri
es, en el 
aso del Sili
io 
on una base de orbitales atómi
os sp3d5 y

on intera

ión hasta ter
eros ve
inos es:

s = 92 × 29 + 92 × 29 = 2× 92 × 29 = 2× 81× 29 = 4698

La tabla 2.4 detalla las posi
iones atómi
as, las 
oordenadas, el tipo de átomo, la distan
ia,

número de ve
inos y la dimensión s de las matri
es en un material 
on simetría Diamante o

Zin
-Blende. En esta tabla, a representa la 
onstante de red, el átomo tipo 1 
orresponde a

al átomo base de 
oordenadas a(0, 0, 0) y tipo 2 al de 
oordenadas a(1/4, 1/4, 1/4).

Ve
ino Distan
ia Distan
ia Coordenadas Tipo de Número Dimensión s

N

o
aprox. ×a ×a átomo de átomos sp3 sp3d5

0 0 0.00 (0,0,0) 1 1 32 162

1

√

3
4 a 0.43

(
1
4 ,

1
4 ,

1
4

)
2 4 160 810

2

√

2
2 a 0.71

(
0, 12 ,

1
2

)
1 12 544 2754

3

√

11
4 a 0.83

(
1
4 ,

1
4 ,

3
4

)
2 12 928 4698

4 a 1.00 (1, 0, 0) 1 6 1120 5670

5

√

19
4 a 1.09

(
1
4 ,

3
4 ,

3
4

)
2 12 1504 7614

6

√

6
2 a 1.22

(
1, 12 ,

1
2

)
1 24 2272 11502

7

√

27
4 a 1.30

(
1
4 ,

1
4 ,

5
4

)(
3
4 ,

3
4 ,

3
4

)
2 12+4=16 2784 14094

8

√
2a 1.41 (0, 1, 1) 1 12 3168 16038

9

√

35
4 a 1.48

(
1
4 ,

3
4 ,

5
4

)
2 24 3936 19926

10

√

10
2 a 1.58

(
0, 12 ,

3
2

)
1 24 4704 23814

Tabla 2.4: Propiedades geométri
as de un material 
on simetría Diamante o Zin
-Blenda: Posi
iones atómi
as,

las 
oordenadas, el tipo de átomo, la distan
ia y número de ve
inos y la dimensión s. a representa la 
onstante

de red, 1 el átomo base de 
oordenadas a(0, 0, 0) y tipo 2 al de 
oordenadas a(1/4, 1/4, 1/4).

Como podemos ver en la tabla 2.4 la dimensión típi
a de No
, V y V x

es del orden de 103 a
104. Si bien es 
ierto que se pueden apli
ar té
ni
as de paraleliza
ión y argumentos de simetría

(ver apéndi
e J) para a
elerar el 
ál
ulo de estas matri
es, la verdad es que esta dimensión

tan grande puede suponer un �
uello de botella� en los programas y un in
onveniente del

formalismo Hanke & Sham si lo 
omparamos 
on la e�
a
ia y rapidez del programa Fireball.

En 
ualquier 
aso, este método para 
al
ular los efe
tos lo
ales y ex
itóni
os es mu
ho más

rápido que un formalismo basado en ondas planas, donde las matri
es son del orden de 106.
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Es posible redu
ir signi�
ativamente la dimensión s sin perder mu
ha exa
titud si bus-


amos una situa
ión de 
ompromiso entre el número de orbitales atómi
os y el número de

ve
inos, e
ua
ión (2.3). Podemos utilizar distintos 
riterios para en
ontrar di
ha situa
ión de


ompromiso pero, nosotros hemos optado por el siguiente:

Número de orbitales: tomar el su�
iente número de orbitales 
omo para tener una buena

estru
tura de bandas (gap y transi
iones más bajas prin
ipalmente) y además, que se


umplan en toda la primera zona de Brillouin las reglas de la suma en la aproxima
ión

RPA, e
ua
ión (2.7). Los orbitales Fireball nos permiten tener una buena estru
tura de

bandas, 
on el mínimo de orbitales. Este es el prin
ipal motivo por el que hemos elegido

orbitales Fireball en nuestro estudio.

Número de ve
inos: tomar, al menos, el número mínimo de intera

iones que permita


al
ular la inversión de la matriz de solape veri�
ando las reglas de la suma. Esta


ondi
ión es equivalente a 
onsiderar todas las intera

iones entre átomos que sean

menores o del orden de 2 rc, donde rc es el radio de 
orte medio de los orbitales Fireball.
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2.4. Reglas de la suma en Sili
io

Las reglas de la suma[30, 18℄ o �f-sum rule� es un 
onjunto de e
ua
iones muy utilizado

en el estudio de las propiedades ópti
as de los materiales. Estas e
ua
iones son el resultado

dire
to de la apli
a
ión de las rela
iones de Kramers-Kronig a una fun
ión que des
ribe los

pro
esos disipativos en el material a todas las fre
uen
ias[31℄. Dependiendo de la fun
ión

elegida podemos en
ontrarnos distintas expresiones equivalentes para la regla de la suma[32℄.

La primera de estas reglas utiliza la parte imaginaria de la fun
ión dielé
tri
a ǫ:
∫ ∞

0
ω Im [ǫ(ω)] dω =

π

2
ω2
p (2.4)

la segunda utiliza la parte imaginaria del indi
e de refra

ión κ:
∫ ∞

0
ω Im [κ(ω)] dω =

π

4
ω2
p (2.5)

y la ter
era utiliza la parte imaginaria de la fun
ión ǫ−1
o fun
ión de pérdidas:

∫ ∞

0
ω Im

[
ǫ−1(ω)

]
dω = −π

2
ω2
p (2.6)

Aquí ωp es la fre
uen
ia de plasma ω2
p = 4πne2/m y n es la densidad de ele
trones. Cada

una de estas reglas se utiliza para el estudio de una determinada propiedad de la materia, por

ejemplo: Im [ǫ(ω)] es una medida de la disipa
ión de energía de una onda ele
tromagnéti
a,

Im [κ(ω)] mide la disminu
ión de amplitud de la onda ele
tromagnéti
a y Im
[
ǫ−1(ω)

]
esta

rela
ionada 
on la pérdida de energía de una partí
ula 
argada. Despejando n de la e
ua
ión

(2.4):

n =
m

2π2 e2

∫ ∞

0
ω Im [ǫ(ω)] dω (2.7)

dedu
imos que la densidad de ele
trones del sistema es una suma 
ontinua a todas las ener-

gías. Usando esta interpreta
ión de la e
ua
ión (2.7) podemos de�nir la densidad efe
tiva de

ele
trones neff que 
ontribuyen a las propiedades ópti
as, hasta una determinada energía ω
por las �f-sumas par
iales�[33℄:

nǫeff (ω) =
m

2π2 e2

∫ ω

0
ω′ Im

[
ǫ(ω′)

]
dω′

(2.8)

nκeff (ω) =
m

π2 e2

∫ ω

0
ω′ Im

[
κ(ω′)

]
dω′

(2.9)

nǫ
−1

eff (ω) = − m

2π2 e2

∫ ω

0
ω′ Im

[
ǫ−1(ω′)

]
dω′

(2.10)

así, neff nos informa de 
uántos y que tipo ele
trones(ligados, libres, del 
ore, de valen
ia ...)

están involu
rados hasta la energía ω en las distintas propiedades ópti
as del material.

Existe otra regla de la suma equivalente a las anteriores, que nosotros llamaremos �regla de

la suma 
al
ulada por polos y residuos�, que se puede demostrar apli
ando la teoría de variable
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ompleja a las integrales (2.4,2.6) y la de�ni
ión de ǫ, ǫ−1
en términos de la polarizabilidad

del sistema[34℄ o utilizando un planteamiento más general basado en la teoría de mu
hos


uerpo[34℄, ver apéndi
e F.:

∑

v,c,~k

[

Ec(~k + ~q)− Ev(~k)
]

| < c,~k + ~q| e+i~q~r |v,~k > |2 = N

Ωo

q2

2m
(2.11)

donde c y v son los índi
es de bandas de 
ondu

ión y de valen
ia respe
tivamente, Ωo el

volumen de la 
elda primitiva y N el número de ele
trones por 
elda primitiva.

La e
ua
ión (2.11) y las f-sum son expresiones exa
tas, generales y válidas en un sistema

de N partí
ulas, y por tanto, nos pueden servir para medir el grado de pre
isión de la base de

fun
iones de onda y el nivel de aproxima
ión obtenido 
on nuestros modelos. Utilizando esta

idea 
omo 
riterio para determinar 
ual de las bases sp3, sp3s∗p∗3 y sp3d5 es más exa
ta, hemos

al
ulado, 
on la e
ua
ión (2.11), el número de ele
trones de valen
ia por 
elda primitiva en

el límite de onda larga ~q → 0 para 
ada base y los resultados se muestran en la tabla 2.5 y

las grá�
as 2.7, 2.8.

sp3 sp3d5 sp3s∗p∗3

7.07 7.91 9.41

Tabla 2.5: Número de ele
trones de valen
ia del Sili
io 
al
ulado 
on la regla de suma, e
ua
ión (2.7) o (2.11)

y las bases sp3, sp3d5 sp3s∗p∗3

Los resultados de la tabla 2.5 y de las las grá�
as 2.7 y 2.8 se obtuvieron dentro de

la aproxima
ión RPA y utilizando 408 puntos espe
iales en zona irredu
ible de Chadi &

Cohen[35℄ para garantizar la 
onvergen
ia de la suma en

~k. Como podemos ver en la tabla 2.5

la base sp3d5 se ajusta a los 8 ele
trones de valen
ia por 
elda primitiva del Sili
io mientras

que la base sp3 se queda prá
ti
amente a un ele
trón menos y la sp3s∗p∗3 los sobrestima en


asi un ele
trón y medio. Estos valores son 
oherentes 
on los resultados que hemos obtenido

para la estru
tura de bandas, �gura 2.4 y el análisis que hi
imos en el 
apítulo 2.2 de la base

lo
al de orbitales atómi
os, que nos permite 
on
luir, que si queremos una base de orbitales

atómi
os su�
ientemente aproximada para el Sili
io tenemos que llegar hasta los niveles d.

En la grá�
a 2.7 podemos ver las reglas de la suma, e
ua
ión (2.4), en los ejes prin
ipales

ejes de simetría ∆ , Λ y Σ de la primera zona de Brillouin. Independientemente de 
uál sea el

ve
tor ~q en la e
ua
ión (2.4), el número de ele
trones por 
elda primitiva debe ser 
onstante,

sin embargo, la grá�
a 2.7 muestra una fuerte dependen
ia del número de ele
trones 
on ~q
para las bases sp3 y sp3s∗p∗3 en los tres ejes de simetría y sobre todo en la zona más próxima a
la frontera de la primera zona de Brillouin. La base sp3d5 también tiene ese 
omportamiento,

aunque muy débil, en los tres ejes de simetría, de tal forma que el número de ele
trones se

mantiene prá
ti
amente 
onstante en toda la primera zona de Brillouin. Por tanto, podemos


on
luir que la base sp3d5 es la que mejor 
umple las reglas de la suma, tanto en el límite de

onda larga, 
omo en toda la primera zona de Brillouin.

La tabla 2.5 y la grá�
a 2.7 demuestran que añadir los niveles dobles s∗ y p∗ a la base sp3
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Figura 2.7: Reglas de la suma en los prin
ipales ejes de simetría ∆, Λ y Σ de la primera zona de Brillouin del

Sili
io para las bases sp3, sp3d5 y sp3s∗p∗3

mejora ligeramente el 
omportamiento de las reglas de la suma en la zona de la fronteras de

la primera zona de Brillouin, pero los empeora en el límite de onda larga.

In
luir los niveles d en la base sp3 supone un in
remento signi�
ativo de las dimensiones

de las matri
es del formalismo Hanke & Sham de la respuesta dielé
tri
a, aproximadamente


in
o ve
es mayor, pero el estudio de las reglas de la suma nos demuestra que son ne
esarios

para tener buenos resultados en las propiedades ópti
as, y sobre todo, en el estudio de la

poten
ia de frenado �Stopping Power� de partí
ulas 
argadas, 
apítulo 5.
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Figura 2.8: Reglas de la suma par
iales para las bases sp3 y sp3d5 
on la aproxima
ión RPA.

La grá�
a 2.8 representa la apli
a
ión de las reglas par
iales de la suma para Sili
io, en
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el límite de onda larga y dentro de la aproxima
ión RPA para la base sp3 y sp3d5. La línea

horizontal de la grá�
a 2.8, identi�
ada 
omo �Residuos�, representa los resultados 
al
ulados


on la fórmula (2.11) y las otras dos son los resultados de la apli
a
ión de las reglas par
iales

de la suma al Sili
io, e
ua
iones (2.8) y (2.10). La suma en

~k se ha realizado 
on 60 puntos

espe
iales en zona irredu
ible.

En la grá�
a 2.8 se observa que el número efe
tivo de ele
trones �satura� 
orre
tamente

al mismo valor 
on las dos bases, lo que signi�
a que la suma 
on 60 puntos espe
iales es

su�
ientemente pre
isa. También podemos ver que en la base sp3 las absor
iones ópti
as

Im(ǫ) empiezan aproximadamente en 3 eV (próximo al gap medio) y llega, aproximadamente

hasta los 18 eV. Sin embargo, para el 
aso sp3d5 esta energía llega, 
asi, hasta los 30 eV. lo que
signi�
a que el espe
tro de absor
ión ópti
o en mu
ho mayor en la base sp3d5. Este resultado
era de esperar, ya que una representa
ión formada por orbitales s, p y d nos da una base más

ompleta porque tiene 10 bandas más de 
ondu

ión que la base formada solo por orbitales

s y p, y por lo tanto, tenemos más posibles transi
iones entre banda de valen
ia y banda de


ondu

ión. En lo que respe
ta a la pérdida de energía de una partí
ula 
argada Im(ǫ−1)
para la base sp3 tenemos una zona muy bien lo
alizada próxima a los 18 eV (Plasmón) de un

an
ho de po
o más de 2 eV. mientras que para la base sp3d5 el plasmón se sitúa en los 20 eV

y 
on un an
ho mayor de aproximadamente 8 eV. Estas 
on
lusiones se observan mejor en la

grá�
a 2.9, en la que se representan la parte imaginaria de la fun
ión de pérdidas, en el límite

de onda larga, para las dos bases sp3 y sp3d5.
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Figura 2.9: Parte imaginaria de −Im(ǫ−1(ω)) RPA en el límite de onda larga para las bases sp3 y sp3d5





Capítulo 3

Efe
tos lo
ales y ex
itón en una

representa
ión lo
al.

3.1. Efe
tos lo
ales en una representa
ión lo
al.

En esta se

ión analizamos los efe
tos mi
ros
ópi
os que los 
ampos externos 
ausan a

es
ala ma
ros
ópi
a en la fun
ión dielé
tri
a del Sili
io utilizando el formalismo de Hanke &

Sham del 
apítulo 1.4 en las dos bases sp3 y sp3d5. Como ya hemos visto, los efe
tos mi
ros-

ópi
os de los 
ampos externos sobre la fun
ión dielé
tri
a se llaman efe
tos de 
ampo lo
al

o efe
tos lo
ales. Matemáti
amente estos efe
tos apare
en 
uando los elementos no diagona-

les de fun
ión ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) son distintos de 
ero, o si se pre�ere, 
uando la fun
ión

dielé
tri
a depende de

~G y de

~G′
. En el formalismo Hanke & Sham la fun
ión dielé
tri
a

mi
ros
ópi
a, sin efe
tos lo
ales RPA ǫRPA
, viene dada por las e
ua
iones (1.44) y (1.47):

ǫRPA(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′ − v(~q + ~G) ·
∑

s,s′

As(~q + ~G) ·No
s,s′(~q, ω) · A∗

s′(~q +
~G′) (3.1)


on No
y A de�nidos por las e
ua
iones (1.59) y (1.52). En el formalismo Hanke & Sham los

efe
tos lo
ales se in
luyen 
uando realizamos la inversión, en la base lo
al, de la matriz de

apantallamiento lo
al S−1
, e
ua
iones (1.60) y (1.61):

S = No · [I − V ·No]−1

donde V es la matriz de ele
trostáti
a o de intera

ión Coulomb, e
ua
ión (1.56). Cono
ida

la matriz S y 
on las siguientes e
ua
iones, se 
al
ula la respuesta dielé
tri
a ma
ros
ópi
a

RPA in
luyendo los efe
tos lo
ales ǫLEm (ω) :

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′ + v(~q + ~G) ·
∑

s,s′

As(~q + ~G) · Ss,s′(~q, ω) · A∗
s′(~q +

~G′) (3.2)

ǫLEm (ω) = ĺım
~q→0

1
[

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω)
]

~G=0, ~G′=0

(3.3)

51
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Figura 3.1: Parte real e imaginaria de la fun
ión dielé
tri
a longitudinal ma
ros
ópi
a del Sili
io en el límite

de onda larga en la base sp3 
omparada 
on los resultados experimentales[36℄ 
on las aproxima
iones RPA y

RPA más efe
tos lo
ales.
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Figura 3.2: Parte real e imaginaria de la fun
ión dielé
tri
a longitudinal ma
ros
ópi
a del Sili
io en el límite

de onda larga en la base sp3d5 
omparada 
on los resultados experimentales[36℄ 
on las aproxima
iones RPA

y RPA más efe
tos lo
ales.

Las grá�
as 3.1 y 3.2 muestran la parte real e imaginaria de la respuesta dielé
tri
a ma
ros-


ópi
a en el límite de onda larga, sólo 
on la aproxima
ión RPA, e
ua
ión (3.1), y aproxima
ión

RPA más los efe
tos lo
ales, e
ua
iones (3.2) y (3.3) para el Sili
io, en las dos bases sp3 y



3.1. Efe
tos lo
ales en una representa
ión lo
al. 53

sp3d5. Las grá�
as 3.3 y 3.4 representan lo mismo, pero para un ve
tor ~q =(1/4,1/4,1/4)π/a. La
grá�
a 3.5 
ompara las partes imaginarias 
on q → 0 para las bases sp3 y sp3d5 y los valores

experimentales. En todos los 
ál
ulos hemos utilizado 60 puntos espe
iales en zona irredu
ible

y la aproxima
ión de segundos ve
inos para la base sp3 y ter
eros ve
inos para sp3d5.
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Figura 3.3: Parte real e imaginaria de la fun
ión dielé
tri
a longitudinal ma
ros
ópi
a del Sili
io para ~q =
(1/4, 1/4, 1/4)π/a en la base sp3 
on las aproxima
iones RPA y RPA más efe
tos lo
ales.
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Figura 3.4: Parte real e imaginaria de la fun
ión dielé
tri
a longitudinal ma
ros
ópi
a del Sili
io para ~q =
(1/4, 1/4, 1/4)π/a en la base sp3d5 
on las aproxima
iones RPA y RPA más efe
tos lo
ales.

De las grá�
as podemos 
on
luir:

En la grá�
a 3.5 se 
omparan los resultados ópti
os experimentales 
on las dos bases y

podemos ver, sin lugar a dudas, que la base sp3 propor
iona unos resultados más peque-
ños y dis
repantes, mientras que la base sp3d5 mejora signi�
ativamente los resultados
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sp3. Los resultados de la base sp3d5 
on LE son similares a los experimentales, salvo

en el desplazamiento de aproximadamente 0.5 eV del máximo de la parte imaginaria y

que el primer máximo de la parte imaginaria es del orden de tres ve
es más bajo que el

experimental. Este máximo esta rela
ionado 
on la 
ontribu
ión del ex
itón. En el 
a-

pítulo 3.2 damos los resultados en la base sp3d5 in
luyendo el efe
to del ex
itón, grá�
a
3.16. La 
on
lusión que podemos sa
ar es que una representa
ión sp3 para el Sili
io no

es su�
iente y es ne
esario in
luir los niveles d para tener buenos resultados.
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Figura 3.5: Parte real e imaginaria de la fun
ión dielé
tri
a longitudinal ma
ros
ópi
a del Sili
io en el límite de

onda larga en las dos base sp3 y sp3d5 
omparada 
on los resultados experimentales[36℄ para la aproxima
ión

RPA más efe
tos lo
ales.

En el límite de onda larga, los efe
tos lo
ales disminuyen ligeramente la respuesta die-

lé
tri
a estáti
a y dinámi
a, grá�
as 3.1 y 3.2, sin embargo, para un ~q 6= 0 se observan

diferen
ias, sobre todo porque la fun
ión de pérdidas (parte imaginaria de ǫ−1
) se redu
e

y se ha
e más an
ha, grá�
a 3.6.

Base RPA LE Experimental

sp3 8.8 8.1 11.9

sp3d5 11.9 10.6 11.9

Tabla 3.1: Respuesta dielé
tri
a longitudinal ma
ros
ópi
a del Sili
io en el límite de onda larga en las dos

bases sp3 y sp3d5 
omparada 
on los resultados experimentales[36℄ para la aproxima
ión RPA y RPA 
on

efe
tos lo
ales.

La base sp3 propor
iona una fun
ión de pérdidas, en general, más estre
ha y elevada

que las base sp3d5, �gura 3.6. Esto se debe fundamentalmente a que en el modelo sp3

tiene menos bandas (8 bandas 
on energías 
omprendidas aproximadamente entre -12
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Figura 3.6: Parte imaginaria de la fun
ión dielé
tri
a inversa ǫ−1

0,0(~q, ω) RPA 
on y sin efe
tos lo
ales en las

bases sp3 y sp3d5 para ~q = (1/4, 1/4, 1/4)π/a.

y 18 eV) que en el modelo sp3d5 (18 bandas que van desde los -12 eV a los 30 eV

aproximadamente) lo 
ual redu
e y lo
aliza más las posibles ex
ita
iones de bandas de

valen
ia y 
ondu

ión.

Observamos en la grá�
a 3.6 que los efe
tos lo
ales tienden a ensan
har y desplazar

ligeramente el máximo de la parte imaginaria de la fun
ión de perdidas tal y 
omo

obtienen otros autores [37℄[38℄.

Los efe
tos lo
ales son importantes sobre todo 
uando ~q 6= 0.

Podemos 
omparar los resultados teóri
os de ǫ−1

on los experimentales por medio del fa
-

tor dinámi
o de estru
tura. Este fa
tor es propor
ional a la parte imaginaria de ǫ−1
(apéndi
e

E) y por tanto permite una 
ompara
ión dire
ta entre los resultados teóri
os y los experi-

mentales. En la grá�
a 3.7 se representa una 
omparativa para distintos valores del número

de onda ~q del fa
tor dinámi
o de estru
tura 
al
ulado 
on sp3d5, efe
tos lo
ales, ter
eros ve-

inos y otros autores[39, 40℄. Los resultados teóri
os son razonablemente buenos aunque se

observa, en general, que para algunos valores de ~q y ω nuestros resultados son mayores que

los experimentales.
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Figura 3.7: Fa
tor dinámi
o de estru
tura para el Sili
io para ~q = (0.53, 0, 0), ~q = (0.53, 0.53, 0.53), ~q =
(0.80, 0.80, 0.80) en unidades atómi
as, 
al
ulado en la base sp3d5 
on efe
tos lo
ales y 
omparado 
on los

resultados experimentales y de otros autores [39, 40℄

.
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3.2. Efe
tos ex
itóni
os en una representa
ión lo
al.

En esta se

ión vamos a estudiar la 
ontribu
ión de los ex
itones utilizando el formalismo

de Hanke & Sham propuesto en el apartado 1.4 
on una base sp3d5. Como ya hemos demos-

trado en la se

ión 3.1 y 2.4 una base formada solamente por los niveles s y p del Sili
io no

propor
iona buenos resultados ni en gap y en propiedades ópti
as, por este motivo, en esta

se

ión sólo analizamos el 
aso de Sili
io en una base de orbitales atómi
os lo
alizados sp3d5.
El estudio de los efe
tos ex
itóni
os apare
e de manera natural y resulta más 
omprensible si

utilizamos un enfoque basado en la teoría de mu
hos 
uerpos, 
apítulo 1.3.

Figura 3.8: Forma
ión de un ex
itón y energía de enla
e del ex
itón.

El ex
itón es una ex
ita
ión elemental que se produ
e en semi
ondu
tores y aislantes y

que se forma 
uando un ele
trón y un hue
o quedan ligados por intera

ión Coulombiana.

Bási
amente lo que o
urre en la forma
ión del ex
itón es que una partí
ula ex
ita un ele
trón

de banda de valen
ia a la banda de 
ondu

ión, se forma un par ele
trón-hue
o y la intera

ión

apantallada (atra
tiva) ha
e que ele
trón y hue
o quedan ligados formando una 
uasipartí
ula

llamada ex
itón. El ex
itón tiene propiedades de una partí
ula sin 
arga elé
tri
a que se

propaga por el material y 
on una energía de forma
ión ligeramente menor que la del ele
trón

y el hue
o libres, �gura 3.8.

Figura 3.9: Diagramas que 
ontribuyen a la fun
ión dielé
tri
a in
luyendo los efe
tos ex
itóni
os. El poten
ial

V sx
es el poten
ial de inter
ambio o de intera

ión ele
trón-hue
o.
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En la teoría de mu
hos 
uerpos, los efe
tos ex
itóni
os apare
en 
uando in
luimos en el

hamiltoniano el poten
ial de atra

ión ele
trón-hue
o, o si se pre�ere, 
uando 
onsideramos

en la fun
ión de Green el diagrama de la burbuja y los diagramas 
omo el de la �gura 3.9.

En el formalismo Hanke & Sham esta fun
ión de Green es el propagador de dos 
uerpos Ss,s′

y se 
al
ula resolviendo la e
ua
ión de Bethe-Salpeter, �gura 3.10 donde la intera

ión de

atra

ión y repulsión ele
trón-hue
o es la intera

ión irredu
ible I de la �gura 3.11.

Figura 3.10: E
ua
ión de Bethe-Salpeter para el propagador de dos 
uerpos S.

En esta e
ua
ión, el propagador libre ele
trón-hue
o, es la matriz No
s,s′ , Vs,s′ es la matriz

de repulsión Coulombiana y V sx
s,s′ la de intera

ión ele
trón-hue
o de�nidas en el 
apítulo 1.4.

Figura 3.11: Intera

ión irredu
ible I del ele
trón-hue
o: a) Repulsión o inter
ambio no apantallado ele
trón-

hue
o, b) Atra

ión apantallada ele
trón-hue
o.

En prin
ipio, el poten
ial de atra

ión ele
trón-hue
o V sx
es un poten
ial apantallado y

dinámi
o, o sea, que depende de la fre
uen
ia, V sx(~q, ω)[2℄,[18℄. El formalismo de Hanke &

Sham permite in
luir esta dependen
ia de forma natural (ver se

ión 1.4), aunque a efe
tos

prá
ti
os y en la mayoría de los estudios se suele despre
iar la parte en ω y aproximar el

poten
ial por un poten
ial estáti
o. En el 
aso del Sili
io los efe
tos dinámi
os del poten
ial

no son muy importantes[5, 41℄, pero 
omo veremos en la se

ión 3.2 siempre es posible in
luir

estos efe
tos por medio de un poten
ial efe
tivo estáti
o.

La fun
ión dielé
tri
a longitudinal ma
ros
ópi
a en el límite de onda larga se 
al
ula 
on

la e
ua
ión:

ǫm(ω) = ĺım
~q→0

1
[

ǫ−1
L (~q + ~G, ~q + ~G′, ω)

]

~G=0, ~G′=0

(3.4)
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y en el esquema de Hanke & Sham la inversa de la fun
ión dielé
tri
a ǫ−1
de la e
ua
ión (3.4)

se evalua 
on la expresión:

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′ + v(~q + ~G) ·
∑

s,s′

As(~q + ~G) · Ss,s′(~q, ω) · A∗
s′(~q +

~G′) (3.5)

aquí, los efe
tos ex
itóni
os se tienen en 
uenta 
uando se in
luyen en el 
ál
ulo de la matriz

de apantallamiento lo
al S−1
, la matriz de inter
ambio apantallada V sx

, o en el lenguaje de la

teoría de mu
hos 
uerpos, 
uando 
onsideramos la intera

ión de repulsión y la de atra

ión

ele
trón-hue
o en el 
ál
ulo del propagador de dos 
uerpos Ss,s′, e
ua
ión de Bethe-Salpeter,

�gura 3.10, 
on la intera

ión irredu
ible de la �gura 3.11:

S = No [I − (V − 1/2 V sx) No]−1
(3.6)

La matriz de intera

ión ele
trón-hue
o o de inter
ambio se de�ne en la base lo
al de orbitales

atómi
os 
omo:

V sx
s,s′(~q, ω) =

∑

~R0

e−i ~q (~τi2−~τi3+
~R0)

∫

d3~r d3~r′ φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~Rl − ~R0)

·φα2
(~r′ − ~τi2 − ~R0) v

s(~r − ~r′, ω) φ∗α3
(~r′ − ~τi3) φα4

(~r − ~τi4 − ~R′
l) (3.7)

en donde s = α2, α1, ~ρi1i2 y s′ = α3, α4, ~ρi4i3 .

En nuestro 
aso los orbitales atómi
os lo
alizados φα se obtienen 
omo una 
ombina
ión

lineal de gaussianas 
artesianas CGTO, se

ión 2.2:

φα(~r − ~R) = Nα (x−Rx)
αx (y −Ry)

αy (z −Ry)
αz
∑

j

Cα
j e

−γα
j ·(~r−~R)2

φα(~r − ~R) = fα~R

∑

j

Cα
j e

−γα
j ·(~r−~R)2


on fα~R = Nα (x−Rx)
αx (y −Ry)

αy (z −Ry)
αz

tenemos:

V sx
s,s′(~q, ω) =

∑

~R0

∑

j1,j2,j3,j4

Cα1

j1
Cα2

j2
Cα3

j3
Cα4

j3
e−i ~q (~τi2−~τi3+

~R0) ·
∫

d3~r · d3~r′ ·

e
−γ

α1
j1

(~r−~τi1−
~Rl−~R0)2 · e−γ

α2
j2

(~r′−~τi2−
~R0)2 · fα1

~τi1+
~Rl+~R0

· fα2

~τi2+
~R0

vs(~r − ~r′, ω) · fα3

~τi3
· fα4

~τi4+
~R′

l

· e−γ
α3
j3

·(~r′−~τi3 )
2

· e−γ
α4
j4

·(~r−~τi4−
~R′

l
)2

(3.8)

donde el poten
ial apantallado se 
al
ula por medio de la fun
ión dielé
tri
a, e
ua
ión (1.66),


omo:

vs(~r,~r′, ω) =

∫

ǫ−1(~r,~r1, ω) · v(~r1, ~r′) · d3~r1 =
∫

4π e2

ǫ(~r,~r1, ω)
· d3~r1
|~r1 − ~r′| (3.9)

El tratamiento Hanke & Sham de la respuesta dielé
tri
a permite obtener de manera natural

este poten
ial resolviendo la e
ua
ión Dyson, �gura 3.12, en base la lo
al utilizando las ma-

tri
es No
s,s′, Ss,s′ y Vs,s′ e invirtiendo. El tamaño de estas matri
es, e
ua
ión (1.58) y tabla
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2.4, y sobre todo, la dependen
ia de No
s,s′(~q, ω) 
on la fre
uen
ia y ~q, ha
en que se sea más

interesante re
urrir a modelos analíti
os para aproximar este poten
ial que resolver la e
ua-


ión Dyson de la �gura 3.12. Volveremos a tratar este punto 
uando anali
emos el problema

de la autoenergía del ele
trón en el 
apítulo 4.

Figura 3.12: E
ua
ión Dyson para el poten
ia apantallado vs.

Por de�ni
ión, para 
al
ular poten
ial vs, ne
esitamos 
ono
er la fun
ión dielé
tri
a, que es
justamente lo que estamos bus
ando. Para resolver esta paradoja tenemos que ha
er algunas

aproxima
iones:

1. Consideramos que ǫ(~r,~r′, ω) ≈ ǫ(|~r−~r′|, ω). Esta aproxima
ión permite simpli�
ar 
on-

siderablemente el 
ál
ulo de la integral (3.9), porque permite 
ambiar la transformada

de Fourier de la fun
ión dielé
tri
a por una fun
ión analíti
a que sólo depende del mó-

dulo del ve
tor ~q y algunos parámetros típi
os del material 
omo 
on el gap medio, la

fre
uen
ia de plasma... et
. En este 
aso, el modelo más utilizado por su sen
illez, es

el modelo plasmon-polo, aunque nosotros utilizaremos un modelo más realista que es el

modelo Penn, apéndi
e B. En 
ualquier 
aso, los parámetros ne
esarios en 
ada modelo

se ajustan a los resultados obtenidos de un 
ál
ulo RPA y promediando en los distintos

ejes de simetría.

2. Después 
al
ulamos vs(~r, ω) por tansformada de Fourier y aproximamos este poten
ial

por una 
ombina
ión de gaussianas del tipo:

vs(~r,~r′, ω) =

∫
4π e2

ǫ(~r,~r1, ω)
· d3~r1
|~r1 − ~r′|

=
4π e2

|~r − ~r′| ·
∑

i=0

Bi(ω) · e−λi(ω)·(~r−~r′)2

donde B0 = 1/ǫ(ω). En el apéndi
e B analizamos 
on más detalle esta aproxima
ión y

damos los valores de las 
onstantes Bi para el 
aso estáti
o del Sili
io.

Con estas aproxima
iones los elementos de matriz del poten
ial apantallado de la e
ua
ión

(3.8) se pueden poner 
omo:

V sx
s,s′(~q, ω) = 4π e2

∑

i=0, ~R0

∑

j1,j2,j3,j4

Cα1

j1
Cα2

j2
Cα3

j3
Cα4

j3
Bi(ω) e

−i ~q (~τi2−~τi3+
~R0) ·

·
∫

d3~r · d3~r′ · e−γ
α1
j1

(~r−~τi1−
~Rl−~R0)2 · e−γ

α2
j2

(~r′−~τi2−
~R0)2 · fα1

~τi1+
~Rl+~R0

· fα2

~τi2+
~R0

·e
−λi(ω)·(~r−~r′)2

|~r − ~r′| · fα3

~τi3
· fα4

~τi4+
~R′

l

· e−γ
α3
j3

·(~r′−~τi3 )
2

· e−γ
α4
j4

·(~r−~τi4−
~R′

l
)2

(3.10)
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Las fun
iones fα~R
que apare
en en la integral (3.10) son polinomios en x, z e y 
uyo grado

depende del momento angular l del orbital α, por lo tanto, el produ
to de la 
uatro fun
iones
f es tambien otro polinomio que podemos llamar F :

Fα1,α2,α3,α4

~τi1 ,~τi2 ,~τi3 ,~τi4 ,
~Rl, ~R

′

l
, ~R0

= fα1

~τi1+
~Rl+~R0

· fα2

~τi2+
~R0

· fα3

~τi3
· fα4

~τi4+
~R′

l

apli
ando el Teorema del produ
to de gaussianas a las gaussianas dependientes de ~r y ~r′ en
la e
ua
ión (3.10):

e
−γ

α1
j1

(~r−~τi1−
~Rl−~R0)2 · e−γ

α4
j4

·(~r−~τi4−
~R′

l
)2 −→ e−µ (~r− ~C)2

e
−γ

α3
j3

·(~r′−~τi3 )
2

· e−γ
α2
j2

(~r′−~τi2−
~R0)2 −→ e−µ′·(~r′− ~C′)2

así la integral de la e
ua
ión (3.10) es propor
ional a una úni
a integral 
on una sola gaussiana

lo
alizadas en una posi
ión

~C ′′
:

∫

e−µ·(~r− ~C)2 F
e−λi(ω) (~r−~r′)2

|~r − ~r′| e−µ′ (~r′− ~C′)2 d3~r d3~r′ ∝
∫

F
e−µ′′ (~r−~r′− ~C′′)2

|~r − ~r′| d3~r d3~r′

y esta última integral se pueden 
al
ular analíti
amente mediante un pro
edimiento re
ur-

sivo muy elegante, pero bastante laborioso[42, 43℄, que expli
amos en el apéndi
e G. En los

siguientes apartados analizaremos los resultados de estas aproxima
iones 
uando se proponen

distintas expresiones para el poten
ial apantallado vs de la e
ua
ión (3.7).

Aproxima
ión homogénea y estáti
a del poten
ial apantallado.

En esta se

ión vamos a analizar los resultados del 
ál
ulo de la fun
ión dielé
tri
a ma-


ros
ópi
a en la base sp3d5, in
luyendo los efe
tos ex
itóni
os por medio de una aproxima
ión
estáti
a y homogénea para el poten
ial apantallado en la e
ua
ión (3.7). En este 
aso supo-

nemos que:

vs(~r,~r′, ω) ≈ 4πe2

ǫ∞ |~r − ~r′| (3.11)

donde ǫ∞ = 11.9 es la respuesta dielé
tri
a estáti
a de onda larga del Sili
io 
al
ulada 
on

sp3d5 y la aproxima
ión RPA, ver tabla 3.1. De las e
ua
iones (3.4), (3.5) y (3.6) para la matriz
de inter
ambio 
al
ulamos la fun
ión dielé
tri
a ma
ros
ópi
a en la aproxima
ión estáti
a,

grá�
a 3.13.

En la grá�
a 3.13 observamos que los resultados, in
luyendo los efe
tos ex
itóni
os, me-

joran ligeramente 
on respe
to al 
aso de RPA 
on efe
tos lo
ales, pero el primer máximo de

la parte imaginaria de la fun
ión dielé
tri
a que determina el ex
itón, en torno a los 3.3 eV

ha aumentado aproximadamente un 40% aunque todavía es muy bajo. Además, se observa

un ligero desplazamiento de unos 0.2 eV. de la parte imaginaria 
on respe
to a los resultados


on efe
tos lo
ales. Estos resultados nos indi
an que el apantallamiento estáti
o nos da una

matriz de intera

ión ele
trón hue
o V sx
demasiado pequeña frente a la matriz ele
trostáti
a

V de tal forma que V sx
modi�
a ligeramente el valor de la expresión V −0.5 ·V sx

en e
ua
ión
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Figura 3.13: Parte real e imaginaria de la fun
ión dielé
tri
a longitudinal ma
ros
ópi
a del Sili
io en la base

sp3d5, in
luyendo los efe
tos ex
itóni
os 
on la aproxima
ión estáti
a y homogénea del poten
ial apantallado,

e
ua
ión (3.11). La grá�
a de puntos 
orresponde a los resultados experimentales [36℄ y la de trazos 
orresponde

a la aproxima
ión RPA 
on efe
tos lo
ales.

(3.6) pero no lo su�
iente. Por tanto, dedu
imos que la aproxima
ión estáti
a y homogénea de

la intera

ión ele
trón hue
o es de muy 
orto al
an
e y por este motivo prá
ti
amente queda

enmas
arada por los efe
tos lo
ales. Si queremos mejorar los resultados tenemos que utilizar

una aproxima
ión más exa
ta del poten
ial apantallado. En la siguiente se

ión dis
utiremos

una aproxima
ión más realista basada en la aproxima
ión estáti
a Penn sin in
luir la parte

dinámi
a del poten
ial vs.

Aproxima
ión estáti
a Penn para el poten
ial apantallado.

En esta se

ión vamos a analizar los resultados del 
ál
ulo de la fun
ión dielé
tri
a ma-


ros
ópi
a del Sili
io en la base sp3d5 in
luyendo los efe
tos ex
itóni
os por medio de una

aproxima
ión estáti
a y usando un modelo Penn para el poten
ial apantallado en la e
ua
ión

(3.7). En la aproxima
ión Penn, el poten
ial apantallado se puede 
al
ular 
on la expresión:

vs(~r,~r′) =
4π e2

|~r − ~r′|

[
1

ǫ∞
+ a e−α |~r−~r′| + b e−β |~r−~r′|

]

(3.12)

donde las 
onstantes ǫ∞, a ,b, α y β están de�nidas en la e
ua
ión (B.12) y se dedu
en 
on

los valores de la tabla B.2, para más detalles ver apéndi
e B.2. La matriz de intera

ión

ele
trón hue
o V sx
, e
ua
ión (3.7) se 
al
ula ajustando el poten
ial Penn, e
ua
ión (3.12),

a una 
ombina
ión de tres gaussinas, grá�
a B.4 y tabla B.3, y 
al
ulando la integrales de

intera

ión Coulombiana de 
uatro 
entros por el método de Obara y Saika[42℄.
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De las e
ua
iones (3.4), (3.5) y (3.7) para la matriz de inter
ambio 
al
ulamos la fun
ión

dielé
tri
a ma
ros
ópi
a en la aproxima
ión estáti
a Penn.
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Figura 3.14: Parte real e imaginaria de la fun
ión dielé
tri
a longitudinal ma
ros
ópi
a del Sili
io en la base

sp3d5, in
luyendo los efe
tos ex
itóni
os 
on la aproxima
ión estáti
a Penn del poten
ial apantallado, e
ua
ión

(3.12). La grá�
a de puntos 
orresponde a los resultados experimentales [36℄ y la de trazos 
orresponde a la

aproxima
ión RPA 
on efe
tos lo
ales.

En la grá�
a 3.14 representamos los resultados 
on el modelo de Penn y observamos una

mejora signi�
ativa y un ajuste más exa
to a los valores experimentales. Con el modelo de

Penn apare
e 
laramente el máximo que determina los efe
tos ex
itóni
os, en torno a los 2.9

eV aunque eso sí, desplazado unos 0.5 eV ha
ía energías mas bajas. Estos resultados tiene una

sen
illa expli
a
ión si tenemos en 
uenta que el poten
ial apantallado Penn es más intenso y

tiene un al
an
e bastante mayor que el homogéneo, lo que signi�
a mayor intera

ión ele
trón

hue
o y a una distan
ia mayor, grá�
a 3.15.
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Figura 3.15: Poten
ial apantallado estáti
o para el Sili
io 
on los modelos homogéneo y Penn, e
ua
iones

(3.11) y (3.12)
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Aproxima
ión estáti
a Penn para el poten
ial apantallado in
luyendo la

autoenergía de la 
uasipartí
ula.

En esta se

ión vamos a 
ompletar los resultados del 
ál
ulo de la fun
ión diele
tri
a

ma
ros
ópi
a del Sili
io en la base sp3d5 in
luyendo los efe
tos ex
itóni
os por medio de una

aproxima
ión estáti
a y usando un modelo Penn para el poten
ial apantallado, apartado 3.2

y añadiendo la 
orre

ión por la energía de la 
uasipartí
ula.

El problema del desplazamiento de la parte imaginaria de la fun
ión dielé
tri
a ma
ros-


ópi
a que obtenemos en la aproxima
ión Penn (aproximadamente unos 0.5 eV, grá�
a 3.14)

se debe a que la diferen
ia de energías ópti
as 
al
ulada 
on Fireball entre las bandas de


ondu

ión y de valen
ia es pequeña porque no in
luye la 
ontribu
ión de la autoenergía de

las 
uasipartí
ulas. En el formalismo Hanke & Sham esta diferen
ia de energías apare
e en el

denominador del propagador libre ele
trón-hue
o No
, e
ua
ión (1.59) y en nuestro 
ál
ulo de

No
hemos supuesto que las energías de las 
uasipartí
ulas son aproximadamente la energía

de la partí
ula independiente que se obtienen dire
tamente del 
ál
ulo Fireball. Esto no es


orre
to, y por tanto, si queremos 
orregir el desplazamiento de 0.5 eV. que observamos en la

grá�
a 3.15 tenemos que ha
er un 
ál
ulo más exa
to del propagador libre ele
trón hue
o que


onsidere la 
orre

ión de mu
hos 
uerpos sobre la energía de los ele
trones y hue
os.
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Figura 3.16: Parte real e imaginaria de la fun
ión dielé
tri
a longitudinal ma
ros
ópi
a del Sili
io en la base

sp3d5, in
luyendo los efe
tos ex
itóni
os 
on la aproxima
ión estáti
a Penn del poten
ial apantallado, e
ua
ión

(3.12) más la 
orre

ión por la energía de la 
uasipartí
ula, e
ua
ión (3.13). La grá�
a de puntos 
orresponde

a los resultados experimentales [36℄ y la de trazos 
orresponde a la aproxima
ión estáti
a Penn del poten
ial

apantallado sin la 
orre

ión por la energía de la 
uasipartí
ula.

Lo habitual para 
al
ular la autoenergía de la 
uasipartí
ula es utilizar la aproxima
ión

GW[41, 44℄ de la teoría de mu
hos 
uerpos. El formalismo Hanke & Sham permite apli
ar

aproxima
ión GW en la base lo
al de manera intuitiva utilizando las matri
es No
y V . En el


apítulo 4 analizamos 
on más detalle esta aproxima
ión, pero en una primera aproxima
ión
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hemos optado por utilizar las autoenergías 
al
uladas por Hybertsen y Louie[44℄ para 
orregir

nuestro espe
tro ópti
o. Así, según los 
ál
ulos de Hybertsen y Louie:

EQP
c − EQP

v = 1.03 · (Ec − Ev) + 0.69 (3.13)

donde EQP
c,v y Ec,v son las energías en bandas de valen
ia y 
ondu

ión, in
luyendo y sin

in
luir, respe
tivamente la 
orre

ión por la autoenergía de la 
uasipartí
ula.

Así, 
ambiando el término Ec(~k + ~q) − Ev(~k) del denominador de No
en la e
ua
ión

(1.59) por EQP
c (~k + ~q) − EQP

v (~k) podemos in
luir, aproximadamente, la 
ontribu
ión de la

autoenergía.

La grá�
a 3.16 muestra los resultados para la parte real e imaginaria de la fun
ión dielé
-

tri
a longitudinal ma
ros
ópi
a del Sili
io, in
luyendo los efe
tos ex
itóni
os 
on el poten
ial

estáti
o Penn y la 
orre

ión por la autonergía de la 
uasipartí
ula, e
ua
ión (3.13). Observa-

mos que 
on esta 
orre

ión la fun
ión dielé
tri
a se desplaza ha
ia energías más altas dando

unos resultados más próximos a los experimentales.

La grá�
a 3.17 
ompara los resultados del modelo Penn, 
on la 
orre

ión de la autonergía,


on los resultados experimentales[36℄, de F. Solttile et al[45℄ y de Omida & Rubio[41℄. Como

podemos observar nuestros 
ál
ulos, 
on la 
orre

ión de 
uasipartí
ula, son razonablemente

buenos y 
omparable a los de otros autores, lo que indi
a que el formalismo Hanke & Sham

que hemos utilizado es lo su�
ientemente pre
iso para este tipo de 
ál
ulos.
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Figura 3.17: Parte imaginaria de la fun
ión dielé
tri
a longitudinal ma
ros
ópi
a del Sili
io en la base sp3d5,
in
luyendo los efe
tos ex
itóni
os 
on la aproxima
ión estáti
a Penn del poten
ial apantallado, e
ua
ión (3.12)


on la 
orre

ión por la energía de la 
uasipartí
ula, e
ua
ión (3.13) 
omparada 
on los resultados de Omida

& Rubio[41℄, F. Solttile et al[45℄ y los experimentales[36℄.
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Aproxima
ión dinámi
a para el poten
ial apantallado in
luyendo la auto-

energía de la 
uasipartí
ula.

En esta se

ión vamos a exponer 
ómo se pueden añadir aproximadamente en el 
ál
ulo

de la fun
ión dielé
tri
a ma
ros
ópi
a los efe
tos dinámi
os del poten
ial apantallado. El

pro
edimiento propuesto por Fernando Flores y que desarrollamos en el apéndi
e C 
onsiste

bási
amente en transformar el poten
ial dinámi
o apantallado V sx
por un poten
ial efe
tivo

y estáti
o que in
luya de forma aproximada la intera

ión dependiente de ω de primer orden,

�gura 3.18.

Figura 3.18: Diagrama de Feynman de primer orden para el 
ál
ulo del poten
ial apantallado V sx(~k−~k′, ν−ν′)

Como podemos ver en el apéndi
e C los distintos términos que apare
en en los diagramas

del 
ál
ulo de V sx
debido a los efe
tos dinámi
os y que 
ontribuyen a la fun
ión dielé
tri
a

se redu
en aproximadamente a un fa
tor de 0.87 sobre la fun
ión dielé
tri
a estáti
a Penn.
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Figura 3.19: Parte imaginaria de la fun
ión dielé
tri
a longitudinal ma
ros
ópi
a del Sili
io en la base sp3d5,
in
luyendo la energía de la 
uasipartí
ula, a) 
on poten
ial efe
tivo estáti
o Penn que in
luye los efe
tos

dinámi
os del poten
ial apantallado 
omparado 
on otros autores[41, 45℄ y el experimental[36℄, b) 
on poten
ial

efe
tivo estáti
o Penn que in
luye los efe
tos dinámi
os del poten
ial apantallado 
omparado 
on el poten
ial

estáti
o Penn y el experimental.

Introdu
ir este fa
tor en la fun
ión dielé
tri
a estáti
a Penn es equivalente a 
ambiar el

fa
tor 0.5 de la e
ua
ión (3.6) por 0.435, que a efe
tos prá
ti
os signi�
a que la parte dinámi
a
del poten
ial apantallado se puede in
luir utilizando el mismo poten
ial estáti
o de Penn de
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la se

ión 3.2 y realizando el siguiente 
ambio en la e
ua
ión (3.6):

No · [I − (V − 0.5 · V sx
Penn)N

o]−1 −→ No · [I − (V − 0.435 · V x
Penn)N

o]−1

La grá�
a 3.19 representa los resultados en el Sili
io 
uando realizamos este 
ambio. El

a
uerdo entre muestro modelo y el experimental es bueno y está dentro de los resultados de

otros autores[41, 45℄, y se observa que el efe
to de la 
ontribu
ión dinámi
a del poten
ial es

redu
ir levemente la parte imaginaria de fun
ión dielé
tri
a, lo que mejora los resultados del

máximo entorno a los 4.3 eV, pero los empeora en la zona del ex
itón 3.4 eV, suponemos

por tanto, que la aproxima
ión del poten
ial efe
tivo estáti
o Penn que in
luye los efe
tos

dinámi
os es más pre
isa para la zona del gap ópti
o que en la zona del ex
itón, lo 
ual tiene

sentido, pues en nuestros 
ál
ulos del apéndi
e C hemos aproximadao En2(′)(
~k−~q)−En1(′)(

~k) ∼=
Eg en la e
ua
ión (C.2).





Capítulo 4

Autonergía de 
uasipartí
ulas en una

representa
ión lo
al.

4.1. Introdu

ión

En la teoría de mu
hos 
uerpos el 
ál
ulo de la autoenergía se realiza apli
ando la aproxi-

ma
ión GW, 
apítulo 1.3. Resumiendo brevemente esta aproxima
ión diremos que si |~k, n >
de�nen los estados propios de partí
ula independiente 
on energía En(~k) solu
ión de la e
ua-


ión Kohn-Sham:

[T + Vext + VH + Vxc] |~k, n >= En(~k)|~k, n > (4.1)

en donde T es el operador energía 
inéti
a, Vext es un poten
ial externo que in
luye el poten
ial
de intera

ión del ele
trón 
on los iones, VH es el poten
ial Hartree y Vxc es el término de

inter
ambio y 
orrela
ión. La e
ua
ión de la 
uasipartí
ula según la MBT es:

[

T + Vext + VH +Σ(~r,~r′, EQP
n (~k))

]

|n,~k >= EQP
n (~k)|n,~k > (4.2)

en donde Σ(~r,~r′, EQP
n (~k)) es el operador autoenergía. En la expresión (4.2) hemos aproximado

el estado de la 
uasipartí
ula |n,~k >QP al de partí
ula independiente |n,~k > solu
ión de

(4.1). Restando las e
ua
iones (4.1) y (4.2) llegamos a una aproxima
ión de primer orden de

la energía de la 
uasipartí
ula EQP
n (~k):

EQP
n (~k) = En(~k)+ < n,~k|Σ(EQP

n (~k))− Vxc|n,~k >

Si el valor < n,~k|Σ(EQP
n (~k))|n,~k > es próximo a < n,~k|Σ(En(~k))|n,~k >, apli
ando un

desarrollo en serie de Taylor podemos aproximar la energía de la 
uasipartí
ula a:

< n,~k|Σ(EQP
n (~k))|n,~k > ≈ < n,~k|Σ(En(~k))|n,~k > + (4.3)

+ < n,~k|
(
∂Σ

∂E

)

En(~k)

|n,~k > ·(EQP
n (~k)− En(~k))

69



70 4. Autonergía de 
uasipartí
ulas en una representa
ión lo
al.

despejando EQP
n (~k) de la e
ua
ión (4.3):

EQP
n (~k) = En(~k) + Z· < n,~k|Σ(En(~k))− Vxc|n,~k > (4.4)

en donde Z−1 = 1+ < n,~k|(∂Σ/∂E)En |n,~k >.

Para 
al
ular el operador autoenergía Σ(~r,~r′, ω) se utilizan la e
ua
iones de Hedin[16℄,

despre
iando la fun
ión vérti
e de tres puntos Γ y tomando la aproxima
ión de primer orden,

Σ ≈ G ·W que se llama aproxima
ión GW:

Σ(~r,~r′, ω) =
i

2π

∫ ∞

−∞
dω′ei·η·ω

′ ·G(~r,~r′, ω + ω′) ·W (~r,~r′, ω′) (4.5)

Aquí G, es la fun
ión de Green de una partí
ula de un sistema intera
tuante, W es el poten-


ial apantallado dinámi
o de intera

ión 
oulombiana de un sistema intera
tuante y η es una

antidad in�nitesimal positiva. El 
ál
ulo de la fun
ión de Green G de una partí
ula y el po-

ten
ial W impli
a 
al
ular, para 
ualquier fre
uen
ia, todas las intera

iones de una partí
ula


on el resto. Para resolver este problema se suele aproximar la fun
ión de Green G del sistema

de mu
has partí
ulas intera
tuante por la de un sistema de partí
ulas no intera
tuantes Go o

fun
ión de Green de partí
ula independiente y sustituir el poten
ial dinámi
o apantallado W
por su aproxima
ión RPA, �gura 4.1.

Figura 4.1: Diagramas de Feynman para la autonergía GW

Go(~r,~r
′, ω) = ĺım

δn→0

∑

n,~k

φ
n,~k

(~r) · φ∗
n,~k

(~r′)

ω − En(~k) + i · δn
(4.6)

WRPA(~r,~r′, ω) =

∫

d3~r′′ǫ−1
RPA(~r,~r

′′, ω) · V (~r′′ − ~r′)


on estas aproxima
iones para G y W podemos resolver la integral (4.5) apli
ando el teorema

de los residuos sobre la semi
ir
unferen
ia in�nita que 
ontiene al eje real y está en el semieje
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positivo imaginario.

i

2π

∫ ∞

−∞
dω′ei·η·ω

′ ·G(~r,~r′, ω + ω′) ·W (~r,~r′, ω′) = ΣSEX(~r,~r′, ω) + ΣCOH(~r,~r′, ω) =

i

2π
· 2π · i




∑

z∈Polos(G)

Res {G(ω + z) ·W (z)}+
∑

z∈Polos(W )

Res {G(ω + z) ·W (z)}





donde:

ΣSEX(~r,~r′, ω) = −
∑

n,~k≤F

φn,~k(~r) · φ
∗
n,~k

(~r′) ·W (~r,~r′, ω − En(~k))

ΣCOH(~r,~r′, ω) = −
∑

n,~k

φn,~k(~r) · φ
∗
n,~k

(~r′) ·

·
∫ ∞

0

dω′

π

Im [W (~r,~r′, ω′)− V (~r − ~r′)]

ω − En(~k)− ω′

Esta aproxima
ión se llama aproxima
ión COHSEX. La aproxima
ión COHSEX divide la

autoenergía en dos partes, la parte que nos da la energía apantallada por inter
ambio (en

inglés S
reened EX
hange), que es equivalente al inter
ambio de las e
ua
iones Kohn-Sham

pero 
on el poten
ial apantallado W y la 
ontribu
ión por el poten
ial 
oulombiano del hue
o

(COulomb Hole ), que representa la energía debida a la polariza
ión indu
ida en el sistema


uando se añade un ele
trón o si se pre�ere, es la energía de intera

ión entre la 
uasi partí
ula

y el hue
o alrededor de la 
uasi partí
ula resultado de la reordena
ión de los ele
trones o

polariza
ión del medio.

Tanto la ΣSEX

omo la ΣCOH

son no lo
ales y dinámi
as, lo que lleva a que el operador

autoenegía Σ también lo sea y, por tanto, no hermíti
o. Una forma de aproximar di
ho opera-

dor por uno hermíti
o es la aproxima
ión estáti
a COHSEX[16℄, válida para niveles de energía

próximos al nivel de Fermi y pequeños en 
ompara
ión 
on la energía de ex
ita
ión prin
ipal

del poten
ial W (que esen
ialmente es la energía de plasmón) y que 
onsiste en suponer que

ω−En(~k) ≈ 0 o límite estáti
o, que equivale a suponer que el sistema responde prá
ti
amente
al instante 
uando se a
tiva el poten
ial externo:

ΣSEX(~r,~r′) = −
∑

n,~k≤F

φn,~k(~r) · φ
∗
n,~k

(~r′) ·W (~r,~r′, 0) (4.7)

ΣCOH(~r,~r′, 0) = −
∑

n,~k

φ
n,~k

(~r) · φ∗
n,~k

(~r′) ·
∫ ∞

0

dω′

π

Im [W (~r,~r′, ω′)− V (~r − ~r′)]

−ω′

ΣCOH(~r,~r′, 0) =
∑

n,~k

φ
n,~k

(~r) · φ∗
n,~k

(~r′) · 1
2
·
[
W (~r,~r′, 0)− V (~r − ~r′)

]

ΣCOH(~r,~r′, 0) =
1

2
· δ(~r − ~r′) ·

[
W (~r,~r′, 0) − V (~r − ~r′)

]
(4.8)
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4.2. Aproxima
ión COHSEX de la autoenergía en una repre-

senta
ión lo
al

En esta se

ión analizaremos las e
ua
iones y los resultados de la aproxima
ión COHSEX

en una base lo
al de orbitales atómi
os para un material de Sili
io. El formalismo Hanke &

Sham para la autoenergía COHSEX estáti
a nos propor
iona las siguientes expresiones:

ΣGW
n,~k

(0) = ΣSEX
n,~k

(0) + ΣCOH
n,~k

(0)

ΣSEX
n,~k

(ω) = −
∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣSEX

s1,s2 (~q, ω) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
(4.9)

ΣCOH
n,~k

(ω) =
1

2

∑

~q,m

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, ω) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
(4.10)


on:

ΣCOH
s,s′ (~q, ω) =

∑

s3,s4

Vs,s3(~q) · Ss3,s4(~q, ω) · Vs4,s′(~q)

ΣSEX
s,s′ (~q, ω) = Vs,s′(~q) +

∑

s3,s4

Vs,s3(~q) · Ss3,s4(~q, ω) · Vs4,s′(~q)

Bási
amente estas expresiones se obtienen es
ribiendo los poten
iales de las e
ua
iones (4.7)

y (4.8) en la base lo
al utilizando la matriz ele
trostáti
a V y la matriz de apantallamiento

lo
al S, ver apéndi
e H.
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Figura 4.2: Grá�
a de la 
uarta y quinta banda del Sili
io 
al
uladas 
on el modelo Fireball y Fireball más

la aproxima
ión COHSEX estáti
a para las bases sp3 y sp3d5.

La grá�
a 4.2 representa los resultados de esta aproxima
ión para las bandas que de�nen

el gap del Sili
io en las bases sp3 y sp3d5. Para asegurar la 
onvergen
ia de la suma en ~q en
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las e
ua
iones (4.9) y (4.10) hemos utilizado 60 puntos espe
iales en zona irredu
ible y para


ál
ular la suma en ve
tores de red dire
ta de los elementos de matriz de Vs,s′(~q), e
ua
ión
(1.56) hemos usado un método basado en las sumas de Ewald[46, 47℄.

De la grá�
a 4.2 se dedu
e que la 
orre

ión estáti
a COHSEX produ
e los siguientes

efe
tos:

Un aumento medio de la energía de la quinta banda de aproximadamente 0.6 eV. para

el modelo sp3 y de 0.3 eV para el sp3d5.

Una redu

ión media de la energía de la 
uarta banda de aproximadamente 0.4 eV y 0.2

eV para los modelos sp3 y sp3d5 respe
tivamente.

Por tanto, el resultado general de la 
orre

ión por la autoenergía es un aumento del gap

medio del Sili
io de aproximadamente 1 eV para el modelo sp3 y de 0.6 para sp3d5. Este
in
remento del gap es un efe
to ya demostrado por otros autores que utilizan la aproxima
ión

GW para mejorar el gap dedu
ido 
on la aproxima
ión LDA[48, 49℄.

��
�����	

��
�����

�����	

��
����������

� � � ����
��
���
��
���
��
�
��

�
��

�
��
�
��

�
��

�
��
�
�
�
�
�
��
�
�
�
�
��
�
���
��

�

�

�

�

�

 

!"�#�

!"�

�$���%!�&��	&#�'()��

�$���%!�&��	&#�'()����*�+�����

Figura 4.3: Diferen
ia de energía entre la quinta y la 
uarta banda del Sili
io 
al
ulada 
on la aproxima
ión

COHSEX estáti
a, e
ua
iones (4.9) y (4.10), frente a la misma diferen
ia del modelo Fireball para las bases

sp3 y sp3d5 
omparada 
on los resultados de Hybertsen & Louie[44℄.

La grá�
a 4.3 representa la diferen
ia de energía entre la quinta y la 
uarta banda 
al
ulada


on la aproxima
ión COHSEX estáti
a de la autoenergía frente a esa misma diferen
ia pero


on Fireball. En esta grá�
a, también 
omparamos nuestros resultados 
on los obtenidos por

Hybertsen & Louie[44℄, e
ua
ión (3.13). Observamos que las dos bases tienen una tenden
ia

muy similar a los resultados Hybertsen & Louie, pero la base sp3 propor
iona una 
orre

ión
superior a la de Hybertsen & Louie en 0.2 eV, mientras que en la base sp3d5 la 
orre

ión

es inferior en aproximadamente 0.2 eV. Pensamos que estas diferen
ias se pueden expli
ar

porque nuestros 
ál
ulos no in
luimos los niveles de energía del 
ore, porque en el 
ál
ulo de

la autoenergía ΣCOH
hemos utilizamos un número �nito de bandas (8 para el modelo sp3
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y 18 para el sp3d5 ) y fundamentalmente y más importante por el 
ará
ter estáti
o de la

aproxima
ión[50, 51℄. Los efe
tos dinámi
os de la autonergía se tienen en 
uenta por medio

del fa
tor Z de renormaliza
ión, e
ua
ión (4.4). En el 
aso sp3 este fa
tor varía entre 0.7 y

1.0[52, 44, 53℄, que tiende a disminuir el valor del produ
to Z ·(Σ(En(~k))−Vxc) en la expresión
de la autoenergía y, por tanto, si tuviésemos en 
uenta estos efe
tos llegaríamos a gap más

pequeño que el 
aso estáti
o y por 
onsiguiente un resultado más próximo al de Hybertsen &

Louie.

En el 
aso sp3d5 el 
ál
ulo de la estru
tura de bandas Fireball in
luye un término extra que
disminuye y 
orrige en aproximadamente 0.25 eV las bandas de 
ondu

ión[54℄, esto expli
a

porque los resultados en esta base salen inferiores a los de Hybertsen & Louie. Si 
orregimos

los 
ál
ulos de Hybertsen & Louie 
on este fa
tor extra (gá�
a 4.3 línea de 
olor verde) vemos

que muestros resultados son muy similares a los de Hybertsen & Louie y, por lo tanto, se

justi�
a el uso de la e
ua
ión (3.13) en el apartado 3.2.

In
luir los efe
tos dinámi
os de la autonergía en el formalismo lo
al de Hanke & Sham

supone 
onsiderar la dependen
ia de la matriz S 
on ω, e
ua
iones (4.9) y (4.10) y 
al
ular

fa
tor Z de renormaliza
ión de la autoenergía. Este 
ál
ulo es sen
illo, pero requiere más

tiempo de programa. Por este motivo en esta tesis hemos preferido aproximar la autoenergía

de la 
uasipartí
ula por los 
ál
ulos más pre
isos de Hybertsen & Louie y dejar para futuros

trabajos un 
ál
ulo propio y más exá
to de la autoenergía.



Capítulo 5

Poten
ia de pérdidas en el Sili
io.

5.1. Introdu

ión.

La intera

ión de partí
ulas 
on la materia propor
iona informa
ión no sólo de las propie-

dades del sólido, sino también de la propia partí
ula que se utiliza 
omo sonda, por este motivo

es un tema de gran interés no sólo en la físi
a del estado sólido sino también en físi
a nu
lear

y físi
a de la radia
ión, o por ejemplo, en el estudio del frenado partí
ulas o stopping power y

otros 
omo la 
aptura, perdida de ele
trones por parte del ion in
idente, fenómenos de emisión

de ele
trones o Auger, 
hanneling, onda wake... Aunque son mu
hos los 
ampos de interés,

nosotros nos 
entraremos en el frenado de partí
ulas 
on (Z1 = 1) sobre un semi
ondu
tor de

Sili
io. Desde un punto de vista históri
o hay que 
itar el trabajo 
lási
o de Bohr[55℄ en 1913

y la formula
ión me
ano 
uánti
a de Bethe[56℄ en 1930. En este 
aso, la pérdida de energía

de la 
arga, Z1, por unidad de longitud S = −dE/dx o poten
ia de pérdidas, viene dada por

su velo
idad, v, la densidad media de los ele
trones del sólido, no, y la ex
ita
ión media, I,
de los ele
trones que intervienen en el frenado de la partí
ula in
idente:

dE

dx
=

4πZ1

m · v2 no ln

[
2mv2

I

]

≃ ~ωp

λ
≃ ~ωp

v τ
(5.1)

m es la masa del ele
trón y ω2
p = 4πnoe

2/m el 
uadrado de la fre
uen
ia de plasma. La e
ua
ión

(5.1) es válida para velo
idades tales que vm << v << c, donde vm es la velo
idad media

orbital de los ele
trones que 
ontribuyen al frenado. Independientemente, Fermi[57℄ fue el

primero en notar que las pérdidas de energía podían estudiarse utilizando una formula
ión que

englobara la respuesta dielé
tri
a del medio. La idea de Fermi fue posteriormente seguida por

Williams[58℄, Weizsá
ker[59℄ y otros[60, 61℄. Los trabajos de Klein[62℄ y Linhard[63℄ utilizan

una formula
ión más moderna de la intera

ión de partí
ulas 
on la materia que es similar a

la que aquí presentamos.

La poten
ia de pérdidas S se podría de�nir 
omo la energía que pierde, por unidad tiempo

y de longitud, una partí
ula de 
arga Z1 al moverse 
on velo
idad v dentro de un material.

En general los pro
esos que intervienen en esta pérdida son muy variados, por este motivo es

75
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onveniente des
omponer la poten
ia de pérdidas en la energía pérdida por la intera

ión 
on

los nú
leos de los átomos o poten
ia de pérdidas nu
lear SN , más la energía pérdida por la

intera

ión los ele
trones del material o poten
ia de pérdidas ele
tróni
a Se, más otra posible

fuente de pérdida de energía que son las pérdidas por medio de radia
ión SR, que apare
en si

se tienen en 
uenta aspe
tos relativistas del movimiento y que nosotros vamos a despre
iar,

pues este tipo de pérdidas queda fuera de nuestro rango de velo
idades.

S = SN + Se + SR ≈ SN + Se

La des
omposi
ión de S en SN y Se es posible gra
ias a que podemos suponer que el retro
eso

de los nú
leos es mínimo y muy lento en la mayoría de las 
olisiones, al 
ontrario de lo que

o
urre 
on las 
olisiones de los ele
trones. La 
ontribu
ión nu
lear sólo es signi�
ativa para

muy altas velo
idades de la partí
ula[64℄, por este motivo solamente nos 
entraremos en el

estudio de la poten
ia de frenado ele
tróni
a, 
on
retamente el 
aso de un protón Z1 = 1
moviéndose dentro de un semi
ondu
tor de Sili
io. En este 
aso, lo primero que tenemos que

tener en 
uenta es que las ex
ita
iones que provo
an los 
ampos indu
idos por la partí
ula en

el sólido, y por tanto, su frenado por unidad de longitud dE/dx, dependen de la velo
idad de

la partí
ula, lo que nos permite de�nir distintos intervalos de velo
idades teniendo en 
uenta

la intera

ión dominante a 
ada velo
idad. Por ejemplo, en el 
aso de un protón Z1 = 1,
podemos de�nir los siguientes regímenes para la velo
idad:

Régimen de bajas o muy bajas velo
idades: Cuando la energía 
inéti
a de la partí
ula

proye
til es menor o del orden de unas de
enas de keV (v < 1 au.). En este 
aso la

estru
tura de bandas del material juega un papel fundamental, ya que la intera

ión

de la partí
ula no propor
iona su�
iente energía para ex
itar los ele
trones muy ligados

del sólido (ele
trones del 
ore), pero sí la su�
iente para intera

ionar 
on los ele
trones

menos ligados (ele
trones de valen
ia). Si la velo
idad es pequeña podemos suponer que

la polariza
ión del medio es propor
ional al poten
ial que 
rea la partí
ula y que esta

polariza
ión se debe bási
amente a la ex
ita
ión ele
trones de valen
ia, forma
ión de

pares ele
trón-hue
o, ex
itones...et
 y por tanto podemos apli
ar la teoría de respuesta

lineal y la fun
ión dielé
tri
a, para in
luir la polariza
ión en el medio.

Si el material es un semi
ondu
tor y el proye
til posee una energía 
inéti
a muy inferior

al gap, puede darse el 
aso de que la partí
ula se mueva sin intera

ionar 
on el medio,

sin frenarse, ya que la partí
ula no tiene su�
iente energía para ex
itar un ele
trón desde

la banda de valen
ia a la de 
ondu

ión. Este fenómeno de �transparen
ia� lo veremos

más adelante en el Sili
io donde el frenado por unidad de longitud del protón solo o
urre

a partir de una determinada velo
idad de 
orte del protón. Por en
ima de esta velo
idad

de 
orte, el frenado empieza a ser propor
ional a la velo
idad Se ∝ v o si se pre�ere

propor
ional a la raíz 
uadrada de la energía 
inéti
a del protón Se ∝ E1/2
. En metales

también el frenado es propor
ional a la velo
idad, pero desde v = 0 debido a la ausen
ia
de gap[37℄.

Régimen de altas velo
idades: Cuando la energía 
inéti
a de la partí
ula proye
til es

del orden de 
ientos, miles de keV (3 < v < 10 au). En este 
aso los detalles de la
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estru
tura de bandas dejan de tener importan
ia y es el plasmón el que fundamental-

mente determina el tipo de polariza
ión del medio. Todos los ele
trones de valen
ia, más

algunos del 
ore, se en
uentran ex
itados por efe
to de la perturba
ión. Cuanto mayor

es la velo
idad del protón más ele
trones de 
apas profundas del 
ore se suman a la

polariza
ión del medio de tal forma que el frenado tiende asintóti
amente al límite de

Bethe[65℄:

[
dE

dx

]

Bethe

≈ 4πZ2
1

mv2
· no · ln

(
2mv2

~ωp

)

donde m es la masa del ele
trón en reposo, Z1 es la 
arga de la partí
ula proye
til, no
el número total de ele
trones del material blan
o y ωp la fre
uen
ia de plasma de di
ho

material.

Régimen de muy altas velo
idades: Cuando la energía 
inéti
a de la partí
ula proye
til

está bastante por en
ima de los MeV (13 < v au.). Para estas velo
idades la partí
ula

puede polarizar el medio 
on ele
trones de valen
ia más los ele
trones del 
ore. En este


aso todos los ele
trones del medio parti
ipan en el frenado, in
luso empiezan a apare
er

fenómenos no lineales, 
on intera
iones no elásti
as, 
on intera

ión nu
lear (
on los

nú
leos de los átomos del material) o in
luso fenómenos relativistas. Para este régimen

existen mu
has fórmulas que in
luyen todas o algunas de estas 
orre

iones[66, 67℄, pero

la más sen
illa y representativa es la fórmula de Bethe-Blo
h[68℄:

[
dE

dx

]

Bethe

≈ 4πZ2
1

mv2
· no ·

[

ln

(
2mv2

~ωp

)

− ln

(

1− v2

c2

)

− v2

c2

]

para velo
idades 
omprendidas entre un régimen y otro no hay un tipo de polariza
ión do-

minante, por este motivo debemos in
luir todas las posibles polariza
iones en la fun
ión

dielé
tri
a. El máximo en la poten
ia de frenado se produ
e en la transi
ión del régimen de

bajas velo
idades a altas (régimen intermedio 1 < v < 2 au.) y se debe a que el material llega
a su mayor polariza
ión 
uando se ex
itan todos sus ele
trones de valen
ia. En el régimen in-

termedio y de bajas velo
idades la polariza
ión está dominada por los ele
trones de valen
ia,

y la poten
ia de frenado ele
tróni
a se puede 
al
ular 
onsiderando solamente los ele
trones

de valen
ia del material. Para velo
idades mayores la poten
ia de pérdidas ele
tróni
a se debe

a todos los ele
trones el material, los de valen
ia más los del 
ore. Para 
al
ular el frenado

ele
tróni
o en este 
aso podemos apli
ar un prin
ipio de superposi
ión que nos permita 
al-


ular por separado ambas 
ontribu
iones Se = Svalence +Score[69℄. En las siguientes se

iones

vamos a de�nir el mar
o teóri
o que hemos utilizado para 
al
ular la poten
ia de pérdidas

ele
tróni
a dentro del formalismo de Hanke & Sham, y su apli
a
ión al material de Sili
io

5.2. Magnitudes del frenado ele
tróni
o

Supongamos una partí
ula 
argada, que atraviesa un medio material, y 
rea un 
ampo

ele
tromagnéti
o que afe
ta a los ele
trones del medio, produ
iendo ioniza
iones y ex
ita
iones

en el medio. De esta forma, la partí
ula pierde energía, lo que llamamos poten
ia de pérdidas
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o frenado ele
tróni
o. No olvidemos que el frenado es un pro
eso esto
ásti
o, lo que quiere

de
ir que 
uando el haz de partí
ulas atraviesa una por
ión de sólido los proye
tiles se frenan

de a
uerdo a una distribu
ión estadísti
a y, por tanto, las magnitudes bási
as del frenado son

de 
ará
ter estadísti
o. A 
ontinua
ión de�nimos las tres magnitudes que resultan más útiles

para des
ribir la intera

ión del proye
til 
on un material. El re
orrido libre medio, λ, es la
distan
ia media re
orrida entre dos 
olisiones inelásti
as su
esivas.

1

λ
=

1

< ∆x >

La poten
ia de frenado, S, es el valor medio de la energía que pierde la partí
ula por unidad

de tiempo y de 
amino re
orrido:

S = −< ∆E >

∆x

El straggling en la pérdida de energía, Ω2
, es la varianza de la distribu
ión de la pérdida de

energía por unidad de 
amino re
orrido:

Ω2 = −< (∆E− < ∆E >)2 >

∆x

En la �gura 5.1 mostramos una representa
ión esquemáti
a de la distribu
ión de energía pér-

dida en un haz de partí
ulas 
argadas 
uando in
ide sobre un material. En la �gura se observa

un haz de partí
ulas prá
ti
amente monoenergéti
as, 
on energía 
inéti
a E, atravesando un

material de espesor ∆x. Las partí
ulas que emergen ya no son monoenergéti
as, sino que

tienen una distribu
ión de energías, 
entrada entorno al valor medio E − S · ∆x, 
on una

varianza que depende de Ω2
.

Figura 5.1: Representa
ión esquemáti
a del stopping power y el straggling en la pérdida de energía de pro-

ye
tiles atómi
os al intera

ionar 
on sólidos.

El formalismo dielé
tri
o[70℄, que expli
amos en la siguiente se

ión, propor
iona una

expresión para 
al
ular estos tres momentos estadísti
os de la distribu
ión de pérdida de
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energía de una partí
ula energéti
a que intera

iona 
on un medio material

e2

~πv2

∫ ωmax

0
dω (~ω)n

∫ k+

k−

dk

k
[Z1 − ρq(k)]

2 · Im
[ −1

ǫ(k, ω)

]

=







1
λ si n = 0
S si n = 1
Ω2 si n = 2

donde e es la 
arga del ele
trón, v es la velo
idad del proye
til, ~ ω y ~ k son la energía y el

momento transferidos en una 
olisión inelásti
a, Z1 y ρq(~k) son, respe
tivamente, el número
atómi
o y la transformada de Fourier de la densidad ele
tróni
a de un estado de 
arga q

del proye
til, e Im
[

−1/ǫ(~k, ω)
]

es la fun
ión de pérdida de energía del blan
o. Nosotros nos


entraremos en el 
ál
ulo de la poten
ia de frenado.

5.3. Planteamiento semi
lási
o de la poten
ia de pérdidas.

En esta se

ión usaremos la fun
ión de pérdidas para obtener una expresión de la poten
ia

de pérdidas 
on un analisis semi
lási
o similar al que se ha
e en el artí
ulo de Saslow[71℄.

Consideremos la pérdida de energía en un sólido 
ristalino 
uando una partí
ula 
argada,

que 
onsideramos puntual (por ejemplo un protón Z1 = +1), se mueve a través de él. El


ál
ulo es esen
ialmente 
lási
o y empezamos por 
al
ular el trabajo que realiza una partí
ula

lo
alizada en

~Ro 
uando se mueve a través del sólido 
on velo
idad ~v. Despre
iando el momento
perdido por la partí
ula en el posible �retro
eso� tenemos que la densidad de 
arga externa

es:

ρExt(~r, t) = Z1 · δ(~r − ~Ro − ~v · t)
partiendo de esta densidad de 
arga se llega a la siguiente e
ua
ión para la poten
ia de

pérdidas, ver apéndi
e I:

dE

dt
=

−iZ2
1

2π2

∑

~G, ~G′

∫

1ZB
d3~q · (~q +

~G) · ~v
|~q + ~G′|2

· ei(~G′− ~G)·[~Ro+~v·t] · ǫ−1
~G, ~G′

(~q, (~q + ~G′) · ~v) (5.2)

si queremos el valor medio de la poten
ia de pérdidas promediado en el tiempo 〈dE/dt〉 sólo
tenemos que ver 
uándo desapare
e la dependen
ia en t de la e
ua
ión (5.2). Esta dependen
ia

apare
e en ei(
~G′− ~G)·[~Ro+~v·t]

y, por lo tanto, promediar en t equivale a ( ~G′ − ~G) · ~v = 0

dE

dt
=

−iZ2
1

2π2

∗∑

~G, ~G′

∫

1ZB
d3~q · [(~q + ~G) · ~v] · e

i(~G′− ~G)·~Ro

|~q + ~G′|2
· ǫ−1

~G, ~G′
(~q, (~q + ~G) · ~v) (5.3)

el asteris
o en la sumatoria de la e
ua
ión (5.3) signi�
a que la suma se realiza a para todo

~G y

~G′
tal que ( ~G′− ~G) ⊥ ~v. La e
ua
ión (5.3) nos da la poten
ia de pérdidas total o disipativa de

una partí
ula de 
arga Z1 que se mueve 
on velo
idad ~v en un sólido periódi
o en la posi
ión

ini
ial

~Ro. Esta poten
ia de pérdidas dependiente de

~Ro o parámetro de impa
to es la que

se llama Channelling o 
analiza
ión, que es el fenómeno por el 
ual se limitan las posibles
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traye
toria de la partí
ula en un sólido 
ristalino[72℄. En este 
aso partí
ula in
idente puede

atravesar el sólido 
analizada por los hue
os o �túneles� que dejan los átomos en la dire

ión

del movimiento, �gura 5.2.

Figura 5.2: Representa
ión de la 
analiza
ión de un protón en un sólido.

La poten
ia de pérdidas 
al
ulada sobre una dire

ión aleatoria del protón, que no sea de


analiza
ión, se llama poten
ia de pérdidas aleatoria o random. En este 
aso el protón no sigue

una dire

ión de 
analiza
ión, sino que va pasando por todas las posibles traye
torias ha
iendo

que la poten
ia de pérdidas sea independiente del parámetro de impa
to

~Ro. Esta poten
ia de

pérdidas aleatoria se puede dedu
ir promediando a todos los posibles

~Ro o equivalentemente

a tomar en la e
ua
ión (5.3)

~G = ~G′
:

[
dE

dt

]

Random

=
−iZ2

1

2π2

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · (~q +

~G) · ~v
|~q + ~G|2

· ǫ−1
~G, ~G

(~q, (~q + ~G) · ~v) (5.4)

Normalmente la poten
ia de pérdidas de las e
ua
iones (5.3) y (5.4) no se expresa de esta

forma sino 
omo la energía perdida por unidad de longitud −dE/dx porque lo que nos interesa
en el frenado es 
al
ular 
uánta energía se pierde 
uando la partí
ula penetra una determinada

distan
ia en el material. El signo menos se introdu
e para que S = −dE/dx sea una 
antidad

positiva. Esta nueva magnitud se representa 
on S y se 
al
ula a partir de las e
ua
iones (5.3)

y (5.4) dividiendo dE/dt por la velo
idad de la partí
ula.

S(~Ro, ~v) = −1

v

dE

dt
= −dE

dx

S(~Ro, ~v) =
iZ2

1

2π2 v

∗∑

~G, ~G′

∫

1ZB
d3~q · [(~q + ~G) · ~v] · e

i(~G′− ~G)·~Ro

|~q + ~G′|2
· ǫ−1

~G, ~G′
(~q, (~q + ~G) · ~v) (5.5)

S(~v) =

[

−dE
dx

]

Random

=
iZ2

1

2π2 v

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · (~q +

~G) · ~v
|~q + ~G|2

· ǫ−1
~G, ~G

(~q, (~q + ~G) · ~v)
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si ha
emos el 
ambio de variable

~G1 = ~G′ − ~G podemos rees
ribir la e
ua
ión (5.5) 
omo:

S(~Ro, ~v) =
iZ2

1

2π2 v

∑

~G1⊥~v

ei
~G1·~Ro

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · (~q + ~G) · ~v

|~q + ~G+ ~G1|2
· ǫ−1

~G, ~G+ ~G1

(~q, (~q + ~G) · ~v) (5.6)

por último, si tenemos en 
uenta las propiedades de simetría de la fun
ión dielé
tri
a inversa

(ver apéndi
e J) y redu
imos la integral en ~q a un sumatorio:

ǫ−1

− ~G,− ~G′
(−~q,−ω) =

[

ǫ−1
~G, ~G′

(~q, ω)
]∗

y

∫

1ZB
d3~q −→ 8π3

Ωo

1ZB∑

~q

[

−dE
dx

]

Random

=
i8πZ2

1

Ωo v

∑

~G

1ZB∑

~q

(~q + ~G) · ~v
|~q + ~G|2

· ǫ−1
~G, ~G

(~q, (~q + ~G) · ~v)

[

−dE
dx

]

Random

=
8πZ2

1

Ωo v

∑

~G

1ZB∑

~q

(~q + ~G) · ~v
|~q + ~G|2

· Im
[

ǫ−1
~G, ~G

(~q, (~q + ~G) · ~v)
]

(5.7)

y �nalmente la e
ua
ión (5.6) para el Channeling queda:

S(~Ro, ~v) =
8πZ2

1

Ωo v

∑

~G1⊥~v

ei
~G1·~Ro

∑

~G

1ZB∑

~q

(~q + ~G) · ~v
|~q + ~G+ ~G1|2

· Im
[

ǫ−1
~G, ~G+ ~G1

(~q, (~q + ~G) · ~v)
]

(5.8)

5.4. Formula
ión Hanke & Sham de la poten
ia de pérdidas

En esta se

ión 
on
retaremos las expresiones para las poten
ia de pérdidas dentro del

formalismo lo
al de Hanke & Sham. Para ello partimos de la e
ua
ión (5.7) y de la inversa de

la fun
ión dielé
tri
a expresada en una representa
ión lo
al del apartado 3.17:

ǫ−1
~G, ~G

(~q, ω) = δ ~G, ~G′ + v(~q + ~G) ·
∑

s,s′

As(~q + ~G) · Ss,s′(~q, ω) · A∗
s′(~q +

~G′) (5.9)

donde la matriz S−1
es la matriz de apantallamiento lo
al 
on efe
tos lo
ales, se

ión 3.1, y


on inter
ambio o efe
to del ex
itón, se

ión 3.2:

S = No · [I − (V − 1

2
V sx) ·No]−1

(5.10)

Los efe
tos ex
itóni
os no son relevantes para el estudio de la poten
ia de pérdidas, sin

embargo no podemos de
ir lo mismo de efe
tos lo
ales[39℄, por este motivo en esta se

ión

despre
iaremos los efe
tos del ex
itón, 
onservando los efe
tos lo
ales, V sx = 0 en la e
ua
ión

(5.10). Combinando las e
ua
iones (5.7) y (5.9) llegamos a la expresión:
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[

−dE
dx

]

Random

=
32πZ2

1

Ωo v

∑

~G

1ZB∑

~q

∑

s,s′

(~q + ~G) · ~v
|~q + ~G|4

·

Im
[

As(~q + ~G) · Ss,s′(~q, (~q + ~G) · ~v) · A∗
s′(~q +

~G′)
]

(5.11)

y de la misma forma 
on las e
ua
iones (5.8) y (5.9) para el Channeling:

S(~Ro, ~v) =
32πZ2

1

Ωo v

∗∑

~G, ~G′

1ZB∑

~q

∑

s,s′

ei(
~G′− ~G)·~Ro

|~q + ~G′|2
· (~q +

~G) · ~v
|~q + ~G|2

·

Im
[

As(~q + ~G) · Ss,s′(~q, (~q + ~G) · ~v) ·A∗
s′(~q +

~G′)
]

(5.12)

En la siguientes se

iones apli
aremos las e
ua
iones (5.11) y (5.12) para 
al
ular la poten
ia

de pérdidas ele
tróni
a 
analizada y Randon del Sili
io 
onsiderando úni
amente la 
ontri-

bu
ión de los ele
trones de valen
ia e in
luyendo los efe
tos lo
ales para las dos bases sp3 y

sp3d5.

Poten
ia de pérdidas aleatoria en el Sili
io

En esta se

ión 
al
ulamos la poten
ia de pérdidas ele
tróni
a aleatoria del Sili
io en

las dos bases sp3 y sp3d5, in
luyendo los efe
tos lo
ales. El primer paso es estudiar 
uántos

ve
tores ~q y ~G deben in
luirse en las sumas para garantizar la 
onvergen
ia. Con este objetivo

hemos tomado 10, 60 y 408 puntos espe
iales en zona irredu
ible de Chady & Cohen[35℄

para realizar la suma en ~q y hemos 
ortado el sumatorio en

~G para ve
tores de red re
ípro
a

mayores que 2.5, 5.0 y 7.5 en unidades de 2π/a.

La grá�
a 5.3(a) representa la 
onvergen
ia de la suma en ~q para la base sp3 
on un 
orte

de |~q+ ~G| < 2.5 (2π/a) y distintas familias de puntos espe
iales y la grá�
a 5.3(b) representa

lo mismo para 60 puntos espe
iales pero 
on distintos 
ortes.

|~q + ~G| < 2.5 (2π/a) 10 puntos espe
iales

v (au) 10 P.Esp 60 P.Esp Error v (au) 2.5 (2π/a) 5.0 (2π/a) Error

0.2 0.0512 0.0526 2.7% 0.2 0.0512 0.0541 5.4%

0.5 0.1438 0.1541 6.7% 0.5 0.1438 0.1566 8.2%

1.0 0.2328 0.2511 7.3% 1.0 0.2328 0.2601 10.5%

1.5 0.2292 0.2401 4.5% 1.5 0.2292 0.2355 2.7%

3.0 0.1183 0.1194 0.9% 3.0 0.1183 0.1201 1.5%

6.0 0.0474 0.0471 0.6% 6.0 0.0474 0.0470 0.9%

Tabla 5.1: Poten
ia de pérdidas aleatoria, e
ua
ión (5.11), en el Sili
io 
on base sp3d5. Con 10, 60 puntos

espe
iales de Chady & Cohen y un 
orte de |~q + ~G| < 2.5 (2π/a) y 
on 10 puntos espe
iales y 
ortes de 2.5 y

5.0 en unidades de 2π/a para |~q + ~G|
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Figura 5.3: Poten
ia de pérdidas aleatoria, e
ua
ión (5.11), en el Sili
io 
on base sp3 a) Con 10, 60 y 408

puntos espe
iales de Chady & Cohen y un 
orte de |~q+ ~G| < 2.5 (2π/a) y b) Con 60 puntos espe
iales y 
ortes

de 2.5, 5.0 y 7.5 en unidades de 2π/a para |~q + ~G|

Como vemos en la grá�
a 5.3(a) y (b) en la base sp3, basta 
on llegar a los 60 puntos

espe
iales de Chady & Cohen y 
ortar en |~q+ ~G| < 5.0 (2π/a) para garantizar la 
onvergen
ia
de la suma.

En el 
aso de la base sp3d5 la dimensión de las matri
es S, V y V x
de las e
ua
iones (5.9)

y (5.10) 
on nuestra poten
ia de 
ál
ulo di�
ulta un estudio de la 
onvergen
ia de las sumas

para todas las velo
idades, 
omo el realizado en la base sp3. En su lugar hemos optado por

estudiar di
ha 
onvergen
ia solamente para una sele

ión de velo
idades. La tabla 5.1 muestra

los resultados y vemos que, en el peor de los 
asos, tenemos un error no superior al 11% si

nos quedarnos en 10 puntos espe
iales y |~q + ~G| < 2.5 (2π/a).

Este resultado puede pare
er 
ontradi
torio si lo 
omparamos 
on los obtenidos en la base

sp3 pero no es así, veamos por qué: la base sp3 ne
esita más puntos espe
iales y un mayor 
orte
para |~q+ ~G| porque esta base reprodu
e menos bandas de 
ondu

ión y mu
ho más estre
has

que la base sp3d5, ver grá�
a de estru
tura de bandas grá�
a 2.4, esto redu
e y limita las

posibles transi
iones de banda de valen
ia a 
ondu

ión y por tanto las fre
uen
ias a las que

el medio se puede polarizar. Por el 
ontrario, la base sp4d5, tiene más bandas de 
ondu

ión
y de mayor an
ho de banda, lo que nos propor
iona un mayor espe
tro de polariza
ión del

material que se tradu
e en una poten
ia de pérdidas mu
ho mas suave y, por tanto, un número

menor de ve
tores ~q y ~G para la 
onvergen
ia de la sumas.

En la grá�
a 5.4 vemos que 
on 10 puntos espe
iales las pérdidas 
on el modelo sp3d5 es

mu
ho más suave que 
on el modelo sp3 y también se observa que hay una gran diferen
ia,

aproximadamente del doble y el triple, entre el valores de la poten
ia de pérdidas de la base

sp3 y sp3d5. Esta diferen
ia se debe bási
amente a un punto que ya hemos analizado 
on más

detalle en otro 
apítulo 2.4 y tiene que ver 
on las reglas de la suma.

La grá�
a 5.5 representan el número efe
tivo de ele
trones, e
ua
ión (2.7), 
al
ulada 
on

408 puntos espe
iales de Chady & Cohen y para ve
tores ~q en los ejes de simetría ∆ Λ y Σ
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Figura 5.4: Poten
ia de pérdidas aleatoria, e
ua
ión (5.11), en el Sili
io para la base sp3 
on 60 puntos

espe
iales de Chady & Cohen y un 
orte de |~q + ~G| < 5 (2π/a) y para la base sp3d5 10 puntos espe
iales y


ortes de 2.5 en unidades de 2π/a para |~q + ~G|

respe
tivamente y en la tabla 5.2 vemos el número de ele
trones efe
tivos 
al
ulados sobre los

10 puntos espe
iales de Chady & Cohen y su desvia
ión en% 
on respe
to de los 8 ele
trones

por 
elda primitiva para las dos bases. Tanto en la tabla, 
omo en la grá�
a, se observa


laramente que la base sp3 veri�
a mal las reglas de la suma, sobre todo para los ve
tores

~q de mayor módulo o más próximos a la frontera de la primera zona de Brillouin. En valor

medio a la base sp3 le falta un fa
tor de 1.6 para llegar a los 8 ele
trones. Sin embargo en

la base sp3d5 tenemos un buen a
uerdo 
on las reglas de la suma y el numero de ele
trones

prá
ti
amente se mantiene 
onstante en la primera zona de Brillouin.
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Figura 5.5: Número de ele
trones efe
tivos para el Sili
io, e
ua
ión (2.7) para las bases sp3 y sp3d5 en los ejes

∆ Λ y Σ.

Sabemos que en el régimen de altas velo
idades la poten
ia de pérdidas va 
omo la fórmula
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~q · 2π/a nef
qx qy qz sp3 sp3d5

7/8 3/8 1/8 3.82 52% 7.23 10%

7/8 1/8 1/8 4.24 47% 7.32 9%

5/8 5/8 1/8 4.01 50% 7.36 8%

5/8 3/8 3/8 4.35 46% 7.42 7%

5/8 3/8 1/8 4.80 40% 7.53 6%

5/8 1/8 1/8 5.35 33% 7.61 5%

3/8 3/8 3/8 5.15 36% 7.58 5%

3/8 3/8 1/8 5.66 29% 7.67 4%

3/8 1/8 1/8 6.23 22% 7.73 3%

1/8 1/8 1/8 6.54 18% 7.78 3%

Tabla 5.2: Sili
io: Número de ele
trones efe
tivos, e
ua
ión (2.7), para los 10 puntos espe
iales de Chady &

Cohen y su desvia
ión en% 
on respe
to de los 8 ele
trones por 
elda primitiva para las dos bases sp3 y sp3d5

de Bethe y es propor
ional a la densidad de ele
trones por 
elda primitiva no:

[
dE

dx

]

Bethe

≈ 4πZ2
1

mv2
· no · ln

(
2mv2

~ωp

)

por tanto, para tener un buen 
omportamiento de la poten
ia de pérdidas en este limite de

velo
idades es fundamental que se 
umplan las las reglas de la suma.
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Figura 5.6: Poten
ia de pérdidas aleatoria 
orregida y no 
orregida en el Sili
io para la base sp3 
on 60 puntos

espe
iales de Chady & Cohen y un 
orte de |~q + ~G| < 5 (2π/a) y para la base sp3d5 10 puntos espe
iales y


ortes de 2.5 en unidades de 2π/a para |~q + ~G|

En la grá�
a 5.6(a) 
omparamos los resultados de poten
ia de pérdidas para las dos

bases 
on el limite de Bethe. La poten
ia de pérdidas 
al
ulada 
on sp3d5 tiene un buen


omportamiento, pues en el régimen de altas velo
idades tiende al limite de Bethe mientras

que la 
al
ulada en la base sp3 se aleja de este límite porque, 
omo ya hemos visto, el número
de ele
trones por 
elda primitiva no al
anza los 8 ele
trones. Este resultado es otro argumento
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que refuerza la hipotesis de que para tener buenos resultados en el Sili
io es ne
esario una

base 
on orbitales d, 
apítulo 3.1.

Para solventar el problema de la falta de exa
titud en las reglas de la suma, sobre todo

para la base sp3, hemos propuesto �renormalizar� la fun
ión dielé
tri
a por un fa
tor de es
ala

α(~q) que garanti
e la exa
titud de di
has reglas. En otra palabras, vamos a realizar el siguiente

ambio en la e
ua
ión (5.7):

ǫ−1
~G, ~G′

(~q, ω) −→ α(~q) · ǫ−1
~G, ~G′

(~q, ω)

donde el parámetro α(~q) se ajusta a partir de la e
ua
ión (2.6) para que se 
umpla la regla

de la suma: ∫ ∞

0
ω · Im

[

ǫ−1
~G, ~G′

(~q, ω)
]

· α(~q) · dω = −π
2
ω2
p(~q,

~G, ~G′)


on la fre
uen
ia de plasma ωp de�nida 
omo:

ωp(~q, ~G = 0, ~G′ = 0) =

√

4π e2 no
m

Llamaremos poten
ia de pérdidas �
orregida� a la poten
ia de pérdidas 
al
ulada in
luyendo

el fa
tor α(~q). En la grá�
a 5.6 vemos los resultados de la poten
ia de pérdidas 
orregida y

no 
orregida, 
omparándolas 
on el límite de Bethe. Los resultados son muy signi�
ativos,

ahora las pérdidas 
orregidas para las dos bases 
onvergen 
orre
tamente al límite de Bethe

y tienen valores pare
idos. En el 
aso sp3 el fa
tor α(~q) es fundamental para tener un buen


omportamiento de poten
ia de pérdidas, sin embargo para la base sp3d5 este fa
tor solo

supone una diferen
ia del 14% en el peor de los 
asos, entorno al máximo de la poten
ia de

pérdidas.
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Figura 5.7: Poten
ia de pérdidas aleatoria 
orregida y no 
orregida en el Sili
io para la base sp3d5 en los

intervalos de velo
idad de (0.06, 0.3) au. grá�
a a) y (0.3, 0.8) au. grá�
a b) 
omparada 
on diversos autores

y los resultados experimentales

En el resto de este 
apítulo, a menos que indiquemos lo 
ontrario, estudiaremos solamente

la base sp3d5. La grá�
a 5.6(b) representa la poten
ia de pérdidas ele
tróni
a para esta base,
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on y sin la 
orre

ión α(~q), además de un detalle del régimen a bajas velo
idades. En este

detalle podemos ver que la poten
ia de pérdidas es prá
ti
amente nula por debajo de v ≈ 0.06
au, lo que signi�
a que para estas velo
idades, el protón apenas sufre frenado debido a los

ele
trones del material. Para velo
idades superiores a unos po
os keV, el 
omportamiento la

poten
ia de pérdidas pasa a ser propor
ional a la velo
idad[73, 74℄.

La tabla 5.3 resume los resultados de esta 
onstante de propor
ionalidad junto 
on los

de otros autores y el valor experimental[75℄. Nuestros 
ál
ulos en la tabla 5.3 son 
orregidos,

en una base sp3d5, 
on y sin efe
tos lo
ales (solo aproxima
ión RPA). Los resultados son

bastante dis
repantes, por ejemplo, Lindhard-Winther[76℄ y Pitarke & Campillo[37℄ 
on un

modelo TDLDA dan un resultado próximo a 0.15 au, mientras que el resto de los autores se

aproximan más al valor experimental[75℄ de 0.26 au. En nuestro 
aso, grá�
a 5.7 y tabla 5.3,

para energías ligeramente superiores a la del gap, el frenado es prá
ti
amente propor
ional

a la velo
idad 
on una 
onstante de 0.42 y 0.39 a.u, en el intervalo (0.06, 0.3) au, y de 0.27

y 0.25 au. en el intervalo (0.3, 0.8) para la poten
ia de frenado 
orregida y no 
orregida

respe
tivamente. Esto supone, aproximadamente, un error 
on respe
to al experimental del

orden de 50%, en el intervalo (0.06, 0.3), y de 4% en el intervalo (0.3, 0.8).

Si realizamos un ajuste por mínimos 
uadrados de la poten
ia de pérdidas 
orregida, 
on

efe
tos lo
ales, en todo el intervalo de velo
idades que va desde 0 a 0.8 au, el resultados es

0.31 au, y si eliminamos los efe
tos no lo
ales, el resultado es de 0.25 au, una diferen
ia del

20% y 4% respe
tivamente. Todos estos resultados nos demuestran que los efe
tos no lo
ales

y del gap no son despre
iables en el Sili
io. El efe
to del gap tiende a redu
ir la poten
ia de

pérdidas[77, 78℄ mientras que los efe
tos lo
ales tienden a aumentarla[65℄. Por este motivo a

velo
idades inferiores a los 0.2 au, ver grá�
a 5.7(a), nuestros resultados son menores (dominan
los efe
tos redu
tores del gap), y mayores por en
ima (dominan los efe
tos no lo
ales) a los

de otros autores.

En el intervalo de velo
idades de 0.3 au. a 0.8 au, ver grá�
a 5.7(b), nuestros resultados

reprodu
en una pendiente similar a la experimental, pero dan un valor de poten
ia de pérdidas

un 10% superior al experimental. Pensamos que nuestros resultados muestran diferen
ias en

estos intervalos, porque en el intervalo (0.3, 0.8) la polariza
ión del medio es más importante y

se ve reforzada por los efe
tos lo
ales, además porque, fenómenos que no hemos 
onsiderado,


omo onda wake, y sobre todo, de transferen
ia de 
arga, apantallan la 
arga del protón

Z1 = +1 por una 
arga efe
tiva z∗1 < 1, redu
iendo de esta forma la poten
ia de pérdidas[79℄,
sobre todo, en el intervalo (0.0, 0.3).
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Modelo − 1
v
dE
dx (au.) Diferen
ia

sp3d5+LE, ajuste 0.06 < v < 0.3 0.42 62%

sp3d5+LE, ajuste 0.3 < v < 0.8 0.27 4%

sp3d5+LE, ajuste 0 < v < 0.8 0.31 19%

sp3d5 (RPA) ajuste 0 < v < 0.8 0.25 4%

E. Ligeon - A. Guivar
h (Exp) [75℄ 0.26 0%

E
henique-Nieminen-Rit
hie [80℄ 0.25 4%

Lindhard-Winther [76℄ 0.16 38%

Ferrell-Rit
hie [81℄ 0.20 23%

SRIM2013[82℄ 0.22 15%

Ziegler[67℄ 0.24 8%

Pitarke & Campillo (TDLDA) [37℄ 0.14 46%

Tabla 5.3: Constante de propor
ionalidad en au. para la poten
ia de pérdidas y la velo
idad en el régimen de

bajas velo
idades.

En la grá�
a 5.8 mostramos la poten
ia de pérdidas total (ele
trones de valen
ia más

los del 
ore) para un movimiento aleatorio del protón en Sili
io 
omparados 
on los datos

experimentales de Ziegler[67℄, SRIM2013[82℄ y Beger[83℄. Utilizamos los 
ál
ulos Mathar[69℄

para in
luir la 
ontribu
ión de los ele
trones 2s y 2p del Sili
io a la poten
ia de pérdidas total.
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Figura 5.8: Poten
ia de pérdidas total, ele
trones del 
ore más ele
trones de valen
ia para un movimiento

aleatorio del protón en Sili
io.

Nuestros resultados se ajustan razonablemente bien por en
ima de los 2.0 au. sin embargo

en el máximo de la poten
ia de pérdidas, intervalo (1.0, 2.0) au. de la grá�
a 5.8 nuestros

resultados son ligeramente mayores a los experimentales, entorno a un 10%. In
luso la posi
ión
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del máximo de la poten
ia de pérdidas es menor en nuestros 
ál
ulos, 1.2 au. frente al 1.4 au.

de SRIM2013 o 1.7 de Ziegler. Pensamos que estas diferen
ias se deben a que el parámetro


orre
tor α(~q), en este rango de velo
idades, debe sobrestimar ligeramente la poten
ia de

pérdidas (no olvidemos que la suma 
on 10 puntos espe
iales en este rango es más impre
isa,

tabla 5.2) y, sobre todo, a efe
tos no lineales que no hemos 
onsiderado, 
omo pro
esos de

inter
ambio de 
arga, frenado no lineal, et
., dis
utidos por otros autores[65℄.

Poten
ia de pérdidas 
analizada o Channeling en Sili
io

Cuando tenemos un material 
ristalino, los pro
esos físi
os de dispersión y pérdida de

energía dependen de la orienta
ión relativa del haz de protones in
identes y del material

blan
o. Este efe
to se llama 
analiza
ión o �
hanneling� en inglés y se puede entender de la

siguiente forma: si la dire

ión de una partí
ula in
idente sobre la super�
ie del 
ristal 
oin
ide

aproximadamente 
on una de las dire

iones 
ristalinas, por ejemplo un eje de simetría del


ristal, la partí
ula tendrá una probabilidad muy alta de de�e
tarse 
on un ángulo muy

pequeño 
uando 
ru
e el primer plano atómi
o de la red, lo mismo su
ederá 
uando pase por los

su
esivos planos después de éste, así, la partí
ula sufre una serie de 
olisiones 
orrela
ionadas

que le 
ondu
irán en una traye
toria os
ilante a través de los 
anales abiertos entre las �las

atómi
as o los planos atómi
os, ver �gura 5.9(a).

El resultado �nal de esta 
anliza
ión es una redu

ión signi�
ativa del espe
tro de disper-

sión angular y, por tanto, una disminu
ión en la poten
ia de pérdidas. Por el 
ontrario, si la

partí
ula penetra muy 
er
a de alguna �la de átomos, o si su ángulo de in
iden
ia es tal que

se a
er
a demasiado a una �la atómi
a, enton
es a
tuarán las fuerzas de repulsión desviando

la partí
ula del �
anal� mediante fuertes 
olisiones. A partir de ese momento, la traye
toria

de partí
ula se puede equiparar a una traye
toria de tipo aleatoria o �random� 
omo las que

ya hemos estudiado en la se

ión anterior, ver �gura 5.9(b).

Figura 5.9: Ilustra
ión esquemáti
a de dos partí
ulas que traviesan una red 
ristalínea. a) En 
ondi
iones de


analiza
ión. b) No 
analizada o aleatoria.

La poten
ia de pérdidas 
analizada se puede 
al
ular, dentro de la teoría de la respuesta

dielé
tri
a, y utilizando el formalismo de Hanke & Sham 
on la e
ua
ión (5.8) donde la suma
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en

~G1 de la e
ua
ión (5.8) se 
orta para quedarnos 
on la primera 
omponente dominante de

Fourier.
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Figura 5.10: Poten
ia de pérdidas 
analizada de protones 
on v = 1.2 au. en Sili
io y normalizada a la poten
ia

de pérdidas aleatoria en los 
anales < 110 > y < 100 > para esa misma velo
idad 
on una base sp3d5

La grá�
a 5.10 representa la poten
ia de pérdidas de protones 
on v = 1.2 au, 
al
ulada

en la base sp3d5 del Sili
io, en los 
anales < 110 > y < 100 > respe
tivamente. La poten
ia de

pérdidas de la grá�
a 5.10 se ha promediado a lo largo del eje del 
anal, y se ha normalizado

a la poten
ia de pérdidas aleatoria a esa misma velo
idad S(Ro, v)/SR(v).

La grá�
a 5.11 representa Poten
ia de pérdidas de protones 
on v = 1.2 au. promediada

en los 
anales < 100 > y < 110 > y normalizada 
omparada 
on la densidad relativa de

ele
trones de valen
ia para esos mismos 
anales. Por lo general, en las regiones próximas a las


adenas atómi
as la densidad de ele
trones es más alta que en las zonas más alejadas, y en

estas regiones, la pérdida de energía de los protones 
analizados es mayor que la pérdida de

energía en ele
trones de valen
ia en un objetivo no orientado o poten
ia de pérdidas aleatoria.

Además, se observa que la poten
ia de pérdidas reprodu
e la forma de la distribu
ión de

densidad de ele
trones de valen
ia aunque es insensible a los detalles de di
ha distribu
ión, lo

que re�eja una rela
ión de propor
ionalidad entre di
has magnitudes.

En el 
anal < 110 > las 
omponentes de Fourier dominantes de la poten
ia de pérdidas

y de la densidad de 
arga son

~G = 2π/a (±1,±1,±1). Bási
amente estas 
omponentes son

la que determinan el patrón de distribu
ión de la densidad ele
tróni
a lo
al y la pérdida de

energía, el resto de las 
omponentes nos dan los detalles �nos de las pérdidas o la distribu
ión.

Por tanto, podemos plantear una rela
ión lineal entre la pérdida de energía y la densidad[84℄

para 
ada 
anal. Por ejemplo para el 
anal < 110 > tenemos:



5.4. Formula
ión Hanke & Sham de la poten
ia de pérdidas 91

Srel(~r) =
S(~r)
SRand

= β · ρrel(~r) + (1− β) donde β =
S(111)

S(0) f(111) (5.13)

Nuestros 
ál
ulos del parámetro β para este 
anal en el Sili
io dieron un β = 0.57 un valor

muy 
er
ano al valor obtenido por otros autores[84℄, β = 0.5.
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Figura 5.11: Sili
io: Poten
ia de pérdidas 
analizada de protones 
on v = 1.2 au. promediada sobre los


anales < 110 > (primera grá�
a parte superior) y < 100 > (segunda grá�
a lado dere
ho) y normalizada 
on

la poten
ia de pérdidas aleatoria a esa mis a velo
idad. En estas mismas grá�
as se 
ompara el Channeling


on la densidad relativa de ele
trones de valen
ia para el 
anal < 110 >(primera grá�
a parte inferior) y para

el 
anal < 100 > (segunda grá�
a lado izquierdo) en una base sp3d5





Capítulo 6

Con
lusiones

En esta tesis hemos estudiado el formalismo Hanke & Sham para la respuesta dielé
tri
a

utilizando una base lo
al de orbitales atómi
os generados a partir del método Fireball y su

apli
a
ión a un semi
ondu
tor de Sili
io. Durante el desarrollo de la tesis hemos puesto de

mani�esto, entre otras 
osas:

Que la base de orbitales atómi
os Fireball sp3d5 es la más ade
uada para estudiar las

propiedades del Sili
io. Las bases lo
ales generadas solamente 
on orbitales s y p optimi-

zados o dobles no son su�
ientes para reprodu
ir 
on pre
isión los datos experimentales

de la fun
ión dielé
tri
a o la fun
ión de pérdidas. Esto es así porque en el Sili
io hay

elementos de matriz de la respuesta dielé
tri
a que requieren una polariza
ión que sólo

se pueden obtener 
on orbitales d o superiores. Los 
ál
ulos que hemos realizado en

esta tesis de bandas, grá�
a 2.4, número efe
tivo de ele
trones, grá�
a 2.7 y fun
ión

dielé
tri
a, grá�
a 3.5 y poten
ia de pérdidas grá�
a 5.6 demuestran 
laramente esta

a�rma
ión.

Que para obtener buenos resultados en la fun
ión dielé
tri
a del Sili
io y su inversa es

ne
esario in
luir, además de los efe
tos lo
ales y los efe
tos del ex
itón, la 
orre

ión por

la autoenergía. La fun
ión dielé
tri
a 
al
ulada solamente 
on la aproxima
ión RPA y

efe
tos lo
ales puede ser su�
iente para reprodu
ir el prin
ipal pi
o de absor
ión ópti
o

del Sili
io ≈ 4.4 eV. pero es insu�
iente para reprodu
ir el pi
o del ex
itón ≈ 3.4 eV. y

el desplazamiento de este pi
o a energías más bajas, grá�
a 3.14.

Hemos demostrado que la utiliza
ión de la base lo
al es una alternativa muy interesante

a la base de ondas planas porque permite invertir la fun
ión dielé
tri
a sin tener que

trun
ar la matriz in�nita ǫ ~G, ~G′(~q, ω) o equivalentemente permite resolver de forma exa
ta
la e
ua
ión Dyson para la polarizabilidad. Además, la base lo
al se puede apli
ar para

ha
er estudios �ab initio� in
luyendo efe
tos de mu
hos 
uerpos no sólo a sistemas 
on

gran número de partí
ulas 
omo aislantes, semi
ondu
tores y super�
ies, sino también

a sistemas 
omo ma
romolé
ulas, 
luster, nanosistemas.
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94 6. Con
lusiones

Hemos desarrollado y ampliado todo el formalismo Hanke & Sham a una base lo
al de

orbitales atómi
os, in
luyendo efe
tos lo
ales y ex
itóni
os. También hemos visto que

se pueden apli
ar las ideas bási
as del formalismo Hanke & Sham para ha
er un 
ál
ulo

GW de la autoenergía de la 
uasipartí
ula. En parti
ular hemos apli
ado este formalismo

a la aproxima
ión COHSEX estáti
a para añadir la 
orre

ión por la autoenergía de la


uarta y quinta bandas del Sili
io.

Hemos propuesto un pro
edimiento general para in
luir el apantallamiento y los efe
tos

dinámi
os en la matriz de intera

ión ele
trón-hue
o. Para reprodu
ir 
orre
tamente los

efe
tos ex
itóni
os en la respuesta dielé
tri
a tenemos que tener en 
uenta el apanta-

llamineto en la matriz de intera

ión ele
trón-hue
o y que este apantallamiento es, en

general, dependiente de la fre
uen
ia o dinámi
o y que es posible aproximarlo por un

apantallamiento efe
tivo estáti
o.

Hemos apli
ado la respuesta dielé
tri
a al estudio de la poten
ia de pérdidas y el Chan-

neling de los ele
trones de valen
ia en el Sili
io. En espe
ial hemos podido ha
er un

estudio teóri
o del 
omportamiento de las pérdidas del protón en la zona de bajas y

muy bajas velo
idades, donde el gap y los detalles de la estru
tura de bandas son más

importantes, y donde los ele
trones del 
ore tienen menos in�uen
ia.

Hemos in
luido en los apéndi
es los desarrollos más importantes del formalismo Hanke

& Sham y la aproxima
ión COHSEX de la autoenergía, así 
omo los 
ál
ulos y aproxi-

ma
iones para las integrales de repulsión de Coulomb y del poten
ial apantallado.

Cuando Hanke & Sham propusieron una respuesta dielé
tri
a dedu
ida a partir de una

base de orbitales lo
alizados, la poten
ia de 
ál
ulo de los ordenadores no era demasiado

grande, por este motivo esta teoría no tuvo un gran desarrollo. A
tualmente, y sobre todo

en un futuro, 
on el aumento de la 
apa
idad de 
ál
ulo de los ordenadores, la optimiza
ión

de los algoritmos y los programas, y el uso de la paraleliza
ión, podremos manejar bases 
on

orbitales s, p, d, f.. que darán gran pre
isión 
on tiempos de 
ál
ulo razonables, lo que nos

permitiría estudiar gran variedad de materiales. Teniendo en 
uenta esta idea, el siguiente

paso después de esta tesis, y en el que ya estamos metidos, 
onsiste en mejorar y 
ompletar

algunos aspe
tos tanto teóri
os, 
omo de programa
ión, por ejemplo:

Optimizar algunos programas y/o subrutinas para evitar 
ál
ulos inne
esarios. Es ne
e-

sario in
luir algoritmos que mejoren el fun
ionamiento de algunas subrutinas sobre todo

en lo que se re�ere al 
ál
ulo de los elementos de la matriz ele
trostáti
a y de intera

ión

ele
trón-hue
o.

A
elerar el 
omputo de las matri
es No
, V y V x

por medio de la paraleliza
ión porque

son las que más tiempo CPU 
onsumen.

In
orporar nuestros resultados de autoenergía GW en base lo
al a los programas de la

respuesta dielé
tri
a. En el 
apítulo 3.2 la autoenergía se introdu
ía re
uperando los

resultados de Hybertsen y Louie[44℄ porque en ese momento no disponíamos de 
ál
ulos
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GW 
on nuestro modelo más pre
isos. Falta, por lo tanto, realizar estos 
ál
ulos pero


on nuestro modelo GW.

In
luir los efe
tos dinámi
os en el 
ál
ulo de la autoenergía GW. Este punto sin du-

da permitiría mejorar los resultados GW y tener una aproxima
ión más pre
isa de la

autoenergía.

Terminadas estas mejoras en nuestros programas, el siguiente paso es apli
ar este forma-

lismo a distintos materiales:

Apli
ar el formalismo para estudiar las propiedades ópti
as de otros semi
ondu
tores de

interés: Ge, AsGA alea
iones de Sili
io y Carbono Si1−xCx, Grafeno.

Estudio de sistemas 
on super�
ies e inter
apas.

Apli
a
ión a Cluster y nanosistemas.





Apéndi
e A

E
ua
iones de la teoría Hanke y Sham.

A.1. Cál
ulo de la polarizabilidad propia P̃ en base lo
al.

En este apéndi
e vamos a 
al
ular la expresión polarizabilidad propia en el espa
io de

momentos P̃ (~q+ ~G, ~q+ ~G′;ω) detro del formalismo Hanke & Sham 
on una base de orbitales

atómi
os lo
alizados. Según la expresión (1.47):

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q >

π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k
′′, n6, ~k

′′ + ~q;ω)· < n6, ~k
′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r′ |n5, ~k′′ >

si sustituimos < n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q > y < n6, ~k
′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r′ |n5, ~k′′ > por su valor


al
ulado en el apéndi
e A.2, re
ordemos que los índi
es en átomos base i1, i2, i5, i6 quedan

in
luidos en los ve
tores ~ρi1i2 y ~ρi6i5 ;

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

∑

α1,α2

~ρi1i2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·

Aα2,α1,~ρi1i2
(~q + ~G) · π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k

′′, n6, ~k
′′ + ~q;ω)·

∑

α5,α6,~ρi6i5

Cn5

i5,α5
(~k′′) ·

[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
· e−i·(~k′′+~q)·~ρi6i5 · A∗

α5,α6,~ρi6i5
(~q + ~G′)

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

∑

α1,α2

~ρi1i2

∑

α5,α6

~ρi5i6

Aα2,α1,~ρi1i2
(~q + ~G) · e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k

′′, n6, ~k
′′ + ~q;ω) · Cn5

i5,α5
(~k′′)·

[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
· e−i·(~k′′+~q)·~ρi6i5 · A∗

α6,α5,~ρi6i5
(~q + ~G′)
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para simpli�
ar la nota
ión y los índi
es en los sumatorios de�nimos s1 = α1, α2, ~ρi1i2 y

s3 = α5, α6, ~ρi5i6 y 
on estas de�ni
iones nos queda:

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

∑

s1

∑

s3

As1(~q +
~G) · e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k

′′, n6, ~k
′′ + ~q;ω)·

[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
Cn5

i5,α5
(~k′′) · ·e−i·(~k′′+~q)·~ρi6i5 · A∗

s3(~q +
~G′)

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

s1

∑

s3

As1(~q +
~G) ·

∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k

′′, n6, ~k
′′ + ~q;ω)·

[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
· Cn5

i5,α5
(~k′′) · e−i·(~k′′+~q)·~ρi6i5 · A∗

s3(~q +
~G′)

si llamamos Ns1,s3(~q, ω) a:

Ns1,s3(~q, ω) =
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·
[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q)·

π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k
′′, n6, ~k

′′ + ~q;ω) ·
[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
· Cn5

i5,α5
(~k′′) · e−i·(~k′′+~q)·~ρi6i5

(A.1)

la e
ua
ión para P̃ en forma matri
ial se es
ribe:

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

s1s3

As1(~q +
~G) ·Ns1,s3(~q, ω) · A∗

s3(~q +
~G′) (A.2)

Ahora pro
edemos a aproximar π por el diagrama de Feynman de la �gura 1.7 o aproxi-

ma
ión Hartree-Fo
k:

π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k
′′, n6, ~k

′′ + ~q; ~q;ω) ∼=

πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω) · δn1,n5
· δn2,n6

· δ~k,~k′′ −
1

2
· πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω)·

∑

n3,n4,~k′

v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q) · π(n4, ~k′ + ~q, n3, ~k
′, n5, ~k

′′, n6, ~k
′′ + ~q; ~q;ω)

el término v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q) lo hemos 
al
ulado en el apéndi
e A.4 y vale:

v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q) =
∑

s1s2

[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
· Cn2

i2,α2
(~k) · e−i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·

V x
s1,s2(~q) ·

[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
· Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q) · e+i·(~k′+~q)·~ρi4i3
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donde:

V x
s1,s2(~q) =

∑

~Ro

e−i·~q·(~τi2−~τi3+
~Ro) ·

∫

d3~r · d3~r′ · φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~Rl − ~Ro)·

φα2
(~r′ − ~τi2 − ~Ro) · v(~r − ~r′) · φ∗α3

(~r′ − ~τi3) · φα4
(~r − ~τi4 − ~R′

l) (A.3)

Teniendo en 
uenta la aproxima
ión Hartree-Fo
k para π podemos es
ribir P̃ 
omo:

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q > ·

π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k
′′, n6, ~k

′′ + ~q;ω) < n6, ~k
′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r′ |n5, ~k′′ >=

∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q > [ πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω) · δn1,n5
· δn2,n6

· δ~k,~k′′

− 1

2
· πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω) ·

∑

n3,n4,~k′

v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q)·

π(n4, ~k
′ + ~q, n3, ~k

′, n5, ~k
′′, n6, ~k

′′ + ~q; ~q;ω) ] < n6, ~k
′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r′ |n5, ~k′′ >

que nos permite separar la polarizabilidad propia P̃ en dos términos:

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = P̃ o(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) + P̃ 1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω)

donde:

P̃ o(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q > ·

πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω) · δn1,n5
· δn2,n6

· δ~k,~k′′ · < n6, ~k
′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r′ |n5, ~k′′ >

y

P̃ 1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = −1

2
·
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q > ·πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω)·

·
∑

n3,n4,~k′

v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q) · π(n4, ~k′ + ~q, n3, ~k
′, n5, ~k

′′, n6, ~k
′′ + ~q; ~q;ω)·

< n6, ~k
′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r′ |n5, ~k′′ >

si sustituimos los valores de πo y de< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k+~q >,< n6, ~k
′′+~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r′ |n5, ~k′′ >


al
ulados en el apéndi
e A.2:

πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω) =
2

N
· fn1

(~k + ~q)− fn2
(~k)

En1
(~k + ~q)− En2

(~k)
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P̃ o
queda:

P̃ o(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

∑

α1,α2

~ρi1i2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q)·

e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·Aα2,α1,~ρi1i2
(~q + ~G) · δn1,n5

· δn2,n6
· δ~k,~k′′ ·

2

N
· fn1

(~k + ~q)− fn2
(~k)

En1
(~k + ~q)− En2

(~k)
·

·
∑

α5,α6

~ρi5i6

Cn5

i5,α5
(~k′′) ·

[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
· e−i·(~k′′+~q)·~ρi5i6 · A∗

α6,α5,~ρi6i5
(~q + ~G′)

P̃ o(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

α1,α2

~ρi1i2

∑

α5,α6

~ρi5i6

Aα2,α1,~ρi1i2
(~q + ~G)·

∑

n1,n2

~k

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 · 2

N
· fn1

(~k + ~q)− fn2
(~k)

En1
(~k + ~q)− En2

(~k)
·

[

Cn6

i6,α6
(~k + ~q)

]∗
· Cn5

i5,α5
(~k) · e−i·(~k+~q)·~ρi5i6 · A∗

α6,α5,~ρi6i5
(~q + ~G′)

Renombramos los índi
es s1 = α1, α2, ~ρi1i2 y s3 = α5, α6, ~ρi5i6 y teniendo en 
uenta la de�ni-


ión de N en la e
ua
ión (A.1) llamaremos No
s1,s3(~q) al término:

No
s1,s3(~q, ω) =

2

N
·
∑

n1,n2,~k

e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·
[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q)·

· fn1
(~k + ~q)− fn2

(~k)

En1
(~k + ~q)− En2

(~k)
·
[

Cn6

i6,α6
(~k + ~q)

]∗
· Cn5

i5,α5
(~k) · e−i·(~k+~q)·~ρi6i5

(A.4)

y por tanto P̃ o
se puede poner matri
ialmente 
omo:

P̃ o(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

s1,s3

As1(~q +
~G) ·No

s1,s3(~q, ω) · A
∗
s3(~q +

~G′)

El primer término P̃ o

orresponde al diagrama a) en la �gura 1.8 o diagrama de la burbuja

que 
orresponde a la aproxima
ión Hartree o RPA para la polarizabilidad.
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De la misma forma que hemos 
al
ulado P̃ o
se dedu
e:

P̃ 1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = −1

2
·
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

∑

s1

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·

Aα2,α1,~ρi1i2
(~q + ~G) · πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω) ·

∑

n3,n4

~k′

v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q)·

π(n4, ~k
′ + ~q, n3, ~k

′, n5, ~k
′′, n6, ~k

′′ + ~q; ~q;ω) ·
∑

s3

[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
· Cn5

i5,α5
(~k′′)·

e−i·(~k′′+~q)·~ρi6i5 · A∗
α6,α5,~ρi5i6

(~q + ~G′)

P̃ 1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = −1

2
·
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

∑

s1

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·

Aα2,α1,~ρi1i2
(~q + ~G) · 2

N
· fn1

(~k + ~q)− fn2
(~k)

En1
(~k + ~q)− En2

(~k)

∑

n3,n4

~k′

∑

s′
1

∑

s2

[

Cn1

i′
1
,α′

1

(~k + ~q)
]∗

·

Cn2

i′
2
,α′

2

(~k) ·
[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
· Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q) · e−i·(~k+~q)·~ρi′

1
i′
2 · e+i·(~k′+~q)·~ρi4i3 ·

V x
s′
1
,s2

(~q) · π(n4, ~k′ + ~q, n3, ~k
′, n5, ~k

′′, n6, ~k
′′ + ~q; ~q;ω) ·

∑

s3

[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
·

Cn5

i5,α5
(~k′′) · e−i·(~k′′+~q)·~ρi6i5 · A∗

α6,α5,~ρi5i6
(~q + ~G′)

donde hemos llamado s′1 = α′
1α

′
2, ~ρi′1i′2 . Reagrupando términos en esta última expresión:

P̃ 1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = −1

2

∑

s1,s′1
s2,s3

As1(~q +
~G) · 2

N
·
∑

n1,n2

~k

e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · fn1

(~k + ~q)− fn2
(~k)

En1
(~k + ~q)− En2

(~k)
·
[

Cn1

i′
1
,α′

1

(~k + ~q)
]∗

· Cn2

i′
2
,α′

2

(~k)·

e
−i·(~k+~q)·~ρi′

1
i′
2 · V x

s′
1
,s2

(~q) ·
∑

n3,n4
n5,n6

∑

~k′,~k′′

e+i·(~k′+~q)·~ρi4i3 ·
[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
· Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q)·

π(n4, ~k
′ + ~q, n3, ~k

′, n5, ~k
′′, n6, ~k

′′ + ~q; ~q;ω) ·
[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
· Cn5

i5,α5
(~k′′)·

e−i·(~k′′+~q)·~ρi6i5 · A∗
s3(~q +

~G′)

y ahora 
on las de�ni
iones de No
s1,s3(~q, ω) y Ns2,s3(~q, ω), e
ua
iones (A.1) y (A.4) tenemos:

P̃ 1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = −1

2

∑

s1,s′1
s2,s3

As1(~q +
~G) ·No

s1,s3(~q, ω) · V
x
s′
1
,s2

(~q) ·Ns2,s3(~q, ω) ·A∗
s3(~q +

~G′)
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por tanto:

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = P̃ o(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) + P̃ 1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω)

=
∑

s1,s3

As1(~q +
~G) ·No

s1,s3(~q, ω) ·A
∗
s3(~q +

~G′)

− 1

2

∑

s1,s′1,s2,s3

As1(~q +
~G) ·No

s1,s3(~q, ω) · V
x
s′
1
,s2

(~q) ·Ns2,s3(~q, ω) ·A∗
s3(~q +

~G′)

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

s1,s3

As1(~q +
~G) · [ No

s1,s3(~q, ω)

− 1

2

∑

s′
1
,s2

No
s1,s3(~q, ω) · V

x
s′
1
,s2

(~q) ·Ns2,s3(~q, ω) ] · A∗
s3(~q +

~G′)


omparando esta e
ua
ión 
on la e
ua
ión (A.2) se dedu
e:

Ns1,s3(~q, ω) = No
s1,s3(~q)−

1

2

∑

s′
1
,s2

No
s1,s3(~q, ω) · V

x
s′
1
,s2

(~q) ·Ns2,s3(~q, ω)

utilizando la nota
ión matri
ial:

N = No − 1
2
No V x N (A.5)

despejando N en la e
ua
ión (A.5) :

N + 1
2
No V x N = No

[I + 1
2
No V x] N = No

N = [I + 1
2
No V x]−1 No

o equivalentemente 
omo apare
e en el arti
ulo de Hanke y Sham[4℄:

N =
[
I − 1

2
NoV x + 1

22
NoV xNoV x − 1

23
NoV xNoV xNoV x + · · ·

]
No

N = No − 1
2
NoV xNo + 1

22
NoV xNoV xNo − 1

23
NoV xNoV xNoV xNo + · · ·

N = No
[
I − 1

2
V xNo + 1

22
V xNoV xNo − 1

23
V xNoV xNoV xNo + · · ·

]

N = No [I + 1
2
V xNo]−1

Por tanto, de todo lo anterior y de las e
ua
iones (1.44) y (A.2) dedu
imos que la expresión

de ǫ(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) es:

ǫ(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = δ ~G, ~G′ − v(~q + ~G) · P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω)

ǫ(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = δ ~G, ~G′ −
4π e2

(~q + ~G)2
·
∑

s1,s3

As1(~q +
~G) ·Ns1,s3(~q, ω) ·A∗

s3(~q +
~G′)
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on:

N = No [I + 1
2
V x No]−1

(A.6)

Para 
al
ular la fun
ión de inversa ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) utilizamos la e
ua
ión (1.45):

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = δ ~G, ~G′
+ v(~q + ~G) · χ(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) (A.7)

donde χ en la e
ua
ión (A.7) se rela
ionar 
on P̃ mediante la e
ua
ión Dyson (1.46):

χ = P̃ + P̃ v χ (A.8)

despejando χ de la e
ua
ión (A.8):

χ− P̃ v χ = P̃

(I − P̃ v) χ = P̃

χ = (I − P̃ v)−1P̃

χ = P̃ − P̃ v P̃ + P̃ v P̃ v P̃ − P̃ v P̃ v P̃ v P̃ v P̃ + . . . (A.9)

de la e
ua
ión (A.2) en forma matri
ial P̃ = A N A+
y 
on la e
ua
ión (A.9):

χ = A N A+ −A N A+ v A N A+ +A N A+ v A N A+ v A N A+ − . . .

χ = A N (I −A+ v A N +A+ v A N A+ v A N − . . .) A+
(A.10)

de�nimos ahora la matriz ele
trostáti
a 
omo V = A+ v A 
uya expresión en el espa
io de

momentos es, apéndi
e A.3:

Vs,s′(~q) =
∑

~Ro

e−i~q·(~τi2−~τi3+
~Ro) ·

∫

d3~r

∫

d3~r′ · φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~R− ~Ro)·

φα2
(~r − ~τi2 − ~Ro) · v(~r − ~r′) · φ∗α3

(~r′ − ~τi3) · φα4
(~r′ − ~τi4 − ~R′)


on la de�ni
ión de V y la e
ua
ión (A.10) queda:

χ = A N (I − V N + V N − . . .) A+

χ = A N (I − V N)−1 A+

χ = A S A+
(A.11)

donde hemos de�nido la matriz S 
omo S = N (I − V N)−1
. La inversa de la matriz S o

matriz de apantallamiento lo
al:

S−1 =
[
N (I − V N)−1

]−1

S−1 = (I − V N) N−1

S−1 = N−1 − V
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y de la e
ua
ión (A.6) llegamos:

S−1 =
(

No [I + 1
2
V x No]−1

)−1
− V

S−1 = [I + 1
2
V x No] (No)−1 − V

S−1 = (No)−1 + 1
2
V x − V

y por tanto S en fun
ión de No
, V y V x

vale:

S =
[

(No)−1 + 1
2
V x − V

]−1

S =
[

(No)−1 − (V − 1
2
V x) No (No)−1

]−1

S =
[

[I − (V − 1
2
V x) No] (No)−1

]−1

S = No [I − (V − 1
2
V x) No]−1

(A.12)

y por �n de las e
ua
iones (A.7), (A.11) y (A.12) llegamos a una expresión para ǫ−1
:

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = δ ~G, ~G′ +
4π e2

(~q + ~G)2
·
∑

s1,s3

As1(~q +
~G) · Ss1,s3(~q, ω) · A∗

s3(~q +
~G′)

donde la matriz S se 
al
ula 
on la e
ua
ión (A.12), No

on la e
ua
ión (A.4) y las matri
es

ele
trostáti
a V y de inter
ambio o de intera

ión ele
trón hue
o V x
se 
al
ulan según las

e
ua
iones (A.3) y (A.11), ver apéndi
es A.3 y A.4 respe
tivamente.

A.2. Cál
ulo de < n,~k|e−i·(~q+~G)·~r|m,~k + ~q > en base lo
al.

En la expresión general para la polarizabilidad P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′) e
ua
ión (1.47):

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′) =< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q > ·
· π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k

′′, n6, ~k
′′ + ~q; ~q;ω)· < n6, ~k

′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r′ |n5, ~k′′ >

apare
en términos del tipo < n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q > y < n6, ~k
′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r′ |n5, ~k′′ >.

En este apéndi
e vamos ha 
al
ular en la base lo
al 
uánto vale 
ada uno de estos elementos

de matriz. En nuestra nota
ión habitual tenemos que los estados propios del Hamiltoniano de

un ele
trón:

|n,~k >=
∑

i,α

Ci,α |i, α,~k >

donde:

|i, α,~k >= 1√
N

∑

~R

ei·
~k·(~τi+~R) |i, α,~k >
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siendo < ~r|i, α,~k >= φα(~r − ~τi − ~R):

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q > =

=
∑

i1,α1

i2,α2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

Cn1

i1,α1
(~k + ~q) < i2, α2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~k + ~q >

=
1

N

∑

i1,α1

i2,α2

∑

~R1, ~R2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

Cn1

i1,α1
(~k + ~q) e−i·~k·(~τi2+

~R2) · e+i·(~k+~q)·(~τi1+
~R1) ·

· < i2, α2, ~τi2 +
~R2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~τi1 +

~R1 >


al
ulemos primero < i2, α2, ~τi2 +
~R2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~τi1 +

~R1 >:

< i2, α2, ~τi2 +
~R2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~τi1 +

~R1 >=
∫

d3~r φ∗α2
(~r − ~τi2 − ~R2) e

−i·(~q+ ~G)·~r φα1
(~r − ~τi1 − ~R1)

ha
emos el 
ambio de variable de ~r′ = ~r − ~τi2 − ~R2, d
3~r′ = d3~r:

< i2, α2, ~τi2 +
~R2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~τi1 +

~R1 >=

=

∫

d3~r′ φ∗α2
(~r′) e−i·(~q+ ~G)·(~r′+~τi2+

~R2) φα1
(~r′ − ~τi1 + ~τi2 − ~R1 + ~R2)

= e−i·(~q+ ~G)·(~τi2+
~R2) ·

∫

d3~r′ φ∗α2
(~r′) e−i·(~q+ ~G)·~r′ φα1

(~r′ − ~τi1 + ~τi2 − ~R1 + ~R2)

= e−i·(~q+ ~G)·(~τi2+
~R2) · (α2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~τi1 − ~τi2 +

~R1 − ~R2 >

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q >=

=
1

N

∑

i1,α1

i2,α2

∑

~R1, ~R2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

Cn1

i1,α1
(~k + ~q) e−i·~k·(~τi2+

~R2) e+i·(~k+~q)·(~τi1+
~R1)·

e−i·(~q+ ~G)·(~τi2+
~R2) (α2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~τi1 − ~τi2 +

~R1 − ~R2 >

=
1

N

∑

i1,α1

i2,α2

∑

~R1, ~R2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

Cn1

i1,α1
(~k + ~q) e−i·(~k+~q)·(~τi2+

~R2) e+i·(~k+~q)·(~τi1+
~R1)·

e−i· ~G·(~τi2+
~R2) (α2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~τi1 − ~τi2 +

~R1 − ~R2 >

=
1

N

∑

i1,α1

i2,α2

∑

~R1, ~R2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

Cn1

i1,α1
(~k + ~q) e−i·(~k+~q)·(~τi2−~τi1+

~R2−~R1) e−i· ~G·~τi2 ·

e−i· ~G·~R2 (α2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~τi1 − ~τi2 +
~R1 − ~R2 >
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llamamos ~ρi1i2 = ~τi1 − ~τi2 +
~R1 − ~R2, la suma en

~R1 y
~R2 depende de la diferen
ia

~R1 − ~R2,

por tanto, puedo 
ambiar esta suma por una suma en ~ρi1i2 y

~R2:

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q >=
1

N

∑

i1,α1

i2,α2

∑

~ρi1i2
~R2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

Cn1

i1,α1
(~k + ~q) e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 e−i· ~G·~τi2 (α2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~ρi1i2 >

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q >=
N

N

∑

i1,α1

i2,α2

∑

~ρi1i2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 · e−i· ~G·~τi2 · (α2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~ρi1i2 >

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q >=
∑

i1,α1

i2,α2

∑

~ρi1i2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 e−i· ~G·~τi2 (α2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~ρi1i2 >

de�nimos Aα2,α1,~ρi1i2
(~q + ~G) (observese que los índi
es que 
orresponden a los átomos base

i1, i2 no apare
en porque van in
luidos en la de�ni
ión de ~ρi1i2 = ~τi1 − ~τi2 +
~R, así pues:

Aα2,α1,~ρi1i2
(~q + ~G) = e−i· ~G·~τi2 (α2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~ρi1i2 >

que es lo mismo que:

Aα2,α1,~ρi1i2
(~q + ~G) = e−i· ~G·~τi2

∫

d3~r φ∗α2
(~r) e−i·(~q+ ~G)·~r φα1

(~r − ~ρi1i2)

Así, el elemento de matriz vale:

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q >=
∑

i1,α1

i2,α2

∑

~ρi1i2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

Cn1

i1,α1
(~k + ~q) e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 Aα2,α1,~ρi1i2

(~q + ~G)

En la expresión de la polarizabilidad también apare
e el término < n6, ~k
′′+~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r|n5, ~k′′ >,

de manera similar al apartado anterior se dedu
e que:

< n6, ~k
′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r|n5, ~k′′ >=

[

< n5, ~k
′′|e−i·(~q+ ~G′)·~r′ |n6, ~k′′ + ~q >

]∗
=







∑

i5,α5

i6,α6

∑

~ρi6i5

[

Cn5

i5,α5
(~k′′)

]∗
Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q) e+i·(~k′′+~q)·~ρi6i5 Aα5,α6,~ρi6i5

(~q + ~G′)







∗
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y �nalmente:

< n6, ~k
′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r|n5, ~k′′ >=

∑

i5,α5

i6,α6

∑

~ρi6i5

Cn5

i5,α5
(~k′′)

[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
e−i·(~k′′+~q)·~ρi6i5 A∗

α5,α6,~ρi6i5
(~q + ~G′)

A.3. Cál
ulo de la matriz ele
trostáti
a V en base lo
al.

La matriz ele
trostáti
a o de intera

ión de Coulomb V se de�ne en la se

ión 1.4 en la

e
ua
ión (1.56) 
uya expresión en el espa
io de los momentos vale:

Vs,s′(~q) =
∑

~G

A∗
α2,α1,~ρi1i2

(~q + ~G) · v(~q + ~G) ·Aα3,α4,~ρi4i3
(~q + ~G) (A.13)

donde s = α2, α1, ~ρi1i2 y s′ = α3, α4, ~ρi4i3 . Según las de�ni
iones de A y A∗
:

Aα3,α4,~ρi4i3
(~q + ~G) = e−i ~G·~τi3 ·

∫

d3~r′ · φ∗α3
(~r′) · e−i(~q+ ~G)~r′ · φα4

(~r′ − ~ρi4i3) (A.14)

A∗
α2,α1,~ρi1i2

(~q + ~G) = e+i ~G·~τi2 ·
∫

d3~r · φ∗α1
(~r − ~ρi1i2) · e+i(~q+ ~G)~r · φα2

(~r) (A.15)

La 
omponente de Fourier ~q + ~G del poten
ial de Coulomb:

v(~q + ~G) =
1

Ω

∫

d3~τ · v(~τ ) · e−i(~q+ ~G)·τ
(A.16)

donde Ω es el volumen del material. Sustituyendo (A.16), (A.15) y (A.14) en (A.13):

Vs,s′(~q) =
1

Ω

∑

~G

∫

d3~r

∫

d3~r′
∫

d3~τ · v(~τ ) · e−i(~q+ ~G)·~τ · e+i(~q+ ~G)~r · e−i(~q+ ~G)~r′ ·

e+i ~G·~τi2 · e−i ~G·~τi3 · φ∗α1
(~r − ~ρi1i2) · φα2

(~r) · φ∗α3
(~r′)φα4

(~r′ − ~ρi4i3)

Vs,s′(~q) =
1

Ω

∑

~G

∫

d3~r

∫

d3~r′
∫

d3~τ · v(~τ ) · e−i(~q+ ~G)·~τ · e+i(~q+ ~G)·(~r−~r′)·

e+i ~G·~τi2 · e−i ~G·~τi3 · φ∗α1
(~r − ~ρi1i2) · φα2

(~r) · φ∗α3
(~r′) · φα4

(~r′ − ~ρi4i3)

Vs,s′(~q) =
1

Ω

∑

~G

∫

d3~r

∫

d3~r′
∫

d3~τ · v(τ) · e−i(~q+ ~G)·(~τ−[~r−~r′]) · e+i ~G·~λi2i3 ·

φ∗α1
(~r − ~ρi1i2) · φα2

(~r) · φ∗α3
(~r′) · φα4

(~r′ − ~ρi4i3)
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donde:

~λi2i3 = ~τi2 − ~τi3

Vs,s′(~q) =
1

Ω

∫

d3~r

∫

d3~r′
∫

d3~τ · φ∗α1
(~r − ~ρi1i2) · φα2

(~r) · φ∗α3
(~r′) · φα4

(~r′ − ~ρi4i3)·

v(τ) · e−i~q·(~τ−[~r−~r′]) ·
∑

~G

e−i ~G·(~τ−[~r−~r′]−~λi2i3
)

Vs,s′(~q) =
1

Ω

∫

d3~r

∫

d3~r′
∫

d3~τ · φ∗α1
(~r − ~ρi1i2) · φα2

(~r) · φ∗α3
(~r′) · φα4

(~r′ − ~ρi4i3)·

v(τ) · e−i~q·(~τ−[~r−~r′]) ·
∑

~Ro

N · δ(~τ − [~r − ~r′]− ~λi2i3 − ~Ro)

Vs,s′(~q) =
N

Ω

∑

~Ro

∫

d3~r

∫

d3~r′ · φ∗α1
(~r − ~ρi1i2) · φα2

(~r) · φ∗α3
(~r′)φα4

(~r′ − ~ρi4i3)·

∫

d3~τ · v(τ) · e−i~q·(~τ−[~r−~r′]) · δ(~τ − [~r − ~r′]− ~λi2i3 − ~Ro)

Vs,s′(~q) =
1

Ωo

∑

~Ro

∫

d3~r

∫

d3~r′ · φ∗α1
(~r − ~ρi1i2) · φα2

(~r) · φ∗α3
(~r′)φα4

(~r′ − ~ρi4i3)·

· v(~r − ~r′ + ~λi2i3 +
~Ro) · e−i~q·(~λi2i3

+~Ro)

Vs,s′(~q) =
1

Ωo

∑

~Ro

∫

d3~r

∫

d3~r′ · φ∗α1
(~r − ~ρi1i2) · φα2

(~r) · φ∗α3
(~r′)φα4

(~r′ − ~ρi4i3)·

· v(~r − ~r′ + ~τi2 − ~rτ3 +
~Ro) · e−i~q·(~τi2−~τi3+

~Ro)


ambio de variable:

~r1 = ~r + ~τi2 +
~Ro ~r = ~r1 − ~τi2 − ~Ro d3~r = d3~r1

~r2 = ~r′ + ~τi3 ~r′ = ~r2 − ~τi3 d3~r′ = d3~r2

Vs,s′(~q) =
1

Ωo

∑

~Ro

e−i~q·(~τi2−~τi3+
~Ro) ·

∫

d3~r1

∫

d3~r2 · φ∗α1
(~r1 − ~τi2 − ~Ro − ~ρi1i2)·

φα2
(~r1 − ~τi2 − ~Ro) · v(~r1 − ~r2) · φ∗α3

(~r2 − ~τi3) · φα4
(~r2 − ~τi3 − ~ρi4i3)
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Vs,s′(~q) =
1

Ωo

∑

~Ro

e−i~q·(~τi2−~τi3+
~Ro) ·

∫

d3~r1

∫

d3~r2 · φ∗α1
(~r1 − ~τi2 − ~Ro − ~τi1 + ~τi2 − ~R)·

φα2
(~r1 − ~τi2 − ~Ro) · v(~r1 − ~r2) · φ∗α3

(~r2 − ~τi3) · φα4
(~r2 − ~τi3 − ~τi4 + ~τi3 − ~R′)

Vs,s′(~q) =
1

Ωo

∑

~Ro

e−i~q·(~τi2−~τi3+
~Ro) ·

∫

d3~r1

∫

d3~r2 · φ∗α1
(~r1 − ~τi1 − ~R− ~Ro)·

φα2
(~r1 − ~τi2 − ~Ro) · v(~r1 − ~r2) · φ∗α3

(~r2 − ~τi3) · φα4
(~r2 − ~τi4 − ~R′)

Por tanto:

Vs,s′(~q) =
1

Ωo

∑

~Ro

e−i~q·(~τi2−~τi3+
~Ro) ·

∫

d3~r

∫

d3~r′·

φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~R− ~Ro) · φα2

(~r − ~τi2 − ~Ro) · v(~r − ~r′) · φ∗α3
(~r′ − ~τi3) · φα4

(~r′ − ~τi4 − ~R′)

El signi�
ado físi
o de 
ada uno de estos elementos de matriz es 
laro: según la de�ni
ión

(A.16), ver �gura 1.11, 
ada elemento de matriz de Vs,s′(~q) representa la transformada de

Fourier de la intera

ión de Coulomb entre la densidad de 
arga: φ∗α1
(~r − ~ri1 − ~R − ~Ro) ·

φα2
(~r − ~ri2 − ~Ro) y la densidad de 
arga φ∗α3

(~r′ − ~ri3) · φα4
(~r′ − ~ri4 − ~R′). y juega el mismo

papel que el poten
ial Hartree en la e
ua
ión Kohn-Sham del fun
ional densidad. En el mar
o

de la teoría de mu
hos 
uerpos este poten
ial representa la parte de intera

ión de Coulomb

de ele
trón-ele
trón o hue
o-hue
o

A.4. Cál
ulo de la matriz de inter
ambio V x
en base lo
al.

La de�ni
ión de la matriz de inter
ambio o de intera

ión ele
trón hue
o según el artí
ulo

de Hanke y Sham[4℄ es:

v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q) =
∫

d3~r d3~r′ ψ∗
n1,~k+~q

(~r) ψ
n2,~k

(~r′) v(~r − ~r′) ψ∗
n3,~k′

(~r′) ψ
n4,~k′+~q

(~r) (A.17)


omo 
ada fun
ión de onda propia se 
al
ula 
omo una 
ombina
ión lineal de fun
iones de

onda Blo
h de base lo
al:

ψ
n,~k

(~r) =
∑

i,α

Cn
i,α(

~k) φ
i,α,~k

(~r) (A.18)

sustituyendo (A.18) en (A.17) y de�niendo V 
omo V = v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q)
para a
ortar la nota
ión:

V =
∑

i1,i2
i3,i4

∑

α1,α2
α3,α4

[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
Cn2

i2,α2
(~k)

[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q)·

∫

d3~r d3~r′ φ∗
i1,α1,~k+~q

(~r) φ
i2,α2,~k

(~r′) v(~r − ~r′) φ∗
i3,α3,~k′

(~r′) φ
i4,α4,~k′+~q

(~r)
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además, 
ada fun
ión de onda Blo
h lo
al se 
al
ula 
omo:

φiα~k(~r) =
1√
N

∑

~R

e+i·~k·(~τi+~R) φα(~r − ~τi − ~R)

V =
1

N2

∑

i1,i2
i3,i4

∑

α1,α2
α3,α4

∑

~R1, ~R2

~R3, ~R4

[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
Cn2

i2,α2
(~k)

[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q)·

e−i·(~k+~q)·(~τi1+
~R1) e+i·~k·(~τi2+

~R2) e−i·~k′·(~τi3+
~R3) e+i·(~k′+~q)·(~τi4+

~R4)

∫

d3~r d3~r′

φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~R1) φα2

(~r′ − ~τi2 − ~R2) v(~r − ~r′) φ∗α3
(~r′ − ~τi3 − ~R3) φα4

(~r − ~τi4 − ~R4)

multipli
o y divido por e−i·~q·(~τi2+
~R2)

y e+i·~q·(~τi3+
~R3)

V =
1

N2

∑

i1,i2
i3,i4

∑

α1,α2
α3,α4

∑

~R1, ~R2

~R3, ~R4

[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
Cn2

i2,α2
(~k)

[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q)·

e−i·(~k+~q)·(~τi1−~τi2+
~R1−~R2) e+i·(~k′+~q)·(~τi4−~τi3+

~R4−~R3) e−i·~q·(~τi2+
~R2) e+i·~q·(~τi3+

~R3)·
∫

d3~rd3~r′φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~R1)φα2

(~r′ − ~τi2 − ~R2)v(~r − ~r′)φ∗α3
(~r′ − ~τi3 − ~R3)φα4

(~r − ~τi4 − ~R4)

de�no ~r1 = ~r − ~R3, ~r2 = ~r′ − ~R3 por tanto, d
3~r = d3~r1, d

3~r2 = d3~r′,

V =
1

N2

∑

i1,i2
i3,i4

∑

α1,α2
α3,α4

∑

~R1, ~R2

~R3, ~R4

[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
Cn2

i2,α2
(~k)

[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q)·

e−i·(~k+~q)·(~τi1−~τi2+
~R1−~R2) e+i·(~k′+~q)·(~τi4−~τi3+

~R4−~R3) e−i·~q·(~τi2−~τi3+
~R2−~R3)

∫

d3~r1d
3~r2

φ∗α1
(~r1−~τi1 + ~R3− ~R1)φα2

(~r2−~τi2 + ~R3− ~R2)v(~r1−~r2)φ∗α3
(~r2−~τi3)φα4

(~r1−~τi4 + ~R3− ~R4)

de�no

~Rl = ~R1 − ~R2,
~Ro = ~R2 − ~R3 y ,

~R′
l =

~R4 − ~R3 y 
ambio ~r = ~r1 y ~r
′ = ~r2

V =
1

N2

∑

i1,i2
i3,i4

∑

α1,α2
α3,α4

∑

~R1, ~R2

~R3, ~R4

[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
Cn2

i2,α2
(~k)

[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q)·

e−i·(~k+~q)·(~τi1−~τi2+
~Rl) e+i·(~k′+~q)·(~τi4−~τi3+

~R′

l
) e−i·~q·(~τi2−~τi3+

~Ro)

∫

d3~r d3~r′

φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~Rl − ~Ro)φα2

(~r′ − ~τi2 − ~Ro)v(~r − ~r′)φ∗α3
(~r′ − ~τi3)φα4

(~r − ~τi4 − ~R′
l)
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on este 
ambio de variable, la suma en ve
tores de red dire
ta

~R1, ~R2, ~R3, ~R4 se puede ha
er

ahora en

~Rl, ~R
′
l,
~Ro, ~R3:

V =
1

N2

∑

i1,i2
i3,i4

∑

α1,α2
α3,α4

∑

~Rl, ~R
′

l
~Ro, ~R3

[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
Cn2

i2,α2
(~k)

[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q)·

e−i·(~k+~q)·(~τi1−~τi2+
~Rl) e+i·(~k′+~q)·(~τi4−~τi3+

~R′

l
) e−i·~q·(~τi2−~τi3+

~Ro)

∫

d3~r d3~r′

φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~Rl − ~Ro) φα2

(~r′ − ~τi2 − ~Ro) · v(~r − ~r′) φ∗α3
(~r′ − ~τi3) φα4

(~r − ~τi4 − ~R′
l)


omo la suma no depende de

~R3:

V =
N

N2

∑

i1,i2
i3,i4

∑

α1,α2
α3,α4

∑

~Rl, ~R
′

l
~Ro

[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
Cn2

i2,α2
(~k)

[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q)·

e−i·(~k+~q)·(~τi1−~τi2+
~Rl) e+i·(~k′+~q)·(~τi4−~τi3+

~R′

l
) e−i·~q·(~τi2−~τi3+

~Ro)

∫

d3~r d3~r′

φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~Rl − ~Ro) φα2

(~r′ − ~τi2 − ~Ro) · v(~r − ~r′) φ∗α3
(~r′ − ~τi3) φα4

(~r − ~τi4 − ~R′
l)

V =
∑

i1,i2
i3,i4

∑

α1,α2
α3,α4

∑

~Rl, ~R
′

l

[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
Cn2

i2,α2
(~k)

[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q)·

e−i·(~k+~q)·(~τi1−~τi2+
~Rl) e+i·(~k′+~q)·(~τi4−~τi3+

~R′

l
) 1

N

∑

~Ro

e−i·~q·(~τi2−~τi3+
~Ro)

∫

d3~r d3~r′

φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~Rl − ~Ro) φα2

(~r′ − ~τi2 − ~Ro) · v(~r − ~r′) φ∗α3
(~r′ − ~τi3) φα4

(~r − ~τi4 − ~R′
l)

y ahora de�no la matriz de inter
ambio 
omo:

V x
α2,α1,~ρi1i2 ;α3,α4,~ρi4i3

(~q) =
1

N

∑

~Ro

e−i·~q·(~τi2−~τi3+
~Ro)

∫

d3~r · d3~r′

φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~Rl − ~Ro) φα2

(~r′ − ~τi2 − ~Ro) v(~r − ~r′) φ∗α3
(~r′ − ~τi3) φα4

(~r − ~τi4 − ~R′
l)

donde he llamado ~ρi1i2 = ~τi1 − ~τi2 + ~Rl y ~ρi4i3 = ~τi4 − ~τi3 + ~R′
l y de�no s1 y s2 
omo

s1 = α2, α1, ~ρi1i2 y s2 = α3, α4, ~ρi4i3 la matriz de inter
ambio queda 
omo:

v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q) =
∑

s1,s2

e−i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·
[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
Cn2

i2,α2
(~k) V x

s1,s2(~q)
[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q) e+i·(~k′+~q)·~ρi4i3
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donde:

V x
s1,s2(~q) =

1

N

∑

~Ro

e−i·~q·(~τi2−~τi3+
~Ro)

∫

d3~r · d3~r′

φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~Rl − ~Ro) φα2

(~r′ − ~τi2 − ~Ro) v(~r − ~r′) φ∗α3
(~r′ − ~τi3) φα4

(~r − ~τi4 − ~R′
l) (A.19)

Esta integral de intera

ión de Coulomb es de 
uatro 
entros (A.19) y se puede 
al
ular de

forma exa
ta 
on el método re
ursivo de Obara y Saika usando una 
ombina
ión de orbitales

gaussianos o CGO. Este método se expone 
on más detalle en el apéndi
e G



Apéndi
e B

Cál
ulo del poten
ial apantallado.

En este apéndi
e estudiaremos las aproxima
iones que hemos utilizado para 
al
ular el

poten
ial apantallado vs:

vs(~r,~r′, ω) =

∫

ǫ−1(~r,~r′′, ω) v(~r′′, ~r′) d3~r′′

de la se

ión 3.2 
uando se in
luyen los efe
tos ex
itóni
os en la respuesta dielé
tri
a. En

prin
ipio la formula
ión Hanke & Sham permite in
luir dire
tamente el apantallamiento de

poten
ial resolviendo lo
almente la 
orrespondiente e
ua
ión Dyson, �gura 3.12, 
on las ma-

tri
es No
s,s′, Ss,s′ y Vs,s′, pero el tamaño de esta matri
es (s ≈ 5000) y sobre todo el he
ho

de No
dependa de la fre
uen
ia ha
e a
onsejable aproximar este poten
ial por expresiones

analíti
as 
omo el modelo plasmón-polo[44, 85℄ o el modelo Penn[86℄.

B.1. Aproxima
ión del poten
ial apantallado. Modelo plasmón-

polo

En este apéndi
e analizamos la aproxima
ión plasmón-polo del poten
ial apantallado diná-

mi
o y dependiente del módulo de ~q. En unidades CGS y utilizando un modelo plasmón-polo

para la fun
ión dielé
tri
a el poten
ial apantallado se 
al
ula 
on la expresión:

vs(~r,~r′, ω) =

∫
d3~r1

ǫ(~r,~r1, ω) |~r1 − ~r′|

=
1

|~r1 − ~r′|

(

1

ǫ(ω)
+

[

1− 1

ǫ(ω)

]
∑

i=1

Ai e
−λi(ω) (~r−~r′)2

)


on

∑

i=1Ai = 1.

Para llegar a esta expresión debemos 
al
ular la siguiente integral:

vs(~r,~r′, ω) =

∫
d3~r1

ǫ(~r,~r1, ω) |~r1 − ~r′|

113
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que podemos expresar en el espa
io de momentos 
omo:

vs(~r,~r′, ω) =

∫
d3~r1

ǫ(~r,~r1, ω) |~r1 − ~r′| =
1

2π2

∫
e−i ~q (~r−~r′)

q2 ǫ(~q, ω)
d3~q (B.1)

En general esta integral es difí
il de 
al
ular porque la fun
ión dielé
tri
a ǫ(~q, ω) tiene una

dependen
ia 
ompleja 
on el ve
tor de onda ~q. Por este motivo lo normal es simpli�
ar la

fun
ión dielé
tri
a para que solo dependa del módulo de ~q y de ω, o sea ǫ = ǫ(q, ω).
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Figura B.1: Fun
ión dielé
tri
a longitudinal estáti
a RPA Fireball del Sili
io 
al
ulada en la base sp3d5 para

los ejes de simetría ∆, Σ, Λ.

Una primera aproxima
ión muy utilizada por su sen
illez y resultados es el modelo plasmon-

polo. Este modelo propone la siguiente expresión para la fun
ión dielé
tri
a:

ǫ(~q, ω) = 1 +
ω2
p

A q2 + ω2
g − ω (ω + i δ)

(B.2)

por simpli
idad, despre
iemos la parte imaginaria (δ → 0);

ǫ(~q, ω) = 1 +
ω2
p

A q2 + ω2
g − ω2

Para el Sili
io los parámetros del modelo ωp y ωg se ajustarón a la fre
uen
ia de plasma y

el gap medio respe
tivamente de un 
ál
ulo RPA Fireball en una base sp3d5. Para 
al
ular

la 
onstante A utilizamos que ǫF ireball
RPA (2π/a, 0) = 2.5 grá�
a B.1 (valor medio de la fun
ión

dielé
tri
a RPA Fireball para las dire

iones de simetría ∆, Σ, Λ), ver tabla B.1.

ǫ∞ ωp (eV) ωg (eV) A (eV/au2)

11.9 14.06 4.26 303.41

Tabla B.1: Constantes del modelo plasmón-polo del Sili
io. Estos parámetros están 
al
ulados 
on un ajuste

de la e
ua
ión (B.2) a la fre
uen
ia de plasma ωp, el gap medio ωg y la 
onstante A a los valores medios de

fun
ión dielé
tri
a RPA en las dire

iones de simetría ∆, Σ, Λ 
on una base sp3d5.
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Con estos datos la integral que tenemos que obtener es:

I =
1

2π2

∫
e−i ~q (~r−~r′)

q2 ǫ(~q, ω)
d3~q

=
1

2 π2

∫
e−i ~q (~r−~r′) sin(θ) q2 dθ dϕ dq

q2 ǫ(~q, ω)

En nuestro modelo plasmón-polo ǫ(~q, ω) = ǫ(q, ω)

I =
1

2 π2

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
sin(θ) dθ

∫ ∞

0

e−i q |~r−~r′| cos(θ)

ǫ(q, ω)
dq

=
1

π

∫ ∞

0

dq

ǫ(q, ω)

∫ π

0
sin(θ) e−i q |~r−~r′| cos(θ) dθ

ha
emos el 
ambio de variable t = cos(θ), dt = − sin(θ) dθ

I =
1

π

∫ ∞

0

dq

ǫ(q, ω)

∫ −1

1
e−i q |~r−~r′| t (−dt)

=
1

π

∫ ∞

0

dq

ǫ(q, ω)

[

−e−i q |~r−~r′| t

−i q |~r − ~r′|

]−1

1

I =
1

π

∫ ∞

0

dq

i q |~r − ~r′| ǫ(q, ω)
[

ei q |~r−~r′| − e−i q |~r−~r′|
]

=

=
1

π

∫ ∞

0

2 i sin(q |~r − ~r′|) dq
i q |~r − ~r′| ǫ(q, ω)

I =
2

π

∫ ∞

0

sin(q |~r − ~r′|) dq
q |~r − ~r′| ǫ(q, ω)

para simpli�
ar llamamos R = |~r − ~r′| y teniendo en 
uenta que el integrando es par en q,
puedo extender la integral a:

I =
2

π R

∫ ∞

0

sin(q R) dq

q ǫ(q, ω)
=

1

π R

∫ ∞

−∞

sin(q R) dq

q ǫ(q, ω)

la fun
ión de pérdidas viene dada por:

ǫ−1(q, ω) =

[

1 +
ω2
p

A q2 + ω2
g − ω2

]−1

=

[

A q2 + ω2
g + ω2

p − ω2

A q2 + ω2
g − ω2

]−1

=
A q2 + ω2

g − ω2

A q2 + ω2
g + ω2

p − ω2
=

q2 + (ω2
g − ω2)/A

q2 + (ω2
g + ω2

p − ω2)/A

De�no f(ω) = (ω2
g+ω

2
p−ω2)/A y g(ω) = (ω2

g−ω2)/A, en donde se 
umple f(ω) = g(ω)+ω2
p/A

puedo poner:

ǫ−1(q, ω) =
q2 + g(ω)

q2 + f(ω)
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y la integral ahora tiene la forma:

I =
2

π R

∫ ∞

0

sin(q R) dq

q ǫ(q, ω)
= Im

[
1

π R

∫ ∞

−∞

ei q R dq

q ǫ(q, ω)

]

= Im

[
1

π R

∫ ∞

−∞
dq

1

q

q2 + g(ω)

q2 + f(ω)
ei q R

]

En este punto re
urrimos a la teoría de variable 
ompleja:

∫ ∞

−∞
dq

1

q

q2 + g(ω)

q2 + f(ω)
ei q R −→

∮

ϕ(z) dz

en donde:

ϕ(z) =
1

z

z2 + g(ω)

z2 + f(ω)
ei z R

(B.3)

la fun
ión ϕ(z) tiene polos lo
alizados en las solu
iones de:

z (z2 + f(ω)) = 0

es de
ir: z0 = 0, z1 =
√

−f(ω) = i
√

f(ω) y z2 = −
√

−f(ω) = −i
√

f(ω) si f(ω) > 0,

osa que o
urre siempre que ω2

g + ω2
p > ω2

; en 
aso 
ontrario, 
uando f(ω) < 0, los polos son

z1 =
√

|f(ω)| y z2 = −
√

|f(ω)|, lo 
ual o
urre 
uando ω2
g + ω2

p < ω2
.

Supongamos el primer 
aso, ω2
g + ω2

p > ω2
, f(ω) > 0 y polos en z1 = i

√

f(ω) y z2 =

−i
√

f(ω). Elegimos el 
ir
uito de integra
ión mostrado en la �gura B.2

Figura B.2: Cir
uito de integra
ión para la integral de variable 
ompleja de la e
ua
ión (B.3). Caso ω2
g +ω2

p >
ω2

según la teoría de residuos:

∮

ϕ(z) dz = i π Res (ϕ(z), z0) + 2 π i Res (ϕ(z), z1)
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al
ulemos estos residuos:

Res (ϕ(z), z0) = ĺım
z→z0

[ϕ(z) z]

= ĺım
z→z0

[
z

z

z2 + g(ω)

z2 + f(ω)
ei z R

]

=
02 + g(ω)

02 + f(ω)
ei 0 R =

g(ω)

f(ω)

Res (ϕ(z), z1) = ĺım
z→z1

[ϕ(z) (z − z1)]

= ĺım
z→z0

[
z − z1
z

z2 + g(ω)

(z − z1) (z − z2)
ei z R

]

Res (ϕ(z), z1) = ĺım
z→z1

[
1

z

z2 + g(ω)

z − z2
ei z R

]

=
1

z1

z21 + g(ω)

z1 − z2
ei z1 R

=
1

i
√

f(ω)

(

i
√

f(ω)
)2

+ g(ω)

2 i
√

f(ω)
ei i

√
f(ω) R

Res (ϕ(z), z1) =
−1

2 f(ω)
(g(ω)− f(ω)) e−

√
f(ω) R

=
1

2

(

1− g(ω)

f(ω)

)

e−
√

f(ω) R

por lo tanto, la integral de variable 
ompleja:

∮

ϕ(z) dz = i π
g(ω)

f(ω)
+

+2 π i
1

2

(

1− g(ω)

f(ω)

)

e−
√

f(ω) R

= i π

[
g(ω)

f(ω)
+

(

1− g(ω)

f(ω)

)

e−
√

f(ω) R

]

si llamamos h(ω) = g(ω)/f(ω) tenemos:

∮

ϕ(z) dz = i π
[

h(ω) + (1− h(ω)) e−
√

f(ω) R
]
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si volvemos a la integral original:

I = Im

[
1

π R

∫ ∞

−∞
dq

1

q

q2 + g(ω)

q2 + f(ω)
ei q R

]

= Im

[
1

π R

∮

ϕ(z) dz

]

I = Im

[
1

π R
i π

[

h(ω) + (1− h(ω)) e−
√

f(ω) R
]]

=
1

R

[

h(ω) + (1− h(ω)) e−
√

f(ω) R
]

en el limite de onda larga:

ǫ−1(0, ω) =
02 + g(ω)

02 + f(ω)
= h(ω)

por tanto:

vs(~r,~r′, ω) =
1

R

[
1

ǫ(ω)
+

(

1− 1

ǫ(ω)

)

e−
√

f(ω) R

]

la última expresión es, en la aproxima
ión plasmón-polo, la expresión más general (dependiente

de la fre
uen
ia) del poten
ial apantallado. El 
aso del arti
ulo de Hanke y Sham el poten
ial

apantallado no depende de la fre
uen
ia, o sea se aproxima al 
aso estáti
o ω = 0

vs(~r,~r′, 0) =
1

R

[
1

ǫ(0)
+

(

1− 1

ǫ(0)

)

e−
√

f(0) R

]


omo f(ω) = ω2
g + ω2

p − ω2
, f(0) = ω2

g + ω2
p − 02 = ω2

g + ω2
p. Por tanto en la aproxima
ión del

arti
ulo Hanke y Sham:

vs(~r,~r′, ω) =
1

R

[
1

ǫ(0)
+

(

1− 1

ǫ(0)

)

e−
√

(ω2
g+ω2

p)/A R

]

(B.4)

se aproxima la exponen
ial por una suma de gaussianas:

e−
√

ω2
g+ω2

p R =
∑

i

Ai e
−αi R

2


on la 
ondi
ión de que:

∑

i

Ai = 1

por lo 
ual, para R = 0:

1 = e−
√

ω2
g+ω2

p 0 =
∑

i

Ai e
−αi 02 =

∑

i

Ai

en nuestro 
aso, Sili
io Fireball sp3d5, ǫ∞ = 11.9, La aproxima
ión dada por (B.4) vale:

vs(R) =
1

R

[
1

11.9
+

(

1− 1

11.9

)

e−0.843 R

]
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Todos estas expresiones son válidas siempre que f(ω) > 0, o bien, ω2
g + ω2

p > ω2
, que en

el 
aso 
aso del Sili
io supone que ω < 14.7 eV.

Supongamos ahora el 
aso f(ω) < 0, o bien 
uando, ω2
g + ω2

p < ω2
, en el 
aso del Sili
io

ω > 14.7 eV. En este 
aso los polos de ǫ−1(q) son z1 =
√

|f(ω)| y z2 = −
√

|f(ω)| donde
z1 = −z2. Ahora el 
ir
uito de integra
ión es el de la �gura B.3:

Figura B.3: Cir
uito de integra
ión para la integral de variable 
ompleja de la e
ua
ión (B.3). Caso ω2
g +ω2

p <
ω2

Según la teoría de polos y residuos:

∮

ϕ(z) dz = i π Res (ϕ(z), z0) + π i Res (ϕ(z), z1) +

+π i Res (ϕ(z), z2)

ahora los nuevos residuos:

Res (ϕ(z), z1) =
1

z1

z21 + g(ω)

z1 − z2
ei z1 R

=
1

2

z21 + g(ω)

z21
ei z1 R =

1

2

(

1 +
g(ω)

|f(ω)|

)

ei
√

|f(ω)| R

Res (ϕ(z), z2) =
1

z2

z22 + g(ω)

z2 − z1
ei z2 R

=
1

2

z21 + g(ω)

z21
e−i z1 R =

1

2

(

1 +
g(ω)

|f(ω)|

)

e−i
√

|f(ω)| R

Por lo tanto:

∮

ϕ(z) dz = −i π g(ω)

|f(ω)| + π i
1

2

(

1 +
g(ω)

|f(ω)|

)

e−i
√

|f(ω)| R +

+π i
1

2

(

1 +
g(ω)

|f(ω)|

)

e−i
√

|f(ω)| R
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∮

ϕ(z) dz = −i π g(ω)

|f(ω)| +
π i

2

(

1 +
g(ω)

|f(ω)|

)

(

e−i
√

|f(ω)| R + e−i
√

|f(ω)| R
)

∮

ϕ(z) dz = −i π g(ω)

|f(ω)| +

+π i

(

1 +
g(ω)

|f(ω)|

)

cos
(√

|f(ω)| R
)


omo f(ω) = g(ω) + ω2
p, si f(ω) < 0 también g(ω) < 0

∮

ϕ(z) dz = +i π
|g(ω)|
|f(ω)| +

+π i

(

1− |g(ω)|
|f(ω)|

)

cos
(√

|f(ω)| R
)

y además h(ω) = g(ω)/f(ω) = |g(ω)|/|f(ω)|
∮

ϕ(z) dz = i π h(ω) + π i (1− h(ω)) cos
(√

|f(ω)| R
)

∮

ϕ(z) dz = i π
[

h(ω) + (1− h(ω)) cos
(√

|f(ω)| R
)]

por lo tanto la integral vale:

I = Im

[
1

π R
i π

[

h(ω) + (1− h(ω)) cos
(√

|f(ω)| R
)]]

I =
1

R

[

h(ω) + (1− h(ω)) cos
(√

|f(ω)| R
)]

Como vemos, y era de esperar, el resultado es similar al 
aso f(ω) > 0, pero 
ambiando

la exponen
ial por el 
oseno. Por tanto, en modelo plasmón-polo el poten
ial apantallado a


ualquier fre
uen
ia ω es:

vs(~r,~r′, ω) =







(1/ |~r − ~r′|)
[

h(ω) + (1− h(ω)) e−
√

f(ω) |~r−~r′|
]

si ω2 < ω2
g + ω2

p

(1/ |~r − ~r′|)
[

h(ω) + (1− h(ω)) cos
(√

|f(ω)| |~r − ~r′|
)]

si ω2 > ω2
g + ω2

p

Para un semi
ondu
tor de Sili
io, 
on los datos de la tabla B.1 y para ω = 0 el poten
ial

apantallado plasmón-polo vale:

vs(~r,~r′, ω = 0) =
1

|~r − ~r′| ·
[

1

11.9
+

(

1− 1

11.9

)

· e−0.8440·|~r−~r′|

]

(B.5)

En la grá�
a B.4 representamos el poten
ial apantallado estáti
o del Sili
io sin el término

1/ |~r − ~r′| 
on el modelos plasmón-polo, e
ua
ión (B.5) 
omparado 
on el ajustes a tres gaus-

sianas (ver tabla B.3) que utilizaremos en el 
ál
ulo de la integrales de repulsión 
oulombianas,

apéndi
e G.
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Figura B.4: Poten
ial apantallado estáti
o del Sili
io sin el término 1/ |~r − ~r′| de los modelos plasmón-polo

e
ua
ión (B.5), Penn e
ua
ión (B.12) y el 
aso homogéneo vs(r) = 1/(ǫ∞ · |~r − ~r′|) o limite de onda larga

junto 
on sus 
orrespondientes ajustes a tres gaussianas.

B.2. Aproxima
ión del poten
ial apantallado. Modelo de Penn

En este apéndi
e 
al
ularemos el poten
ial apantallado utilizando el modelo de Penn[86℄

para la respuesta dielé
tri
a. El modelo de Penn es una aproxima
ión más realista[65℄ para la

fun
ión dielé
tri
a del Sili
io y di�ere de la modelo plasmón-polo en que añade un término q4

en el denominador de la fun
ión dielé
tri
a:

ǫ(~q, ω) = 1 +
ω2
p

ω2
g + β2 q2 + q4/4 − ω (ω + i δ)

(B.6)

al igual que en el modelo plasmón-polo los parámetros, A′
, B′

, ωp, ωg se 
al
ulan a partir

de los valores medios en las dire

iones de simetría ∆, Σ, Λ de la fun
ión dielé
tri
a RPA

Fireball, grá�
a B.1.

Los resultados de este ajuste para el Sili
io en la base lo
al sp3d5 se pueden ver en la tabla

B.2.

ǫ∞ ωp (eV) ωg (eV) B′
(eV/au2) A′

(eV/au4)

11.9 14.06 4.26 46.57 221.015

Tabla B.2: Constantes del modelo de Penn del Sili
io. Estos parámetros están 
al
ulados 
on un ajuste de la

e
ua
ión (B.6) a los valores medios de fun
ión dielé
tri
a RPA en las dire

iones de simetría ∆, Σ y Λ 
on

una base sp3d5.

Como en la se

ión anterior y por simpli
idad despre
iamos la parte imaginaria de la
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fun
ión dielé
tri
a. Para 
al
ular la integral (B.1) tomamos:

ǫ(~q, ω) = 1 +
ω2
p

ω2
g +B′ q2 +A′ q4 − ω (ω + i δ)

≈ 1 +
ω2
p

ω2
g +B′ q2 +A′ q4 − ω2

ǫ(~q, ω) =
A′ q4 +B′ q2 + ω2

p + ω2
g − ω2

A′ q4 +B′ q2 + ω2
g − ω2

=
q4 + (B′/A′) q2 + [(ω2

p + ω2
g − ω2)/A′]

q4 + (B′/A′) q2 + [(ω2
g − ω2)/A′]

=
A′ q4 +B′ q2 + ω2

p + ω2
g − ω2

A′ q4 +B′ q2 + ω2
g − ω2

ǫ(~q, ω) =
q4 +A q2 + f(ω)

q4 +A q2 + g(ω)

donde; A = B′/A′ = 4.746 (a.u.)2 y:

g(ω) =
ω2
g − ω2

A′

f(ω) =
ω2
p + ω2

g − ω2

A′
= g(ω) +

ω2
p

A′


on estas de�ni
iones la fun
ión dielé
tri
a es:

ǫ(~q, ω) =
q4 +A q2 + f(ω)

q4 +A q2 + g(ω)

y su inversa:

ǫ−1(~q, ω) =
q4 +A q2 + g(ω)

q4 +A q2 + f(ω)
(B.7)

ahora 
al
ulamos los polos de la inversa de la fun
ión dielé
tri
a:

q4 +A q2 + f(ω) = 0

una e
ua
ión bi
uadráti
a de solu
iones:

q1 =

[

−A/2 +
√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

= i

[

A/2−
√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

= i α(ω)

q2 =

[

−A/2−
√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

= i

[

A/2 +

√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

= i β(ω)
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y

q3 = −
[

−A/2 +
√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

= −i
[

A/2 −
√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

= −i α(ω)

q4 = −
[

−A/2−
√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

= −i
[

A/2 +

√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

= −i β(ω)

donde:

α(ω) =

[

A/2−
√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

, β(ω) =

[

A/2 +

√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

por tanto:

q4 +A q2 + f(ω) =
(
q2 + α(ω)2

) (
q2 + β(ω)2

)

ahora la integral es:

I =
1

2 π2

∫
e−i ~q (~r−~r′)

q2 ǫ(~q, ω)
d3~q =

1

2 π2

∫
e−i ~q (~r−~r′) sin(θ) q2 dθ dϕ dq

q2 ǫ(~q, ω)

En nuestro modelo Penn ǫ(~q, ω) = ǫ(q, ω)

I =
1

2 π2

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
sin(θ) dθ

∫ ∞

0

e−i q |~r−~r′| cos(θ)

ǫ(q, ω)
dq

=
1

π

∫ ∞

0

dq

ǫ(q, ω)

∫ π

0
sin(θ) e−i q |~r−~r′| cos(θ) dθ

ha
emos el 
ambio de variable t = cos(θ), dt = − sin(θ) dθ

I =
1

π

∫ ∞

0

dq

ǫ(q, ω)

∫ −1

1
e−i q |~r−~r′| t (−dt)

=
1

π

∫ ∞

0

dq

ǫ(q, ω)

[

−e−i q |~r−~r′| t

−i q |~r − ~r′|

]−1

1

I =
1

π

∫ ∞

0

dq

i q |~r − ~r′| ǫ(q, ω)
[

ei q |~r−~r′| − e−i q |~r−~r′|
]

=
1

π

∫ ∞

0

2 i sin(q |~r − ~r′|) dq
i q |~r − ~r′| ǫ(q, ω) =

2

π

∫ ∞

0

sin(q |~r − ~r′|) dq
q |~r − ~r′| ǫ(q, ω)
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para simpli�
ar llamo R = |~r − ~r′| y teniendo en 
uenta que el integrando es par en q puedo
extender la integral:

I =
2

π R

∫ ∞

0

sin(q R) dq

q ǫ(q, ω)
=

1

π R

∫ ∞

−∞

sin(q R) dq

q ǫ(q, ω)

en donde la fun
ión ǫ−1
Penn viene dada por la e
. (B.7):

ǫ−1(~q, ω) =
q4 +A q2 + g(ω)

q4 +A q2 + f(ω)

la integral que bus
amos ahora tiene la forma:

I =
2

π R

∫ ∞

0

sin(q R) dq

q ǫ(q, ω)
= Im

[
1

π R

∫ ∞

−∞

ei q R dq

q ǫ(q, ω)

]

= Im

[
1

π R

∫ ∞

−∞
dq

1

q

q4 +A q2 + g(ω)

q4 +A q2 + f(ω)
ei q R

]

de la teoría de variable 
ompleja:

∫ ∞

−∞
dq

1

q

q4 +A q2 + g(ω)

q4 +A q2 + f(ω)
ei q R −→

∮

ϕ(z) dz

donde:

ϕ(z) =
1

z

z4 +A z2 + g(ω)

z4 +A z2 + f(ω)
ei z R

(B.8)

los polos de la fun
ión ϕ(z) son solu
iones de la e
ua
ión:

z4 +A z2 + f(ω) = 0 ⇒
z (z − i α(ω)) (z − i β(ω)) (z + i α(ω)) (z + i β(ω)) = 0

la fun
ión ϕ(z) tiene polos lo
alizados en z0 = 0, z1 = i α(ω), z2 = i β(ω), z3 = −i α(ω) y
z4 = −i β(ω). Es fá
il ver que β(ω) es un número real positivo para 
ualquier ω y que α(ω) es
real positivo si ω2 < ω2

p + ω2
g , en 
aso 
ontrario es un número 
omplejo 
on parte imaginaria

positiva.

Supongamos primero el 
aso, ω2 < ω2
g + ω2

p, en este 
aso todos los polos sólo tienen parte

imaginaria y la integral en el plano 
omplejo se puede realizar sele

ionando el 
ir
uito de

integra
ión de la �gura B.5
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Figura B.5: Cir
uito de integra
ión para la integral de variable 
ompleja de la e
ua
ión (B.8). Caso ω2 <
ω2
g + ω2

p y modelo de Penn

de la teoría de residuos:

∮

ϕ(z) dz = i π Res (ϕ(z), zo) + 2 π i Res (ϕ(z), z1) + 2 π i Res (ϕ(z), z2)


al
ulemos di
hos residuos:

Res (ϕ(z), zo) = ĺım
z→0

[ϕ(z) z] = ĺım
z→0

[
z

z

z4 +A z2 + g(ω)

z4 +A z2 + f(ω)
ei z R

]

=
04 +A 02 + g(ω)

04 +A 02 + f(ω)
ei 0 R =

g(ω)

f(ω)

para 
al
ular el resto de los residuos apli
o el teorema de variable 
ompleja:

Res

(
P (z)

Q(z)
, zo

)

=
P (zo)

Q′(zo)

en este 
aso P (z) =
(
z4 +A z2 + g(ω)

)
ei z R

y Q(z) = z (z4 +A z2 + f(ω))

Res (ϕ(z), z1 = i α(ω)) =

(
z41 +A z21 + g(ω)

)
ei z1 R

5 z41 + 3 A z21 + f(ω))

=

(
α(ω)4 −A α(ω)2 + g(ω)

)
e−α(ω) R

5 α(ω)4 − 3 A α(ω)2 + f(ω)


omo z1 = i α(ω) es un 
ero del polinomio Q(z) = z4 +A z2 + f(ω), se 
umple:

α(ω)4 −A α(ω)2 + f(ω) = 0

por tanto, el numerador y el denominador del residuo anterior se puede simpli�
ar:

α(ω)4 −A α(ω)2 + g(ω) = α(ω)4 −A α(ω)2 + f(ω) + g(ω)− f(ω)

= g(ω) − f(ω)
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y

5 α(ω)4 − 3 A α(ω)2 + f(ω) = 4 α(ω)4 − 2 A α(ω)2

= 2 α(ω)2
(
2 α(ω)2 −A

)

de la de�ni
ión f(ω) = g(ω) + ω2
p/A

′
tenemos:

g(ω) − f(ω) = g(ω)− g(ω)− ω2
p/A

′ = −ω2
p/A

′

y por tanto, nuestro residuo vale:

Res (ϕ(z), z1 = i α(ω)) =
α(ω)4 −A α(ω)2 + g(ω)

5 α(ω)4 − 3 A α(ω)2 + f(ω)
e−α(ω) R

= − ω2
P /A

′

2 α(ω)2 (2 α(ω)2 −A)
e−α(ω) R

de igual forma se demuestra que el otro residuo

Res (ϕ(z), z2 = i β(ω)) = − ω2
P /A

′

2 β(ω)2 (2 β(ω)2 −A)
e−β(ω) R

por lo tanto, la integral de variable 
ompleja:

∮

ϕ(z) dz = i π
g(ω)

f(ω)

= −i 2 π ω2
P/A

′

2 α(ω)2 (2 α(ω)2 −A)
e−α(ω) R −

− i 2 π
ω2
P/A

′

2 β(ω)2 (2 β(ω)2 −A)
e−β(ω) R

= i π
g(ω)

f(ω)

= i π
ω2
P/A

′

α(ω)2 (A− 2 α(ω)2)
e−α(ω) R +

+i π
ω2
P/A

′

β(ω)2 (A− 2 β(ω)2)
e−β(ω) R

y �nalmente:

I =
1

π R
Im

[

i π
g(ω)

f(ω)
+ i π

ω2
P /A

′

α(ω)2 (A− 2 α(ω)2)
e−α(ω) R

+ i π
ω2
P/A

′

β(ω)2 (A− 2 β(ω)2)
e−β(ω) R

]

=
1

R

[
g(ω)

f(ω)
+

ω2
P/A

′

α(ω)2 (A− 2 α(ω)2)
e−α(ω) R +

ω2
P /A

′

β(ω)2 (A− 2 β(ω)2)
e−β(ω) R

]

⇒

I =
1

R

[
1

ǫ(ω)
+ a(ω) e−α(ω) R + b(ω) e−β(ω) R

]
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donde:

a(ω) =
ω2
P/A

′

α(ω)2 (A− 2 α(ω)2)
(B.9)

b(ω) =
ω2
P/A

′

β(ω)2 (A− 2 β(ω)2)
(B.10)

esta última expresión de I, e
. (B.9) es válida si ω2 < ω2
g + ω2

p .

En el supuesto de que, ω2 > ω2
g + ω2

p, los polos z2 = i β(ω) y z4 = −i β(ω) siguen siendo

imaginarios, pero los polos z1 = α(ω) y z3 = −α(ω) sólo tiene parte real, en este 
aso, el


ir
uito de integra
ión es el de la �gura B.6:

Figura B.6: Cir
uito de integra
ión para la integral de variable 
ompleja de la e
ua
ión (B.8). Caso ω2 >
ω2
g + ω2

p y modelo de Penn

Apli
ando el teorema de los residuos:

∮

ϕ(z) dz = i π Res (ϕ(z), zo) + 2 π i Res (ϕ(z), z2) +

+π i Res (ϕ(z), z1) + π i Res (ϕ(z), z3)


al
ulamos los residuos que faltan:

Res(ϕ(z), z1 = −α(ω)) =
α(ω)4 +A α(ω)2 + g(ω)

5 α(ω)4 + 3 A α(ω)2 + f(ω)
e−i α(ω) R

Res(ϕ(z), z3 = +α(ω)) =
α(ω)4 +A α(ω)2 + g(ω)

5 α(ω)4 + 3 A α(ω)2 + f(ω)
e+i α(ω) R


omo z1 = α(ω) es un 
ero del polinomio Q(z) = z4 +A z2 + f(ω) se 
umple:

α(ω)4 +A α(ω)2 + f(ω) = 0
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y por tanto:

Res (ϕ(z), z1) =
g(ω)− f(ω)

2 α(ω)2 (2 α(ω)2 +A)
e−i α(ω) R

= − ω2
P /A

2 α(ω)2 (2 α(ω)2 +A)
e−i α(ω) R

Res (ϕ(z), z3) =
g(ω)− f(ω)

2 α(ω)2 (2 α(ω)2 +A)
e+i α(ω) R

= − ω2
P /A

2 α(ω)2 (2 α(ω)2 +A)
e+i α(ω) R

de�no:

a′(ω) = − ω2
P/A

α(ω)2 (2 α(ω)2 +A)

por lo tanto, la integral de variable 
ompleja vale:

∮

ϕ(z) dz = i π
g(ω)

f(ω)
+ i π a′(ω)

e+i α(ω) R

2
+

+i π a′(ω)
e−i α(ω) R

2
−

−i 2 π ω2
P/A

′

2 β(ω)2 (2 β(ω)2 −A)
e−β(ω) R

= i π
g(ω)

f(ω)

+i π a′(ω) cos (α(ω) R)

−i π ω2
P/A

′

β(ω)2 (β(ω)2 −A)
e−β(ω) R

I =
1

π R
Im

[

i π
g(ω)

f(ω)
+ i π a′(ω) cos (α(ω) R)+

+ i π
ω2
P /A

′

β(ω)2 (A− 2 β(ω)2)
e−β(ω) R

]

de la de�ni
ión de b(ω) y de:

1

ǫ(ω)
=

g(ω)

f(ω)
⇒

I =
1

R

[
1

ǫ(ω)
+ a′(ω) cos (α(ω) R) + b(ω) e−β(ω) R

]

(B.11)

re
ordemos que la e
ua
ión (B.11) solamente es válida si ω2 > ω2
g + ω2

p .
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Finalmente según un modelo de Penn, el poten
ial apantallado vale:

vs(~r,~r′, ω) =







1
|~r−~r′|

[
1

ǫ(ω) + a(ω) e−α(ω) |~r−~r′| + b(ω) e−β(ω) |~r−~r′|
]

si ω2 < ω2
g + ω2

p

1
|~r−~r′|

[
1

ǫ(ω) + a′(ω) cos (α(ω) |~r − ~r′|) + b(ω) e−β(ω) |~r−~r′|
]

si ω2 > ω2
g + ω2

p

Así, el poten
ial apantallado estáti
o Penn del Sili
io vs(~r,~r′, ω = 0) se 
al
ula 
on los valores

de la tabla B.2 y la e
ua
ión anterior 
on ω2 < ω2
g + ω2

p:

vs(~r,~r′, ω = 0) =
1

|~r − ~r′| ·
[

1

11.9
+ 1.4104 · e−1.1701·|~r−~r′| − 0.5716 · e−1.8377·|~r−~r′|

]

(B.12)

Tabla B.3: Coe�
ientes y exponentes del ajuste 
on tres gaussianas del poten
ial estáti
o apantallado del

Sili
io 
on los modelos Penn, e
ua
ión (B.12) y plasón-polo e
ua
ión (B.5). Ver grá�
a B.4

Plasmón polo Penn

αi (au) ci αi (au) ci
0.14074 0.29731 0.20837 0.29226

0.87291 0.42705 1.04411 0.41082

10.83663 0.23321 11.97773 0.18141

En la grá�
a B.4 representamos el poten
ial apantallado estáti
o del Sili
io sin el término

1/ |~r − ~r′| de los modelos plasmón-polo e
ua
ión (B.5), Penn e
ua
ión (B.12) y el 
aso homo-

géneo vs(r) = 1/(ǫ∞ · |~r − ~r′|) o limite de onda larga. Junto 
on los poten
iales representamos

los 
orrespondientes ajustes a tres gaussianas que utilizaremos en el 
ál
ulo de la integrales

de repulsión de 
oulomb, apéndi
e G.





Apéndi
e C

Aproxima
ión dinámi
a del poten
ial

apantallado.

En este apéndi
e in
luimos los 
ál
ulos desarrollados por Fernando Flores que nos permiten


onsiderar aproximadamente los efe
tos dinámi
os del poten
ial apantallado en la fun
ión

dielé
tri
a ma
ros
ópi
a.

Para transformar el poten
ial dinámi
o apantallado V sx
por un poten
ial efe
tivo y es-

táti
o que in
luya de forma aproximada la intera

ión dependiente de ω de primer orden,

debemos analizar el diagrama de la �gura C.1

Figura C.1: Diagrama de Feynman de primer orden para el 
ál
ulo del poten
ial apantallado V sx(~k−~k′, ν−ν′)

Utilizamos una representa
ión lo
al para des
ribir las diferentes fun
iones de Green, la

línea que une los puntos αi y α
′
i en el diagrama de la �gura C.1:

Gαi,α′

i
(ν, n1~k) =

fn1
(~k)

ν − En1
(~k)− i0+

+
1− fn1

(~k)

ν − En1
(~k) + i0+

para simpli�
ar la nota
ión no vamos ha in
luir los fa
tores del tipo Cn1
αi
(~k) · Cn1

α′

i
(~k). El

131



132 C. Aproxima
ión dinámi
a del poten
ial apantallado.

diagrama de la �gura C.1 representa la siguiente 
ontribu
ión:

D(ω) = −
∫
dν

2π

∫
dν ′

2π
Gαi,α′

i
(ν)Gβj ,β′

j
(ν − ω)Gδl,δ

′

l
(ν ′)Gγk ,γ

′

k
(ν ′ − ω) ·

·V x
α′β′δ′γ′

[

1

ǫcα′β′δ′γ′(ν − ν ′)

]

(C.1)

donde la fun
ión dielé
tri
a 
ausal [1/ǫcα′β′δ′γ′(ν−ν ′)] = [1/ǫcα′β′δ′γ′(~q′, ν−ν ′)], 
on ~q′ = ~k−~k′
se de�ne de la siguiente forma:

[

1

ǫcα′β′δ′γ′(ν − ν ′)

]

= −
∫ ∞

0

dω′

π

Im[1/ǫc(ω′)]

ω′ − ν + ν ′ + i0+
+

∫ 0

−∞

dω′

π

Im[1/ǫc(ω′)]

ω′ − ν + ν ′ − i0+

Si ǫc(ω′) es independiente de ω′
, que llamaremos ǫC(0), enton
es la e
ua
ión (C.1) se redu
e

a:

D(A1) =
{fn1

(~k)[1 − fn2
(~k − ~q)]− [1− fn1

(~k)]fn2
(~k − ~q)}

ω − En1
(~k − ~q) + En2

(~k) + i0+
·
V x
α′β′δ′γ′

ǫcα′β′δ′γ′(0)
·

·
{fn′

1
(~k′)[1− fn′

2
(~k′ − ~q)]− [1− fn′

1
(~k′)]fn′

2
(~k′ − ~q)}

ω − En′

1
(~k′ − ~q) + En′

2
(~k′)− 0+

que representa solamente uno de los distintos términos que apare
en en la e
ua
ión (3.7) 
on

V sx = V x/ǫC(0).

Para un ǫc(ω) general, dependiente de ω, obtenemos los siguientes resultados:

(a) Para los términos ligados al fa
tor fn1
(~k)[1− fn2

(~k− ~q)]fn′

1
(~k′)[1− fn′

2
(~k′ − ~q)] tenemos

que 1/ǫC(0) puede reemplazarse por:

[1/ǫc(0)] → 1 + Fa = 1 +

∫ ∞

0

dω′

π

Im[1/ǫc(ω′)]

(ω′ − ω −En2
(~k − ~q) + En1

(~k) + i0+)
−

−
∫ 0

−∞

dω′

π

Im[1/ǫc(ω′)]

(ω′ + ω + En′

2
(~k − ~q)− En′

1
(~k)− i0+)

aproximando En2
(~k − ~q) − En1

(~k) ∼= En′

2
(~k − ~q) − En′

1
(~k) ∼= Eg (la energía del GAP

ópti
o)

1 + Fa = 1 +

∫ ∞

0

dω′

π

Im[1/ǫc(ω′)]

(ω′ − ω − Eg + i0+)
−
∫ 0

−∞

dω′

π

Im[1/ǫc(ω′)]

(ω′ + ω + Eg − i0+)
(C.2)

o equivalentemente:

[1/ǫc(0)] → 1 + Fa = 1 +

∫ ∞

0

dω′

π

Im[1/ǫ(ω′)]

(ω′ − ω −Eg + i0+)
+

+

∫ 0

−∞

dω′

π

Im[1/ǫ(ω′)]

(ω′ + ω + Eg + i0+)

donde ǫ(ω) es la fun
ión dielé
tri
a 
onven
ional (Im[ǫ(ω)] = sgn(ω)Im[ǫG(ω)]):
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(b) De la misma forma los términos ligados a [1− fn1
(~k)]fn2

(~k− ~q).[1− fn′

1
(~k′)]fn′

2
(~k′ − ~q),

[1/ǫc(0)] puede reemplazarse por:

[1/ǫc(0)] → 1 + Fb = 1 +

∫ ∞

0

dω′

π

Im[1/ǫ(ω′)]

(ω′ + ω − Eg + i0+)
+

+

∫ 0

−∞

dω′

π

Im[1/ǫ(ω′)]

(ω′ − ω + Eg − i0+)

(
) y (d) los otros dos fa
tores fn1
(~k)[1 − fn2

(~k − ~q)].[1 − fn′

1
(~k′)]fn′

2
(~k′ − ~q) y fn′

1
(~k′)[1 −

fn′

2
(~k′ − ~q)].[1 − fn1

(~k)]fn2
(~k − ~q) pueden ponerse 
omo:

1 + Fc = 1 + Fd = 1 +

∫ ∞

0

dω′

π

Im[1/ǫ(ω′)]

(ω′ − Eg + i0+)
+

∫ 0

−∞

dω′

π

Im[1/ǫ(ω′)]

(ω′ + Eg − i0+)

donde Fa(ω) = Fb(−ω) y Fa(0) = Fb(0) = Fc = Fd por lo que:

Fa
∼= Fb

∼= Fc = Fd =

∫ ∞

0

dω′

π

Im[1/ǫ(ω′)]

(ω′ − Eg + i0+)
+

∫ 0

−∞

dω′

π

Im[1/ǫ(ω′)]

(ω′ + Eg − i0+)

ahora, para in
luir los efe
tos dinámi
os aso
iados a 1/ǫC(ω) en la matriz V sx
, introdu
imos

una fun
ión dielé
tri
a efe
tiva independiente de ω que de�nimos 
omo:

1

ǫeff
= 1 + Fc

utilizando el modelo de Penn para la fun
ión dielé
tri
a ǫPenn(q
′) nos queda:

1

ǫeff(q′)
=

1

ǫ
Penn

(q′)
·



1−
Eg

√

E2
g + ω2

p + β2q′2 + (q′4/4)

E2
g + β2q′2 + (q′4/4)



 ·

·



1− Eg
√

E2
g + ω2

p + β2q′2 + (q′4/4)





−1

(C.3)

esta e
ua
ión demuestra que la fun
ión dielé
tri
a estáti
a puede 
orregirse por la expresión:

F =



1−
Eg

√

E2
g + ω2

p + β2q′2 + (q′4/4)

E2
g + β2q′2 + (q′4/4)







1− Eg
√

E2
g + ω2

p + β2q′2 + (q′4/4)





−1

(C.4)

en lugar de sustituir 1/ǫ(q′) en la e
ua
ión (C.3) para 
al
ular la absor
ión ópti
a, hemos

optado por promediar F en la e
ua
ión (C.4) en el espa
io de las q utilizando la e
ua
ión

(3.7) para el poten
ial apantallado V sx
en el 
aso parti
ular de ~τi = ~τj = ~τk = ~τl = ~R0 = 0

que es 
uando V sx
toma su valor máximo. En este 
aso < F >= 0.87. Por lo tanto los

distintos términos de que apare
en en los diagramas del 
ál
ulo de V sx
y que 
ontribuyen a la
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fun
ión dielé
tri
a debido a los efe
tos dinámi
os se redu
en aproximadamentea un fa
tor de

0.87 sobre la fun
ión dielé
tri
a estáti
a Penn. Introdu
ir este fa
tor en la fun
ión dielé
tri
a

estáti
a Penn es equivalente a 
ambiar el fa
tor 0.5 de la e
ua
ión (3.6) por 0.435, que efe
tos
prá
ti
os, signi�
a que los efe
tos dinámi
os del poten
ial apantallado se pueden in
luir 
on el

mismo poten
ial estáti
o de Penn utilizado en se

ión 3.2 y el siguiente 
ambio en la e
ua
ión:

No · [I − (V − 0.5 · V sx
Penn)N

o]−1 −→ No · [I − (V − 0.435 · V x
Penn)N

o]−1



Apéndi
e D

Fun
ión respuesta χKS
en el espa
io

de momentos.

En este apéndi
e vamos a dedu
ir un expresión para la polarizabilidad χKS
utilizando

teoría de respuesta lineal. Partimos de las expresiones de Pines & Noziere[34℄ y P. Zies
he &

G. Lehmann[87℄ para las perturba
iones produ
idas por un poten
ial externo dependiente del

tiempo vext(~r, t) en el hamiltoniano:

δĤ(t) = eηt
N∑

i=1

δvext(~r, t) (D.1)

donde el fa
tor eηt garantiza una evolu
ión lenta(adiabáti
a) del hamiltoniano no perturbado

en t→ −∞. Si n̂ =
∑
δ(~r−~ri) es el operador densidad, la perturba
ión δĤ(t) de la e
ua
ión

(D.1) se puede es
ribir en el espa
io de fre
uen
ias:

δĤ(t) =

∫

d3~r

∫
dω

2π
e−iω̃t δvext(~r, t) n̂(~r) ω̃ ≡ ω + iη

si Eo
o es la energía y |Ψo

o > es la fun
ión de onda del estado fundamental esta
ionario para

el Hamiltoniano no perturbado Ĥo
(Ĥo|Ψo

j >= Eo
j |Ψo

j >), la solu
ión, no perturbada, de la

e
ua
ión de S
hrödinger dependiente del tiempo es:

|Ψo(t) > = e−iEot |Ψo
o > (D.2)

si ahora 
onsideremos la perturba
ión dependiente del tiempo δĤo(t):

i
∂|Ψ(t) >

∂t
=

(

Ĥo + δĤo(t)
)

|Ψ(t) >

en primer orden de teoría de perturba
iones |Ψ(t) > se puede poner:

|Ψ(t) > = e−iEot |Ψo
o > +

∑

j 6=0

aj(t) e
−iEjt |Ψo

o >

|Ψ(t) > = |Ψo(t) > +
∑

j 6=0

aj(t) e
−iEjt |Ψo

j >

135
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io de momentos.

en otras palabras, la solu
ión dependiente del tiempo |Ψ(t) > es la suma del estado fundamen-

tal no perturbado |Ψo(t) > más una 
ombina
ión lineal de estados ex
itados no perturbados

e−iEjt |Ψo
j >. Los 
oe�
ientes dependientes del tiempo aj(t) se 
al
ulan 
omo:

aj(t) = −i
∫ t

−∞
dt′ e−iωot′ < Ψo

j |δĤ(t′)|Ψo
o >

= −i
∫

d3~r′
∫
dω

2π

∫ t

−∞
dt′ ei(ωoj−ω̃)t′ δvext(~r

′, ω) < Ψo
j |n̂(~r′)|Ψo

o >

= −
∫

d3~r′
∫
dω

2π

ei(ωoj−ω̃)t′

ωoj − ω̃
δvext(~r

′, ω) < Ψo
j |n̂(~r′)|Ψo

o >

donde ωoj = Ej − Eo representa la diferen
ia de energía entre el estado fundamental y el

ex
itado. La varia
ión de densidad debida a la perturba
ión dependiente del tiempo o densidad

indu
ida nind es:

nind = δn(~r, t) = < Ψ(t)|n̂(~r)|Ψ(t) > − < Ψo(t)|n̂(~r)|Ψo(t) >

nind =
∑

j 6=0

[
aj(t) < Ψo

o|n̂(~r)|Ψo
j > e−iωojt + a∗j (t) < Ψo

j |n̂(~r)|Ψo
o > eiωojt

]

nind = −
∫

d3~r′
∫
dω

2π
δvext(~r

′, ω) e−iω̃t
∑

j 6=0
[
< Ψo

j |n̂(~r′)|Ψo
o >< Ψo

o|n̂(~r)|Ψo
j >

ωoj − ω̃
+
< Ψo

o|n̂(~r′)|Ψo
j >< Ψo

j |n̂(~r)|Ψo
o >

ωoj + ω̃

]

despre
iando los términos propor
ionales al 
uadrado de |Ψ(t) > −|Ψo(t) >. La densidad

indu
ida en espa
io de fre
uen
ia se 
onvierte:

nind = −
∫

d3~r′ δv(~r′, ω)
∑

j 6=0
[
< Ψo

j |n̂(~r′)|Ψo
o >< Ψo

o|n̂(~r)|Ψo
j >

ωoj − ω̃
+
< Ψo

o|n̂(~r′)|Ψo
j >< Ψo

j |n̂(~r)|Ψo
o >

ωoj + ω̃

]

La fun
ión de respuesta χ o polarizabilidad redu
ible se de�ne 
omo la varia
ión de la densidad

indu
ida 
on respe
to al 
ambio de la perturba
ión externa, e
ua
ión (1.16):

χ(~r,~r′, ω) =
δn(~r, ω)

δvext(~r′, ω)

= −
∑

j 6=0

[
< Ψo

j |n̂(~r′)|Ψo
o >< Ψo

o|n̂(~r)|Ψo
j >

ωoj − ω̃
+
< Ψo

o|n̂(~r′)|Ψo
j >< Ψo

j |n̂(~r)|Ψo
o >

ωoj + ω̃

]

(D.3)

Para un sistema de ele
trones no intera
tuantes (y el sistema KS puede 
onsiderarse 
omo un

sistema de ele
trones independientes que se mueven en un poten
ial efe
tivo), la fun
ión de
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onda del estado fundamental Ψo
o se puede es
ribir 
omo el determinante de Slater de fun
iones

de onda de una partí
ula ψn 
on la energía mas baja y que son solu
ión de la e
ua
ión de

S
hrodinger de una partí
ula. Para generar la fun
ión de onda de un estado ex
itado del

sistema Ψo
j simplemente 
al
ulamos el determinante de Slater 
ambiando un ele
trón de un

estado o
upado n a un estado deso
upado m. Así la amplitud de probabilidad de que un

ele
trón se ex
ite desde el estado fundamental al ex
itado es:

< Ψo
o|n̂(~r)|Ψo

j >=
∑

k

< Ψo
o|δ(~r − ~rk)|Ψo

j >= ψ∗
n(~r) ψm(~r)

y la diferen
ia de energía entre estado fundamental y el ex
itado, ωoj = Ej − Eo, equivale a

la diferen
ia de energía entre los estados ωoj = ǫm − ǫn. La fun
ión de respuesta de partí
ula

independiente del sistema KS, e
ua
ión (D.3) queda:

χKS(~r,~r′, ω) = −2

occ∑

n

uocc∑

m

[
ψ∗
m(~r′) ψn(~r

′) ψ∗
n(~r) ψm(~r)

ǫm − ǫn − ω̃
+
ψ∗
n(~r

′) ψm(~r′) ψ∗
m(~r) ψn(~r)

ǫm − ǫn + ω̃

]

o bien:

χKS(~r,~r′, ω) = −
∑

n

∑

m

2 fn (1− fm) ·
[
ψ∗
m(~r′) ψn(~r

′) ψ∗
n(~r) ψm(~r)

ǫm − ǫn − ω̃
+
ψ∗
n(~r

′) ψm(~r′) ψ∗
m(~r) ψn(~r)

ǫm − ǫn + ω̃

]

(D.4)

donde fn vale 1 para un estado o
upado y 0 para los estados deso
upados. En el 
aso de sis-

temas 
on simetría de trasla
ión la fun
ión respuesta χ es invariante bajo 
ualquier trasla
ión


on un ve
tor de red dire
ta

~R:

χ(~r,~r′, ω) = χ(~r + ~R,~r′ + ~R, ω)

en el espa
io de los momentos esta e
ua
ión se tradu
e en:

χKS(~q1, ~q2, ω) = χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) ~q ∈ 1 ZB

de a
uerdo 
on el teorema de Blo
h y de la e
ua
ión (D.4), la suma sobre todos los estados en

la e
ua
ión (D.4) puede sustituirse por una suma sobre índi
e en bandas y ve
tores

~k dentro

de la primera zona de Brillouin. Así la fun
ión respuesta KS en el espa
io de momentos vale:

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = − 2

Ω

∑

n,~k

∑

m,~k′

fn(~k)(1− fm(~k′))·




< ψ

m,~k′
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k′
>

ǫm(~k′)− ǫn(~k)− ω̃
+

+
< ψn,~k|ei(~q+

~G)~r|ψm,~k′ >< ψm,~k′ |e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψn,~k >

ǫm(~k′)− ǫn(~k) + ω̃




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donde:

< ψ
m,~k′

|ei(~q+ ~G)~r|ψ
n,~k

> =

∫

d3~r ψ∗
m,~k′

(~r) ei(~q+
~G)~r ψ

n,~k
(~r)

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =

− 2

Ω

∑

n,~k

∑

m,~k′

fn(~k)
< ψ

m,~k′
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k′
>

ǫm(~k′)− ǫn(~k)− ω̃

− 2

Ω

∑

n,~k

∑

m,~k′

fn(~k)
< ψ

n,~k
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

m,~k′
>< ψ

m,~k′
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

n,~k
>

ǫm(~k′)− ǫn(~k) + ω̃

+
2

Ω

∑

n,~k

∑

m,~k′

fn(~k)fm(~k′)
< ψ

m,~k′
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
| − e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k′
>

ǫm(~k′)− ǫn(~k)− ω̃

+
2

Ω

∑

n,~k

∑

m,~k′

fn(~k)fm(~k′)
< ψn,~k|ei(~q+

~G)~r|ψm,~k′ >< ψm,~k′ | − ei(~q+
~G′)~r′ |ψn,~k >

ǫm(~k′)− ǫn(~k) + ω̃
(D.5)

en el segundo y ter
er término de la e
ua
ión (D.5) ha
emos el 
ambio n↔ m y

~k ↔ ~k′

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =

− 2

Ω

∑

n,~k

∑

m,~k′

fn(~k)
< ψ

m,~k′
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k′
>

ǫm(~k′)− ǫn(~k)− ω̃

− 2

Ω

∑

m,~k′

∑

n,~k

fm(~k′)
< ψ

m,~k′
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k′
>

ǫn(~k)− ǫm(~k′) + ω̃

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =
2

Ω

∑

n,~k

∑

m,~k′

(fm(~k′)− fn(~k)) ·

< ψ
m,~k′

|ei(~q+ ~G)~r|ψ
n,~k

>< ψ
n,~k

|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ
m,~k′

>

ǫm(~k′)− ǫn(~k)− ω̃

por 
onserva
ión del momento

~k′ = ~k + ~q. Finalmente la fun
ión respuesta se 
al
ula[88℄:

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =
2

Ω

∑

n,m,~k

(fm(~k + ~q)− fn(~k)) ·

< ψm,~k+~q|ei(~q+
~G)~r|ψn,~k >< ψn,~k|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψm,~k+~q >

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k)− ω̃
(D.6)
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el término fm(~k + ~q) − fn(~k) de la e
ua
ión (D.6) se anula para aquellas transi
iones del

ele
trón de un estado ini
ial y otro �nal que están ambos o
upados o ambos va
íos (prin
ipio

de ex
lusión de Pauli). De esta forma garantizamos que sólo las transi
iones desde un estado

o
upado a otro deso
upado 
ontribuyen a la fun
ión respuesta.

Con el objetivo de simpli�
ar el 
ál
ulo y la programa
ión de la fun
ión respuesta, la

e
ua
ión (D.6) se suele reformular de la siguiente forma; Primero: dividimos la e
ua
ión (D.6)

en dos términos:

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =

2

Ω

occ∑

n

∑

m,~k

fm(~k + ~q) ·
< ψ

m,~k+~q
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k+~q
>

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k)− ω̃

− 2

Ω

uocc∑

m

∑

n,~k

fn(~k) ·
< ψ

m,~k+~q
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k+~q
>

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k)− ω̃
(D.7)

en el primer término, ha
emos los siguientes 
ambios de variable n ↔ m,

~k → −~k − ~q y

~k + ~q → −~k

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =

2

Ω

uocc∑

m

∑

n,−~k

fn(−~k) ·
< ψ

n,−~k
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

m,−~k−~q
>< ψ

m,−~k−~q
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

n,−~k
>

ǫn(−~k)− ǫm(−~k − ~q)− ω̃

− 2

Ω

uocc∑

m

∑

n,~k

fn(~k) ·
< ψ

m,~k+~q
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k+~q
>

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k)− ω̃

tanto la energía ǫi(~k), la fun
ión de o
upa
ión fi(~k) 
omo la fun
ión de onda de partí
ula

independiente ψ
m,~k

son fun
iones pares en

~k, por tanto:

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =

2

Ω

uocc∑

m

∑

n,~k

fn(~k) ·
< ψ

n,~k
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

m,~k+~q
>< ψ

m,~k+~q
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

n,~k
>

ǫn(~k)− ǫm(~k + ~q)− ω̃

− 2

Ω

uocc∑

m

∑

n,~k

fn(~k) ·
< ψ

m,~k+~q
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k+~q
>

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k)− ω̃



140 D. Fun
ión respuesta χKS
en el espa
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χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =

− 2

Ω

uocc∑

m

∑

n,~k

fn(~k) ·
< ψ

n,~k
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

m,~k+~q
>< ψ

m,~k+~q
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

n,~k
>

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k) + ω̃

− 2

Ω

uocc∑

m

∑

n,~k

fn(~k) ·
< ψ

m,~k+~q
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k+~q
>

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k)− ω̃

agrupando términos:

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =

− 2

Ω

uocc∑

m

∑

n,~k

fm(~k) < ψ
m,~k+~q

|ei(~q+ ~G)~r|ψ
n,~k

>< ψ
n,~k

|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ
m,~k+~q

> ·

[

1

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k)− ω̃
+

1

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k) + ω̃

]

y por último:

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =

2

Ω

uocc∑

m

occ∑

n

1ZB∑

~k

< ψ
m,~k+~q

|ei(~q+ ~G)~r|ψ
n,~k

>< ψ
n,~k

|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ
m,~k+~q

> ·




1

ω̃ −
[

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k)
] − 1

ω̃ +
[

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k)
]




(D.8)

La polarizabiliad de la e
ua
ión (D.8) en la aproxima
ión RPA y expresada en una base

lo
al es equivalente a la matriz No
de la e
ua
ión (1.59). En los apartados 3.1, 3.2 y 5

utilizaremos la expresión (1.59) junto 
on la base Blo
h de orbitales Fireball de la se

ión 2,

para 
al
ular la polarizabilidad en la aproxima
ión RPA.



Apéndi
e E

El fa
tor dinámi
o de estru
tura y la

fun
ión dielé
tri
a.

En este apéndi
e obtenemos las e
ua
iones que nos permiten rela
ionar la fun
ión de

pérdidas 
on el fa
tor dinámi
o de estru
tura.

De a
uerdo 
on Pines y Nozières[34℄, el fa
tor dinámi
o de estru
tura F se de�ne 
omo:

FPines(~q, ω) =
∑

n

| < n|ρ+~q |0 > |2δ(ω − ωn0) (E.1a)

=
∑

Em(~k)<EF

El(~k+~q)>EF

2
∑

~k

| < ψ
m~k

| exp[−i~q · ~r]|ψ
l~k+~q

> |2 δ(ω − ωlm(~k, ~q)) (E.1b)

siendo siendo |0 > y |n > estados many body fundamental y ex
itado respe
tivamente:

ωn0 =
En − E0

~

y |ψ
l~k+~q

> los estados de una partí
ula:

ωlm(~k, ~q) =
El(~k + ~q)− Em(~k)

~

y el fa
tor 2 adi
ional se debe al spin del ele
trón. Por otro lado, sabemos que se 
umple la

siguiente regla de la suma[34℄:

∑

n

2 | < n|ρ+~q |0 > |2ωn0 =
N ~ q2

m
⇒

∑

Em(~k)<EF

El(~k+~q)>EF

2
∑

~k

2| < ψ
m~k

| exp[−i~q · ~r]|ψ
l~k+~q

> |2ωlm(~k, ~q) =
N ~ q2

m
(E.2)
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tor dinámi
o de estru
tura y la fun
ión dielé
tri
a.

siendo N el número de partí
ulas (ele
trones en nuestro 
aso) en el volumen V del material.

De (E.1a) y (E.2) se dedu
e esta otra expresión para la regla de la suma:

∫ ∞

0
ω · FPines(~q, ω) dω =

N ~ q2

2 m
(E.3)

Vayamos al artí
ulo [39℄, de la expresión (5) del mismo:

∫ ∞

0
ω · FWeiss(~q, ω) dω =

~q2

2m

Luego:

FWeiss(~q, ω) =
FPines(~q, ω)

N
(E.4)

Si 
onsideramos la respuesta dielé
tri
a y la fun
ión de pérdidas, re
ordemos que tenemos

otras expresiones de la regla de la suma:

∫ ∞

0
ω Im[ǫ(~q, ω)] dω =

π

2
(ωp(~q))

2
(E.5a)

∫ ∞

0
ω Im[ǫ−1(~q, ω)] dω = −π

2
(ωp(~q))

2
(E.5b)

y para dedu
ir la rela
ión entre la respuesta dielé
tri
a y el fa
tor dinámi
o de estru
tura


onsideremos (E.5b) y (E.3):

Sistema de unidades S.I.:

∫ ∞

0
ω Im[ǫ−1(~q, ω)] dω = −π

2
(ωp(~q))

2 = −π
2

n e2

ǫ0 m
= −π

2

N e2

Ω ǫ0 m
⇒ (E.6)

∫ ∞

0
ω Im[ǫ−1(~q, ω)] dω = −π

2

e2

Ω ǫ0 m

2 m

~ q2

∫ ∞

0
ω · FPines(~q, ω) dω (E.7)

Por tanto, se dedu
e que:

FPines(~q, ω) = −~ q2

π e2
Im[ǫ−1

r (~q, ω)] Ω (E.8)

siendo ǫ−1
r (~q, ω) la fun
ión de pérdidas relativa. Si tenemos en 
uenta (E.4), dedu
imos:

FWeiss(~q, ω) = − ~q2

π e2 n
Im[ǫ−1

r (~q, ω)] (E.9)

Sistema 
.g.s y similares:

∫ ∞

0
ω · Im[ǫ−1(~q, ω)] dω = −π

2
(ωp(~q))

2 = −π
2

4π n e2

m

= −π
2

N 4π e2

Ω m
(E.10)

⇒
∫ ∞

0
ω Im[ǫ−1(~q, ω)] dω = −π

2

4π e2

Ω m

2 m

~ q2

∫ ∞

0
ω · FPines(~q, ω) dω
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Por tanto, se dedu
e que:

FPines(~q, ω) = − ~ q2

4π2 e2
Im[ǫ−1(~q, ω)] Ω (E.11)

si tenemos en 
uenta (E.4), dedu
imos:

FWeiss(~q, ω) = − ~ q2

4π2 e2 n
Im[ǫ−1

r (~q, ω)] (E.12)





Apéndi
e F

Demostra
ión de la regla de la Suma.

Para demostrar esta regla de la suma vamos ha utilizar un planteamiento más general de

mu
hos 
uerpos basado en el libro de Pines[34℄. El operador hermíti
o densidad de �u
tua
ión

de 
orriente Ĵ de un sistema de N partí
ulas se de�ne 
omo (~ = 1):

Ĵ(~r) =
1

2

∑

i

[
p̂i
m
δ(~r − ~ri) + δ(~r − ~ri)

p̂i
m

]

donde ~ri es el ve
tor posi
ión y p̂i el operador momento de la partí
ula i-esima. En el espa
io

de momentos ~q este operador se de�ne 
omo (transformada de Fourier):

Ĵ(~q) =
1

2

∑

i

[
p̂i
m
ei ~q ~ri + e−i ~q ~ri

p̂i
m

]

y en general, para el mismo sistema el operador densidad de 
arga ρ̂ se de�ne 
omo:

ρ̂(~r) =
∑

i

δ(~r − ~ri) =
∑

~q

ρ̂(~q) ei ~q ~r

ρ̂(~q) =

∫

d3~r ρ̂(~r) e−i ~q ~r =
∑

i

e−i ~q ~ri

si H representa el Hamiltoniano de mu
hos 
uerpos 
on intera

ión:

H =
∑

i

{
~p2i
2m

+ U(~ri)

}

+
1

2

∑

i 6=j

V (~rj − ~ri)

teniendo en 
uenta que ρ(~q) 
onmuta 
on U(~ri) y 
on V (~rj − ~ri), a efe
tos de 
onmuta
ión

solo queda:

[

ρ̂(~q), Ĥ
]

=

[

ρ̂(~q),
∑

i

p̂2i
2m

]

=
1

2m

∑

i

{

~q · p̂i e−i~q~r + e+i~q~r ~q · p̂i
}

= ~q · Ĵ(~q)
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esta última e
ua
ión, es en esen
ia la e
ua
ión de 
onserva
ión de 
arga:

∂ρ̂(~r, t)

∂t
+ ~∇ · Ĵ(~r, t) = 0

en el espa
io de momentos:

∂ρ̂(~q, t)

∂t
+ ~q · Ĵ(~q, t) = 0

∂ρ̂(~q, t)

∂t
= −i [ρ̂(~q),H] = −i~q · Ĵ(~q, t)

Cal
ulemos ahora el siguiente valor:

(En − Eo) < n|ρ̂(~q)|0 > = En < n|ρ̂(~q)|0 > −Eo < n|ρ̂(~q)|0 >
= E < n|Ĥρ̂(~q)|0 > − < n|ρ̂(~q)Ĥ |0 >
= < n|Ĥρ̂(~q)− ρ̂(~q)Ĥ |0 >
= − < n|

[

ρ̂(~q), Ĥ
]

|0 >

= − < n|~q · Ĵ(~q)|0 >

además:

[[

ρ̂(~q), Ĥ
]

, ρ̂+(~q)
]

=
[

~q · Ĵ(~q), ρ̂+(~q)
]

=
∑

i

1

2m
~q · 2 ~q =

∑

i

1

m
q2 =

N

m
q2

luego:

< 0|
[[

ρ̂(~q), Ĥ
]

, ρ̂+(~q)
]

|0 >=
∑

n

{
ωno| < n|ρ̂+(~q)|0 > |2 + ωno| < n|ρ̂(~q)|0 > |2

}


on ωno = En−Eo. Como ρ̂
+(~q) = ρ̂(−~q) y las fun
iones φn(~q) y φ∗n(~q) tiene la misma energía:

∑

n

ωno| < n|ρ̂+(~q)|0 > |2 =
∑

n

ωno| < n|ρ̂(~q)|0 > |2

< 0|
[[

ρ̂(~q), Ĥ
]

, ρ̂+(~q)
]

|0 >=
∑

n

2 ωno| < n|ρ̂+(~q)|0 > |2 = N q2

m

y por tanto:

∑

n

(En −Eo) | < n|ρ̂+(~q)|0 > |2 = N q2

2m
(F.1)

Para un semi
ondu
tor, en la aproxima
ión de una partí
ula, el estado fundamental |0 >

orresponde a los estados de la banda de valen
ia |v,~k > y los estados ex
itados |n > son los

de la banda de 
ondu

ión |c,~k + ~q >, si Ev(~k) y Ec(~k + ~q) son las energías de estos estados,

la e
ua
ión (F.1) se redu
e a:

∑

v,c,~k

[

Ec(~k + ~q)− Ev(~k)
]

| < c,~k + ~q|ρ̂+(~q)|v,~k > |2 = N

V

q2

2m
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y 
omo ρ̂(~q) =
∑

i e
−i ~q ~ri

llegamos al resultado:

∑

v,c,~k

[

Ec(~k + ~q)− Ev(~k)
]

| < c,~k + ~q| e+i~q~r |v,~k > |2 = N

V

q2

2m





Apéndi
e G

Cál
ulo de las integrales de repulsión

(Obara Y Saika).

G.1. Introdu

ión

En este apéndi
e damos las expresiones que hemos utilizado para el 
ál
ulo de los elementos

de matriz de matriz ele
trostáti
a V , de inter
ambio V x
y de la matriz de solape S en los

apartados A.3, A.4 y 2.2 respe
tivamente. La integrales de de repulsión Culombiana apare
en

en mu
hos 
ampos de interés 
ientí�
o y son términos de matriz de un operador de dos 
uerpos

de la forma:

< ϕaϕc|v(~r1, ~r2)|ϕdϕb > =

∫

ϕ∗
a(~r1 − ~A)ϕ∗

c(~r2 − ~C)v(~r1, ~r2)×

×ϕd(~r2 − ~D)ϕb(~r1 − ~B)d3~r1d
3~r2

= (ab|cd) (G.1)

donde ϕi(~r− ~I) es un orbital lo
alizado en la posi
ión

~I que de�ne el estado de una partí
ula.
El índi
e i es el 
onjunto 
ompleto de observables ne
esarios para espe
i�
ar 
ompletamente el
estado del sistema. En parti
ular si v(~r1, ~r2) = e2/|~r1−~r2| y ϕi(~r1−~I) es un estado ele
tróni
o
lo
alizado en en la posi
ión

~I, la expresión (G.1) nos da el elemento de matriz de 
uatro 
entros
de la intera

ión Coulombiana entre dos ele
trones. El 
ál
ulo de di
ho elemento de matriz

es, en general, difí
il. Sin embargo, si desarrollamos 
ada fun
ión ϕi(~r1 − ~I) en una base de

fun
iones bien elegida podemos 
onseguir métodos re
ursivos que nos resuelvan la integral.

Existen varios de estos métodos pero nos 
entraremos en el esquema de Obara y Saika[42℄ que

utiliza un desarrollo en gaussianas del orbital ϕi.
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G.2. Base de fun
iones gaussianas 
artesianas.

En el método Obara y Saika el estado ϕi(~r1 − ~R) se expresa en una base de fun
iones

gaussianas 
artesianas lo
alizadas:

ϕ(~r, ζ,n, ~R) = (x−Rx)
nx(y −Ry)

ny(z −Rz)
nz × exp[−ζ(~r − ~R)2] (G.2)


on la 
onstante de normaliza
ión:

R(ζ,n) =

(
2ζ

π

)3/4

(4ζ)(nx+ny+nz)/2 ×

×[(2nx − 1)!!(2ny − 1)!!(2nz − 1)!!]−1/2

en donde ~r = (x, y, z) representa la 
oordenada ele
tróni
a, ζ es el exponente del orbital,

~R = (Rx, Ry, Rz) la posi
ión lo
alizada del orbital, y n = (nx, ny, nz) es un ve
tor de números
enteros. Obsérvese que esta base nos permite obtener orbitales atómi
os 
artesianos. Así, por

ejemplo, un orbital s lo
alizado en posi
ión

~R será de la forma:

ϕs(~r − ~R) ≡ ϕ(~r, ζ,0, ~R)

un orbital px lo
alizado en posi
ión

~R:

ϕpx(~r − ~R) ≡ ϕ(~r, ζ, (1, 0, 0), ~R) = ϕ(~r, ζ,1x, ~R)

Un orbital dx2−y2 lo
alizado en posi
ión

~R viene dado por:

ϕd
x2−y2

(~r − ~R) ≡ ϕ(~r, ζ, (2, 0, 0), ~R)− ϕ(~r, ζ, (0, 2, 0), ~R) = ϕ(~r, ζ,2x, ~R)− ϕ(~r, ζ,2y, ~R)

Dedu
imos inmediatamente que esta base de fun
iones gaussianas 
artesianas presenta dife-

ren
ias 
on lo que 
ono
emos normalmente 
omo orbitales atómi
os 
artesianos. Hay diferen
ia

en las fun
iones y en el número de las mismas, además si λ = nx+ny +nz para 
ada fun
ión
gaussiana 
artesiana; se observa que está estre
hamente rela
ionado 
on el número 
uánti-


o 
orrespondiente al momento total angular. De aquí en adelante λ y n se denominarán el

momento angular y el índi
e del momento angular. Las fun
iones 
on λ igual a 0, 1, 2, ... se
llamarán s, p, d, ... respe
tivamente. Un 
onjunto de (λ+1)(λ+2)/2 fun
iones en

~R aso
iadas


on los mismos momento λ y exponente ζ 
onstituyen una 
apa y las fun
iones en la 
apa,

linealmente independientes, son las 
omponentes de la 
apa. Observemos las similitudes y

diferen
ias 
on orbitales atómi
os 
artesianos:

Para λ = 0, 
apa s, hay una fun
ión gaussiana 
artesiana en di
ha 
apa, que podemos

identi�
arla 
on el orbital atómi
o 
artesiano s.

Para λ = 1, 
apa p, hay 3 fun
iones gaussianas 
artesianas en di
ha 
apa, que podemos

identi�
arla 
on los orbitales atómi
os 
artesianos pi, i = x, y, z
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Para λ = 2, 
apa d, hay 6 fun
iones gaussianas 
artesianas en di
ha 
apa. A partir de

aquí empiezan a surgir las diferen
ias: Hay seis fun
iones gaussianas 
artesianas

dx2 , dxy, dxz, dy2 , dyz , dz2

y 
in
o orbitales atómi
os 
artesianos:

datxy, d
at
yz , d

at
3z2−r2 , d

at
xz , d

at
x2−y2

rela
ionados 
on los orbitales atómi
os ϕn2m, m = −2,−1, 0, 1, 2. Estos orbitales ató-
mi
os 
artesianos se pueden expresar 
omo 
ombina
ión lineal de fun
iones 
artesianas

gaussianas de la misma 
apa, dat3z2−r2 = 2dz2 −dx2 −dy2 . Obsérvese que las 
omponentes
de la 
apa d tiene los índi
es de momento angular dij = 1i + 1j , i, j = x, y, z

Es sen
illo 
omprobar la siguiente ley de re
urren
ia, muy útil en los siguientes puntos:

∂

∂Ri
ϕ(~r, ζ,n, ~R) = 2ζϕ(~r, ζ,n+ 1i, ~R)

−Ni(n)ϕ(~r, ζ,n− 1i, ~R) (i = x, y, z) (G.3)

en donde Ni(n) = ni, es de
ir, extrae el índi
e ni de la 
omponente i del momento angular

n = (nx, ny, nz). Por ejemplo Ni(1j) = δij de Krone
ker. De la misma forma se demuestra la

siguiente rela
ión trivial

Ni(n+m) = Ni(n) +Ni(m)

G.3. Ley de re
urren
ia para integrales de tres 
entros

De�nimos términos de tres 
entros 
on fun
iones gaussianas 
artesianas no normalizadas


omo:

(a|
|b) =
∫

ϕ(~r, ζa,a, ~A)ϕ(~r, ζc, 
, ~C)ϕ(~r, ζb,b, ~B)d3~r

Es posible obtener una expresión para di
ho término y una ley de re
urren
ia, basándonos en

la e
ua
ión (G.3):

(a+ 1i|
|b) = (Gi −Ai)(a|
|b) +

+
1

2(ζ + ζc)
Ni(a)(a − 1i|
|b) +

+
1

2(ζ + ζc)
Ni(b)(a|
|b− 1i) +

+
1

2(ζ + ζc)
Ni(
)(a|
− 1i|b) (G.4)
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en donde:

ξ =
ζaζb
ζa + ζb

(G.5a)

ζ = ζa + ζb (G.5b)

~P =
ζa ~A+ ζb ~B

ζa + ζb
(G.5
)

~G =
ζ ~P + ζc ~C

ζ + ζc
=
ζa ~A+ ζa ~B + ζc ~C

ζa + ζb + ζc
(G.5d)

que también se utilizarán más adelante. La ley de re
urren
ia para (a|
+1i|b) o para (a|
|b+
1i) sigue la pauta de la expresión (G.4) ex
epto que el 
oe�
iente (Gi − Ai) del primer

término debe sustituirse por (Gi − Ci) ó (Gi − Bi) respe
tivamente. El término de matriz


orrespondiente a fun
iones s viene dado por:

(0 ~A|0~c|0 ~B) =

(
ζ

ζ + ζc

)3/2

(0 ~A|0 ~B) exp

[

− ζζc
ζ + ζc

(~P − ~C)2
]

=

(
π

ζa + ζb + ζc

)3/2

κabc (G.6)

κabc = exp

[

(ζa + ζb + ζc)

(

~G2 − ζa ~A
2 + ζb ~B

2 + ζc ~C
2

ζa + ζb + ζc

)]

(G.7)

en donde (0 ~A|0 ~B) es el solapamiento entre ambas fun
iones 
entradas en

~A y

~B respe
tiva-

mente:

(0 ~A|0 ~B) =

(
π

ζ

)3/2

exp
[

−ξ( ~A− ~B)2
]

(G.8)

G.4. Ley de re
urren
ia para la intera
ión Coulombiana a 
ua-

tro 
entros

El elemento de matriz a 
uatro 
entros de la intera

ión 
oulombiana 
on fun
iones 
arte-

sianas gaussianas, 
on denomina
ión (de origen) de ahora en adelante 
omo ERI's (ele
tron

repulsion integrals), es, de a
uerdo 
on (G.1):

(ab|
d) =

∫ [

ϕ(~r1, ζa,a, ~A)ϕ(~r1, ζb,b, ~B)
]

×

× 1

|~r1 − ~r2|
[

ϕ(~r2, ζc, 
, ~C)ϕ(~r2, ζd,d, ~D)
]

d3~r1d
3~r2


omo resulta que:

1

|~r1 − ~r2|
=

(
4

π

)1/2 ∫ ∞

0
exp[−u2(~r1 − ~r2)

2]du
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obtenemos:

(ab|
d) =

(
4

π

)1/2 ∫ ∞

0
(ab|u|
d)du (G.9)

(ab|u|
d) =

∫

ϕ(~r2, ζc, 
, ~C)ϕ(~r2, ζd,d, ~D)(a|0r2 |b)d3~r2 (G.10)

(a|0r2 |b) =

∫

ϕ(~r1, ζa,a, ~A)ϕ(~r1, ζb,b, ~B) exp[−u2(~r1 − ~r2)
2]d3~r1 (G.11)

Como exp[−u2(~r1−~r2)2] 
orresponde a una fun
ión 
artesiana gaussiana de tipo s, 
on expo-

nente u2 
entrada en ~r2, (a|0r2 |b), e
ua
ión (G.11), es un término de matriz de tres 
entros

al 
ual se le puede apli
ar las expresiones de la se

ión G.3. Siguiendo el esquema de Obara

y Saika[42℄, se obtiene la siguiente rela
ión de re
urren
ia:

[(a+1i)b|
d]m = (Pi −Ai)(ab|
d)m + (Wi − Pi)(ab|
d)m+1 +

+
1

2ζ
Ni(a)

{

[(a-1i)b|
d]m − ρ

ζ
[(a-1i)b|
d]m+1

}

+

+
1

2ζ
Ni(b)

{

[a(b-1i)|
d]m − ρ

ζ
[a(b-1i)|
d]m+1

}

+

+
1

2(ζ + η)
Ni(
)[ab|(
-1i)d]m+1 +

+
1

2(ζ + η)
Ni(d)[ab|
(d-1i)]m+1

(G.12)

siendo:

(ab|
d)m =

(
4

π

)1/2 ∫ ∞

0

(
u2

ρ+ u2

)m

(ab|u|
d)du (G.13)

Obsérvese que el término (ab|
d)(0) es el auténti
o termino de matriz (ab|
d) que estamos
bus
ando. Para desarrollar la rela
ión de re
urren
ia (G.12) se ne
esita un término de partida:

(0a0b|0c0d)m = 2
( ρ

π

)1/2
(0a|0b)(0c|0d)Fm(T )

=
1√
ζ + η

K(ζa, ζb, ~A, ~B)K(ζc, ζd, ~C, ~D)Fm(T )

Fm(T ) =

∫ 1

0
x2m exp[−Tx2]dx

T = ρ(~P − ~Q)2
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en donde (0i|0j) es el término de solapamiento entre las fun
iones 
artesianas gaussianas s

ϕ(~ri, ζi,0, ~I) y ϕ(~rj , ζj,0, ~J) dados por (G.8) y se han introdu
ido las siguientes expresiones:

ζ = ζa + ζb η = ζc + ζd (G.14a)

ρ =
ζη

ζ + η
(G.14b)

~P =
ζa ~A+ ζb ~B

ζa + ζb
~W =

ζ ~P + η ~Q

ζ + η
(G.14
)

~Q =
1

η

(

ζc ~C + ζd ~D
)

(G.14d)

K(ζ1, ζ2, ~R1, ~R2) = 21/2
π5/4

ζ1 + ζ2
exp

[

− ζ1ζ2
ζ1 + ζ2

(~R1 − ~R2)
2

]

(G.14e)

G.5. Intera

ión de 
uatro 
entros 
on gaussianas 
artesianas

s, p y d

Términos distintos y 
onsidera
iones de simetría.

Volvamos al prin
ipio y a los términos de matriz de repulsión ele
trostáti
a de 
uatro


entros para un operador de dos 
entros. Di
ho término 
orresponde al diagrama de la �gura

G.1:

Figura G.1: Diagrama del término de matriz de una intera

ión de dos 
uerpos

Retomemos la e
ua
ión (G.1):

< ϕaϕc|
e2

|~r1, ~r2|
|ϕdϕb > =

∫

ϕ∗
a(~r1 − ~A)ϕ∗

c(~r2 − ~C)
e2

|~r1, ~r2|
×

×ϕd(~r2 − ~D)ϕb(~r1 − ~B)d3~r1d
3~r2

= (ab|cd)
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que de a
uerdo 
on la reordena
ión (ab|cd) podemos poner 
omo:

(ab|cd) =

∫

ϕ∗
a(~r1 − ~A)ϕb(~r1 − ~B)

e2

|~r1, ~r2|
×

×ϕ∗
c(~r2 − ~C)ϕd(~r2 − ~D)d3~r1d

3~r2

=

∫

ρab(~r1)
e2

|~r1, ~r2|
ρcd(~r2)d

3~r1d
3~r2

es de
ir, la intera

ión de una densidad de 
arga �
ombinada� ρab(~r) = ϕ∗
a(~r − ~A)ϕb(~r − ~B)


on otra ρcd(~r) = ϕ∗
c(~r − ~C)ϕd(~r − ~D). Si elegimos fun
iones 
artesianas gaussianas (G.2)

ϕa(~r − ~A) ≡ ϕ(~r, ζ,n, ~R) = (x−Rx)
nx(y −Ry)

ny(z −Rz)
nz · exp[−ζ(~r − ~R)2]

se 
umplirá que:

(ab|cd) = (ab|dc) = (ba|cd) = (ba|dc) =
(cd|ab) = (cd|ba) = (dc|ab) = (dc|ba)

pues di
has fun
iones son reales. Ello signi�
a que el número de términos de matriz que hay

que 
al
ular explí
itamente se redu
e por 8 una vez �jados las fun
iones a, b, c, d.

Expresiones de términos de orden m para fun
iones s, p, d.

Repitamos la rela
ión de re
urren
ia e
. (G.12):

[(a+1i)b|
d]m = (Pi −Ai)(ab|
d)m + (Wi − Pi)(ab|
d)m+1 +

+
1

2ζ
Ni(a)

{

[(a-1i)b|
d]m − ρ

ζ
[(a-1i)b|
d]m+1

}

+

+
1

2ζ
Ni(b)

{

[a(b-1i)|
d]m − ρ

ζ
[a(b-1i)|
d]m+1

}

+

+
1

2(ζ + η)
Ni(
)[ab|(
-1i)d]m+1 +

+
1

2(ζ + η)
Ni(d)[ab|
(d-1i)]m+1

Si 
on
retamos las fun
iones 
artesianas gaussianas a los 
asos λ = 0, 1, 2 ⇒ s, pi, dij , i, j =
1, 2, 3, deberemos expli
itar la ley de re
urren
ia para (se ordena in
rementando el momento

angular):

1. (ss|ss) = (0a0b|0c0d)

(ss|ss)m =
1√
ζ + η

K(ζa, ζb, ~A, ~B)K(ζc, ζd, ~C, ~D)Fm(T ) (G.15)
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2. (pis|ss) = [(s + 1i)s|ss]

(pis|ss)m = [(s+ 1i)s|ss]m =

= (Pi −Ai)(ss|ss)m + (Wi − Pi)(ss|ss)m+1
(G.16)

3. (pis|pks) = [pis|(s+ 1k)s]

(pis|pks)m = [pis|(s+ 1k)s]
m =

= (Qk − Ck)(pis|ss)m + (Wk −Qk)(pis|ss)m+1 +

+
δik

2(ζ + η)
(ss|ss)m+1

(G.17)

4. (pipj|ss) = [pi(s+ 1j)|ss]

(pipj |ss)m = [pi(s+ 1j)|ss]m =

= (Pj −Bj)(pis|ss)m + (Wj − Pj)(pis|ss)m+1 +

+
δij
2ζ

[

(ss|ss)m − ρ

ζ
(ss|ss)m+1

]

(G.18)

5. (pipj|pks) = [pipj|(s + 1k)s]

(pipj|pks)m = [pipj |(s+ 1k)s]
m =

= (Qk − Ck)(pipj|ss)m + (Wk −Qk)(pipj |ss)m+1 +

δik
2(ζ + η)

(spj |ss)m+1 +
δjk

2(ζ + η)
(pis|ss)m+1

(G.19)

6. (pipj|pkpl) = [pipj|pk(s+ 1l)]

(pipj|pkpl)m = [pipj |pk(s+ 1l)]
m =

= (Ql −Dl)(pipj |pks)m + (Wl −Ql)(pipj|pks)m+1 +

+
δkl
2η

[

(pipj|ss)m − ρ

η
(pipj|ss)m+1

]

+
δil

2(ζ + η)
(spj|pks)m+1 +

δjl
2(ζ + η)

(pis|pks)m+1
(G.20)

7. (dijs|ss) = [(pi + 1j)s|ss]

(dijs|ss)m = [(pi + 1j)s|ss]m =

= (Pj −Aj)(pis|ss)m + (Wj − Pj)(pis|ss)m+1 +

+
δij
2ζ

[

(ss|ss)m − ρ

ζ
(ss|ss)m+1

]

(G.21)
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8. (dijpk|ss) = [dij(s+ 1k)|ss]

(dijpk|ss)m = [dij(s+ 1k)|ss]m =

= (Pk −Bk)(dijs|ss)m + (Wk − Pk)(dijs|ss)m+1 +

+
δki
2ζ

[

(pjs|ss)m − ρ

ζ
(pjs|ss)m+1

]

+

+
δkj
2ζ

[

(pis|ss)m − ρ

ζ
(pis|ss)m+1

]

(G.22)

9. (dijdkl|ss) = [dij(pk + 1l)|ss]

(dijdkl|ss)m = [dij(pk + 1l)|ss]m =

= (Pl −Bl)(dijpk|ss)m + (Wl − Pl)(dijpk|ss)m+1 +

+
δkl
2ζ

[

(dijs|ss)m − ρ

ζ
(dijs|ss)m+1

]

+

+
δil
2ζ

[

(pjpk|ss)m − ρ

ζ
(pjpk|ss)m+1

]

+

+
δjl
2ζ

[

(pipk|ss)m − ρ

ζ
(pipk|ss)m+1

]

(G.23)

10. (dijs|pks) = [dijs|(s+ 1k)s]

(dijs|pks)m = [dijs|(s+ 1k)s]
m =

= (Qk − Ck)(dijs|ss)m + (Wk −Qk)(dijs|ss)m+1 +

+
δki

2(ζ + η)
(pjs|ss)m+1 +

δkj
2(ζ + η)

(pis|ss)m+1
(G.24)

11. (dijs|pkpl) = [dijs|pk(s+ 1l)]

(dijs|pkpl)m = [dijs|pk(s+ 1l)]
m =

= (Ql −Dl)(dijs|pks)m + (Wl −Ql)(dijs|pks)m+1 +

+
δlk
2η

[

(dijs|ss)m − ρ

η
(dijs|ss)m+1

]

+

+
δli

2(ζ + η)
(pjs|pks)m+1 +

δlj
2(ζ + η)

(pis|pks)m+1
(G.25)

12. (dijs|dkls) = [dijs|(pk + 1l)s]

(dijs|dkls)m = [dijs|(pk + 1l)s]
m =

= (Ql − Cl)(dijs|pks)m + (Wl −Ql)(dijs|pks)m+1 +

+
δlk
2η

[

(dijs|ss)m − ρ

η
(dijs|ss)m+1

]

+

+
δli

2(ζ + η)
(pjs|pks)m+1 +

δlj
2(ζ + η)

(pis|pks)m+1
(G.26)
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13. (dijpk|pls) = [dijpk|(s+ 1l)s]

(dijpk|pls)m = [dijpk|(s+ 1l)s]
m =

= (Ql − Cl)(dijpk|ss)m + (Wl −Ql)(dijpk|ss)m+1 +

+
δli

2(ζ + η)
(pjpk|ss)m+1 +

δlj
2(ζ + η)

(pipk|ss)m+1 +

+
δlk

2(ζ + η)
(dijs|ss)m+1

(G.27)

14. (dijpk|plpm) = [dijpk|pl(s + 1m)]

(dijpk|plpm)m = [dijpk|pl(s+ 1m)]m =

= (Qm −Dm)(dijpk|pls)m + (Wm −Qm)(dijpk|pls)m+1 +

+
δlm
2η

[

(dijpk|ss)m − ρ

η
(dijpk|ss)m+1

]

+

+
δmi

2(ζ + η)
(pjpk|pls)m+1 +

δmj

2(ζ + η)
(pipk|pls)m+1 +

+
δmk

2(ζ + η)
(dijs|pls)m+1

(G.28)

15. (dijpk|dlms) = [dijpk|(pl + 1m)s]

(dijpk|dlms)m = [dijpk|(pl + 1m)s]m =

= (Qm − Cm)(dijpk|pls)m + (Wm −Qm)(dijpk|pls)m+1 +

+
δlm
2η

[

(dijpk|ss)m − ρ

η
(dijpk|ss)m+1

]

+

+
δmi

2(ζ + η)
(pjpk|pls)m+1 +

δmj

2(ζ + η)
(pipk|pls)m+1 +

+
δmk

2(ζ + η)
(dijs|pls)m+1

(G.29)

16. (dijpk|dlmpn) = [dijpk|dlm(s+ 1n)]

(dijpk|dlmpn)m = [dijpk|dlm(s+ 1n)]
m =

= (Qn −Dn)(dijpk|dlms)m + (Wn −Qn)(dijpk|dlms)m+1 +

+
δln
2η

[

(dijpk|pms)m − ρ

η
(dijpk|pms)m+1

]

+

+
δmn

2η

[

(dijpk|pls)m − ρ

η
(dijpk|pls)m+1

]

+

+
δni

2(ζ + η)
(pjpk|dlms)m+1 +

δnj
2(ζ + η)

(pipk|dlms)m+1 +

+
δnk

2(ζ + η)
(dijs|dlms)m+1

(G.30)
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17. (dijdkl|pms) = [dijdkl|(s + 1m)s]

(dijdkl|pms)m = [dijdkl|(s + 1m)s]m =

= (Qm −Cm)(dijdkl|ss)m + (Wm −Qm)(dijdkl|ss)m+1 +

+
δim

2(ζ + η)
(pjdkl|ss)m+1 +

δjm
2(ζ + η)

(pidkl|ss)m+1 +

+
δkm

2(ζ + η)
(dijpl|ss)m+1 +

δlm
2(ζ + η)

(dijpk|ss)m+1
(G.31)

18. (dijdkl|pmpn) = [dijdkl|pm(s+ 1n)]

(dijdkl|pmpn)m = [dijdkl|pm(s + 1n)]
m =

= (Qn −Dn)(dijdkl|pms)m + (Wn −Qn)(dijdkl|pms)m+1 +

+
δmn

2η

[

(dijdkl|ss)m − ρ

η
(dijdkl|ss)m+1

]

+

+
δin

2(ζ + η)
(pjdkl|pms)m+1 +

δjn
2(ζ + η)

(pidkl|pms)m+1 +

+
δkn

2(ζ + η)
(dijpl|pms)m+1 +

δln
2(ζ + η)

(dijpk|pms)m+1
(G.32)

19. (dijdkl|dmns) = [dijdkl|(pm + 1n)s]

(dijdkl|dmns)
m = [dijdkl|(pm + 1n)s]

m =

= (Qn − Cn)(dijdkl|pms)m + (Wn −Qn)(dijdkl|pms)m+1 +

+
δmn

2η

[

(dijdkl|ss)m − ρ

η
(dijdkl|ss)m+1

]

+

+
δin

2(ζ + η)
(pjdkl|pms)m+1 +

δjn
2(ζ + η)

(pidkl|pms)m+1 +

+
δkn

2(ζ + η)
(dijpl|pms)m+1 +

δln
2(ζ + η)

(dijpk|pms)m+1

(G.33)
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20. (dijdkl|dmnpr) = [dijdkl|dmn(s+ 1r)]

(dijdkl|dmnpr)
m = [dijdkl|dmn(s+ 1r)]

m =

= (Qr −Dr)(dijdkl|dmns)
m + (Wr −Qr)(dijdkl|dmns)

m+1 +

+
δmr

2η

[

(dijdkl|pns)m − ρ

η
(dijdkl|pns)m+1

]

+

+
δnr
2η

[

(dijdkl|pms)m − ρ

η
(dijdkl|pms)m+1

]

+

+
δir

2(ζ + η)
(pjdkl|dmns)

m+1 +
δjr

2(ζ + η)
(pidkl|dmns)

m+1 +

+
δkr

2(ζ + η)
(dijpl|dmns)

m+1 +
δlr

2(ζ + η)
(dijpk|dmns)

m+1

(G.34)

21. (dijdkl|dmndrs) = [dijdkl|dmn(pr + 1s)]

(dijdkl|dmndrs)
m = [dijdkl|dmn(pr + 1s)]

m =

= (Qs −Ds)(dijdkl|dmnpr)
m + (Ws −Qs)(dijdkl|dmnpr)

m+1 +

+
δrs
2η

[

(dijdkl|dmns)
m − ρ

η
(dijdkl|dmns)

m+1

]

+

+
δns
2η

[

(dijdkl|pmpr)m − ρ

η
(dijdkl|pmpr)m+1

]

+

+
δms

2η

[

(dijdkl|pnpr)m − ρ

η
(dijdkl|pnpr)m+1

]

+

+
δis

2(ζ + η)
(pjdkl|dmnpr)

m+1 +
δjs

2(ζ + η)
(pidkl|dmnpr)

m+1 +

+
δks

2(ζ + η)
(dijpl|dmnpr)

m+1 +
δls

2(ζ + η)
(dijpk|dmnpr)

m+1

(G.35)

Parti
ulariza
ión al 
aso (ab|cd), fun
iones s, p, d

Re
ordemos que los términos de matriz 
on fun
iones 
artesianas gaussianas a 
uatro


entros de la intera

ión Coulombiana entre ele
trones viene dada por (ab|cd) = (ab|cd)0.
Trataremos de en
ontrar di
hos términos parti
ularizando las expresiones anteriores.

Orbitales s y p

Expresiones de re
urren
ia para las ERIs 
on fun
iones 
artesianas gaussianas:
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(ss|ss) = (ss|ss)0 = 1√
ζ + η

K(ζa, ζb, ~A, ~B)K(ζc, ζd, ~C, ~D)F0(T )

(pis|ss)0 = (Pi −Ai)(ss|ss)0 + (Wi − Pi)(ss|ss)1

(pis|pks)0 = (Qk −Ck)(pis|ss)0 + (Wk −Qk)(pis|ss)1 +

+
δik

2(ζ + η)
(ss|ss)1

(pipj|ss)0 = (Pj −Bj)(pis|ss)0 + (Wj − Pj)(pis|ss)1 +

+
δij
2ζ

[

(ss|ss)0 − ρ

ζ
(ss|ss)1

]

(pipj|pks)0 = (Qk − Ck)(pipj|ss)0 + (Wk −Qk)(pipj|ss)1 +
δik

2(ζ + η)
(spj|ss)1 +

δjk
2(ζ + η)

(pis|ss)1

(pipj |pkpl)0 = (Ql −Dl)(pipj|pks)0 + (Wl −Ql)(pipj|pks)1 +

+
δkl
2η

[

(pipj|ss)0 −
ρ

η
(pipj|ss)1

]

+
δil

2(ζ + η)
(spj |pks)1 +

δjl
2(ζ + η)

(pis|pks)1
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Se observa que ne
esitamos los siguientes términos de orden superior:

(ss|ss)1 = 1√
ζ + η

K(ζa, ζb, ~A, ~B)K(ζc, ζd, ~C, ~D)F1(T )

(ss|ss)2 = 1√
ζ + η

K(ζa, ζb, ~A, ~B)K(ζc, ζd, ~C, ~D)F2(T )

(ss|ss)3 = 1√
ζ + η

K(ζa, ζb, ~A, ~B)K(ζc, ζd, ~C, ~D)F3(T )

(ss|ss)4 = 1√
ζ + η

K(ζa, ζb, ~A, ~B)K(ζc, ζd, ~C, ~D)F4(T )

Sigue ....
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Y también:

(pis|ss)1 = (Pi −Ai)(ss|ss)1 + (Wi − Pi)(ss|ss)2

(spj |ss)1 ≡ (pjs|ss)1 Bj → Aj

(pis|ss)2 = (Pi −Ai)(ss|ss)2 + (Wi − Pi)(ss|ss)3

(spj |ss)2 ≡ (pjs|ss)2 Bj → Aj

(pis|ss)3 = (Pi −Ai)(ss|ss)3 + (Wi − Pi)(ss|ss)4

(pis|pks)1 = (Qk −Ck)(pis|ss)1 + (Wk −Qk)(pis|ss)2 +

+
δik

2(ζ + η)
(ss|ss)2

(pipj|ss)1 = (Pj −Bj)(pis|ss)1 + (Wj − Pj)(pis|ss)2 +

+
δij
2ζ

[

(ss|ss)1 − ρ

ζ
(ss|ss)2

]

(pipj|ss)2 = (Pj −Bj)(pis|ss)2 + (Wj − Pj)(pis|ss)3 +

+
δij
2ζ

[

(ss|ss)2 − ρ

ζ
(ss|ss)3

]

(pipj|pks)1 = (Qk − Ck)(pipj|ss)1 + (Wk −Qk)(pipj|ss)2 +
δik

2(ζ + η)
(spj|ss)2 +

δjk
2(ζ + η)

(pis|ss)2
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Orbitales d 
on s y p

(dijs|ss)0 = (Pj −Aj)(pis|ss)0 + (Wj − Pj)(pis|ss)1 +

+
δij
2ζ

[

(ss|ss)0 − ρ

ζ
(ss|ss)1

]

(dijpk|ss)0 = (Pk −Bk)(dijs|ss)0 + (Wk − Pk)(dijs|ss)1 +

+
δki
2ζ

[

(pjs|ss)0 −
ρ

ζ
(pjs|ss)1

]

+

+
δkj
2ζ

[

(pis|ss)0 −
ρ

ζ
(pis|ss)1

]

(dijdkl|ss)0 = (Pl −Bl)(dijpk|ss)0 + (Wl − Pl)(dijpk|ss)1 +

+
δkl
2ζ

[

(dijs|ss)0 −
ρ

ζ
(dijs|ss)1

]

+

+
δil
2ζ

[

(pjpk|ss)0 −
ρ

ζ
(pjpk|ss)1

]

+

+
δjl
2ζ

[

(pipk|ss)0 −
ρ

ζ
(pipk|ss)1

]

(dijs|pks)0 = (Qk − Ck)(dijs|ss)0 + (Wk −Qk)(dijs|ss)1 +

+
δki

2(ζ + η)
(pjs|ss)1 +

δkj
2(ζ + η)

(pis|ss)1
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(dijs|pkpl)0 = (Ql −Dl)(dijs|pks)0 + (Wl −Ql)(dijs|pks)1 +

+
δlk
2η

[

(dijs|ss)0 −
ρ

η
(dijs|ss)1

]

+

+
δli

2(ζ + η)
(pjs|pks)1 +

δlj
2(ζ + η)

(pis|pks)1

(dijs|dkls)0 = (Ql − Cl)(dijs|pks)0 + (Wl −Ql)(dijs|pks)1 +

+
δlk
2η

[

(dijs|ss)0 −
ρ

η
(dijs|ss)1

]

+

+
δli

2(ζ + η)
(pjs|pks)1 +

δlj
2(ζ + η)

(pis|pks)1

(dijpk|pls)0 = (Ql − Cl)(dijpk|ss)0 + (Wl −Ql)(dijpk|ss)1 +

+
δli

2(ζ + η)
(pjpk|ss)1 +

δlj
2(ζ + η)

(pipk|ss)1 +

+
δlk

2(ζ + η)
(dijs|ss)1

(dijpk|plpm)0 = (Qm −Dm)(dijpk|pls)0 + (Wm −Qm)(dijpk|pls)1 +

+
δlm
2η

[

(dijpk|ss)0 −
ρ

η
(dijpk|ss)1

]

+

+
δmi

2(ζ + η)
(pjpk|pls)1 +

δmj

2(ζ + η)
(pipk|pls)1 +

+
δmk

2(ζ + η)
(dijs|pls)1
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(dijpk|dlms)0 = (Qm − Cm)(dijpk|pls)0 + (Wm −Qm)(dijpk|pls)1 +

+
δlm
2η

[

(dijpk|ss)0 −
ρ

η
(dijpk|ss)1

]

+

+
δmi

2(ζ + η)
(pjpk|pls)1 +

δmj

2(ζ + η)
(pipk|pls)1 +

+
δmk

2(ζ + η)
(dijs|pls)1

(dijpk|dlmpn)0 = (Qn −Dn)(dijpk|dlms)0 + (Wn −Qn)(dijpk|dlms)1 +

+
δln
2η

[

(dijpk|pms)0 −
ρ

η
(dijpk|pms)1

]

+

+
δmn

2η

[

(dijpk|pls)0 −
ρ

η
(dijpk|pls)1

]

+

+
δni

2(ζ + η)
(pjpk|dlms)1 +

δnj
2(ζ + η)

(pipk|dlms)1 +

+
δnk

2(ζ + η)
(dijs|dlms)1

(dijdkl|pms)0 = (Qm − Cm)(dijdkl|ss)0 + (Wm −Qm)(dijdkl|ss)1 +

+
δim

2(ζ + η)
(pjdkl|ss)1 +

δjm
2(ζ + η)

(pidkl|ss)1 +

+
δkm

2(ζ + η)
(dijpl|ss)1 +

δlm
2(ζ + η)

(dijpk|ss)1
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(dijdkl|pmpn)0 = (Qn −Dn)(dijdkl|pms)0 + (Wn −Qn)(dijdkl|pms)1 +

+
δmn

2η

[

(dijdkl|ss)0 −
ρ

η
(dijdkl|ss)1

]

+

+
δin

2(ζ + η)
(pjdkl|pms)1 +

δjn
2(ζ + η)

(pidkl|pms)1 +

+
δkn

2(ζ + η)
(dijpl|pms)1 +

δln
2(ζ + η)

(dijpk|pms)1

(dijdkl|dmns)
0 = (Qn − Cn)(dijdkl|pms)0 + (Wn −Qn)(dijdkl|pms)1 +

+
δmn

2η

[

(dijdkl|ss)0 −
ρ

η
(dijdkl|ss)1

]

+

+
δin

2(ζ + η)
(pjdkl|pms)1 +

δjn
2(ζ + η)

(pidkl|pms)1 +

+
δkn

2(ζ + η)
(dijpl|pms)1 +

δln
2(ζ + η)

(dijpk|pms)1

(dijdkl|dmnpr)
0 = (Qr −Dr)(dijdkl|dmns)

0 + (Wr −Qr)(dijdkl|dmns)
1 +

+
δmr

2η

[

(dijdkl|pns)0 −
ρ

η
(dijdkl|pns)1

]

+

+
δnr
2η

[

(dijdkl|pms)0 −
ρ

η
(dijdkl|pms)1

]

+

+
δir

2(ζ + η)
(pjdkl|dmns)

1 +
δjr

2(ζ + η)
(pidkl|dmns)

1 +

+
δkr

2(ζ + η)
(dijpl|dmns)

1 +
δlr

2(ζ + η)
(dijpk|dmns)

1
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(dijdkl|dmndrs)
0 = (Qs −Ds)(dijdkl|dmnpr)

0 + (Ws −Qs)(dijdkl|dmnpr)
1 +

+
δrs
2η

[

(dijdkl|dmns)
0 − ρ

η
(dijdkl|dmns)

1

]

+

+
δns
2η

[

(dijdkl|pmpr)0 −
ρ

η
(dijdkl|pmpr)1

]

+

+
δms

2η

[

(dijdkl|pnpr)0 −
ρ

η
(dijdkl|pnpr)1

]

+

+
δis

2(ζ + η)
(pjdkl|dmnpr)

1 +
δjs

2(ζ + η)
(pidkl|dmnpr)

1 +

+
δks

2(ζ + η)
(dijpl|dmnpr)

1 +
δls

2(ζ + η)
(dijpk|dmnpr)

1

No mere
e la pena expli
itar qué terminos de orden superior se ne
esitan para el 
ál
ulo de

las ERI's 
on fun
iones 
artesianas gaussianas s, p, d, pues, aparte de ser demasiado extensos,
no van a suministrar alguna informa
ión valiosa adi
ional. Sin embargo sí mere
e la pena tener

en 
uenta algunos aspe
tos dedu
idos de las expresiones anteriores y dedu
ir una estrategia

re
urrente de 
ál
ulo. Partamos de un término (ab|cd)

De�niremos el �momento angular total� de (ab|cd) 
omo λ = λa + λb + λc + λd. Por
ejemplo, λ = 8 para el término (dijdkl|dmndrs).

Para 
al
ular (ab|cd) = (ab|cd)0 vamos a ne
esitar términos (aibi|cidi)ni
que 
umplen

que λi + ni ≤ λ, siendo λi < λ1 el �momento angular total� de (aibi|cidi). Los tér-

minos (aibi|cidi) se obtienen disminuyendo 
onse
utivamente el momento angular λi,
i = a, b, c, d. Por ejemplo, para 
al
ular:

(pis|pks)0 = (Qk − Ck)(pis|ss)0 + (Wk −Qk)(pis|ss)1 +

+
δik

2(ζ + η)
(ss|ss)1

vamos a ne
esitar (pis|ss)0, (pis|ss)1, (ss|ss)0, (ss|ss)1 y (ss|ss)2

Luego pare
e que la pauta debe ser generar el su�
iente número de (ss|ss)m, m =
0, 1, 2, ....N y a partir de ellos ir generando los (aibi|cidi)mi


orrespondientes a λi < N
y así obtener todos los términos (aibi|cidi)0
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En el 
aso de fun
iones 
artesianas gaussianas s, p, d, el término de mayor �momento

angular total� es (dijdkl|dmndrs), 
on λ = 8, luego habrá que partir del 
ál
ulo de

(ss|ss)m, m = 0, 1, 2, ....8 y diseñar la estrategia rápida y e�
iente para generar todo lo

demás





Apéndi
e H

Aproxima
ión estáti
a COHSEX en

una representa
ión lo
al

En este apéndi
e resumimos las e
ua
iones que nos permiten utilizar la aproxima
ión GW

en una representa
ión lo
al. Comenzaremos 
on las e
ua
iones (4.7) y (4.8) de la aproxima
ión

estáti
a COHSEX y la transformada de Fourier del poten
ial apantallado estáti
o W (~r,~r′):

W (~r,~r′, 0) =
1

Ω

∑

~G, ~G′

∫

BZ
d3~q · ei·(~q+ ~G)·~r ·W ~G, ~G′(~q, 0) · e−i·(~q+ ~G′)·~r′

ΣSEX(~r,~r′) = −
∑

~k′,m≤F

φ
m,~k′

(~r) · φ∗
m,~k′

(~r′) ·W (~r,~r′, 0)

ΣSEX
n,~k

= < n,~k|ΣSEX(~r,~r′)|n,~k >=
∫

d3~r · d3~r′ · φ∗
n,~k

(~r) · ΣSEX(~r,~r′) · φ
n,~k

(~r′)

ΣSEX
n,~k

= − 1

Ω

∑

~G, ~G′

∑

~k′,m≤F

∫

BZ
d3~q ·W ~G, ~G′(~q, 0) ·

∫

φ∗
n,~k

(~r) · ei·(~q+ ~G)·~r · φ
m,~k′

(~r) · d3~r ·

∫

φ∗
m,~k′

(~r′) · e−i·(~q+ ~G′)·~r′ · φ
n,~k

(~r′) · d3~r′

todas las integrales son nulas, a menos que se 
umpla la 
ondi
ión

~k′ = ~k − ~q:

ΣSEX
n,~k

= − 1

Ω

∑

~G, ~G′

∑

m≤F

∫

BZ
d3~q ·W ~G, ~G′(~q, 0) ·

∫

φ∗
n,~k

(~r) · ei·(~q+ ~G)·~r · φm,~k−~q(~r) · d
3~r ·

∫

φ∗
m,~k−~q

(~r′) · e−i·(~q+ ~G′)·~r′ · φ
n,~k

(~r′) · d3~r′
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ΣSEX
n,~k

= − 1

Ω

∑

~q, ~G, ~G′,m≤F

< n,~k|ei·(~q+ ~G)·~r|m,~k − ~q > ·

W ~G, ~G′(~q, 0)· < m,~k − ~q|e−i·(~q+ ~G′)·~r′ |n,~k >

ΣSEX
n,~k

= − 1

Ω

∑

~q, ~G, ~G′,m≤F

∑

~G′′

< n,~k|ei·(~q+ ~G′)·~r′ |m,~k − ~q > ·

ǫ−1
~G, ~G′′

(~q, 0) · V ~G′′, ~G′
(~q)· < m,~k − ~q|e−i·(~q+ ~G′)·~r′ |n,~k >


on:

v ~G, ~G′(~q) =
4π · e2

Ω · |~q + ~G|2
· δ ~G, ~G′ =

1

Ω
· V ~G, ~G′(~q)

y por tanto:

ΣSEX
n,~k

= −
∑

~q, ~G, ~G′,m≤F

< n,~k|ei·(~q+ ~G)·~r|m,~k − ~q > ·

ǫ−1
~G, ~G′

(~q, 0) · v ~G′, ~G′
(~q)· < m,~k − ~q|e−i·(~q+ ~G′)·~r′ |n,~k >

de la misma forma:

ΣCOH
n,~k

=
1

2Ω

∑

~q, ~G, ~G′,m

< n,~k|ei·(~q+ ~G)·~r|m,~k − ~q > ·

[

W ~G, ~G′(~q, 0) − V ~G, ~G′(~q)
]

· < m,~k − ~q|e−i·(~q+ ~G′)·~r′ |n,~k >

ΣSEX
n,~k

=
1

2Ω

∑

~q, ~G, ~G′,m

∑

~G′′

< n,~k|ei·(~q+ ~G)·~r|m,~k − ~q > ·

·
[

ǫ−1
~G, ~G′′

(~q, 0)− δ ~G, ~G′′

]

· V ~G′′, ~G′(~q)· < m,~k − ~q|e−i·(~q+ ~G′)·~r′ |n,~k >

=
1

2

∑

~q, ~G, ~G′,m

< n,~k|ei·(~q+ ~G)·~r|m,~k − ~q > ·

[

ǫ−1
~G, ~G′

(~q, 0)− δ ~G, ~G′

]

· v ~G′, ~G′(~q)· < m,~k − ~q|ei·(~q+ ~G′)·~r′ |n,~k >

y siguiendo los mismos pasos que en el apéndi
e A.2:

< n,~k|ei·(~q+ ~G)·~r|m,~k − ~q > =
∑

i,j,α,β, ~R

[

Cn
i,α(

~k)
]∗

· Cm
j,β(

~k + ~q) · e+i·(~k−~q)·(~τj−~τi+~R) ·

Bi,α,j,β,~ρ(~q + ~G)


on ~ρ = ~τj − ~τi + ~R y donde:

Bi,α,j,β,~ρ(~q + ~G) = ei·
~G·~τi ·

∫

φ∗α(~r) · ei·(~q+
~G)·~r · φβ(~r − [~τj − ~τi + ~R]) · d3~r
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el ve
tor Bs se rela
iona 
on el ve
tor As de�ndido en el apéndi
e A.2 por medio de la e
ua
ión:

B∗
i,α,j,β,~ρ(~q +

~G) =

[

ei·
~G·~τi ·

∫

φ∗α(~r) · ei·(~q+
~G)·~r · φβ(~r − [~τj − ~τi + ~R]) · d3~r

]∗

B∗
i,α,j,β,~ρ(~q +

~G) = e−i· ~G·~τi ·
∫

φα(~r) · e−i·(~q+ ~G)·~r · φ∗β(~r − [~τj − ~τi + ~R]) · d3~r

φ∗α y φ∗β son fun
iones reales y por tanto:

B∗
i,α,j,β,~ρ(~q +

~G) = e−i· ~G·~τi ·
∫

φ∗α(~r) · e−i·(~q+ ~G)·~r · φβ(~r− [~τj − ~τi + ~R]) · d3~r = Ai,α,j,β,~ρ(~q + ~G)

si de�no s ≡ i, α, j, β, ~R y ~ρs ≡ ~τj − ~τi + ~R:

< n,~k|ei·(~q+ ~G)·~r|m,~k − ~q >=
∑

s

[

Cn
i,α(

~k)
]∗

· Cm
j,β(

~k − ~q) · ei·(~k−~q)·~ρs ·A∗
s(~q + ~G) (H.1)

y de�no C̃n,m
s (~k, ~q) ≡

[

Cn
i,α(

~k)
]∗

· Cm
j,β(

~k − ~q) · ei·(~k−~q)·~ρs
la expresión (H.1) queda:

< n,~k|ei·(~q+ ~G)·~r|m,~k − ~q >=
∑

s

C̃n,m
s (~k, ~q) · A∗

s(~q +
~G) (H.2)

También hemos demostrado que:

ǫ−1
~G1, ~G2

(~q, ω) = δ ~G1, ~G2
+ v(~q + ~G1) ·

∑

s1,s2

As1(~q +
~G2) · Ss1,s2(~q, ω) ·A∗

s2(~q +
~G1)

donde v(~q + ~G) = 4π · e2/(Ω · |~q + ~G|2)

En la aproxima
ión estáti
a COHSEX tenemos que el valor esperado de la autoenergía Σ
en el estado propio |n,~k >, es la suma de dos 
ontribu
iones:

Σ
n,~k

= ΣSEX
n,~k

+ΣCOH
n,~k

ΣSEX
n,~k

= −
∑

m≤F

∑

~G1, ~G2,~q

< n,~k|ei·(~q+ ~G1)·~r|m,~k − ~q > ·ǫ−1
~G1, ~G2

(~q, 0) ·

·v(~q + ~G2)· < m,~k − ~q|e−i·(~q+ ~G2)·~r′ |n,~k >

y

ΣCOH
n,~k

=
1

2

∑

m

∑

~G1, ~G2,~q

< n,~k|ei·(~q+ ~G1)·~r|m,~k − ~q >
[

ǫ−1
~G1, ~G2

(~q, 0) − δ ~G1, ~G2

]

·

·v(~q + ~G2)· < m,~k − ~q|e−i·(~q+ ~G2)·~r′ |n,~k >
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de la expresión (H.2) para < n,~k|ei·(~q+ ~G)·~r|m,~k − ~q > puedo poner:

ΣSEX
n,~k

= −
∑

m≤F

∑

~G1, ~G2,~q

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) ·A∗

s1(~q +
~G1) · ǫ−1

~G1, ~G2

(~q, 0)

·v(~q + ~G2) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
· As2(~q +

~G2)

ΣSEX
n,~k

= −
∑

m≤F

∑

~G1, ~G2,~q

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · A∗

s1(~q +
~G1) ·

·
[

δ ~G1, ~G2
+ v(~q + ~G1) ·

∑

s3,s4

As3(~q +
~G2) · Ss3,s4(~q, 0) · A∗

s4(~q +
~G1)

]

·

·v(~q + ~G2) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
· As2(~q +

~G2)

ΣSEX
n,~k

= −
∑

m≤F

∑

~G1, ~G2,~q

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) ·A∗

s1(~q +
~G1) · δ ~G1, ~G2

· v(~q + ~G2) ·

·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
·As2(~q +

~G2) +

+C̃n,m
s1 (~k, ~q) ·A∗

s1(~q +
~G1) · v(~q + ~G1) ·

·
∑

s3,s4

As3(~q +
~G1) · Ss3,s4(~q, 0) · A∗

s4(~q +
~G2) ·

·v(~q + ~G2) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
· As2(~q +

~G2)

ΣSEX
n,~k

= −
∑

m≤F

∑

s1,s2,~q

C̃n,m
s1 (~k, ~q) ·

[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
·

·




∑

~G1, ~G2

A∗
s1(~q +

~G1) · δ ~G1, ~G2
· v(~q + ~G2) · As2(~q +

~G2)





+
∑

s3,s4

C̃n,m
s1 (~k, ~q)




∑

~G1

A∗
s1(~q +

~G1) · v(~q + ~G1) · As3(~q +
~G1)



 ·

·Ss3,s4(~q, 0) ·

·




∑

~G2

A∗
s4(~q +

~G2) · v(~q + ~G2) ·As2(~q +
~G2)



 ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

por de�ni
ión, Vs,s′(~q) es la matriz ele
trostáti
a:

Vs,s′(~q) ≡
∑

~G

A∗
s(~q + ~G) · v(~q + ~G) ·As′(~q + ~G)
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y por tanto:

ΣSEX
n,~k

= −
∑

m≤F

∑

s1,s2,~q

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · Vs1,s2(~q) ·

[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

+
∑

s3,s4

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · Vs1,s3(~q) · Ss3,s4(~q, 0) · Vs4,s2(~q) ·

[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

ΣSEX
n,~k

= −
∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q)

(

Vs1,s2(~q) +
∑

s3,s4

Vs1,s3(~q) · Ss3,s4(~q, 0) · Vs4,s2(~q)
)

·

·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

si ahora de�no la matriz ΣSEX
s,s′ (~q, ω) 
omo:

ΣSEX
s,s′ (~q, ω) = Vs,s′(~q) +

∑

s3,s4

Vs,s3(~q) · Ss3,s4(~q, 0) · Vs4,s′(~q)

la expresión de la autoenergía queda expresada de una forma sen
illa:

ΣSEX
n,~k

= −
∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣSEX

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

el 
ál
ulo de la parte ΣCOH
n,~k

es simmilar y más fá
il porque basta eliminar de las expresiones

anteriores la δ ~G1, ~G2
, añadir un fa
tor −1/2 y extender la suma todas las bandas:

ΣCOH
n,~k

=
1

2

∑

~q,m

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

donde:

ΣCOH
s,s′ (~q, 0) =

∑

s3,s4

Vs,s3(~q) · Ss3,s4(~q, 0) · Vs4,s′(~q)

Además es fá
il ver que se 
umple la siguiente rela
ión:

ΣSEX
s,s′ (~q, 0) = Vs,s′(~q) +

∑

s3,s4

Vs,s3(~q) · Ss3,s4(~q, 0) · Vs4,s′(~q)

= Vs,s′(~q) + ΣCOH
s,s′ (~q, 0)
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De forma general Σ
n,~k

= ΣSEX
n,~k

+ΣCOH
n,~k

:

Σ
n,~k

= −
∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣSEX

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
+

+
1

2

∑

~q,m

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

= −
∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣSEX

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
+

+
1

2

∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
+

+
1

2

∑

~q,m>F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

= −
∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) ·

{
Vs1,s2(~q) + ΣCOH

s1,s2 (~q, 0)
}
·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
+

+
1

2

∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
+

+
1

2

∑

~q,m>F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

Σn,~k = −
∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · Vs1,s2(~q) ·

[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
−

−1

2

∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
+

+
1

2

∑

~q,m>F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

si de�no la fun
ión δn, la misma que para la fun
ión de Green de partí
ula independiente (4.6)

δn =

{
+1 si n ≤ F
−1 si n > F

Σ
n,~k

= −
∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · Vs1,s2(~q) ·

[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
−

−1

2

∑

~q,m

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
· δn

esta última expresión expresa el valor de la aproxima
ión COHSEX estáti
a de la autoenergía

de las 
uasipartí
ulas en una representa
ión lo
al.



Apéndi
e I

Cál
ulo de la expresión de la poten
ia

de pérdidas

En este apéndi
e dedu
iremos la expresión de la poten
ia de pérdidas 
on un analisis

semi
lási
o similar al que se ha
e en el arti
ulo de Saslow[71℄ y que utilizamos en la se

ión

5.3.

Supongamos partí
ula 
argada puntual (por ejemplo un protón Z1 = +1) se mueve a

través de un sólido perfe
to. Comenzaremos por 
al
ular el trabajo que realiza la partí
ula

lo
alizada en

~Ro 
uando se mueve a través del sólido 
on velo
idad ~v. En este 
aso, la densidad
de 
arga externa es:

ρExt(~r, t) = Z1 · δ(~r − ~Ro − ~v · t)

El 
ambio en la energía debido a un 
ambio en la distribu
ión de 
arga viene dado por:

δU =

∫

d3~r · φ(~r) · δρ(~r, t)

por lo tanto, el 
ambio por unidad de tiempo o poten
ia perdida es:

dU

dt
=

∫

d3~r · φ(~r) · ∂ρ(~r, t)
∂t

En nuestro 
aso estamos interesados solamente en la poten
ia de perdidas debida a la 
arga

indu
ida por la 
arga externa:

dE

dt
=

∫

d3~r · φ(~r) · ∂ρ
Ind(~r, t)

∂t

También podemos 
omenzar el problema utilizando la expresión que plantean F. Flores, E
he-

nique et al[65℄:

dE

dt
= −Z1 · ~v · ∇φInd(~r = ~Ro + ~v · t, t)

177
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Si pasamos la densidad de 
arga externa del espa
io de las ~r al espa
io de las ~q por transfor-
mada de Fourier:

ρExt(~q, ω) =

∫

d3~r · dt · e−i(~q·~r−ω·t) · ρExt(~r, t)


omo tratamos 
on un sólido periódi
o es mejor utilizar la nota
ión que 
ambia ~q → ~q + ~G

on ~q ∈ 1ZB y

~G ve
tor de red re
ípro
a.

ρExt
~G

(~q, ω) =

∫

d3~r · dt · e−i[(~q+ ~G)·~r−ω·t] · ρExt(~r, t)

ρExt
~G

(~q, ω) =

∫

d3~r · dω · e−i[(~q+ ~G)·~r−ω·t] · Z1 · δ(~r − ~Ro − ~v · t)

ρExt
~G

(~q, ω) = Z1 ·
∫

dω · e−i[(~q+ ~G)·(~Ro+~v·t)−ω·t]

ρExt
~G

(~q, ω) = Z1 · e−i(~q+ ~G)·~Ro ·
∫

dω · e−i[(~q+ ~G)·~v−ω]·t

ρExt
~G

(~q, ω) = 2π · Z1 · e−i(~q+ ~G)·~Ro · δ(ω − (~q + ~G) · ~v)
de la e
ua
ión de Poisson podemos rela
ionar el poten
ial 
reado por esta densidad de 
arga

externa:

φExt
~G

(~q, ω) =
4π

|~q + ~G|2
· ρExt

~G
(~q, ω)

ρExt
~G

(~q, ω) =
|~q + ~G|2

4π
· φExt

~G
(~q, ω)

y para el poten
ial total:

φTot
~G

(~q, ω) =
4π

|~q + ~G|2
·
[

ρExt
~G

(~q, ω) + ρInd~G
(~q, ω)

]

donde ρInd es la densidad de 
arga indu
ida en el material por esa 
arga externa. El poten
ial

total se rela
iona 
on el poten
ial externo por medio de la fun
ión de pérdidas:

φTot
~G

(~q, ω) =
∑

~G′

ǫ−1
~G, ~G′

(~q, ω) · φExt
~G

(~q, ω)

φTot
~G

(~q, ω) =
∑

~G′

4π

|~q + ~G′|2
· ǫ−1

~G, ~G′
(~q, ω) · ρExt

~G
(~q, ω)

despejamos ahora la densidad de 
arga indu
ida:

ρInd~G
(~q, ω) = −ρExt

~G
(~q, ω) + ρTot

~G
(~q, ω)

ρInd~G
(~q, ω) = −ρExt

~G
(~q, ω) +

∑

~G′

|~q + ~G|2

|~q + ~G′|2
· ǫ−1

~G, ~G′
(~q, ω) · ρExt

~G′
(~q, ω)
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ρInd~G
(~q, ω) =

∑

~G′

[

−δ ~G, ~G′ +
|~q + ~G|2

|~q + ~G′|2
· ǫ−1

~G, ~G′
(~q, ω)

]

· ρExt
~G′

(~q, ω)

en este punto, volvemos a la expresión de la poten
ia de perdidas:

dE

dt
=

∫

d3~r · φ(~r) · ∂ρ
Ind(~r)

∂t

pasando al espa
io de las ~q + ~G y las ω:

dE

dt
=

∫

d3~r




1

16π4

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · dω · ei[(~q+ ~G)·~r−ω·t] · φTot

~G
(~q, ω)



 ·

∂

∂t




1

16π4

∑

~G′

∫

1ZB
d3~q′ · dω′ · ei[(~q′+ ~G′)·~r−ω′·t] · ρInd~G′

(~q′, ω′)





dE

dt
=

∫

d3~r




1

16π4

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · dω · ei[(~q+ ~G)·~r−ω·t] · φTot

~G
(~q, ω)



 ·

(−ω′ · i) ·




1

16π4

∑

~G′

∫

1ZB
d3~q′ · dω′ · ei[(~q′+ ~G′)·~r−ω′·t] · ρInd~G′

(~q′, ω′)





dE

dt
=

−i
(16π4)2

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · dω

∑

~G′

∫

1ZB
d3~q′ · dω′ · ω′ ·

φTot
~G

(~q, ω) · ρInd~G′
(~q′, ω′) ·

∫

d3~r · ei[(~q+ ~G)·~r−ω·t] · ei[(~q′+ ~G′)·~r−ω′·t]

dE

dt
=

−i
(16π4)2

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · dω

∑

~G′

∫

1ZB
d3~q′ · dω′ · ω′ ·

φTot
~G

(~q, ω) · ρInd~G′
(~q′, ω′) · e−iω·t · e−iω′·t

∫

d3~r · ei[(~q+ ~G)·~r · ei(~q′+ ~G′)·~r

dE

dt
=

−i
(16π4)2

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · dω

∑

~G′

∫

1ZB
d3~q′ · dω′ · ω′ ·

φTot
~G

(~q, ω) · ρInd~G′
(~q′, ω′) · e−i(ω+ω′)·t

∫

d3~r · ei[(~q+~q′+ ~G+ ~G′)·~r

dE

dt
=

−i
(16π4)2

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · dω

∑

~G′

∫

1ZB
d3~q′ · dω′ · ω′ ·

φTot
~G

(~q, ω) · ρInd~G′
(~q′, ω′) · e−i(ω+ω′)·t · (8π3) · δ(~q + ~q′) · δ( ~G + ~G′)
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dE

dt
=

−i
(2π)5

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · dω · dω′ · ω′ · φTot

~G
(~q, ω) · ρInd

− ~G
(−~q, ω′) · e−i(ω+ω′)·t

dE

dt
=

−i
(2π)5

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · dω · dω′ · ω′ · e−i(ω+ω′)·t ·

∑

~G′

4π

| − ~q − ~G′|2
· ǫ−1

~G, ~G′
(~q, ω) · ρExt

~G′
(~q, ω) ·

∑

~G′′

[

−δ− ~G, ~G′′ +
| − ~q − ~G|2

| − ~q + ~G′′|2
· ǫ−1

− ~G, ~G′′
(−~q, ω′)

]

· ρExt
~G′′

(−~q, ω′)

dE

dt
=

−i
(2π)5

∑

~G, ~G′

∫

1ZB
d3~q · dω · dω′ · ω′ · e−i(ω+ω′)·t · 4π

|~q + ~G′|2
· ǫ−1

~G, ~G′
(~q, ω) · ρExt

~G′
(~q, ω) ·

∑

~G′′

[

−δ− ~G, ~G′′
+

|~q + ~G|2

| − ~q + ~G′′|2
· ǫ−1

− ~G, ~G′′
(−~q, ω′)

]

· ρExt
~G′′

(−~q, ω′)


omo

ρExt
~G

(~q, ω) = 2π · Z1 · e−i(~q+ ~G)·~Ro · δ(ω − (~q + ~G) · ~v)
tenemos que:

dE

dt
=

−iZ2
1

2π2

∑

~G, ~G′

∫

1ZB
d3~q · dω · dω′ · ω′ · e−i(ω+ω′)·t ·

1

|~q + ~G′|2
· ǫ−1

~G, ~G′
(~q, ω) · e−i(~q+ ~G′)·~Ro · δ(ω − (~q + ~G′) · ~v) ·

∑

~G′′

[

−δ
− ~G, ~G′′

+
|~q + ~G|2

| − ~q + ~G′′|2
· ǫ−1

− ~G, ~G′′
(−~q, ω′)

]

· e+i(~q− ~G′′)·~Ro · δ(ω′ + (~q − ~G′′) · ~v)

dE

dt
=

−iZ2
1

2π2

∑

~G, ~G′

∫

1ZB
d3~q · 1

|~q + ~G′|2
· e−i(~q+ ~G′)·~Ro · e+i(~q− ~G′′)·~Ro

∫

dω · e−iω·t · ǫ−1
~G, ~G′

(~q, ω) · δ(ω − (~q + ~G′) · ~v) ·

∑

~G′′

∫

dω′ · ω′ · e−iω′·t

[

−δ− ~G, ~G′′ +
|~q + ~G|2

| − ~q + ~G′′|2
· ǫ−1

− ~G, ~G′′
(−~q, ω′)

]

· δ(ω′ + (~q − ~G′′) · ~v)

dE

dt
=

−iZ2
1

2π2

∑

~G, ~G′

∫

1ZB
d3~q · 1

|~q + ~G′|2
· e−i(~q+ ~G′)·~Ro · e+i(~q− ~G′′)·~Ro

e−i(~q+ ~G′)·~v·t · ǫ−1
~G, ~G′

(~q, (~q + ~G′) · ~v) ·
∑

~G′′

[(−~q + ~G′′) · ~v] · ei(~q− ~G′′)·~v·t ·

[

−δ− ~G, ~G′′ +
|~q + ~G|2

| − ~q + ~G′′|2
· ǫ−1

− ~G, ~G′′
(−~q, (−~q + ~G′′) · ~v)

]
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dE

dt
=

−iZ2
1

2π2

∑

~G, ~G′, ~G′′

∫

1ZB
d3~q · 1

|~q + ~G′|2
· e−i(~G′′+ ~G′)·~Ro ·

e−i(~G′′+ ~G′)·~v·t · ǫ−1
~G, ~G′

(~q, (~q + ~G′) · ~v) · [(−~q + ~G′′) · ~v]
[

−δ− ~G, ~G′′ +
|~q + ~G|2

| − ~q + ~G′′|2
· ǫ−1

− ~G, ~G′′
(−~q,−(~q + ~G′′) · ~v)

]

dE

dt
=

−iZ2
1

2π2

∑

~G, ~G′, ~G′′

∫

1ZB
d3~q · 1

|~q + ~G′|2
· ei(~G′′− ~G′)·[~Ro+~v·t] ·

ǫ−1
~G, ~G′

(~q, (~q + ~G′) · ~v) · [(−~q + ~G′′) · ~v]
[

−δ− ~G, ~G′′
+

|~q + ~G|2

| − ~q + ~G′′|2
· ǫ−1

− ~G, ~G′′
(−~q,−(~q + ~G′′) · ~v)

]

despre
iando los términos que van 
omo ǫ−1
~G, ~G′

· ǫ−1
~G, ~G′′

nos queda:

dE

dt
=

−iZ2
1

2π2

∑

~G, ~G′, ~G′′

∫

1ZB
d3~q · (−~q +

~G′′) · ~v
|~q + ~G′|2

· e−i(~G′′+ ~G′)·[~Ro+~v·t] ·

ǫ−1
~G, ~G′

(~q, (~q + ~G′) · ~v) ·
[

−δ− ~G, ~G′′

]

dE

dt
=
iZ2

1

2π2

∑

~G, ~G′

∫

1ZB
d3~q · (−~q −

~G) · ~v
|~q + ~G′|2

· e−i(− ~G+ ~G′)·[~Ro+~v·t] · ǫ−1
~G, ~G′

(~q, (~q + ~G′) · ~v)

y por último:

dE

dt
=

−iZ2
1

2π2

∑

~G, ~G′

∫

1ZB
d3~q · (~q +

~G) · ~v
|~q + ~G′|2

· ei(~G′− ~G)·[~Ro+~v·t] · ǫ−1
~G, ~G′

(~q, (~q + ~G′) · ~v) (I.1)





Apéndi
e J

Simetrías de la fun
ión dielé
tri
a

Este apéndi
e expondremos las propiedades de simetría de la matriz dielé
tri
a y su in-

versa ǫ ~G1, ~G2
(~q, ω). Las propiedades de simetría de la matriz dielé
tri
a[89, 90℄ son muy útiles

fundamentalmente por dos razones:

Nos sirven para 
omprobar los programas, el diseño 
orre
to de los mismos y 
ontrastar

los resultados.

Nos sirven para optimizar la programa
ión evitando 
ál
ulos inne
esarios y redu
ir el

tiempo de eje
u
ión de los programas.

En general tenemos que si {M |~τ} es un elemento del grupo espa
ial del 
ristal:

{M |~τ}~r =M (~r) + ~τ

si ~q un ve
tor de 1ZB,

~G1 y
~G2 dos ve
tores de la red re
ípro
a, enton
es se 
umple:

ǫ ~G1, ~G2
(~q, ω) = ei·[

~G2− ~G1]·~τ · ǫM−1( ~G1),M−1( ~G2)(M
−1 (~q) , ω) (J.1)

o equivalentemente:

ǫ ~G1, ~G2
(~q, ω) = ei·[M( ~G1)−M( ~G2)]·~τ · ǫM( ~G1),M( ~G2)(M (~q) , ω) (J.2)

y lo mismo 
on la fun
ión inversa ǫ−1
de ǫ

Para demostrar la equivalen
ia de estas propiedades partimos de la expresión general de

la fun
ión de dielé
tri
a ǫ ~G1, ~G2
(~q, ω) para un ~q de 1ZB y unos

~G1 y

~G2 de la red re
ípro
a,

(por simpli
idad 
onsidero Ω = 1):

ǫ(~r,~r′, ω) =
∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(~q+
~G1)·~r · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω) · e−i·(~q+ ~G2)·~r′

183
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y su transformada de Fourier:

ǫ ~G1, ~G2
(~q, ω) =

∫

e−i·(~q+ ~G1)·~r · ǫ(~r,~r′) · ei·(~q+ ~G2)·~r′ · d3~r · d3~r′

esta fun
ión al apli
arle una opera
ión de simetría:

{M |~τ}~r =M (~r) + ~τ

debe 
umplir:

ǫ(~r,~r′, ω) = ǫ(M (~r) + ~τ ,M
(
~r′
)
+ ~τ , ω)

por tanto:

ǫ(M (~r) + ~τ ,M
(
~r′
)
+ ~τ , ω) =

∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(~q+
~G1)·(M(~r)+~τ) · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω) ·

·e−i·(~q+ ~G2)·(M(~r′)+~τ)

=
∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(~q+
~G1)·~τ · e−i·(~q+ ~G2)·~τ · ei·(~q+ ~G1)·M(~r) · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω) · e−i·(~q+ ~G2)·M(~r′)

=
∑

~q, ~G1, ~G2

ei·
~G1·~τ · e−i· ~G2·~τ · ei·(~q+ ~G1)·M(~r) · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω) · e−i·(~q+ ~G2)·M(~r′)

=
∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(
~G1− ~G2)·~τ · ei·(~q+ ~G1)·M(~r) · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω) · e−i·(~q+ ~G2)·M(~r′)

teniendo en 
uenta que el produ
to es
alar en invariante bajo giro, podemos poner para la

opera
ión de simetría M sobre ve
tor de 1ZB ~q 
omo:
(

~q + ~G
)

·M (~r) =M−1
(

~q + ~G
)

· ~r

así tenemos:

ǫ(M (~r) + ~τ ,M
(
~r′
)
+ ~τ , ω) =

∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(
~G1− ~G2)·~τ · ei·M−1(~q+ ~G1)·~r · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω) · e−i·M−1(~q+ ~G2)·~r′

en el espa
io de las ~q:

ǫ ~G′

1
, ~G′

2

(~q′, ω) =

∫

e−i·(~q′+ ~G′

1)·~r · ǫ(~r,~r′, ω) · ei·(~q′+ ~G′

2)·~r′ · d3~r · d3~r′

=

∫

e−i·(~q′+ ~G′

1)·~r · ǫ(M (~r) + ~τ ,M
(
~r′
)
+ ~τ , ω) · ei·(~q′+ ~G′

2)·~r′ · d3~r · d3~r′

ǫ ~G′

1
, ~G′

2

(~q′, ω) =

∫

d3~r · d3~r′ · ei·(~q′+ ~G′

2)·~r′e−i·(~q′+ ~G′

1)·~r ·



∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(
~G1− ~G2)·~τ · ei·M−1(~q+ ~G1)·~r · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω) · e−i·M−1(~q+ ~G2)·~r′




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ǫ ~G′

1
, ~G′

2

(~q′, ω) =
∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(
~G1− ~G2)·~τ · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω)

∫

d3~r · d3~r′ · ei·(~q′+ ~G′

2)·~r′e−i·(~q′+ ~G′

1)·~r · ei·M−1(~q+ ~G1)·~r · e−i·M−1(~q+ ~G2)·~r′

ǫ ~G′

1
, ~G′

2

(~q′, ω) =
∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(
~G1− ~G2)·~τ · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω)

∫

d3~r · d3~r′ · ei·[~q′+ ~G′

2
−M−1(~q+ ~G2)]·~r′ · e−i·[~q′+ ~G′

1
−M−1(~q+ ~G1)]·~r

ǫ ~G′

1
, ~G′

2

(~q′, ω) =
∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(
~G1− ~G2)·~τ · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω)

∫

d3~r′ · ei·[~q′+ ~G′

2−M−1(~q+ ~G2)]·~r′ ·
∫

d3~r · e−i·[~q′+ ~G′

1−M−1(~q+ ~G1)]·~r

ǫ ~G′

1
, ~G′

2

(~q′, ω) =
∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(
~G1− ~G2)·~τ · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω)

δ
[

~q′ + ~G′
2 −M−1

(

~q + ~G2

)]

· δ
[

M−1
(

~q + ~G1

)

− ~q′ − ~G′
1

]

(J.3)

las fun
iones delta obligan a que se 
umpla:

~q′ + ~G′
2 = M−1

(

~q + ~G2

)

=M−1 (~q) +M−1
(

~G2

)

~q′ + ~G′
1 = M−1

(

~q + ~G1

)

=M−1 (~q) +M−1
(

~G1

)

Una solu
ión a estas e
ua
iones puede ser:

~q′ = M−1 (~q)

~G′
1 = M−1

(

~G1

)

~G′
2 = M−1

(

~G2

)

(J.4)

o bien:

M
(
~q′
)

= ~q

M
(

~G′
1

)

= ~G1

M
(

~G′
2

)

= ~G2 (J.5)

Una primera posibilidad es sustituir (J.5) en la e
ua
ión (J.3) nos queda:

ǫ ~G′

1
, ~G′

2

(~q′, ω) = ei·[M( ~G′

1)−M( ~G′

2)]·~τ · ǫ
M( ~G′

1),M(~G′

2)
(M

(
~q′
)
, ω) (J.6)
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para que la nota
ión no quede �engorrosa� ha
emos el ve
tores de ve
tores:

~q′ −→ ~q

~G′
1 −→ ~G1

~G′
2 −→ ~G2


on este 
ambio:

ǫ ~G1, ~G2
(~q, ω) = ei·[M(~G1)−M(~G2)]·~τ · ǫM( ~G1),M( ~G2)(M (~q) , ω)

que es la expresión de la e
ua
ión (J.2).

La otra posibilidad es sustituir (J.5) en la e
ua
ión (J.3), en este 
aso nos queda:

ǫM−1( ~G1),M−1( ~G2)(M
−1 (~q)) = ei·(

~G1− ~G2)·~τ · ǫ ~G1, ~G2
(~q, ω)

si despejo la exponen
ial al primer miembro de esta última expresión:

ǫ ~G1, ~G2
(~q, ω)) = ei·(

~G2− ~G1)·~τ · ǫM−1( ~G1),M−1( ~G2)(M
−1 (~q) , ω)

que 
orresponde a la expresión de la e
ua
ión (J.1).

Las e
ua
iones de simetría (J.1) y (J.2) para la fun
ión dielé
tri
a son las mismas que

para su fun
ión invesa:

ǫ−1
~G1, ~G2

(~q, ω) = ei·[
~G2− ~G1]·~τ · ǫ−1

M−1( ~G1),M−1( ~G2)
(M−1 (~q) , ω)

ǫ−1
~G1, ~G2

(~q, ω) = ei·[M( ~G1)−M(~G2)]·~τ · ǫ−1

M( ~G1),M( ~G2)
(M (~q) , ω)

Además de las propiedades de simetría de ǫ(~r,~r′, t) respe
to de las variables espa
iales

también tenemos las propiedades de simetría de la variable temporal o equivalentemente en

la fre
uen
ia.

ǫ ~G1, ~G2
(~q, ω) =

[

ǫ ~G1, ~G2
(~q,−ω)

]∗

ǫ−1
~G1, ~G2

(~q, ω) =
[

ǫ−1
~G1, ~G2

(~q,−ω)
]∗



Apéndi
e K

Ortogonaliza
ión de Lowdin.

En este apéndi
e trataremos el problema de la ortogonaliza
ión de base Blo
h de orbitales

atómi
os lo
alizados. Para generar las fun
iones de onda del ele
trón en el 
ristal partimos

de orbitales atómi
os lo
alizados normalizados, e
ua
ión (K.2), pero esto no signi�
a que las

fun
iones de onda Blo
h de la base sean unitarias y ortogonales veámoslo.

Si llamanos matriz de solape S a la matriz que de�ne la métri
a en la base Blo
h:

Siα,jβ(~k) = < ~k, i, α|~k, j, β >

=
1

N

∑

~R1, ~R2

e−i ~k (~τi+~R1) e+i ~k (~τj+~R2) < i, α, ~R1|j, β, ~R2 >

=
1

N

∑

~R1, ~R2

e+i ~k (~τj−~τi+~R2−~R1) < i, α, ~R1|j, β, ~R2 > (K.1)

donde:

|~k, i, α > =
1√
N

∑

~R

ei
~k (~τi+~R) |i, α, ~R > (K.2)

< ~r|i, α, ~R >= φα(~r − ~τi − ~R) y < ~r|i, α >= φα(~r)

la integral del segundo miembro de la e
ua
ión (K.1) vale:

< i, α, ~R1|j, β, ~R2 > =

∫

d3~r φ∗α(~r − ~τi − ~R1) · φβ(~r − ~τj − ~R2)

si ha
emos el 
ambio de variable:

~r′ = ~r − ~τi − ~R1 y ~r = ~r′ + ~τi + ~R1 
on d3~r = d3~r′

la integral queda:

< i, α, ~R1|j, β, ~R2 > =

∫

d3~r′ φ∗α(~r
′) · φβ(~r′ −

[

~τj − ~τi + ~R2 − ~R1

]

)

= (i, α|j, β,+~R2 − ~R1 − ~τi > (K.3)
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188 K. Ortogonaliza
ión de Lowdin.

en la misma 
elda,

~R1 = ~R2, y en el mismo átomo base i = j el término de matriz (K.3) es

δα,β por que los orbitales atómi
os del mismo átomo están ortonormalizados sobre la misma


elda, pero en un 
aso general

~R1 6= ~R2 y/o i 6= j, estos elementos de matriz son no nulos. Lo

que si es 
ierto, es que 
uanto mayor es la distan
ia entre 
eldas

~R1 y
~R2 (en Fireball: mayor

que de 2 ve
es el radio de 
orte rc) menor es el valor de la integral ya que el solapamiento

ente los orbitales φ∗α(~r − ~τi − ~R1) y φβ(~r − ~τj − ~R2) tiende a 
ero.

De la e
ua
ión (K.1) y (K.3) y de�niendo

~R 
omo

~R = ~R2 − ~R1:

Siα,jβ(~k) =
1

N

∑

~R1, ~R

e+i ~k (~τj−~τi+~R) (i, α|j, β, ~R − ~τi >

=
N

N

∑

~R

e+i ~k (~τj−~τi+~R) (i, α|j, β, ~R − ~τi >

=
∑

~R

e+i ~k (~τj−~τi+~R) (i, α|j, β, ~R − ~τi >

=
∑

~R

ei
~k (~τj−~τi+~R)

∫

φ∗α(~r) · φβ(~r − [~τj − ~τi + ~R]) d3~r (K.4)

Como ya hemos visto la integral de (K.4) tiende a 
ero 
uando

~R 
re
e lo que nos permite

aproximar la matriz de solape a la suma en

~R menor que un determinado número de ve
inos

Nvec
:

Siα,jβ(~k) ∼=
∑

|~R|≤Nvec

ei
~k (~τj−~τi+~R)

∫

φ∗α(~r) · φβ(~r − [~τj − ~τi + ~R]) d3~r

además, si la matriz S es una métri
a debe ser hermíti
a:

Sjβ,iα(~k) =
∑

~R

ei
~k (~τi−~τj+~R)

∫

φ∗β(~r) · φα(~r − [~τi − ~τj + ~R]) d3~r

=
∑

~R

e−i ~k (~τj−~τi−~R)

[∫

φ∗α(~r − [~τi − ~τj + ~R]) · φβ(~r)
]∗

d3~r

=




∑

−~R

ei
~k (~τj−~τi+~R)

∫

φ∗α(~r) d
3~r · φβ(~r − [~τj − ~τi + ~R])





∗

=
[

Siα,jβ(~k)
]∗

Si los estados propios del Hamiltoniano son:

|n,~k > =
∑

i,α

Cn
i,α(

~k) |~k, i, α >
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la e
ua
ión de S
hrödinger para un ele
trón es:

H |n,~k > = En(~k) |n,~k > (K.5)

en la base Blo
h la e
ua
ión (K.5) es:

∣
∣
∣Hiα,jβ(~k)−En(~k) · Siα,jβ(~k)

∣
∣
∣ = 0 (K.6)

donde:

Siα,jβ(~k) =
∑

~R

ei
~k (~τj−~τi+~R)

∫

φ∗α(~r) · φβ(~r − [~τj − ~τi + ~R]) d3~r (K.7)

Para resolver el determinante (K.6) se pueden utilizar distintos té
ni
as pero nosotros

hemos optado por resolver la e
ua
ión de S
hrödinger (K.5) ortogonalizando la base Blo
h.

Existen varios métodos para el problema de la ortogonaliza
ión: Transforma
ión de Gram-

S
hmidt, transforma
ión simétri
a, transforma
ión asimétri
a, transforma
ión 
anóni
a... En

nuestro 
aso hemos optado por la ortogonaliza
ión Löwdin por que es un método que 
onser-

va las simetrías del Hamiltoniano[91℄. La transforma
ión Lowdin[92℄ es una transforma
ión

simétri
a donde la matriz de 
ambio de base U es el inverso de la raíz 
uadrada de la matiz

de solape, es de
ir U = S
−1/2

Sean A {|i, α, ~R >A} y L {|i, α, ~R >L} dos representa
iones, en prin
ipio, NO ortonormales

y sean S
A
i,α;j,β(

~k) y S
L
i,α;j,β(

~k) la matri
es de solape en di
has bases:

S
A
i,α;j,β(

~k) =A< α, i,~k|~k, j, β >A

S
L
i,α;j,β(

~k) =L< α, i,~k|~k, j, β >L

donde:

|~k, i, α >A=
1√
N

∑

~R

ei·
~k·(~τi+~R) · |i, α, ~R >A

|~k, i, α >L=
1√
N

∑

~R

ei·
~k·(~τi+~R) · |i, α, ~R >L

Lo que bus
amos es una matriz U que me transforma la base A en la base L:

|~k, i, α >L =
∑

j,β

Ui,α;j,β(~k) · |~k, j, β >A

para 
al
ular esta matriz U proponemos el siguiente 
ál
ulo:

S
L
i,α;j,β(

~k) = L < α, i,~k|~k, j, β >L

=
∑

i′,α′;j′,β′

U∗
i,α;i′,α′ ·A < α′, i′, ~k|~k, j′, β′ >A ·Uj,β;j′,β′

=
∑

i′,α′;j′,β′

U∗
i,α;i′,α′(~k) · SA

i′,α′;j′,β′(~k) · Uj,β;j′,β′(~k)
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para fa
ilitar el 
ál
ulo (quito la dependen
ia de

~k) y pongamos las expresiones en forma

matri
ial :

S
L = U∗ · SA · UT

(K.8)

si tomamos la siguiente des
omposi
ión LOWDIN para las matri
es S
A(~k) y S

L(~k)

S
A =

(

S
1/2
A

)∗
·
(

S
1/2
A

)T

S
L =

(

S
1/2
L

)∗
·
(

S
1/2
L

)T

y la e
ua
ión (K.8) llegamos a:

(

S
1/2
L

)∗
·
(

S
1/2
L

)T
= U∗ ·

(

S
1/2
A

)∗
·
(

S
1/2
A

)T
· UT

(

S
1/2
L

)∗
·
(

S
1/2
L

)T
=

(

U · S1/2
A

)∗
·
(

U · S1/2
A

)T
(K.9)

y de la e
ua
ión (K.9) puedo identi�
ar:

S
1/2
L = U · S1/2

A

despejando, la matriz de 
ambio de base U se puede 
al
ular 
omo:

U = S
1/2
L ·

(

S
1/2
A

)−1

además se 
umple que:

(

S
1/2
A

)−1
= S

−1/2
A

U = S
1/2
L · S−1/2

A

Como la base Löwdin queremos que sea ortonormal, tiene que 
umplirse que SL = I:

S
L
i,α;j,β(

~k) =L< α, i,~k|~k, j, β >L= δi,j · δα,β

y por tanto S
1/2
L = I. Así la matriz que me 
ambia de la base no ortogonal A a la base

ortonormal que llamamos de Löwdin es:

U = S
−1/2
A

Obsérvese que para 
al
ular U ne
esito la matriz S
−1/2

. Como S es una matriz 
ompleja

y hermíti
a existe una matriz 
ambio de base 
ompleja T que permite diagonalizarla. En la
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base en la que S es diagonal 
al
ulamos S
−1/2

elevando a −1/2 dire
tamente la diagonal y

por último 
on la opera
ión T−1
regreso a la base ini
ial. Así, el Hamiltoniano en la base

ortogonal Löwdin HL
en fun
ión del Hamiltoniano no ortogonal HA

es:

HL =
(

S
−1/2
A

)∗
·HA ·

(

S
−1/2
A

)T

Surge una 
uestón por resolver ¾Qué pasa si en la diagonaliza
ión nos sale algún autovalor

negativo que nos impide elevar la diagonal a −1/2. Bien, eso es imposible pues S es una

métri
a (matriz de un produ
to es
alar) y por tanto de�nida positiva. Lo que sí es posible

es que un 
ál
ulo aproximado 
on un número determinado de ve
inos de S, e
ua
ión (K.5),

tenga algún autovalor negativo. Eso impli
aría que esta aproxima
ión de S, 
on este número

de ve
inos, es insu�
iente porque las fun
iones de onda atómi
as a estas distan
ias todavía

se solapan lo que signi�
a un a
oplamiento entre ellas. La solu
ión a este problema pasa por

añadir más ve
inos para disminuir el solape y por tanto el a
oplamiento entre las fun
iones

de onda.

La fun
ión dielé
tri
a y su inversa se 
al
ula en el formalismo de Hanke & Sham por medio

de las matri
es No
, V , V x

y S y su dimensión se determina según la e
ua
ión (1.58). A
abamos

de ver que esta dimensión está a
otada inferiormente, pues hay un número mínimo de ve
inos

que ne
esitamos in
luir para que la matriz 
ambio de base U = S
−1/2

este bien de�nida.

Tampo
o tiene mu
ho sentido in
luir intera

iones a mu
hos ve
inos porque esto aumenta


onsiderablemente la dimensión de estas matri
es. La solu
ión este problema varía 
on el

tipo de investiga
ión pero 
omo a nosotros nos interesa un buen 
omportamiento ópti
o del

sistema para determinar esta dimensión hemos 
onsiderado todas las intera

iones a ve
inos

que garanti
en el 
umplimiento de las reglas de la suma, 
apítulo 2.4.





Apéndi
e L

Fun
ión dielé
tri
a longitudinal.

En esta se

ión resuminos 
ómo se obtiene la fun
ión dielé
tri
a longitudinal[87℄. Si un


ampo elé
tri
o

~E es paralelo al ve
tor de onda ~q de
imos que es un 
ampo longitudinal. El


ará
ter longitudinal del 
ampo elé
tri
o impli
a que ∇× ~E = 0, y por lo tanto, que

~E es el

gradiente de un poten
ial es
alar

~E = −∇ v y ∇ ~E = 4π e2 n. Cuando el 
ampo elé
tri
o es

perpendi
ular al ve
tor de onda de
imos que el 
ampo es transversal y se 
umple que∇ ~E = 0.

Si el 
ampo elé
tri
o

~E varía muy lentamente en el espa
io (límite de onda larga q → 0)
las 
omponentes longitudinales y transversales de la fun
ión dielé
tri
a para 
ristales 
on

simetría 
úbi
a o, en general, para medios isótropos son iguales y por tanto podemos trabajar

equivalentemente 
on 
ualquier 
omponente. Nosotros trabajaremos 
on la fun
ión dielé
tri
a

longitudinal porque tiene la ventaja de que los 
ampos derivan de un poten
ial es
alar y no de

un poten
ial ve
tor lo que simpli�
a el problema (para una deriva
ión de la fun
ión dielé
tri
a

transversal véase [93℄).

De la e
ua
ión de Poisson para un 
ampo longitudinal tenemos:

∇ ~E = 4π e2 ntot ⇒ i~q ~E(~q, ω) = 4πe2 ntot(~q, ω) (L.1)

∇ ~D = 4π e2 next ⇒ i~q ~D(~q, ω) = 4πe2 next(~q, ω) (L.2)

donde next, nind y ntot = next+nind son las densidades ele
tróni
as externa, indu
ida y total

respe
tivamente. Utilizando las e
ua
iones de Maxwell y las expresiones (L.1), (L.2):

next(~q + ~G, ω) =
∑

~G′

|~q + ~G| ǫL(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) |~q + ~G′| ntot(~q +
~G′, ω)

(~q + ~G′)2
(L.3)

next(~q+ ~G, ω) =
∑

~G′

|~q+ ~G| ǫL(~q+ ~G, ~q+ ~G′, ω) |~q+ ~G′| next(~q +
~G′, ω) + nind(~q + ~G′, ω)

(~q + ~G′)2
(L.4)

por simpli
idad en la nota
ión, vamos a representar la parte longitudinal de la fun
ión dielé
-

tri
a ǫL simplemente 
omo ǫ. Multipli
ando por la inversa de la fun
ión dielé
tri
a y usando
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194 L. Fun
ión dielé
tri
a longitudinal.

la e
ua
ión de Poisson:

next(~q + ~G, ω) = (~q + ~G)2
vext(~q + ~G, ω)

4πe2

la densidad indu
ida se puede poner 
omo:

nind(~q + ~G, ω) =
∑

~G′

[

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω)− δ ~G, ~G′

] |~q + ~G||~q + ~G′|
4πe2

vext(~q + ~G′, ω) (L.5)

tomando la derivada de la 
omponente de Fourier nind(~q+ ~G, ω) 
on respe
to a vext, la inversa
de la fun
ión dielé
tri
a mi
ros
ópi
a se puede expresar 
omo:

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′ +
4πe2

|~q + ~G|2
δnind(~q + ~G, ω)

δvext(~q + ~G′, ω)
(L.6)

forma similar, de la e
ua
ión (L.3), la e
ua
ión de Poisson para el poten
ial total y derivando

nind(~q + ~G) 
on respe
to a vtot tenemos:

ǫ(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′ −
4πe2

|~q + ~G|2
δnind(~q + ~G, ω)

δvtot(~q + ~G′, ω)
(L.7)

Estas e
ua
iónes permiten rela
ionar la polarizabilidad redu
ible (o también la fun
ión res-

puesta de densidad densidad o 
arga 
arga o simplemente fun
ión respuesta de densidad ) χ
y la polarizabilidad irredu
ible o propia P̃ que se de�nen 
omo:

χ(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =
δnind(~q + ~G, ω)

δvext(~q + ~G′, ω)
P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =

δnind(~q + ~G, ω)

δvtot(~q + ~G′, ω)
(L.8)

si llamamos v(~q+ ~G, ω) = 4πe2/|~q+ ~G|2 a la transformada de Fourier del poten
ial de Coulomb,
las e
ua
iones quedan:

ǫ(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′
− v(~q + ~G) P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′) (L.9)

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′
+ v(~q + ~G) χ(~q + ~G, ~q + ~G′) (L.10)

por último, 
ombinando estas dos últimas e
ua
iones, dedu
imos la e
ua
ión Dyson que rela-


iona la fun
ión de polarizabilidad redu
ible χ y la polarizabilidad propia P̃ :

χ(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′, ω)+ (L.11)

+
∑

~G1, ~G2

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G1, ω) v(~q + ~G1) χ(~q + ~G2, ~q + ~G′, ω)

Las e
ua
iones generales (L.9) y (L.10) nos permiten 
al
ular las 
omponentes de Fourier de

la respuesta diele
tri
a longitudinal y su inversa en fun
ión de la transferen
ia de momento ~q

ausada por una perturba
ión 
on fre
uen
ia ω y de periodi
idad espa
ial

~G. Para 
al
ular la

omponente transversal de la fun
ión dielé
tri
a ver el trabajo de Adler S.L. Adler[93℄.



Apéndi
e M

Fun
iones dielé
tri
as mi
ros
ópi
a y

ma
ros
ópi
a.

En este apéndi
e, vamos a ver la rela
ión entre fun
ión dielé
tri
a mi
ros
ópi
a y ma
ros-


ópi
a de un sistema periódi
o. La fun
ión de respuesta de un sistema periódi
o a una es
ala

grande es homogénea y el 
ampo elé
tri
o ma
ros
ópi
o total tiene la misma periodi
idad que

la perturba
ión externa, sin embargo a es
ala atómi
a 
ampo elé
tri
o total de mi
ros
ópi
o

tiene os
ila
iones rápidas y por lo tanto, es importante distinguir entre fun
ión dielé
tri
a

ma
ros
ópi
a y mi
ros
ópi
a. Formalmente la fun
ión dielé
tri
a se es
ribe 
omo[87℄:

~E(~r, ω) =

∫

d3~r′ ǫ−1
mac(~r − ~r′, ω) ~Eext(~r

′, ω) (M.1)

aquí

~E y

~Eext son los 
ampos elé
tri
os ma
ros
ópi
os total y externo que están rela
ionados

por la fun
ión dielé
tri
a ma
ros
ópi
a ǫmac. La fun
ión dielé
tri
a ma
ros
ópi
a depende de

la diferen
ia de las posi
iones por que desde el punto de vista ma
ros
ópi
o el material se 
om-

porta 
omo homogéneo. El 
ampo elé
tri
o mi
ros
ópi
o total

~Etot tiene grandes os
ila
iones

en la es
ala atómi
a y la fun
ión dielé
tri
a ǫ mi
ros
ópi
a dependiente de ~r y t 
umple:

~Etot(~r, ω) =

∫

d3~r′ ǫ−1(~r,~r′, ω) ~Eext(~r
′, ω)

la fun
ión dielé
tri
a ma
ros
ópi
a sólo depende de la diferen
ia de posi
iones, la e
ua
ión

(M.1) en el espa
io de momentos es simplemente:

~E(~q, ω) = ǫ−1
mac(~q, ω) ~Eext(~q, ω) (M.2)
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196 M. Fun
iones dielé
tri
as mi
ros
ópi
a y ma
ros
ópi
a.

además, la fun
ión dielé
tri
a mi
ros
ópi
a es invariante bajo 
ualquier ve
tor trasla
ión de

red dire
ta

~R y por tanto:

ǫ(~r,~r′, ω) =

∫
d3~q′

8π3
d3~q′′

8π3
ei~q

′~r ǫ(~q′, ~q′′, ω) e−i~q′′~r′

=

∫
d3~q′

8π3
d3~q′′

8π3
ei~q

′(~r+~R) ǫ(~q′, ~q′′, ω) e−i~q′′(~r′+~R)

=

∫
d3~q′

8π3
d3~q′′

8π3
ei(~q

′−~q′′)~R ei~q
′~r ǫ(~q′, ~q′′, ω) e−i~q′′~r′

= ǫ(~r + ~R,~r′ + ~R, ω) (M.3)

para que se 
umpla la e
ua
ión (M.3) ei(~q
′−~q′′)~R = 1, la diferen
ia entre ~q′ y ~q′′ debe ser un

ve
tor de red re
ípro
a ~q′ − ~q′′ = ~G, o equivalentemente ei~q
′ ~R = 1 y ei~q

′′ ~R = 1 lo que impli
a

que ~q′ = ~q + ~G y ~q′′ = ~q + ~G′
, 
on ~q ∈ 1ZB, así:

~Etot(~q + ~G, ω) =
∑

~G′

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) ~Eext(~q + ~G′, ω)

La fun
ión dielé
tri
a mi
ros
ópi
a debe ser una 
antidad dire
tamente a

esible desde los


ál
ulos ab initio. Con el �n de 
al
ular la fun
ión dielé
tri
a ma
ros
ópi
a vamos a rela
ionar

el 
ampo elé
tri
o ma
ros
ópi
o 
on el mi
ros
ópi
o promediando este último sobre el volumen

de la 
elda primitiva Ωo:

~E(~R, ω) =
1

Ωo

∫

Ω(~R)
d3~r ~Etot(~r, ω)

donde Ω(~R) representa la integra
ión sobre a 
elda primitiva lo
alizada en

~R, usando trasfor-
mada de Fourier:

~E(~R, ω) =
∑

~G

∫

1ZB

d3~q

8π3
~Etot(~q + ~G, ω)

1

Ωo

∫

Ω(~R)
d3~r ei(~q+

~G)~r

Si suponemos que el 
ampo externo varía en una es
ala de longitud de onda mu
ho mayor

que las distan
ias atómi
as q << Gmin 6= 0, el término ei(~q+
~G)~r ≈ ei

~G~r
y:

~E(~R, ω) =

∫

1ZB

d3~q

8π3
~Etot(~q, ω)

1

Ωo

∫

Ω(~R)
d3~r ei~q~r +

∑

~G 6=0

∫

1ZB

d3~q

8π3
~Etot(~q + ~G, ω)

1

Ωo

∫

Ω(~R)
d3~r ei

~G~r


omo la longitud de onda aso
iada a ~q varia muy lentamente en el espa
io Ω(~R) podemos

suponer que la exponen
ial se mantiene 
onstante en di
ho espa
io y ei~q~r ≈ ei~q
~R
y:

~E(~R, ω) =

∫

1ZB

d3~q

8π3
~Etot(~q, ω)

Ω(~R)

Ω
ei~q

~R
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~E(~R, ω) =

∫

1ZB

d3~q

8π3
ei~q

~R ~Etot(~q, ω) (M.4)

por otro lado:

~E(~R, ω) =
∑

~G

∫

1ZB

d3~q

8π3
ei(~q+

~G)~R ~E(~q + ~G, ω) (M.5)


omparando la e
ua
ión (M.4) y la e
ua
ión (M.5) vemos que la rela
ión entre 
ampo elé
tri
o

total de ma
ros
ópi
o y el mi
ros
ópi
o es:

~E(~q + ~G, ω) = ~Etot(~q, ω) δ ~G,0


omo el 
ampo externo

~Etot es ma
ros
ópi
o:

~Eext(~q + ~G, ω) = ~Eext(~q, ω) δ ~G,0

la rela
ión entre el 
ampo total ma
ros
ópi
o y el externo se puede es
ribir:

~E(~q, ω) = ~Etot(~q, ω) =
∑

~G′

ǫ−1(~q, ~q + ~G′, ω) ~Eext(~q, ω) δ ~G′,0 = ǫ−1(~q, ~q, ω) ~Etot(~q, ω) (M.6)


omparando de la e
ua
ión (M.2) y la e
ua
ión (M.6) la rela
ión entre la fun
ión dielé
tri
a

mi
ros
ópi
a y ma
ros
ópi
a es:

ǫ−1
mac(~q, ω) = ǫ−1(~q, ~q, ω)

ǫmac(~q, ω) =
[
ǫ−1(~q, ~q, ω)

]−1
(M.7)

en de�nitiva, la fun
ión dielé
tri
a ma
ros
ópi
a se 
al
ula:

1. Invirtiendo la matriz dielé
tri
a mi
ros
ópi
a ǫ ~G, ~G′(~q, ω) = ǫ(~q + ~G, ~q + ~G′, ω).

2. Tomando el elemento de matrix

~G = ~G′ = 0 de esa matriz inversa.

3. Y por último, invirtiendo el tensor 3×3 resultante.

para la fun
ión dielé
tri
a longitudinal todos estos pasos se resumen en la e
ua
ión:

ǫLmac(ω) = ĺım
~q→0

1
[

ǫ−1
L (~q + ~G, ~q + ~G′, ω)

]

~G=0, ~G′=0

(M.8)

En materiales homogéneos a es
ala mi
ros
ópi
a (
omo el gas de ele
trones homogéneo, meta-

les...), los elementos no diagonales de ǫ−1
mac(~q+ ~G, ~q+ ~G′, ω) son 
ero y por tanto la inversión de

la matriz dielé
tri
a es equivalente a invertir la diagonal de la matriz, en este 
aso no tenemos

efe
tos de 
ampo lo
al y la fun
ión dielé
tri
a ma
ros
ópi
a se 
al
ula simplemente 
omo:

ǫmac(~q, ω) = ǫ(~q, ~q, ω)

sin embargo, para el resto de los materiales, los que los efe
tos lo
ales no son despre
iables y

la fórmula 
orre
ta para 
al
ular la fun
ión dielé
tri
a ma
ros
ópi
a es (M.7) y en el 
aso de

la fun
ión dielé
tri
a ma
ros
ópi
a longitudinal (M.8).
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.2. Coe�
ientes y exponentes del ajuste CGTO de la parte radial de los orbitales

Fireball sp3 del Sili
io . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.3. Coe�
ientes y exponentes del ajuste CGTO de la parte radial de los orbitales

Fireball sp3d5 del Sili
io . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.4. Propiedades geométri
as de un material 
on simetría Diamante o Zin
-Blenda:

Posi
iones atómi
as, las 
oordenadas, el tipo de átomo, la distan
ia y número

de ve
inos y la dimensión s. a representa la 
onstante de red, 1 el átomo base

de 
oordenadas a(0, 0, 0) y tipo 2 al de 
oordenadas a(1/4, 1/4, 1/4). . . . . . 44

2.5. Número de ele
trones de valen
ia del Sili
io 
al
ulado 
on la regla de suma,

e
ua
ión (2.7) o (2.11) y las bases sp3, sp3d5 sp3s∗p∗3 . . . . . . . . . . . . . 47

3.1. Respuesta dielé
tri
a longitudinal ma
ros
ópi
a del Sili
io en el límite de onda

larga en las dos bases sp3 y sp3d5 
omparada 
on los resultados experimentales[36℄
para la aproxima
ión RPA y RPA 
on efe
tos lo
ales. . . . . . . . . . . . . . . 54

5.1. Poten
ia de pérdidas aleatoria, e
ua
ión (5.11), en el Sili
io 
on base sp3d5. Con
10, 60 puntos espe
iales de Chady & Cohen y un 
orte de |~q+ ~G| < 2.5 (2π/a)
y 
on 10 puntos espe
iales y 
ortes de 2.5 y 5.0 en unidades de 2π/a para |~q+ ~G| 82

5.2. Sili
io: Número de ele
trones efe
tivos, e
ua
ión (2.7), para los 10 puntos espe-


iales de Chady & Cohen y su desvia
ión en% 
on respe
to de los 8 ele
trones

por 
elda primitiva para las dos bases sp3 y sp3d5 . . . . . . . . . . . . . . . . 85

5.3. Constante de propor
ionalidad en au. para la poten
ia de pérdidas y la velo
i-

dad en el régimen de bajas velo
idades. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

205



206 ÍNDICE DE TABLAS

B.1. Constantes del modelo plasmón-polo del Sili
io. Estos parámetros están 
al
u-

lados 
on un ajuste de la e
ua
ión (B.2) a la fre
uen
ia de plasma ωp, el gap

medio ωg y la 
onstante A a los valores medios de fun
ión dielé
tri
a RPA en

las dire

iones de simetría ∆, Σ, Λ 
on una base sp3d5. . . . . . . . . . . . . 114

B.2. Constantes del modelo de Penn del Sili
io. Estos parámetros están 
al
ulados


on un ajuste de la e
ua
ión (B.6) a los valores medios de fun
ión dielé
tri
a

RPA en las dire

iones de simetría ∆, Σ y Λ 
on una base sp3d5. . . . . . . . 121

B.3. Coe�
ientes y exponentes del ajuste 
on tres gaussianas del poten
ial estáti
o

apantallado del Sili
io 
on los modelos Penn, e
ua
ión (B.12) y plasón-polo

e
ua
ión (B.5). Ver grá�
a B.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129



Publi
a
iones

Artí
ulo: M. Gómez, P. González, F. Flores and J. Ortega., Si diele
tri
 fun-


tion in a lo
al basis representation: Opti
al properties, lo
al �eld e�e
ts, ex
itons, and

stopping power, Phys. Rev. B, vol 90 page 205210 (2014).

Congreso: PLMCN2014: Physi
s of Light-matter 
oupling in nanostru
tures. June 9th-

13th, 2014. Montpellier, Fran
e. "Sili
on: diele
tri
 fun
tion in a lo
al representation:

lo
al e�e
ts, ex
itons and stopping power". M. Gómez, P. González, F. Flores and

J. Ortega. Poster.

207





Bibliografía

[1℄ Eri
h Runge and E. K. U. Gross. Density-fun
tional theory for time-dependent systems.

Phys. Rev. Lett., 52:997�1000, Mar 1984.

[2℄ A.L. Fetter and J.D. Wale
ka. Quantum theory of many-parti
le systems. International

series in pure and applied physi
s. M
Graw-Hill, 1971.

[3℄ P. Hohenberg and W. Kohn. Inhomogeneous ele
tron gas. Phys. Rev., 136:B864�B871,

Nov 1964.

[4℄ W. Hanke and L. J. Sham. Lo
al-�eld and ex
itoni
 e�e
ts in the opti
al spe
trum of a


ovalent 
rystal. Phys. Rev. B, 12:4501�4511, Nov 1975.

[5℄ W. Hanke and L. J. Sham. Many-parti
le e�e
ts in the opti
al spe
trum of a semi
on-

du
tor. Phys. Rev. B, 21:4656�4673, May 1980.

[6℄ E. E. Salpeter and H. A. Bethe. A relativisti
 equation for bound-state problems. Phys.

Rev., 84:1232�1242, De
 1951.

[7℄ James P. Lewis, Kurt R. Glaesemann, Gregory A. Voth, Jürgen Frits
h, Alexander A.

Demkov, José Ortega, and Otto F. Sankey. Further developments in the lo
al-orbital

density-fun
tional-theory tight-binding method. Phys. Rev. B, 64:195103, O
t 2001.

[8℄ James P. Lewis, Pavel Jel�nek, Jos�


© Ortega, Alexander A. Demkov, Daniel G. Tra-

bada, Barry Hay
o
k, Hao Wang, Gary Adams, John K. Tomfohr, Enrique Abad, Hong

Wang, and David A. Drabold. Advan
es and appli
ations in the �reballab initio tight-

binding mole
ular-dynami
s formalism. physi
a status solidi (b), 248(9):1989�2007, 2011.

[9℄ EXC:. http://etsf.polyte
hnique.fr/ex
/.

[10℄ GPAW:. https://wiki.fysik.dtu.dk/gpaw/index.html.

[11℄ YAMBO:. http://www.yambo-
ode.org/index.php.

[12℄ SIESTA:. http://departments.i
mab.es/leem/siesta/About/team.html.

[13℄ W. Hanke. Diele
tri
 theory of elementary ex
itations in 
rystals. Advan
es in Physi
s,

27(2):287�341, 1978.

209



210 BIBLIOGRAFÍA

[14℄ Ryogo Kubo. Statisti
al-me
hani
al theory of irreversible pro
esses. i. general theory

and simple appli
ations to magneti
 and 
ondu
tion problems. Journal of the Physi
al

So
iety of Japan, 12(6):570�586, 1957.

[15℄ A.A. Abrikosov. Methods of Quantum Field Theory in Statisti
al Physi
s [by℄ A.A. Abri-

kosov, L.P. Gorkov [and℄ I.E. Dzyaloshinski. Sele
ted Russian publi
ations in the mat-

hemati
al s
ien
es. 1963.

[16℄ Lars Hedin. New method for 
al
ulating the one-parti
le green's fun
tion with appli
ation

to the ele
tron-gas problem. Phys. Rev., 139:A796�A823, Aug 1965.

[17℄ L. J. Sham and T. M. Ri
e. Many-parti
le derivation of the e�e
tive-mass equation for

the wannier ex
iton. Phys. Rev., 144:708�714, Apr 1966.

[18℄ David Pines. Elementary ex
itations in solids. Le
ture Notes and Supplements in Physi
s.

W. A. Benjamin, In
., New York-Amsterdam, 1963.

[19℄ Alexander A. Demkov, José Ortega, Otto F. Sankey, and Matthew P. Grumba
h. Ele
-

troni
 stru
ture approa
h for 
omplex sili
as. Phys. Rev. B, 52:1618�1630, Jul 1995.

[20℄ F. J. Gar
ía-Vidal, J. Merino, R. Pérez, R. Rin
ón, J. Ortega, and F. Flores. Density-

fun
tional approa
h to l
ao methods. Phys. Rev. B, 50:10537�10547, O
t 1994.

[21℄ M. Fu
hs and M. S
he�er. Ab initio pseudopotentials for ele
troni
 stru
ture 
al
ula-

tions of poly-atomi
 systems using density-fun
tional theory. Comput. Phys. Commun.,

119:67�98, 1999.

[22℄ James C. Phillips. Energy-band interpolation s
heme based on a pseudopotential. Phys.

Rev., 112:685�695, Nov 1958.

[23℄ Marvin L. Cohen and Volker Heine. The �tting of pseudopotentials to experimental

data and their subsequent appli
ation. volume 24 of Solid State Physi
s, pages 37 � 248.

A
ademi
 Press, 1970.

[24℄ M. T. Yin and Marvin L. Cohen. Theory of ab initio pseudopotential 
al
ulations. Phys.

Rev. B, 25:7403�7412, Jun 1982.

[25℄ Otto F. Sankey and David J. Niklewski. Ab initio multi
enter tight-binding model for

mole
ular-dynami
s simulations and other appli
ations in 
ovalent systems. Phys. Rev.

B, 40:3979�3995, Aug 1989.

[26℄ M.A. Basanta, Y.J. Dappe, P. Jel�nek, and J. Ortega. Optimized atomi
-like orbitals

for �rst-prin
iples tight-binding mole
ular dynami
s. Computational Materials S
ien
e,

39(4):759 � 766, 2007.

[27℄ W. Kohn and L. J. Sham. Self-
onsistent equations in
luding ex
hange and 
orrelation

e�e
ts. Phys. Rev., 140:A1133�A1138, Nov 1965.



BIBLIOGRAFÍA 211

[28℄ R. Stumpf and M. S
he�er. Simultaneous 
al
ulation of the equilibrium atomi
 stru
ture

and its ele
troni
 ground state using density-fun
tional theory. Comput. Phys. Commun.,

79:447�465, 1994.

[29℄ Mason Thomas. Semi
ondu
tors Basi
 Data, 2nd ed. Edited by O. Madelung, Springer,

Berlin 1996, volume 3. WILEY-VCH Verlag GmbH, 1997.

[30℄ Edwin E. Salpeter. Hans A. Bethe. Quantum Me
hani
s of One- and Two-Ele
tron

Atoms. Springer-Verlag, Berlin, 1957.

[31℄ H.A. Bethe and E.E. Salpeter. Quantum me
hani
s of one- and two-ele
tron systems. In

Atoms I / Atome I, volume 7 / 35 of En
y
lopedia of Physi
s / Handbu
h der Physik,

pages 88�436. Springer Berlin Heidelberg, 1957.

[32℄ M. Altarelli, D. L. Dexter, H. M. Nussenzveig, and D. Y. Smith. Super
onvergen
e and

sum rules for the opti
al 
onstants. Phys. Rev. B, 6:4502�4509, De
 1972.

[33℄ H. Ehrenrei
h. The Opti
al Properties of Solids, volume 9 of Solid State Physi
s. J. Tau
.

A
ademi
, New York, 1966.

[34℄ David Pines and Philippe Nozières. The theory of quantum liquids. Addison-Wesley,

1990.

[35℄ D. J. Chadi and Marvin L. Cohen. Spe
ial points in the brillouin zone. Phys. Rev. B,

8:5747�5753, De
 1973.

[36℄ P. Lautens
hlager, M. Garriga, L. Vina, and M. Cardona. Temperature dependen
e of the

diele
tri
 fun
tion and interband 
riti
al points in sili
on. Phys. Rev. B, 36:4821�4830,

Sep 1987.

[37℄ J.M. Pitarke and I. Campillo. Band stru
ture e�e
ts on the intera
tion of 
harged parti-


les with solids. Nu
lear Instruments and Methods in Physi
s Resear
h Se
tion B: Beam

Intera
tions with Materials and Atoms, 164-165(0):147 � 160, 2000.

[38℄ Steven G. Louie, James R. Chelikowsky, and Marvin L. Cohen. Lo
al-�eld e�e
ts in the

opti
al spe
trum of sili
on. Phys. Rev. Lett., 34:155�158, Jan 1975.

[39℄ Hans-Christian Weissker, Jorge Serrano, Simo Huotari, Eleonora Luppi, Mar
o Cazza-

niga, Fabien Bruneval, Fran
es
o Sottile, Giulio Mona
o, Valerio Olevano, and Lu
ia

Reining. Dynami
 stru
ture fa
tor and diele
tri
 fun
tion of sili
on for �nite momentum

transfer: Inelasti
 x-ray s
attering experiments and ab initio 
al
ulations. Phys. Rev. B,

81:085104, Feb 2010.

[40℄ M Ehrnsperger and H Bross. Cal
ulation of the diele
tri
 matrix of sili
on. Journal of

Physi
s: Condensed Matter, 9(6):1225, 1997.

[41℄ Giovanni Onida, Lu
ia Reining, and Angel Rubio. Ele
troni
 ex
itations: density-

fun
tional versus many-body green's-fun
tion approa
hes. Rev. Mod. Phys., 74:601�659,

Jun 2002.



212 BIBLIOGRAFÍA

[42℄ S. Obara and A. Saika. E�
ient re
ursive 
omputation of mole
ular integrals over 
ar-

tesian gaussian fun
tions. The Journal of Chemi
al Physi
s, 84(7):3963�3974, 1986.

[43℄ Valéry Weber and Claude Daul. Computer Physi
s Communi
ations, 158(1):1 � 11, 2004.

[44℄ Mark S. Hybertsen and Steven G. Louie. Ele
tron 
orrelation in semi
ondu
tors and

insulators: Band gaps and quasiparti
le energies. Phys. Rev. B, 34:5390�5413, O
t 1986.

[45℄ Fran
es
o Sottile, Margherita Marsili, Valerio Olevano, and Lu
ia Reining. E�
ient

ab initio 
al
ulations of bound and 
ontinuum ex
itons in the absorption spe
tra of

semi
ondu
tors and insulators. Phys. Rev. B, 76:161103, O
t 2007.

[46℄ Mario P. Tosi. Cohesion of ioni
 solids in the born model. volume 16 of Solid State

Physi
s, pages 1 � 120. A
ademi
 Press, 1964.

[47℄ Mi
hael P Marder. Condensed matter physi
s. John Wiley & Sons, 2010.

[48℄ M. van S
hilfgaarde, Takao Kotani, and S. Faleev. Quasiparti
le self-
onsistent gw theory.

Phys. Rev. Lett., 96:226402, Jun 2006.

[49℄ Soh Ishii, Shohei Iwata, and Kaoru Ohno. All-ele
tron gw 
al
ulations of sili
on, diamond,

and sili
on 
arbide. Materials Transa
tions, JIM, 51(12):2150�2156, 2010.

[50℄ Ja
k Deslippe, Georgy Samsonidze, Manish Jain, Marvin L. Cohen, and Steven G. Louie.

Coulomb-hole summations and energies for gw 
al
ulations with limited number of empty

orbitals: A modi�ed stati
 remainder approa
h. Phys. Rev. B, 87:165124, Apr 2013.

[51℄ Wei Kang and Mark S. Hybertsen. Enhan
ed stati
 approximation to the ele
tron self-

energy operator for e�
ient 
al
ulation of quasiparti
le energies. Phys. Rev. B, 82:195108,

Nov 2010.

[52℄ F. Be
hstedt, R. Del Sole, G. Cappellini, and Lu
ia Reining. An e�
ient method for 
al-


ulating quasiparti
le energies in semi
ondu
tors. Solid State Communi
ations, 84(7):765

� 770, 1992.

[53℄ Soh Ishii, Shohei Iwata, and Kaoru Ohno. All-ele
tron <i>gw</i>
al
ulations of sili
on,

diamond, and sili
on 
arbide. Materials Transa
tions, 51(12):2150�2156, 2010.

[54℄ M. Gómez, P. González, J. Ortega, and F. Flores. Si diele
tri
 fun
tion in a lo
al basis

representation: Opti
al properties, lo
al �eld e�e
ts, ex
itons, and stopping power. Phys.

Rev. B, 90:205210, Nov 2014.

[55℄ Niels Bohr. Philosophi
al Magazine, 26, July 1913.

[56℄ H. A. Bethe. Ann. Phys. (Leipzig), 5:325�400, 1930.

[57℄ E. Fermi. Z. f. Physik., 29:315, 1927.

[58℄ E. J. Williams. Rev. Mod. Phys., 29:217, 1945.



BIBLIOGRAFÍA 213

[59℄ C. F. V. Weizsa
ker. Z. Phys., 88:612, 1934.

[60℄ Gertsensktein. Zhur. Eksptl. Teoret. Fiz., 22:303, 1952.

[61℄ J. Neufeld and R. H. Rit
hie. Phys. Rev., 98:1632, 1955.

[62℄ Klein. Arkiv. F. Mat. Astr. Fys., 31A:No. 12, 1945.

[63℄ K. Dan. Vidensk. J. Lindhard. Selsk. Mat. Fys. Medd., (14):34, 1965.

[64℄ J. F. Ziegler, U. Littmark, and J. P. Biersa
k. The stopping and range of ions in solids

/ J.F. Ziegler, J.P. Biersa
k, U. Littmark. Pergamon New York, 1985.

[65℄ P.M. E
henique, F. Flores, and R.H. Rit
hie. Dynami
 s
reening of ions in 
ondensed

matter. volume 43 of Solid State Physi
s, pages 229 � 308. A
ademi
 Press, 1990.

[66℄ U Fano. Penetration of protons, alpha parti
les, and mesons. Annual Review of Nu
lear

S
ien
e, 13(1):1�66, 1963.

[67℄ H. H. Andersen and J. F. Ziegler. Hydrogen stopping powers and ranges in all elements

/ H. H. Andersen, J. F. Ziegler. Pergamon Press New York, 1977.

[68℄ H. Bethe und J. Ashkin. Experimental Nu
lear Physi
s, volume 9 of Solid State Physi
s.

New York. J. Wiley� 1953.

[69℄ Ri
hard J. Mathar and Matthias Posselt. Ele
troni
 stopping of heavy ions in the kaneko

model. Phys. Rev. B, 51:15798�15807, Jun 1995.

[70℄ J. Lindhard. On the properties of a gas of 
harged parti
les, volume 8 of Solid State

Physi
s. Danske Matematiskfysiske Meddelelser., 1954.

[71℄ Wayne M. Saslow and George F. Reiter. Plasmons and 
hara
teristi
 energy loss in

periodi
 solids. Phys. Rev. B, 7:2995�3003, Apr 1973.

[72℄ O. N. Jarvis, A. C. Sherwood, C. Whitehead, and M. W. Lu
as. Stopping power for fast


hanneled alpha parti
les in sili
on. Phys. Rev. B, 16:3880�3886, Nov 1977.

[73℄ E. Fermi and E. Teller. The 
apture of negative mesotrons in matter. Phys. Rev., 72:399�

408, Sep 1947.

[74℄ Ady Mann and Werner Brandt. Material dependen
e of low-velo
ity stopping powers.

Phys. Rev. B, 24:4999�5003, Nov 1981.

[75℄ E. Ligeon and A. Guivar
'h. Hydrogen implantation in sili
on between 1.5 and 60 kev.

Radiation E�e
ts, 27(3-4):129�137, 1976.

[76℄ K. Dan. Vidensk. J. Lindhard, A. Winther. Selsk. Mat. Fys. Medd., (4):34, 1964.

[77℄ Werner Brandt and Julian Reinheimer. Theory of semi
ondu
tor response to 
harged

parti
les. Phys. Rev. B, 2:3104�3112, O
t 1970.



214 BIBLIOGRAFÍA

[78℄ Julian Reinheimer Werner Brandt. Theory of 
harged parti
les in semi
ondu
tors. Ca-

nadian Journal of Physi
s, 46:68�075, 1968.

[79℄ Werner Brandt. E�e
tive 
harges of ions and the stopping power of dense media. Nu
lear

Instruments and Methods in Physi
s Resear
h, 194(1-3):13 � 19, 1982.

[80℄ P.M. E
henique, R.M. Nieminen, and R.H. Rit
hie. Density fun
tional 
al
ulation of

stopping power of an ele
tron gas for slow ions. Solid State Communi
ations, 37(10):779

� 781, 1981.

[81℄ T. L. Ferrell and R. H. Rit
hie. Energy losses by slow ions and atoms to ele
troni


ex
itation in solids. Phys. Rev. B, 16:115�123, Jul 1977.

[82℄ JF Ziegler, JP Biersa
k, and MD Ziegler. Srim-2013 software pa
kage. available online

at: ww.srim.org.

[83℄ MJ Berger, JS Coursey, MA Zu
ker, and J Chang. Stopping-power and range tables for

ele
trons, protons, and helium ions. 1999.

[84℄ M.A. Kumakhov A.F. Burenkov, F.F. Komarov. Energy loss of 
harged parti
les in


rystals. Sov. Phys. JETP, 51(4):741 � 748, 1980.

[85℄ Wolfgang von der Linden and Peter Hors
h. Pre
ise quasiparti
le energies and hartree-

fo
k bands of semi
ondu
tors and insulators. Phys. Rev. B, 37:8351�8362, May 1988.

[86℄ David R. Penn. Wave-number-dependent diele
tri
 fun
tion of semi
ondu
tors. Phys.

Rev., 128:2093�2097, De
 1962.

[87℄ P. Zies
he and G. Lehmann. Elektronentheorie der Metalle. Springer, Berlin, 1983.

[88℄ M. Gajdo, K. Hummer, G. Kresse, J. Furthmüller, and F. Be
hstedt. Linear opti
al

properties in the proje
tor-augmented wave methodology. Phys. Rev. B, 73:045112, Jan

2006.

[89℄ M. S. Hybertsen and S. G. Louie. Ab initio stati
 diele
tri
 matri
es from the density-

fun
tional approa
h. i. formulation and appli
ation to semi
ondu
tors and insulators.

Phys. Rev. B, 35:5585�5601, apr 1987.

[90℄ J. R. Sabin R. J. Mathar and S. B. Tri
key. Ele
troni
 stopping of protons for lithium in

the diele
tri
 formulation obtained from �rst-prin
iples 
al
ulations. Nu
lear Instruments

and Methods in Physi
s Resear
h B, 155:249�271, 1999.

[91℄ J. C. Slater and G. F. Koster. Simpli�ed l
ao method for the periodi
 potential problem.

Phys. Rev., 94:1498�1524, Jun 1954.

[92℄ P.O. Lowdin. J. Chem. Phys., 18:365�375, 1950.

[93℄ Stephen L. Adler. Quantum theory of the diele
tri
 
onstant in real solids. Phys. Rev.,

126:413�420, Apr 1962.


