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Introduión

Este proyeto de tesis omenzó omo un trabajo sobre la funión dielétria y su inversa.

El objetivo era estudiar y onseguir un onjunto de programas apaes de alular la fun-

ión dielétria y su inversa en sistemas extensos, sobre todo semiondutores, super�ies y

que fuese posible generalizar a otros sistemas. Conoer la funión dielétria o su inversa nos

permitiría estudiar y analizar no solo las propiedades óptias de distintos materiales, espe-

trosopia de fotoemisión direta, emisión y absorión de luz, re�etividad,.. sino otro tipo de

fenómenos omo por ejemplo la interaión del material on otras partíulas, espetrosopia

de fotoemisión inversa, potenia de pérdidas, efeto Auger, Channeling,..... El estudio de la

respuesta dielétria en materiales es un ampo de investigaión muy importante e interesante

porque es el punto de partida de muhas otras apliaiones prátias en mirosopía, �bras

óptias, eldas solares, reubrimientos óptios, eletrónia, láser, teleomuniaiones....et.

En el planteamiento iniial nos proponíamos utilizar una representaión loal para alu-

lar la funión dielétria y así evitar el problema de la inversión de una matriz dielétria de

dimensión in�nita que surge si utilizamos una base de ondas planas. Nuestra intenión tam-

bién, era onseguir una serie de programas de álulo sin parámetros ajustables o parámetros

semiempírios añadidos, o sea, un álulo desde primeros prinipios o �ab initio� y por este

motivo elegimos haer nuestro estudio de la funión dielétria en una representaión loal

de orbitales atómios. Las prinipales ventajas que presenta el uso de este tipo de bases es

que es relativamente senillo y rápido inluir efetos de muhos uerpos omo el exitón y

que el formalismo teório se puede generalizar de una forma natural a super�ies y sistemas

extensos de más baja dimensión, omo por ejemplo, sistemas de dos dimensiones, nanotubos,..

o a sistemas no extensos omo luster, maromoléulas....

El maro teório de referenia neesario para el álulo de la funión dielétria es la

teoría de respuesta lineal que, básiamente, se puede desarrollar desde dos puntos de vista

diferentes, el funional densidad dependiente del tiempo TDDFT[1℄ y la teoría de muhos

uerpos MBT[2℄.

La TDDFT ompleta y mejora la preisión de un formalismo anterior ampliamente utiliza-

do por sus éxitos en el estudio de los sistemas materiales que es la teoría del funional densidad

(DFT)[3℄. La MBT es un formalismo muy potente basado en las funiones de Green y el on-

epto de uasipartíula que ha tenido un desarrollo muy importante por su preisión. Cada

una de estas teorías tiene sus ventajas e inonvenientes, mientras que en la TDDFT(DFT)
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el álulo es senillo y se basa en funionales de la densidad, tiene el inonveniente de que

el tratamiento del término de interambio y orrelaión requiere ierto grado de suposiión

y de aproximaión. Sin embargo, en la MBT todas las aproximaiones están perfetamente

de�nidas por una serie de interaiones o diagramas de Feynman, aunque tienen el problema

de que en algunos asos se llega a expresiones de difíil implementaión o muy ostosa.

Ante la eleión de TDDFT o MBT nosotros hemos optado por un híbrido entre estas

dos teorías y nos hemos basado, fundamentalmente, en dos artíulos pioneros de Hanke &

Sham[4, 5℄ en los que se utiliza una representaión loal para alular la funión dielétria y su

inversa, inluyendo efetos loales y exitónios. Las prinipales novedades de este formalismo

se basan en que la parte de interambio y orrelaión se alula relaionando este término

on los diagramas de interaión de eletrón-hueo de la MBT y en la resoluión loal de

la euaión de Bethe Salpeter[6℄, además, la teoría Hanke & Sham tiene la ventaja de que

proporiona un método senillo para inluir de manera natural más interaiones de muhos

uerpos en la respuesta dielétria, algo muy útil que nos permite aumentar la preisión y

generalizar el método a otro tipo de sistemas.

Para obtener los orbitales atómios que forman la base loal usamos los orbitales Fireball

alulados on el programa Fileball[7℄ porque es un método muy rápido en omparaión on

otros métodos basados en ondas planas y fundamentalmente porque permite utilizar bases

mínimas de orbitales sp3 o sp3 doble on buenos resultados y porque su preisión mejora

onsiderablemente si ampliamos la base on orbitales polarizados o orbitales d[8℄.

Los resultados de nuestro trabajo se apliaron fundamentalmente a un ristal de Siliio,

ya que es un material muy bien estudiado y doumentado donde podemos omparar nuestros

resultados on otros modelos y datos experimentales y porque es un material semiondutor

on un gap ni muy pequeño (tipo Germanio) ni exesivamente grande (tipo Diamante) que nos

permite ver la exatitud de las aproximaiones. Tanto en el artíulo original del arbono de

Hanke & Sham[4℄ basado fundamentalmente en TDDFT, omo el artíulo[5℄ del Siliio basado

en MBT, se utiliza la resoluión loal de la euaión de Bethe Salpeter para inorporar los

efetos exitónios pero en ambos artíulos hay dos aspetos que quedan sin desarrollar que

son:

La orreión por la energía de la uasipartíula.

El aráter no loal y dinámio del potenial apantallado.

En esta tesis también hemos profundizado en estos puntos, y hemos elaborado un método

general, dentro del formalismo en base loal de Hanke & Sham, y basado en la teoría GW

para inluir los efetos de la autoenergía de la uasipartíula. Además, hemos inluido los

efetos no loales y dinámios del potenial apantallado, ompletando de este modo la teoría

de respuesta lineal de Hanke & Sham en una base loal.

Debido al aráter loal y �ab initio�, el onjunto de programas que hemos desarrollado

durante la tesis nos permite no sólo el álulo de la funión dielétria para sistemas in�nitos,

sino también para otro tipo de sistemas, ya que el formalismo es equivalente y fáilmente
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exportable, on algunas modi�aiones, a otro tipo de sistemas. En este sentido, nuestro

ódigo es similar a sofware de álulo ientí�o basado en una base loal y/o en ondas planas,

omo por ejemplo, EXC[9℄, GPAW[10℄, Yambo[11℄ y SIESTA[12℄, aunque evidentemente no

son omparables ya que estos programas son muho más ompletos y generalistas porque

permiten deduir no solo la funión dielétria, sino muhas otras propiedades del sistema.





Resumen

En esta tesis estudiamos el problema teório de la respuesta dielétria en ristales y

su apliaión al Siliio. Esta funión y su inversa normalmente se alulan en una base de

ondas planas por la rapidez de álulo y porque las expresiones en esta base son senillas, sin

embargo, esta base plantea otro tipo de problemas, omo por ejemplo, la onvergenia de las

integrales o sumas en el espaio de momentos, la inversión de una matriz dielétria in�nita,

y sobre todo, porque la base de ondas planas pierde todas sus ventajas uando queremos

estudiar los efetos de muhos uerpos, omo efetos de ampo loal, exitones...et o sistemas

on super�ies, luster....et. La base de orbitales loalizados resuelve estos problemas porque

permite inorporar de forma natural efetos de muhos uerpos en sistemas muy variados on

muho menos tiempo de álulo.

Nuestro punto de partida es el artíulo de HankeDieletri theory of elementary exitations

in rystals[13℄ y los trabajos de Hanke & Sham para el Carbono[4℄ y el Siliio[5℄, después

haemos un estudio general y �ab initio� de la respuesta dielétria basado en una base de

orbitales atómios Fireball que inluye, tanto los efetos loales, omo del exitón Por último

ampliamos algunos aspetos que los artíulos de Hanke & Sham que quedan sin desarrollar,

omo por ejemplo:

Generalizaión de las expresiones Hanke & Sham para el aso de una base loal de

orbitales átómios. Apéndie A.

Aproximaiones para la matriz de atraión eletrón-hueo. Apéndie B.

Expresiones generales y exatas para el álulo de las interaiones de repulsión Coulom-

bianas en base loal. Apéndie G.

Cálulo de la autoenergía en una representaión loal. Capítulo H.

Inorporaión aproximada de los efetos dinámios. Seión 3.2.

Para failitar la organizaión y letura de esta tesis todos los detalles de desarrollo de

expresiones, ampliaión de oneptos...et. se han remitido a los apéndies del A al M y los

prinipales ontenidos de la tesis se han organizado en tres grandes bloques:

Fundamentos teórios: En esta parte se exponen las prinipales teorías que desarollan

la respuesta dielétria: La teoría del funional de la densidad dependiente del tiempo

9
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(TDDFT), la teoría de de muhos uerpos (MBT) y por último, el formalismo de Hanke

& Sham. Este bloque orresponde al apítulo 1.

Método Fireball: En este bloque se analizan varias bases de orbitales atómios obtenidos

mediante Fireball y estudiamos uál de ellas es la más onveniente, tanto desde el punto

de vista de la estrutura de bandas, omo de las propiedades óptias. Capítulo 2.

Apliaión de la teoría al Siliio: En esta parte se presentan y analizan los resultados

de esta teoría al estudio de las siguientes propiedades:

• La funión dielétria y su inversa on efetos loales y exitónios. Capítulo 3.

• La autonergía. Capítulo 4.

• La potenia de pérdidas. Capítulo 5.



Capítulo 1

Formulaión uántia de la respuesta

dielétria.

1.1. Introduión.

En este apítulo expondremos la formulaión uántia de la respuesta dielétria utilizando

la aproximaión de partíula independiente y analizaremos los prinipales métodos de álulo

de diha respuesta: teoría del funional densidad dependiente del tiempo (TDDFT), la teoría

de muhos uerpos (MBT) y la aproximaión del ampo autoonsistente de Hanke & Sham

que es un formalismo mezla de los dos primeros.

Consideremos un sistema de muhas partíulas, a temperatura T = 0 K, y on un Hamil-

toniano independiente del tiempo Ĥ. Supongamos que perturbamos el sistema en t = 0 on

un nuevo Hamiltoniano dependiente del tiempo Ĥext(t). El ambio de primer orden en el valor
esperado del estado fundamental de un operador Ô(t) debido a Ĥext(t) se puede expresar en
términos de los operadores de Heisenberg exatos del sistema de interaión no perturbado

[2, 14℄, omo:

δ < Ô(t) > = − i

~

∫ t

0
< ψo|[ÔH(t), Ĥext

H (t′)]|ψo > dt′ (1.1)

donde el subíndie H india la representaión de Heisenberg. En el aso de una temperatura

T la aproximaión de primer orden viene dado por[2℄:

δ < Ô(t) > = − i

~

∫ t

0
Tr{ĝ[ÔH(t), Ĥext

H (t′)]} dt′ (1.2)

on g el operador estadístio. Nosotros estamos interesados en la respuesta eletromagnétia

de sistemas de eletrones que interatúan on poteniales externos de tipo esalar o vetor.

En el aso de un potenia esalar V ext
la densidad de arga que se dedue de la euaión (1.1)

11



12 1. Formulaión uántia de la respuesta dielétria.

es:

δ < ρ̂(~r, t) > =

∫ t

0

∫

χ(~r, t, ~r′, t′) V ext(~r′, t′) d3~r′ dt′ (1.3)

en donde χ es la funión respuesta densidad de�nida por:

χ(~r, t, ~r′, t′) = − i

~
< ψo|[ρ̂H(~r, t), ρ̂H(~r′, t′)]|ψo > (1.4)

La euaión (1.3) nos india que la respuesta lineal de un operador ρ̂ a una perturbaión

externa V ext
se puede alular por medio de una integral en el espaio tiempo de una funión

de orrelaión de operadores exatos de Heisenberg. Para un potenial vetor externo

~A(~r, t)
y las orrientes induidas δ < ~J(~r, t) > tenemos una de�niión similar:

δ < Ĵi(~r, t) > =

∫ t

0

∫

Pij(~r, t, ~r
′, t′) Aext

j (~r′, t′) d3~r′ dt′ (1.5)

en donde:

Pij(~r, t, ~r
′, t′) = − i

~
< ψo|[Ĵi(~r, t), Ĵj(~r′, t′)]|ψo > (1.6)

on Ĵ = (Ĵo, Ĵx, Ĵy , Ĵz) el uadrivetor formado por el operador densidad de arga Ĵo y la

parte paramagnétia del operador densidad de orriente en la representaión de Heisenberg

(Ĵx, Ĵy, Ĵz).

La teoría de ampos junto on la teoría de perturbaiones en series de potenias de la

interaión eletrón-eletrón [2, 15℄ nos permite estudiar la respuesta eletromagnétia de una

forma sistemátia. Dentro de estas teorías, la más senilla orresponde a la aproximaión

Hartree o random phase approximation (RPA), en la ual se supone que un eletrón en un

potenial periódio se mueve independientemente del resto de los eletrones, omo si estuviese

sometido a un ampo eletrostátio medio generado por los iones y el resto de los eletrones.

De esta forma podemos alular la densidad de arga o de orriente debido a un potenial total

esalar o vetor utilizando un sistema de eletrones no interatuantes. Según la aproximaión

RPA la euaión para la parte irreduible de la polarizaión de la respuesta lineal P̃ vale:

P̃ij(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =
∑

n,n′,~k

< n,~k| ~Ji(~q + ~G)|n′, ~k + ~q > ·

fn(~k)− fn′(~k + ~q)

En(~k)− En′(~k + ~q)− ~ω − iδ
< n′, ~k + ~q| ~Jj(~q + ~G′)|n,~k > (1.7)

donde P̃ij(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) es la transformada de Fourier de P̃ij(~r, t, ~r
′, t′) on respeto a

las oordenadas ~r, ~r′ y el tiempo t − t′. |n,~k > representa el estado Bloh de partíula

independiente de banda n, vetor de onda ~k, energía En(~k) y funión de distribuión Fermi-

Dira fn(x). El operador Ĵo(~q) se de�ne a partir del operador densidad ρ(~q) = e−i~q~r
y Ĵi(~q)

on i ∈ {x, y, z} por medio del operador orriente:

Ji(~q) =
1

2 m

(

pi e
−i~q~r + e−i~q~r pi

)

(1.8)
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~p es el momento del eletrón. Teniendo en uenta la euaión de ontinuidad:

[ρ(~q),H] = ~q · ~J(~q) (1.9)

H es el Hamiltoniano de partíula independiente del eletrón, y las euaiones (1.8) y (1.9) se

dedue la siguiente expresión general para la polarizabilidad propia en la aproximaión RPA:

P̃oo(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =
∑

n,n′,~k

< n,~k|(~q + ~G) · ~J(~q + ~G)|n′, ~k + ~q > ·

fn(~k)− fn′(~k + ~q)
(

En(~k)− En′(~k + ~q)− ~ω − iδ
)

(En(~k)− En′(~k + ~q))2
·

< n′, ~k + ~q|(~q + ~G′) · ~J(~q + ~G′)|n,~k > (1.10)

Esta última euaión nos permite alular la polarizabilidad propia y por tanto los ampos

longitudinales por dos aminos equivalentes. El primero utiliza la densidad de arga y el poten-

ial esalar (formalismo arga-arga, euaión (1.7) on Ĵi → Ĵo) y el segundo las orrientes

y el potenial vetor (formalismos orriente-orriente, euaión (1.10) on Ĵ → (Ĵx, Ĵy, Ĵz)
). Conoida la polarizabilidad propia la funión dieletria y su inversa se alulan on las

euaiones, ver apéndie L:

ǫ(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′ − v(~q + ~G) P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′) (1.11)

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′ + v(~q + ~G) χ(~q + ~G, ~q + ~G′) (1.12)
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1.2. Teoría del funional densidad dependiente del tiempo.

La teoría del funional de la densidad dependiente del tiempo (TDDFT) generaliza el

formalismo del funional de la densidad (DFT) a sistemas sometidos a poteniales dependien-

tes tiempo. Así, si la DFT se basa en la soluión de la euaión de Shrödinger estátia, la

TDDFT resuelve la euaión de Shrödinger dependiente del tiempo:

i
∂

∂t
Ψ(t) = ĤΨ(t)

La TDDFT se fundamenta en el teorema de Runge Gross[1℄ que generaliza el teorema de

Hohenberg y Kohn[3℄ al aso dependiente tiempo bajo ondiiones su�ientemente generales.

Este teorema nos die que para un estado iniial dado, existe una orrespondenia biunívoa

entre la densidad dependiente del tiempo n(~r, t) y el potenial externo dependiente del tiempo
vext(~r, t). El teorema de Runge Gross es fundamental en la TDDFT y juega el mismo papel que

el teorema de Hohenberg-Kohn en la DFT. Análogamente al tratamiento estátio, la TDDFT

introdue euaiones de Kohn-Sham dependientes del tiempo, que trasforman la interaión

de los eletrones que se mueven bajo un potenial externo dependiente del tiempo vext(t)
en un sistema de eletrones independientes que se mueven bajo un potenial efetivo veff (t)
también dependiente del tiempo.

i
∂ψn(~r, t)

∂t
=

[

− ~
2

2 m
∇2 + Veff [n] (~r, t)

]

ψ(~r, t) n(~r, t) = 2
∑

occ |ψn(~r, t)|2 (1.13)

El potenial efetivo puede desomponerse omo el potenial externo, más el potenial Hartree

dependiente del tiempo, más el potenial de interambio y orrelaión:

veff [n] (~r, t) = vext(~r, t) + vH [n] (~r, t) + vxc [n] (~r, t) (1.14)

donde el potenial Hartree dependiente del tiempo se de�ne omo:

vH [n] (~r, t) = e

∫

d3~r′
n(~r′, t)

|~r − ~r′| =
∫

d3~r′ vc(~r,~r
′) n(~r′, t) on vc(~r,~r

′) =
e

|~r − ~r′|

y vxc es el potenial de interambio orrelaión que depende de la densidad n(~r, t) e inluye
el resto de las interaiones eletrón-eletrón.

En general, es difíil alular el término de interambio orrelaión, pero en el aso de

perturbaiones externas débiles podemos haer aproximaiones razonables sobre la variaión

de este potenial on respeto a la densidad fxc y apliar la teoría de respuesta lineal para

relaionar este potenial on la densidad.

Según la teoría de respuesta lineal, si la perturbaión externa es débil en omparaión

on los ampos elétrios internos generados por los iones entones la variaión de densidad

induida es proporional a la perturbaión apliada. Si la funión respuesta lineal χ(~r,~r′, t−t′)
nos desribe el ambio de la densidad δn en ~r y t debido a un pequeño ambio de potenial
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externo δvext en ~r
′
y t′ podemos poner:

δn(~r, t) =

∫

dt′
∫

d3~r′ χ(~r,~r′, t− t′) δvext(~r
′, t′) (1.15)

χ(~r,~r′, t− t′) =
δn(~r, t)

δvext(~r′, t′)
(1.16)

donde el núleo χ(~r,~r′, t−t′) es la funión respuesta lineal y reibe el nombre de polarizabiliad
(reduible).

De la misma forma podemos de�nir la funión de respuesta Kohn-Sham χKS(~r,~r′, t− t′),
omo la funión que nos desribe la respuesta del sistema Kohn-Sham a un pequeño ambio

del potenial efetivo veff [n]:

δn(~r, t) =

∫

dt′
∫

d3~r′ χKS(~r,~r′, t− t′) δveff (~r
′, t′)

χKS(~r,~r′, t− t′) =
δn(~r, t)

δveff (~r, t)

En el apéndie D vemos omo se puede deduir un expresión para esta polarizabilidad

χKS
utilizando las funiones de onda Kohn-Sham y teoría de respuesta lineal.

Si queremos que los resultados obtenidos on las funiones respuesta χ y χKS
sean iguales

estas dos funiones deben estar relaionadas. Para obtener esta relaión se introdue lo que

llamamos el núleo de interambio orrelaión fxc:

vxc [no + δn] (~r, t) = vxc [no] (~r) +

∫

dt′
∫

d3~r′ fxc(~r,~r
′, t− t′) δn(~r′, t′)

fxc [no] (~r,~r
′, t− t′) =

δvxc(~r, t)

δn(~r′, t′)

∣
∣
∣
∣
n=no

(1.17)

Utilizando las euaiones (1.14), (1.15) y (1.17) llegamos a una euaión que nos relaiona

las dos funiones χ y χKS
:

∫

dt′
∫

d3~r′ χ(~r,~r′, t− t′) δvext(~r
′, t′) =

∫

dt′
∫

d3~r′ χKS(~r,~r′, t− t′)
{
δvext(~r

′, t′) + δvH(~r′, t′) + δvxc(~r
′, t′)

}
(1.18)

apliando la regla de la adena:

δvH(~r′, t′) =

∫

dt1 dt2

∫

d3~r1 d
3~r2

δvH (~r′, t′)

δn(~r1, t1)

δn(~r1, t1)

δvext(~r2, t2)
δvext(~r2, t2)

=

∫

dt1 dt2

∫

d3~r1 d
3~r2 vc(~r

′, ~r1) χ(~r1, ~r2, t1 − t2) δvext(~r2, t2) (1.19)
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δvxc(~r
′, t′) =

∫

dt1 dt2

∫

d3~r1 d
3~r2

δvxc(~r
′, t′)

δn(~r1, t1)

δn(~r1, t1)

δvext(~r2, t2)
δvext(~r2, t2)

=

∫

dt1 dt2

∫

d3~r1 d
3~r2 fxc(~r

′, ~r1, t
′ − t1) χ(~r1, ~r2, t1 − t2) δvext(~r2, t2) (1.20)

y de las expresiones (1.18), (1.19) y (1.20) se llega a la euaión Dyson para χ y χKS
en el

espaio de freuenias:

χ(~r,~r′, ω) = χKS(~r,~r′, ω)+

+

∫

d3~r1 d
3~r2 χ

KS(~r,~r1, ω) [vc(~r1, ~r2) + fxc(~r1, ~r2, ω)] χ(~r2, ~r
′, ω) (1.21)

o de forma reduida:

χ = χKS + χKS (vc + fxc) χ (1.22)

La funión fxc no tiene un forma analítia de�nida, por este motivo se reurre a distintas

aproximaiones dependientes o independientes de la freuenia, omo por ejemplo, la aproxi-

maión de densidad loal y adiabátia o LDA, fxc(~r,~r
′, ω) = A(~r)δ(~r − ~r′), aproximaión

estátia y de largo alane,fxc(~r,~r
′, ω) = α/|~r − ~r′|....et, pero la aproximaión más senilla

onsiste en ignorar el efeto del interambio y orrelaión fxc = 0. Esta última aproximaión se
denomina aproximaión de fase aleatoria, random phase approximation (RPA) o aproximaión

Hartree porque, sólo ontribuye el potenial Hartree δvH en la euaión (1.14).

Conoida la funión fxc podemos alular χ on la euaión Dyson (1.22) y on esta

funión y el potenial externo podemos alular de forma autoonsistente n y veff utilizando

la euaión de Shrödinger (1.13).

[

− ~
2

2 m
∇2 + Vext + VH + Vxc

]

ψi = Ei ψi y n = 2
∑

occ

|ψi|2 (1.23)
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1.3. Teoría de muhos uerpos.

Aspetos generales de la Teoría de muhos uerpos.

La teoría de de muhos uerpos (MBT) es una alternativa muy elegante al tratamiento

DFT/TDFT y se basa, fundamentalmente, en el onepto de uasipartíula y las funiones

de Green. La funión de Green de una partíula G(~r1, t1, ~r2, t2) se de�ne omo:

G(~r1, t1, ~r2, t2) = −i < N, 0|T
[

ψ̂(~r1, t1)ψ̂
†(~r1, t1)

]

|N, 0 >

= −i < N, 0|ψ̂(~r1, t1)ψ̂†(~r2, t2)|N, 0 > θ(t1 − t2)

+i < N, 0|ψ̂†(~r2, t2)ψ̂(~r1, t1)|N, 0 > θ(t2 − t1)

donde T es el operador de ordenaión temporal:

T
[

ψ̂(~r1, t1)ψ̂
†(~r1, t1)

]

=

{
ψ̂(~r1, t1)ψ̂

†(~r2, t2) si t1 > t2
ψ̂†(~r2, t2)ψ̂(~r1, t1) si t1 < t2

θ(t) es la funión esalón de Heaviside, θ(t) = 1 para t > 0 y 0 para t < 0 y ψ̂, ψ̂†
son los

operadores de ampo en la representaión de Heisenberg de aniquilaión y reaión, respeti-

vamente.

Según la teoría de muhos uerpos la funión de Green de una partíula bajo potenial v
veri�a la euaión[2℄:

[

i
∂

∂t1
− Ĥo(~r1)

]

G(1, 2) + i

∫

d3 v(1+, 3)G2(1, 3; 2, 3
+) = δ(1, 2) (1.24)

donde, Ĥo(~r1) = −∇2/2+Vext y v(1, 2) = 1/|~r1 −~r2|δ(t1 − t2). Tengamos en uenta que para

simpli�ar las expresiones hemos adoptado la notaión simpli�ada de Hedin, o sea:

1 ≡ (~r1, t1) y 1+ ≡ (~r1, t1 + η) donde η es un in�nitesimal positivo

La funión G2(1, 3; 2, 3) de la euaión (1.24) es la funión de Green de dos partíulas:

G2(1, 3; 2, 3) = (i)2 < N, 0|T [ψ̂(~r1, t1)ψ̂(~r2, t2)ψ̂†(~r3, t3)ψ̂
†(~r4, t4)]|N, 0 >

si nos �jamos en la euaión (1.24), podemos distinguir dos términos: uno que tiene interaión

entre partíulas, y otro que no la tiene:

[

i
∂

∂t1
− Ĥo(~r1)

]

G(1, 2)

︸ ︷︷ ︸

término NO interacción

+ i

∫

d3 v(1+, 3)G2(1, 3; 2, 3
+)

︸ ︷︷ ︸

término interacción

= δ(1, 2)

Iniialmente podemos resolver, por distintos métodos, la parte de no interaión entre partí-

ulas y aproximar: [

i
∂

∂t1
− Ĥo(~r1)

]

Go(1, 2) = δ(1, 2)
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donde Go es la funión de Green de partíula independiente o funión de Green libre. Con

esta aproximaión de orden ero para G podemos introduir, por métodos perturbativos, la

parte on interaión entre partíulas.

Si G2(1, 3; 2, 3) la funión de Green de dos partíulas de�nida omo:

G2(1, 3; 2, 3
+)δ(t+1 − t3) = i2 < N, 0|ψ̂(~r1, t1)ψ̂(~r3, t+1 )ψ̂†(~r2, t2)ψ̂

†(~r3, t
++
1 )|N, 0 >

en primer orden de aproximaión, podemos suponer que ada partíula se propaga de forma

independiente de auerdo a las funiones de Green de una partíula.

G2(1, 3; 2, 3
+)δ(t+1 − t3) =



Go(1, 2)Go(3, 3
+)

︸ ︷︷ ︸

T. directo

+Go(1, 3
+)Go(3, 2)

︸ ︷︷ ︸

T. intercambio



 δ(t+1 − t3) (1.25)

el primer término del paréntesis de la euaión (1.25) se llama término direto, y el segundo

término de interambio. Consideremos el término direto omo una primera aproximaión

para la funión de Green de dos partíulas:

G2(1, 3; 2, 3
+)δ(t+1 − t3) = Go(1, 2)Go(3, 3

+)δ(t+1 − t3)

en este aso la euaión (1.24) se onvierte en:

{[

i
∂

∂t1
− Ĥo(~r1)

]

+ i

∫

d3 v(1+, 3)G2(3, 3
+)

}

G(1, 2) = δ(1, 2) (1.26)

la euaión (1.26) es equivalente al aso de una partíula independiente bajo el potenial

i
∫
d3 v(1+, 3)G2(3, 3

+) que reibe el nombre de potenial Hartree:

VH(1) = −i
∫

d3 v(1+, 3)G(3, 3+) =

∫
n(~r3, t1)

|~r1 − ~r3|
d3~r3

{[

i
∂

∂t1
− Ĥo(~r1)

]

+ VH(1)

}

G(1, 2) = δ(1, 2)

En una segunda aproximaión onsideramos los dos términos omo la funión de Green dos

partíulas:

G2(1, 3; 2, 3
+)δ(t+1 − t3) =

[
Go(1, 2)Go(3, 3

+) +Go(1, 3
+)Go(3, 2)

]
δ(t+1 − t3)

así, el término direto da el potenial Hartree y la euaión (1.24) se onvierte en:

[

i
∂

∂t1
− Ĥo(~r1)− VH(1)

]

G(1, 2) + i

∫

d3 v(1+, 3)Go(1, 3
+)Go(3, 2) = δ(1, 2) (1.27)

el segundo sumando de la euaión (1.27) es operador de interaión no loal que orresponde

al término de interambio que aparee en la aproximaión de Hartree-Fok.
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El siguiente nivel de aproximaión onsiste en inluir la funión de Green de tres partíulas

y repetir el proeso. Si suponemos que resolvemos la serie in�nita de euaiones para la funión

de Green llegaríamos a una soluión de la forma[2℄:

[

i
∂

∂t1
− Ĥo(~r1)− V (1)

]

G(1, 2) + i

∫

d3 Σ(1, 3)G(3, 2) = δ(1, 2) (1.28)

donde v(1) = vext(1) + vH(1) on vext(1) es ualquier potenial externo que se anula en el

in�nito y Σ es el operador autoenergía, donde se inluye todos los efetos de interaión entre

partíulas.

Para entender el signi�ado físio del operador autoenergía, vamos a transformar la eua-

ión (1.28) al dominio de la freuenia:

[

ω − Ĥo(~r1)− V (~r1, ω)
]

G(~r1, ~r2, ω)−
∫

d3~r3 Σ(~r1, ~r3, ω)G(~r3, ~r2, ω) = δ(~r1 − ~r2) (1.29)

en una notaión matriial:

[ω · I −Ho − V ]G− ΣG = I ⇒ G−1 = ω · I −Ho − V − Σ (1.30)

si omparamos la euaión (1.30) on el aso de no interaión (es deir, Σ = 0 y G = Go):

G−1
o = ω · I −Ho − V

podemos esribir:

G−1
o = G−1

o − Σ (1.31)

los polos de la funión G se desplazan en energía un antidad Σ on respeto a los polos de

Go. La euaión (1.31) también se puede esribir omo:

G = Go +GoΣG

que se onoe omo la euaión de Dyson para la autoenergía.

Figura 1.1: Diagramas de Feynman para la euaión Dyson de la autoenergía.

En el dominio del tiempo la euaión Dyson para la autoenergía, �gura 1.1, se redue a:

G(1, 2) = Go(1, 2) +

∫

d3 d4 Go(1, 3)Σ(3, 4)G(3, 4) (1.32)
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De�nimos ahora la funión dielétria inversa ǫ−1
omo el ambio en el potenial V debido

a una pequeña variaión en el potenial externo δϕ:

ǫ−1(1, 2) =
δV (1)

δϕ(2)

V (1) = ϕ(1) +

∫

d3 v(1, 3)n(3) ⇒ ϕ(1) = V (1) −
∫

d3 v(1, 3)n(3)

δV (1) = δϕ(1) +

∫

d3 v(1, 3)δn(3) ⇒ δϕ(1) = δV (1) −
∫

d3 v(1, 3)δn(3)

ǫ−1(1, 2) = δ(1, 2) +

∫

d3 v(1, 3)
δn(3)

δϕ(2)
︸ ︷︷ ︸

P (3,2)

⇒ ǫ(1, 2) = δ(1, 2) −
∫

d3 v(1, 3)
δn(3)

δV (2)
︸ ︷︷ ︸

P̃ (3,2)

ǫ−1(1, 2) = δ(1, 2) +

∫

d3 v(1, 3) P (3, 2) (1.33)

ǫ(1, 2) = δ(1, 2) −
∫

d3 v(1, 3) P̃ (3, 2) (1.34)

donde P y P̃ son la polarizabilidad reduible e irreduible respetivamente.

De�nimos ahora el potenial apantallado de Coulomb W :

W (1, 2) =

∫

d3 ǫ−1(1, 3)v(3, 2)

de las euaiones (1.33) y (1.34), �gura 1.2:

W (1, 2) = v(1, 2) +

∫

d3 d4 v(1, 3)P (3, 4)v(4, 2)

W (1, 2) = v(1, 2) +

∫

d3 d4 v(1, 3)P̃ (3, 4)W (4, 2) (1.35)

Figura 1.2: Diagramas de Feynman para el potenial apantallado on la polarizabilidad reduible e irreduible.

La expresión de la polarizabilidad irreduible

P̃ (1, 2) =
δn(1)

δV (2)
= −iδG(1, 1

+)

δV (2)
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P̃ (1, 2) = i

∫

d3 d4 G(2, 3)
∂G−1(3, 4)

∂V (1)
︸ ︷︷ ︸

−Γ(3,4,1)

G(4, 2+)

P̃ (1, 2) = −i
∫

d3 d4 G(2, 3)Γ(3, 4, 1)G(4, 2+) (1.36)

donde Γ es la funión vértie.

La funión vértie también se puede esribir usando:

Γ(1, 2, 3) = −∂G
−1(1, 2)

∂V (3)
= −∂G

−1
o (1, 2)

∂V (3)
+
∂Σ(1, 2)

∂V (3)

Γ(1, 2, 3) = δ(1, 2)δ(1, 3) +

∫
∂Σ(1, 2)

∂G(4, 5)
G(4, 6)G(7, 5)Γ(6, 7, 3) d4 d5 d6 d7 (1.37)

Finalmente, llegamos a una expresión general para la autoenergía:

Σ(1, 2) = i

∫

G(1, 4)W (1+, 3)Γ(4, 2, 3) d3 d4 (1.38)

La soluión de las ino euaiones que de�nen G, Γ, P̃ , W y Σ resuelve el problema de

muhos uerpos y reiben el nombre de euaiones de Hedin[16℄. Las euaiones de Hedin se

suelen representar on un pentágono orientado en la que los vérties del pentágono simbolizan

las magnitudes G, Γ, P̃ , W y Σ y los lados representan las euaiones que relaionan dihas

magnitudes, �gura 1.3.

Figura 1.3: Pentágono de Hedin.

Conoido el operador Σ y on la expresión (1.29) obtenemos una euaión de equivalente

a la euaión de Shrödinger del formalismo TDDFT, euaión (1.23):

[

−∇2

2
+ Vext + VH +Σ

]

ψn = En ψn (1.39)
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donde el operador autoenergía sustituye al término de interambio y orrelaión de la

formulaión TDDFT.

Si en la teoría TDDFT el problema se reduía a alular la funión fxc en la teoría

MB se redue a alular la autoenergía. Evaluar Σ no es fáil, porque requiere resolver las

euaiones autoonsistentes de Hedin, por este motivo se reurre a diferentes aproximaiones.

La aproximaión más habitual es la aproximaión GW que resuminos en la siguiente seión.

Aproximaión GW.

La aproximaión de primer orden que resuelve las euaiones de Hedin reibe el nombre

de aproximaión GW y onsiste en resolver estas euaiones empezando on Σ = 0 en la parte

superior del pentágono de Hedin, �gura 1.3.

Si Σ = 0 y siguiendo el pentágono de Hedin se dedue que la funión de Green de una

partíula G se redue a la funión de partíula independiente Go.

G(1, 2) = Go(1, 2)

ontinuando on el pentágono de Hedin, la funión de vértie Γ se onvierte en:

Γ(1, 2, 3) = iδ(1, 2)δ(1, 3)

y la polarizabilidad irreduible P̃ se transforma en:

P̃ (1, 2) = −iG(1, 2)G(2, 1)

y �nalmente, la autoenergía Σ se esribe:

Σ(1, 2) = iG(1, 2)W (1, 2+)

Así, en primera aproximaión, la autoenergía se alula omo el produto de G por W de

ahí el nombre de aproximaión GW. En este punto es importante reordar que ya onoemos

otra aproximaión para la autoenergía, la aproximaión Hartree-Fok que se alulaba on:

Σ(1, 2) = iG(1, 2)v(1, 2+)
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GW frente aproximaión Hartree-Fok

Interaión de Coulomb apantallada Interaión de Coulomb

W (1, 2) =
∫ ǫ−1(~r3,~r1,t2−t1)

|~r1−~r3|
d3~r3 v(1, 2) = δ(t2−t1)

|~r1−~r2|

Autoenergía GW Autoenergía Hartree-Fok

Σ = i G W Σ = i G v
Σ = i G v + i G (W − v)
Σ = Σx +Σc(ω)

No loal, No Hermítia y Dinámia No loal, Hermítia y Estátia

Tabla 1.1: Comparativa entre autoenergías de las aproximaiones GW y Hartree-Fok

la diferenia entre estas dos aproximaiones reside en el potenial de interaión. En la

aproximaión GW aparee el potenial de Coulomb apantallado, euaión (1.40a), y en la

Hartree-Fok simplemente el potenial de Coulomb, euaión (1.40b).

W (~r1, ~r2, ω) =

∫
ǫ−1(~r3, ~r2, ω)

|~r1 − ~r3|
d3~r3 (a) v(~r1, t1, ~r2, t2) =

δ(t1 − t2)

|~r1 − ~r2|
(b) (1.40)

La aproximaión GW para el potenial apantallado W es no loal, no hermítia y dinámia

o dependiente del tiempo, mientras que la aproximaión Hartree-Fok es no loal, hermítia

y estátia. Esto básiamente quiere deir que en la aproximaión Hartree-Fok el sistema

responde de forma instantánea al potenial externo, mientras que en la aproximaión GW el

sistema presenta ierta memoria.

Euaión de Bethe Salpeter (BSE).

Utilizando las euaiones de Hedin o la aproximaión GW para la autoenergía podemos

alular las energías de exitaiones 'argadas', es deir, las energías de sistemas de eletrones

en los que se añade o quita un eletrón, pero, las exitaiones neutras omo por ejemplo,

espetros óptios y de pérdida de energía... se desriben mejor on la euaión de Bethe

Salpeter[6℄. En un experimento de absorión óptia de un semiondutor, un fotón inidente

rea un par eletrón-hueo(de arga neutra) en el material que a su vez pueden interatuar

entre sí para generar un estado ligado que llamamos exitón. La BSE nos permite alular

esta energía de interaión entre estados exitados o la energía del exitón y se representa por

medio del operador polarizaión o el propagador de dos uerpos on el diagrama de Feynman

de la �gura 1.4.
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Figura 1.4: Euaión de Bethe-Salpeter para el propagador de dos uerpos S.

donde el núleo de la interaión I o autoenergía inluye todas las interaiones eletrón

hueo. El diagrama de la �gura 1.4 es una euaión de uatro puntos que se esribe omo:

S(1, 2, 3, 4) = So(1, 2, 3, 4) + So(1, 2, 2
′, 1′) I(1′, 2′, 3′, 4′) So(4

′, 3′, 3, 4) (1.41)

donde So(1, 2, 3, 4) = G(2, 4)G(1, 3) on G la funión de Green de una partíula y si

despreiamos la orreión por el vértie, I se puede aproximar por la energía de atraión

eletrón-hueo más la de repulsión o interambio no apantallado eletrón-hueo, ver �gura

1.5:

Figura 1.5: Interaión irreduible I del eletrón hueo: a) Repulsión o interambio no apantallado eletrón-

hueo, b) Atraión eletrón-hueo.

donde I vale:

I(1, 2, 3, 4) = δ(1, 2)δ(3, 4)v(1, 3) − δ(1, 4)δ(2, 3)vs(1, 2) (1.42)

Es importante destaar el aráter apantallado de la interaión atraión eletrón-hueo[17℄

en la euaión (1.42) porque esto signi�a que es no loal y dinámia.

En la teoría MB, la BSE se dedue de las euaiones Hedin omo aproximaión de segundo

orden y juega el mismo papel que la euaión Dyson (1.22) de la teoría TDDFT ambiando

So, S por χKS
, χ y fxc por v

s
. Esta equivalenia permite dar ierto signi�ado a la funión

núleo y relaionar diha funión on los diferentes diagramas de Feynman. Por tanto podemos

obtener la funión núleo si la despejamos de la euaión Dyson:

fxc =
(
χKS

)−1 − χ−1 − v (1.43)
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donde χ se obtiene on la la relaión χ(1, 2) = S(1, 2, 1, 2) y resolviendo la BSE.

Si utilizamos una base de ondas planas para alular fxc por este método nos enontramos
on serios problemas de preisión a la hora de seleionar las ondas planas neesarias para

invertir y resolver la euaión (1.43). Estos problemas se resuelven si tomamos un número muy

elevado de ondas planas, pero eso signi�a aumentar onsiderablemente el tiempo de álulo.

Para evitar estos problemas de preisión, Hanke & Sham proponen expresar χ, y el resto de

los poteniales, en una base de orbitales loalizados, y de esta forma resolver la inversión y

la euaión Dyson, utilizando expresiones matriiales sin perder preisión. Este es un punto

fundamental del formalismo de Hanke & Sham que exponemos en la siguiente seión.



26 1. Formulaión uántia de la respuesta dielétria.

1.4. Teoría Hanke & Sham sobre la aproximaión de ampo

autoonsistente.

Introduión.

La Teoría Hanke & Sham sobre la aproximaión de ampo autoonsistente se presenta en

el trabajo de Hanke Dieletri theory of elementary exitations in rystals[13℄, pero antes de

resumir los aspetos mas básios de esta formulaión, vamos a reordar algunos oneptos de

MBT sobre la respuesta dielétria relaionados on esta teoría.

La matriz dielétria ǫ(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) desrita en términos de la polarizabilidad propia

P̃ se de�ne según la euaión (1.11):

ǫ(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = δ ~G, ~G′ − v(~q + ~G) · P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) (1.44)

que de forma simpli�ada esribiremos omo:

ǫ = 1− v · P̃

donde v(~q) = 4πe2/(Ωo q
2) representa el potenial de Coulomb y Ωo el volumen de la elda

primitiva. En la euaión (1.44) la parte de la polarizabilidad propia P̃ se alula según la

euaión (1.6) omo:

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = P̄oo(~q + ~G, ~q + ~G′;ω)

y la inversa de la funión dielétria ǫ−1
se de�ne según la euaión (1.12) omo:

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = δ ~G, ~G′ + v(~q + ~G) · χ(~q + ~G, ~q + ~G′;ω)

ǫ−1 = 1 + v · χ (1.45)

ombinando la euaiones (1.44) y (1.45) se obtiene una euaión integral para la polarizabi-

lidad reduible χ:

χ(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω)

+
∑

~G′′

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′′;ω) · v(~q + ~G′′) · χ(~q + ~G′′, ~q + ~G′;ω)

χ = P̃ + P̃ v χ (1.46)

Figura 1.6: Representaión de la euaión Dyson (1.46) para la de la polarizabilidad reduible χ utilizando

diagramas de Feynman.
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La euaión (1.46) se representa on diagramas de Feynman por medio de la euaión

Dyson de la �gura 1.6. En este diagrama, el primer término de la polarizaión propia representa

la polarizaión de pares eletrón hueo exitados diretamente por el ampo externo apliado

y el segundo término ontiene la parte de la polarizaión impropia o reduible debida a los

ampos induidos que se originan por la polarizaión del resto de los pares eletrón hueo.

Por tanto, la soluión autoonsistente al problema de la respuesta dielétria pasa por una

soluión iterativa de la euaión Dyson o por la suma de toda la series de diagramas de la

�gura 1.7.

Figura 1.7: Suma de las series de diagramas soluión de la euaión Dyson (1.46) para la polarizabilidad

propia P̃ .

En general, y a todos los ordenes de la teoría de perturbaiones de la interaión eletrón-

eletrón, la parte de la polarizaión propia para sistemas on simetría de traslaión y en una

base de funiones de onda Boh se puede poner omo:

P̃ (~q + ~G′, ~q + ~G;ω) =
∑

n1,..,n4

∑

~k,~k′

< n2, ~k|e−i(~q+ ~G)~r|n1, ~k + ~q > ·

π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q;ω)· < n4, ~k
′ + ~q|ei(~q+ ~G′)~r′ |n3, ~k′ > (1.47)

en la aproximaión Hartree el núleo π de la euaión (1.47) es el par eletrón-hueo sin

interaión o diagrama de la burbuja �gura 1.8(a):

π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q;ω) ∼= δn1,n4
δn2,n3

δ~k,~k′ · π
o(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω) (1.48)

πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω) =
2

N

f(n1, ~k + ~q)− f(n2, ~k)

En1
(~k + ~q)− En2

(~k)

donde N es el número de eldas primitivas y f la funión de oupaión de Fermi-dira.

Si resolvemos la euaión Dyson (1.46) para χ, tomando omo polarizaión propia P̃
la polarizaión Hartree, euaión (1.48), obtendremos la aproximaión RPA o aproximaión

Hartree dependiente del tiempo para la funión dielétria.

Debido al prinipio de exlusión de Pauli, la aproximaión RPA es ualitativamente o-

rreta en el aso de sistemas on altas densidades de eletrones[18℄ porque en estos sistemas

los efetos de la energía inétia del eletrón dominan frente a la interaión de Coulomb, sin

embargo, éste no es el aso de las densidades típias en materiales sólidos, omo aislantes o

semiondutores en los uales los efetos de interambio y orrelaión son importantes.
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Figura 1.8: Diagramas de polarizaión

Para inluir los efetos de interambio en la polarizabilidad utilizamos la aproximaión

autoonsistente Hartree-Fok(HF). En esta aproximaión, la ontribuión de interambio es

la polarizaión de un par eletrón-hueo, que interaiona repetidas vees on otros pares

eletrón-hueo vía el potenial de Coulomb. En este aso, la polarizaión propia P̃ debe inluir

además del diagrama de la burbuja, los diagramas esalera generados por las interaiones,

omo las que se representan en la �gura 1.8() y (d).

Los proesos de interambio entre pares eletrón-hueo representados en los diagramas

�gura 1.8() y (d) son atraiones efetivas de largo alane que dan lugar a la formaión de

un exitón[17℄.

Figura 1.9: Euaión integral para la suma en esalera de los proesos de interambio.

La suma de todos los términos esalera generados de esta forma se pueden representar en

la euaión integral de la �gura 1.9 que nos da la siguiente euaión para π:

π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k
′′, n6, ~k

′′ + ~q;ω) ∼=
δn1,n6

δn2,n5
δ~k,~k′′ · π

o(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω)− 1

2
πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω)·

∑

n3,n4,~k′

v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q) · π(n4, ~k′ + ~q, n3, ~k
′, n5, ~k

′′, n6, ~k
′′ + ~q;ω)
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donde la integral de interambio Coulomb o de interaión de Coulomb eletrón-hueo vale:

v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q) =
∫

d3~r · d3~r′ · ψ∗
n1,~k+~q

(~r) · ψ
n2,~k

(~r′) · v(~r − ~r′) · ψ∗
n3,~k′

(~r′) · ψ
n4,~k′+~q

(~r) (1.49)
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Respuesta dielétria Hanke & Sham en una representaión loal.

En esta seión vamos a exponer el método propuesto por Hanke y Sham[4℄ [5℄ para

resolver las euaiones (1.44) y (1.45), inluyendo efetos loales y del exitón expresando la

funión de onda del eletrón omo una ombinaión lineal de orbitales loalizados.

Figura 1.10: Diagramas de polarizaión

En general, resulta difíil resolver las euaiones integrales (1.44) y (1.45) sumando sobre

todos los proesos de polarizaión e inluyendo todos los ordenes de interaión de la �gura

1.10. Solamente en el aso de un medio homogéneo o en el límite del eletrón libre estas series

se onvierten en series geométrias que se pueden sumar para dar:

ǫ−1 = 1 + v χ = 1 + v
P̃

1− v P̃

En este aso, la matriz ǫ(~q+ ~G, ~q+ ~G′;ω) es diagonal en ~G y

~G′
y por tanto, se puede invertir

omo si fuera un esalar. Sin embargo, para sistemas ristalinos en donde la periodiidad es

importante, la inversión de esta matriz in�nita, o equivalentemente la resoluión de la euaión

Dyson (1.46) para χ, es ompliada. El problema fundamental reside en que en estos sistemas

los elementos no diagonales de matriz dielétria ǫ son importantes y no se pueden despreiar

porque ontienen, entre otras, toda la informaión sobre los efetos loales.

Para resolver este problema Hanke y Sham[4℄ [5℄ proponen tomar una base de funiones

de onda Bloh ψ
n,~k

(~r) que sea ombinaión lineal de orbitales loalizados {φν(~r − ~R)} y que

permita resolver la euaión Dyson en la base loal por inversión direta, evitando de esta

forma el problema de la matriz in�nita en

~G, ~G′

En aras de una mayor senillez y laridad, los detalles y el desarrollo de las expresiones

que vamos a ver en este apítulo se pueden onsultar en los apéndies A y A.1.
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Si ψ
n,~k

(~r) es la funión de onda propia, soluión de la euaión de Shrödinger del Hamil-

toniano de un eletrón:

H ψ
n,~k

(~r) = En(~k) ψn,~k
(~r)

ψ
n,~k

(~r) =
1√
N

∑

ν, ~Rl

Cn
ν (
~k) · ei~k ~Rl · φν(~r − ~Rl) (1.50)

donde N, es el número de eldas primitivas,

~Rl un vetor de posiión atómia y Cn
ν (
~k) son

los oe�ientes de la funiones propias. En prinipio, el onjunto de funiones {φ} que hemos

seleionado no tienen por que ser funiones ortogonales, tan solo neesitamos que se umplan

las propiedades de la transformaión unitaria de la euaión (1.50).

Utilizando las euaiones (1.50) y (1.47), la polarizaión se puede esribir en forma matri-

ial omo, apéndie A.1:

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =
∑

s,s′

As(~q + ~G) ·Ns,s′(~q, ω) ·A∗
s′(~q +

~G′)

= A ·N ·A+
(1.51)

donde el vetor As y la matriz Ns,s′ se de�nen omo:

As(~q + ~G) =

∫

d3~r · φ∗ν(~r) · e−i(~q+ ~G)·~r · φµ(~r − ~Rl) (1.52)

y

Ns,s′(~q, ω) =
∑

n1,n2
n3,n4

∑

~k,~k′

[

Cn2

ν (~k)
]∗

· Cn1

µ (~k + ~q) · ei(~k+~q)·~Rl · e−i(~k′+~q)·~Rl′ ·

π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q;ω) ·
[

Cn4

µ′ (~k
′ + ~q)

]∗
· Cn3

ν′ (
~k′) (1.53)

los índies s y s′ representan, simbóliamente, el onjunto de índies s = {ν, µ, l} y s′ =
{ν ′, µ′, l′}. El vetor As puede interpretarse omo el fator de forma de una densidad de onda

generalizada u onda de densidad de arga y la matriz Ns,s′ omo la probabilidad meánio

uántia de que una onda de densidad de arga s se aople on otra de densidad s′. En el

maro de la teoría de muhos uerpos Ns,s′ representa la funión de Green de dos uerpos en

base loal.

La base loal permite obtener una expresión separable para la polarizabilidad propia,

euaión (1.51), y de esta forma el núleo de la euaión Dyson (1.46) también es separable,

y por tanto, se puede resolver (euaiones (A.9,A.10,A.11) del apéndie A.1), dando omo

resultado:

χ = A S A+
(1.54)
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donde la matriz S se de�ne omo:

S−1 = N−1 − V (1.55)

y donde la matriz eletrostátia V se de�ne omo V = A+ v A y se alula omo, apéndie

A.3:

Vs,s′(~q) =
∑

~G

A∗
s(~q + ~G) · v(~q + ~G) ·As′(~q + ~G′)

=
∑

~Rm

e−i~q·~Rm

∫

d3~r · d3~r′ · φ∗µ(~r − ~Rl − ~Rm) · φν(~r − ~Ro) ·

v(~r − ~r′) · φ∗ν′(~r′) · φµ′(~r′ − ~Rl′) (1.56)

Con la euaión Dyson resuelta podemos alular la inversa de la funión dielétria on las

euaiones (1.45) y (1.54):

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′ + v(~q + ~G)
∑

s,s′

As(~q + ~G) Ss,s′(~q, ω) A
∗
s′(~q +

~G′) (1.57)

por tanto, utilizando una representaión loal de orbitales hemos onseguido onvertir el

problema de inversión de la una matriz in�nita ǫ(~q+ ~G, ~q+ ~G′, ω) en la inversión de la matriz

S, euaiones (1.55) y (1.57), que tiene una dimensión �nita relaionada on la dimensión de

la base loal que se onsidera.

Si suponemos que nuestro sistema tiene Na átomos base por elda primitiva, que utilizamos

αi orbitales para representar al eletrón en ada átomo base y que ρi es el número de átomos
que interaionan a n veinos, la dimensión de las matries N , V y S es:

s =

Na∑

i=1

α2
i · ρi (1.58)

En la aproximaión Hartree la respuesta autoonsistente a una perturbaión externa se

obtiene mediante la interaión de ondas de densidad on un peso determinado por la energía

del denominador de S−1 = N−1−V , así, S−1
representa la energía generada por la perturba-

ión externa en el sistema eletrónio, N−1
es la energía inétia y V la energía de interaión

de Coulomb entre ondas de densidad. V se de�ne, según la euaión (1.56), sumando a todas

las eldas

~Rm la interaión de Coulomb entre una densidad arga �ja ρo en posiión

~R = 0
on otra ρm en posiión

~Rm, ver �gura (1.11). Si queremos inluir la interaión interambio y

orrelaión en el esquema de Hanke & Sham basta on añadir a la interaión de Coulomb la

interaión de interambio entre densidades ρo y ρm reduiendo esta interaión en un fator

1/2 por el prinipio de exlusión de Pauli. La interaión de Coulomb y la de interambio

entre una densidades de arga surgen de una manera natural uando haemos un tratamiento

uántio de muhos uerpos del formalismo Hanke & Sham[5℄ ver seión 3.2.
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Figura 1.11: Interaión de Coulomb entre densidades, matriz V

El núleo la polarizaión propia π en la aproximaión RPA es el diagrama de la burbu-

ja, euaión (1.48). En este aso la matriz N es la polarizabilidad Hartree o RPA en una

representaión loal es No
que según la euaión (1.53) vale:

No
s,s′(~q, ω) =

∑

n1,n2,~k

[

Cn2

ν (~k)
]∗

· Cn1

µ (~k + ~q) · ei(~k+~q)·~Rl · e−i(~k+~q)·~Rl′ ·

2

N

fn1
(~k + ~q)− fn2

(~k)

En1
(~k + ~q)− En2

(~k)− ω − iη
·
[

Cn1

µ′ (~k + ~q)
]∗

· Cn2

ν′ (
~k) (1.59)

donde el 2 de la euaión (1.59) orresponde al spin del eletrón. La matriz de apantallamiento

loal S−1
RPA se alula de la euaión (1.55):

S−1 = (No)−1 − V (1.60)

S = No [I − V No]−1
(1.61)

que ontiene solamente las energías inétia No
y la interaión de Coulomb V . La funión

dielétria marosópia RPA se alula por inversión de la matriz S, euaiones (M.8) (1.57)

y por tanto inluye los efetos loales. A esta aproximaión la llamaremos RPA on efetos

loales (LE). Si queremos añadir el efeto del exitón, además de onsiderar el diagrama de

la burbuja, debemos añadir a π una serie de diagramas esalera, que inluyen la interaión

de interambio o de interaión eletrón-hueo (diagrama  de la �gura 1.10), y dan omo

resultado para N , ver apéndie A.1:

Ns,s′(~q, ω) = No
s,s′(~q, ω)−

1

2

∑

s1,s2

No
s,s1(~q, ω) · V

x
s1,s2(~q) ·Ns2,s′(~q, ω) (1.62)

donde No
es la aproximaión RPA para la polarizabiliad y V x

es la matriz de interambio o
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de interaión eletrón-hueo, ver apéndie A.4:

V x
s,s′(~q) =

∑

~Ro

e−i~q·~Ro

∫

d3~r d3~r′ · φ∗µ(~r − ~Rl − ~Ro) · φν(~r′ − ~Ro) ·

v(~r − ~r′) · φ∗ν′(~r′) · φµ′(~r − ~Rl′) (1.63)

omparando las euaiones (1.63) y (1.56) es fáil ver que V x
es el �interambio� asoiado a

la interaión V . De la euaión (1.62) se obtiene una expresión matriial para N :

N = No [1 + 1
2
V x No] (1.64)

y de la euaión (1.55):

S = No [1− (V − 1
2
V x) No]−1

(1.65)

por tanto, inluir el efeto del exitón en la respuesta dielétria Hanke & Sham es tan senillo

omo ambiar la matriz de interaión Coulomb entre ondas densidades de arga de V en la

euaión (1.61) por V − 1
2
V x

, euaión (1.65).

El formalismo Hanke & Sham se puede generalizar inluyendo más diagramas en la po-

larizabilidad propia, �gura 1.10. El resultado �nal de esta generalizaión se aproxima a un

potenial de interambio orrelaión apantallado que llamaremos V sx
s,s′ que omparado on la

euaión (1.63) se podría de�nir omo:

V sx
s,s′(~q, ω) =

1

Ωo

∑

~Ro

e−i~q·~Ro

∫

d3~r d3~r′ · φ∗µ(~r − ~Rl − ~Ro) · φν(~r′ − ~Ro) ·

vs(~r − ~r′, ω) · φ∗ν′(~r′) · φµ′(~r − ~Rl′) (1.66)

donde:

vs(~r,~r′, ω) =

∫
d3~r′′

ǫ(~r,~r′′, ω)

4π e2

|~r′′ − ~r′| (1.67)

así, inluyendo este potenial apantallado y dinámio vs en la de�niión del potenial de inter-

ambio V x
s,s′ podemos generalizar el formalismo Hanke & Sham para inluir todos los efetos

de interambio y orrelaión onservando todas nuestras expresiones, pero on el ambio:

Vs,s′(~q) → Vs,s′(~q)− 1
2
V sx
s,s′(~q, ω)

Calular V sx
s,s′(~q, ω) en la euaión (1.66), no es una tarea fáil pues se neesita onoer

la funión dielétria ǫ, que es desonoida. La soluión a este problema pasa por utilizar

métodos reursivos o bien utilizar aproximaiones para funión dielétria de la euaión

(1.67). Nosotros hemos optado por este segundo aso, pues es más fáil de implementar y

requiere menos tiempo de álulo, ver apéndie B.



Capítulo 2

Método Fireball. Pseudoorbitales y

estrutura de Bandas del Siliio.

2.1. Aspetos generales del método Fireball

El método Fireball[7, 8℄ es un programa de dinámia moleular basado en la teoría del

funional densidad (DFT) on pseudoorbitales atómios loalizados y el método tight-binding.

Este método es un avane on respeto a otros por su e�ienia omputaional y su preisión.

Los prinipales aspetos teórios de Fireball son: la sustituión del funional de la densidad

autoonsistente Kohn-Sham por un funional autoonsistente aproximado basado en las ou-

paiones atómias[19, 20℄ y el uso de la teoría de los pseudopoteniales [21, 22, 23, 24℄ apliada

a un onjunto de orbitales atómios para resolver la euaión de Shrödinger de un eletrón.

Figura 2.1: Poteniales reales y pseudopoteniales on sus orrespondientes funiones de onda.

35
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El formalismo pseudopotenial sustituye el potenial real que atúa sobre los eletrones de

valenia por un potenial medio efetivo que inluye la interaión on los núleos atómios y

los eletrones de ore. Esta aproximaión es razonable si tenemos en uenta que los eletrones

de ore, desde el punto de vista químio, son inertes y apenas intervienen en las prinipales

propiedades del material, omo por ejemplo el enlae entre átomos. Los pseudopoteniales

tienen la ventaja de que son poteniales más suaves que los poteniales reales y por tanto, el

número de ondas planas o de orbitales loalizados neesarios para desribir las funiones de

onda de los eletrones de valenia, es muho menor, �gura 2.1.

El ajuste de estos pseudopoteniales se suele realizar a partir de parámetros que permitan

reproduir datos experimentales, o bien, por métodos ab initio. Fireball pertenee a este

segundo aso y utiliza pseudopoteniales onstruidos por métodos ab initio on el programa

fhi98PP[21℄. Fireball de�ne on estos pseudopoteniales una base de orbitales de tipo atómio

mediante un álulo atómio y la ondiión de ontorno de que dihos orbitales se hagan ero

a partir de un determinado radio orte rc, �gura 2.2. Los orbitales, así formados, se llaman

orbitales Fireball y se pueden de�nir en la zona del espaio no nulo omo:

φatomic
F ireball(~r) = Rn,l(r) · Yl,m(θ, ϕ)

donde Rn,l(r) es un omponente radial e Yl,m(θ, ϕ) es la omponente angular del orbital

Fireball.
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Figura 2.2: Comparaión del orbital 3p del átomo libre y del orbital Fireball del Siliio.

La eleión de los radios de orte es un punto fundamental en el método Fireball[25℄, y

básiamente debe haerse de tal forma que los orbitales Fireball reproduzan las prinipales

propiedades químias de los átomos y iertas magnitudes del ristal que vamos a estudiar

omo por ejemplo, el parámetro de red, el módulo de ompresibilidad...et.

Por último, diremos que la base de orbitales Fireball supone una ventaja on respeto a

otras bases, porque esta base, junto on la autoonsistenia en las oupaiones de los orbi-

tales, permite formular un método e�iente omputaionalmente (por ejemplo, para realizar

simulaiones de dinámia moleular de materiales relativamente omplejos) basado en que las
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interaiones neesarias para onstruir el Hamiltoniano y el solape son de orto alane, y por

tanto, se pueden tabular para después usarlas diretamente on un método de tabulaión-

interpolaión durante toda la simulaión. Por este motivo hemos elegido los orbitales Fireball

para el estudio de la funión dielétria.

2.2. Fireball apliado al Siliio: Base de orbitales y estrutura

de bandas.

En esta seión alulamos la estrutura de bandas del Siliio utilizando el método Fireball

para tres bases de orbitales Fireball sp3, sp3d5 y sp3s∗p∗3 on los siguientes radios de orte:

1. La base optimizada de orbitales atómios sp3 on los siguientes radios de orte para los

orbitales s y p, rcs = rcp = 5.5 a.u.. [26, 25℄.

2. La base sp3d5 on radios de orte rcs = 4.8 a.u., rcp = 5.2 a.u. y rcd = 5.4 a.u..

3. La base doble de orbitales s y p sp3s∗p∗3 on radios de orte rcs = rcp = rcs∗ = rcp∗ =
5.5 a.u.

En los tres asos hemos utilizado pseudopotentiales norm-onserving[21℄ para los eletro-

nes del ore y una aproximaión de densidad loal (LDA) para el potenial de interambio

orrelaión[27℄

La �gura 2.3 representa la parte radial Rn,l(r) de los orbitales Fireball del Siliio para las
tres bases onsideradas y la �gura 2.4 muestra la estrutura de bandas del Siliio alulada

on Fireball para las tres bases.

Las bases sp3 y sp3s∗p∗3 dan un valor de 2.5 y 2.1 eV. para el gap del Siliio. Un resul-

tado demasiado grande si lo omparamos on álulos de ondas planas LDA (0.7 eV.)[28℄ y

experimentales 1.1 eV[29℄. En general, la base doble sp3s∗p∗3 no mejora signi�ativamente los
resultados de la base sp3. Aproximadamente el gap de la base sp3s∗p∗3 disminuye en relaión

a sp3 en apenas medio eV, pero sigue siendo muy grande on respeto al experimental, asi

el doble. Además, y omo veremos en el apítulo de las reglas de la suma, la base sp3s∗p∗3

sobrestima el número de eletrones por elda primitiva en aproximadamente 1.5 eletrones

mientras que la base sp3 lo subestima en 1 eletrón. Esta diferenia en el número de ele-

trones por elda primitiva es un fallo importante porque omo veremos en el apítulo 5 la

preisión en este punto es fundamental para tener buenos resultados en el álulo de la po-

tenia de pérdidas el Siliio. Por el ontrario, la estrutura de bandas alulada on la base

sp3d5 es signi�ativamente mejor que la sp3 y sp3s∗p∗3:

La base sp3d5 proporiona unas bandas de valenia muy preisas, y bandas de on-

duión on resultados de 0.25-0.30 eV. por enima de los resultados de ondas planas

LDA.
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Figura 2.3: Parte radial R(r) de los orbitales Fireball del Siliio en las bases sp3, sp3d5 y sp3s∗p∗3

El gap de energía es de 1.0 eV, próximo al 0.7 eV. de los álulos de ondas planas y muy

erano al resultado experimental de 1.1 eV.

En el punto X el gap de energía es de 3.81 eV. que es bastante aproximado al alulado

on ondas planas 3.57 eV.

En el álulo de la respuesta dielétria y en las reglas de la suma para el límite de onda

larga apareen elementos de matriz del tipo < i|z|j >, donde los estados i y j son los estados

s/s

∗
, p/p

∗
y d. Nos ha pareido interesante analizar ual de las tres bases es más ompleta

utilizando la siguiente regla de lausura:

< i|z2|i >=< i|z · z|i >=
∑

j

< i|z|j >< j|z|i > (2.1)
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Figura 2.4: Estrutura de bandas del Siliio on las bases sp3s∗p∗3, sp3 y sp3d5

La preisión en esta regla se puede utilizar omo un indiador de la exatitud que podemos

tener uando alulemos la funión dielétria o las reglas de la suma.

En la tabla 2.1 mostramos los resultados de la euaión (2.1) para las tres bases. Salvo

para el aso < pz|z2|pz > los resultados para los orbitales son similares y on�rman que la

base sp3s∗p∗3 no añade muha más preisión que la base sp3 y que la base sp3d5 es una

representaión bastante mejor que los otros dos. Como podemos observar esta onlusión va

en la misma línea que los resultados de la estrutura de bandas, �gura 2.4 y las reglas de

la suma del apítulo 2.4. Por este motivo, y teniendo en uenta que la base doble implia
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dupliar la dimensión de la base sp3 sin un aumento signi�ativo de preisión, desartaremos

la base doble y nos entraremos en analizar y omparar los resultados on las bases sp3 y

sp3d5.

< i|z|i > ∑

j < i|z|j >< j|z|i >
Ȧ2 sp3d5 sp3 sp3s∗p∗3

< s |z2|s >= 1.61 1.58 1.58 1.65

< px|z2|px >= 1.36 1.34 0.00 0.00

< pz|z2|pz >= 4.07 3.36 1.58 2.08

Tabla 2.1: Apliaión de la euaión < i|z2|i >=
∑

j
< i|z|j >< j|z|i > a las bases sp3, sp3d5 y sp3s∗p∗3.

Resultados en Ȧ2

La estrutura de bandas y los orbitales Fireball son nuestro punto de partida en el forma-

lismo Hanke & Sham de la respuesta dielétria, apítulo 1.4. Para obtener diha respuesta

neesitamos alular las integrales de interaión de Coulomb que de�nen las matries V , V x

y la integral de solape. Estas integrales, euaiones (1.56) y (1.63) son integrales de dos, tres

y uatro entros que se pueden resolver por el método reursivo de Obara y Saika, basado en

Orbitales Tipos Gaussianos (GTO), ver apéndie G.

ϕGTO(r, θ, ς) = N · rl · e−α·r2 · Yl,m(θ, ς)

Tabla 2.2: Coe�ientes y exponentes del ajuste CGTO de la parte radial de los orbitales Fireball sp3 del

Siliio

Orbital s Orbital p

ci αi (au
−2) ci αi (au

−2)

0.16255 0.16665 0.11623 0.15817

0.19579 0.36982 0.09012 0.37237

-0.28881 0.65290
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Figura 2.5: Siliio: Ajuste de la parte radial de los orbitales Fireball s y p a gaussinas artesianas para la base

sp3
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Las funiones GTO tienen una onvergenia más lenta que las funiones Slater, sin em-

bargo, tienen una propiedad que hae que su uso sea más simple y ventajoso a la hora de

alular las integrales multiéntrias, el Teorema del produto de gaussianas: El produto de

dos gaussianas entradas en dos puntos del espaio A y B, se puede reduir a otra gaussianas

entrada en el segmento que une A y B.

e−α (~r− ~A)2 · e−β (~r− ~B)2 = K · e−(α+β) (~r−~RAB)2

donde:

K = e
− αβ

α+β | ~A− ~B|2
y

~RAB =
α ~A+ β ~B

α+ β

Este teorema permite reduir las integrales eletrónias a integrales de dos entros, y las

integrales de solape, a integrales de un solo entro. Las funiones GTO suelen expresarse

oordenadas artesianas:

ϕGTO
nlm (x, y, z) = N xlx · yly · zly · e−η r2

Así, por ejemplo, para los orbitales atómios s, p y d tenemos:

Orbitales artesiano tipos gaussiana s/s

∗
(l = 0):

ϕs(x, y, z) = Ns · e−αs·r2

Orbitales artesiano tipo gaussiana p/p

∗
(l = 1):

ϕpy(x, y, z) = Ny · y · e−αpy ·r
2

ϕpz(x, y, z) = Nz · z · e−αpz ·r
2

ϕpx(x, y, z) = Nx · x · e−αpx ·r
2

Orbitales artesiano tipo gaussiana d (l = 2):

ϕdxy(x, y, z) = Nxy · x · y · e−αxy·r2

ϕdxz(x, y, z) = Nxz · x · z · e−αxz ·r2

ϕdyz(x, y, z) = Nyz · y · z · e−αyz·r2

ϕd
x2−y2

(x, y, z) = Nx2−y2 · (x2 − y2) · e−α
x2−y2

·r2

ϕd
3·z2−r2

(x, y, z) = N3·z·2−r2 · (2 z2 − x2 − y2) · e−α
3 z2−r2

·r2

Por tanto para realizar las integrales multiéntrias aproximaremos los orbitales Fireball

a una ombinaión lineal de GTO llamadas ontraiones CGTO:

ϕCGTO
nlm (x, y, z) = N xnx · yny · zny ·

(

c1 · e−η1 r2 + c2 · e−η1 r2 + ...+ cN · e−ηN r2
)
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Tabla 2.3: Coe�ientes y exponentes del ajuste CGTO de la parte radial de los orbitales Fireball sp3d5 del

Siliio

Orbital s Orbital p Orbital d

ci αi (au
−2) ci αi (au

−2) ci αi (au
−2)

-3.96304 1.566903 0.52494 0.14898 0.30472 0.17741

1.98895 0.178723 0.55498 0.33241 0.67984 0.77212

2.53153 2.121040
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Figura 2.6: Siliio: Ajuste de la parte radial de los orbitales Fireball s, p y d a gaussinas artesianas para las

base sp3d5

El ajuste de los orbitales Fireball tipo s se hizo on una ontraión de tres gaussianas

artesianas mientras que para los p y los d se realizó on dos. En las grá�as 2.5, 2.6 y las tablas

2.2, 2.3 mostramos los resultados de este ajuste para las bases sp3d5 y sp3 respetivamente.

Como se puede observar en estas grá�as, el ajuste on dos gaussinas es lo su�ientemente

preiso para los orbitales p y d pero para el orbital s se neesitaron hasta tres gaussianas,

porque su dependenia on r presenta un valor no nulo en r = 0.

Como es lógio, las zonas próximas al radio de orte son las que peor se aproximan por

las CGTO, sobre todo para el orbital d. En ualquier aso, hemos omprobado que on este

número de gaussinas, el grado de aproximaión de las integrales de interaión y de solape es,

en el peor de los asos, menor que 6%. Inluir más gaussinas en el ajuste del orbital mejoraría

la preisión de las integrales, pero inrementaría notablemente el tiempo de álulo.
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2.3. Base de estados Bloh para el Siliio.

En esta seión vamos a espei�ar la base de estados Bloh que hemos utilizado para el

álulo de la funión dielétria y su inversa, inluyendo los efetos loales y del exitón.

Representaremos on {|i, α,~k >} a la base Bloh de orbitales atómios loalizados, que se

de�ne omo:

|i, α,~k >= 1√
N

∑

~R

ei
~k (~τi+~R) |i, α, ~R > on < ~r|i, α, ~R >= φα(~r − ~τi − ~R) (2.2)

donde N es el número de eldas primitivas, ~τi on i ∈ {1, 2, ..} son las posiiones de los

distintos átomos base en elda primitiva,

~R es un vetor de red direta y α ∈ {s, p, d, f, ...}
es el índie del orbital atómio. Por ejemplo, en el aso del Siliio nuestra base de orbitales

estaría formada on los orbitales atómios 3s, 3p de la apa de valenia n = 3 para ada uno

de los dos átomos base ~τ1 = (0, 0, 0)a, ~τ2 =(1/4, 1/4, 1/4)a. En total tenemos 4 orbitales (uno

tipo s y los tres tipo p) por ada el átomo base. La base Bloh sp3 por tanto, estaría formada
por 8 elementos:

{|1, s,~k >, |1, px, ~k >, |1, py, ~k >, |1, pz , ~k >, |2, s,~k >, |2, px, ~k >, |2, py , ~k >, |2, pz , ~k >}

donde, por ejemplo |2, py, ~k > se alularía omo:

< ~r|2, py, ~k >=
1√
N

∑

~R

ei
~k (~τ2+~R) · φSipy(~r − ~τ2 − ~R)

Es importante destaar que la base Bloh (2.2) no es unitaria ni ortogonal, porque los

orbitales atómios se solapan sobre todo en las eldas veinas más próximas.

En prinipio, los orbitales {φα} que apareen en la euaión (2.2) son los orbitales Fireball,
y por tanto la estrutura de bandas y las funiones de onda propias obtenidas en la base Bloh

{|i, α,~k >} son las mismas que se han alulado on Fireball y que ya hemos analizado en

la seión 2.2. Los orbitales Fireball se anulan a partir de un determinado radio de orte, sin

embargo, para resolver el problema de las integrales de interaión Coulombiana tenemos que

aproximar estos orbitales una ontraión de Gaussianas que no se anulan fuera de rc, ver
�guras 2.5 y 2.6.

Si queremos que los álulos de las matries V y V x
sean oherentes on la estrutura

de bandas Fireball tenemos que relaionar la base Bloh Fireball on la base Bloh alulada

a partir de la aproximaión CGTO de los orbitales Fireball, en otras palabras, tenemos que

haer un ambio de base. En el apéndie K analizamos on más detalle omo haemos este

ambio de base.

Conoidas las energías En(~k) y los oe�ientes C
n
iα(
~k) de las funiones propias en la nueva

base Bloh, el siguiente paso en la apliaión del formalismo Hanke & Sham de la respuesta

dielétria es el álulo del vetor As(~q+ ~G) y las matries No
s,s′(~q), Vs,s′(~q), V

x
s,s′(~q), euaiones
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(1.59, 1.56, 1.63) y (1.52) respetivamente. La dimensión de este vetor y de estas matries

se determina de auerdo on la euaión (1.58):

s =

Nat∑

i=1

α2
i · ρi (2.3)

donde s representa la dimensión de las matries N , V , V x
y el vetor A, la suma se realiza

sobre todos los átomos en elda primitiva Nat, αi es el número de orbitales atómios por ada

átomo base y ρi es el número de veinos que interaionan por átomo base. Por ejemplo, la

dimensión de estas matries, en el aso del Siliio on una base de orbitales atómios sp3d5 y
on interaión hasta tereros veinos es:

s = 92 × 29 + 92 × 29 = 2× 92 × 29 = 2× 81× 29 = 4698

La tabla 2.4 detalla las posiiones atómias, las oordenadas, el tipo de átomo, la distania,

número de veinos y la dimensión s de las matries en un material on simetría Diamante o

Zin-Blende. En esta tabla, a representa la onstante de red, el átomo tipo 1 orresponde a

al átomo base de oordenadas a(0, 0, 0) y tipo 2 al de oordenadas a(1/4, 1/4, 1/4).

Veino Distania Distania Coordenadas Tipo de Número Dimensión s

N

o
aprox. ×a ×a átomo de átomos sp3 sp3d5

0 0 0.00 (0,0,0) 1 1 32 162

1

√

3
4 a 0.43

(
1
4 ,

1
4 ,

1
4

)
2 4 160 810

2

√

2
2 a 0.71

(
0, 12 ,

1
2

)
1 12 544 2754

3

√

11
4 a 0.83

(
1
4 ,

1
4 ,

3
4

)
2 12 928 4698

4 a 1.00 (1, 0, 0) 1 6 1120 5670

5

√

19
4 a 1.09

(
1
4 ,

3
4 ,

3
4

)
2 12 1504 7614

6

√

6
2 a 1.22

(
1, 12 ,

1
2

)
1 24 2272 11502

7

√

27
4 a 1.30

(
1
4 ,

1
4 ,

5
4

)(
3
4 ,

3
4 ,

3
4

)
2 12+4=16 2784 14094

8

√
2a 1.41 (0, 1, 1) 1 12 3168 16038

9

√

35
4 a 1.48

(
1
4 ,

3
4 ,

5
4

)
2 24 3936 19926

10

√

10
2 a 1.58

(
0, 12 ,

3
2

)
1 24 4704 23814

Tabla 2.4: Propiedades geométrias de un material on simetría Diamante o Zin-Blenda: Posiiones atómias,

las oordenadas, el tipo de átomo, la distania y número de veinos y la dimensión s. a representa la onstante

de red, 1 el átomo base de oordenadas a(0, 0, 0) y tipo 2 al de oordenadas a(1/4, 1/4, 1/4).

Como podemos ver en la tabla 2.4 la dimensión típia de No
, V y V x

es del orden de 103 a
104. Si bien es ierto que se pueden apliar ténias de paralelizaión y argumentos de simetría

(ver apéndie J) para aelerar el álulo de estas matries, la verdad es que esta dimensión

tan grande puede suponer un �uello de botella� en los programas y un inonveniente del

formalismo Hanke & Sham si lo omparamos on la e�aia y rapidez del programa Fireball.

En ualquier aso, este método para alular los efetos loales y exitónios es muho más

rápido que un formalismo basado en ondas planas, donde las matries son del orden de 106.



2.3. Base de estados Bloh para el Siliio. 45

Es posible reduir signi�ativamente la dimensión s sin perder muha exatitud si bus-

amos una situaión de ompromiso entre el número de orbitales atómios y el número de

veinos, euaión (2.3). Podemos utilizar distintos riterios para enontrar diha situaión de

ompromiso pero, nosotros hemos optado por el siguiente:

Número de orbitales: tomar el su�iente número de orbitales omo para tener una buena

estrutura de bandas (gap y transiiones más bajas prinipalmente) y además, que se

umplan en toda la primera zona de Brillouin las reglas de la suma en la aproximaión

RPA, euaión (2.7). Los orbitales Fireball nos permiten tener una buena estrutura de

bandas, on el mínimo de orbitales. Este es el prinipal motivo por el que hemos elegido

orbitales Fireball en nuestro estudio.

Número de veinos: tomar, al menos, el número mínimo de interaiones que permita

alular la inversión de la matriz de solape veri�ando las reglas de la suma. Esta

ondiión es equivalente a onsiderar todas las interaiones entre átomos que sean

menores o del orden de 2 rc, donde rc es el radio de orte medio de los orbitales Fireball.
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2.4. Reglas de la suma en Siliio

Las reglas de la suma[30, 18℄ o �f-sum rule� es un onjunto de euaiones muy utilizado

en el estudio de las propiedades óptias de los materiales. Estas euaiones son el resultado

direto de la apliaión de las relaiones de Kramers-Kronig a una funión que desribe los

proesos disipativos en el material a todas las freuenias[31℄. Dependiendo de la funión

elegida podemos enontrarnos distintas expresiones equivalentes para la regla de la suma[32℄.

La primera de estas reglas utiliza la parte imaginaria de la funión dielétria ǫ:
∫ ∞

0
ω Im [ǫ(ω)] dω =

π

2
ω2
p (2.4)

la segunda utiliza la parte imaginaria del indie de refraión κ:
∫ ∞

0
ω Im [κ(ω)] dω =

π

4
ω2
p (2.5)

y la terera utiliza la parte imaginaria de la funión ǫ−1
o funión de pérdidas:

∫ ∞

0
ω Im

[
ǫ−1(ω)

]
dω = −π

2
ω2
p (2.6)

Aquí ωp es la freuenia de plasma ω2
p = 4πne2/m y n es la densidad de eletrones. Cada

una de estas reglas se utiliza para el estudio de una determinada propiedad de la materia, por

ejemplo: Im [ǫ(ω)] es una medida de la disipaión de energía de una onda eletromagnétia,

Im [κ(ω)] mide la disminuión de amplitud de la onda eletromagnétia y Im
[
ǫ−1(ω)

]
esta

relaionada on la pérdida de energía de una partíula argada. Despejando n de la euaión

(2.4):

n =
m

2π2 e2

∫ ∞

0
ω Im [ǫ(ω)] dω (2.7)

deduimos que la densidad de eletrones del sistema es una suma ontinua a todas las ener-

gías. Usando esta interpretaión de la euaión (2.7) podemos de�nir la densidad efetiva de

eletrones neff que ontribuyen a las propiedades óptias, hasta una determinada energía ω
por las �f-sumas pariales�[33℄:

nǫeff (ω) =
m

2π2 e2

∫ ω

0
ω′ Im

[
ǫ(ω′)

]
dω′

(2.8)

nκeff (ω) =
m

π2 e2

∫ ω

0
ω′ Im

[
κ(ω′)

]
dω′

(2.9)

nǫ
−1

eff (ω) = − m

2π2 e2

∫ ω

0
ω′ Im

[
ǫ−1(ω′)

]
dω′

(2.10)

así, neff nos informa de uántos y que tipo eletrones(ligados, libres, del ore, de valenia ...)

están involurados hasta la energía ω en las distintas propiedades óptias del material.

Existe otra regla de la suma equivalente a las anteriores, que nosotros llamaremos �regla de

la suma alulada por polos y residuos�, que se puede demostrar apliando la teoría de variable
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ompleja a las integrales (2.4,2.6) y la de�niión de ǫ, ǫ−1
en términos de la polarizabilidad

del sistema[34℄ o utilizando un planteamiento más general basado en la teoría de muhos

uerpo[34℄, ver apéndie F.:

∑

v,c,~k

[

Ec(~k + ~q)− Ev(~k)
]

| < c,~k + ~q| e+i~q~r |v,~k > |2 = N

Ωo

q2

2m
(2.11)

donde c y v son los índies de bandas de onduión y de valenia respetivamente, Ωo el

volumen de la elda primitiva y N el número de eletrones por elda primitiva.

La euaión (2.11) y las f-sum son expresiones exatas, generales y válidas en un sistema

de N partíulas, y por tanto, nos pueden servir para medir el grado de preisión de la base de

funiones de onda y el nivel de aproximaión obtenido on nuestros modelos. Utilizando esta

idea omo riterio para determinar ual de las bases sp3, sp3s∗p∗3 y sp3d5 es más exata, hemos
alulado, on la euaión (2.11), el número de eletrones de valenia por elda primitiva en

el límite de onda larga ~q → 0 para ada base y los resultados se muestran en la tabla 2.5 y

las grá�as 2.7, 2.8.

sp3 sp3d5 sp3s∗p∗3

7.07 7.91 9.41

Tabla 2.5: Número de eletrones de valenia del Siliio alulado on la regla de suma, euaión (2.7) o (2.11)

y las bases sp3, sp3d5 sp3s∗p∗3

Los resultados de la tabla 2.5 y de las las grá�as 2.7 y 2.8 se obtuvieron dentro de

la aproximaión RPA y utilizando 408 puntos espeiales en zona irreduible de Chadi &

Cohen[35℄ para garantizar la onvergenia de la suma en

~k. Como podemos ver en la tabla 2.5

la base sp3d5 se ajusta a los 8 eletrones de valenia por elda primitiva del Siliio mientras

que la base sp3 se queda prátiamente a un eletrón menos y la sp3s∗p∗3 los sobrestima en

asi un eletrón y medio. Estos valores son oherentes on los resultados que hemos obtenido

para la estrutura de bandas, �gura 2.4 y el análisis que hiimos en el apítulo 2.2 de la base

loal de orbitales atómios, que nos permite onluir, que si queremos una base de orbitales

atómios su�ientemente aproximada para el Siliio tenemos que llegar hasta los niveles d.

En la grá�a 2.7 podemos ver las reglas de la suma, euaión (2.4), en los ejes prinipales

ejes de simetría ∆ , Λ y Σ de la primera zona de Brillouin. Independientemente de uál sea el

vetor ~q en la euaión (2.4), el número de eletrones por elda primitiva debe ser onstante,

sin embargo, la grá�a 2.7 muestra una fuerte dependenia del número de eletrones on ~q
para las bases sp3 y sp3s∗p∗3 en los tres ejes de simetría y sobre todo en la zona más próxima a
la frontera de la primera zona de Brillouin. La base sp3d5 también tiene ese omportamiento,

aunque muy débil, en los tres ejes de simetría, de tal forma que el número de eletrones se

mantiene prátiamente onstante en toda la primera zona de Brillouin. Por tanto, podemos

onluir que la base sp3d5 es la que mejor umple las reglas de la suma, tanto en el límite de

onda larga, omo en toda la primera zona de Brillouin.

La tabla 2.5 y la grá�a 2.7 demuestran que añadir los niveles dobles s∗ y p∗ a la base sp3
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Figura 2.7: Reglas de la suma en los prinipales ejes de simetría ∆, Λ y Σ de la primera zona de Brillouin del

Siliio para las bases sp3, sp3d5 y sp3s∗p∗3

mejora ligeramente el omportamiento de las reglas de la suma en la zona de la fronteras de

la primera zona de Brillouin, pero los empeora en el límite de onda larga.

Inluir los niveles d en la base sp3 supone un inremento signi�ativo de las dimensiones

de las matries del formalismo Hanke & Sham de la respuesta dielétria, aproximadamente

ino vees mayor, pero el estudio de las reglas de la suma nos demuestra que son neesarios

para tener buenos resultados en las propiedades óptias, y sobre todo, en el estudio de la

potenia de frenado �Stopping Power� de partíulas argadas, apítulo 5.
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Figura 2.8: Reglas de la suma pariales para las bases sp3 y sp3d5 on la aproximaión RPA.

La grá�a 2.8 representa la apliaión de las reglas pariales de la suma para Siliio, en
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el límite de onda larga y dentro de la aproximaión RPA para la base sp3 y sp3d5. La línea

horizontal de la grá�a 2.8, identi�ada omo �Residuos�, representa los resultados alulados

on la fórmula (2.11) y las otras dos son los resultados de la apliaión de las reglas pariales

de la suma al Siliio, euaiones (2.8) y (2.10). La suma en

~k se ha realizado on 60 puntos

espeiales en zona irreduible.

En la grá�a 2.8 se observa que el número efetivo de eletrones �satura� orretamente

al mismo valor on las dos bases, lo que signi�a que la suma on 60 puntos espeiales es

su�ientemente preisa. También podemos ver que en la base sp3 las absoriones óptias

Im(ǫ) empiezan aproximadamente en 3 eV (próximo al gap medio) y llega, aproximadamente

hasta los 18 eV. Sin embargo, para el aso sp3d5 esta energía llega, asi, hasta los 30 eV. lo que
signi�a que el espetro de absorión óptio en muho mayor en la base sp3d5. Este resultado
era de esperar, ya que una representaión formada por orbitales s, p y d nos da una base más
ompleta porque tiene 10 bandas más de onduión que la base formada solo por orbitales

s y p, y por lo tanto, tenemos más posibles transiiones entre banda de valenia y banda de

onduión. En lo que respeta a la pérdida de energía de una partíula argada Im(ǫ−1)
para la base sp3 tenemos una zona muy bien loalizada próxima a los 18 eV (Plasmón) de un

anho de poo más de 2 eV. mientras que para la base sp3d5 el plasmón se sitúa en los 20 eV

y on un anho mayor de aproximadamente 8 eV. Estas onlusiones se observan mejor en la

grá�a 2.9, en la que se representan la parte imaginaria de la funión de pérdidas, en el límite

de onda larga, para las dos bases sp3 y sp3d5.
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Figura 2.9: Parte imaginaria de −Im(ǫ−1(ω)) RPA en el límite de onda larga para las bases sp3 y sp3d5





Capítulo 3

Efetos loales y exitón en una

representaión loal.

3.1. Efetos loales en una representaión loal.

En esta seión analizamos los efetos mirosópios que los ampos externos ausan a

esala marosópia en la funión dielétria del Siliio utilizando el formalismo de Hanke &

Sham del apítulo 1.4 en las dos bases sp3 y sp3d5. Como ya hemos visto, los efetos miros-
ópios de los ampos externos sobre la funión dielétria se llaman efetos de ampo loal

o efetos loales. Matemátiamente estos efetos apareen uando los elementos no diagona-

les de funión ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) son distintos de ero, o si se pre�ere, uando la funión

dielétria depende de

~G y de

~G′
. En el formalismo Hanke & Sham la funión dielétria

mirosópia, sin efetos loales RPA ǫRPA
, viene dada por las euaiones (1.44) y (1.47):

ǫRPA(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′ − v(~q + ~G) ·
∑

s,s′

As(~q + ~G) ·No
s,s′(~q, ω) · A∗

s′(~q +
~G′) (3.1)

on No
y A de�nidos por las euaiones (1.59) y (1.52). En el formalismo Hanke & Sham los

efetos loales se inluyen uando realizamos la inversión, en la base loal, de la matriz de

apantallamiento loal S−1
, euaiones (1.60) y (1.61):

S = No · [I − V ·No]−1

donde V es la matriz de eletrostátia o de interaión Coulomb, euaión (1.56). Conoida

la matriz S y on las siguientes euaiones, se alula la respuesta dielétria marosópia

RPA inluyendo los efetos loales ǫLEm (ω) :

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′ + v(~q + ~G) ·
∑

s,s′

As(~q + ~G) · Ss,s′(~q, ω) · A∗
s′(~q +

~G′) (3.2)

ǫLEm (ω) = ĺım
~q→0

1
[

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω)
]

~G=0, ~G′=0

(3.3)

51
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Figura 3.1: Parte real e imaginaria de la funión dielétria longitudinal marosópia del Siliio en el límite

de onda larga en la base sp3 omparada on los resultados experimentales[36℄ on las aproximaiones RPA y

RPA más efetos loales.
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Figura 3.2: Parte real e imaginaria de la funión dielétria longitudinal marosópia del Siliio en el límite

de onda larga en la base sp3d5 omparada on los resultados experimentales[36℄ on las aproximaiones RPA

y RPA más efetos loales.

Las grá�as 3.1 y 3.2 muestran la parte real e imaginaria de la respuesta dielétria maros-

ópia en el límite de onda larga, sólo on la aproximaión RPA, euaión (3.1), y aproximaión

RPA más los efetos loales, euaiones (3.2) y (3.3) para el Siliio, en las dos bases sp3 y
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sp3d5. Las grá�as 3.3 y 3.4 representan lo mismo, pero para un vetor ~q =(1/4,1/4,1/4)π/a. La
grá�a 3.5 ompara las partes imaginarias on q → 0 para las bases sp3 y sp3d5 y los valores

experimentales. En todos los álulos hemos utilizado 60 puntos espeiales en zona irreduible

y la aproximaión de segundos veinos para la base sp3 y tereros veinos para sp3d5.
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Figura 3.3: Parte real e imaginaria de la funión dielétria longitudinal marosópia del Siliio para ~q =
(1/4, 1/4, 1/4)π/a en la base sp3 on las aproximaiones RPA y RPA más efetos loales.
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Figura 3.4: Parte real e imaginaria de la funión dielétria longitudinal marosópia del Siliio para ~q =
(1/4, 1/4, 1/4)π/a en la base sp3d5 on las aproximaiones RPA y RPA más efetos loales.

De las grá�as podemos onluir:

En la grá�a 3.5 se omparan los resultados óptios experimentales on las dos bases y

podemos ver, sin lugar a dudas, que la base sp3 proporiona unos resultados más peque-
ños y disrepantes, mientras que la base sp3d5 mejora signi�ativamente los resultados
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sp3. Los resultados de la base sp3d5 on LE son similares a los experimentales, salvo

en el desplazamiento de aproximadamente 0.5 eV del máximo de la parte imaginaria y

que el primer máximo de la parte imaginaria es del orden de tres vees más bajo que el

experimental. Este máximo esta relaionado on la ontribuión del exitón. En el a-

pítulo 3.2 damos los resultados en la base sp3d5 inluyendo el efeto del exitón, grá�a
3.16. La onlusión que podemos saar es que una representaión sp3 para el Siliio no

es su�iente y es neesario inluir los niveles d para tener buenos resultados.
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Figura 3.5: Parte real e imaginaria de la funión dielétria longitudinal marosópia del Siliio en el límite de

onda larga en las dos base sp3 y sp3d5 omparada on los resultados experimentales[36℄ para la aproximaión

RPA más efetos loales.

En el límite de onda larga, los efetos loales disminuyen ligeramente la respuesta die-

létria estátia y dinámia, grá�as 3.1 y 3.2, sin embargo, para un ~q 6= 0 se observan

diferenias, sobre todo porque la funión de pérdidas (parte imaginaria de ǫ−1
) se redue

y se hae más anha, grá�a 3.6.

Base RPA LE Experimental

sp3 8.8 8.1 11.9

sp3d5 11.9 10.6 11.9

Tabla 3.1: Respuesta dielétria longitudinal marosópia del Siliio en el límite de onda larga en las dos

bases sp3 y sp3d5 omparada on los resultados experimentales[36℄ para la aproximaión RPA y RPA on

efetos loales.

La base sp3 proporiona una funión de pérdidas, en general, más estreha y elevada

que las base sp3d5, �gura 3.6. Esto se debe fundamentalmente a que en el modelo sp3

tiene menos bandas (8 bandas on energías omprendidas aproximadamente entre -12
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Figura 3.6: Parte imaginaria de la funión dielétria inversa ǫ−1

0,0(~q, ω) RPA on y sin efetos loales en las

bases sp3 y sp3d5 para ~q = (1/4, 1/4, 1/4)π/a.

y 18 eV) que en el modelo sp3d5 (18 bandas que van desde los -12 eV a los 30 eV

aproximadamente) lo ual redue y loaliza más las posibles exitaiones de bandas de

valenia y onduión.

Observamos en la grá�a 3.6 que los efetos loales tienden a ensanhar y desplazar

ligeramente el máximo de la parte imaginaria de la funión de perdidas tal y omo

obtienen otros autores [37℄[38℄.

Los efetos loales son importantes sobre todo uando ~q 6= 0.

Podemos omparar los resultados teórios de ǫ−1
on los experimentales por medio del fa-

tor dinámio de estrutura. Este fator es proporional a la parte imaginaria de ǫ−1
(apéndie

E) y por tanto permite una omparaión direta entre los resultados teórios y los experi-

mentales. En la grá�a 3.7 se representa una omparativa para distintos valores del número

de onda ~q del fator dinámio de estrutura alulado on sp3d5, efetos loales, tereros ve-
inos y otros autores[39, 40℄. Los resultados teórios son razonablemente buenos aunque se

observa, en general, que para algunos valores de ~q y ω nuestros resultados son mayores que

los experimentales.
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Figura 3.7: Fator dinámio de estrutura para el Siliio para ~q = (0.53, 0, 0), ~q = (0.53, 0.53, 0.53), ~q =
(0.80, 0.80, 0.80) en unidades atómias, alulado en la base sp3d5 on efetos loales y omparado on los

resultados experimentales y de otros autores [39, 40℄

.
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3.2. Efetos exitónios en una representaión loal.

En esta seión vamos a estudiar la ontribuión de los exitones utilizando el formalismo

de Hanke & Sham propuesto en el apartado 1.4 on una base sp3d5. Como ya hemos demos-

trado en la seión 3.1 y 2.4 una base formada solamente por los niveles s y p del Siliio no

proporiona buenos resultados ni en gap y en propiedades óptias, por este motivo, en esta

seión sólo analizamos el aso de Siliio en una base de orbitales atómios loalizados sp3d5.
El estudio de los efetos exitónios aparee de manera natural y resulta más omprensible si

utilizamos un enfoque basado en la teoría de muhos uerpos, apítulo 1.3.

Figura 3.8: Formaión de un exitón y energía de enlae del exitón.

El exitón es una exitaión elemental que se produe en semiondutores y aislantes y

que se forma uando un eletrón y un hueo quedan ligados por interaión Coulombiana.

Básiamente lo que ourre en la formaión del exitón es que una partíula exita un eletrón

de banda de valenia a la banda de onduión, se forma un par eletrón-hueo y la interaión

apantallada (atrativa) hae que eletrón y hueo quedan ligados formando una uasipartíula

llamada exitón. El exitón tiene propiedades de una partíula sin arga elétria que se

propaga por el material y on una energía de formaión ligeramente menor que la del eletrón

y el hueo libres, �gura 3.8.

Figura 3.9: Diagramas que ontribuyen a la funión dielétria inluyendo los efetos exitónios. El potenial

V sx
es el potenial de interambio o de interaión eletrón-hueo.
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En la teoría de muhos uerpos, los efetos exitónios apareen uando inluimos en el

hamiltoniano el potenial de atraión eletrón-hueo, o si se pre�ere, uando onsideramos

en la funión de Green el diagrama de la burbuja y los diagramas omo el de la �gura 3.9.

En el formalismo Hanke & Sham esta funión de Green es el propagador de dos uerpos Ss,s′

y se alula resolviendo la euaión de Bethe-Salpeter, �gura 3.10 donde la interaión de

atraión y repulsión eletrón-hueo es la interaión irreduible I de la �gura 3.11.

Figura 3.10: Euaión de Bethe-Salpeter para el propagador de dos uerpos S.

En esta euaión, el propagador libre eletrón-hueo, es la matriz No
s,s′ , Vs,s′ es la matriz

de repulsión Coulombiana y V sx
s,s′ la de interaión eletrón-hueo de�nidas en el apítulo 1.4.

Figura 3.11: Interaión irreduible I del eletrón-hueo: a) Repulsión o interambio no apantallado eletrón-

hueo, b) Atraión apantallada eletrón-hueo.

En prinipio, el potenial de atraión eletrón-hueo V sx
es un potenial apantallado y

dinámio, o sea, que depende de la freuenia, V sx(~q, ω)[2℄,[18℄. El formalismo de Hanke &

Sham permite inluir esta dependenia de forma natural (ver seión 1.4), aunque a efetos

prátios y en la mayoría de los estudios se suele despreiar la parte en ω y aproximar el

potenial por un potenial estátio. En el aso del Siliio los efetos dinámios del potenial

no son muy importantes[5, 41℄, pero omo veremos en la seión 3.2 siempre es posible inluir

estos efetos por medio de un potenial efetivo estátio.

La funión dielétria longitudinal marosópia en el límite de onda larga se alula on

la euaión:

ǫm(ω) = ĺım
~q→0

1
[

ǫ−1
L (~q + ~G, ~q + ~G′, ω)

]

~G=0, ~G′=0

(3.4)
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y en el esquema de Hanke & Sham la inversa de la funión dielétria ǫ−1
de la euaión (3.4)

se evalua on la expresión:

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′ + v(~q + ~G) ·
∑

s,s′

As(~q + ~G) · Ss,s′(~q, ω) · A∗
s′(~q +

~G′) (3.5)

aquí, los efetos exitónios se tienen en uenta uando se inluyen en el álulo de la matriz

de apantallamiento loal S−1
, la matriz de interambio apantallada V sx

, o en el lenguaje de la

teoría de muhos uerpos, uando onsideramos la interaión de repulsión y la de atraión

eletrón-hueo en el álulo del propagador de dos uerpos Ss,s′, euaión de Bethe-Salpeter,

�gura 3.10, on la interaión irreduible de la �gura 3.11:

S = No [I − (V − 1/2 V sx) No]−1
(3.6)

La matriz de interaión eletrón-hueo o de interambio se de�ne en la base loal de orbitales

atómios omo:

V sx
s,s′(~q, ω) =

∑

~R0

e−i ~q (~τi2−~τi3+
~R0)

∫

d3~r d3~r′ φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~Rl − ~R0)

·φα2
(~r′ − ~τi2 − ~R0) v

s(~r − ~r′, ω) φ∗α3
(~r′ − ~τi3) φα4

(~r − ~τi4 − ~R′
l) (3.7)

en donde s = α2, α1, ~ρi1i2 y s′ = α3, α4, ~ρi4i3 .

En nuestro aso los orbitales atómios loalizados φα se obtienen omo una ombinaión

lineal de gaussianas artesianas CGTO, seión 2.2:

φα(~r − ~R) = Nα (x−Rx)
αx (y −Ry)

αy (z −Ry)
αz
∑

j

Cα
j e

−γα
j ·(~r−~R)2

φα(~r − ~R) = fα~R

∑

j

Cα
j e

−γα
j ·(~r−~R)2

on fα~R = Nα (x−Rx)
αx (y −Ry)

αy (z −Ry)
αz

tenemos:

V sx
s,s′(~q, ω) =

∑

~R0

∑

j1,j2,j3,j4

Cα1

j1
Cα2

j2
Cα3

j3
Cα4

j3
e−i ~q (~τi2−~τi3+

~R0) ·
∫

d3~r · d3~r′ ·

e
−γ

α1
j1

(~r−~τi1−
~Rl−~R0)2 · e−γ

α2
j2

(~r′−~τi2−
~R0)2 · fα1

~τi1+
~Rl+~R0

· fα2

~τi2+
~R0

vs(~r − ~r′, ω) · fα3

~τi3
· fα4

~τi4+
~R′

l

· e−γ
α3
j3

·(~r′−~τi3 )
2

· e−γ
α4
j4

·(~r−~τi4−
~R′

l
)2

(3.8)

donde el potenial apantallado se alula por medio de la funión dielétria, euaión (1.66),

omo:

vs(~r,~r′, ω) =

∫

ǫ−1(~r,~r1, ω) · v(~r1, ~r′) · d3~r1 =
∫

4π e2

ǫ(~r,~r1, ω)
· d3~r1
|~r1 − ~r′| (3.9)

El tratamiento Hanke & Sham de la respuesta dielétria permite obtener de manera natural

este potenial resolviendo la euaión Dyson, �gura 3.12, en base la loal utilizando las ma-

tries No
s,s′, Ss,s′ y Vs,s′ e invirtiendo. El tamaño de estas matries, euaión (1.58) y tabla
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2.4, y sobre todo, la dependenia de No
s,s′(~q, ω) on la freuenia y ~q, haen que se sea más

interesante reurrir a modelos analítios para aproximar este potenial que resolver la eua-

ión Dyson de la �gura 3.12. Volveremos a tratar este punto uando analiemos el problema

de la autoenergía del eletrón en el apítulo 4.

Figura 3.12: Euaión Dyson para el potenia apantallado vs.

Por de�niión, para alular potenial vs, neesitamos onoer la funión dielétria, que es
justamente lo que estamos busando. Para resolver esta paradoja tenemos que haer algunas

aproximaiones:

1. Consideramos que ǫ(~r,~r′, ω) ≈ ǫ(|~r−~r′|, ω). Esta aproximaión permite simpli�ar on-

siderablemente el álulo de la integral (3.9), porque permite ambiar la transformada

de Fourier de la funión dielétria por una funión analítia que sólo depende del mó-

dulo del vetor ~q y algunos parámetros típios del material omo on el gap medio, la

freuenia de plasma... et. En este aso, el modelo más utilizado por su senillez, es

el modelo plasmon-polo, aunque nosotros utilizaremos un modelo más realista que es el

modelo Penn, apéndie B. En ualquier aso, los parámetros neesarios en ada modelo

se ajustan a los resultados obtenidos de un álulo RPA y promediando en los distintos

ejes de simetría.

2. Después alulamos vs(~r, ω) por tansformada de Fourier y aproximamos este potenial

por una ombinaión de gaussianas del tipo:

vs(~r,~r′, ω) =

∫
4π e2

ǫ(~r,~r1, ω)
· d3~r1
|~r1 − ~r′|

=
4π e2

|~r − ~r′| ·
∑

i=0

Bi(ω) · e−λi(ω)·(~r−~r′)2

donde B0 = 1/ǫ(ω). En el apéndie B analizamos on más detalle esta aproximaión y

damos los valores de las onstantes Bi para el aso estátio del Siliio.

Con estas aproximaiones los elementos de matriz del potenial apantallado de la euaión

(3.8) se pueden poner omo:

V sx
s,s′(~q, ω) = 4π e2

∑

i=0, ~R0

∑

j1,j2,j3,j4

Cα1

j1
Cα2

j2
Cα3

j3
Cα4

j3
Bi(ω) e

−i ~q (~τi2−~τi3+
~R0) ·

·
∫

d3~r · d3~r′ · e−γ
α1
j1

(~r−~τi1−
~Rl−~R0)2 · e−γ

α2
j2

(~r′−~τi2−
~R0)2 · fα1

~τi1+
~Rl+~R0

· fα2

~τi2+
~R0

·e
−λi(ω)·(~r−~r′)2

|~r − ~r′| · fα3

~τi3
· fα4

~τi4+
~R′

l

· e−γ
α3
j3

·(~r′−~τi3 )
2

· e−γ
α4
j4

·(~r−~τi4−
~R′

l
)2

(3.10)
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Las funiones fα~R
que apareen en la integral (3.10) son polinomios en x, z e y uyo grado

depende del momento angular l del orbital α, por lo tanto, el produto de la uatro funiones
f es tambien otro polinomio que podemos llamar F :

Fα1,α2,α3,α4

~τi1 ,~τi2 ,~τi3 ,~τi4 ,
~Rl, ~R

′

l
, ~R0

= fα1

~τi1+
~Rl+~R0

· fα2

~τi2+
~R0

· fα3

~τi3
· fα4

~τi4+
~R′

l

apliando el Teorema del produto de gaussianas a las gaussianas dependientes de ~r y ~r′ en
la euaión (3.10):

e
−γ

α1
j1

(~r−~τi1−
~Rl−~R0)2 · e−γ

α4
j4

·(~r−~τi4−
~R′

l
)2 −→ e−µ (~r− ~C)2

e
−γ

α3
j3

·(~r′−~τi3 )
2

· e−γ
α2
j2

(~r′−~τi2−
~R0)2 −→ e−µ′·(~r′− ~C′)2

así la integral de la euaión (3.10) es proporional a una únia integral on una sola gaussiana

loalizadas en una posiión

~C ′′
:

∫

e−µ·(~r− ~C)2 F
e−λi(ω) (~r−~r′)2

|~r − ~r′| e−µ′ (~r′− ~C′)2 d3~r d3~r′ ∝
∫

F
e−µ′′ (~r−~r′− ~C′′)2

|~r − ~r′| d3~r d3~r′

y esta última integral se pueden alular analítiamente mediante un proedimiento reur-

sivo muy elegante, pero bastante laborioso[42, 43℄, que expliamos en el apéndie G. En los

siguientes apartados analizaremos los resultados de estas aproximaiones uando se proponen

distintas expresiones para el potenial apantallado vs de la euaión (3.7).

Aproximaión homogénea y estátia del potenial apantallado.

En esta seión vamos a analizar los resultados del álulo de la funión dielétria ma-

rosópia en la base sp3d5, inluyendo los efetos exitónios por medio de una aproximaión
estátia y homogénea para el potenial apantallado en la euaión (3.7). En este aso supo-

nemos que:

vs(~r,~r′, ω) ≈ 4πe2

ǫ∞ |~r − ~r′| (3.11)

donde ǫ∞ = 11.9 es la respuesta dielétria estátia de onda larga del Siliio alulada on

sp3d5 y la aproximaión RPA, ver tabla 3.1. De las euaiones (3.4), (3.5) y (3.6) para la matriz
de interambio alulamos la funión dielétria marosópia en la aproximaión estátia,

grá�a 3.13.

En la grá�a 3.13 observamos que los resultados, inluyendo los efetos exitónios, me-

joran ligeramente on respeto al aso de RPA on efetos loales, pero el primer máximo de

la parte imaginaria de la funión dielétria que determina el exitón, en torno a los 3.3 eV

ha aumentado aproximadamente un 40% aunque todavía es muy bajo. Además, se observa

un ligero desplazamiento de unos 0.2 eV. de la parte imaginaria on respeto a los resultados

on efetos loales. Estos resultados nos indian que el apantallamiento estátio nos da una

matriz de interaión eletrón hueo V sx
demasiado pequeña frente a la matriz eletrostátia

V de tal forma que V sx
modi�a ligeramente el valor de la expresión V −0.5 ·V sx

en euaión
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Figura 3.13: Parte real e imaginaria de la funión dielétria longitudinal marosópia del Siliio en la base

sp3d5, inluyendo los efetos exitónios on la aproximaión estátia y homogénea del potenial apantallado,

euaión (3.11). La grá�a de puntos orresponde a los resultados experimentales [36℄ y la de trazos orresponde

a la aproximaión RPA on efetos loales.

(3.6) pero no lo su�iente. Por tanto, deduimos que la aproximaión estátia y homogénea de

la interaión eletrón hueo es de muy orto alane y por este motivo prátiamente queda

enmasarada por los efetos loales. Si queremos mejorar los resultados tenemos que utilizar

una aproximaión más exata del potenial apantallado. En la siguiente seión disutiremos

una aproximaión más realista basada en la aproximaión estátia Penn sin inluir la parte

dinámia del potenial vs.

Aproximaión estátia Penn para el potenial apantallado.

En esta seión vamos a analizar los resultados del álulo de la funión dielétria ma-

rosópia del Siliio en la base sp3d5 inluyendo los efetos exitónios por medio de una

aproximaión estátia y usando un modelo Penn para el potenial apantallado en la euaión

(3.7). En la aproximaión Penn, el potenial apantallado se puede alular on la expresión:

vs(~r,~r′) =
4π e2

|~r − ~r′|

[
1

ǫ∞
+ a e−α |~r−~r′| + b e−β |~r−~r′|

]

(3.12)

donde las onstantes ǫ∞, a ,b, α y β están de�nidas en la euaión (B.12) y se deduen on

los valores de la tabla B.2, para más detalles ver apéndie B.2. La matriz de interaión

eletrón hueo V sx
, euaión (3.7) se alula ajustando el potenial Penn, euaión (3.12),

a una ombinaión de tres gaussinas, grá�a B.4 y tabla B.3, y alulando la integrales de

interaión Coulombiana de uatro entros por el método de Obara y Saika[42℄.
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De las euaiones (3.4), (3.5) y (3.7) para la matriz de interambio alulamos la funión

dielétria marosópia en la aproximaión estátia Penn.
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Figura 3.14: Parte real e imaginaria de la funión dielétria longitudinal marosópia del Siliio en la base

sp3d5, inluyendo los efetos exitónios on la aproximaión estátia Penn del potenial apantallado, euaión

(3.12). La grá�a de puntos orresponde a los resultados experimentales [36℄ y la de trazos orresponde a la

aproximaión RPA on efetos loales.

En la grá�a 3.14 representamos los resultados on el modelo de Penn y observamos una

mejora signi�ativa y un ajuste más exato a los valores experimentales. Con el modelo de

Penn aparee laramente el máximo que determina los efetos exitónios, en torno a los 2.9

eV aunque eso sí, desplazado unos 0.5 eV haía energías mas bajas. Estos resultados tiene una

senilla expliaión si tenemos en uenta que el potenial apantallado Penn es más intenso y

tiene un alane bastante mayor que el homogéneo, lo que signi�a mayor interaión eletrón

hueo y a una distania mayor, grá�a 3.15.
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Figura 3.15: Potenial apantallado estátio para el Siliio on los modelos homogéneo y Penn, euaiones

(3.11) y (3.12)
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Aproximaión estátia Penn para el potenial apantallado inluyendo la

autoenergía de la uasipartíula.

En esta seión vamos a ompletar los resultados del álulo de la funión dieletria

marosópia del Siliio en la base sp3d5 inluyendo los efetos exitónios por medio de una

aproximaión estátia y usando un modelo Penn para el potenial apantallado, apartado 3.2

y añadiendo la orreión por la energía de la uasipartíula.

El problema del desplazamiento de la parte imaginaria de la funión dielétria maros-

ópia que obtenemos en la aproximaión Penn (aproximadamente unos 0.5 eV, grá�a 3.14)

se debe a que la diferenia de energías óptias alulada on Fireball entre las bandas de

onduión y de valenia es pequeña porque no inluye la ontribuión de la autoenergía de

las uasipartíulas. En el formalismo Hanke & Sham esta diferenia de energías aparee en el

denominador del propagador libre eletrón-hueo No
, euaión (1.59) y en nuestro álulo de

No
hemos supuesto que las energías de las uasipartíulas son aproximadamente la energía

de la partíula independiente que se obtienen diretamente del álulo Fireball. Esto no es

orreto, y por tanto, si queremos orregir el desplazamiento de 0.5 eV. que observamos en la

grá�a 3.15 tenemos que haer un álulo más exato del propagador libre eletrón hueo que

onsidere la orreión de muhos uerpos sobre la energía de los eletrones y hueos.
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Figura 3.16: Parte real e imaginaria de la funión dielétria longitudinal marosópia del Siliio en la base

sp3d5, inluyendo los efetos exitónios on la aproximaión estátia Penn del potenial apantallado, euaión

(3.12) más la orreión por la energía de la uasipartíula, euaión (3.13). La grá�a de puntos orresponde

a los resultados experimentales [36℄ y la de trazos orresponde a la aproximaión estátia Penn del potenial

apantallado sin la orreión por la energía de la uasipartíula.

Lo habitual para alular la autoenergía de la uasipartíula es utilizar la aproximaión

GW[41, 44℄ de la teoría de muhos uerpos. El formalismo Hanke & Sham permite apliar

aproximaión GW en la base loal de manera intuitiva utilizando las matries No
y V . En el

apítulo 4 analizamos on más detalle esta aproximaión, pero en una primera aproximaión
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hemos optado por utilizar las autoenergías aluladas por Hybertsen y Louie[44℄ para orregir

nuestro espetro óptio. Así, según los álulos de Hybertsen y Louie:

EQP
c − EQP

v = 1.03 · (Ec − Ev) + 0.69 (3.13)

donde EQP
c,v y Ec,v son las energías en bandas de valenia y onduión, inluyendo y sin

inluir, respetivamente la orreión por la autoenergía de la uasipartíula.

Así, ambiando el término Ec(~k + ~q) − Ev(~k) del denominador de No
en la euaión

(1.59) por EQP
c (~k + ~q) − EQP

v (~k) podemos inluir, aproximadamente, la ontribuión de la

autoenergía.

La grá�a 3.16 muestra los resultados para la parte real e imaginaria de la funión dielé-

tria longitudinal marosópia del Siliio, inluyendo los efetos exitónios on el potenial

estátio Penn y la orreión por la autonergía de la uasipartíula, euaión (3.13). Observa-

mos que on esta orreión la funión dielétria se desplaza haia energías más altas dando

unos resultados más próximos a los experimentales.

La grá�a 3.17 ompara los resultados del modelo Penn, on la orreión de la autonergía,

on los resultados experimentales[36℄, de F. Solttile et al[45℄ y de Omida & Rubio[41℄. Como

podemos observar nuestros álulos, on la orreión de uasipartíula, son razonablemente

buenos y omparable a los de otros autores, lo que india que el formalismo Hanke & Sham

que hemos utilizado es lo su�ientemente preiso para este tipo de álulos.
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Figura 3.17: Parte imaginaria de la funión dielétria longitudinal marosópia del Siliio en la base sp3d5,
inluyendo los efetos exitónios on la aproximaión estátia Penn del potenial apantallado, euaión (3.12)

on la orreión por la energía de la uasipartíula, euaión (3.13) omparada on los resultados de Omida

& Rubio[41℄, F. Solttile et al[45℄ y los experimentales[36℄.
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Aproximaión dinámia para el potenial apantallado inluyendo la auto-

energía de la uasipartíula.

En esta seión vamos a exponer ómo se pueden añadir aproximadamente en el álulo

de la funión dielétria marosópia los efetos dinámios del potenial apantallado. El

proedimiento propuesto por Fernando Flores y que desarrollamos en el apéndie C onsiste

básiamente en transformar el potenial dinámio apantallado V sx
por un potenial efetivo

y estátio que inluya de forma aproximada la interaión dependiente de ω de primer orden,

�gura 3.18.

Figura 3.18: Diagrama de Feynman de primer orden para el álulo del potenial apantallado V sx(~k−~k′, ν−ν′)

Como podemos ver en el apéndie C los distintos términos que apareen en los diagramas

del álulo de V sx
debido a los efetos dinámios y que ontribuyen a la funión dielétria

se reduen aproximadamente a un fator de 0.87 sobre la funión dielétria estátia Penn.
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Figura 3.19: Parte imaginaria de la funión dielétria longitudinal marosópia del Siliio en la base sp3d5,
inluyendo la energía de la uasipartíula, a) on potenial efetivo estátio Penn que inluye los efetos

dinámios del potenial apantallado omparado on otros autores[41, 45℄ y el experimental[36℄, b) on potenial

efetivo estátio Penn que inluye los efetos dinámios del potenial apantallado omparado on el potenial

estátio Penn y el experimental.

Introduir este fator en la funión dielétria estátia Penn es equivalente a ambiar el

fator 0.5 de la euaión (3.6) por 0.435, que a efetos prátios signi�a que la parte dinámia
del potenial apantallado se puede inluir utilizando el mismo potenial estátio de Penn de
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la seión 3.2 y realizando el siguiente ambio en la euaión (3.6):

No · [I − (V − 0.5 · V sx
Penn)N

o]−1 −→ No · [I − (V − 0.435 · V x
Penn)N

o]−1

La grá�a 3.19 representa los resultados en el Siliio uando realizamos este ambio. El

auerdo entre muestro modelo y el experimental es bueno y está dentro de los resultados de

otros autores[41, 45℄, y se observa que el efeto de la ontribuión dinámia del potenial es

reduir levemente la parte imaginaria de funión dielétria, lo que mejora los resultados del

máximo entorno a los 4.3 eV, pero los empeora en la zona del exitón 3.4 eV, suponemos

por tanto, que la aproximaión del potenial efetivo estátio Penn que inluye los efetos

dinámios es más preisa para la zona del gap óptio que en la zona del exitón, lo ual tiene

sentido, pues en nuestros álulos del apéndie C hemos aproximadao En2(′)(
~k−~q)−En1(′)(

~k) ∼=
Eg en la euaión (C.2).





Capítulo 4

Autonergía de uasipartíulas en una

representaión loal.

4.1. Introduión

En la teoría de muhos uerpos el álulo de la autoenergía se realiza apliando la aproxi-

maión GW, apítulo 1.3. Resumiendo brevemente esta aproximaión diremos que si |~k, n >
de�nen los estados propios de partíula independiente on energía En(~k) soluión de la eua-

ión Kohn-Sham:

[T + Vext + VH + Vxc] |~k, n >= En(~k)|~k, n > (4.1)

en donde T es el operador energía inétia, Vext es un potenial externo que inluye el potenial
de interaión del eletrón on los iones, VH es el potenial Hartree y Vxc es el término de

interambio y orrelaión. La euaión de la uasipartíula según la MBT es:

[

T + Vext + VH +Σ(~r,~r′, EQP
n (~k))

]

|n,~k >= EQP
n (~k)|n,~k > (4.2)

en donde Σ(~r,~r′, EQP
n (~k)) es el operador autoenergía. En la expresión (4.2) hemos aproximado

el estado de la uasipartíula |n,~k >QP al de partíula independiente |n,~k > soluión de

(4.1). Restando las euaiones (4.1) y (4.2) llegamos a una aproximaión de primer orden de

la energía de la uasipartíula EQP
n (~k):

EQP
n (~k) = En(~k)+ < n,~k|Σ(EQP

n (~k))− Vxc|n,~k >

Si el valor < n,~k|Σ(EQP
n (~k))|n,~k > es próximo a < n,~k|Σ(En(~k))|n,~k >, apliando un

desarrollo en serie de Taylor podemos aproximar la energía de la uasipartíula a:

< n,~k|Σ(EQP
n (~k))|n,~k > ≈ < n,~k|Σ(En(~k))|n,~k > + (4.3)

+ < n,~k|
(
∂Σ

∂E

)

En(~k)

|n,~k > ·(EQP
n (~k)− En(~k))

69
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despejando EQP
n (~k) de la euaión (4.3):

EQP
n (~k) = En(~k) + Z· < n,~k|Σ(En(~k))− Vxc|n,~k > (4.4)

en donde Z−1 = 1+ < n,~k|(∂Σ/∂E)En |n,~k >.

Para alular el operador autoenergía Σ(~r,~r′, ω) se utilizan la euaiones de Hedin[16℄,

despreiando la funión vértie de tres puntos Γ y tomando la aproximaión de primer orden,

Σ ≈ G ·W que se llama aproximaión GW:

Σ(~r,~r′, ω) =
i

2π

∫ ∞

−∞
dω′ei·η·ω

′ ·G(~r,~r′, ω + ω′) ·W (~r,~r′, ω′) (4.5)

Aquí G, es la funión de Green de una partíula de un sistema interatuante, W es el poten-

ial apantallado dinámio de interaión oulombiana de un sistema interatuante y η es una
antidad in�nitesimal positiva. El álulo de la funión de Green G de una partíula y el po-

tenial W implia alular, para ualquier freuenia, todas las interaiones de una partíula

on el resto. Para resolver este problema se suele aproximar la funión de Green G del sistema

de muhas partíulas interatuante por la de un sistema de partíulas no interatuantes Go o

funión de Green de partíula independiente y sustituir el potenial dinámio apantallado W
por su aproximaión RPA, �gura 4.1.

Figura 4.1: Diagramas de Feynman para la autonergía GW

Go(~r,~r
′, ω) = ĺım

δn→0

∑

n,~k

φ
n,~k

(~r) · φ∗
n,~k

(~r′)

ω − En(~k) + i · δn
(4.6)

WRPA(~r,~r′, ω) =

∫

d3~r′′ǫ−1
RPA(~r,~r

′′, ω) · V (~r′′ − ~r′)

on estas aproximaiones para G y W podemos resolver la integral (4.5) apliando el teorema

de los residuos sobre la semiirunferenia in�nita que ontiene al eje real y está en el semieje
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positivo imaginario.

i

2π

∫ ∞

−∞
dω′ei·η·ω

′ ·G(~r,~r′, ω + ω′) ·W (~r,~r′, ω′) = ΣSEX(~r,~r′, ω) + ΣCOH(~r,~r′, ω) =

i

2π
· 2π · i




∑

z∈Polos(G)

Res {G(ω + z) ·W (z)}+
∑

z∈Polos(W )

Res {G(ω + z) ·W (z)}





donde:

ΣSEX(~r,~r′, ω) = −
∑

n,~k≤F

φn,~k(~r) · φ
∗
n,~k

(~r′) ·W (~r,~r′, ω − En(~k))

ΣCOH(~r,~r′, ω) = −
∑

n,~k

φn,~k(~r) · φ
∗
n,~k

(~r′) ·

·
∫ ∞

0

dω′

π

Im [W (~r,~r′, ω′)− V (~r − ~r′)]

ω − En(~k)− ω′

Esta aproximaión se llama aproximaión COHSEX. La aproximaión COHSEX divide la

autoenergía en dos partes, la parte que nos da la energía apantallada por interambio (en

inglés Sreened EXhange), que es equivalente al interambio de las euaiones Kohn-Sham

pero on el potenial apantallado W y la ontribuión por el potenial oulombiano del hueo

(COulomb Hole ), que representa la energía debida a la polarizaión induida en el sistema

uando se añade un eletrón o si se pre�ere, es la energía de interaión entre la uasi partíula

y el hueo alrededor de la uasi partíula resultado de la reordenaión de los eletrones o

polarizaión del medio.

Tanto la ΣSEX
omo la ΣCOH

son no loales y dinámias, lo que lleva a que el operador

autoenegía Σ también lo sea y, por tanto, no hermítio. Una forma de aproximar diho opera-

dor por uno hermítio es la aproximaión estátia COHSEX[16℄, válida para niveles de energía

próximos al nivel de Fermi y pequeños en omparaión on la energía de exitaión prinipal

del potenial W (que esenialmente es la energía de plasmón) y que onsiste en suponer que

ω−En(~k) ≈ 0 o límite estátio, que equivale a suponer que el sistema responde prátiamente
al instante uando se ativa el potenial externo:

ΣSEX(~r,~r′) = −
∑

n,~k≤F

φn,~k(~r) · φ
∗
n,~k

(~r′) ·W (~r,~r′, 0) (4.7)

ΣCOH(~r,~r′, 0) = −
∑

n,~k

φ
n,~k

(~r) · φ∗
n,~k

(~r′) ·
∫ ∞

0

dω′

π

Im [W (~r,~r′, ω′)− V (~r − ~r′)]

−ω′

ΣCOH(~r,~r′, 0) =
∑

n,~k

φ
n,~k

(~r) · φ∗
n,~k

(~r′) · 1
2
·
[
W (~r,~r′, 0)− V (~r − ~r′)

]

ΣCOH(~r,~r′, 0) =
1

2
· δ(~r − ~r′) ·

[
W (~r,~r′, 0) − V (~r − ~r′)

]
(4.8)
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4.2. Aproximaión COHSEX de la autoenergía en una repre-

sentaión loal

En esta seión analizaremos las euaiones y los resultados de la aproximaión COHSEX

en una base loal de orbitales atómios para un material de Siliio. El formalismo Hanke &

Sham para la autoenergía COHSEX estátia nos proporiona las siguientes expresiones:

ΣGW
n,~k

(0) = ΣSEX
n,~k

(0) + ΣCOH
n,~k

(0)

ΣSEX
n,~k

(ω) = −
∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣSEX

s1,s2 (~q, ω) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
(4.9)

ΣCOH
n,~k

(ω) =
1

2

∑

~q,m

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, ω) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
(4.10)

on:

ΣCOH
s,s′ (~q, ω) =

∑

s3,s4

Vs,s3(~q) · Ss3,s4(~q, ω) · Vs4,s′(~q)

ΣSEX
s,s′ (~q, ω) = Vs,s′(~q) +

∑

s3,s4

Vs,s3(~q) · Ss3,s4(~q, ω) · Vs4,s′(~q)

Básiamente estas expresiones se obtienen esribiendo los poteniales de las euaiones (4.7)

y (4.8) en la base loal utilizando la matriz eletrostátia V y la matriz de apantallamiento

loal S, ver apéndie H.
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Figura 4.2: Grá�a de la uarta y quinta banda del Siliio aluladas on el modelo Fireball y Fireball más

la aproximaión COHSEX estátia para las bases sp3 y sp3d5.

La grá�a 4.2 representa los resultados de esta aproximaión para las bandas que de�nen

el gap del Siliio en las bases sp3 y sp3d5. Para asegurar la onvergenia de la suma en ~q en
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las euaiones (4.9) y (4.10) hemos utilizado 60 puntos espeiales en zona irreduible y para

álular la suma en vetores de red direta de los elementos de matriz de Vs,s′(~q), euaión
(1.56) hemos usado un método basado en las sumas de Ewald[46, 47℄.

De la grá�a 4.2 se dedue que la orreión estátia COHSEX produe los siguientes

efetos:

Un aumento medio de la energía de la quinta banda de aproximadamente 0.6 eV. para

el modelo sp3 y de 0.3 eV para el sp3d5.

Una reduión media de la energía de la uarta banda de aproximadamente 0.4 eV y 0.2

eV para los modelos sp3 y sp3d5 respetivamente.

Por tanto, el resultado general de la orreión por la autoenergía es un aumento del gap

medio del Siliio de aproximadamente 1 eV para el modelo sp3 y de 0.6 para sp3d5. Este
inremento del gap es un efeto ya demostrado por otros autores que utilizan la aproximaión

GW para mejorar el gap deduido on la aproximaión LDA[48, 49℄.
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Figura 4.3: Diferenia de energía entre la quinta y la uarta banda del Siliio alulada on la aproximaión

COHSEX estátia, euaiones (4.9) y (4.10), frente a la misma diferenia del modelo Fireball para las bases

sp3 y sp3d5 omparada on los resultados de Hybertsen & Louie[44℄.

La grá�a 4.3 representa la diferenia de energía entre la quinta y la uarta banda alulada

on la aproximaión COHSEX estátia de la autoenergía frente a esa misma diferenia pero

on Fireball. En esta grá�a, también omparamos nuestros resultados on los obtenidos por

Hybertsen & Louie[44℄, euaión (3.13). Observamos que las dos bases tienen una tendenia

muy similar a los resultados Hybertsen & Louie, pero la base sp3 proporiona una orreión
superior a la de Hybertsen & Louie en 0.2 eV, mientras que en la base sp3d5 la orreión

es inferior en aproximadamente 0.2 eV. Pensamos que estas diferenias se pueden expliar

porque nuestros álulos no inluimos los niveles de energía del ore, porque en el álulo de

la autoenergía ΣCOH
hemos utilizamos un número �nito de bandas (8 para el modelo sp3
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y 18 para el sp3d5 ) y fundamentalmente y más importante por el aráter estátio de la

aproximaión[50, 51℄. Los efetos dinámios de la autonergía se tienen en uenta por medio

del fator Z de renormalizaión, euaión (4.4). En el aso sp3 este fator varía entre 0.7 y

1.0[52, 44, 53℄, que tiende a disminuir el valor del produto Z ·(Σ(En(~k))−Vxc) en la expresión
de la autoenergía y, por tanto, si tuviésemos en uenta estos efetos llegaríamos a gap más

pequeño que el aso estátio y por onsiguiente un resultado más próximo al de Hybertsen &

Louie.

En el aso sp3d5 el álulo de la estrutura de bandas Fireball inluye un término extra que
disminuye y orrige en aproximadamente 0.25 eV las bandas de onduión[54℄, esto explia

porque los resultados en esta base salen inferiores a los de Hybertsen & Louie. Si orregimos

los álulos de Hybertsen & Louie on este fator extra (gá�a 4.3 línea de olor verde) vemos

que muestros resultados son muy similares a los de Hybertsen & Louie y, por lo tanto, se

justi�a el uso de la euaión (3.13) en el apartado 3.2.

Inluir los efetos dinámios de la autonergía en el formalismo loal de Hanke & Sham

supone onsiderar la dependenia de la matriz S on ω, euaiones (4.9) y (4.10) y alular

fator Z de renormalizaión de la autoenergía. Este álulo es senillo, pero requiere más

tiempo de programa. Por este motivo en esta tesis hemos preferido aproximar la autoenergía

de la uasipartíula por los álulos más preisos de Hybertsen & Louie y dejar para futuros

trabajos un álulo propio y más exáto de la autoenergía.



Capítulo 5

Potenia de pérdidas en el Siliio.

5.1. Introduión.

La interaión de partíulas on la materia proporiona informaión no sólo de las propie-

dades del sólido, sino también de la propia partíula que se utiliza omo sonda, por este motivo

es un tema de gran interés no sólo en la físia del estado sólido sino también en físia nulear

y físia de la radiaión, o por ejemplo, en el estudio del frenado partíulas o stopping power y

otros omo la aptura, perdida de eletrones por parte del ion inidente, fenómenos de emisión

de eletrones o Auger, hanneling, onda wake... Aunque son muhos los ampos de interés,

nosotros nos entraremos en el frenado de partíulas on (Z1 = 1) sobre un semiondutor de

Siliio. Desde un punto de vista histório hay que itar el trabajo lásio de Bohr[55℄ en 1913

y la formulaión meano uántia de Bethe[56℄ en 1930. En este aso, la pérdida de energía

de la arga, Z1, por unidad de longitud S = −dE/dx o potenia de pérdidas, viene dada por

su veloidad, v, la densidad media de los eletrones del sólido, no, y la exitaión media, I,
de los eletrones que intervienen en el frenado de la partíula inidente:

dE

dx
=

4πZ1

m · v2 no ln

[
2mv2

I

]

≃ ~ωp

λ
≃ ~ωp

v τ
(5.1)

m es la masa del eletrón y ω2
p = 4πnoe

2/m el uadrado de la freuenia de plasma. La euaión

(5.1) es válida para veloidades tales que vm << v << c, donde vm es la veloidad media

orbital de los eletrones que ontribuyen al frenado. Independientemente, Fermi[57℄ fue el

primero en notar que las pérdidas de energía podían estudiarse utilizando una formulaión que

englobara la respuesta dielétria del medio. La idea de Fermi fue posteriormente seguida por

Williams[58℄, Weizsáker[59℄ y otros[60, 61℄. Los trabajos de Klein[62℄ y Linhard[63℄ utilizan

una formulaión más moderna de la interaión de partíulas on la materia que es similar a

la que aquí presentamos.

La potenia de pérdidas S se podría de�nir omo la energía que pierde, por unidad tiempo

y de longitud, una partíula de arga Z1 al moverse on veloidad v dentro de un material.

En general los proesos que intervienen en esta pérdida son muy variados, por este motivo es

75
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onveniente desomponer la potenia de pérdidas en la energía pérdida por la interaión on

los núleos de los átomos o potenia de pérdidas nulear SN , más la energía pérdida por la

interaión los eletrones del material o potenia de pérdidas eletrónia Se, más otra posible

fuente de pérdida de energía que son las pérdidas por medio de radiaión SR, que apareen si

se tienen en uenta aspetos relativistas del movimiento y que nosotros vamos a despreiar,

pues este tipo de pérdidas queda fuera de nuestro rango de veloidades.

S = SN + Se + SR ≈ SN + Se

La desomposiión de S en SN y Se es posible graias a que podemos suponer que el retroeso

de los núleos es mínimo y muy lento en la mayoría de las olisiones, al ontrario de lo que

ourre on las olisiones de los eletrones. La ontribuión nulear sólo es signi�ativa para

muy altas veloidades de la partíula[64℄, por este motivo solamente nos entraremos en el

estudio de la potenia de frenado eletrónia, onretamente el aso de un protón Z1 = 1
moviéndose dentro de un semiondutor de Siliio. En este aso, lo primero que tenemos que

tener en uenta es que las exitaiones que provoan los ampos induidos por la partíula en

el sólido, y por tanto, su frenado por unidad de longitud dE/dx, dependen de la veloidad de

la partíula, lo que nos permite de�nir distintos intervalos de veloidades teniendo en uenta

la interaión dominante a ada veloidad. Por ejemplo, en el aso de un protón Z1 = 1,
podemos de�nir los siguientes regímenes para la veloidad:

Régimen de bajas o muy bajas veloidades: Cuando la energía inétia de la partíula

proyetil es menor o del orden de unas deenas de keV (v < 1 au.). En este aso la

estrutura de bandas del material juega un papel fundamental, ya que la interaión

de la partíula no proporiona su�iente energía para exitar los eletrones muy ligados

del sólido (eletrones del ore), pero sí la su�iente para interaionar on los eletrones

menos ligados (eletrones de valenia). Si la veloidad es pequeña podemos suponer que

la polarizaión del medio es proporional al potenial que rea la partíula y que esta

polarizaión se debe básiamente a la exitaión eletrones de valenia, formaión de

pares eletrón-hueo, exitones...et y por tanto podemos apliar la teoría de respuesta

lineal y la funión dielétria, para inluir la polarizaión en el medio.

Si el material es un semiondutor y el proyetil posee una energía inétia muy inferior

al gap, puede darse el aso de que la partíula se mueva sin interaionar on el medio,

sin frenarse, ya que la partíula no tiene su�iente energía para exitar un eletrón desde

la banda de valenia a la de onduión. Este fenómeno de �transparenia� lo veremos

más adelante en el Siliio donde el frenado por unidad de longitud del protón solo ourre

a partir de una determinada veloidad de orte del protón. Por enima de esta veloidad

de orte, el frenado empieza a ser proporional a la veloidad Se ∝ v o si se pre�ere

proporional a la raíz uadrada de la energía inétia del protón Se ∝ E1/2
. En metales

también el frenado es proporional a la veloidad, pero desde v = 0 debido a la ausenia
de gap[37℄.

Régimen de altas veloidades: Cuando la energía inétia de la partíula proyetil es

del orden de ientos, miles de keV (3 < v < 10 au). En este aso los detalles de la
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estrutura de bandas dejan de tener importania y es el plasmón el que fundamental-

mente determina el tipo de polarizaión del medio. Todos los eletrones de valenia, más

algunos del ore, se enuentran exitados por efeto de la perturbaión. Cuanto mayor

es la veloidad del protón más eletrones de apas profundas del ore se suman a la

polarizaión del medio de tal forma que el frenado tiende asintótiamente al límite de

Bethe[65℄:

[
dE

dx

]

Bethe

≈ 4πZ2
1

mv2
· no · ln

(
2mv2

~ωp

)

donde m es la masa del eletrón en reposo, Z1 es la arga de la partíula proyetil, no
el número total de eletrones del material blano y ωp la freuenia de plasma de diho

material.

Régimen de muy altas veloidades: Cuando la energía inétia de la partíula proyetil

está bastante por enima de los MeV (13 < v au.). Para estas veloidades la partíula

puede polarizar el medio on eletrones de valenia más los eletrones del ore. En este

aso todos los eletrones del medio partiipan en el frenado, inluso empiezan a apareer

fenómenos no lineales, on interaiones no elástias, on interaión nulear (on los

núleos de los átomos del material) o inluso fenómenos relativistas. Para este régimen

existen muhas fórmulas que inluyen todas o algunas de estas orreiones[66, 67℄, pero

la más senilla y representativa es la fórmula de Bethe-Bloh[68℄:

[
dE

dx

]

Bethe

≈ 4πZ2
1

mv2
· no ·

[

ln

(
2mv2

~ωp

)

− ln

(

1− v2

c2

)

− v2

c2

]

para veloidades omprendidas entre un régimen y otro no hay un tipo de polarizaión do-

minante, por este motivo debemos inluir todas las posibles polarizaiones en la funión

dielétria. El máximo en la potenia de frenado se produe en la transiión del régimen de

bajas veloidades a altas (régimen intermedio 1 < v < 2 au.) y se debe a que el material llega
a su mayor polarizaión uando se exitan todos sus eletrones de valenia. En el régimen in-

termedio y de bajas veloidades la polarizaión está dominada por los eletrones de valenia,

y la potenia de frenado eletrónia se puede alular onsiderando solamente los eletrones

de valenia del material. Para veloidades mayores la potenia de pérdidas eletrónia se debe

a todos los eletrones el material, los de valenia más los del ore. Para alular el frenado

eletrónio en este aso podemos apliar un prinipio de superposiión que nos permita al-

ular por separado ambas ontribuiones Se = Svalence +Score[69℄. En las siguientes seiones

vamos a de�nir el maro teório que hemos utilizado para alular la potenia de pérdidas

eletrónia dentro del formalismo de Hanke & Sham, y su apliaión al material de Siliio

5.2. Magnitudes del frenado eletrónio

Supongamos una partíula argada, que atraviesa un medio material, y rea un ampo

eletromagnétio que afeta a los eletrones del medio, produiendo ionizaiones y exitaiones

en el medio. De esta forma, la partíula pierde energía, lo que llamamos potenia de pérdidas
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o frenado eletrónio. No olvidemos que el frenado es un proeso estoástio, lo que quiere

deir que uando el haz de partíulas atraviesa una porión de sólido los proyetiles se frenan

de auerdo a una distribuión estadístia y, por tanto, las magnitudes básias del frenado son

de aráter estadístio. A ontinuaión de�nimos las tres magnitudes que resultan más útiles

para desribir la interaión del proyetil on un material. El reorrido libre medio, λ, es la
distania media reorrida entre dos olisiones inelástias suesivas.

1

λ
=

1

< ∆x >

La potenia de frenado, S, es el valor medio de la energía que pierde la partíula por unidad

de tiempo y de amino reorrido:

S = −< ∆E >

∆x

El straggling en la pérdida de energía, Ω2
, es la varianza de la distribuión de la pérdida de

energía por unidad de amino reorrido:

Ω2 = −< (∆E− < ∆E >)2 >

∆x

En la �gura 5.1 mostramos una representaión esquemátia de la distribuión de energía pér-

dida en un haz de partíulas argadas uando inide sobre un material. En la �gura se observa

un haz de partíulas prátiamente monoenergétias, on energía inétia E, atravesando un

material de espesor ∆x. Las partíulas que emergen ya no son monoenergétias, sino que

tienen una distribuión de energías, entrada entorno al valor medio E − S · ∆x, on una

varianza que depende de Ω2
.

Figura 5.1: Representaión esquemátia del stopping power y el straggling en la pérdida de energía de pro-

yetiles atómios al interaionar on sólidos.

El formalismo dielétrio[70℄, que expliamos en la siguiente seión, proporiona una

expresión para alular estos tres momentos estadístios de la distribuión de pérdida de
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energía de una partíula energétia que interaiona on un medio material

e2

~πv2

∫ ωmax

0
dω (~ω)n

∫ k+

k−

dk

k
[Z1 − ρq(k)]

2 · Im
[ −1

ǫ(k, ω)

]

=







1
λ si n = 0
S si n = 1
Ω2 si n = 2

donde e es la arga del eletrón, v es la veloidad del proyetil, ~ ω y ~ k son la energía y el

momento transferidos en una olisión inelástia, Z1 y ρq(~k) son, respetivamente, el número
atómio y la transformada de Fourier de la densidad eletrónia de un estado de arga q

del proyetil, e Im
[

−1/ǫ(~k, ω)
]

es la funión de pérdida de energía del blano. Nosotros nos

entraremos en el álulo de la potenia de frenado.

5.3. Planteamiento semilásio de la potenia de pérdidas.

En esta seión usaremos la funión de pérdidas para obtener una expresión de la potenia

de pérdidas on un analisis semilásio similar al que se hae en el artíulo de Saslow[71℄.

Consideremos la pérdida de energía en un sólido ristalino uando una partíula argada,

que onsideramos puntual (por ejemplo un protón Z1 = +1), se mueve a través de él. El

álulo es esenialmente lásio y empezamos por alular el trabajo que realiza una partíula

loalizada en

~Ro uando se mueve a través del sólido on veloidad ~v. Despreiando el momento
perdido por la partíula en el posible �retroeso� tenemos que la densidad de arga externa

es:

ρExt(~r, t) = Z1 · δ(~r − ~Ro − ~v · t)
partiendo de esta densidad de arga se llega a la siguiente euaión para la potenia de

pérdidas, ver apéndie I:

dE

dt
=

−iZ2
1

2π2

∑

~G, ~G′

∫

1ZB
d3~q · (~q +

~G) · ~v
|~q + ~G′|2

· ei(~G′− ~G)·[~Ro+~v·t] · ǫ−1
~G, ~G′

(~q, (~q + ~G′) · ~v) (5.2)

si queremos el valor medio de la potenia de pérdidas promediado en el tiempo 〈dE/dt〉 sólo
tenemos que ver uándo desaparee la dependenia en t de la euaión (5.2). Esta dependenia

aparee en ei(
~G′− ~G)·[~Ro+~v·t]

y, por lo tanto, promediar en t equivale a ( ~G′ − ~G) · ~v = 0

dE

dt
=

−iZ2
1

2π2

∗∑

~G, ~G′

∫

1ZB
d3~q · [(~q + ~G) · ~v] · e

i(~G′− ~G)·~Ro

|~q + ~G′|2
· ǫ−1

~G, ~G′
(~q, (~q + ~G) · ~v) (5.3)

el asteriso en la sumatoria de la euaión (5.3) signi�a que la suma se realiza a para todo

~G y

~G′
tal que ( ~G′− ~G) ⊥ ~v. La euaión (5.3) nos da la potenia de pérdidas total o disipativa de

una partíula de arga Z1 que se mueve on veloidad ~v en un sólido periódio en la posiión

iniial

~Ro. Esta potenia de pérdidas dependiente de

~Ro o parámetro de impato es la que

se llama Channelling o analizaión, que es el fenómeno por el ual se limitan las posibles
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trayetoria de la partíula en un sólido ristalino[72℄. En este aso partíula inidente puede

atravesar el sólido analizada por los hueos o �túneles� que dejan los átomos en la direión

del movimiento, �gura 5.2.

Figura 5.2: Representaión de la analizaión de un protón en un sólido.

La potenia de pérdidas alulada sobre una direión aleatoria del protón, que no sea de

analizaión, se llama potenia de pérdidas aleatoria o random. En este aso el protón no sigue

una direión de analizaión, sino que va pasando por todas las posibles trayetorias haiendo

que la potenia de pérdidas sea independiente del parámetro de impato

~Ro. Esta potenia de

pérdidas aleatoria se puede deduir promediando a todos los posibles

~Ro o equivalentemente

a tomar en la euaión (5.3)

~G = ~G′
:

[
dE

dt

]

Random

=
−iZ2

1

2π2

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · (~q +

~G) · ~v
|~q + ~G|2

· ǫ−1
~G, ~G

(~q, (~q + ~G) · ~v) (5.4)

Normalmente la potenia de pérdidas de las euaiones (5.3) y (5.4) no se expresa de esta

forma sino omo la energía perdida por unidad de longitud −dE/dx porque lo que nos interesa
en el frenado es alular uánta energía se pierde uando la partíula penetra una determinada

distania en el material. El signo menos se introdue para que S = −dE/dx sea una antidad

positiva. Esta nueva magnitud se representa on S y se alula a partir de las euaiones (5.3)

y (5.4) dividiendo dE/dt por la veloidad de la partíula.

S(~Ro, ~v) = −1

v

dE

dt
= −dE

dx

S(~Ro, ~v) =
iZ2

1

2π2 v

∗∑

~G, ~G′

∫

1ZB
d3~q · [(~q + ~G) · ~v] · e

i(~G′− ~G)·~Ro

|~q + ~G′|2
· ǫ−1

~G, ~G′
(~q, (~q + ~G) · ~v) (5.5)

S(~v) =

[

−dE
dx

]

Random

=
iZ2

1

2π2 v

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · (~q +

~G) · ~v
|~q + ~G|2

· ǫ−1
~G, ~G

(~q, (~q + ~G) · ~v)
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si haemos el ambio de variable

~G1 = ~G′ − ~G podemos reesribir la euaión (5.5) omo:

S(~Ro, ~v) =
iZ2

1

2π2 v

∑

~G1⊥~v

ei
~G1·~Ro

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · (~q + ~G) · ~v

|~q + ~G+ ~G1|2
· ǫ−1

~G, ~G+ ~G1

(~q, (~q + ~G) · ~v) (5.6)

por último, si tenemos en uenta las propiedades de simetría de la funión dielétria inversa

(ver apéndie J) y reduimos la integral en ~q a un sumatorio:

ǫ−1

− ~G,− ~G′
(−~q,−ω) =

[

ǫ−1
~G, ~G′

(~q, ω)
]∗

y

∫

1ZB
d3~q −→ 8π3

Ωo

1ZB∑

~q

[

−dE
dx

]

Random

=
i8πZ2

1

Ωo v

∑

~G

1ZB∑

~q

(~q + ~G) · ~v
|~q + ~G|2

· ǫ−1
~G, ~G

(~q, (~q + ~G) · ~v)

[

−dE
dx

]

Random

=
8πZ2

1

Ωo v

∑

~G

1ZB∑

~q

(~q + ~G) · ~v
|~q + ~G|2

· Im
[

ǫ−1
~G, ~G

(~q, (~q + ~G) · ~v)
]

(5.7)

y �nalmente la euaión (5.6) para el Channeling queda:

S(~Ro, ~v) =
8πZ2

1

Ωo v

∑

~G1⊥~v

ei
~G1·~Ro

∑

~G

1ZB∑

~q

(~q + ~G) · ~v
|~q + ~G+ ~G1|2

· Im
[

ǫ−1
~G, ~G+ ~G1

(~q, (~q + ~G) · ~v)
]

(5.8)

5.4. Formulaión Hanke & Sham de la potenia de pérdidas

En esta seión onretaremos las expresiones para las potenia de pérdidas dentro del

formalismo loal de Hanke & Sham. Para ello partimos de la euaión (5.7) y de la inversa de

la funión dielétria expresada en una representaión loal del apartado 3.17:

ǫ−1
~G, ~G

(~q, ω) = δ ~G, ~G′ + v(~q + ~G) ·
∑

s,s′

As(~q + ~G) · Ss,s′(~q, ω) · A∗
s′(~q +

~G′) (5.9)

donde la matriz S−1
es la matriz de apantallamiento loal on efetos loales, seión 3.1, y

on interambio o efeto del exitón, seión 3.2:

S = No · [I − (V − 1

2
V sx) ·No]−1

(5.10)

Los efetos exitónios no son relevantes para el estudio de la potenia de pérdidas, sin

embargo no podemos deir lo mismo de efetos loales[39℄, por este motivo en esta seión

despreiaremos los efetos del exitón, onservando los efetos loales, V sx = 0 en la euaión

(5.10). Combinando las euaiones (5.7) y (5.9) llegamos a la expresión:
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[

−dE
dx

]

Random

=
32πZ2

1

Ωo v

∑

~G

1ZB∑

~q

∑

s,s′

(~q + ~G) · ~v
|~q + ~G|4

·

Im
[

As(~q + ~G) · Ss,s′(~q, (~q + ~G) · ~v) · A∗
s′(~q +

~G′)
]

(5.11)

y de la misma forma on las euaiones (5.8) y (5.9) para el Channeling:

S(~Ro, ~v) =
32πZ2

1

Ωo v

∗∑

~G, ~G′

1ZB∑

~q

∑

s,s′

ei(
~G′− ~G)·~Ro

|~q + ~G′|2
· (~q +

~G) · ~v
|~q + ~G|2

·

Im
[

As(~q + ~G) · Ss,s′(~q, (~q + ~G) · ~v) ·A∗
s′(~q +

~G′)
]

(5.12)

En la siguientes seiones apliaremos las euaiones (5.11) y (5.12) para alular la potenia

de pérdidas eletrónia analizada y Randon del Siliio onsiderando úniamente la ontri-

buión de los eletrones de valenia e inluyendo los efetos loales para las dos bases sp3 y

sp3d5.

Potenia de pérdidas aleatoria en el Siliio

En esta seión alulamos la potenia de pérdidas eletrónia aleatoria del Siliio en

las dos bases sp3 y sp3d5, inluyendo los efetos loales. El primer paso es estudiar uántos

vetores ~q y ~G deben inluirse en las sumas para garantizar la onvergenia. Con este objetivo

hemos tomado 10, 60 y 408 puntos espeiales en zona irreduible de Chady & Cohen[35℄

para realizar la suma en ~q y hemos ortado el sumatorio en

~G para vetores de red reíproa

mayores que 2.5, 5.0 y 7.5 en unidades de 2π/a.

La grá�a 5.3(a) representa la onvergenia de la suma en ~q para la base sp3 on un orte

de |~q+ ~G| < 2.5 (2π/a) y distintas familias de puntos espeiales y la grá�a 5.3(b) representa

lo mismo para 60 puntos espeiales pero on distintos ortes.

|~q + ~G| < 2.5 (2π/a) 10 puntos espeiales

v (au) 10 P.Esp 60 P.Esp Error v (au) 2.5 (2π/a) 5.0 (2π/a) Error

0.2 0.0512 0.0526 2.7% 0.2 0.0512 0.0541 5.4%

0.5 0.1438 0.1541 6.7% 0.5 0.1438 0.1566 8.2%

1.0 0.2328 0.2511 7.3% 1.0 0.2328 0.2601 10.5%

1.5 0.2292 0.2401 4.5% 1.5 0.2292 0.2355 2.7%

3.0 0.1183 0.1194 0.9% 3.0 0.1183 0.1201 1.5%

6.0 0.0474 0.0471 0.6% 6.0 0.0474 0.0470 0.9%

Tabla 5.1: Potenia de pérdidas aleatoria, euaión (5.11), en el Siliio on base sp3d5. Con 10, 60 puntos

espeiales de Chady & Cohen y un orte de |~q + ~G| < 2.5 (2π/a) y on 10 puntos espeiales y ortes de 2.5 y

5.0 en unidades de 2π/a para |~q + ~G|
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Figura 5.3: Potenia de pérdidas aleatoria, euaión (5.11), en el Siliio on base sp3 a) Con 10, 60 y 408

puntos espeiales de Chady & Cohen y un orte de |~q+ ~G| < 2.5 (2π/a) y b) Con 60 puntos espeiales y ortes

de 2.5, 5.0 y 7.5 en unidades de 2π/a para |~q + ~G|

Como vemos en la grá�a 5.3(a) y (b) en la base sp3, basta on llegar a los 60 puntos

espeiales de Chady & Cohen y ortar en |~q+ ~G| < 5.0 (2π/a) para garantizar la onvergenia
de la suma.

En el aso de la base sp3d5 la dimensión de las matries S, V y V x
de las euaiones (5.9)

y (5.10) on nuestra potenia de álulo di�ulta un estudio de la onvergenia de las sumas

para todas las veloidades, omo el realizado en la base sp3. En su lugar hemos optado por

estudiar diha onvergenia solamente para una seleión de veloidades. La tabla 5.1 muestra

los resultados y vemos que, en el peor de los asos, tenemos un error no superior al 11% si

nos quedarnos en 10 puntos espeiales y |~q + ~G| < 2.5 (2π/a).

Este resultado puede pareer ontraditorio si lo omparamos on los obtenidos en la base

sp3 pero no es así, veamos por qué: la base sp3 neesita más puntos espeiales y un mayor orte
para |~q+ ~G| porque esta base reprodue menos bandas de onduión y muho más estrehas

que la base sp3d5, ver grá�a de estrutura de bandas grá�a 2.4, esto redue y limita las

posibles transiiones de banda de valenia a onduión y por tanto las freuenias a las que

el medio se puede polarizar. Por el ontrario, la base sp4d5, tiene más bandas de onduión
y de mayor anho de banda, lo que nos proporiona un mayor espetro de polarizaión del

material que se tradue en una potenia de pérdidas muho mas suave y, por tanto, un número

menor de vetores ~q y ~G para la onvergenia de la sumas.

En la grá�a 5.4 vemos que on 10 puntos espeiales las pérdidas on el modelo sp3d5 es

muho más suave que on el modelo sp3 y también se observa que hay una gran diferenia,

aproximadamente del doble y el triple, entre el valores de la potenia de pérdidas de la base

sp3 y sp3d5. Esta diferenia se debe básiamente a un punto que ya hemos analizado on más

detalle en otro apítulo 2.4 y tiene que ver on las reglas de la suma.

La grá�a 5.5 representan el número efetivo de eletrones, euaión (2.7), alulada on

408 puntos espeiales de Chady & Cohen y para vetores ~q en los ejes de simetría ∆ Λ y Σ
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Figura 5.4: Potenia de pérdidas aleatoria, euaión (5.11), en el Siliio para la base sp3 on 60 puntos

espeiales de Chady & Cohen y un orte de |~q + ~G| < 5 (2π/a) y para la base sp3d5 10 puntos espeiales y

ortes de 2.5 en unidades de 2π/a para |~q + ~G|

respetivamente y en la tabla 5.2 vemos el número de eletrones efetivos alulados sobre los

10 puntos espeiales de Chady & Cohen y su desviaión en% on respeto de los 8 eletrones

por elda primitiva para las dos bases. Tanto en la tabla, omo en la grá�a, se observa

laramente que la base sp3 veri�a mal las reglas de la suma, sobre todo para los vetores

~q de mayor módulo o más próximos a la frontera de la primera zona de Brillouin. En valor

medio a la base sp3 le falta un fator de 1.6 para llegar a los 8 eletrones. Sin embargo en

la base sp3d5 tenemos un buen auerdo on las reglas de la suma y el numero de eletrones

prátiamente se mantiene onstante en la primera zona de Brillouin.
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Figura 5.5: Número de eletrones efetivos para el Siliio, euaión (2.7) para las bases sp3 y sp3d5 en los ejes

∆ Λ y Σ.

Sabemos que en el régimen de altas veloidades la potenia de pérdidas va omo la fórmula
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~q · 2π/a nef
qx qy qz sp3 sp3d5

7/8 3/8 1/8 3.82 52% 7.23 10%

7/8 1/8 1/8 4.24 47% 7.32 9%

5/8 5/8 1/8 4.01 50% 7.36 8%

5/8 3/8 3/8 4.35 46% 7.42 7%

5/8 3/8 1/8 4.80 40% 7.53 6%

5/8 1/8 1/8 5.35 33% 7.61 5%

3/8 3/8 3/8 5.15 36% 7.58 5%

3/8 3/8 1/8 5.66 29% 7.67 4%

3/8 1/8 1/8 6.23 22% 7.73 3%

1/8 1/8 1/8 6.54 18% 7.78 3%

Tabla 5.2: Siliio: Número de eletrones efetivos, euaión (2.7), para los 10 puntos espeiales de Chady &

Cohen y su desviaión en% on respeto de los 8 eletrones por elda primitiva para las dos bases sp3 y sp3d5

de Bethe y es proporional a la densidad de eletrones por elda primitiva no:

[
dE

dx

]

Bethe

≈ 4πZ2
1

mv2
· no · ln

(
2mv2

~ωp

)

por tanto, para tener un buen omportamiento de la potenia de pérdidas en este limite de

veloidades es fundamental que se umplan las las reglas de la suma.
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Figura 5.6: Potenia de pérdidas aleatoria orregida y no orregida en el Siliio para la base sp3 on 60 puntos

espeiales de Chady & Cohen y un orte de |~q + ~G| < 5 (2π/a) y para la base sp3d5 10 puntos espeiales y

ortes de 2.5 en unidades de 2π/a para |~q + ~G|

En la grá�a 5.6(a) omparamos los resultados de potenia de pérdidas para las dos

bases on el limite de Bethe. La potenia de pérdidas alulada on sp3d5 tiene un buen

omportamiento, pues en el régimen de altas veloidades tiende al limite de Bethe mientras

que la alulada en la base sp3 se aleja de este límite porque, omo ya hemos visto, el número
de eletrones por elda primitiva no alanza los 8 eletrones. Este resultado es otro argumento
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que refuerza la hipotesis de que para tener buenos resultados en el Siliio es neesario una

base on orbitales d, apítulo 3.1.

Para solventar el problema de la falta de exatitud en las reglas de la suma, sobre todo

para la base sp3, hemos propuesto �renormalizar� la funión dielétria por un fator de esala

α(~q) que garantie la exatitud de dihas reglas. En otra palabras, vamos a realizar el siguiente
ambio en la euaión (5.7):

ǫ−1
~G, ~G′

(~q, ω) −→ α(~q) · ǫ−1
~G, ~G′

(~q, ω)

donde el parámetro α(~q) se ajusta a partir de la euaión (2.6) para que se umpla la regla

de la suma: ∫ ∞

0
ω · Im

[

ǫ−1
~G, ~G′

(~q, ω)
]

· α(~q) · dω = −π
2
ω2
p(~q,

~G, ~G′)

on la freuenia de plasma ωp de�nida omo:

ωp(~q, ~G = 0, ~G′ = 0) =

√

4π e2 no
m

Llamaremos potenia de pérdidas �orregida� a la potenia de pérdidas alulada inluyendo

el fator α(~q). En la grá�a 5.6 vemos los resultados de la potenia de pérdidas orregida y

no orregida, omparándolas on el límite de Bethe. Los resultados son muy signi�ativos,

ahora las pérdidas orregidas para las dos bases onvergen orretamente al límite de Bethe

y tienen valores pareidos. En el aso sp3 el fator α(~q) es fundamental para tener un buen

omportamiento de potenia de pérdidas, sin embargo para la base sp3d5 este fator solo

supone una diferenia del 14% en el peor de los asos, entorno al máximo de la potenia de

pérdidas.
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Figura 5.7: Potenia de pérdidas aleatoria orregida y no orregida en el Siliio para la base sp3d5 en los

intervalos de veloidad de (0.06, 0.3) au. grá�a a) y (0.3, 0.8) au. grá�a b) omparada on diversos autores

y los resultados experimentales

En el resto de este apítulo, a menos que indiquemos lo ontrario, estudiaremos solamente

la base sp3d5. La grá�a 5.6(b) representa la potenia de pérdidas eletrónia para esta base,
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on y sin la orreión α(~q), además de un detalle del régimen a bajas veloidades. En este

detalle podemos ver que la potenia de pérdidas es prátiamente nula por debajo de v ≈ 0.06
au, lo que signi�a que para estas veloidades, el protón apenas sufre frenado debido a los

eletrones del material. Para veloidades superiores a unos poos keV, el omportamiento la

potenia de pérdidas pasa a ser proporional a la veloidad[73, 74℄.

La tabla 5.3 resume los resultados de esta onstante de proporionalidad junto on los

de otros autores y el valor experimental[75℄. Nuestros álulos en la tabla 5.3 son orregidos,

en una base sp3d5, on y sin efetos loales (solo aproximaión RPA). Los resultados son

bastante disrepantes, por ejemplo, Lindhard-Winther[76℄ y Pitarke & Campillo[37℄ on un

modelo TDLDA dan un resultado próximo a 0.15 au, mientras que el resto de los autores se

aproximan más al valor experimental[75℄ de 0.26 au. En nuestro aso, grá�a 5.7 y tabla 5.3,

para energías ligeramente superiores a la del gap, el frenado es prátiamente proporional

a la veloidad on una onstante de 0.42 y 0.39 a.u, en el intervalo (0.06, 0.3) au, y de 0.27

y 0.25 au. en el intervalo (0.3, 0.8) para la potenia de frenado orregida y no orregida

respetivamente. Esto supone, aproximadamente, un error on respeto al experimental del

orden de 50%, en el intervalo (0.06, 0.3), y de 4% en el intervalo (0.3, 0.8).

Si realizamos un ajuste por mínimos uadrados de la potenia de pérdidas orregida, on

efetos loales, en todo el intervalo de veloidades que va desde 0 a 0.8 au, el resultados es

0.31 au, y si eliminamos los efetos no loales, el resultado es de 0.25 au, una diferenia del

20% y 4% respetivamente. Todos estos resultados nos demuestran que los efetos no loales

y del gap no son despreiables en el Siliio. El efeto del gap tiende a reduir la potenia de

pérdidas[77, 78℄ mientras que los efetos loales tienden a aumentarla[65℄. Por este motivo a

veloidades inferiores a los 0.2 au, ver grá�a 5.7(a), nuestros resultados son menores (dominan
los efetos redutores del gap), y mayores por enima (dominan los efetos no loales) a los

de otros autores.

En el intervalo de veloidades de 0.3 au. a 0.8 au, ver grá�a 5.7(b), nuestros resultados

reproduen una pendiente similar a la experimental, pero dan un valor de potenia de pérdidas

un 10% superior al experimental. Pensamos que nuestros resultados muestran diferenias en

estos intervalos, porque en el intervalo (0.3, 0.8) la polarizaión del medio es más importante y

se ve reforzada por los efetos loales, además porque, fenómenos que no hemos onsiderado,

omo onda wake, y sobre todo, de transferenia de arga, apantallan la arga del protón

Z1 = +1 por una arga efetiva z∗1 < 1, reduiendo de esta forma la potenia de pérdidas[79℄,
sobre todo, en el intervalo (0.0, 0.3).
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Modelo − 1
v
dE
dx (au.) Diferenia

sp3d5+LE, ajuste 0.06 < v < 0.3 0.42 62%

sp3d5+LE, ajuste 0.3 < v < 0.8 0.27 4%

sp3d5+LE, ajuste 0 < v < 0.8 0.31 19%

sp3d5 (RPA) ajuste 0 < v < 0.8 0.25 4%

E. Ligeon - A. Guivarh (Exp) [75℄ 0.26 0%

Ehenique-Nieminen-Rithie [80℄ 0.25 4%

Lindhard-Winther [76℄ 0.16 38%

Ferrell-Rithie [81℄ 0.20 23%

SRIM2013[82℄ 0.22 15%

Ziegler[67℄ 0.24 8%

Pitarke & Campillo (TDLDA) [37℄ 0.14 46%

Tabla 5.3: Constante de proporionalidad en au. para la potenia de pérdidas y la veloidad en el régimen de

bajas veloidades.

En la grá�a 5.8 mostramos la potenia de pérdidas total (eletrones de valenia más

los del ore) para un movimiento aleatorio del protón en Siliio omparados on los datos

experimentales de Ziegler[67℄, SRIM2013[82℄ y Beger[83℄. Utilizamos los álulos Mathar[69℄

para inluir la ontribuión de los eletrones 2s y 2p del Siliio a la potenia de pérdidas total.
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Figura 5.8: Potenia de pérdidas total, eletrones del ore más eletrones de valenia para un movimiento

aleatorio del protón en Siliio.

Nuestros resultados se ajustan razonablemente bien por enima de los 2.0 au. sin embargo

en el máximo de la potenia de pérdidas, intervalo (1.0, 2.0) au. de la grá�a 5.8 nuestros

resultados son ligeramente mayores a los experimentales, entorno a un 10%. Inluso la posiión
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del máximo de la potenia de pérdidas es menor en nuestros álulos, 1.2 au. frente al 1.4 au.

de SRIM2013 o 1.7 de Ziegler. Pensamos que estas diferenias se deben a que el parámetro

orretor α(~q), en este rango de veloidades, debe sobrestimar ligeramente la potenia de

pérdidas (no olvidemos que la suma on 10 puntos espeiales en este rango es más impreisa,

tabla 5.2) y, sobre todo, a efetos no lineales que no hemos onsiderado, omo proesos de

interambio de arga, frenado no lineal, et., disutidos por otros autores[65℄.

Potenia de pérdidas analizada o Channeling en Siliio

Cuando tenemos un material ristalino, los proesos físios de dispersión y pérdida de

energía dependen de la orientaión relativa del haz de protones inidentes y del material

blano. Este efeto se llama analizaión o �hanneling� en inglés y se puede entender de la

siguiente forma: si la direión de una partíula inidente sobre la super�ie del ristal oinide

aproximadamente on una de las direiones ristalinas, por ejemplo un eje de simetría del

ristal, la partíula tendrá una probabilidad muy alta de de�etarse on un ángulo muy

pequeño uando rue el primer plano atómio de la red, lo mismo suederá uando pase por los

suesivos planos después de éste, así, la partíula sufre una serie de olisiones orrelaionadas

que le onduirán en una trayetoria osilante a través de los anales abiertos entre las �las

atómias o los planos atómios, ver �gura 5.9(a).

El resultado �nal de esta anlizaión es una reduión signi�ativa del espetro de disper-

sión angular y, por tanto, una disminuión en la potenia de pérdidas. Por el ontrario, si la

partíula penetra muy era de alguna �la de átomos, o si su ángulo de inidenia es tal que

se aera demasiado a una �la atómia, entones atuarán las fuerzas de repulsión desviando

la partíula del �anal� mediante fuertes olisiones. A partir de ese momento, la trayetoria

de partíula se puede equiparar a una trayetoria de tipo aleatoria o �random� omo las que

ya hemos estudiado en la seión anterior, ver �gura 5.9(b).

Figura 5.9: Ilustraión esquemátia de dos partíulas que traviesan una red ristalínea. a) En ondiiones de

analizaión. b) No analizada o aleatoria.

La potenia de pérdidas analizada se puede alular, dentro de la teoría de la respuesta

dielétria, y utilizando el formalismo de Hanke & Sham on la euaión (5.8) donde la suma
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en

~G1 de la euaión (5.8) se orta para quedarnos on la primera omponente dominante de

Fourier.
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Figura 5.10: Potenia de pérdidas analizada de protones on v = 1.2 au. en Siliio y normalizada a la potenia

de pérdidas aleatoria en los anales < 110 > y < 100 > para esa misma veloidad on una base sp3d5

La grá�a 5.10 representa la potenia de pérdidas de protones on v = 1.2 au, alulada

en la base sp3d5 del Siliio, en los anales < 110 > y < 100 > respetivamente. La potenia de

pérdidas de la grá�a 5.10 se ha promediado a lo largo del eje del anal, y se ha normalizado

a la potenia de pérdidas aleatoria a esa misma veloidad S(Ro, v)/SR(v).

La grá�a 5.11 representa Potenia de pérdidas de protones on v = 1.2 au. promediada

en los anales < 100 > y < 110 > y normalizada omparada on la densidad relativa de

eletrones de valenia para esos mismos anales. Por lo general, en las regiones próximas a las

adenas atómias la densidad de eletrones es más alta que en las zonas más alejadas, y en

estas regiones, la pérdida de energía de los protones analizados es mayor que la pérdida de

energía en eletrones de valenia en un objetivo no orientado o potenia de pérdidas aleatoria.

Además, se observa que la potenia de pérdidas reprodue la forma de la distribuión de

densidad de eletrones de valenia aunque es insensible a los detalles de diha distribuión, lo

que re�eja una relaión de proporionalidad entre dihas magnitudes.

En el anal < 110 > las omponentes de Fourier dominantes de la potenia de pérdidas

y de la densidad de arga son

~G = 2π/a (±1,±1,±1). Básiamente estas omponentes son

la que determinan el patrón de distribuión de la densidad eletrónia loal y la pérdida de

energía, el resto de las omponentes nos dan los detalles �nos de las pérdidas o la distribuión.

Por tanto, podemos plantear una relaión lineal entre la pérdida de energía y la densidad[84℄

para ada anal. Por ejemplo para el anal < 110 > tenemos:
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Srel(~r) =
S(~r)
SRand

= β · ρrel(~r) + (1− β) donde β =
S(111)

S(0) f(111) (5.13)

Nuestros álulos del parámetro β para este anal en el Siliio dieron un β = 0.57 un valor

muy erano al valor obtenido por otros autores[84℄, β = 0.5.
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Figura 5.11: Siliio: Potenia de pérdidas analizada de protones on v = 1.2 au. promediada sobre los

anales < 110 > (primera grá�a parte superior) y < 100 > (segunda grá�a lado dereho) y normalizada on

la potenia de pérdidas aleatoria a esa mis a veloidad. En estas mismas grá�as se ompara el Channeling

on la densidad relativa de eletrones de valenia para el anal < 110 >(primera grá�a parte inferior) y para

el anal < 100 > (segunda grá�a lado izquierdo) en una base sp3d5





Capítulo 6

Conlusiones

En esta tesis hemos estudiado el formalismo Hanke & Sham para la respuesta dielétria

utilizando una base loal de orbitales atómios generados a partir del método Fireball y su

apliaión a un semiondutor de Siliio. Durante el desarrollo de la tesis hemos puesto de

mani�esto, entre otras osas:

Que la base de orbitales atómios Fireball sp3d5 es la más adeuada para estudiar las

propiedades del Siliio. Las bases loales generadas solamente on orbitales s y p optimi-

zados o dobles no son su�ientes para reproduir on preisión los datos experimentales

de la funión dielétria o la funión de pérdidas. Esto es así porque en el Siliio hay

elementos de matriz de la respuesta dielétria que requieren una polarizaión que sólo

se pueden obtener on orbitales d o superiores. Los álulos que hemos realizado en

esta tesis de bandas, grá�a 2.4, número efetivo de eletrones, grá�a 2.7 y funión

dielétria, grá�a 3.5 y potenia de pérdidas grá�a 5.6 demuestran laramente esta

a�rmaión.

Que para obtener buenos resultados en la funión dielétria del Siliio y su inversa es

neesario inluir, además de los efetos loales y los efetos del exitón, la orreión por

la autoenergía. La funión dielétria alulada solamente on la aproximaión RPA y

efetos loales puede ser su�iente para reproduir el prinipal pio de absorión óptio

del Siliio ≈ 4.4 eV. pero es insu�iente para reproduir el pio del exitón ≈ 3.4 eV. y

el desplazamiento de este pio a energías más bajas, grá�a 3.14.

Hemos demostrado que la utilizaión de la base loal es una alternativa muy interesante

a la base de ondas planas porque permite invertir la funión dielétria sin tener que

trunar la matriz in�nita ǫ ~G, ~G′(~q, ω) o equivalentemente permite resolver de forma exata
la euaión Dyson para la polarizabilidad. Además, la base loal se puede apliar para

haer estudios �ab initio� inluyendo efetos de muhos uerpos no sólo a sistemas on

gran número de partíulas omo aislantes, semiondutores y super�ies, sino también

a sistemas omo maromoléulas, luster, nanosistemas.
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Hemos desarrollado y ampliado todo el formalismo Hanke & Sham a una base loal de

orbitales atómios, inluyendo efetos loales y exitónios. También hemos visto que

se pueden apliar las ideas básias del formalismo Hanke & Sham para haer un álulo

GW de la autoenergía de la uasipartíula. En partiular hemos apliado este formalismo

a la aproximaión COHSEX estátia para añadir la orreión por la autoenergía de la

uarta y quinta bandas del Siliio.

Hemos propuesto un proedimiento general para inluir el apantallamiento y los efetos

dinámios en la matriz de interaión eletrón-hueo. Para reproduir orretamente los

efetos exitónios en la respuesta dielétria tenemos que tener en uenta el apanta-

llamineto en la matriz de interaión eletrón-hueo y que este apantallamiento es, en

general, dependiente de la freuenia o dinámio y que es posible aproximarlo por un

apantallamiento efetivo estátio.

Hemos apliado la respuesta dielétria al estudio de la potenia de pérdidas y el Chan-

neling de los eletrones de valenia en el Siliio. En espeial hemos podido haer un

estudio teório del omportamiento de las pérdidas del protón en la zona de bajas y

muy bajas veloidades, donde el gap y los detalles de la estrutura de bandas son más

importantes, y donde los eletrones del ore tienen menos in�uenia.

Hemos inluido en los apéndies los desarrollos más importantes del formalismo Hanke

& Sham y la aproximaión COHSEX de la autoenergía, así omo los álulos y aproxi-

maiones para las integrales de repulsión de Coulomb y del potenial apantallado.

Cuando Hanke & Sham propusieron una respuesta dielétria deduida a partir de una

base de orbitales loalizados, la potenia de álulo de los ordenadores no era demasiado

grande, por este motivo esta teoría no tuvo un gran desarrollo. Atualmente, y sobre todo

en un futuro, on el aumento de la apaidad de álulo de los ordenadores, la optimizaión

de los algoritmos y los programas, y el uso de la paralelizaión, podremos manejar bases on

orbitales s, p, d, f.. que darán gran preisión on tiempos de álulo razonables, lo que nos

permitiría estudiar gran variedad de materiales. Teniendo en uenta esta idea, el siguiente

paso después de esta tesis, y en el que ya estamos metidos, onsiste en mejorar y ompletar

algunos aspetos tanto teórios, omo de programaión, por ejemplo:

Optimizar algunos programas y/o subrutinas para evitar álulos inneesarios. Es nee-

sario inluir algoritmos que mejoren el funionamiento de algunas subrutinas sobre todo

en lo que se re�ere al álulo de los elementos de la matriz eletrostátia y de interaión

eletrón-hueo.

Aelerar el omputo de las matries No
, V y V x

por medio de la paralelizaión porque

son las que más tiempo CPU onsumen.

Inorporar nuestros resultados de autoenergía GW en base loal a los programas de la

respuesta dielétria. En el apítulo 3.2 la autoenergía se introduía reuperando los

resultados de Hybertsen y Louie[44℄ porque en ese momento no disponíamos de álulos
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GW on nuestro modelo más preisos. Falta, por lo tanto, realizar estos álulos pero

on nuestro modelo GW.

Inluir los efetos dinámios en el álulo de la autoenergía GW. Este punto sin du-

da permitiría mejorar los resultados GW y tener una aproximaión más preisa de la

autoenergía.

Terminadas estas mejoras en nuestros programas, el siguiente paso es apliar este forma-

lismo a distintos materiales:

Apliar el formalismo para estudiar las propiedades óptias de otros semiondutores de

interés: Ge, AsGA aleaiones de Siliio y Carbono Si1−xCx, Grafeno.

Estudio de sistemas on super�ies e interapas.

Apliaión a Cluster y nanosistemas.





Apéndie A

Euaiones de la teoría Hanke y Sham.

A.1. Cálulo de la polarizabilidad propia P̃ en base loal.

En este apéndie vamos a alular la expresión polarizabilidad propia en el espaio de

momentos P̃ (~q+ ~G, ~q+ ~G′;ω) detro del formalismo Hanke & Sham on una base de orbitales

atómios loalizados. Según la expresión (1.47):

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q >

π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k
′′, n6, ~k

′′ + ~q;ω)· < n6, ~k
′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r′ |n5, ~k′′ >

si sustituimos < n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q > y < n6, ~k
′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r′ |n5, ~k′′ > por su valor

alulado en el apéndie A.2, reordemos que los índies en átomos base i1, i2, i5, i6 quedan

inluidos en los vetores ~ρi1i2 y ~ρi6i5 ;

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

∑

α1,α2

~ρi1i2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·

Aα2,α1,~ρi1i2
(~q + ~G) · π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k

′′, n6, ~k
′′ + ~q;ω)·

∑

α5,α6,~ρi6i5

Cn5

i5,α5
(~k′′) ·

[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
· e−i·(~k′′+~q)·~ρi6i5 · A∗

α5,α6,~ρi6i5
(~q + ~G′)

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

∑

α1,α2

~ρi1i2

∑

α5,α6

~ρi5i6

Aα2,α1,~ρi1i2
(~q + ~G) · e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k

′′, n6, ~k
′′ + ~q;ω) · Cn5

i5,α5
(~k′′)·

[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
· e−i·(~k′′+~q)·~ρi6i5 · A∗

α6,α5,~ρi6i5
(~q + ~G′)
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para simpli�ar la notaión y los índies en los sumatorios de�nimos s1 = α1, α2, ~ρi1i2 y

s3 = α5, α6, ~ρi5i6 y on estas de�niiones nos queda:

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

∑

s1

∑

s3

As1(~q +
~G) · e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k

′′, n6, ~k
′′ + ~q;ω)·

[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
Cn5

i5,α5
(~k′′) · ·e−i·(~k′′+~q)·~ρi6i5 · A∗

s3(~q +
~G′)

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

s1

∑

s3

As1(~q +
~G) ·

∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k

′′, n6, ~k
′′ + ~q;ω)·

[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
· Cn5

i5,α5
(~k′′) · e−i·(~k′′+~q)·~ρi6i5 · A∗

s3(~q +
~G′)

si llamamos Ns1,s3(~q, ω) a:

Ns1,s3(~q, ω) =
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·
[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q)·

π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k
′′, n6, ~k

′′ + ~q;ω) ·
[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
· Cn5

i5,α5
(~k′′) · e−i·(~k′′+~q)·~ρi6i5

(A.1)

la euaión para P̃ en forma matriial se esribe:

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

s1s3

As1(~q +
~G) ·Ns1,s3(~q, ω) · A∗

s3(~q +
~G′) (A.2)

Ahora proedemos a aproximar π por el diagrama de Feynman de la �gura 1.7 o aproxi-

maión Hartree-Fok:

π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k
′′, n6, ~k

′′ + ~q; ~q;ω) ∼=

πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω) · δn1,n5
· δn2,n6

· δ~k,~k′′ −
1

2
· πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω)·

∑

n3,n4,~k′

v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q) · π(n4, ~k′ + ~q, n3, ~k
′, n5, ~k

′′, n6, ~k
′′ + ~q; ~q;ω)

el término v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q) lo hemos alulado en el apéndie A.4 y vale:

v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q) =
∑

s1s2

[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
· Cn2

i2,α2
(~k) · e−i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·

V x
s1,s2(~q) ·

[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
· Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q) · e+i·(~k′+~q)·~ρi4i3
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donde:

V x
s1,s2(~q) =

∑

~Ro

e−i·~q·(~τi2−~τi3+
~Ro) ·

∫

d3~r · d3~r′ · φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~Rl − ~Ro)·

φα2
(~r′ − ~τi2 − ~Ro) · v(~r − ~r′) · φ∗α3

(~r′ − ~τi3) · φα4
(~r − ~τi4 − ~R′

l) (A.3)

Teniendo en uenta la aproximaión Hartree-Fok para π podemos esribir P̃ omo:

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q > ·

π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k
′′, n6, ~k

′′ + ~q;ω) < n6, ~k
′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r′ |n5, ~k′′ >=

∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q > [ πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω) · δn1,n5
· δn2,n6

· δ~k,~k′′

− 1

2
· πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω) ·

∑

n3,n4,~k′

v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q)·

π(n4, ~k
′ + ~q, n3, ~k

′, n5, ~k
′′, n6, ~k

′′ + ~q; ~q;ω) ] < n6, ~k
′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r′ |n5, ~k′′ >

que nos permite separar la polarizabilidad propia P̃ en dos términos:

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = P̃ o(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) + P̃ 1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω)

donde:

P̃ o(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q > ·

πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω) · δn1,n5
· δn2,n6

· δ~k,~k′′ · < n6, ~k
′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r′ |n5, ~k′′ >

y

P̃ 1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = −1

2
·
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q > ·πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω)·

·
∑

n3,n4,~k′

v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q) · π(n4, ~k′ + ~q, n3, ~k
′, n5, ~k

′′, n6, ~k
′′ + ~q; ~q;ω)·

< n6, ~k
′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r′ |n5, ~k′′ >

si sustituimos los valores de πo y de< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k+~q >,< n6, ~k
′′+~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r′ |n5, ~k′′ >

alulados en el apéndie A.2:

πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω) =
2

N
· fn1

(~k + ~q)− fn2
(~k)

En1
(~k + ~q)− En2

(~k)
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P̃ o
queda:

P̃ o(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

∑

α1,α2

~ρi1i2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q)·

e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·Aα2,α1,~ρi1i2
(~q + ~G) · δn1,n5

· δn2,n6
· δ~k,~k′′ ·

2

N
· fn1

(~k + ~q)− fn2
(~k)

En1
(~k + ~q)− En2

(~k)
·

·
∑

α5,α6

~ρi5i6

Cn5

i5,α5
(~k′′) ·

[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
· e−i·(~k′′+~q)·~ρi5i6 · A∗

α6,α5,~ρi6i5
(~q + ~G′)

P̃ o(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

α1,α2

~ρi1i2

∑

α5,α6

~ρi5i6

Aα2,α1,~ρi1i2
(~q + ~G)·

∑

n1,n2

~k

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 · 2

N
· fn1

(~k + ~q)− fn2
(~k)

En1
(~k + ~q)− En2

(~k)
·

[

Cn6

i6,α6
(~k + ~q)

]∗
· Cn5

i5,α5
(~k) · e−i·(~k+~q)·~ρi5i6 · A∗

α6,α5,~ρi6i5
(~q + ~G′)

Renombramos los índies s1 = α1, α2, ~ρi1i2 y s3 = α5, α6, ~ρi5i6 y teniendo en uenta la de�ni-

ión de N en la euaión (A.1) llamaremos No
s1,s3(~q) al término:

No
s1,s3(~q, ω) =

2

N
·
∑

n1,n2,~k

e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·
[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q)·

· fn1
(~k + ~q)− fn2

(~k)

En1
(~k + ~q)− En2

(~k)
·
[

Cn6

i6,α6
(~k + ~q)

]∗
· Cn5

i5,α5
(~k) · e−i·(~k+~q)·~ρi6i5

(A.4)

y por tanto P̃ o
se puede poner matriialmente omo:

P̃ o(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

s1,s3

As1(~q +
~G) ·No

s1,s3(~q, ω) · A
∗
s3(~q +

~G′)

El primer término P̃ o
orresponde al diagrama a) en la �gura 1.8 o diagrama de la burbuja

que orresponde a la aproximaión Hartree o RPA para la polarizabilidad.
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De la misma forma que hemos alulado P̃ o
se dedue:

P̃ 1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = −1

2
·
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

∑

s1

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·

Aα2,α1,~ρi1i2
(~q + ~G) · πo(n1, ~k + ~q, n2, ~k;ω) ·

∑

n3,n4

~k′

v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q)·

π(n4, ~k
′ + ~q, n3, ~k

′, n5, ~k
′′, n6, ~k

′′ + ~q; ~q;ω) ·
∑

s3

[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
· Cn5

i5,α5
(~k′′)·

e−i·(~k′′+~q)·~ρi6i5 · A∗
α6,α5,~ρi5i6

(~q + ~G′)

P̃ 1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = −1

2
·
∑

n1,n2
n5,n6

∑

~k,~k′′

∑

s1

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·

Aα2,α1,~ρi1i2
(~q + ~G) · 2

N
· fn1

(~k + ~q)− fn2
(~k)

En1
(~k + ~q)− En2

(~k)

∑

n3,n4

~k′

∑

s′
1

∑

s2

[

Cn1

i′
1
,α′

1

(~k + ~q)
]∗

·

Cn2

i′
2
,α′

2

(~k) ·
[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
· Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q) · e−i·(~k+~q)·~ρi′

1
i′
2 · e+i·(~k′+~q)·~ρi4i3 ·

V x
s′
1
,s2

(~q) · π(n4, ~k′ + ~q, n3, ~k
′, n5, ~k

′′, n6, ~k
′′ + ~q; ~q;ω) ·

∑

s3

[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
·

Cn5

i5,α5
(~k′′) · e−i·(~k′′+~q)·~ρi6i5 · A∗

α6,α5,~ρi5i6
(~q + ~G′)

donde hemos llamado s′1 = α′
1α

′
2, ~ρi′1i′2 . Reagrupando términos en esta última expresión:

P̃ 1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = −1

2

∑

s1,s′1
s2,s3

As1(~q +
~G) · 2

N
·
∑

n1,n2

~k

e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · fn1

(~k + ~q)− fn2
(~k)

En1
(~k + ~q)− En2

(~k)
·
[

Cn1

i′
1
,α′

1

(~k + ~q)
]∗

· Cn2

i′
2
,α′

2

(~k)·

e
−i·(~k+~q)·~ρi′

1
i′
2 · V x

s′
1
,s2

(~q) ·
∑

n3,n4
n5,n6

∑

~k′,~k′′

e+i·(~k′+~q)·~ρi4i3 ·
[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
· Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q)·

π(n4, ~k
′ + ~q, n3, ~k

′, n5, ~k
′′, n6, ~k

′′ + ~q; ~q;ω) ·
[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
· Cn5

i5,α5
(~k′′)·

e−i·(~k′′+~q)·~ρi6i5 · A∗
s3(~q +

~G′)

y ahora on las de�niiones de No
s1,s3(~q, ω) y Ns2,s3(~q, ω), euaiones (A.1) y (A.4) tenemos:

P̃ 1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = −1

2

∑

s1,s′1
s2,s3

As1(~q +
~G) ·No

s1,s3(~q, ω) · V
x
s′
1
,s2

(~q) ·Ns2,s3(~q, ω) ·A∗
s3(~q +

~G′)
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por tanto:

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = P̃ o(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) + P̃ 1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω)

=
∑

s1,s3

As1(~q +
~G) ·No

s1,s3(~q, ω) ·A
∗
s3(~q +

~G′)

− 1

2

∑

s1,s′1,s2,s3

As1(~q +
~G) ·No

s1,s3(~q, ω) · V
x
s′
1
,s2

(~q) ·Ns2,s3(~q, ω) ·A∗
s3(~q +

~G′)

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω) =
∑

s1,s3

As1(~q +
~G) · [ No

s1,s3(~q, ω)

− 1

2

∑

s′
1
,s2

No
s1,s3(~q, ω) · V

x
s′
1
,s2

(~q) ·Ns2,s3(~q, ω) ] · A∗
s3(~q +

~G′)

omparando esta euaión on la euaión (A.2) se dedue:

Ns1,s3(~q, ω) = No
s1,s3(~q)−

1

2

∑

s′
1
,s2

No
s1,s3(~q, ω) · V

x
s′
1
,s2

(~q) ·Ns2,s3(~q, ω)

utilizando la notaión matriial:

N = No − 1
2
No V x N (A.5)

despejando N en la euaión (A.5) :

N + 1
2
No V x N = No

[I + 1
2
No V x] N = No

N = [I + 1
2
No V x]−1 No

o equivalentemente omo aparee en el artiulo de Hanke y Sham[4℄:

N =
[
I − 1

2
NoV x + 1

22
NoV xNoV x − 1

23
NoV xNoV xNoV x + · · ·

]
No

N = No − 1
2
NoV xNo + 1

22
NoV xNoV xNo − 1

23
NoV xNoV xNoV xNo + · · ·

N = No
[
I − 1

2
V xNo + 1

22
V xNoV xNo − 1

23
V xNoV xNoV xNo + · · ·

]

N = No [I + 1
2
V xNo]−1

Por tanto, de todo lo anterior y de las euaiones (1.44) y (A.2) deduimos que la expresión

de ǫ(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) es:

ǫ(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = δ ~G, ~G′ − v(~q + ~G) · P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′;ω)

ǫ(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = δ ~G, ~G′ −
4π e2

(~q + ~G)2
·
∑

s1,s3

As1(~q +
~G) ·Ns1,s3(~q, ω) ·A∗

s3(~q +
~G′)
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on:

N = No [I + 1
2
V x No]−1

(A.6)

Para alular la funión de inversa ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) utilizamos la euaión (1.45):

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = δ ~G, ~G′
+ v(~q + ~G) · χ(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) (A.7)

donde χ en la euaión (A.7) se relaionar on P̃ mediante la euaión Dyson (1.46):

χ = P̃ + P̃ v χ (A.8)

despejando χ de la euaión (A.8):

χ− P̃ v χ = P̃

(I − P̃ v) χ = P̃

χ = (I − P̃ v)−1P̃

χ = P̃ − P̃ v P̃ + P̃ v P̃ v P̃ − P̃ v P̃ v P̃ v P̃ v P̃ + . . . (A.9)

de la euaión (A.2) en forma matriial P̃ = A N A+
y on la euaión (A.9):

χ = A N A+ −A N A+ v A N A+ +A N A+ v A N A+ v A N A+ − . . .

χ = A N (I −A+ v A N +A+ v A N A+ v A N − . . .) A+
(A.10)

de�nimos ahora la matriz eletrostátia omo V = A+ v A uya expresión en el espaio de

momentos es, apéndie A.3:

Vs,s′(~q) =
∑

~Ro

e−i~q·(~τi2−~τi3+
~Ro) ·

∫

d3~r

∫

d3~r′ · φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~R− ~Ro)·

φα2
(~r − ~τi2 − ~Ro) · v(~r − ~r′) · φ∗α3

(~r′ − ~τi3) · φα4
(~r′ − ~τi4 − ~R′)

on la de�niión de V y la euaión (A.10) queda:

χ = A N (I − V N + V N − . . .) A+

χ = A N (I − V N)−1 A+

χ = A S A+
(A.11)

donde hemos de�nido la matriz S omo S = N (I − V N)−1
. La inversa de la matriz S o

matriz de apantallamiento loal:

S−1 =
[
N (I − V N)−1

]−1

S−1 = (I − V N) N−1

S−1 = N−1 − V
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y de la euaión (A.6) llegamos:

S−1 =
(

No [I + 1
2
V x No]−1

)−1
− V

S−1 = [I + 1
2
V x No] (No)−1 − V

S−1 = (No)−1 + 1
2
V x − V

y por tanto S en funión de No
, V y V x

vale:

S =
[

(No)−1 + 1
2
V x − V

]−1

S =
[

(No)−1 − (V − 1
2
V x) No (No)−1

]−1

S =
[

[I − (V − 1
2
V x) No] (No)−1

]−1

S = No [I − (V − 1
2
V x) No]−1

(A.12)

y por �n de las euaiones (A.7), (A.11) y (A.12) llegamos a una expresión para ǫ−1
:

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′;ω) = δ ~G, ~G′ +
4π e2

(~q + ~G)2
·
∑

s1,s3

As1(~q +
~G) · Ss1,s3(~q, ω) · A∗

s3(~q +
~G′)

donde la matriz S se alula on la euaión (A.12), No
on la euaión (A.4) y las matries

eletrostátia V y de interambio o de interaión eletrón hueo V x
se alulan según las

euaiones (A.3) y (A.11), ver apéndies A.3 y A.4 respetivamente.

A.2. Cálulo de < n,~k|e−i·(~q+~G)·~r|m,~k + ~q > en base loal.

En la expresión general para la polarizabilidad P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′) euaión (1.47):

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′) =< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q > ·
· π(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n5, ~k

′′, n6, ~k
′′ + ~q; ~q;ω)· < n6, ~k

′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r′ |n5, ~k′′ >

apareen términos del tipo < n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q > y < n6, ~k
′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r′ |n5, ~k′′ >.

En este apéndie vamos ha alular en la base loal uánto vale ada uno de estos elementos

de matriz. En nuestra notaión habitual tenemos que los estados propios del Hamiltoniano de

un eletrón:

|n,~k >=
∑

i,α

Ci,α |i, α,~k >

donde:

|i, α,~k >= 1√
N

∑

~R

ei·
~k·(~τi+~R) |i, α,~k >
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siendo < ~r|i, α,~k >= φα(~r − ~τi − ~R):

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q > =

=
∑

i1,α1

i2,α2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

Cn1

i1,α1
(~k + ~q) < i2, α2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~k + ~q >

=
1

N

∑

i1,α1

i2,α2

∑

~R1, ~R2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

Cn1

i1,α1
(~k + ~q) e−i·~k·(~τi2+

~R2) · e+i·(~k+~q)·(~τi1+
~R1) ·

· < i2, α2, ~τi2 +
~R2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~τi1 +

~R1 >

alulemos primero < i2, α2, ~τi2 +
~R2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~τi1 +

~R1 >:

< i2, α2, ~τi2 +
~R2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~τi1 +

~R1 >=
∫

d3~r φ∗α2
(~r − ~τi2 − ~R2) e

−i·(~q+ ~G)·~r φα1
(~r − ~τi1 − ~R1)

haemos el ambio de variable de ~r′ = ~r − ~τi2 − ~R2, d
3~r′ = d3~r:

< i2, α2, ~τi2 +
~R2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~τi1 +

~R1 >=

=

∫

d3~r′ φ∗α2
(~r′) e−i·(~q+ ~G)·(~r′+~τi2+

~R2) φα1
(~r′ − ~τi1 + ~τi2 − ~R1 + ~R2)

= e−i·(~q+ ~G)·(~τi2+
~R2) ·

∫

d3~r′ φ∗α2
(~r′) e−i·(~q+ ~G)·~r′ φα1

(~r′ − ~τi1 + ~τi2 − ~R1 + ~R2)

= e−i·(~q+ ~G)·(~τi2+
~R2) · (α2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~τi1 − ~τi2 +

~R1 − ~R2 >

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q >=

=
1

N

∑

i1,α1

i2,α2

∑

~R1, ~R2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

Cn1

i1,α1
(~k + ~q) e−i·~k·(~τi2+

~R2) e+i·(~k+~q)·(~τi1+
~R1)·

e−i·(~q+ ~G)·(~τi2+
~R2) (α2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~τi1 − ~τi2 +

~R1 − ~R2 >

=
1

N

∑

i1,α1

i2,α2

∑

~R1, ~R2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

Cn1

i1,α1
(~k + ~q) e−i·(~k+~q)·(~τi2+

~R2) e+i·(~k+~q)·(~τi1+
~R1)·

e−i· ~G·(~τi2+
~R2) (α2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~τi1 − ~τi2 +

~R1 − ~R2 >

=
1

N

∑

i1,α1

i2,α2

∑

~R1, ~R2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

Cn1

i1,α1
(~k + ~q) e−i·(~k+~q)·(~τi2−~τi1+

~R2−~R1) e−i· ~G·~τi2 ·

e−i· ~G·~R2 (α2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~τi1 − ~τi2 +
~R1 − ~R2 >
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llamamos ~ρi1i2 = ~τi1 − ~τi2 +
~R1 − ~R2, la suma en

~R1 y
~R2 depende de la diferenia

~R1 − ~R2,

por tanto, puedo ambiar esta suma por una suma en ~ρi1i2 y

~R2:

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q >=
1

N

∑

i1,α1

i2,α2

∑

~ρi1i2
~R2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

Cn1

i1,α1
(~k + ~q) e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 e−i· ~G·~τi2 (α2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~ρi1i2 >

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q >=
N

N

∑

i1,α1

i2,α2

∑

~ρi1i2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

· Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 · e−i· ~G·~τi2 · (α2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~ρi1i2 >

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q >=
∑

i1,α1

i2,α2

∑

~ρi1i2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

Cn1

i1,α1
(~k + ~q) · e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 e−i· ~G·~τi2 (α2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~ρi1i2 >

de�nimos Aα2,α1,~ρi1i2
(~q + ~G) (observese que los índies que orresponden a los átomos base

i1, i2 no apareen porque van inluidos en la de�niión de ~ρi1i2 = ~τi1 − ~τi2 +
~R, así pues:

Aα2,α1,~ρi1i2
(~q + ~G) = e−i· ~G·~τi2 (α2|e−i·(~q+ ~G)·~r|i1, α1, ~ρi1i2 >

que es lo mismo que:

Aα2,α1,~ρi1i2
(~q + ~G) = e−i· ~G·~τi2

∫

d3~r φ∗α2
(~r) e−i·(~q+ ~G)·~r φα1

(~r − ~ρi1i2)

Así, el elemento de matriz vale:

< n2, ~k|e−i·(~q+ ~G)·~r|n1, ~k + ~q >=
∑

i1,α1

i2,α2

∑

~ρi1i2

[

Cn2

i2,α2
(~k)
]∗

Cn1

i1,α1
(~k + ~q) e+i·(~k+~q)·~ρi1i2 Aα2,α1,~ρi1i2

(~q + ~G)

En la expresión de la polarizabilidad también aparee el término < n6, ~k
′′+~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r|n5, ~k′′ >,

de manera similar al apartado anterior se dedue que:

< n6, ~k
′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r|n5, ~k′′ >=

[

< n5, ~k
′′|e−i·(~q+ ~G′)·~r′ |n6, ~k′′ + ~q >

]∗
=







∑

i5,α5

i6,α6

∑

~ρi6i5

[

Cn5

i5,α5
(~k′′)

]∗
Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q) e+i·(~k′′+~q)·~ρi6i5 Aα5,α6,~ρi6i5

(~q + ~G′)







∗
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y �nalmente:

< n6, ~k
′′ + ~q|e+i·(~q+ ~G′)·~r|n5, ~k′′ >=

∑

i5,α5

i6,α6

∑

~ρi6i5

Cn5

i5,α5
(~k′′)

[

Cn6

i6,α6
(~k′′ + ~q)

]∗
e−i·(~k′′+~q)·~ρi6i5 A∗

α5,α6,~ρi6i5
(~q + ~G′)

A.3. Cálulo de la matriz eletrostátia V en base loal.

La matriz eletrostátia o de interaión de Coulomb V se de�ne en la seión 1.4 en la

euaión (1.56) uya expresión en el espaio de los momentos vale:

Vs,s′(~q) =
∑

~G

A∗
α2,α1,~ρi1i2

(~q + ~G) · v(~q + ~G) ·Aα3,α4,~ρi4i3
(~q + ~G) (A.13)

donde s = α2, α1, ~ρi1i2 y s′ = α3, α4, ~ρi4i3 . Según las de�niiones de A y A∗
:

Aα3,α4,~ρi4i3
(~q + ~G) = e−i ~G·~τi3 ·

∫

d3~r′ · φ∗α3
(~r′) · e−i(~q+ ~G)~r′ · φα4

(~r′ − ~ρi4i3) (A.14)

A∗
α2,α1,~ρi1i2

(~q + ~G) = e+i ~G·~τi2 ·
∫

d3~r · φ∗α1
(~r − ~ρi1i2) · e+i(~q+ ~G)~r · φα2

(~r) (A.15)

La omponente de Fourier ~q + ~G del potenial de Coulomb:

v(~q + ~G) =
1

Ω

∫

d3~τ · v(~τ ) · e−i(~q+ ~G)·τ
(A.16)

donde Ω es el volumen del material. Sustituyendo (A.16), (A.15) y (A.14) en (A.13):

Vs,s′(~q) =
1

Ω

∑

~G

∫

d3~r

∫

d3~r′
∫

d3~τ · v(~τ ) · e−i(~q+ ~G)·~τ · e+i(~q+ ~G)~r · e−i(~q+ ~G)~r′ ·

e+i ~G·~τi2 · e−i ~G·~τi3 · φ∗α1
(~r − ~ρi1i2) · φα2

(~r) · φ∗α3
(~r′)φα4

(~r′ − ~ρi4i3)

Vs,s′(~q) =
1

Ω

∑

~G

∫

d3~r

∫

d3~r′
∫

d3~τ · v(~τ ) · e−i(~q+ ~G)·~τ · e+i(~q+ ~G)·(~r−~r′)·

e+i ~G·~τi2 · e−i ~G·~τi3 · φ∗α1
(~r − ~ρi1i2) · φα2

(~r) · φ∗α3
(~r′) · φα4

(~r′ − ~ρi4i3)

Vs,s′(~q) =
1

Ω

∑

~G

∫

d3~r

∫

d3~r′
∫

d3~τ · v(τ) · e−i(~q+ ~G)·(~τ−[~r−~r′]) · e+i ~G·~λi2i3 ·

φ∗α1
(~r − ~ρi1i2) · φα2

(~r) · φ∗α3
(~r′) · φα4

(~r′ − ~ρi4i3)
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donde:

~λi2i3 = ~τi2 − ~τi3

Vs,s′(~q) =
1

Ω

∫

d3~r

∫

d3~r′
∫

d3~τ · φ∗α1
(~r − ~ρi1i2) · φα2

(~r) · φ∗α3
(~r′) · φα4

(~r′ − ~ρi4i3)·

v(τ) · e−i~q·(~τ−[~r−~r′]) ·
∑

~G

e−i ~G·(~τ−[~r−~r′]−~λi2i3
)

Vs,s′(~q) =
1

Ω

∫

d3~r

∫

d3~r′
∫

d3~τ · φ∗α1
(~r − ~ρi1i2) · φα2

(~r) · φ∗α3
(~r′) · φα4

(~r′ − ~ρi4i3)·

v(τ) · e−i~q·(~τ−[~r−~r′]) ·
∑

~Ro

N · δ(~τ − [~r − ~r′]− ~λi2i3 − ~Ro)

Vs,s′(~q) =
N

Ω

∑

~Ro

∫

d3~r

∫

d3~r′ · φ∗α1
(~r − ~ρi1i2) · φα2

(~r) · φ∗α3
(~r′)φα4

(~r′ − ~ρi4i3)·

∫

d3~τ · v(τ) · e−i~q·(~τ−[~r−~r′]) · δ(~τ − [~r − ~r′]− ~λi2i3 − ~Ro)

Vs,s′(~q) =
1

Ωo

∑

~Ro

∫

d3~r

∫

d3~r′ · φ∗α1
(~r − ~ρi1i2) · φα2

(~r) · φ∗α3
(~r′)φα4

(~r′ − ~ρi4i3)·

· v(~r − ~r′ + ~λi2i3 +
~Ro) · e−i~q·(~λi2i3

+~Ro)

Vs,s′(~q) =
1

Ωo

∑

~Ro

∫

d3~r

∫

d3~r′ · φ∗α1
(~r − ~ρi1i2) · φα2

(~r) · φ∗α3
(~r′)φα4

(~r′ − ~ρi4i3)·

· v(~r − ~r′ + ~τi2 − ~rτ3 +
~Ro) · e−i~q·(~τi2−~τi3+

~Ro)

ambio de variable:

~r1 = ~r + ~τi2 +
~Ro ~r = ~r1 − ~τi2 − ~Ro d3~r = d3~r1

~r2 = ~r′ + ~τi3 ~r′ = ~r2 − ~τi3 d3~r′ = d3~r2

Vs,s′(~q) =
1

Ωo

∑

~Ro

e−i~q·(~τi2−~τi3+
~Ro) ·

∫

d3~r1

∫

d3~r2 · φ∗α1
(~r1 − ~τi2 − ~Ro − ~ρi1i2)·

φα2
(~r1 − ~τi2 − ~Ro) · v(~r1 − ~r2) · φ∗α3

(~r2 − ~τi3) · φα4
(~r2 − ~τi3 − ~ρi4i3)
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Vs,s′(~q) =
1

Ωo

∑

~Ro

e−i~q·(~τi2−~τi3+
~Ro) ·

∫

d3~r1

∫

d3~r2 · φ∗α1
(~r1 − ~τi2 − ~Ro − ~τi1 + ~τi2 − ~R)·

φα2
(~r1 − ~τi2 − ~Ro) · v(~r1 − ~r2) · φ∗α3

(~r2 − ~τi3) · φα4
(~r2 − ~τi3 − ~τi4 + ~τi3 − ~R′)

Vs,s′(~q) =
1

Ωo

∑

~Ro

e−i~q·(~τi2−~τi3+
~Ro) ·

∫

d3~r1

∫

d3~r2 · φ∗α1
(~r1 − ~τi1 − ~R− ~Ro)·

φα2
(~r1 − ~τi2 − ~Ro) · v(~r1 − ~r2) · φ∗α3

(~r2 − ~τi3) · φα4
(~r2 − ~τi4 − ~R′)

Por tanto:

Vs,s′(~q) =
1

Ωo

∑

~Ro

e−i~q·(~τi2−~τi3+
~Ro) ·

∫

d3~r

∫

d3~r′·

φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~R− ~Ro) · φα2

(~r − ~τi2 − ~Ro) · v(~r − ~r′) · φ∗α3
(~r′ − ~τi3) · φα4

(~r′ − ~τi4 − ~R′)

El signi�ado físio de ada uno de estos elementos de matriz es laro: según la de�niión

(A.16), ver �gura 1.11, ada elemento de matriz de Vs,s′(~q) representa la transformada de

Fourier de la interaión de Coulomb entre la densidad de arga: φ∗α1
(~r − ~ri1 − ~R − ~Ro) ·

φα2
(~r − ~ri2 − ~Ro) y la densidad de arga φ∗α3

(~r′ − ~ri3) · φα4
(~r′ − ~ri4 − ~R′). y juega el mismo

papel que el potenial Hartree en la euaión Kohn-Sham del funional densidad. En el maro

de la teoría de muhos uerpos este potenial representa la parte de interaión de Coulomb

de eletrón-eletrón o hueo-hueo

A.4. Cálulo de la matriz de interambio V x
en base loal.

La de�niión de la matriz de interambio o de interaión eletrón hueo según el artíulo

de Hanke y Sham[4℄ es:

v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q) =
∫

d3~r d3~r′ ψ∗
n1,~k+~q

(~r) ψ
n2,~k

(~r′) v(~r − ~r′) ψ∗
n3,~k′

(~r′) ψ
n4,~k′+~q

(~r) (A.17)

omo ada funión de onda propia se alula omo una ombinaión lineal de funiones de

onda Bloh de base loal:

ψ
n,~k

(~r) =
∑

i,α

Cn
i,α(

~k) φ
i,α,~k

(~r) (A.18)

sustituyendo (A.18) en (A.17) y de�niendo V omo V = v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q)
para aortar la notaión:

V =
∑

i1,i2
i3,i4

∑

α1,α2
α3,α4

[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
Cn2

i2,α2
(~k)

[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q)·

∫

d3~r d3~r′ φ∗
i1,α1,~k+~q

(~r) φ
i2,α2,~k

(~r′) v(~r − ~r′) φ∗
i3,α3,~k′

(~r′) φ
i4,α4,~k′+~q

(~r)
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además, ada funión de onda Bloh loal se alula omo:

φiα~k(~r) =
1√
N

∑

~R

e+i·~k·(~τi+~R) φα(~r − ~τi − ~R)

V =
1

N2

∑

i1,i2
i3,i4

∑

α1,α2
α3,α4

∑

~R1, ~R2

~R3, ~R4

[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
Cn2

i2,α2
(~k)

[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q)·

e−i·(~k+~q)·(~τi1+
~R1) e+i·~k·(~τi2+

~R2) e−i·~k′·(~τi3+
~R3) e+i·(~k′+~q)·(~τi4+

~R4)

∫

d3~r d3~r′

φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~R1) φα2

(~r′ − ~τi2 − ~R2) v(~r − ~r′) φ∗α3
(~r′ − ~τi3 − ~R3) φα4

(~r − ~τi4 − ~R4)

multiplio y divido por e−i·~q·(~τi2+
~R2)

y e+i·~q·(~τi3+
~R3)

V =
1

N2

∑

i1,i2
i3,i4

∑

α1,α2
α3,α4

∑

~R1, ~R2

~R3, ~R4

[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
Cn2

i2,α2
(~k)

[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q)·

e−i·(~k+~q)·(~τi1−~τi2+
~R1−~R2) e+i·(~k′+~q)·(~τi4−~τi3+

~R4−~R3) e−i·~q·(~τi2+
~R2) e+i·~q·(~τi3+

~R3)·
∫

d3~rd3~r′φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~R1)φα2

(~r′ − ~τi2 − ~R2)v(~r − ~r′)φ∗α3
(~r′ − ~τi3 − ~R3)φα4

(~r − ~τi4 − ~R4)

de�no ~r1 = ~r − ~R3, ~r2 = ~r′ − ~R3 por tanto, d
3~r = d3~r1, d

3~r2 = d3~r′,

V =
1

N2

∑

i1,i2
i3,i4

∑

α1,α2
α3,α4

∑

~R1, ~R2

~R3, ~R4

[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
Cn2

i2,α2
(~k)

[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q)·

e−i·(~k+~q)·(~τi1−~τi2+
~R1−~R2) e+i·(~k′+~q)·(~τi4−~τi3+

~R4−~R3) e−i·~q·(~τi2−~τi3+
~R2−~R3)

∫

d3~r1d
3~r2

φ∗α1
(~r1−~τi1 + ~R3− ~R1)φα2

(~r2−~τi2 + ~R3− ~R2)v(~r1−~r2)φ∗α3
(~r2−~τi3)φα4

(~r1−~τi4 + ~R3− ~R4)

de�no

~Rl = ~R1 − ~R2,
~Ro = ~R2 − ~R3 y ,

~R′
l =

~R4 − ~R3 y ambio ~r = ~r1 y ~r
′ = ~r2

V =
1

N2

∑

i1,i2
i3,i4

∑

α1,α2
α3,α4

∑

~R1, ~R2

~R3, ~R4

[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
Cn2

i2,α2
(~k)

[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q)·

e−i·(~k+~q)·(~τi1−~τi2+
~Rl) e+i·(~k′+~q)·(~τi4−~τi3+

~R′

l
) e−i·~q·(~τi2−~τi3+

~Ro)

∫

d3~r d3~r′

φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~Rl − ~Ro)φα2

(~r′ − ~τi2 − ~Ro)v(~r − ~r′)φ∗α3
(~r′ − ~τi3)φα4

(~r − ~τi4 − ~R′
l)
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on este ambio de variable, la suma en vetores de red direta

~R1, ~R2, ~R3, ~R4 se puede haer

ahora en

~Rl, ~R
′
l,
~Ro, ~R3:

V =
1

N2

∑

i1,i2
i3,i4

∑

α1,α2
α3,α4

∑

~Rl, ~R
′

l
~Ro, ~R3

[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
Cn2

i2,α2
(~k)

[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q)·

e−i·(~k+~q)·(~τi1−~τi2+
~Rl) e+i·(~k′+~q)·(~τi4−~τi3+

~R′

l
) e−i·~q·(~τi2−~τi3+

~Ro)

∫

d3~r d3~r′

φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~Rl − ~Ro) φα2

(~r′ − ~τi2 − ~Ro) · v(~r − ~r′) φ∗α3
(~r′ − ~τi3) φα4

(~r − ~τi4 − ~R′
l)

omo la suma no depende de

~R3:

V =
N

N2

∑

i1,i2
i3,i4

∑

α1,α2
α3,α4

∑

~Rl, ~R
′

l
~Ro

[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
Cn2

i2,α2
(~k)

[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q)·

e−i·(~k+~q)·(~τi1−~τi2+
~Rl) e+i·(~k′+~q)·(~τi4−~τi3+

~R′

l
) e−i·~q·(~τi2−~τi3+

~Ro)

∫

d3~r d3~r′

φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~Rl − ~Ro) φα2

(~r′ − ~τi2 − ~Ro) · v(~r − ~r′) φ∗α3
(~r′ − ~τi3) φα4

(~r − ~τi4 − ~R′
l)

V =
∑

i1,i2
i3,i4

∑

α1,α2
α3,α4

∑

~Rl, ~R
′

l

[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
Cn2

i2,α2
(~k)

[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q)·

e−i·(~k+~q)·(~τi1−~τi2+
~Rl) e+i·(~k′+~q)·(~τi4−~τi3+

~R′

l
) 1

N

∑

~Ro

e−i·~q·(~τi2−~τi3+
~Ro)

∫

d3~r d3~r′

φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~Rl − ~Ro) φα2

(~r′ − ~τi2 − ~Ro) · v(~r − ~r′) φ∗α3
(~r′ − ~τi3) φα4

(~r − ~τi4 − ~R′
l)

y ahora de�no la matriz de interambio omo:

V x
α2,α1,~ρi1i2 ;α3,α4,~ρi4i3

(~q) =
1

N

∑

~Ro

e−i·~q·(~τi2−~τi3+
~Ro)

∫

d3~r · d3~r′

φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~Rl − ~Ro) φα2

(~r′ − ~τi2 − ~Ro) v(~r − ~r′) φ∗α3
(~r′ − ~τi3) φα4

(~r − ~τi4 − ~R′
l)

donde he llamado ~ρi1i2 = ~τi1 − ~τi2 + ~Rl y ~ρi4i3 = ~τi4 − ~τi3 + ~R′
l y de�no s1 y s2 omo

s1 = α2, α1, ~ρi1i2 y s2 = α3, α4, ~ρi4i3 la matriz de interambio queda omo:

v(n1, ~k + ~q, n2, ~k, n3, ~k
′, n4, ~k

′ + ~q) =
∑

s1,s2

e−i·(~k+~q)·~ρi1i2 ·
[

Cn1

i1,α1
(~k + ~q)

]∗
Cn2

i2,α2
(~k) V x

s1,s2(~q)
[

Cn3

i3,α3
(~k′)

]∗
Cn4

i4,α4
(~k′ + ~q) e+i·(~k′+~q)·~ρi4i3
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donde:

V x
s1,s2(~q) =

1

N

∑

~Ro

e−i·~q·(~τi2−~τi3+
~Ro)

∫

d3~r · d3~r′

φ∗α1
(~r − ~τi1 − ~Rl − ~Ro) φα2

(~r′ − ~τi2 − ~Ro) v(~r − ~r′) φ∗α3
(~r′ − ~τi3) φα4

(~r − ~τi4 − ~R′
l) (A.19)

Esta integral de interaión de Coulomb es de uatro entros (A.19) y se puede alular de

forma exata on el método reursivo de Obara y Saika usando una ombinaión de orbitales

gaussianos o CGO. Este método se expone on más detalle en el apéndie G



Apéndie B

Cálulo del potenial apantallado.

En este apéndie estudiaremos las aproximaiones que hemos utilizado para alular el

potenial apantallado vs:

vs(~r,~r′, ω) =

∫

ǫ−1(~r,~r′′, ω) v(~r′′, ~r′) d3~r′′

de la seión 3.2 uando se inluyen los efetos exitónios en la respuesta dielétria. En

prinipio la formulaión Hanke & Sham permite inluir diretamente el apantallamiento de

potenial resolviendo loalmente la orrespondiente euaión Dyson, �gura 3.12, on las ma-

tries No
s,s′, Ss,s′ y Vs,s′, pero el tamaño de esta matries (s ≈ 5000) y sobre todo el heho

de No
dependa de la freuenia hae aonsejable aproximar este potenial por expresiones

analítias omo el modelo plasmón-polo[44, 85℄ o el modelo Penn[86℄.

B.1. Aproximaión del potenial apantallado. Modelo plasmón-

polo

En este apéndie analizamos la aproximaión plasmón-polo del potenial apantallado diná-

mio y dependiente del módulo de ~q. En unidades CGS y utilizando un modelo plasmón-polo

para la funión dielétria el potenial apantallado se alula on la expresión:

vs(~r,~r′, ω) =

∫
d3~r1

ǫ(~r,~r1, ω) |~r1 − ~r′|

=
1

|~r1 − ~r′|

(

1

ǫ(ω)
+

[

1− 1

ǫ(ω)

]
∑

i=1

Ai e
−λi(ω) (~r−~r′)2

)

on

∑

i=1Ai = 1.

Para llegar a esta expresión debemos alular la siguiente integral:

vs(~r,~r′, ω) =

∫
d3~r1

ǫ(~r,~r1, ω) |~r1 − ~r′|

113
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que podemos expresar en el espaio de momentos omo:

vs(~r,~r′, ω) =

∫
d3~r1

ǫ(~r,~r1, ω) |~r1 − ~r′| =
1

2π2

∫
e−i ~q (~r−~r′)

q2 ǫ(~q, ω)
d3~q (B.1)

En general esta integral es difíil de alular porque la funión dielétria ǫ(~q, ω) tiene una

dependenia ompleja on el vetor de onda ~q. Por este motivo lo normal es simpli�ar la

funión dielétria para que solo dependa del módulo de ~q y de ω, o sea ǫ = ǫ(q, ω).
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Figura B.1: Funión dielétria longitudinal estátia RPA Fireball del Siliio alulada en la base sp3d5 para

los ejes de simetría ∆, Σ, Λ.

Una primera aproximaión muy utilizada por su senillez y resultados es el modelo plasmon-

polo. Este modelo propone la siguiente expresión para la funión dielétria:

ǫ(~q, ω) = 1 +
ω2
p

A q2 + ω2
g − ω (ω + i δ)

(B.2)

por simpliidad, despreiemos la parte imaginaria (δ → 0);

ǫ(~q, ω) = 1 +
ω2
p

A q2 + ω2
g − ω2

Para el Siliio los parámetros del modelo ωp y ωg se ajustarón a la freuenia de plasma y

el gap medio respetivamente de un álulo RPA Fireball en una base sp3d5. Para alular

la onstante A utilizamos que ǫF ireball
RPA (2π/a, 0) = 2.5 grá�a B.1 (valor medio de la funión

dielétria RPA Fireball para las direiones de simetría ∆, Σ, Λ), ver tabla B.1.

ǫ∞ ωp (eV) ωg (eV) A (eV/au2)

11.9 14.06 4.26 303.41

Tabla B.1: Constantes del modelo plasmón-polo del Siliio. Estos parámetros están alulados on un ajuste

de la euaión (B.2) a la freuenia de plasma ωp, el gap medio ωg y la onstante A a los valores medios de

funión dielétria RPA en las direiones de simetría ∆, Σ, Λ on una base sp3d5.
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Con estos datos la integral que tenemos que obtener es:

I =
1

2π2

∫
e−i ~q (~r−~r′)

q2 ǫ(~q, ω)
d3~q

=
1

2 π2

∫
e−i ~q (~r−~r′) sin(θ) q2 dθ dϕ dq

q2 ǫ(~q, ω)

En nuestro modelo plasmón-polo ǫ(~q, ω) = ǫ(q, ω)

I =
1

2 π2

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
sin(θ) dθ

∫ ∞

0

e−i q |~r−~r′| cos(θ)

ǫ(q, ω)
dq

=
1

π

∫ ∞

0

dq

ǫ(q, ω)

∫ π

0
sin(θ) e−i q |~r−~r′| cos(θ) dθ

haemos el ambio de variable t = cos(θ), dt = − sin(θ) dθ

I =
1

π

∫ ∞

0

dq

ǫ(q, ω)

∫ −1

1
e−i q |~r−~r′| t (−dt)

=
1

π

∫ ∞

0

dq

ǫ(q, ω)

[

−e−i q |~r−~r′| t

−i q |~r − ~r′|

]−1

1

I =
1

π

∫ ∞

0

dq

i q |~r − ~r′| ǫ(q, ω)
[

ei q |~r−~r′| − e−i q |~r−~r′|
]

=

=
1

π

∫ ∞

0

2 i sin(q |~r − ~r′|) dq
i q |~r − ~r′| ǫ(q, ω)

I =
2

π

∫ ∞

0

sin(q |~r − ~r′|) dq
q |~r − ~r′| ǫ(q, ω)

para simpli�ar llamamos R = |~r − ~r′| y teniendo en uenta que el integrando es par en q,
puedo extender la integral a:

I =
2

π R

∫ ∞

0

sin(q R) dq

q ǫ(q, ω)
=

1

π R

∫ ∞

−∞

sin(q R) dq

q ǫ(q, ω)

la funión de pérdidas viene dada por:

ǫ−1(q, ω) =

[

1 +
ω2
p

A q2 + ω2
g − ω2

]−1

=

[

A q2 + ω2
g + ω2

p − ω2

A q2 + ω2
g − ω2

]−1

=
A q2 + ω2

g − ω2

A q2 + ω2
g + ω2

p − ω2
=

q2 + (ω2
g − ω2)/A

q2 + (ω2
g + ω2

p − ω2)/A

De�no f(ω) = (ω2
g+ω

2
p−ω2)/A y g(ω) = (ω2

g−ω2)/A, en donde se umple f(ω) = g(ω)+ω2
p/A

puedo poner:

ǫ−1(q, ω) =
q2 + g(ω)

q2 + f(ω)
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y la integral ahora tiene la forma:

I =
2

π R

∫ ∞

0

sin(q R) dq

q ǫ(q, ω)
= Im

[
1

π R

∫ ∞

−∞

ei q R dq

q ǫ(q, ω)

]

= Im

[
1

π R

∫ ∞

−∞
dq

1

q

q2 + g(ω)

q2 + f(ω)
ei q R

]

En este punto reurrimos a la teoría de variable ompleja:

∫ ∞

−∞
dq

1

q

q2 + g(ω)

q2 + f(ω)
ei q R −→

∮

ϕ(z) dz

en donde:

ϕ(z) =
1

z

z2 + g(ω)

z2 + f(ω)
ei z R

(B.3)

la funión ϕ(z) tiene polos loalizados en las soluiones de:

z (z2 + f(ω)) = 0

es deir: z0 = 0, z1 =
√

−f(ω) = i
√

f(ω) y z2 = −
√

−f(ω) = −i
√

f(ω) si f(ω) > 0,
osa que ourre siempre que ω2

g + ω2
p > ω2

; en aso ontrario, uando f(ω) < 0, los polos son

z1 =
√

|f(ω)| y z2 = −
√

|f(ω)|, lo ual ourre uando ω2
g + ω2

p < ω2
.

Supongamos el primer aso, ω2
g + ω2

p > ω2
, f(ω) > 0 y polos en z1 = i

√

f(ω) y z2 =

−i
√

f(ω). Elegimos el iruito de integraión mostrado en la �gura B.2

Figura B.2: Ciruito de integraión para la integral de variable ompleja de la euaión (B.3). Caso ω2
g +ω2

p >
ω2

según la teoría de residuos:

∮

ϕ(z) dz = i π Res (ϕ(z), z0) + 2 π i Res (ϕ(z), z1)
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alulemos estos residuos:

Res (ϕ(z), z0) = ĺım
z→z0

[ϕ(z) z]

= ĺım
z→z0

[
z

z

z2 + g(ω)

z2 + f(ω)
ei z R

]

=
02 + g(ω)

02 + f(ω)
ei 0 R =

g(ω)

f(ω)

Res (ϕ(z), z1) = ĺım
z→z1

[ϕ(z) (z − z1)]

= ĺım
z→z0

[
z − z1
z

z2 + g(ω)

(z − z1) (z − z2)
ei z R

]

Res (ϕ(z), z1) = ĺım
z→z1

[
1

z

z2 + g(ω)

z − z2
ei z R

]

=
1

z1

z21 + g(ω)

z1 − z2
ei z1 R

=
1

i
√

f(ω)

(

i
√

f(ω)
)2

+ g(ω)

2 i
√

f(ω)
ei i

√
f(ω) R

Res (ϕ(z), z1) =
−1

2 f(ω)
(g(ω)− f(ω)) e−

√
f(ω) R

=
1

2

(

1− g(ω)

f(ω)

)

e−
√

f(ω) R

por lo tanto, la integral de variable ompleja:

∮

ϕ(z) dz = i π
g(ω)

f(ω)
+

+2 π i
1

2

(

1− g(ω)

f(ω)

)

e−
√

f(ω) R

= i π

[
g(ω)

f(ω)
+

(

1− g(ω)

f(ω)

)

e−
√

f(ω) R

]

si llamamos h(ω) = g(ω)/f(ω) tenemos:

∮

ϕ(z) dz = i π
[

h(ω) + (1− h(ω)) e−
√

f(ω) R
]
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si volvemos a la integral original:

I = Im

[
1

π R

∫ ∞

−∞
dq

1

q

q2 + g(ω)

q2 + f(ω)
ei q R

]

= Im

[
1

π R

∮

ϕ(z) dz

]

I = Im

[
1

π R
i π

[

h(ω) + (1− h(ω)) e−
√

f(ω) R
]]

=
1

R

[

h(ω) + (1− h(ω)) e−
√

f(ω) R
]

en el limite de onda larga:

ǫ−1(0, ω) =
02 + g(ω)

02 + f(ω)
= h(ω)

por tanto:

vs(~r,~r′, ω) =
1

R

[
1

ǫ(ω)
+

(

1− 1

ǫ(ω)

)

e−
√

f(ω) R

]

la última expresión es, en la aproximaión plasmón-polo, la expresión más general (dependiente

de la freuenia) del potenial apantallado. El aso del artiulo de Hanke y Sham el potenial

apantallado no depende de la freuenia, o sea se aproxima al aso estátio ω = 0

vs(~r,~r′, 0) =
1

R

[
1

ǫ(0)
+

(

1− 1

ǫ(0)

)

e−
√

f(0) R

]

omo f(ω) = ω2
g + ω2

p − ω2
, f(0) = ω2

g + ω2
p − 02 = ω2

g + ω2
p. Por tanto en la aproximaión del

artiulo Hanke y Sham:

vs(~r,~r′, ω) =
1

R

[
1

ǫ(0)
+

(

1− 1

ǫ(0)

)

e−
√

(ω2
g+ω2

p)/A R

]

(B.4)

se aproxima la exponenial por una suma de gaussianas:

e−
√

ω2
g+ω2

p R =
∑

i

Ai e
−αi R

2

on la ondiión de que:

∑

i

Ai = 1

por lo ual, para R = 0:

1 = e−
√

ω2
g+ω2

p 0 =
∑

i

Ai e
−αi 02 =

∑

i

Ai

en nuestro aso, Siliio Fireball sp3d5, ǫ∞ = 11.9, La aproximaión dada por (B.4) vale:

vs(R) =
1

R

[
1

11.9
+

(

1− 1

11.9

)

e−0.843 R

]
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Todos estas expresiones son válidas siempre que f(ω) > 0, o bien, ω2
g + ω2

p > ω2
, que en

el aso aso del Siliio supone que ω < 14.7 eV.

Supongamos ahora el aso f(ω) < 0, o bien uando, ω2
g + ω2

p < ω2
, en el aso del Siliio

ω > 14.7 eV. En este aso los polos de ǫ−1(q) son z1 =
√

|f(ω)| y z2 = −
√

|f(ω)| donde
z1 = −z2. Ahora el iruito de integraión es el de la �gura B.3:

Figura B.3: Ciruito de integraión para la integral de variable ompleja de la euaión (B.3). Caso ω2
g +ω2

p <
ω2

Según la teoría de polos y residuos:

∮

ϕ(z) dz = i π Res (ϕ(z), z0) + π i Res (ϕ(z), z1) +

+π i Res (ϕ(z), z2)

ahora los nuevos residuos:

Res (ϕ(z), z1) =
1

z1

z21 + g(ω)

z1 − z2
ei z1 R

=
1

2

z21 + g(ω)

z21
ei z1 R =

1

2

(

1 +
g(ω)

|f(ω)|

)

ei
√

|f(ω)| R

Res (ϕ(z), z2) =
1

z2

z22 + g(ω)

z2 − z1
ei z2 R

=
1

2

z21 + g(ω)

z21
e−i z1 R =

1

2

(

1 +
g(ω)

|f(ω)|

)

e−i
√

|f(ω)| R

Por lo tanto:

∮

ϕ(z) dz = −i π g(ω)

|f(ω)| + π i
1

2

(

1 +
g(ω)

|f(ω)|

)

e−i
√

|f(ω)| R +

+π i
1

2

(

1 +
g(ω)

|f(ω)|

)

e−i
√

|f(ω)| R
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∮

ϕ(z) dz = −i π g(ω)

|f(ω)| +
π i

2

(

1 +
g(ω)

|f(ω)|

)

(

e−i
√

|f(ω)| R + e−i
√

|f(ω)| R
)

∮

ϕ(z) dz = −i π g(ω)

|f(ω)| +

+π i

(

1 +
g(ω)

|f(ω)|

)

cos
(√

|f(ω)| R
)

omo f(ω) = g(ω) + ω2
p, si f(ω) < 0 también g(ω) < 0

∮

ϕ(z) dz = +i π
|g(ω)|
|f(ω)| +

+π i

(

1− |g(ω)|
|f(ω)|

)

cos
(√

|f(ω)| R
)

y además h(ω) = g(ω)/f(ω) = |g(ω)|/|f(ω)|
∮

ϕ(z) dz = i π h(ω) + π i (1− h(ω)) cos
(√

|f(ω)| R
)

∮

ϕ(z) dz = i π
[

h(ω) + (1− h(ω)) cos
(√

|f(ω)| R
)]

por lo tanto la integral vale:

I = Im

[
1

π R
i π

[

h(ω) + (1− h(ω)) cos
(√

|f(ω)| R
)]]

I =
1

R

[

h(ω) + (1− h(ω)) cos
(√

|f(ω)| R
)]

Como vemos, y era de esperar, el resultado es similar al aso f(ω) > 0, pero ambiando

la exponenial por el oseno. Por tanto, en modelo plasmón-polo el potenial apantallado a

ualquier freuenia ω es:

vs(~r,~r′, ω) =







(1/ |~r − ~r′|)
[

h(ω) + (1− h(ω)) e−
√

f(ω) |~r−~r′|
]

si ω2 < ω2
g + ω2

p

(1/ |~r − ~r′|)
[

h(ω) + (1− h(ω)) cos
(√

|f(ω)| |~r − ~r′|
)]

si ω2 > ω2
g + ω2

p

Para un semiondutor de Siliio, on los datos de la tabla B.1 y para ω = 0 el potenial

apantallado plasmón-polo vale:

vs(~r,~r′, ω = 0) =
1

|~r − ~r′| ·
[

1

11.9
+

(

1− 1

11.9

)

· e−0.8440·|~r−~r′|

]

(B.5)

En la grá�a B.4 representamos el potenial apantallado estátio del Siliio sin el término

1/ |~r − ~r′| on el modelos plasmón-polo, euaión (B.5) omparado on el ajustes a tres gaus-

sianas (ver tabla B.3) que utilizaremos en el álulo de la integrales de repulsión oulombianas,

apéndie G.
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Figura B.4: Potenial apantallado estátio del Siliio sin el término 1/ |~r − ~r′| de los modelos plasmón-polo

euaión (B.5), Penn euaión (B.12) y el aso homogéneo vs(r) = 1/(ǫ∞ · |~r − ~r′|) o limite de onda larga

junto on sus orrespondientes ajustes a tres gaussianas.

B.2. Aproximaión del potenial apantallado. Modelo de Penn

En este apéndie alularemos el potenial apantallado utilizando el modelo de Penn[86℄

para la respuesta dielétria. El modelo de Penn es una aproximaión más realista[65℄ para la

funión dielétria del Siliio y di�ere de la modelo plasmón-polo en que añade un término q4

en el denominador de la funión dielétria:

ǫ(~q, ω) = 1 +
ω2
p

ω2
g + β2 q2 + q4/4 − ω (ω + i δ)

(B.6)

al igual que en el modelo plasmón-polo los parámetros, A′
, B′

, ωp, ωg se alulan a partir

de los valores medios en las direiones de simetría ∆, Σ, Λ de la funión dielétria RPA

Fireball, grá�a B.1.

Los resultados de este ajuste para el Siliio en la base loal sp3d5 se pueden ver en la tabla

B.2.

ǫ∞ ωp (eV) ωg (eV) B′
(eV/au2) A′

(eV/au4)

11.9 14.06 4.26 46.57 221.015

Tabla B.2: Constantes del modelo de Penn del Siliio. Estos parámetros están alulados on un ajuste de la

euaión (B.6) a los valores medios de funión dielétria RPA en las direiones de simetría ∆, Σ y Λ on

una base sp3d5.

Como en la seión anterior y por simpliidad despreiamos la parte imaginaria de la
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funión dielétria. Para alular la integral (B.1) tomamos:

ǫ(~q, ω) = 1 +
ω2
p

ω2
g +B′ q2 +A′ q4 − ω (ω + i δ)

≈ 1 +
ω2
p

ω2
g +B′ q2 +A′ q4 − ω2

ǫ(~q, ω) =
A′ q4 +B′ q2 + ω2

p + ω2
g − ω2

A′ q4 +B′ q2 + ω2
g − ω2

=
q4 + (B′/A′) q2 + [(ω2

p + ω2
g − ω2)/A′]

q4 + (B′/A′) q2 + [(ω2
g − ω2)/A′]

=
A′ q4 +B′ q2 + ω2

p + ω2
g − ω2

A′ q4 +B′ q2 + ω2
g − ω2

ǫ(~q, ω) =
q4 +A q2 + f(ω)

q4 +A q2 + g(ω)

donde; A = B′/A′ = 4.746 (a.u.)2 y:

g(ω) =
ω2
g − ω2

A′

f(ω) =
ω2
p + ω2

g − ω2

A′
= g(ω) +

ω2
p

A′

on estas de�niiones la funión dielétria es:

ǫ(~q, ω) =
q4 +A q2 + f(ω)

q4 +A q2 + g(ω)

y su inversa:

ǫ−1(~q, ω) =
q4 +A q2 + g(ω)

q4 +A q2 + f(ω)
(B.7)

ahora alulamos los polos de la inversa de la funión dielétria:

q4 +A q2 + f(ω) = 0

una euaión biuadrátia de soluiones:

q1 =

[

−A/2 +
√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

= i

[

A/2−
√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

= i α(ω)

q2 =

[

−A/2−
√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

= i

[

A/2 +

√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

= i β(ω)
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y

q3 = −
[

−A/2 +
√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

= −i
[

A/2 −
√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

= −i α(ω)

q4 = −
[

−A/2−
√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

= −i
[

A/2 +

√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

= −i β(ω)

donde:

α(ω) =

[

A/2−
√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

, β(ω) =

[

A/2 +

√

(A/2)2 − f(ω)

]1/2

por tanto:

q4 +A q2 + f(ω) =
(
q2 + α(ω)2

) (
q2 + β(ω)2

)

ahora la integral es:

I =
1

2 π2

∫
e−i ~q (~r−~r′)

q2 ǫ(~q, ω)
d3~q =

1

2 π2

∫
e−i ~q (~r−~r′) sin(θ) q2 dθ dϕ dq

q2 ǫ(~q, ω)

En nuestro modelo Penn ǫ(~q, ω) = ǫ(q, ω)

I =
1

2 π2

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
sin(θ) dθ

∫ ∞

0

e−i q |~r−~r′| cos(θ)

ǫ(q, ω)
dq

=
1

π

∫ ∞

0

dq

ǫ(q, ω)

∫ π

0
sin(θ) e−i q |~r−~r′| cos(θ) dθ

haemos el ambio de variable t = cos(θ), dt = − sin(θ) dθ

I =
1

π

∫ ∞

0

dq

ǫ(q, ω)

∫ −1

1
e−i q |~r−~r′| t (−dt)

=
1

π

∫ ∞

0

dq

ǫ(q, ω)

[

−e−i q |~r−~r′| t

−i q |~r − ~r′|

]−1

1

I =
1

π

∫ ∞

0

dq

i q |~r − ~r′| ǫ(q, ω)
[

ei q |~r−~r′| − e−i q |~r−~r′|
]

=
1

π

∫ ∞

0

2 i sin(q |~r − ~r′|) dq
i q |~r − ~r′| ǫ(q, ω) =

2

π

∫ ∞

0

sin(q |~r − ~r′|) dq
q |~r − ~r′| ǫ(q, ω)
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para simpli�ar llamo R = |~r − ~r′| y teniendo en uenta que el integrando es par en q puedo
extender la integral:

I =
2

π R

∫ ∞

0

sin(q R) dq

q ǫ(q, ω)
=

1

π R

∫ ∞

−∞

sin(q R) dq

q ǫ(q, ω)

en donde la funión ǫ−1
Penn viene dada por la e. (B.7):

ǫ−1(~q, ω) =
q4 +A q2 + g(ω)

q4 +A q2 + f(ω)

la integral que busamos ahora tiene la forma:

I =
2

π R

∫ ∞

0

sin(q R) dq

q ǫ(q, ω)
= Im

[
1

π R

∫ ∞

−∞

ei q R dq

q ǫ(q, ω)

]

= Im

[
1

π R

∫ ∞

−∞
dq

1

q

q4 +A q2 + g(ω)

q4 +A q2 + f(ω)
ei q R

]

de la teoría de variable ompleja:

∫ ∞

−∞
dq

1

q

q4 +A q2 + g(ω)

q4 +A q2 + f(ω)
ei q R −→

∮

ϕ(z) dz

donde:

ϕ(z) =
1

z

z4 +A z2 + g(ω)

z4 +A z2 + f(ω)
ei z R

(B.8)

los polos de la funión ϕ(z) son soluiones de la euaión:

z4 +A z2 + f(ω) = 0 ⇒
z (z − i α(ω)) (z − i β(ω)) (z + i α(ω)) (z + i β(ω)) = 0

la funión ϕ(z) tiene polos loalizados en z0 = 0, z1 = i α(ω), z2 = i β(ω), z3 = −i α(ω) y
z4 = −i β(ω). Es fáil ver que β(ω) es un número real positivo para ualquier ω y que α(ω) es
real positivo si ω2 < ω2

p + ω2
g , en aso ontrario es un número omplejo on parte imaginaria

positiva.

Supongamos primero el aso, ω2 < ω2
g + ω2

p, en este aso todos los polos sólo tienen parte

imaginaria y la integral en el plano omplejo se puede realizar seleionando el iruito de

integraión de la �gura B.5
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Figura B.5: Ciruito de integraión para la integral de variable ompleja de la euaión (B.8). Caso ω2 <
ω2
g + ω2

p y modelo de Penn

de la teoría de residuos:

∮

ϕ(z) dz = i π Res (ϕ(z), zo) + 2 π i Res (ϕ(z), z1) + 2 π i Res (ϕ(z), z2)

alulemos dihos residuos:

Res (ϕ(z), zo) = ĺım
z→0

[ϕ(z) z] = ĺım
z→0

[
z

z

z4 +A z2 + g(ω)

z4 +A z2 + f(ω)
ei z R

]

=
04 +A 02 + g(ω)

04 +A 02 + f(ω)
ei 0 R =

g(ω)

f(ω)

para alular el resto de los residuos aplio el teorema de variable ompleja:

Res

(
P (z)

Q(z)
, zo

)

=
P (zo)

Q′(zo)

en este aso P (z) =
(
z4 +A z2 + g(ω)

)
ei z R

y Q(z) = z (z4 +A z2 + f(ω))

Res (ϕ(z), z1 = i α(ω)) =

(
z41 +A z21 + g(ω)

)
ei z1 R

5 z41 + 3 A z21 + f(ω))

=

(
α(ω)4 −A α(ω)2 + g(ω)

)
e−α(ω) R

5 α(ω)4 − 3 A α(ω)2 + f(ω)

omo z1 = i α(ω) es un ero del polinomio Q(z) = z4 +A z2 + f(ω), se umple:

α(ω)4 −A α(ω)2 + f(ω) = 0

por tanto, el numerador y el denominador del residuo anterior se puede simpli�ar:

α(ω)4 −A α(ω)2 + g(ω) = α(ω)4 −A α(ω)2 + f(ω) + g(ω)− f(ω)

= g(ω) − f(ω)
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y

5 α(ω)4 − 3 A α(ω)2 + f(ω) = 4 α(ω)4 − 2 A α(ω)2

= 2 α(ω)2
(
2 α(ω)2 −A

)

de la de�niión f(ω) = g(ω) + ω2
p/A

′
tenemos:

g(ω) − f(ω) = g(ω)− g(ω)− ω2
p/A

′ = −ω2
p/A

′

y por tanto, nuestro residuo vale:

Res (ϕ(z), z1 = i α(ω)) =
α(ω)4 −A α(ω)2 + g(ω)

5 α(ω)4 − 3 A α(ω)2 + f(ω)
e−α(ω) R

= − ω2
P /A

′

2 α(ω)2 (2 α(ω)2 −A)
e−α(ω) R

de igual forma se demuestra que el otro residuo

Res (ϕ(z), z2 = i β(ω)) = − ω2
P /A

′

2 β(ω)2 (2 β(ω)2 −A)
e−β(ω) R

por lo tanto, la integral de variable ompleja:

∮

ϕ(z) dz = i π
g(ω)

f(ω)

= −i 2 π ω2
P/A

′

2 α(ω)2 (2 α(ω)2 −A)
e−α(ω) R −

− i 2 π
ω2
P/A

′

2 β(ω)2 (2 β(ω)2 −A)
e−β(ω) R

= i π
g(ω)

f(ω)

= i π
ω2
P/A

′

α(ω)2 (A− 2 α(ω)2)
e−α(ω) R +

+i π
ω2
P/A

′

β(ω)2 (A− 2 β(ω)2)
e−β(ω) R

y �nalmente:

I =
1

π R
Im

[

i π
g(ω)

f(ω)
+ i π

ω2
P /A

′

α(ω)2 (A− 2 α(ω)2)
e−α(ω) R

+ i π
ω2
P/A

′

β(ω)2 (A− 2 β(ω)2)
e−β(ω) R

]

=
1

R

[
g(ω)

f(ω)
+

ω2
P/A

′

α(ω)2 (A− 2 α(ω)2)
e−α(ω) R +

ω2
P /A

′

β(ω)2 (A− 2 β(ω)2)
e−β(ω) R

]

⇒

I =
1

R

[
1

ǫ(ω)
+ a(ω) e−α(ω) R + b(ω) e−β(ω) R

]
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donde:

a(ω) =
ω2
P/A

′

α(ω)2 (A− 2 α(ω)2)
(B.9)

b(ω) =
ω2
P/A

′

β(ω)2 (A− 2 β(ω)2)
(B.10)

esta última expresión de I, e. (B.9) es válida si ω2 < ω2
g + ω2

p .

En el supuesto de que, ω2 > ω2
g + ω2

p, los polos z2 = i β(ω) y z4 = −i β(ω) siguen siendo

imaginarios, pero los polos z1 = α(ω) y z3 = −α(ω) sólo tiene parte real, en este aso, el

iruito de integraión es el de la �gura B.6:

Figura B.6: Ciruito de integraión para la integral de variable ompleja de la euaión (B.8). Caso ω2 >
ω2
g + ω2

p y modelo de Penn

Apliando el teorema de los residuos:

∮

ϕ(z) dz = i π Res (ϕ(z), zo) + 2 π i Res (ϕ(z), z2) +

+π i Res (ϕ(z), z1) + π i Res (ϕ(z), z3)

alulamos los residuos que faltan:

Res(ϕ(z), z1 = −α(ω)) =
α(ω)4 +A α(ω)2 + g(ω)

5 α(ω)4 + 3 A α(ω)2 + f(ω)
e−i α(ω) R

Res(ϕ(z), z3 = +α(ω)) =
α(ω)4 +A α(ω)2 + g(ω)

5 α(ω)4 + 3 A α(ω)2 + f(ω)
e+i α(ω) R

omo z1 = α(ω) es un ero del polinomio Q(z) = z4 +A z2 + f(ω) se umple:

α(ω)4 +A α(ω)2 + f(ω) = 0
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y por tanto:

Res (ϕ(z), z1) =
g(ω)− f(ω)

2 α(ω)2 (2 α(ω)2 +A)
e−i α(ω) R

= − ω2
P /A

2 α(ω)2 (2 α(ω)2 +A)
e−i α(ω) R

Res (ϕ(z), z3) =
g(ω)− f(ω)

2 α(ω)2 (2 α(ω)2 +A)
e+i α(ω) R

= − ω2
P /A

2 α(ω)2 (2 α(ω)2 +A)
e+i α(ω) R

de�no:

a′(ω) = − ω2
P/A

α(ω)2 (2 α(ω)2 +A)

por lo tanto, la integral de variable ompleja vale:

∮

ϕ(z) dz = i π
g(ω)

f(ω)
+ i π a′(ω)

e+i α(ω) R

2
+

+i π a′(ω)
e−i α(ω) R

2
−

−i 2 π ω2
P/A

′

2 β(ω)2 (2 β(ω)2 −A)
e−β(ω) R

= i π
g(ω)

f(ω)

+i π a′(ω) cos (α(ω) R)

−i π ω2
P/A

′

β(ω)2 (β(ω)2 −A)
e−β(ω) R

I =
1

π R
Im

[

i π
g(ω)

f(ω)
+ i π a′(ω) cos (α(ω) R)+

+ i π
ω2
P /A

′

β(ω)2 (A− 2 β(ω)2)
e−β(ω) R

]

de la de�niión de b(ω) y de:

1

ǫ(ω)
=

g(ω)

f(ω)
⇒

I =
1

R

[
1

ǫ(ω)
+ a′(ω) cos (α(ω) R) + b(ω) e−β(ω) R

]

(B.11)

reordemos que la euaión (B.11) solamente es válida si ω2 > ω2
g + ω2

p .
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Finalmente según un modelo de Penn, el potenial apantallado vale:

vs(~r,~r′, ω) =







1
|~r−~r′|

[
1

ǫ(ω) + a(ω) e−α(ω) |~r−~r′| + b(ω) e−β(ω) |~r−~r′|
]

si ω2 < ω2
g + ω2

p

1
|~r−~r′|

[
1

ǫ(ω) + a′(ω) cos (α(ω) |~r − ~r′|) + b(ω) e−β(ω) |~r−~r′|
]

si ω2 > ω2
g + ω2

p

Así, el potenial apantallado estátio Penn del Siliio vs(~r,~r′, ω = 0) se alula on los valores

de la tabla B.2 y la euaión anterior on ω2 < ω2
g + ω2

p:

vs(~r,~r′, ω = 0) =
1

|~r − ~r′| ·
[

1

11.9
+ 1.4104 · e−1.1701·|~r−~r′| − 0.5716 · e−1.8377·|~r−~r′|

]

(B.12)

Tabla B.3: Coe�ientes y exponentes del ajuste on tres gaussianas del potenial estátio apantallado del

Siliio on los modelos Penn, euaión (B.12) y plasón-polo euaión (B.5). Ver grá�a B.4

Plasmón polo Penn

αi (au) ci αi (au) ci
0.14074 0.29731 0.20837 0.29226

0.87291 0.42705 1.04411 0.41082

10.83663 0.23321 11.97773 0.18141

En la grá�a B.4 representamos el potenial apantallado estátio del Siliio sin el término

1/ |~r − ~r′| de los modelos plasmón-polo euaión (B.5), Penn euaión (B.12) y el aso homo-

géneo vs(r) = 1/(ǫ∞ · |~r − ~r′|) o limite de onda larga. Junto on los poteniales representamos

los orrespondientes ajustes a tres gaussianas que utilizaremos en el álulo de la integrales

de repulsión de oulomb, apéndie G.





Apéndie C

Aproximaión dinámia del potenial

apantallado.

En este apéndie inluimos los álulos desarrollados por Fernando Flores que nos permiten

onsiderar aproximadamente los efetos dinámios del potenial apantallado en la funión

dielétria marosópia.

Para transformar el potenial dinámio apantallado V sx
por un potenial efetivo y es-

tátio que inluya de forma aproximada la interaión dependiente de ω de primer orden,

debemos analizar el diagrama de la �gura C.1

Figura C.1: Diagrama de Feynman de primer orden para el álulo del potenial apantallado V sx(~k−~k′, ν−ν′)

Utilizamos una representaión loal para desribir las diferentes funiones de Green, la

línea que une los puntos αi y α
′
i en el diagrama de la �gura C.1:

Gαi,α′

i
(ν, n1~k) =

fn1
(~k)

ν − En1
(~k)− i0+

+
1− fn1

(~k)

ν − En1
(~k) + i0+

para simpli�ar la notaión no vamos ha inluir los fatores del tipo Cn1
αi
(~k) · Cn1

α′

i
(~k). El

131
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diagrama de la �gura C.1 representa la siguiente ontribuión:

D(ω) = −
∫
dν

2π

∫
dν ′

2π
Gαi,α′

i
(ν)Gβj ,β′

j
(ν − ω)Gδl,δ

′

l
(ν ′)Gγk ,γ

′

k
(ν ′ − ω) ·

·V x
α′β′δ′γ′

[

1

ǫcα′β′δ′γ′(ν − ν ′)

]

(C.1)

donde la funión dielétria ausal [1/ǫcα′β′δ′γ′(ν−ν ′)] = [1/ǫcα′β′δ′γ′(~q′, ν−ν ′)], on ~q′ = ~k−~k′
se de�ne de la siguiente forma:

[

1

ǫcα′β′δ′γ′(ν − ν ′)

]

= −
∫ ∞

0

dω′

π

Im[1/ǫc(ω′)]

ω′ − ν + ν ′ + i0+
+

∫ 0

−∞

dω′

π

Im[1/ǫc(ω′)]

ω′ − ν + ν ′ − i0+

Si ǫc(ω′) es independiente de ω′
, que llamaremos ǫC(0), entones la euaión (C.1) se redue

a:

D(A1) =
{fn1

(~k)[1 − fn2
(~k − ~q)]− [1− fn1

(~k)]fn2
(~k − ~q)}

ω − En1
(~k − ~q) + En2

(~k) + i0+
·
V x
α′β′δ′γ′

ǫcα′β′δ′γ′(0)
·

·
{fn′

1
(~k′)[1− fn′

2
(~k′ − ~q)]− [1− fn′

1
(~k′)]fn′

2
(~k′ − ~q)}

ω − En′

1
(~k′ − ~q) + En′

2
(~k′)− 0+

que representa solamente uno de los distintos términos que apareen en la euaión (3.7) on

V sx = V x/ǫC(0).

Para un ǫc(ω) general, dependiente de ω, obtenemos los siguientes resultados:

(a) Para los términos ligados al fator fn1
(~k)[1− fn2

(~k− ~q)]fn′

1
(~k′)[1− fn′

2
(~k′ − ~q)] tenemos

que 1/ǫC(0) puede reemplazarse por:

[1/ǫc(0)] → 1 + Fa = 1 +

∫ ∞

0

dω′

π

Im[1/ǫc(ω′)]

(ω′ − ω −En2
(~k − ~q) + En1

(~k) + i0+)
−

−
∫ 0

−∞

dω′

π

Im[1/ǫc(ω′)]

(ω′ + ω + En′

2
(~k − ~q)− En′

1
(~k)− i0+)

aproximando En2
(~k − ~q) − En1

(~k) ∼= En′

2
(~k − ~q) − En′

1
(~k) ∼= Eg (la energía del GAP

óptio)

1 + Fa = 1 +

∫ ∞

0

dω′

π

Im[1/ǫc(ω′)]

(ω′ − ω − Eg + i0+)
−
∫ 0

−∞

dω′

π

Im[1/ǫc(ω′)]

(ω′ + ω + Eg − i0+)
(C.2)

o equivalentemente:

[1/ǫc(0)] → 1 + Fa = 1 +

∫ ∞

0

dω′

π

Im[1/ǫ(ω′)]

(ω′ − ω −Eg + i0+)
+

+

∫ 0

−∞

dω′

π

Im[1/ǫ(ω′)]

(ω′ + ω + Eg + i0+)

donde ǫ(ω) es la funión dielétria onvenional (Im[ǫ(ω)] = sgn(ω)Im[ǫG(ω)]):
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(b) De la misma forma los términos ligados a [1− fn1
(~k)]fn2

(~k− ~q).[1− fn′

1
(~k′)]fn′

2
(~k′ − ~q),

[1/ǫc(0)] puede reemplazarse por:

[1/ǫc(0)] → 1 + Fb = 1 +

∫ ∞

0

dω′

π

Im[1/ǫ(ω′)]

(ω′ + ω − Eg + i0+)
+

+

∫ 0

−∞

dω′

π

Im[1/ǫ(ω′)]

(ω′ − ω + Eg − i0+)

() y (d) los otros dos fatores fn1
(~k)[1 − fn2

(~k − ~q)].[1 − fn′

1
(~k′)]fn′

2
(~k′ − ~q) y fn′

1
(~k′)[1 −

fn′

2
(~k′ − ~q)].[1 − fn1

(~k)]fn2
(~k − ~q) pueden ponerse omo:

1 + Fc = 1 + Fd = 1 +

∫ ∞

0

dω′

π

Im[1/ǫ(ω′)]

(ω′ − Eg + i0+)
+

∫ 0

−∞

dω′

π

Im[1/ǫ(ω′)]

(ω′ + Eg − i0+)

donde Fa(ω) = Fb(−ω) y Fa(0) = Fb(0) = Fc = Fd por lo que:

Fa
∼= Fb

∼= Fc = Fd =

∫ ∞

0

dω′

π

Im[1/ǫ(ω′)]

(ω′ − Eg + i0+)
+

∫ 0

−∞

dω′

π

Im[1/ǫ(ω′)]

(ω′ + Eg − i0+)

ahora, para inluir los efetos dinámios asoiados a 1/ǫC(ω) en la matriz V sx
, introduimos

una funión dielétria efetiva independiente de ω que de�nimos omo:

1

ǫeff
= 1 + Fc

utilizando el modelo de Penn para la funión dielétria ǫPenn(q
′) nos queda:

1

ǫeff(q′)
=

1

ǫ
Penn

(q′)
·



1−
Eg

√

E2
g + ω2

p + β2q′2 + (q′4/4)

E2
g + β2q′2 + (q′4/4)



 ·

·



1− Eg
√

E2
g + ω2

p + β2q′2 + (q′4/4)





−1

(C.3)

esta euaión demuestra que la funión dielétria estátia puede orregirse por la expresión:

F =



1−
Eg

√

E2
g + ω2

p + β2q′2 + (q′4/4)

E2
g + β2q′2 + (q′4/4)







1− Eg
√

E2
g + ω2

p + β2q′2 + (q′4/4)





−1

(C.4)

en lugar de sustituir 1/ǫ(q′) en la euaión (C.3) para alular la absorión óptia, hemos

optado por promediar F en la euaión (C.4) en el espaio de las q utilizando la euaión

(3.7) para el potenial apantallado V sx
en el aso partiular de ~τi = ~τj = ~τk = ~τl = ~R0 = 0

que es uando V sx
toma su valor máximo. En este aso < F >= 0.87. Por lo tanto los

distintos términos de que apareen en los diagramas del álulo de V sx
y que ontribuyen a la
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funión dielétria debido a los efetos dinámios se reduen aproximadamentea un fator de

0.87 sobre la funión dielétria estátia Penn. Introduir este fator en la funión dielétria

estátia Penn es equivalente a ambiar el fator 0.5 de la euaión (3.6) por 0.435, que efetos
prátios, signi�a que los efetos dinámios del potenial apantallado se pueden inluir on el

mismo potenial estátio de Penn utilizado en seión 3.2 y el siguiente ambio en la euaión:

No · [I − (V − 0.5 · V sx
Penn)N

o]−1 −→ No · [I − (V − 0.435 · V x
Penn)N

o]−1



Apéndie D

Funión respuesta χKS
en el espaio

de momentos.

En este apéndie vamos a deduir un expresión para la polarizabilidad χKS
utilizando

teoría de respuesta lineal. Partimos de las expresiones de Pines & Noziere[34℄ y P. Zieshe &

G. Lehmann[87℄ para las perturbaiones produidas por un potenial externo dependiente del

tiempo vext(~r, t) en el hamiltoniano:

δĤ(t) = eηt
N∑

i=1

δvext(~r, t) (D.1)

donde el fator eηt garantiza una evoluión lenta(adiabátia) del hamiltoniano no perturbado

en t→ −∞. Si n̂ =
∑
δ(~r−~ri) es el operador densidad, la perturbaión δĤ(t) de la euaión

(D.1) se puede esribir en el espaio de freuenias:

δĤ(t) =

∫

d3~r

∫
dω

2π
e−iω̃t δvext(~r, t) n̂(~r) ω̃ ≡ ω + iη

si Eo
o es la energía y |Ψo

o > es la funión de onda del estado fundamental estaionario para

el Hamiltoniano no perturbado Ĥo
(Ĥo|Ψo

j >= Eo
j |Ψo

j >), la soluión, no perturbada, de la

euaión de Shrödinger dependiente del tiempo es:

|Ψo(t) > = e−iEot |Ψo
o > (D.2)

si ahora onsideremos la perturbaión dependiente del tiempo δĤo(t):

i
∂|Ψ(t) >

∂t
=

(

Ĥo + δĤo(t)
)

|Ψ(t) >

en primer orden de teoría de perturbaiones |Ψ(t) > se puede poner:

|Ψ(t) > = e−iEot |Ψo
o > +

∑

j 6=0

aj(t) e
−iEjt |Ψo

o >

|Ψ(t) > = |Ψo(t) > +
∑

j 6=0

aj(t) e
−iEjt |Ψo

j >

135
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en otras palabras, la soluión dependiente del tiempo |Ψ(t) > es la suma del estado fundamen-

tal no perturbado |Ψo(t) > más una ombinaión lineal de estados exitados no perturbados

e−iEjt |Ψo
j >. Los oe�ientes dependientes del tiempo aj(t) se alulan omo:

aj(t) = −i
∫ t

−∞
dt′ e−iωot′ < Ψo

j |δĤ(t′)|Ψo
o >

= −i
∫

d3~r′
∫
dω

2π

∫ t

−∞
dt′ ei(ωoj−ω̃)t′ δvext(~r

′, ω) < Ψo
j |n̂(~r′)|Ψo

o >

= −
∫

d3~r′
∫
dω

2π

ei(ωoj−ω̃)t′

ωoj − ω̃
δvext(~r

′, ω) < Ψo
j |n̂(~r′)|Ψo

o >

donde ωoj = Ej − Eo representa la diferenia de energía entre el estado fundamental y el

exitado. La variaión de densidad debida a la perturbaión dependiente del tiempo o densidad

induida nind es:

nind = δn(~r, t) = < Ψ(t)|n̂(~r)|Ψ(t) > − < Ψo(t)|n̂(~r)|Ψo(t) >

nind =
∑

j 6=0

[
aj(t) < Ψo

o|n̂(~r)|Ψo
j > e−iωojt + a∗j (t) < Ψo

j |n̂(~r)|Ψo
o > eiωojt

]

nind = −
∫

d3~r′
∫
dω

2π
δvext(~r

′, ω) e−iω̃t
∑

j 6=0
[
< Ψo

j |n̂(~r′)|Ψo
o >< Ψo

o|n̂(~r)|Ψo
j >

ωoj − ω̃
+
< Ψo

o|n̂(~r′)|Ψo
j >< Ψo

j |n̂(~r)|Ψo
o >

ωoj + ω̃

]

despreiando los términos proporionales al uadrado de |Ψ(t) > −|Ψo(t) >. La densidad

induida en espaio de freuenia se onvierte:

nind = −
∫

d3~r′ δv(~r′, ω)
∑

j 6=0
[
< Ψo

j |n̂(~r′)|Ψo
o >< Ψo

o|n̂(~r)|Ψo
j >

ωoj − ω̃
+
< Ψo

o|n̂(~r′)|Ψo
j >< Ψo

j |n̂(~r)|Ψo
o >

ωoj + ω̃

]

La funión de respuesta χ o polarizabilidad reduible se de�ne omo la variaión de la densidad

induida on respeto al ambio de la perturbaión externa, euaión (1.16):

χ(~r,~r′, ω) =
δn(~r, ω)

δvext(~r′, ω)

= −
∑

j 6=0

[
< Ψo

j |n̂(~r′)|Ψo
o >< Ψo

o|n̂(~r)|Ψo
j >

ωoj − ω̃
+
< Ψo

o|n̂(~r′)|Ψo
j >< Ψo

j |n̂(~r)|Ψo
o >

ωoj + ω̃

]

(D.3)

Para un sistema de eletrones no interatuantes (y el sistema KS puede onsiderarse omo un

sistema de eletrones independientes que se mueven en un potenial efetivo), la funión de
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onda del estado fundamental Ψo
o se puede esribir omo el determinante de Slater de funiones

de onda de una partíula ψn on la energía mas baja y que son soluión de la euaión de

Shrodinger de una partíula. Para generar la funión de onda de un estado exitado del

sistema Ψo
j simplemente alulamos el determinante de Slater ambiando un eletrón de un

estado oupado n a un estado desoupado m. Así la amplitud de probabilidad de que un

eletrón se exite desde el estado fundamental al exitado es:

< Ψo
o|n̂(~r)|Ψo

j >=
∑

k

< Ψo
o|δ(~r − ~rk)|Ψo

j >= ψ∗
n(~r) ψm(~r)

y la diferenia de energía entre estado fundamental y el exitado, ωoj = Ej − Eo, equivale a

la diferenia de energía entre los estados ωoj = ǫm − ǫn. La funión de respuesta de partíula

independiente del sistema KS, euaión (D.3) queda:

χKS(~r,~r′, ω) = −2

occ∑

n

uocc∑

m

[
ψ∗
m(~r′) ψn(~r

′) ψ∗
n(~r) ψm(~r)

ǫm − ǫn − ω̃
+
ψ∗
n(~r

′) ψm(~r′) ψ∗
m(~r) ψn(~r)

ǫm − ǫn + ω̃

]

o bien:

χKS(~r,~r′, ω) = −
∑

n

∑

m

2 fn (1− fm) ·
[
ψ∗
m(~r′) ψn(~r

′) ψ∗
n(~r) ψm(~r)

ǫm − ǫn − ω̃
+
ψ∗
n(~r

′) ψm(~r′) ψ∗
m(~r) ψn(~r)

ǫm − ǫn + ω̃

]

(D.4)

donde fn vale 1 para un estado oupado y 0 para los estados desoupados. En el aso de sis-

temas on simetría de traslaión la funión respuesta χ es invariante bajo ualquier traslaión

on un vetor de red direta

~R:

χ(~r,~r′, ω) = χ(~r + ~R,~r′ + ~R, ω)

en el espaio de los momentos esta euaión se tradue en:

χKS(~q1, ~q2, ω) = χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) ~q ∈ 1 ZB

de auerdo on el teorema de Bloh y de la euaión (D.4), la suma sobre todos los estados en

la euaión (D.4) puede sustituirse por una suma sobre índie en bandas y vetores

~k dentro

de la primera zona de Brillouin. Así la funión respuesta KS en el espaio de momentos vale:

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = − 2

Ω

∑

n,~k

∑

m,~k′

fn(~k)(1− fm(~k′))·




< ψ

m,~k′
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k′
>

ǫm(~k′)− ǫn(~k)− ω̃
+

+
< ψn,~k|ei(~q+

~G)~r|ψm,~k′ >< ψm,~k′ |e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψn,~k >

ǫm(~k′)− ǫn(~k) + ω̃
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donde:

< ψ
m,~k′

|ei(~q+ ~G)~r|ψ
n,~k

> =

∫

d3~r ψ∗
m,~k′

(~r) ei(~q+
~G)~r ψ

n,~k
(~r)

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =

− 2

Ω

∑

n,~k

∑

m,~k′

fn(~k)
< ψ

m,~k′
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k′
>

ǫm(~k′)− ǫn(~k)− ω̃

− 2

Ω

∑

n,~k

∑

m,~k′

fn(~k)
< ψ

n,~k
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

m,~k′
>< ψ

m,~k′
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

n,~k
>

ǫm(~k′)− ǫn(~k) + ω̃

+
2

Ω

∑

n,~k

∑

m,~k′

fn(~k)fm(~k′)
< ψ

m,~k′
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
| − e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k′
>

ǫm(~k′)− ǫn(~k)− ω̃

+
2

Ω

∑

n,~k

∑

m,~k′

fn(~k)fm(~k′)
< ψn,~k|ei(~q+

~G)~r|ψm,~k′ >< ψm,~k′ | − ei(~q+
~G′)~r′ |ψn,~k >

ǫm(~k′)− ǫn(~k) + ω̃
(D.5)

en el segundo y terer término de la euaión (D.5) haemos el ambio n↔ m y

~k ↔ ~k′

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =

− 2

Ω

∑

n,~k

∑

m,~k′

fn(~k)
< ψ

m,~k′
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k′
>

ǫm(~k′)− ǫn(~k)− ω̃

− 2

Ω

∑

m,~k′

∑

n,~k

fm(~k′)
< ψ

m,~k′
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k′
>

ǫn(~k)− ǫm(~k′) + ω̃

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =
2

Ω

∑

n,~k

∑

m,~k′

(fm(~k′)− fn(~k)) ·

< ψ
m,~k′

|ei(~q+ ~G)~r|ψ
n,~k

>< ψ
n,~k

|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ
m,~k′

>

ǫm(~k′)− ǫn(~k)− ω̃

por onservaión del momento

~k′ = ~k + ~q. Finalmente la funión respuesta se alula[88℄:

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =
2

Ω

∑

n,m,~k

(fm(~k + ~q)− fn(~k)) ·

< ψm,~k+~q|ei(~q+
~G)~r|ψn,~k >< ψn,~k|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψm,~k+~q >

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k)− ω̃
(D.6)
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el término fm(~k + ~q) − fn(~k) de la euaión (D.6) se anula para aquellas transiiones del

eletrón de un estado iniial y otro �nal que están ambos oupados o ambos vaíos (prinipio

de exlusión de Pauli). De esta forma garantizamos que sólo las transiiones desde un estado

oupado a otro desoupado ontribuyen a la funión respuesta.

Con el objetivo de simpli�ar el álulo y la programaión de la funión respuesta, la

euaión (D.6) se suele reformular de la siguiente forma; Primero: dividimos la euaión (D.6)

en dos términos:

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =

2

Ω

occ∑

n

∑

m,~k

fm(~k + ~q) ·
< ψ

m,~k+~q
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k+~q
>

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k)− ω̃

− 2

Ω

uocc∑

m

∑

n,~k

fn(~k) ·
< ψ

m,~k+~q
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k+~q
>

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k)− ω̃
(D.7)

en el primer término, haemos los siguientes ambios de variable n ↔ m,

~k → −~k − ~q y

~k + ~q → −~k

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =

2

Ω

uocc∑

m

∑

n,−~k

fn(−~k) ·
< ψ

n,−~k
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

m,−~k−~q
>< ψ

m,−~k−~q
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

n,−~k
>

ǫn(−~k)− ǫm(−~k − ~q)− ω̃

− 2

Ω

uocc∑

m

∑

n,~k

fn(~k) ·
< ψ

m,~k+~q
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k+~q
>

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k)− ω̃

tanto la energía ǫi(~k), la funión de oupaión fi(~k) omo la funión de onda de partíula

independiente ψ
m,~k

son funiones pares en

~k, por tanto:

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =

2

Ω

uocc∑

m

∑

n,~k

fn(~k) ·
< ψ

n,~k
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

m,~k+~q
>< ψ

m,~k+~q
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

n,~k
>

ǫn(~k)− ǫm(~k + ~q)− ω̃

− 2

Ω

uocc∑

m

∑

n,~k

fn(~k) ·
< ψ

m,~k+~q
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k+~q
>

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k)− ω̃
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χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =

− 2

Ω

uocc∑

m

∑

n,~k

fn(~k) ·
< ψ

n,~k
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

m,~k+~q
>< ψ

m,~k+~q
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

n,~k
>

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k) + ω̃

− 2

Ω

uocc∑

m

∑

n,~k

fn(~k) ·
< ψ

m,~k+~q
|ei(~q+ ~G)~r|ψ

n,~k
>< ψ

n,~k
|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ

m,~k+~q
>

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k)− ω̃

agrupando términos:

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =

− 2

Ω

uocc∑

m

∑

n,~k

fm(~k) < ψ
m,~k+~q

|ei(~q+ ~G)~r|ψ
n,~k

>< ψ
n,~k

|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ
m,~k+~q

> ·

[

1

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k)− ω̃
+

1

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k) + ω̃

]

y por último:

χKS(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =

2

Ω

uocc∑

m

occ∑

n

1ZB∑

~k

< ψ
m,~k+~q

|ei(~q+ ~G)~r|ψ
n,~k

>< ψ
n,~k

|e−i(~q+ ~G′)~r′ |ψ
m,~k+~q

> ·




1

ω̃ −
[

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k)
] − 1

ω̃ +
[

ǫm(~k + ~q)− ǫn(~k)
]




(D.8)

La polarizabiliad de la euaión (D.8) en la aproximaión RPA y expresada en una base

loal es equivalente a la matriz No
de la euaión (1.59). En los apartados 3.1, 3.2 y 5

utilizaremos la expresión (1.59) junto on la base Bloh de orbitales Fireball de la seión 2,

para alular la polarizabilidad en la aproximaión RPA.



Apéndie E

El fator dinámio de estrutura y la

funión dielétria.

En este apéndie obtenemos las euaiones que nos permiten relaionar la funión de

pérdidas on el fator dinámio de estrutura.

De auerdo on Pines y Nozières[34℄, el fator dinámio de estrutura F se de�ne omo:

FPines(~q, ω) =
∑

n

| < n|ρ+~q |0 > |2δ(ω − ωn0) (E.1a)

=
∑

Em(~k)<EF

El(~k+~q)>EF

2
∑

~k

| < ψ
m~k

| exp[−i~q · ~r]|ψ
l~k+~q

> |2 δ(ω − ωlm(~k, ~q)) (E.1b)

siendo siendo |0 > y |n > estados many body fundamental y exitado respetivamente:

ωn0 =
En − E0

~

y |ψ
l~k+~q

> los estados de una partíula:

ωlm(~k, ~q) =
El(~k + ~q)− Em(~k)

~

y el fator 2 adiional se debe al spin del eletrón. Por otro lado, sabemos que se umple la

siguiente regla de la suma[34℄:

∑

n

2 | < n|ρ+~q |0 > |2ωn0 =
N ~ q2

m
⇒

∑

Em(~k)<EF

El(~k+~q)>EF

2
∑

~k

2| < ψ
m~k

| exp[−i~q · ~r]|ψ
l~k+~q

> |2ωlm(~k, ~q) =
N ~ q2

m
(E.2)
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siendo N el número de partíulas (eletrones en nuestro aso) en el volumen V del material.

De (E.1a) y (E.2) se dedue esta otra expresión para la regla de la suma:

∫ ∞

0
ω · FPines(~q, ω) dω =

N ~ q2

2 m
(E.3)

Vayamos al artíulo [39℄, de la expresión (5) del mismo:

∫ ∞

0
ω · FWeiss(~q, ω) dω =

~q2

2m

Luego:

FWeiss(~q, ω) =
FPines(~q, ω)

N
(E.4)

Si onsideramos la respuesta dielétria y la funión de pérdidas, reordemos que tenemos

otras expresiones de la regla de la suma:

∫ ∞

0
ω Im[ǫ(~q, ω)] dω =

π

2
(ωp(~q))

2
(E.5a)

∫ ∞

0
ω Im[ǫ−1(~q, ω)] dω = −π

2
(ωp(~q))

2
(E.5b)

y para deduir la relaión entre la respuesta dielétria y el fator dinámio de estrutura

onsideremos (E.5b) y (E.3):

Sistema de unidades S.I.:

∫ ∞

0
ω Im[ǫ−1(~q, ω)] dω = −π

2
(ωp(~q))

2 = −π
2

n e2

ǫ0 m
= −π

2

N e2

Ω ǫ0 m
⇒ (E.6)

∫ ∞

0
ω Im[ǫ−1(~q, ω)] dω = −π

2

e2

Ω ǫ0 m

2 m

~ q2

∫ ∞

0
ω · FPines(~q, ω) dω (E.7)

Por tanto, se dedue que:

FPines(~q, ω) = −~ q2

π e2
Im[ǫ−1

r (~q, ω)] Ω (E.8)

siendo ǫ−1
r (~q, ω) la funión de pérdidas relativa. Si tenemos en uenta (E.4), deduimos:

FWeiss(~q, ω) = − ~q2

π e2 n
Im[ǫ−1

r (~q, ω)] (E.9)

Sistema .g.s y similares:

∫ ∞

0
ω · Im[ǫ−1(~q, ω)] dω = −π

2
(ωp(~q))

2 = −π
2

4π n e2

m

= −π
2

N 4π e2

Ω m
(E.10)

⇒
∫ ∞

0
ω Im[ǫ−1(~q, ω)] dω = −π

2

4π e2

Ω m

2 m

~ q2

∫ ∞

0
ω · FPines(~q, ω) dω
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Por tanto, se dedue que:

FPines(~q, ω) = − ~ q2

4π2 e2
Im[ǫ−1(~q, ω)] Ω (E.11)

si tenemos en uenta (E.4), deduimos:

FWeiss(~q, ω) = − ~ q2

4π2 e2 n
Im[ǫ−1

r (~q, ω)] (E.12)





Apéndie F

Demostraión de la regla de la Suma.

Para demostrar esta regla de la suma vamos ha utilizar un planteamiento más general de

muhos uerpos basado en el libro de Pines[34℄. El operador hermítio densidad de �utuaión

de orriente Ĵ de un sistema de N partíulas se de�ne omo (~ = 1):

Ĵ(~r) =
1

2

∑

i

[
p̂i
m
δ(~r − ~ri) + δ(~r − ~ri)

p̂i
m

]

donde ~ri es el vetor posiión y p̂i el operador momento de la partíula i-esima. En el espaio

de momentos ~q este operador se de�ne omo (transformada de Fourier):

Ĵ(~q) =
1

2

∑

i

[
p̂i
m
ei ~q ~ri + e−i ~q ~ri

p̂i
m

]

y en general, para el mismo sistema el operador densidad de arga ρ̂ se de�ne omo:

ρ̂(~r) =
∑

i

δ(~r − ~ri) =
∑

~q

ρ̂(~q) ei ~q ~r

ρ̂(~q) =

∫

d3~r ρ̂(~r) e−i ~q ~r =
∑

i

e−i ~q ~ri

si H representa el Hamiltoniano de muhos uerpos on interaión:

H =
∑

i

{
~p2i
2m

+ U(~ri)

}

+
1

2

∑

i 6=j

V (~rj − ~ri)

teniendo en uenta que ρ(~q) onmuta on U(~ri) y on V (~rj − ~ri), a efetos de onmutaión

solo queda:

[

ρ̂(~q), Ĥ
]

=

[

ρ̂(~q),
∑

i

p̂2i
2m

]

=
1

2m

∑

i

{

~q · p̂i e−i~q~r + e+i~q~r ~q · p̂i
}

= ~q · Ĵ(~q)
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esta última euaión, es en esenia la euaión de onservaión de arga:

∂ρ̂(~r, t)

∂t
+ ~∇ · Ĵ(~r, t) = 0

en el espaio de momentos:

∂ρ̂(~q, t)

∂t
+ ~q · Ĵ(~q, t) = 0

∂ρ̂(~q, t)

∂t
= −i [ρ̂(~q),H] = −i~q · Ĵ(~q, t)

Calulemos ahora el siguiente valor:

(En − Eo) < n|ρ̂(~q)|0 > = En < n|ρ̂(~q)|0 > −Eo < n|ρ̂(~q)|0 >
= E < n|Ĥρ̂(~q)|0 > − < n|ρ̂(~q)Ĥ |0 >
= < n|Ĥρ̂(~q)− ρ̂(~q)Ĥ |0 >
= − < n|

[

ρ̂(~q), Ĥ
]

|0 >

= − < n|~q · Ĵ(~q)|0 >

además:

[[

ρ̂(~q), Ĥ
]

, ρ̂+(~q)
]

=
[

~q · Ĵ(~q), ρ̂+(~q)
]

=
∑

i

1

2m
~q · 2 ~q =

∑

i

1

m
q2 =

N

m
q2

luego:

< 0|
[[

ρ̂(~q), Ĥ
]

, ρ̂+(~q)
]

|0 >=
∑

n

{
ωno| < n|ρ̂+(~q)|0 > |2 + ωno| < n|ρ̂(~q)|0 > |2

}

on ωno = En−Eo. Como ρ̂
+(~q) = ρ̂(−~q) y las funiones φn(~q) y φ∗n(~q) tiene la misma energía:

∑

n

ωno| < n|ρ̂+(~q)|0 > |2 =
∑

n

ωno| < n|ρ̂(~q)|0 > |2

< 0|
[[

ρ̂(~q), Ĥ
]

, ρ̂+(~q)
]

|0 >=
∑

n

2 ωno| < n|ρ̂+(~q)|0 > |2 = N q2

m

y por tanto:

∑

n

(En −Eo) | < n|ρ̂+(~q)|0 > |2 = N q2

2m
(F.1)

Para un semiondutor, en la aproximaión de una partíula, el estado fundamental |0 >
orresponde a los estados de la banda de valenia |v,~k > y los estados exitados |n > son los

de la banda de onduión |c,~k + ~q >, si Ev(~k) y Ec(~k + ~q) son las energías de estos estados,

la euaión (F.1) se redue a:

∑

v,c,~k

[

Ec(~k + ~q)− Ev(~k)
]

| < c,~k + ~q|ρ̂+(~q)|v,~k > |2 = N

V

q2

2m
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y omo ρ̂(~q) =
∑

i e
−i ~q ~ri

llegamos al resultado:

∑

v,c,~k

[

Ec(~k + ~q)− Ev(~k)
]

| < c,~k + ~q| e+i~q~r |v,~k > |2 = N

V

q2

2m





Apéndie G

Cálulo de las integrales de repulsión

(Obara Y Saika).

G.1. Introduión

En este apéndie damos las expresiones que hemos utilizado para el álulo de los elementos

de matriz de matriz eletrostátia V , de interambio V x
y de la matriz de solape S en los

apartados A.3, A.4 y 2.2 respetivamente. La integrales de de repulsión Culombiana apareen

en muhos ampos de interés ientí�o y son términos de matriz de un operador de dos uerpos

de la forma:

< ϕaϕc|v(~r1, ~r2)|ϕdϕb > =

∫

ϕ∗
a(~r1 − ~A)ϕ∗

c(~r2 − ~C)v(~r1, ~r2)×

×ϕd(~r2 − ~D)ϕb(~r1 − ~B)d3~r1d
3~r2

= (ab|cd) (G.1)

donde ϕi(~r− ~I) es un orbital loalizado en la posiión

~I que de�ne el estado de una partíula.
El índie i es el onjunto ompleto de observables neesarios para espei�ar ompletamente el
estado del sistema. En partiular si v(~r1, ~r2) = e2/|~r1−~r2| y ϕi(~r1−~I) es un estado eletrónio
loalizado en en la posiión

~I, la expresión (G.1) nos da el elemento de matriz de uatro entros
de la interaión Coulombiana entre dos eletrones. El álulo de diho elemento de matriz

es, en general, difíil. Sin embargo, si desarrollamos ada funión ϕi(~r1 − ~I) en una base de

funiones bien elegida podemos onseguir métodos reursivos que nos resuelvan la integral.

Existen varios de estos métodos pero nos entraremos en el esquema de Obara y Saika[42℄ que

utiliza un desarrollo en gaussianas del orbital ϕi.
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G.2. Base de funiones gaussianas artesianas.

En el método Obara y Saika el estado ϕi(~r1 − ~R) se expresa en una base de funiones

gaussianas artesianas loalizadas:

ϕ(~r, ζ,n, ~R) = (x−Rx)
nx(y −Ry)

ny(z −Rz)
nz × exp[−ζ(~r − ~R)2] (G.2)

on la onstante de normalizaión:

R(ζ,n) =

(
2ζ

π

)3/4

(4ζ)(nx+ny+nz)/2 ×

×[(2nx − 1)!!(2ny − 1)!!(2nz − 1)!!]−1/2

en donde ~r = (x, y, z) representa la oordenada eletrónia, ζ es el exponente del orbital,

~R = (Rx, Ry, Rz) la posiión loalizada del orbital, y n = (nx, ny, nz) es un vetor de números
enteros. Obsérvese que esta base nos permite obtener orbitales atómios artesianos. Así, por

ejemplo, un orbital s loalizado en posiión

~R será de la forma:

ϕs(~r − ~R) ≡ ϕ(~r, ζ,0, ~R)

un orbital px loalizado en posiión

~R:

ϕpx(~r − ~R) ≡ ϕ(~r, ζ, (1, 0, 0), ~R) = ϕ(~r, ζ,1x, ~R)

Un orbital dx2−y2 loalizado en posiión

~R viene dado por:

ϕd
x2−y2

(~r − ~R) ≡ ϕ(~r, ζ, (2, 0, 0), ~R)− ϕ(~r, ζ, (0, 2, 0), ~R) = ϕ(~r, ζ,2x, ~R)− ϕ(~r, ζ,2y, ~R)

Deduimos inmediatamente que esta base de funiones gaussianas artesianas presenta dife-

renias on lo que onoemos normalmente omo orbitales atómios artesianos. Hay diferenia

en las funiones y en el número de las mismas, además si λ = nx+ny +nz para ada funión
gaussiana artesiana; se observa que está estrehamente relaionado on el número uánti-

o orrespondiente al momento total angular. De aquí en adelante λ y n se denominarán el

momento angular y el índie del momento angular. Las funiones on λ igual a 0, 1, 2, ... se
llamarán s, p, d, ... respetivamente. Un onjunto de (λ+1)(λ+2)/2 funiones en

~R asoiadas

on los mismos momento λ y exponente ζ onstituyen una apa y las funiones en la apa,

linealmente independientes, son las omponentes de la apa. Observemos las similitudes y

diferenias on orbitales atómios artesianos:

Para λ = 0, apa s, hay una funión gaussiana artesiana en diha apa, que podemos

identi�arla on el orbital atómio artesiano s.

Para λ = 1, apa p, hay 3 funiones gaussianas artesianas en diha apa, que podemos

identi�arla on los orbitales atómios artesianos pi, i = x, y, z
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Para λ = 2, apa d, hay 6 funiones gaussianas artesianas en diha apa. A partir de

aquí empiezan a surgir las diferenias: Hay seis funiones gaussianas artesianas

dx2 , dxy, dxz, dy2 , dyz , dz2

y ino orbitales atómios artesianos:

datxy, d
at
yz , d

at
3z2−r2 , d

at
xz , d

at
x2−y2

relaionados on los orbitales atómios ϕn2m, m = −2,−1, 0, 1, 2. Estos orbitales ató-
mios artesianos se pueden expresar omo ombinaión lineal de funiones artesianas

gaussianas de la misma apa, dat3z2−r2 = 2dz2 −dx2 −dy2 . Obsérvese que las omponentes
de la apa d tiene los índies de momento angular dij = 1i + 1j , i, j = x, y, z

Es senillo omprobar la siguiente ley de reurrenia, muy útil en los siguientes puntos:

∂

∂Ri
ϕ(~r, ζ,n, ~R) = 2ζϕ(~r, ζ,n+ 1i, ~R)

−Ni(n)ϕ(~r, ζ,n− 1i, ~R) (i = x, y, z) (G.3)

en donde Ni(n) = ni, es deir, extrae el índie ni de la omponente i del momento angular

n = (nx, ny, nz). Por ejemplo Ni(1j) = δij de Kroneker. De la misma forma se demuestra la

siguiente relaión trivial

Ni(n+m) = Ni(n) +Ni(m)

G.3. Ley de reurrenia para integrales de tres entros

De�nimos términos de tres entros on funiones gaussianas artesianas no normalizadas

omo:

(a||b) =
∫

ϕ(~r, ζa,a, ~A)ϕ(~r, ζc, , ~C)ϕ(~r, ζb,b, ~B)d3~r

Es posible obtener una expresión para diho término y una ley de reurrenia, basándonos en

la euaión (G.3):

(a+ 1i||b) = (Gi −Ai)(a||b) +

+
1

2(ζ + ζc)
Ni(a)(a − 1i||b) +

+
1

2(ζ + ζc)
Ni(b)(a||b− 1i) +

+
1

2(ζ + ζc)
Ni()(a|− 1i|b) (G.4)
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en donde:

ξ =
ζaζb
ζa + ζb

(G.5a)

ζ = ζa + ζb (G.5b)

~P =
ζa ~A+ ζb ~B

ζa + ζb
(G.5)

~G =
ζ ~P + ζc ~C

ζ + ζc
=
ζa ~A+ ζa ~B + ζc ~C

ζa + ζb + ζc
(G.5d)

que también se utilizarán más adelante. La ley de reurrenia para (a|+1i|b) o para (a||b+
1i) sigue la pauta de la expresión (G.4) exepto que el oe�iente (Gi − Ai) del primer

término debe sustituirse por (Gi − Ci) ó (Gi − Bi) respetivamente. El término de matriz

orrespondiente a funiones s viene dado por:

(0 ~A|0~c|0 ~B) =

(
ζ

ζ + ζc

)3/2

(0 ~A|0 ~B) exp

[

− ζζc
ζ + ζc

(~P − ~C)2
]

=

(
π

ζa + ζb + ζc

)3/2

κabc (G.6)

κabc = exp

[

(ζa + ζb + ζc)

(

~G2 − ζa ~A
2 + ζb ~B

2 + ζc ~C
2

ζa + ζb + ζc

)]

(G.7)

en donde (0 ~A|0 ~B) es el solapamiento entre ambas funiones entradas en

~A y

~B respetiva-

mente:

(0 ~A|0 ~B) =

(
π

ζ

)3/2

exp
[

−ξ( ~A− ~B)2
]

(G.8)

G.4. Ley de reurrenia para la interaión Coulombiana a ua-

tro entros

El elemento de matriz a uatro entros de la interaión oulombiana on funiones arte-

sianas gaussianas, on denominaión (de origen) de ahora en adelante omo ERI's (eletron

repulsion integrals), es, de auerdo on (G.1):

(ab|d) =

∫ [

ϕ(~r1, ζa,a, ~A)ϕ(~r1, ζb,b, ~B)
]

×

× 1

|~r1 − ~r2|
[

ϕ(~r2, ζc, , ~C)ϕ(~r2, ζd,d, ~D)
]

d3~r1d
3~r2

omo resulta que:

1

|~r1 − ~r2|
=

(
4

π

)1/2 ∫ ∞

0
exp[−u2(~r1 − ~r2)

2]du
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obtenemos:

(ab|d) =

(
4

π

)1/2 ∫ ∞

0
(ab|u|d)du (G.9)

(ab|u|d) =

∫

ϕ(~r2, ζc, , ~C)ϕ(~r2, ζd,d, ~D)(a|0r2 |b)d3~r2 (G.10)

(a|0r2 |b) =

∫

ϕ(~r1, ζa,a, ~A)ϕ(~r1, ζb,b, ~B) exp[−u2(~r1 − ~r2)
2]d3~r1 (G.11)

Como exp[−u2(~r1−~r2)2] orresponde a una funión artesiana gaussiana de tipo s, on expo-

nente u2 entrada en ~r2, (a|0r2 |b), euaión (G.11), es un término de matriz de tres entros

al ual se le puede apliar las expresiones de la seión G.3. Siguiendo el esquema de Obara

y Saika[42℄, se obtiene la siguiente relaión de reurrenia:

[(a+1i)b|d]m = (Pi −Ai)(ab|d)m + (Wi − Pi)(ab|d)m+1 +

+
1

2ζ
Ni(a)

{

[(a-1i)b|d]m − ρ

ζ
[(a-1i)b|d]m+1

}

+

+
1

2ζ
Ni(b)

{

[a(b-1i)|d]m − ρ

ζ
[a(b-1i)|d]m+1

}

+

+
1

2(ζ + η)
Ni()[ab|(-1i)d]m+1 +

+
1

2(ζ + η)
Ni(d)[ab|(d-1i)]m+1

(G.12)

siendo:

(ab|d)m =

(
4

π

)1/2 ∫ ∞

0

(
u2

ρ+ u2

)m

(ab|u|d)du (G.13)

Obsérvese que el término (ab|d)(0) es el auténtio termino de matriz (ab|d) que estamos
busando. Para desarrollar la relaión de reurrenia (G.12) se neesita un término de partida:

(0a0b|0c0d)m = 2
( ρ

π

)1/2
(0a|0b)(0c|0d)Fm(T )

=
1√
ζ + η

K(ζa, ζb, ~A, ~B)K(ζc, ζd, ~C, ~D)Fm(T )

Fm(T ) =

∫ 1

0
x2m exp[−Tx2]dx

T = ρ(~P − ~Q)2
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en donde (0i|0j) es el término de solapamiento entre las funiones artesianas gaussianas s

ϕ(~ri, ζi,0, ~I) y ϕ(~rj , ζj,0, ~J) dados por (G.8) y se han introduido las siguientes expresiones:

ζ = ζa + ζb η = ζc + ζd (G.14a)

ρ =
ζη

ζ + η
(G.14b)

~P =
ζa ~A+ ζb ~B

ζa + ζb
~W =

ζ ~P + η ~Q

ζ + η
(G.14)

~Q =
1

η

(

ζc ~C + ζd ~D
)

(G.14d)

K(ζ1, ζ2, ~R1, ~R2) = 21/2
π5/4

ζ1 + ζ2
exp

[

− ζ1ζ2
ζ1 + ζ2

(~R1 − ~R2)
2

]

(G.14e)

G.5. Interaión de uatro entros on gaussianas artesianas

s, p y d

Términos distintos y onsideraiones de simetría.

Volvamos al prinipio y a los términos de matriz de repulsión eletrostátia de uatro

entros para un operador de dos entros. Diho término orresponde al diagrama de la �gura

G.1:

Figura G.1: Diagrama del término de matriz de una interaión de dos uerpos

Retomemos la euaión (G.1):

< ϕaϕc|
e2

|~r1, ~r2|
|ϕdϕb > =

∫

ϕ∗
a(~r1 − ~A)ϕ∗

c(~r2 − ~C)
e2

|~r1, ~r2|
×

×ϕd(~r2 − ~D)ϕb(~r1 − ~B)d3~r1d
3~r2

= (ab|cd)
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que de auerdo on la reordenaión (ab|cd) podemos poner omo:

(ab|cd) =

∫

ϕ∗
a(~r1 − ~A)ϕb(~r1 − ~B)

e2

|~r1, ~r2|
×

×ϕ∗
c(~r2 − ~C)ϕd(~r2 − ~D)d3~r1d

3~r2

=

∫

ρab(~r1)
e2

|~r1, ~r2|
ρcd(~r2)d

3~r1d
3~r2

es deir, la interaión de una densidad de arga �ombinada� ρab(~r) = ϕ∗
a(~r − ~A)ϕb(~r − ~B)

on otra ρcd(~r) = ϕ∗
c(~r − ~C)ϕd(~r − ~D). Si elegimos funiones artesianas gaussianas (G.2)

ϕa(~r − ~A) ≡ ϕ(~r, ζ,n, ~R) = (x−Rx)
nx(y −Ry)

ny(z −Rz)
nz · exp[−ζ(~r − ~R)2]

se umplirá que:

(ab|cd) = (ab|dc) = (ba|cd) = (ba|dc) =
(cd|ab) = (cd|ba) = (dc|ab) = (dc|ba)

pues dihas funiones son reales. Ello signi�a que el número de términos de matriz que hay

que alular explíitamente se redue por 8 una vez �jados las funiones a, b, c, d.

Expresiones de términos de orden m para funiones s, p, d.

Repitamos la relaión de reurrenia e. (G.12):

[(a+1i)b|d]m = (Pi −Ai)(ab|d)m + (Wi − Pi)(ab|d)m+1 +

+
1

2ζ
Ni(a)

{

[(a-1i)b|d]m − ρ

ζ
[(a-1i)b|d]m+1

}

+

+
1

2ζ
Ni(b)

{

[a(b-1i)|d]m − ρ

ζ
[a(b-1i)|d]m+1

}

+

+
1

2(ζ + η)
Ni()[ab|(-1i)d]m+1 +

+
1

2(ζ + η)
Ni(d)[ab|(d-1i)]m+1

Si onretamos las funiones artesianas gaussianas a los asos λ = 0, 1, 2 ⇒ s, pi, dij , i, j =
1, 2, 3, deberemos expliitar la ley de reurrenia para (se ordena inrementando el momento

angular):

1. (ss|ss) = (0a0b|0c0d)

(ss|ss)m =
1√
ζ + η

K(ζa, ζb, ~A, ~B)K(ζc, ζd, ~C, ~D)Fm(T ) (G.15)
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2. (pis|ss) = [(s + 1i)s|ss]

(pis|ss)m = [(s+ 1i)s|ss]m =

= (Pi −Ai)(ss|ss)m + (Wi − Pi)(ss|ss)m+1
(G.16)

3. (pis|pks) = [pis|(s+ 1k)s]

(pis|pks)m = [pis|(s+ 1k)s]
m =

= (Qk − Ck)(pis|ss)m + (Wk −Qk)(pis|ss)m+1 +

+
δik

2(ζ + η)
(ss|ss)m+1

(G.17)

4. (pipj|ss) = [pi(s+ 1j)|ss]

(pipj |ss)m = [pi(s+ 1j)|ss]m =

= (Pj −Bj)(pis|ss)m + (Wj − Pj)(pis|ss)m+1 +

+
δij
2ζ

[

(ss|ss)m − ρ

ζ
(ss|ss)m+1

]

(G.18)

5. (pipj|pks) = [pipj|(s + 1k)s]

(pipj|pks)m = [pipj |(s+ 1k)s]
m =

= (Qk − Ck)(pipj|ss)m + (Wk −Qk)(pipj |ss)m+1 +

δik
2(ζ + η)

(spj |ss)m+1 +
δjk

2(ζ + η)
(pis|ss)m+1

(G.19)

6. (pipj|pkpl) = [pipj|pk(s+ 1l)]

(pipj|pkpl)m = [pipj |pk(s+ 1l)]
m =

= (Ql −Dl)(pipj |pks)m + (Wl −Ql)(pipj|pks)m+1 +

+
δkl
2η

[

(pipj|ss)m − ρ

η
(pipj|ss)m+1

]

+
δil

2(ζ + η)
(spj|pks)m+1 +

δjl
2(ζ + η)

(pis|pks)m+1
(G.20)

7. (dijs|ss) = [(pi + 1j)s|ss]

(dijs|ss)m = [(pi + 1j)s|ss]m =

= (Pj −Aj)(pis|ss)m + (Wj − Pj)(pis|ss)m+1 +

+
δij
2ζ

[

(ss|ss)m − ρ

ζ
(ss|ss)m+1

]

(G.21)
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8. (dijpk|ss) = [dij(s+ 1k)|ss]

(dijpk|ss)m = [dij(s+ 1k)|ss]m =

= (Pk −Bk)(dijs|ss)m + (Wk − Pk)(dijs|ss)m+1 +

+
δki
2ζ

[

(pjs|ss)m − ρ

ζ
(pjs|ss)m+1

]

+

+
δkj
2ζ

[

(pis|ss)m − ρ

ζ
(pis|ss)m+1

]

(G.22)

9. (dijdkl|ss) = [dij(pk + 1l)|ss]

(dijdkl|ss)m = [dij(pk + 1l)|ss]m =

= (Pl −Bl)(dijpk|ss)m + (Wl − Pl)(dijpk|ss)m+1 +

+
δkl
2ζ

[

(dijs|ss)m − ρ

ζ
(dijs|ss)m+1

]

+

+
δil
2ζ

[

(pjpk|ss)m − ρ

ζ
(pjpk|ss)m+1

]

+

+
δjl
2ζ

[

(pipk|ss)m − ρ

ζ
(pipk|ss)m+1

]

(G.23)

10. (dijs|pks) = [dijs|(s+ 1k)s]

(dijs|pks)m = [dijs|(s+ 1k)s]
m =

= (Qk − Ck)(dijs|ss)m + (Wk −Qk)(dijs|ss)m+1 +

+
δki

2(ζ + η)
(pjs|ss)m+1 +

δkj
2(ζ + η)

(pis|ss)m+1
(G.24)

11. (dijs|pkpl) = [dijs|pk(s+ 1l)]

(dijs|pkpl)m = [dijs|pk(s+ 1l)]
m =

= (Ql −Dl)(dijs|pks)m + (Wl −Ql)(dijs|pks)m+1 +

+
δlk
2η

[

(dijs|ss)m − ρ

η
(dijs|ss)m+1

]

+

+
δli

2(ζ + η)
(pjs|pks)m+1 +

δlj
2(ζ + η)

(pis|pks)m+1
(G.25)

12. (dijs|dkls) = [dijs|(pk + 1l)s]

(dijs|dkls)m = [dijs|(pk + 1l)s]
m =

= (Ql − Cl)(dijs|pks)m + (Wl −Ql)(dijs|pks)m+1 +

+
δlk
2η

[

(dijs|ss)m − ρ

η
(dijs|ss)m+1

]

+

+
δli

2(ζ + η)
(pjs|pks)m+1 +

δlj
2(ζ + η)

(pis|pks)m+1
(G.26)
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13. (dijpk|pls) = [dijpk|(s+ 1l)s]

(dijpk|pls)m = [dijpk|(s+ 1l)s]
m =

= (Ql − Cl)(dijpk|ss)m + (Wl −Ql)(dijpk|ss)m+1 +

+
δli

2(ζ + η)
(pjpk|ss)m+1 +

δlj
2(ζ + η)

(pipk|ss)m+1 +

+
δlk

2(ζ + η)
(dijs|ss)m+1

(G.27)

14. (dijpk|plpm) = [dijpk|pl(s + 1m)]

(dijpk|plpm)m = [dijpk|pl(s+ 1m)]m =

= (Qm −Dm)(dijpk|pls)m + (Wm −Qm)(dijpk|pls)m+1 +

+
δlm
2η

[

(dijpk|ss)m − ρ

η
(dijpk|ss)m+1

]

+

+
δmi

2(ζ + η)
(pjpk|pls)m+1 +

δmj

2(ζ + η)
(pipk|pls)m+1 +

+
δmk

2(ζ + η)
(dijs|pls)m+1

(G.28)

15. (dijpk|dlms) = [dijpk|(pl + 1m)s]

(dijpk|dlms)m = [dijpk|(pl + 1m)s]m =

= (Qm − Cm)(dijpk|pls)m + (Wm −Qm)(dijpk|pls)m+1 +

+
δlm
2η

[

(dijpk|ss)m − ρ

η
(dijpk|ss)m+1

]

+

+
δmi

2(ζ + η)
(pjpk|pls)m+1 +

δmj

2(ζ + η)
(pipk|pls)m+1 +

+
δmk

2(ζ + η)
(dijs|pls)m+1

(G.29)

16. (dijpk|dlmpn) = [dijpk|dlm(s+ 1n)]

(dijpk|dlmpn)m = [dijpk|dlm(s+ 1n)]
m =

= (Qn −Dn)(dijpk|dlms)m + (Wn −Qn)(dijpk|dlms)m+1 +

+
δln
2η

[

(dijpk|pms)m − ρ

η
(dijpk|pms)m+1

]

+

+
δmn

2η

[

(dijpk|pls)m − ρ

η
(dijpk|pls)m+1

]

+

+
δni

2(ζ + η)
(pjpk|dlms)m+1 +

δnj
2(ζ + η)

(pipk|dlms)m+1 +

+
δnk

2(ζ + η)
(dijs|dlms)m+1

(G.30)
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17. (dijdkl|pms) = [dijdkl|(s + 1m)s]

(dijdkl|pms)m = [dijdkl|(s + 1m)s]m =

= (Qm −Cm)(dijdkl|ss)m + (Wm −Qm)(dijdkl|ss)m+1 +

+
δim

2(ζ + η)
(pjdkl|ss)m+1 +

δjm
2(ζ + η)

(pidkl|ss)m+1 +

+
δkm

2(ζ + η)
(dijpl|ss)m+1 +

δlm
2(ζ + η)

(dijpk|ss)m+1
(G.31)

18. (dijdkl|pmpn) = [dijdkl|pm(s+ 1n)]

(dijdkl|pmpn)m = [dijdkl|pm(s + 1n)]
m =

= (Qn −Dn)(dijdkl|pms)m + (Wn −Qn)(dijdkl|pms)m+1 +

+
δmn

2η

[

(dijdkl|ss)m − ρ

η
(dijdkl|ss)m+1

]

+

+
δin

2(ζ + η)
(pjdkl|pms)m+1 +

δjn
2(ζ + η)

(pidkl|pms)m+1 +

+
δkn

2(ζ + η)
(dijpl|pms)m+1 +

δln
2(ζ + η)

(dijpk|pms)m+1
(G.32)

19. (dijdkl|dmns) = [dijdkl|(pm + 1n)s]

(dijdkl|dmns)
m = [dijdkl|(pm + 1n)s]

m =

= (Qn − Cn)(dijdkl|pms)m + (Wn −Qn)(dijdkl|pms)m+1 +

+
δmn

2η

[

(dijdkl|ss)m − ρ

η
(dijdkl|ss)m+1

]

+

+
δin

2(ζ + η)
(pjdkl|pms)m+1 +

δjn
2(ζ + η)

(pidkl|pms)m+1 +

+
δkn

2(ζ + η)
(dijpl|pms)m+1 +

δln
2(ζ + η)

(dijpk|pms)m+1

(G.33)
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20. (dijdkl|dmnpr) = [dijdkl|dmn(s+ 1r)]

(dijdkl|dmnpr)
m = [dijdkl|dmn(s+ 1r)]

m =

= (Qr −Dr)(dijdkl|dmns)
m + (Wr −Qr)(dijdkl|dmns)

m+1 +

+
δmr

2η

[

(dijdkl|pns)m − ρ

η
(dijdkl|pns)m+1

]

+

+
δnr
2η

[

(dijdkl|pms)m − ρ

η
(dijdkl|pms)m+1

]

+

+
δir

2(ζ + η)
(pjdkl|dmns)

m+1 +
δjr

2(ζ + η)
(pidkl|dmns)

m+1 +

+
δkr

2(ζ + η)
(dijpl|dmns)

m+1 +
δlr

2(ζ + η)
(dijpk|dmns)

m+1

(G.34)

21. (dijdkl|dmndrs) = [dijdkl|dmn(pr + 1s)]

(dijdkl|dmndrs)
m = [dijdkl|dmn(pr + 1s)]

m =

= (Qs −Ds)(dijdkl|dmnpr)
m + (Ws −Qs)(dijdkl|dmnpr)

m+1 +

+
δrs
2η

[

(dijdkl|dmns)
m − ρ

η
(dijdkl|dmns)

m+1

]

+

+
δns
2η

[

(dijdkl|pmpr)m − ρ

η
(dijdkl|pmpr)m+1

]

+

+
δms

2η

[

(dijdkl|pnpr)m − ρ

η
(dijdkl|pnpr)m+1

]

+

+
δis

2(ζ + η)
(pjdkl|dmnpr)

m+1 +
δjs

2(ζ + η)
(pidkl|dmnpr)

m+1 +

+
δks

2(ζ + η)
(dijpl|dmnpr)

m+1 +
δls

2(ζ + η)
(dijpk|dmnpr)

m+1

(G.35)

Partiularizaión al aso (ab|cd), funiones s, p, d

Reordemos que los términos de matriz on funiones artesianas gaussianas a uatro

entros de la interaión Coulombiana entre eletrones viene dada por (ab|cd) = (ab|cd)0.
Trataremos de enontrar dihos términos partiularizando las expresiones anteriores.

Orbitales s y p

Expresiones de reurrenia para las ERIs on funiones artesianas gaussianas:
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(ss|ss) = (ss|ss)0 = 1√
ζ + η

K(ζa, ζb, ~A, ~B)K(ζc, ζd, ~C, ~D)F0(T )

(pis|ss)0 = (Pi −Ai)(ss|ss)0 + (Wi − Pi)(ss|ss)1

(pis|pks)0 = (Qk −Ck)(pis|ss)0 + (Wk −Qk)(pis|ss)1 +

+
δik

2(ζ + η)
(ss|ss)1

(pipj|ss)0 = (Pj −Bj)(pis|ss)0 + (Wj − Pj)(pis|ss)1 +

+
δij
2ζ

[

(ss|ss)0 − ρ

ζ
(ss|ss)1

]

(pipj|pks)0 = (Qk − Ck)(pipj|ss)0 + (Wk −Qk)(pipj|ss)1 +
δik

2(ζ + η)
(spj|ss)1 +

δjk
2(ζ + η)

(pis|ss)1

(pipj |pkpl)0 = (Ql −Dl)(pipj|pks)0 + (Wl −Ql)(pipj|pks)1 +

+
δkl
2η

[

(pipj|ss)0 −
ρ

η
(pipj|ss)1

]

+
δil

2(ζ + η)
(spj |pks)1 +

δjl
2(ζ + η)

(pis|pks)1
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Se observa que neesitamos los siguientes términos de orden superior:

(ss|ss)1 = 1√
ζ + η

K(ζa, ζb, ~A, ~B)K(ζc, ζd, ~C, ~D)F1(T )

(ss|ss)2 = 1√
ζ + η

K(ζa, ζb, ~A, ~B)K(ζc, ζd, ~C, ~D)F2(T )

(ss|ss)3 = 1√
ζ + η

K(ζa, ζb, ~A, ~B)K(ζc, ζd, ~C, ~D)F3(T )

(ss|ss)4 = 1√
ζ + η

K(ζa, ζb, ~A, ~B)K(ζc, ζd, ~C, ~D)F4(T )

Sigue ....
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Y también:

(pis|ss)1 = (Pi −Ai)(ss|ss)1 + (Wi − Pi)(ss|ss)2

(spj |ss)1 ≡ (pjs|ss)1 Bj → Aj

(pis|ss)2 = (Pi −Ai)(ss|ss)2 + (Wi − Pi)(ss|ss)3

(spj |ss)2 ≡ (pjs|ss)2 Bj → Aj

(pis|ss)3 = (Pi −Ai)(ss|ss)3 + (Wi − Pi)(ss|ss)4

(pis|pks)1 = (Qk −Ck)(pis|ss)1 + (Wk −Qk)(pis|ss)2 +

+
δik

2(ζ + η)
(ss|ss)2

(pipj|ss)1 = (Pj −Bj)(pis|ss)1 + (Wj − Pj)(pis|ss)2 +

+
δij
2ζ

[

(ss|ss)1 − ρ

ζ
(ss|ss)2

]

(pipj|ss)2 = (Pj −Bj)(pis|ss)2 + (Wj − Pj)(pis|ss)3 +

+
δij
2ζ

[

(ss|ss)2 − ρ

ζ
(ss|ss)3

]

(pipj|pks)1 = (Qk − Ck)(pipj|ss)1 + (Wk −Qk)(pipj|ss)2 +
δik

2(ζ + η)
(spj|ss)2 +

δjk
2(ζ + η)

(pis|ss)2
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Orbitales d on s y p

(dijs|ss)0 = (Pj −Aj)(pis|ss)0 + (Wj − Pj)(pis|ss)1 +

+
δij
2ζ

[

(ss|ss)0 − ρ

ζ
(ss|ss)1

]

(dijpk|ss)0 = (Pk −Bk)(dijs|ss)0 + (Wk − Pk)(dijs|ss)1 +

+
δki
2ζ

[

(pjs|ss)0 −
ρ

ζ
(pjs|ss)1

]

+

+
δkj
2ζ

[

(pis|ss)0 −
ρ

ζ
(pis|ss)1

]

(dijdkl|ss)0 = (Pl −Bl)(dijpk|ss)0 + (Wl − Pl)(dijpk|ss)1 +

+
δkl
2ζ

[

(dijs|ss)0 −
ρ

ζ
(dijs|ss)1

]

+

+
δil
2ζ

[

(pjpk|ss)0 −
ρ

ζ
(pjpk|ss)1

]

+

+
δjl
2ζ

[

(pipk|ss)0 −
ρ

ζ
(pipk|ss)1

]

(dijs|pks)0 = (Qk − Ck)(dijs|ss)0 + (Wk −Qk)(dijs|ss)1 +

+
δki

2(ζ + η)
(pjs|ss)1 +

δkj
2(ζ + η)

(pis|ss)1
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(dijs|pkpl)0 = (Ql −Dl)(dijs|pks)0 + (Wl −Ql)(dijs|pks)1 +

+
δlk
2η

[

(dijs|ss)0 −
ρ

η
(dijs|ss)1

]

+

+
δli

2(ζ + η)
(pjs|pks)1 +

δlj
2(ζ + η)

(pis|pks)1

(dijs|dkls)0 = (Ql − Cl)(dijs|pks)0 + (Wl −Ql)(dijs|pks)1 +

+
δlk
2η

[

(dijs|ss)0 −
ρ

η
(dijs|ss)1

]

+

+
δli

2(ζ + η)
(pjs|pks)1 +

δlj
2(ζ + η)

(pis|pks)1

(dijpk|pls)0 = (Ql − Cl)(dijpk|ss)0 + (Wl −Ql)(dijpk|ss)1 +

+
δli

2(ζ + η)
(pjpk|ss)1 +

δlj
2(ζ + η)

(pipk|ss)1 +

+
δlk

2(ζ + η)
(dijs|ss)1

(dijpk|plpm)0 = (Qm −Dm)(dijpk|pls)0 + (Wm −Qm)(dijpk|pls)1 +

+
δlm
2η

[

(dijpk|ss)0 −
ρ

η
(dijpk|ss)1

]

+

+
δmi

2(ζ + η)
(pjpk|pls)1 +

δmj

2(ζ + η)
(pipk|pls)1 +

+
δmk

2(ζ + η)
(dijs|pls)1
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(dijpk|dlms)0 = (Qm − Cm)(dijpk|pls)0 + (Wm −Qm)(dijpk|pls)1 +

+
δlm
2η

[

(dijpk|ss)0 −
ρ

η
(dijpk|ss)1

]

+

+
δmi

2(ζ + η)
(pjpk|pls)1 +

δmj

2(ζ + η)
(pipk|pls)1 +

+
δmk

2(ζ + η)
(dijs|pls)1

(dijpk|dlmpn)0 = (Qn −Dn)(dijpk|dlms)0 + (Wn −Qn)(dijpk|dlms)1 +

+
δln
2η

[

(dijpk|pms)0 −
ρ

η
(dijpk|pms)1

]

+

+
δmn

2η

[

(dijpk|pls)0 −
ρ

η
(dijpk|pls)1

]

+

+
δni

2(ζ + η)
(pjpk|dlms)1 +

δnj
2(ζ + η)

(pipk|dlms)1 +

+
δnk

2(ζ + η)
(dijs|dlms)1

(dijdkl|pms)0 = (Qm − Cm)(dijdkl|ss)0 + (Wm −Qm)(dijdkl|ss)1 +

+
δim

2(ζ + η)
(pjdkl|ss)1 +

δjm
2(ζ + η)

(pidkl|ss)1 +

+
δkm

2(ζ + η)
(dijpl|ss)1 +

δlm
2(ζ + η)

(dijpk|ss)1
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(dijdkl|pmpn)0 = (Qn −Dn)(dijdkl|pms)0 + (Wn −Qn)(dijdkl|pms)1 +

+
δmn

2η

[

(dijdkl|ss)0 −
ρ

η
(dijdkl|ss)1

]

+

+
δin

2(ζ + η)
(pjdkl|pms)1 +

δjn
2(ζ + η)

(pidkl|pms)1 +

+
δkn

2(ζ + η)
(dijpl|pms)1 +

δln
2(ζ + η)

(dijpk|pms)1

(dijdkl|dmns)
0 = (Qn − Cn)(dijdkl|pms)0 + (Wn −Qn)(dijdkl|pms)1 +

+
δmn

2η

[

(dijdkl|ss)0 −
ρ

η
(dijdkl|ss)1

]

+

+
δin

2(ζ + η)
(pjdkl|pms)1 +

δjn
2(ζ + η)

(pidkl|pms)1 +

+
δkn

2(ζ + η)
(dijpl|pms)1 +

δln
2(ζ + η)

(dijpk|pms)1

(dijdkl|dmnpr)
0 = (Qr −Dr)(dijdkl|dmns)

0 + (Wr −Qr)(dijdkl|dmns)
1 +

+
δmr

2η

[

(dijdkl|pns)0 −
ρ

η
(dijdkl|pns)1

]

+

+
δnr
2η

[

(dijdkl|pms)0 −
ρ

η
(dijdkl|pms)1

]

+

+
δir

2(ζ + η)
(pjdkl|dmns)

1 +
δjr

2(ζ + η)
(pidkl|dmns)

1 +

+
δkr

2(ζ + η)
(dijpl|dmns)

1 +
δlr

2(ζ + η)
(dijpk|dmns)

1
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(dijdkl|dmndrs)
0 = (Qs −Ds)(dijdkl|dmnpr)

0 + (Ws −Qs)(dijdkl|dmnpr)
1 +

+
δrs
2η

[

(dijdkl|dmns)
0 − ρ

η
(dijdkl|dmns)

1

]

+

+
δns
2η

[

(dijdkl|pmpr)0 −
ρ

η
(dijdkl|pmpr)1

]

+

+
δms

2η

[

(dijdkl|pnpr)0 −
ρ

η
(dijdkl|pnpr)1

]

+

+
δis

2(ζ + η)
(pjdkl|dmnpr)

1 +
δjs

2(ζ + η)
(pidkl|dmnpr)

1 +

+
δks

2(ζ + η)
(dijpl|dmnpr)

1 +
δls

2(ζ + η)
(dijpk|dmnpr)

1

No meree la pena expliitar qué terminos de orden superior se neesitan para el álulo de

las ERI's on funiones artesianas gaussianas s, p, d, pues, aparte de ser demasiado extensos,
no van a suministrar alguna informaión valiosa adiional. Sin embargo sí meree la pena tener

en uenta algunos aspetos deduidos de las expresiones anteriores y deduir una estrategia

reurrente de álulo. Partamos de un término (ab|cd)

De�niremos el �momento angular total� de (ab|cd) omo λ = λa + λb + λc + λd. Por
ejemplo, λ = 8 para el término (dijdkl|dmndrs).

Para alular (ab|cd) = (ab|cd)0 vamos a neesitar términos (aibi|cidi)ni
que umplen

que λi + ni ≤ λ, siendo λi < λ1 el �momento angular total� de (aibi|cidi). Los tér-

minos (aibi|cidi) se obtienen disminuyendo onseutivamente el momento angular λi,
i = a, b, c, d. Por ejemplo, para alular:

(pis|pks)0 = (Qk − Ck)(pis|ss)0 + (Wk −Qk)(pis|ss)1 +

+
δik

2(ζ + η)
(ss|ss)1

vamos a neesitar (pis|ss)0, (pis|ss)1, (ss|ss)0, (ss|ss)1 y (ss|ss)2

Luego paree que la pauta debe ser generar el su�iente número de (ss|ss)m, m =
0, 1, 2, ....N y a partir de ellos ir generando los (aibi|cidi)mi

orrespondientes a λi < N
y así obtener todos los términos (aibi|cidi)0
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En el aso de funiones artesianas gaussianas s, p, d, el término de mayor �momento

angular total� es (dijdkl|dmndrs), on λ = 8, luego habrá que partir del álulo de

(ss|ss)m, m = 0, 1, 2, ....8 y diseñar la estrategia rápida y e�iente para generar todo lo

demás





Apéndie H

Aproximaión estátia COHSEX en

una representaión loal

En este apéndie resumimos las euaiones que nos permiten utilizar la aproximaión GW

en una representaión loal. Comenzaremos on las euaiones (4.7) y (4.8) de la aproximaión

estátia COHSEX y la transformada de Fourier del potenial apantallado estátio W (~r,~r′):

W (~r,~r′, 0) =
1

Ω

∑

~G, ~G′

∫

BZ
d3~q · ei·(~q+ ~G)·~r ·W ~G, ~G′(~q, 0) · e−i·(~q+ ~G′)·~r′

ΣSEX(~r,~r′) = −
∑

~k′,m≤F

φ
m,~k′

(~r) · φ∗
m,~k′

(~r′) ·W (~r,~r′, 0)

ΣSEX
n,~k

= < n,~k|ΣSEX(~r,~r′)|n,~k >=
∫

d3~r · d3~r′ · φ∗
n,~k

(~r) · ΣSEX(~r,~r′) · φ
n,~k

(~r′)

ΣSEX
n,~k

= − 1

Ω

∑

~G, ~G′

∑

~k′,m≤F

∫

BZ
d3~q ·W ~G, ~G′(~q, 0) ·

∫

φ∗
n,~k

(~r) · ei·(~q+ ~G)·~r · φ
m,~k′

(~r) · d3~r ·

∫

φ∗
m,~k′

(~r′) · e−i·(~q+ ~G′)·~r′ · φ
n,~k

(~r′) · d3~r′

todas las integrales son nulas, a menos que se umpla la ondiión

~k′ = ~k − ~q:

ΣSEX
n,~k

= − 1

Ω

∑

~G, ~G′

∑

m≤F

∫

BZ
d3~q ·W ~G, ~G′(~q, 0) ·

∫

φ∗
n,~k

(~r) · ei·(~q+ ~G)·~r · φm,~k−~q(~r) · d
3~r ·

∫

φ∗
m,~k−~q

(~r′) · e−i·(~q+ ~G′)·~r′ · φ
n,~k

(~r′) · d3~r′

171
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ΣSEX
n,~k

= − 1

Ω

∑

~q, ~G, ~G′,m≤F

< n,~k|ei·(~q+ ~G)·~r|m,~k − ~q > ·

W ~G, ~G′(~q, 0)· < m,~k − ~q|e−i·(~q+ ~G′)·~r′ |n,~k >

ΣSEX
n,~k

= − 1

Ω

∑

~q, ~G, ~G′,m≤F

∑

~G′′

< n,~k|ei·(~q+ ~G′)·~r′ |m,~k − ~q > ·

ǫ−1
~G, ~G′′

(~q, 0) · V ~G′′, ~G′
(~q)· < m,~k − ~q|e−i·(~q+ ~G′)·~r′ |n,~k >

on:

v ~G, ~G′(~q) =
4π · e2

Ω · |~q + ~G|2
· δ ~G, ~G′ =

1

Ω
· V ~G, ~G′(~q)

y por tanto:

ΣSEX
n,~k

= −
∑

~q, ~G, ~G′,m≤F

< n,~k|ei·(~q+ ~G)·~r|m,~k − ~q > ·

ǫ−1
~G, ~G′

(~q, 0) · v ~G′, ~G′
(~q)· < m,~k − ~q|e−i·(~q+ ~G′)·~r′ |n,~k >

de la misma forma:

ΣCOH
n,~k

=
1

2Ω

∑

~q, ~G, ~G′,m

< n,~k|ei·(~q+ ~G)·~r|m,~k − ~q > ·

[

W ~G, ~G′(~q, 0) − V ~G, ~G′(~q)
]

· < m,~k − ~q|e−i·(~q+ ~G′)·~r′ |n,~k >

ΣSEX
n,~k

=
1

2Ω

∑

~q, ~G, ~G′,m

∑

~G′′

< n,~k|ei·(~q+ ~G)·~r|m,~k − ~q > ·

·
[

ǫ−1
~G, ~G′′

(~q, 0)− δ ~G, ~G′′

]

· V ~G′′, ~G′(~q)· < m,~k − ~q|e−i·(~q+ ~G′)·~r′ |n,~k >

=
1

2

∑

~q, ~G, ~G′,m

< n,~k|ei·(~q+ ~G)·~r|m,~k − ~q > ·

[

ǫ−1
~G, ~G′

(~q, 0)− δ ~G, ~G′

]

· v ~G′, ~G′(~q)· < m,~k − ~q|ei·(~q+ ~G′)·~r′ |n,~k >

y siguiendo los mismos pasos que en el apéndie A.2:

< n,~k|ei·(~q+ ~G)·~r|m,~k − ~q > =
∑

i,j,α,β, ~R

[

Cn
i,α(

~k)
]∗

· Cm
j,β(

~k + ~q) · e+i·(~k−~q)·(~τj−~τi+~R) ·

Bi,α,j,β,~ρ(~q + ~G)

on ~ρ = ~τj − ~τi + ~R y donde:

Bi,α,j,β,~ρ(~q + ~G) = ei·
~G·~τi ·

∫

φ∗α(~r) · ei·(~q+
~G)·~r · φβ(~r − [~τj − ~τi + ~R]) · d3~r
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el vetor Bs se relaiona on el vetor As de�ndido en el apéndie A.2 por medio de la euaión:

B∗
i,α,j,β,~ρ(~q +

~G) =

[

ei·
~G·~τi ·

∫

φ∗α(~r) · ei·(~q+
~G)·~r · φβ(~r − [~τj − ~τi + ~R]) · d3~r

]∗

B∗
i,α,j,β,~ρ(~q +

~G) = e−i· ~G·~τi ·
∫

φα(~r) · e−i·(~q+ ~G)·~r · φ∗β(~r − [~τj − ~τi + ~R]) · d3~r

φ∗α y φ∗β son funiones reales y por tanto:

B∗
i,α,j,β,~ρ(~q +

~G) = e−i· ~G·~τi ·
∫

φ∗α(~r) · e−i·(~q+ ~G)·~r · φβ(~r− [~τj − ~τi + ~R]) · d3~r = Ai,α,j,β,~ρ(~q + ~G)

si de�no s ≡ i, α, j, β, ~R y ~ρs ≡ ~τj − ~τi + ~R:

< n,~k|ei·(~q+ ~G)·~r|m,~k − ~q >=
∑

s

[

Cn
i,α(

~k)
]∗

· Cm
j,β(

~k − ~q) · ei·(~k−~q)·~ρs ·A∗
s(~q + ~G) (H.1)

y de�no C̃n,m
s (~k, ~q) ≡

[

Cn
i,α(

~k)
]∗

· Cm
j,β(

~k − ~q) · ei·(~k−~q)·~ρs
la expresión (H.1) queda:

< n,~k|ei·(~q+ ~G)·~r|m,~k − ~q >=
∑

s

C̃n,m
s (~k, ~q) · A∗

s(~q +
~G) (H.2)

También hemos demostrado que:

ǫ−1
~G1, ~G2

(~q, ω) = δ ~G1, ~G2
+ v(~q + ~G1) ·

∑

s1,s2

As1(~q +
~G2) · Ss1,s2(~q, ω) ·A∗

s2(~q +
~G1)

donde v(~q + ~G) = 4π · e2/(Ω · |~q + ~G|2)

En la aproximaión estátia COHSEX tenemos que el valor esperado de la autoenergía Σ
en el estado propio |n,~k >, es la suma de dos ontribuiones:

Σ
n,~k

= ΣSEX
n,~k

+ΣCOH
n,~k

ΣSEX
n,~k

= −
∑

m≤F

∑

~G1, ~G2,~q

< n,~k|ei·(~q+ ~G1)·~r|m,~k − ~q > ·ǫ−1
~G1, ~G2

(~q, 0) ·

·v(~q + ~G2)· < m,~k − ~q|e−i·(~q+ ~G2)·~r′ |n,~k >

y

ΣCOH
n,~k

=
1

2

∑

m

∑

~G1, ~G2,~q

< n,~k|ei·(~q+ ~G1)·~r|m,~k − ~q >
[

ǫ−1
~G1, ~G2

(~q, 0) − δ ~G1, ~G2

]

·

·v(~q + ~G2)· < m,~k − ~q|e−i·(~q+ ~G2)·~r′ |n,~k >
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de la expresión (H.2) para < n,~k|ei·(~q+ ~G)·~r|m,~k − ~q > puedo poner:

ΣSEX
n,~k

= −
∑

m≤F

∑

~G1, ~G2,~q

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) ·A∗

s1(~q +
~G1) · ǫ−1

~G1, ~G2

(~q, 0)

·v(~q + ~G2) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
· As2(~q +

~G2)

ΣSEX
n,~k

= −
∑

m≤F

∑

~G1, ~G2,~q

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · A∗

s1(~q +
~G1) ·

·
[

δ ~G1, ~G2
+ v(~q + ~G1) ·

∑

s3,s4

As3(~q +
~G2) · Ss3,s4(~q, 0) · A∗

s4(~q +
~G1)

]

·

·v(~q + ~G2) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
· As2(~q +

~G2)

ΣSEX
n,~k

= −
∑

m≤F

∑

~G1, ~G2,~q

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) ·A∗

s1(~q +
~G1) · δ ~G1, ~G2

· v(~q + ~G2) ·

·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
·As2(~q +

~G2) +

+C̃n,m
s1 (~k, ~q) ·A∗

s1(~q +
~G1) · v(~q + ~G1) ·

·
∑

s3,s4

As3(~q +
~G1) · Ss3,s4(~q, 0) · A∗

s4(~q +
~G2) ·

·v(~q + ~G2) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
· As2(~q +

~G2)

ΣSEX
n,~k

= −
∑

m≤F

∑

s1,s2,~q

C̃n,m
s1 (~k, ~q) ·

[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
·

·




∑

~G1, ~G2

A∗
s1(~q +

~G1) · δ ~G1, ~G2
· v(~q + ~G2) · As2(~q +

~G2)





+
∑

s3,s4

C̃n,m
s1 (~k, ~q)




∑

~G1

A∗
s1(~q +

~G1) · v(~q + ~G1) · As3(~q +
~G1)



 ·

·Ss3,s4(~q, 0) ·

·




∑

~G2

A∗
s4(~q +

~G2) · v(~q + ~G2) ·As2(~q +
~G2)



 ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

por de�niión, Vs,s′(~q) es la matriz eletrostátia:

Vs,s′(~q) ≡
∑

~G

A∗
s(~q + ~G) · v(~q + ~G) ·As′(~q + ~G)
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y por tanto:

ΣSEX
n,~k

= −
∑

m≤F

∑

s1,s2,~q

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · Vs1,s2(~q) ·

[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

+
∑

s3,s4

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · Vs1,s3(~q) · Ss3,s4(~q, 0) · Vs4,s2(~q) ·

[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

ΣSEX
n,~k

= −
∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q)

(

Vs1,s2(~q) +
∑

s3,s4

Vs1,s3(~q) · Ss3,s4(~q, 0) · Vs4,s2(~q)
)

·

·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

si ahora de�no la matriz ΣSEX
s,s′ (~q, ω) omo:

ΣSEX
s,s′ (~q, ω) = Vs,s′(~q) +

∑

s3,s4

Vs,s3(~q) · Ss3,s4(~q, 0) · Vs4,s′(~q)

la expresión de la autoenergía queda expresada de una forma senilla:

ΣSEX
n,~k

= −
∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣSEX

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

el álulo de la parte ΣCOH
n,~k

es simmilar y más fáil porque basta eliminar de las expresiones

anteriores la δ ~G1, ~G2
, añadir un fator −1/2 y extender la suma todas las bandas:

ΣCOH
n,~k

=
1

2

∑

~q,m

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

donde:

ΣCOH
s,s′ (~q, 0) =

∑

s3,s4

Vs,s3(~q) · Ss3,s4(~q, 0) · Vs4,s′(~q)

Además es fáil ver que se umple la siguiente relaión:

ΣSEX
s,s′ (~q, 0) = Vs,s′(~q) +

∑

s3,s4

Vs,s3(~q) · Ss3,s4(~q, 0) · Vs4,s′(~q)

= Vs,s′(~q) + ΣCOH
s,s′ (~q, 0)
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De forma general Σ
n,~k

= ΣSEX
n,~k

+ΣCOH
n,~k

:

Σ
n,~k

= −
∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣSEX

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
+

+
1

2

∑

~q,m

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

= −
∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣSEX

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
+

+
1

2

∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
+

+
1

2

∑

~q,m>F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

= −
∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) ·

{
Vs1,s2(~q) + ΣCOH

s1,s2 (~q, 0)
}
·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
+

+
1

2

∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
+

+
1

2

∑

~q,m>F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

Σn,~k = −
∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · Vs1,s2(~q) ·

[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
−

−1

2

∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
+

+
1

2

∑

~q,m>F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗

si de�no la funión δn, la misma que para la funión de Green de partíula independiente (4.6)

δn =

{
+1 si n ≤ F
−1 si n > F

Σ
n,~k

= −
∑

~q,m≤F

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · Vs1,s2(~q) ·

[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
−

−1

2

∑

~q,m

∑

s1,s2

C̃n,m
s1 (~k, ~q) · ΣCOH

s1,s2 (~q, 0) ·
[

C̃n,m
s2 (~k, ~q)

]∗
· δn

esta última expresión expresa el valor de la aproximaión COHSEX estátia de la autoenergía

de las uasipartíulas en una representaión loal.



Apéndie I

Cálulo de la expresión de la potenia

de pérdidas

En este apéndie deduiremos la expresión de la potenia de pérdidas on un analisis

semilásio similar al que se hae en el artiulo de Saslow[71℄ y que utilizamos en la seión

5.3.

Supongamos partíula argada puntual (por ejemplo un protón Z1 = +1) se mueve a

través de un sólido perfeto. Comenzaremos por alular el trabajo que realiza la partíula

loalizada en

~Ro uando se mueve a través del sólido on veloidad ~v. En este aso, la densidad
de arga externa es:

ρExt(~r, t) = Z1 · δ(~r − ~Ro − ~v · t)

El ambio en la energía debido a un ambio en la distribuión de arga viene dado por:

δU =

∫

d3~r · φ(~r) · δρ(~r, t)

por lo tanto, el ambio por unidad de tiempo o potenia perdida es:

dU

dt
=

∫

d3~r · φ(~r) · ∂ρ(~r, t)
∂t

En nuestro aso estamos interesados solamente en la potenia de perdidas debida a la arga

induida por la arga externa:

dE

dt
=

∫

d3~r · φ(~r) · ∂ρ
Ind(~r, t)

∂t

También podemos omenzar el problema utilizando la expresión que plantean F. Flores, Ehe-

nique et al[65℄:

dE

dt
= −Z1 · ~v · ∇φInd(~r = ~Ro + ~v · t, t)

177
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Si pasamos la densidad de arga externa del espaio de las ~r al espaio de las ~q por transfor-
mada de Fourier:

ρExt(~q, ω) =

∫

d3~r · dt · e−i(~q·~r−ω·t) · ρExt(~r, t)

omo tratamos on un sólido periódio es mejor utilizar la notaión que ambia ~q → ~q + ~G
on ~q ∈ 1ZB y

~G vetor de red reíproa.

ρExt
~G

(~q, ω) =

∫

d3~r · dt · e−i[(~q+ ~G)·~r−ω·t] · ρExt(~r, t)

ρExt
~G

(~q, ω) =

∫

d3~r · dω · e−i[(~q+ ~G)·~r−ω·t] · Z1 · δ(~r − ~Ro − ~v · t)

ρExt
~G

(~q, ω) = Z1 ·
∫

dω · e−i[(~q+ ~G)·(~Ro+~v·t)−ω·t]

ρExt
~G

(~q, ω) = Z1 · e−i(~q+ ~G)·~Ro ·
∫

dω · e−i[(~q+ ~G)·~v−ω]·t

ρExt
~G

(~q, ω) = 2π · Z1 · e−i(~q+ ~G)·~Ro · δ(ω − (~q + ~G) · ~v)
de la euaión de Poisson podemos relaionar el potenial reado por esta densidad de arga

externa:

φExt
~G

(~q, ω) =
4π

|~q + ~G|2
· ρExt

~G
(~q, ω)

ρExt
~G

(~q, ω) =
|~q + ~G|2

4π
· φExt

~G
(~q, ω)

y para el potenial total:

φTot
~G

(~q, ω) =
4π

|~q + ~G|2
·
[

ρExt
~G

(~q, ω) + ρInd~G
(~q, ω)

]

donde ρInd es la densidad de arga induida en el material por esa arga externa. El potenial

total se relaiona on el potenial externo por medio de la funión de pérdidas:

φTot
~G

(~q, ω) =
∑

~G′

ǫ−1
~G, ~G′

(~q, ω) · φExt
~G

(~q, ω)

φTot
~G

(~q, ω) =
∑

~G′

4π

|~q + ~G′|2
· ǫ−1

~G, ~G′
(~q, ω) · ρExt

~G
(~q, ω)

despejamos ahora la densidad de arga induida:

ρInd~G
(~q, ω) = −ρExt

~G
(~q, ω) + ρTot

~G
(~q, ω)

ρInd~G
(~q, ω) = −ρExt

~G
(~q, ω) +

∑

~G′

|~q + ~G|2

|~q + ~G′|2
· ǫ−1

~G, ~G′
(~q, ω) · ρExt

~G′
(~q, ω)
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ρInd~G
(~q, ω) =

∑

~G′

[

−δ ~G, ~G′ +
|~q + ~G|2

|~q + ~G′|2
· ǫ−1

~G, ~G′
(~q, ω)

]

· ρExt
~G′

(~q, ω)

en este punto, volvemos a la expresión de la potenia de perdidas:

dE

dt
=

∫

d3~r · φ(~r) · ∂ρ
Ind(~r)

∂t

pasando al espaio de las ~q + ~G y las ω:

dE

dt
=

∫

d3~r




1

16π4

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · dω · ei[(~q+ ~G)·~r−ω·t] · φTot

~G
(~q, ω)



 ·

∂

∂t




1

16π4

∑

~G′

∫

1ZB
d3~q′ · dω′ · ei[(~q′+ ~G′)·~r−ω′·t] · ρInd~G′

(~q′, ω′)





dE

dt
=

∫

d3~r




1

16π4

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · dω · ei[(~q+ ~G)·~r−ω·t] · φTot

~G
(~q, ω)



 ·

(−ω′ · i) ·




1

16π4

∑

~G′

∫

1ZB
d3~q′ · dω′ · ei[(~q′+ ~G′)·~r−ω′·t] · ρInd~G′

(~q′, ω′)





dE

dt
=

−i
(16π4)2

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · dω

∑

~G′

∫

1ZB
d3~q′ · dω′ · ω′ ·

φTot
~G

(~q, ω) · ρInd~G′
(~q′, ω′) ·

∫

d3~r · ei[(~q+ ~G)·~r−ω·t] · ei[(~q′+ ~G′)·~r−ω′·t]

dE

dt
=

−i
(16π4)2

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · dω

∑

~G′

∫

1ZB
d3~q′ · dω′ · ω′ ·

φTot
~G

(~q, ω) · ρInd~G′
(~q′, ω′) · e−iω·t · e−iω′·t

∫

d3~r · ei[(~q+ ~G)·~r · ei(~q′+ ~G′)·~r

dE

dt
=

−i
(16π4)2

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · dω

∑

~G′

∫

1ZB
d3~q′ · dω′ · ω′ ·

φTot
~G

(~q, ω) · ρInd~G′
(~q′, ω′) · e−i(ω+ω′)·t

∫

d3~r · ei[(~q+~q′+ ~G+ ~G′)·~r

dE

dt
=

−i
(16π4)2

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · dω

∑

~G′

∫

1ZB
d3~q′ · dω′ · ω′ ·

φTot
~G

(~q, ω) · ρInd~G′
(~q′, ω′) · e−i(ω+ω′)·t · (8π3) · δ(~q + ~q′) · δ( ~G + ~G′)
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dE

dt
=

−i
(2π)5

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · dω · dω′ · ω′ · φTot

~G
(~q, ω) · ρInd

− ~G
(−~q, ω′) · e−i(ω+ω′)·t

dE

dt
=

−i
(2π)5

∑

~G

∫

1ZB
d3~q · dω · dω′ · ω′ · e−i(ω+ω′)·t ·

∑

~G′

4π

| − ~q − ~G′|2
· ǫ−1

~G, ~G′
(~q, ω) · ρExt

~G′
(~q, ω) ·

∑

~G′′

[

−δ− ~G, ~G′′ +
| − ~q − ~G|2

| − ~q + ~G′′|2
· ǫ−1

− ~G, ~G′′
(−~q, ω′)

]

· ρExt
~G′′

(−~q, ω′)

dE

dt
=

−i
(2π)5

∑

~G, ~G′

∫

1ZB
d3~q · dω · dω′ · ω′ · e−i(ω+ω′)·t · 4π

|~q + ~G′|2
· ǫ−1

~G, ~G′
(~q, ω) · ρExt

~G′
(~q, ω) ·

∑

~G′′

[

−δ− ~G, ~G′′
+

|~q + ~G|2

| − ~q + ~G′′|2
· ǫ−1

− ~G, ~G′′
(−~q, ω′)

]

· ρExt
~G′′

(−~q, ω′)

omo

ρExt
~G

(~q, ω) = 2π · Z1 · e−i(~q+ ~G)·~Ro · δ(ω − (~q + ~G) · ~v)
tenemos que:

dE

dt
=

−iZ2
1

2π2

∑

~G, ~G′

∫

1ZB
d3~q · dω · dω′ · ω′ · e−i(ω+ω′)·t ·

1

|~q + ~G′|2
· ǫ−1

~G, ~G′
(~q, ω) · e−i(~q+ ~G′)·~Ro · δ(ω − (~q + ~G′) · ~v) ·

∑

~G′′

[

−δ
− ~G, ~G′′

+
|~q + ~G|2

| − ~q + ~G′′|2
· ǫ−1

− ~G, ~G′′
(−~q, ω′)

]

· e+i(~q− ~G′′)·~Ro · δ(ω′ + (~q − ~G′′) · ~v)

dE

dt
=

−iZ2
1

2π2

∑

~G, ~G′

∫

1ZB
d3~q · 1

|~q + ~G′|2
· e−i(~q+ ~G′)·~Ro · e+i(~q− ~G′′)·~Ro

∫

dω · e−iω·t · ǫ−1
~G, ~G′

(~q, ω) · δ(ω − (~q + ~G′) · ~v) ·

∑

~G′′

∫

dω′ · ω′ · e−iω′·t

[

−δ− ~G, ~G′′ +
|~q + ~G|2

| − ~q + ~G′′|2
· ǫ−1

− ~G, ~G′′
(−~q, ω′)

]

· δ(ω′ + (~q − ~G′′) · ~v)

dE

dt
=

−iZ2
1

2π2

∑

~G, ~G′

∫

1ZB
d3~q · 1

|~q + ~G′|2
· e−i(~q+ ~G′)·~Ro · e+i(~q− ~G′′)·~Ro

e−i(~q+ ~G′)·~v·t · ǫ−1
~G, ~G′

(~q, (~q + ~G′) · ~v) ·
∑

~G′′

[(−~q + ~G′′) · ~v] · ei(~q− ~G′′)·~v·t ·

[

−δ− ~G, ~G′′ +
|~q + ~G|2

| − ~q + ~G′′|2
· ǫ−1

− ~G, ~G′′
(−~q, (−~q + ~G′′) · ~v)

]
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dE

dt
=

−iZ2
1

2π2

∑

~G, ~G′, ~G′′

∫

1ZB
d3~q · 1

|~q + ~G′|2
· e−i(~G′′+ ~G′)·~Ro ·

e−i(~G′′+ ~G′)·~v·t · ǫ−1
~G, ~G′

(~q, (~q + ~G′) · ~v) · [(−~q + ~G′′) · ~v]
[

−δ− ~G, ~G′′ +
|~q + ~G|2

| − ~q + ~G′′|2
· ǫ−1

− ~G, ~G′′
(−~q,−(~q + ~G′′) · ~v)

]

dE

dt
=

−iZ2
1

2π2

∑

~G, ~G′, ~G′′

∫

1ZB
d3~q · 1

|~q + ~G′|2
· ei(~G′′− ~G′)·[~Ro+~v·t] ·

ǫ−1
~G, ~G′

(~q, (~q + ~G′) · ~v) · [(−~q + ~G′′) · ~v]
[

−δ− ~G, ~G′′
+

|~q + ~G|2

| − ~q + ~G′′|2
· ǫ−1

− ~G, ~G′′
(−~q,−(~q + ~G′′) · ~v)

]

despreiando los términos que van omo ǫ−1
~G, ~G′

· ǫ−1
~G, ~G′′

nos queda:

dE

dt
=

−iZ2
1

2π2

∑

~G, ~G′, ~G′′

∫

1ZB
d3~q · (−~q +

~G′′) · ~v
|~q + ~G′|2

· e−i(~G′′+ ~G′)·[~Ro+~v·t] ·

ǫ−1
~G, ~G′

(~q, (~q + ~G′) · ~v) ·
[

−δ− ~G, ~G′′

]

dE

dt
=
iZ2

1

2π2

∑

~G, ~G′

∫

1ZB
d3~q · (−~q −

~G) · ~v
|~q + ~G′|2

· e−i(− ~G+ ~G′)·[~Ro+~v·t] · ǫ−1
~G, ~G′

(~q, (~q + ~G′) · ~v)

y por último:

dE

dt
=

−iZ2
1

2π2

∑

~G, ~G′

∫

1ZB
d3~q · (~q +

~G) · ~v
|~q + ~G′|2

· ei(~G′− ~G)·[~Ro+~v·t] · ǫ−1
~G, ~G′

(~q, (~q + ~G′) · ~v) (I.1)





Apéndie J

Simetrías de la funión dielétria

Este apéndie expondremos las propiedades de simetría de la matriz dielétria y su in-

versa ǫ ~G1, ~G2
(~q, ω). Las propiedades de simetría de la matriz dielétria[89, 90℄ son muy útiles

fundamentalmente por dos razones:

Nos sirven para omprobar los programas, el diseño orreto de los mismos y ontrastar

los resultados.

Nos sirven para optimizar la programaión evitando álulos inneesarios y reduir el

tiempo de ejeuión de los programas.

En general tenemos que si {M |~τ} es un elemento del grupo espaial del ristal:

{M |~τ}~r =M (~r) + ~τ

si ~q un vetor de 1ZB,

~G1 y
~G2 dos vetores de la red reíproa, entones se umple:

ǫ ~G1, ~G2
(~q, ω) = ei·[

~G2− ~G1]·~τ · ǫM−1( ~G1),M−1( ~G2)(M
−1 (~q) , ω) (J.1)

o equivalentemente:

ǫ ~G1, ~G2
(~q, ω) = ei·[M( ~G1)−M( ~G2)]·~τ · ǫM( ~G1),M( ~G2)(M (~q) , ω) (J.2)

y lo mismo on la funión inversa ǫ−1
de ǫ

Para demostrar la equivalenia de estas propiedades partimos de la expresión general de

la funión de dielétria ǫ ~G1, ~G2
(~q, ω) para un ~q de 1ZB y unos

~G1 y

~G2 de la red reíproa,

(por simpliidad onsidero Ω = 1):

ǫ(~r,~r′, ω) =
∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(~q+
~G1)·~r · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω) · e−i·(~q+ ~G2)·~r′
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y su transformada de Fourier:

ǫ ~G1, ~G2
(~q, ω) =

∫

e−i·(~q+ ~G1)·~r · ǫ(~r,~r′) · ei·(~q+ ~G2)·~r′ · d3~r · d3~r′

esta funión al apliarle una operaión de simetría:

{M |~τ}~r =M (~r) + ~τ

debe umplir:

ǫ(~r,~r′, ω) = ǫ(M (~r) + ~τ ,M
(
~r′
)
+ ~τ , ω)

por tanto:

ǫ(M (~r) + ~τ ,M
(
~r′
)
+ ~τ , ω) =

∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(~q+
~G1)·(M(~r)+~τ) · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω) ·

·e−i·(~q+ ~G2)·(M(~r′)+~τ)

=
∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(~q+
~G1)·~τ · e−i·(~q+ ~G2)·~τ · ei·(~q+ ~G1)·M(~r) · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω) · e−i·(~q+ ~G2)·M(~r′)

=
∑

~q, ~G1, ~G2

ei·
~G1·~τ · e−i· ~G2·~τ · ei·(~q+ ~G1)·M(~r) · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω) · e−i·(~q+ ~G2)·M(~r′)

=
∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(
~G1− ~G2)·~τ · ei·(~q+ ~G1)·M(~r) · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω) · e−i·(~q+ ~G2)·M(~r′)

teniendo en uenta que el produto esalar en invariante bajo giro, podemos poner para la

operaión de simetría M sobre vetor de 1ZB ~q omo:
(

~q + ~G
)

·M (~r) =M−1
(

~q + ~G
)

· ~r

así tenemos:

ǫ(M (~r) + ~τ ,M
(
~r′
)
+ ~τ , ω) =

∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(
~G1− ~G2)·~τ · ei·M−1(~q+ ~G1)·~r · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω) · e−i·M−1(~q+ ~G2)·~r′

en el espaio de las ~q:

ǫ ~G′

1
, ~G′

2

(~q′, ω) =

∫

e−i·(~q′+ ~G′

1)·~r · ǫ(~r,~r′, ω) · ei·(~q′+ ~G′

2)·~r′ · d3~r · d3~r′

=

∫

e−i·(~q′+ ~G′

1)·~r · ǫ(M (~r) + ~τ ,M
(
~r′
)
+ ~τ , ω) · ei·(~q′+ ~G′

2)·~r′ · d3~r · d3~r′

ǫ ~G′

1
, ~G′

2

(~q′, ω) =

∫

d3~r · d3~r′ · ei·(~q′+ ~G′

2)·~r′e−i·(~q′+ ~G′

1)·~r ·



∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(
~G1− ~G2)·~τ · ei·M−1(~q+ ~G1)·~r · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω) · e−i·M−1(~q+ ~G2)·~r′
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ǫ ~G′

1
, ~G′

2

(~q′, ω) =
∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(
~G1− ~G2)·~τ · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω)

∫

d3~r · d3~r′ · ei·(~q′+ ~G′

2)·~r′e−i·(~q′+ ~G′

1)·~r · ei·M−1(~q+ ~G1)·~r · e−i·M−1(~q+ ~G2)·~r′

ǫ ~G′

1
, ~G′

2

(~q′, ω) =
∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(
~G1− ~G2)·~τ · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω)

∫

d3~r · d3~r′ · ei·[~q′+ ~G′

2
−M−1(~q+ ~G2)]·~r′ · e−i·[~q′+ ~G′

1
−M−1(~q+ ~G1)]·~r

ǫ ~G′

1
, ~G′

2

(~q′, ω) =
∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(
~G1− ~G2)·~τ · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω)

∫

d3~r′ · ei·[~q′+ ~G′

2−M−1(~q+ ~G2)]·~r′ ·
∫

d3~r · e−i·[~q′+ ~G′

1−M−1(~q+ ~G1)]·~r

ǫ ~G′

1
, ~G′

2

(~q′, ω) =
∑

~q, ~G1, ~G2

ei·(
~G1− ~G2)·~τ · ǫ ~G1, ~G2

(~q, ω)

δ
[

~q′ + ~G′
2 −M−1

(

~q + ~G2

)]

· δ
[

M−1
(

~q + ~G1

)

− ~q′ − ~G′
1

]

(J.3)

las funiones delta obligan a que se umpla:

~q′ + ~G′
2 = M−1

(

~q + ~G2

)

=M−1 (~q) +M−1
(

~G2

)

~q′ + ~G′
1 = M−1

(

~q + ~G1

)

=M−1 (~q) +M−1
(

~G1

)

Una soluión a estas euaiones puede ser:

~q′ = M−1 (~q)

~G′
1 = M−1

(

~G1

)

~G′
2 = M−1

(

~G2

)

(J.4)

o bien:

M
(
~q′
)

= ~q

M
(

~G′
1

)

= ~G1

M
(

~G′
2

)

= ~G2 (J.5)

Una primera posibilidad es sustituir (J.5) en la euaión (J.3) nos queda:

ǫ ~G′

1
, ~G′

2

(~q′, ω) = ei·[M( ~G′

1)−M( ~G′

2)]·~τ · ǫ
M( ~G′

1),M(~G′

2)
(M

(
~q′
)
, ω) (J.6)
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para que la notaión no quede �engorrosa� haemos el vetores de vetores:

~q′ −→ ~q

~G′
1 −→ ~G1

~G′
2 −→ ~G2

on este ambio:

ǫ ~G1, ~G2
(~q, ω) = ei·[M(~G1)−M(~G2)]·~τ · ǫM( ~G1),M( ~G2)(M (~q) , ω)

que es la expresión de la euaión (J.2).

La otra posibilidad es sustituir (J.5) en la euaión (J.3), en este aso nos queda:

ǫM−1( ~G1),M−1( ~G2)(M
−1 (~q)) = ei·(

~G1− ~G2)·~τ · ǫ ~G1, ~G2
(~q, ω)

si despejo la exponenial al primer miembro de esta última expresión:

ǫ ~G1, ~G2
(~q, ω)) = ei·(

~G2− ~G1)·~τ · ǫM−1( ~G1),M−1( ~G2)(M
−1 (~q) , ω)

que orresponde a la expresión de la euaión (J.1).

Las euaiones de simetría (J.1) y (J.2) para la funión dielétria son las mismas que

para su funión invesa:

ǫ−1
~G1, ~G2

(~q, ω) = ei·[
~G2− ~G1]·~τ · ǫ−1

M−1( ~G1),M−1( ~G2)
(M−1 (~q) , ω)

ǫ−1
~G1, ~G2

(~q, ω) = ei·[M( ~G1)−M(~G2)]·~τ · ǫ−1

M( ~G1),M( ~G2)
(M (~q) , ω)

Además de las propiedades de simetría de ǫ(~r,~r′, t) respeto de las variables espaiales

también tenemos las propiedades de simetría de la variable temporal o equivalentemente en

la freuenia.

ǫ ~G1, ~G2
(~q, ω) =

[

ǫ ~G1, ~G2
(~q,−ω)

]∗

ǫ−1
~G1, ~G2

(~q, ω) =
[

ǫ−1
~G1, ~G2

(~q,−ω)
]∗



Apéndie K

Ortogonalizaión de Lowdin.

En este apéndie trataremos el problema de la ortogonalizaión de base Bloh de orbitales

atómios loalizados. Para generar las funiones de onda del eletrón en el ristal partimos

de orbitales atómios loalizados normalizados, euaión (K.2), pero esto no signi�a que las

funiones de onda Bloh de la base sean unitarias y ortogonales veámoslo.

Si llamanos matriz de solape S a la matriz que de�ne la métria en la base Bloh:

Siα,jβ(~k) = < ~k, i, α|~k, j, β >

=
1

N

∑

~R1, ~R2

e−i ~k (~τi+~R1) e+i ~k (~τj+~R2) < i, α, ~R1|j, β, ~R2 >

=
1

N

∑

~R1, ~R2

e+i ~k (~τj−~τi+~R2−~R1) < i, α, ~R1|j, β, ~R2 > (K.1)

donde:

|~k, i, α > =
1√
N

∑

~R

ei
~k (~τi+~R) |i, α, ~R > (K.2)

< ~r|i, α, ~R >= φα(~r − ~τi − ~R) y < ~r|i, α >= φα(~r)

la integral del segundo miembro de la euaión (K.1) vale:

< i, α, ~R1|j, β, ~R2 > =

∫

d3~r φ∗α(~r − ~τi − ~R1) · φβ(~r − ~τj − ~R2)

si haemos el ambio de variable:

~r′ = ~r − ~τi − ~R1 y ~r = ~r′ + ~τi + ~R1 on d3~r = d3~r′

la integral queda:

< i, α, ~R1|j, β, ~R2 > =

∫

d3~r′ φ∗α(~r
′) · φβ(~r′ −

[

~τj − ~τi + ~R2 − ~R1

]

)

= (i, α|j, β,+~R2 − ~R1 − ~τi > (K.3)
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en la misma elda,

~R1 = ~R2, y en el mismo átomo base i = j el término de matriz (K.3) es

δα,β por que los orbitales atómios del mismo átomo están ortonormalizados sobre la misma

elda, pero en un aso general

~R1 6= ~R2 y/o i 6= j, estos elementos de matriz son no nulos. Lo

que si es ierto, es que uanto mayor es la distania entre eldas

~R1 y
~R2 (en Fireball: mayor

que de 2 vees el radio de orte rc) menor es el valor de la integral ya que el solapamiento

ente los orbitales φ∗α(~r − ~τi − ~R1) y φβ(~r − ~τj − ~R2) tiende a ero.

De la euaión (K.1) y (K.3) y de�niendo

~R omo

~R = ~R2 − ~R1:

Siα,jβ(~k) =
1

N

∑

~R1, ~R

e+i ~k (~τj−~τi+~R) (i, α|j, β, ~R − ~τi >

=
N

N

∑

~R

e+i ~k (~τj−~τi+~R) (i, α|j, β, ~R − ~τi >

=
∑

~R

e+i ~k (~τj−~τi+~R) (i, α|j, β, ~R − ~τi >

=
∑

~R

ei
~k (~τj−~τi+~R)

∫

φ∗α(~r) · φβ(~r − [~τj − ~τi + ~R]) d3~r (K.4)

Como ya hemos visto la integral de (K.4) tiende a ero uando

~R ree lo que nos permite

aproximar la matriz de solape a la suma en

~R menor que un determinado número de veinos

Nvec
:

Siα,jβ(~k) ∼=
∑

|~R|≤Nvec

ei
~k (~τj−~τi+~R)

∫

φ∗α(~r) · φβ(~r − [~τj − ~τi + ~R]) d3~r

además, si la matriz S es una métria debe ser hermítia:

Sjβ,iα(~k) =
∑

~R

ei
~k (~τi−~τj+~R)

∫

φ∗β(~r) · φα(~r − [~τi − ~τj + ~R]) d3~r

=
∑

~R

e−i ~k (~τj−~τi−~R)

[∫

φ∗α(~r − [~τi − ~τj + ~R]) · φβ(~r)
]∗

d3~r

=




∑

−~R

ei
~k (~τj−~τi+~R)

∫

φ∗α(~r) d
3~r · φβ(~r − [~τj − ~τi + ~R])





∗

=
[

Siα,jβ(~k)
]∗

Si los estados propios del Hamiltoniano son:

|n,~k > =
∑

i,α

Cn
i,α(

~k) |~k, i, α >
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la euaión de Shrödinger para un eletrón es:

H |n,~k > = En(~k) |n,~k > (K.5)

en la base Bloh la euaión (K.5) es:

∣
∣
∣Hiα,jβ(~k)−En(~k) · Siα,jβ(~k)

∣
∣
∣ = 0 (K.6)

donde:

Siα,jβ(~k) =
∑

~R

ei
~k (~τj−~τi+~R)

∫

φ∗α(~r) · φβ(~r − [~τj − ~τi + ~R]) d3~r (K.7)

Para resolver el determinante (K.6) se pueden utilizar distintos ténias pero nosotros

hemos optado por resolver la euaión de Shrödinger (K.5) ortogonalizando la base Bloh.

Existen varios métodos para el problema de la ortogonalizaión: Transformaión de Gram-

Shmidt, transformaión simétria, transformaión asimétria, transformaión anónia... En

nuestro aso hemos optado por la ortogonalizaión Löwdin por que es un método que onser-

va las simetrías del Hamiltoniano[91℄. La transformaión Lowdin[92℄ es una transformaión

simétria donde la matriz de ambio de base U es el inverso de la raíz uadrada de la matiz

de solape, es deir U = S
−1/2

Sean A {|i, α, ~R >A} y L {|i, α, ~R >L} dos representaiones, en prinipio, NO ortonormales

y sean S
A
i,α;j,β(

~k) y S
L
i,α;j,β(

~k) la matries de solape en dihas bases:

S
A
i,α;j,β(

~k) =A< α, i,~k|~k, j, β >A

S
L
i,α;j,β(

~k) =L< α, i,~k|~k, j, β >L

donde:

|~k, i, α >A=
1√
N

∑

~R

ei·
~k·(~τi+~R) · |i, α, ~R >A

|~k, i, α >L=
1√
N

∑

~R

ei·
~k·(~τi+~R) · |i, α, ~R >L

Lo que busamos es una matriz U que me transforma la base A en la base L:

|~k, i, α >L =
∑

j,β

Ui,α;j,β(~k) · |~k, j, β >A

para alular esta matriz U proponemos el siguiente álulo:

S
L
i,α;j,β(

~k) = L < α, i,~k|~k, j, β >L

=
∑

i′,α′;j′,β′

U∗
i,α;i′,α′ ·A < α′, i′, ~k|~k, j′, β′ >A ·Uj,β;j′,β′

=
∑

i′,α′;j′,β′

U∗
i,α;i′,α′(~k) · SA

i′,α′;j′,β′(~k) · Uj,β;j′,β′(~k)



190 K. Ortogonalizaión de Lowdin.

para failitar el álulo (quito la dependenia de

~k) y pongamos las expresiones en forma

matriial :

S
L = U∗ · SA · UT

(K.8)

si tomamos la siguiente desomposiión LOWDIN para las matries S
A(~k) y S

L(~k)

S
A =

(

S
1/2
A

)∗
·
(

S
1/2
A

)T

S
L =

(

S
1/2
L

)∗
·
(

S
1/2
L

)T

y la euaión (K.8) llegamos a:

(

S
1/2
L

)∗
·
(

S
1/2
L

)T
= U∗ ·

(

S
1/2
A

)∗
·
(

S
1/2
A

)T
· UT

(

S
1/2
L

)∗
·
(

S
1/2
L

)T
=

(

U · S1/2
A

)∗
·
(

U · S1/2
A

)T
(K.9)

y de la euaión (K.9) puedo identi�ar:

S
1/2
L = U · S1/2

A

despejando, la matriz de ambio de base U se puede alular omo:

U = S
1/2
L ·

(

S
1/2
A

)−1

además se umple que:

(

S
1/2
A

)−1
= S

−1/2
A

U = S
1/2
L · S−1/2

A

Como la base Löwdin queremos que sea ortonormal, tiene que umplirse que SL = I:

S
L
i,α;j,β(

~k) =L< α, i,~k|~k, j, β >L= δi,j · δα,β

y por tanto S
1/2
L = I. Así la matriz que me ambia de la base no ortogonal A a la base

ortonormal que llamamos de Löwdin es:

U = S
−1/2
A

Obsérvese que para alular U neesito la matriz S
−1/2

. Como S es una matriz ompleja

y hermítia existe una matriz ambio de base ompleja T que permite diagonalizarla. En la
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base en la que S es diagonal alulamos S
−1/2

elevando a −1/2 diretamente la diagonal y

por último on la operaión T−1
regreso a la base iniial. Así, el Hamiltoniano en la base

ortogonal Löwdin HL
en funión del Hamiltoniano no ortogonal HA

es:

HL =
(

S
−1/2
A

)∗
·HA ·

(

S
−1/2
A

)T

Surge una uestón por resolver ¾Qué pasa si en la diagonalizaión nos sale algún autovalor

negativo que nos impide elevar la diagonal a −1/2. Bien, eso es imposible pues S es una

métria (matriz de un produto esalar) y por tanto de�nida positiva. Lo que sí es posible

es que un álulo aproximado on un número determinado de veinos de S, euaión (K.5),

tenga algún autovalor negativo. Eso impliaría que esta aproximaión de S, on este número

de veinos, es insu�iente porque las funiones de onda atómias a estas distanias todavía

se solapan lo que signi�a un aoplamiento entre ellas. La soluión a este problema pasa por

añadir más veinos para disminuir el solape y por tanto el aoplamiento entre las funiones

de onda.

La funión dielétria y su inversa se alula en el formalismo de Hanke & Sham por medio

de las matries No
, V , V x

y S y su dimensión se determina según la euaión (1.58). Aabamos

de ver que esta dimensión está aotada inferiormente, pues hay un número mínimo de veinos

que neesitamos inluir para que la matriz ambio de base U = S
−1/2

este bien de�nida.

Tampoo tiene muho sentido inluir interaiones a muhos veinos porque esto aumenta

onsiderablemente la dimensión de estas matries. La soluión este problema varía on el

tipo de investigaión pero omo a nosotros nos interesa un buen omportamiento óptio del

sistema para determinar esta dimensión hemos onsiderado todas las interaiones a veinos

que garantien el umplimiento de las reglas de la suma, apítulo 2.4.





Apéndie L

Funión dielétria longitudinal.

En esta seión resuminos ómo se obtiene la funión dielétria longitudinal[87℄. Si un

ampo elétrio

~E es paralelo al vetor de onda ~q deimos que es un ampo longitudinal. El

aráter longitudinal del ampo elétrio implia que ∇× ~E = 0, y por lo tanto, que

~E es el

gradiente de un potenial esalar

~E = −∇ v y ∇ ~E = 4π e2 n. Cuando el ampo elétrio es

perpendiular al vetor de onda deimos que el ampo es transversal y se umple que∇ ~E = 0.

Si el ampo elétrio

~E varía muy lentamente en el espaio (límite de onda larga q → 0)
las omponentes longitudinales y transversales de la funión dielétria para ristales on

simetría úbia o, en general, para medios isótropos son iguales y por tanto podemos trabajar

equivalentemente on ualquier omponente. Nosotros trabajaremos on la funión dielétria

longitudinal porque tiene la ventaja de que los ampos derivan de un potenial esalar y no de

un potenial vetor lo que simpli�a el problema (para una derivaión de la funión dielétria

transversal véase [93℄).

De la euaión de Poisson para un ampo longitudinal tenemos:

∇ ~E = 4π e2 ntot ⇒ i~q ~E(~q, ω) = 4πe2 ntot(~q, ω) (L.1)

∇ ~D = 4π e2 next ⇒ i~q ~D(~q, ω) = 4πe2 next(~q, ω) (L.2)

donde next, nind y ntot = next+nind son las densidades eletrónias externa, induida y total

respetivamente. Utilizando las euaiones de Maxwell y las expresiones (L.1), (L.2):

next(~q + ~G, ω) =
∑

~G′

|~q + ~G| ǫL(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) |~q + ~G′| ntot(~q +
~G′, ω)

(~q + ~G′)2
(L.3)

next(~q+ ~G, ω) =
∑

~G′

|~q+ ~G| ǫL(~q+ ~G, ~q+ ~G′, ω) |~q+ ~G′| next(~q +
~G′, ω) + nind(~q + ~G′, ω)

(~q + ~G′)2
(L.4)

por simpliidad en la notaión, vamos a representar la parte longitudinal de la funión dielé-

tria ǫL simplemente omo ǫ. Multipliando por la inversa de la funión dielétria y usando
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la euaión de Poisson:

next(~q + ~G, ω) = (~q + ~G)2
vext(~q + ~G, ω)

4πe2

la densidad induida se puede poner omo:

nind(~q + ~G, ω) =
∑

~G′

[

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω)− δ ~G, ~G′

] |~q + ~G||~q + ~G′|
4πe2

vext(~q + ~G′, ω) (L.5)

tomando la derivada de la omponente de Fourier nind(~q+ ~G, ω) on respeto a vext, la inversa
de la funión dielétria mirosópia se puede expresar omo:

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′ +
4πe2

|~q + ~G|2
δnind(~q + ~G, ω)

δvext(~q + ~G′, ω)
(L.6)

forma similar, de la euaión (L.3), la euaión de Poisson para el potenial total y derivando

nind(~q + ~G) on respeto a vtot tenemos:

ǫ(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′ −
4πe2

|~q + ~G|2
δnind(~q + ~G, ω)

δvtot(~q + ~G′, ω)
(L.7)

Estas euaiónes permiten relaionar la polarizabilidad reduible (o también la funión res-

puesta de densidad densidad o arga arga o simplemente funión respuesta de densidad ) χ
y la polarizabilidad irreduible o propia P̃ que se de�nen omo:

χ(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =
δnind(~q + ~G, ω)

δvext(~q + ~G′, ω)
P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′, ω) =

δnind(~q + ~G, ω)

δvtot(~q + ~G′, ω)
(L.8)

si llamamos v(~q+ ~G, ω) = 4πe2/|~q+ ~G|2 a la transformada de Fourier del potenial de Coulomb,
las euaiones quedan:

ǫ(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′
− v(~q + ~G) P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′) (L.9)

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = δ ~G, ~G′
+ v(~q + ~G) χ(~q + ~G, ~q + ~G′) (L.10)

por último, ombinando estas dos últimas euaiones, deduimos la euaión Dyson que rela-

iona la funión de polarizabilidad reduible χ y la polarizabilidad propia P̃ :

χ(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) = P̃ (~q + ~G, ~q + ~G′, ω)+ (L.11)

+
∑

~G1, ~G2

P̃ (~q + ~G, ~q + ~G1, ω) v(~q + ~G1) χ(~q + ~G2, ~q + ~G′, ω)

Las euaiones generales (L.9) y (L.10) nos permiten alular las omponentes de Fourier de

la respuesta dieletria longitudinal y su inversa en funión de la transferenia de momento ~q
ausada por una perturbaión on freuenia ω y de periodiidad espaial

~G. Para alular la
omponente transversal de la funión dielétria ver el trabajo de Adler S.L. Adler[93℄.



Apéndie M

Funiones dielétrias mirosópia y

marosópia.

En este apéndie, vamos a ver la relaión entre funión dielétria mirosópia y maros-

ópia de un sistema periódio. La funión de respuesta de un sistema periódio a una esala

grande es homogénea y el ampo elétrio marosópio total tiene la misma periodiidad que

la perturbaión externa, sin embargo a esala atómia ampo elétrio total de mirosópio

tiene osilaiones rápidas y por lo tanto, es importante distinguir entre funión dielétria

marosópia y mirosópia. Formalmente la funión dielétria se esribe omo[87℄:

~E(~r, ω) =

∫

d3~r′ ǫ−1
mac(~r − ~r′, ω) ~Eext(~r

′, ω) (M.1)

aquí

~E y

~Eext son los ampos elétrios marosópios total y externo que están relaionados

por la funión dielétria marosópia ǫmac. La funión dielétria marosópia depende de

la diferenia de las posiiones por que desde el punto de vista marosópio el material se om-

porta omo homogéneo. El ampo elétrio mirosópio total

~Etot tiene grandes osilaiones

en la esala atómia y la funión dielétria ǫ mirosópia dependiente de ~r y t umple:

~Etot(~r, ω) =

∫

d3~r′ ǫ−1(~r,~r′, ω) ~Eext(~r
′, ω)

la funión dielétria marosópia sólo depende de la diferenia de posiiones, la euaión

(M.1) en el espaio de momentos es simplemente:

~E(~q, ω) = ǫ−1
mac(~q, ω) ~Eext(~q, ω) (M.2)

195



196 M. Funiones dielétrias mirosópia y marosópia.

además, la funión dielétria mirosópia es invariante bajo ualquier vetor traslaión de

red direta

~R y por tanto:

ǫ(~r,~r′, ω) =

∫
d3~q′

8π3
d3~q′′

8π3
ei~q

′~r ǫ(~q′, ~q′′, ω) e−i~q′′~r′

=

∫
d3~q′

8π3
d3~q′′

8π3
ei~q

′(~r+~R) ǫ(~q′, ~q′′, ω) e−i~q′′(~r′+~R)

=

∫
d3~q′

8π3
d3~q′′

8π3
ei(~q

′−~q′′)~R ei~q
′~r ǫ(~q′, ~q′′, ω) e−i~q′′~r′

= ǫ(~r + ~R,~r′ + ~R, ω) (M.3)

para que se umpla la euaión (M.3) ei(~q
′−~q′′)~R = 1, la diferenia entre ~q′ y ~q′′ debe ser un

vetor de red reíproa ~q′ − ~q′′ = ~G, o equivalentemente ei~q
′ ~R = 1 y ei~q

′′ ~R = 1 lo que implia

que ~q′ = ~q + ~G y ~q′′ = ~q + ~G′
, on ~q ∈ 1ZB, así:

~Etot(~q + ~G, ω) =
∑

~G′

ǫ−1(~q + ~G, ~q + ~G′, ω) ~Eext(~q + ~G′, ω)

La funión dielétria mirosópia debe ser una antidad diretamente aesible desde los

álulos ab initio. Con el �n de alular la funión dielétria marosópia vamos a relaionar

el ampo elétrio marosópio on el mirosópio promediando este último sobre el volumen

de la elda primitiva Ωo:

~E(~R, ω) =
1

Ωo

∫

Ω(~R)
d3~r ~Etot(~r, ω)

donde Ω(~R) representa la integraión sobre a elda primitiva loalizada en

~R, usando trasfor-
mada de Fourier:

~E(~R, ω) =
∑

~G

∫

1ZB

d3~q

8π3
~Etot(~q + ~G, ω)

1

Ωo

∫

Ω(~R)
d3~r ei(~q+

~G)~r

Si suponemos que el ampo externo varía en una esala de longitud de onda muho mayor

que las distanias atómias q << Gmin 6= 0, el término ei(~q+
~G)~r ≈ ei

~G~r
y:

~E(~R, ω) =

∫

1ZB

d3~q

8π3
~Etot(~q, ω)

1

Ωo

∫

Ω(~R)
d3~r ei~q~r +

∑

~G 6=0

∫

1ZB

d3~q

8π3
~Etot(~q + ~G, ω)

1

Ωo

∫

Ω(~R)
d3~r ei

~G~r

omo la longitud de onda asoiada a ~q varia muy lentamente en el espaio Ω(~R) podemos

suponer que la exponenial se mantiene onstante en diho espaio y ei~q~r ≈ ei~q
~R
y:

~E(~R, ω) =

∫

1ZB

d3~q

8π3
~Etot(~q, ω)

Ω(~R)

Ω
ei~q

~R
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~E(~R, ω) =

∫

1ZB

d3~q

8π3
ei~q

~R ~Etot(~q, ω) (M.4)

por otro lado:

~E(~R, ω) =
∑

~G

∫

1ZB

d3~q

8π3
ei(~q+

~G)~R ~E(~q + ~G, ω) (M.5)

omparando la euaión (M.4) y la euaión (M.5) vemos que la relaión entre ampo elétrio

total de marosópio y el mirosópio es:

~E(~q + ~G, ω) = ~Etot(~q, ω) δ ~G,0

omo el ampo externo

~Etot es marosópio:

~Eext(~q + ~G, ω) = ~Eext(~q, ω) δ ~G,0

la relaión entre el ampo total marosópio y el externo se puede esribir:

~E(~q, ω) = ~Etot(~q, ω) =
∑

~G′

ǫ−1(~q, ~q + ~G′, ω) ~Eext(~q, ω) δ ~G′,0 = ǫ−1(~q, ~q, ω) ~Etot(~q, ω) (M.6)

omparando de la euaión (M.2) y la euaión (M.6) la relaión entre la funión dielétria

mirosópia y marosópia es:

ǫ−1
mac(~q, ω) = ǫ−1(~q, ~q, ω)

ǫmac(~q, ω) =
[
ǫ−1(~q, ~q, ω)

]−1
(M.7)

en de�nitiva, la funión dielétria marosópia se alula:

1. Invirtiendo la matriz dielétria mirosópia ǫ ~G, ~G′(~q, ω) = ǫ(~q + ~G, ~q + ~G′, ω).

2. Tomando el elemento de matrix

~G = ~G′ = 0 de esa matriz inversa.

3. Y por último, invirtiendo el tensor 3×3 resultante.

para la funión dielétria longitudinal todos estos pasos se resumen en la euaión:

ǫLmac(ω) = ĺım
~q→0

1
[

ǫ−1
L (~q + ~G, ~q + ~G′, ω)

]

~G=0, ~G′=0

(M.8)

En materiales homogéneos a esala mirosópia (omo el gas de eletrones homogéneo, meta-

les...), los elementos no diagonales de ǫ−1
mac(~q+ ~G, ~q+ ~G′, ω) son ero y por tanto la inversión de

la matriz dielétria es equivalente a invertir la diagonal de la matriz, en este aso no tenemos

efetos de ampo loal y la funión dielétria marosópia se alula simplemente omo:

ǫmac(~q, ω) = ǫ(~q, ~q, ω)

sin embargo, para el resto de los materiales, los que los efetos loales no son despreiables y

la fórmula orreta para alular la funión dielétria marosópia es (M.7) y en el aso de

la funión dielétria marosópia longitudinal (M.8).
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