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Introduccion

Este proyecto de tesis comenzd como un trabajo sobre la funciéon dieléctrica y su inversa.
El objetivo era estudiar y conseguir un conjunto de programas capaces de calcular la fun-
cion dieléctrica y su inversa en sistemas extensos, sobre todo semiconductores, superficies y
que fuese posible generalizar a otros sistemas. Conocer la funcién dieléctrica o su inversa nos
permitiria estudiar y analizar no solo las propiedades 6pticas de distintos materiales, espec-
troscopia de fotoemision directa, emision y absorcion de luz, reflectividad,.. sino otro tipo de
fenémenos como por ejemplo la interacciéon del material con otras particulas, espectroscopia
de fotoemision inversa, potencia de pérdidas, efecto Auger, Channeling,..... El estudio de la
respuesta dieléctrica en materiales es un campo de investigacion muy importante e interesante
porque es el punto de partida de muchas otras aplicaciones practicas en microscopia, fibras
opticas, celdas solares, recubrimientos 6pticos, electrénica, laser, telecomunicaciones....etc.

En el planteamiento inicial nos proponiamos utilizar una representaciéon local para calcu-
lar la funcién dieléctrica y asi evitar el problema de la inversién de una matriz dieléctrica de
dimension infinita que surge si utilizamos una base de ondas planas. Nuestra intenciéon tam-
bién, era conseguir una serie de programas de calculo sin parametros ajustables o parametros
semiempiricos anadidos, o sea, un calculo desde primeros principios o “ab initio” y por este
motivo elegimos hacer nuestro estudio de la funcién dieléctrica en una representacion local
de orbitales atémicos. Las principales ventajas que presenta el uso de este tipo de bases es
que es relativamente sencillo y rapido incluir efectos de muchos cuerpos como el exciton y
que el formalismo teérico se puede generalizar de una forma natural a superficies y sistemas
extensos de mas baja dimensién, como por ejemplo, sistemas de dos dimensiones, nanotubos,..
o0 a sistemas no extensos como cluster, macromoléculas....

El marco tedrico de referencia necesario para el calculo de la funcién dieléctrica es la
teoria de respuesta lineal que, béasicamente, se puede desarrollar desde dos puntos de vista
diferentes, el funcional densidad dependiente del tiempo TDDFT]1] y la teoria de muchos
cuerpos MBT2].

La TDDFT completa y mejora la precision de un formalismo anterior ampliamente utiliza-
do por sus éxitos en el estudio de los sistemas materiales que es la teoria del funcional densidad
(DFT)[3]. La MBT es un formalismo muy potente basado en las funciones de Green y el con-
cepto de cuasiparticula que ha tenido un desarrollo muy importante por su precision. Cada
una de estas teorias tiene sus ventajas e inconvenientes, mientras que en la TDDFT(DFT)



el célculo es sencillo y se basa en funcionales de la densidad, tiene el inconveniente de que
el tratamiento del término de intercambio y correlacién requiere cierto grado de suposiciéon
y de aproximacion. Sin embargo, en la MBT todas las aproximaciones estin perfectamente
definidas por una serie de interacciones o diagramas de Feynman, aunque tienen el problema
de que en algunos casos se llega a expresiones de dificil implementaciéon o muy costosa.

Ante la eleccion de TDDFT o MBT nosotros hemos optado por un hibrido entre estas
dos teorias y nos hemos basado, fundamentalmente, en dos articulos pioneros de Hanke &
Shaml[4, 5] en los que se utiliza una representacion local para calcular la funcién dieléctrica y su
inversa, incluyendo efectos locales y excitonicos. Las principales novedades de este formalismo
se basan en que la parte de intercambio y correlacion se calcula relacionando este término
con los diagramas de interaccion de electréon-hueco de la MBT y en la resolucion local de
la ecuacion de Bethe Salpeter[6], ademas, la teoria Hanke & Sham tiene la ventaja de que
proporciona un método sencillo para incluir de manera natural mas interacciones de muchos
cuerpos en la respuesta dieléctrica, algo muy tutil que nos permite aumentar la precisiéon y
generalizar el método a otro tipo de sistemas.

Para obtener los orbitales atomicos que forman la base local usamos los orbitales Fireball
calculados con el programa Fileball[7| porque es un método muy répido en comparacion con
otros métodos basados en ondas planas y fundamentalmente porque permite utilizar bases
minimas de orbitales sp? o sp? doble con buenos resultados y porque su precision mejora
considerablemente si ampliamos la base con orbitales polarizados o orbitales d[8].

Los resultados de nuestro trabajo se aplicaron fundamentalmente a un cristal de Silicio,
ya que es un material muy bien estudiado y documentado donde podemos comparar nuestros
resultados con otros modelos y datos experimentales y porque es un material semiconductor
con un gap ni muy pequeno (tipo Germanio) ni excesivamente grande (tipo Diamante) que nos
permite ver la exactitud de las aproximaciones. Tanto en el articulo original del carbono de
Hanke & Sham[4] basado fundamentalmente en TDDFT, como el articulo[5] del Silicio basado
en MBT, se utiliza la resolucion local de la ecuacion de Bethe Salpeter para incorporar los
efectos excitonicos pero en ambos articulos hay dos aspectos que quedan sin desarrollar que
son:

= La correccién por la energia de la cuasiparticula.

= Kl caracter no local y dindmico del potencial apantallado.

En esta tesis también hemos profundizado en estos puntos, y hemos elaborado un método
general, dentro del formalismo en base local de Hanke & Sham, y basado en la teoria GW
para incluir los efectos de la autoenergia de la cuasiparticula. Ademés, hemos incluido los
efectos no locales y dinamicos del potencial apantallado, completando de este modo la teoria
de respuesta lineal de Hanke & Sham en una base local.

Debido al caracter local y “ab initio”, el conjunto de programas que hemos desarrollado
durante la tesis nos permite no sélo el célculo de la funcién dieléctrica para sistemas infinitos,
sino también para otro tipo de sistemas, ya que el formalismo es equivalente y facilmente



exportable, con algunas modificaciones, a otro tipo de sistemas. En este sentido, nuestro
codigo es similar a sofware de célculo cientifico basado en una base local y/o en ondas planas,
como por ejemplo, EXC[9], GPAW[10], Yambo|11] y SIESTA[12], aunque evidentemente no
son comparables ya que estos programas son mucho mas completos y generalistas porque
permiten deducir no solo la funcién dieléctrica, sino muchas otras propiedades del sistema.






Resumen

En esta tesis estudiamos el problema tedrico de la respuesta dieléctrica en cristales y
su aplicacion al Silicio. Esta funcién y su inversa normalmente se calculan en una base de
ondas planas por la rapidez de célculo y porque las expresiones en esta base son sencillas, sin
embargo, esta base plantea otro tipo de problemas, como por ejemplo, la convergencia de las
integrales o sumas en el espacio de momentos, la inversion de una matriz dieléctrica infinita,
y sobre todo, porque la base de ondas planas pierde todas sus ventajas cuando queremos
estudiar los efectos de muchos cuerpos, como efectos de campo local, excitones...etc o sistemas
con superficies, cluster....ect. La base de orbitales localizados resuelve estos problemas porque
permite incorporar de forma natural efectos de muchos cuerpos en sistemas muy variados con
mucho menos tiempo de calculo.

Nuestro punto de partida es el articulo de Hanke Dielectric theory of elementary excitations
in crystals|13| y los trabajos de Hanke & Sham para el Carbonol4| y el Silicio[5], después
hacemos un estudio general y “ab initio” de la respuesta dieléctrica basado en una base de
orbitales atémicos Fireball que incluye, tanto los efectos locales, como del excitéon Por ultimo
ampliamos algunos aspectos que los articulos de Hanke & Sham que quedan sin desarrollar,
como por ejemplo:

= Generalizacion de las expresiones Hanke & Sham para el caso de una base local de
orbitales dtémicos. Apéndice A.

= Aproximaciones para la matriz de atraccion electron-hueco. Apéndice B.

= Expresiones generales y exactas para el calculo de las interacciones de repulsién Coulom-
bianas en base local. Apéndice G.

= Célculo de la autoenergia en una representacion local. Capitulo H.

= Incorporacion aproximada de los efectos dindmicos. Seccion 3.2.

Para facilitar la organizacion y lectura de esta tesis todos los detalles de desarrollo de
expresiones, ampliaciéon de conceptos...etc. se han remitido a los apéndices del A al M y los
principales contenidos de la tesis se han organizado en tres grandes bloques:

= Fundamentos tedricos: En esta parte se exponen las principales teorias que desarollan
la respuesta dieléctrica: La teoria del funcional de la densidad dependiente del tiempo
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(TDDFT), la teoria de de muchos cuerpos (MBT) y por ultimo, el formalismo de Hanke
& Sham. Este bloque corresponde al capitulo 1.

= Método Fireball: En este bloque se analizan varias bases de orbitales atdémicos obtenidos
mediante Fireball y estudiamos cudl de ellas es la mas conveniente, tanto desde el punto
de vista de la estructura de bandas, como de las propiedades 6pticas. Capitulo 2.

» Aplicacion de la teoria al Silicio: En esta parte se presentan y analizan los resultados
de esta teorfa al estudio de las siguientes propiedades:
e La funcién dieléctrica y su inversa con efectos locales y excitonicos. Capitulo 3.
e La autonergia. Capitulo 4.

e La potencia de pérdidas. Capitulo 5.



Capitulo 1

Formulacion cuantica de la respuesta
dieléctrica.

1.1. Introduccion.

En este capitulo expondremos la formulacion cuantica de la respuesta dieléctrica utilizando
la aproximaciéon de particula independiente y analizaremos los principales métodos de célculo
de dicha respuesta: teoria del funcional densidad dependiente del tiempo (TDDFT), la teoria
de muchos cuerpos (MBT) y la aproximacion del campo autoconsistente de Hanke & Sham
que es un formalismo mezcla de los dos primeros.

Consideremos un sistema de muchas particulas, a temperatura T'= 0 K, y con un Hamil-
toniano independiente del tiempo H. Supongamos que perturbamos el sistema en ¢ = 0 con
un nuevo Hamiltoniano dependiente del tiempo H ¢rt(t). El cambio de primer orden en el valor
esperado del estado fundamental de un operador O(t) debido a H®*!(t) se puede expresar en
términos de los operadores de Heisenberg exactos del sistema de interaccién no perturbado
[2, 14], como:

. t
5<00)> = — / < GollOn (t), B ()lbo > i’ (1.1)
0

donde el subindice H indica la representaciéon de Heisenberg. En el caso de una temperatura
T la aproximacion de primer orden viene dado por|2]:

A {

t
§<O(t)> = h/o Tr{g[Op (t), HEF ()]} dt’ (1.2)

con g el operador estadistico. Nosotros estamos interesados en la respuesta electromagnética
de sistemas de electrones que interactiian con potenciales externos de tipo escalar o vector.
En el caso de un potencia escalar V% la densidad de carga que se deduce de la ecuacion (1.1)

11



12 1. FORMULACION CUANTICA DE LA RESPUESTA DIELECTRICA.

es:

§ < p(it) > = // (7,7, ) VU ) a3 at’ (1.3)

en donde y es la funcién respuesta densidad definida por:

X6 = =1 < dllp ), ()] > (14

La ecuacion (1.3) nos indica que la respuesta lineal de un operador p a una perturbacion
externa V' se puede calcular por medio de una integral en el espacio tiempo de una funcion
de correlaciéon de operadores exactos de Heisenberg. Para un potencial vector externo /T(F, t)
y las corrientes inducidas § < J(7,t) > tenemos una definicion similar:

5 < jz / / Z] ’t’ Aelt( /) d3,,:'/ dt/ (15)
en donde:
PRt 7 ) = =5 <wollJi(F ), I (7 )| > (1.6)

con J = (jo, jz, jy, jz) el cuadrivector formado por el operador densidad de carga jo y la
parte paramagnética del operador densidad de corriente en la representacion de Heisenberg
(Jas Iy, J2)-

La teoria de campos junto con la teorfa de perturbaciones en series de potencias de la
interaccion electron-electron |2, 15] nos permite estudiar la respuesta electromagnética de una
forma sistematica. Dentro de estas teorias, la mas sencilla corresponde a la aproximaciéon
Hartree o random phase approzimation (RPA), en la cual se supone que un electréon en un
potencial periédico se mueve independientemente del resto de los electrones, como si estuviese
sometido a un campo electrostatico medio generado por los iones y el resto de los electrones.
De esta forma podemos calcular la densidad de carga o de corriente debido a un potencial total
escalar o vector utilizando un sistema de electrones no interactuantes. Segin la aproximacion
RPA la ecuacion para la parte irreducible de la polarizacion de la respuesta lineal P vale:

Py(q+G.q+ G w) =Y <nKJi(7+G)n k+q>
n,n/,E
fn(];) - fn’(E‘f'@
En(k) — By (k + @) — hw — i0

<n k+qJi(q+ Gk > (17)

donde P;(q + C_j,cj’—l— G',w) es la transformada de Fourier de P;;(7,t,7,t') con respecto a
las coordenadas 7, 7 y el tiempo t — t'. |n k> representa el estado Bloch de particula
independiente de banda n, vector de onda k: energia E, (k:) y funcion de distribucion Fermi-
Dirac f,(x). El operador jo(q_‘) se define a partir del operador densidad p(q) = e @ y J;(q)
con i € {x,y, z} por medio del operador corriente:

1 . .
Ji(@) = m ( pe e pz-) (1.8)
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p es el momento del electron. Teniendo en cuenta la ecuacion de continuidad:

[o(0), H] = q-J(9) (1.9)
H es el Hamiltoniano de particula independiente del electron, y las ecuaciones (1.8) y (1.9) se
deduce la siguiente expresion general para la polarizabilidad propia en la aproximacion RPA:

Poo(q+G,q+ G w) =Y <nkl(g+G)- J(@+G)n' k+q>-

L
n,n' k

k) = fwr(E+ Q) ,
(Bulh) = Bur(R 4 @) = ho = i0) (Ea(R) = B (R + )2
<0 k+q(@+G)- J(@+G)n, k> (1.10)

Esta ultima ecuacién nos permite calcular la polarizabilidad propia y por tanto los campos
longitudinales por dos caminos equivalentes. El primero utiliza la densidad de carga y el poten-
cial escalar (formalismo carga-carga, ecuacion (1.7) con J; — jo) y el segundo las corrientes
y el potencial vector (formalismos corriente-corriente, ecuacion (1.10) con J — (Jg, Jy, Jz)
). Conocida la polarizabilidad propia la funciéon dielectrica y su inversa se calculan con las
ecuaciones, ver apéndice L:

((G+G.G+G w) = dg5—vG+G) P@+G,qi+@) (1.11)
e 7+G.q+Gw) = Sga+0@+G) x(a+G.q+C) (1.12)
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1.2. Teoria del funcional densidad dependiente del tiempo.

La teoria del funcional de la densidad dependiente del tiempo (TDDFT) generaliza el
formalismo del funcional de la densidad (DFT) a sistemas sometidos a potenciales dependien-
tes tiempo. Asi, si la DFT se basa en la solucion de la ecuacion de Schrodinger estética, la
TDDFT resuelve la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo:

.0 -
iU = HU()

La TDDFT se fundamenta en el teorema de Runge Gross[l] que generaliza el teorema de
Hohenberg y Kohn[3] al caso dependiente tiempo bajo condiciones suficientemente generales.
Este teorema nos dice que para un estado inicial dado, existe una correspondencia biunivoca
entre la densidad dependiente del tiempo n(7,t) y el potencial externo dependiente del tiempo
Vegt (7, ). El teorema de Runge Gross es fundamental en la TDDFT y juega el mismo papel que
el teorema de Hohenberg-Kohn en la DFT. Andlogamente al tratamiento estatico, la TDDFT
introduce ecuaciones de Kohn-Sham dependientes del tiempo, que trasforman la interaccién
de los electrones que se mueven bajo un potencial externo dependiente del tiempo vey¢(t)
en un sistema de electrones independientes que se mueven bajo un potencial efectivo vy (?)
también dependiente del tiempo.

O (7, h2 B - B B
L 1/}3(5 g _va2+veff[n] (7, 1) | (7, t) n(7t) =23 b (7 1)|* (1.13)

El potencial efectivo puede descomponerse como el potencial externo, maés el potencial Hartree
dependiente del tiempo, mas el potencial de intercambio y correlacién:

Vepf 0] (Tot) = Vegt (T, t) +vi [n] (7)1) + vge 0] (7 1) (1.14)

donde el potencial Hartree dependiente del tiempo se define como:

Pt
vit [n] (Ft) = e / FRUGEUNS / B v (7Y n(F 1) con  velF, ) =

Y Uz €s el potencial de intercambio correlacion que depende de la densidad n(7,t) e incluye
el resto de las interacciones electron-electron.

En general, es dificil calcular el término de intercambio correlaciéon, pero en el caso de
perturbaciones externas débiles podemos hacer aproximaciones razonables sobre la variacion
de este potencial con respecto a la densidad f,. y aplicar la teoria de respuesta lineal para
relacionar este potencial con la densidad.

Segun la teoria de respuesta lineal, si la perturbacion externa es débil en comparacion
con los campos eléctricos internos generados por los iones entonces la variacion de densidad
inducida es proporcional a la perturbacion aplicada. Si la funcion respuesta lineal x (7, 7, t—t')
nos describe el cambio de la densidad dn en 7 y t debido a un pequeno cambio de potencial
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externo dveg: en 7 y t' podemos poner:

Sn(Ft) = /dt/d?” ot — 1) vy (7, 1) (1.15)

R on(7,t)
X(’I",F/,t - t,) = m (].].6)

donde el nucleo x (7,7, t—t") es la funcion respuesta lineal y recibe el nombre de polarizabiliad
(reducible).

De la misma forma podemos definir la funcion de respuesta Kohn-Sham x5 (7,#,t —t),
como la funcién que nos describe la respuesta del sistema Kohn-Sham a un pequefio cambio
del potencial efectivo vesy [n]:

Sn(F.t) = /dt/ B A7 = 1) Svap5 (7 1)
o, _ on(7,t)
egp(T,1)

En el apéndice D vemos como se puede deducir un expresion para esta polarizabilidad

x5 utilizando las funciones de onda Kohn-Sham y teoria de respuesta lineal.

Si queremos que los resultados obtenidos con las funciones respuesta x y x*° sean iguales
estas dos funciones deben estar relacionadas. Para obtener esta relaciéon se introduce lo que
llamamos el nucleo de intercambio correlacion fi.:

Voo [0 + 01 (F 1) = vse 0] (7) / dt’ / B foo(F 7t — 1) on(i, 1)

e (7, )

Sn (1) (1.17)

fue o] (7,7t — 1)

n=no

Utilizando las ecuaciones (1.14), (1.15) y (1.17) llegamos a una ecuacion que nos relaciona
las dos funciones y y x*°:

/ dt’ / B (77t — 1) Svege (7, 1) =

/ at / G St — ) {Svea (7, 1) + S0 (7, 1) + Svae( @, )} (1.18)

aplicando la regla de la cadena:

dvg (7, ) dn(r,t1)
Sog (7, 1/ :/dtdt /d3*d3ﬁ ’ 7
v (7, ) 1 at2 AT On(71,t1) Vet (T2, t2)

= /dtl dtQ /d 7“1 d ’1”2 ’UC( ,?71) X(FI,FQ,tl — tg) 5Ue$t(772,t2) (1.19)

Vegt (772’ t2)
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5’U$C(’F/, t/) 5’!?,(’!71, tl)
on (71, 1) 0Vext (72, t2)

5ch(f¥,t,) = /dtl dtQ /d3fl d3F2 (5Uext(F2,t2)

= /dtl dtg /d3771 d3772 f$c(77,,771,t/ - tl) X(F17F2’t1 - t2) 5Ue$t(7727t2) (1'20)

y de las expresiones (1.18), (1.19) y (1.20) se llega a la ecuacién Dyson para x y x5 en el
espacio de frecuencias:

7 ES(7 7. w)+

/d3f'1 37 XKS(F, 1, w) [0e(F1, 7o) + fee(F1, T2, w)] x(Fa, 7,w)  (1.21)

X(7, 7 w) = x

+

o de forma reducida:

X = X4+ (ve + fae) X (1.22)

La funcién f,. no tiene un forma analitica definida, por este motivo se recurre a distintas
aproximaciones dependientes o independientes de la frecuencia, como por ejemplo, la aproxi-
macion de densidad local y adiabatica o LDA, f..(7,7,w) = A(F)d(F — 7), aproximacion
estatica y de largo alcance, f,.(7, 7, w) = a/|F — 7|....ect, pero la aproximacion mas sencilla
consiste en ignorar el efecto del intercambio y correlacion f,. = 0. Esta tltima aproximacion se
denomina aproximacion de fase aleatoria, random phase approzimation (RPA) o aproximacion
Hartree porque, solo contribuye el potencial Hartree dvy en la ecuacion (1.14).

Conocida la funcion f,. podemos calcular x con la ecuacion Dyson (1.22) y con esta
funcién y el potencial externo podemos calcular de forma autoconsistente n y v sy utilizando
la ecuacion de Schrodinger (1.13).

h2
~5 V2 Vear + Vir + Vae| i = Evii y n=2)  |uif? (1.23)
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1.3. Teoria de muchos cuerpos.

Aspectos generales de la Teoria de muchos cuerpos.

La teoria de de muchos cuerpos (MBT) es una alternativa muy elegante al tratamiento
DFT/TDFT y se basa, fundamentalmente, en el concepto de cuasiparticula y las funciones
de Green. La funcion de Green de una particula G(7,t1,7,t2) se define como:

Gt Tot) = =i < N,OIT [, )9 (71 1)] [N,0 >
= —i < N, 0|7, 0D (7o, t2)|N,0 > 0t — t2)
+i < N, O[T (7, t2)h (71, t1)|N,0 > O(ty — t1)

donde T es el operador de ordenacién temporal:

1[)(_’1,15 )QZJT(’FQ,tg) St t1 > to
t N

~ AT N _ 1
T [?X)(ﬁ,h)ﬂ) (Tl’tl)] —{ Dt (7o, ta)b(Fr,t1)  si ty <ty

0(t) es la funcion escalon de Heaviside, 0(t) = 1 parat > 0y 0 parat < 0y ¥, T son los
operadores de campo en la representaciéon de Heisenberg de aniquilaciéon y creacion, respecti-
vamente.

Segiin la teorfa de muchos cuerpos la funcién de Green de una particula bajo potencial v
verifica la ecuacion|2]:

[ii - ﬁo(ﬁ)] G(1,2) + i/d?) v(1%,3)G(1,3;2,3%) = 6(1,2) (1.24)
donde, Hy(7)) = —V2/2+ Vg v v(1,2) = 1/|7 — 7|0(t; — t2). Tengamos en cuenta que para
simplificar las expresiones hemos adoptado la notaciéon simplificada de Hedin, o sea:
1= (f,t1) y 17 =(,t1+n) donde n es un infinitesimal positivo
La funcion Go(1,3;2,3) de la ecuacion (1.24) es la funcion de Green de dos particulas:
Ga(1,3;2,3) = (i)> < N, O[T [ (71, 1) (P, 1) (7, t3) 00T (74, £4)] |V, 0 >

si nos fijamos en la ecuacion (1.24), podemos distinguir dos términos: uno que tiene interaccion
entre particulas, y otro que no la tiene:

i
oty

término NO interaccién término interaccion

[ 0 —ﬁo(m} G(1,2)+i/d3 v(11,3)G2(1,3:2,37) = 6(1,2)

Inicialmente podemos resolver, por distintos métodos, la parte de no interacciéon entre parti-
culas y aproximar:

[z‘a% - ﬁo(ﬁ)] Go(1,2) = 6(1,2)
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donde G, es la funcion de Green de particula independiente o funcién de Green libre. Con
esta aproximacion de orden cero para G podemos introducir, por métodos perturbativos, la
parte con interacciéon entre particulas.

Si Go(1,3;2,3) la funcién de Green de dos particulas definida como:
Ga(1,3;2,31)3(t] —t3) = i < N, O(71, t1) (P, 4 )T (7o, 2)0bT (5, £/ ) [N, 0 >

en primer orden de aproximacién, podemos suponer que cada particula se propaga de forma
independiente de acuerdo a las funciones de Green de una particula.

G2(1’3;2’3+)5(t1’— - t3) = G0(1?2)G0(3?3+) +G0(1?3+)G0(3? 2) 5(ti’— - t3) (125)

T. directo T. intercambio

el primer término del paréntesis de la ecuacion (1.25) se llama término directo, y el segundo
término de intercambio. Consideremos el término directo como una primera aproximacion
para la funcion de Green de dos particulas:

Go(1,3;2,37)8(tf — t3) = Go(1,2)Go(3,37)d(t] — t3)

en este caso la ecuacion (1.24) se convierte en:

{ [ia% — ﬁo(ﬁ)] + i/d3 v(1+,3)G2(3,3+)} G(1,2) = 6(1,2) (1.26)

la ecuacion (1.26) es equivalente al caso de una particula independiente bajo el potencial
i [d3v(1T,3)G2(3,3") que recibe el nombre de potencial Hartree:

V(1) = —z’/dS v(1%,3)G(3,37) :/M d>7s

|71 — 73]

{ {ia% _ ﬁo(m} + VH(l)} G(1,2) = 6(1,2)

En una segunda aproximacion consideramos los dos términos como la funcién de Green dos
particulas:

G2(1,3;2,37)8(t] —t3) = [Go(1,2)G0(3,37) + Go(1,37)Go(3,2)] 6(t] —t3)
asi, el término directo da el potencial Hartree y la ecuacion (1.24) se convierte en:

0

i~ Hy(7) — VH(l)] G(1,2) +i/d3 v(17,3)Go(1,37)G,0(3,2) = §(1,2) (1.27)
(31

el segundo sumando de la ecuacion (1.27) es operador de interaccion no local que corresponde
al término de intercambio que aparece en la aproximacion de Hartree-Fock.
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El siguiente nivel de aproximacién consiste en incluir la funcién de Green de tres particulas
y repetir el proceso. Si suponemos que resolvemos la serie infinita de ecuaciones para la funcion
de Green llegariamos a una solucion de la formal2]|:

z’a% — Ho(7) — V(l)} G(1,2) + i/dB 3(1,3)G(3,2) = 6(1,2) (1.28)

donde v(1) = vegt(1) + vy (1) con vere(1) es cualquier potencial externo que se anula en el
infinito y ¥ es el operador autoenergia, donde se incluye todos los efectos de interaccién entre
particulas.

Para entender el significado fisico del operador autoenergia, vamos a transformar la ecua-
cién (1.28) al dominio de la frecuencia:

[w — Hy(7) — V(71,w)| G(F, 7, w) — /d?’Fg X (7, 73,w)G (75, T2, w) = 0(1 —72)  (1.29)
en una notaciéon matricial:
w-I-H,-V]G-%G=1 = Gl'=w-I-H,-V-% (1.30)
si comparamos la ecuacion (1.30) con el caso de no interaccion (es decir, X =0y G = Gy):
Gl=w-I-H,-V

podemos escribir:
Gl=aG'-% (1.31)

los polos de la funcién G se desplazan en energia un cantidad ¥ con respecto a los polos de
G,. La ecuacion (1.31) también se puede escribir como:

G =G,+ GG

que se conoce como la ecuaciéon de Dyson para la autoenergia.

C

Figura 1.1: Diagramas de Feynman para la ecuaciéon Dyson de la autoenergia.

En el dominio del tiempo la ecuaciéon Dyson para la autoenergia, figura 1.1, se reduce a:

G,2) = G,(1,2) + /d3 44 G (1,3)5(3,4)G(3,4) (1.32)
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1

Definimos ahora la funcion dieléctrica inversa e+ como el cambio en el potencial V' debido

a una pequena variacion en el potencial externo dy:

_ SV (1
1(1,2) = V((Q))
)+ /d3 v S o) = V(1) — /d3 o(1,3)n(3)
V(1 —|—/d3v (1,3)n(3) = dp(1) = V(1) —/d3 o(1,3)0n(3)
e1(1,2) = §(1,2) +/d3v Z; = ¢(1,2) =48(1,2) —/d3 v(1,3) g"'j(?;)
~——
P(3 2) P(3,2)
11,2) = 5(1,2)+/d3 v(1,3) P(3,2) (1.33)
€(1,2) = 6(1,2) —/d3 v(1,3) P(3,2) (1.34)
donde P y P son la polarizabilidad reducible e irreducible respectivamente.
Definimos ahora el potencial apantallado de Coulomb W:
W(1,2) = /d3 e 1(1,3)v(3,2)
de las ecuaciones (1.33) y (1.34), figura 1.2:
W(l,2) = +/d3 d4 v(1,3)P(3,4)v(4,2)
Wa,2) = +/d3 d4 v(1,3)P(3,4) W (4,2) (1.35)

w v v v
NANS = @sssssse 4 ..--u-@ ...... .

Figura 1.2: Diagramas de Feynman para el potencial apantallado con la polarizabilidad reducible e irreducible.

La expresion de la polarizabilidad irreducible

() sG(L1T)
PLY =5 = v
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P(1,2) = i/dB d4 G(2,3) %%4) G(4,27)
—I'(3,4,1)
P(1,2) = —i/dS d4 G(2,3)I'(3,4,1)G(4,27) (1.36)

donde I' es la funcion vértice.
La funcién vértice también se puede escribir usando:

0G—1(1,2) oG 1(1,2)  9%(1,2)

o

r,2,3)=- awvE) o ave) | av()
I'(1,2,3) = 6(1,2)5(1,3) + %G@,ﬁx}(?, 5)T(6,7,3) d4 db d6 d7 (1.37)

Finalmente, llegamos a una expresién general para la autoenergia:

%(1,2) :i/G(1,4)W(1+,3)F(4,2,3) d3 d4 (1.38)

La solucién de las cinco ecuaciones que definen G, T, 15, W'y X resuelve el problema de
muchos cuerpos y reciben el nombre de ecuaciones de Hedin[16]. Las ecuaciones de Hedin se
suelen representar con un pentagono orientado en la que los vértices del pentdgono simbolizan
las magnitudes G, T, P, W y 2 y los lados representan las ecuaciones que relacionan dichas
magnitudes, figura 1.3.

Figura 1.3: Pentagono de Hedin.

Conocido el operador X y con la expresion (1.29) obtenemos una ecuacion de equivalente
a la ecuacion de Schrodinger del formalismo TDDFT, ecuacion (1.23):

v2
_7+%xt+VH+Z wn:En wn (1'39)
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donde el operador autoenergia sustituye al término de intercambio y correlacion de la
formulacion TDDFT.

Si en la teoria TDDFT el problema se reducia a calcular la funciéon f,. en la teoria
MB se reduce a calcular la autoenergia. Evaluar ¥ no es fécil, porque requiere resolver las
ecuaciones autoconsistentes de Hedin, por este motivo se recurre a diferentes aproximaciones.
La aproximaciéon més habitual es la aproximacion GW que resuminos en la siguiente seccion.

Aproximaciéon GW.

La aproximaciéon de primer orden que resuelve las ecuaciones de Hedin recibe el nombre
de aproximacion GW y consiste en resolver estas ecuaciones empezando con ¥ = 0 en la parte
superior del pentdgono de Hedin, figura 1.3.

Si ¥ = 0 y siguiendo el pentdgono de Hedin se deduce que la funcién de Green de una
particula G se reduce a la funcién de particula independiente G,.

G(1,2) = G,(1,2)
continuando con el pentdgono de Hedin, la funciéon de vértice I' se convierte en:
I'(1,2,3) =16(1,2)0(1,3)
y la polarizabilidad irreducible P se transforma en:
P(1,2) = —iG(1,2)G(2,1)

y finalmente, la autoenergia X se escribe:

(1,2) =iG(1,2)W(1,21)

Asi, en primera aproximacion, la autoenergia se calcula como el producto de G por W de
ahi el nombre de aproximaciéon GW. En este punto es importante recordar que ya conocemos
otra aproximacion para la autoenergia, la aproximacion Hartree-Fock que se calculaba con:

$(1,2) = iG(1,2)v(1,27)
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GW frente aproximacion Hartree-Fock

Interaccion de Coulomb apantallada Interacciéon de Coulomb
_ (<Mt —t) 3 _ O(ta—t1)
W(L,2) = [ —p=a— d'n v(1,2) = Ty
Autoenergia GW Autoenergia Hartree-Fock
Y=iGW Y=i1Gv

Y=iGuv+iG (W —v)
=%+ Z(w)

No local, No Hermitica y Dindmica No local, Hermitica y Estatica

Tabla 1.1: Comparativa entre autoenergias de las aproximaciones GW y Hartree-Fock

la diferencia entre estas dos aproximaciones reside en el potencial de interaccién. En la
aproximacion GW aparece el potencial de Coulomb apantallado, ecuacion (1.40a), y en la
Hartree-Fock simplemente el potencial de Coulomb, ecuacion (1.40b).

d(t1 —t2)

|71 — 73]

_1 — —
W (Fy, 72, w) :/M &7 (a) GRNE (b) (1.40)

|71 — 73]

La aproximaciéon GW para el potencial apantallado W es no local, no hermitica y dinamica
o dependiente del tiempo, mientras que la aproximacién Hartree-Fock es no local, hermitica
y estatica. Esto béasicamente quiere decir que en la aproximaciéon Hartree-Fock el sistema
responde de forma instantidnea al potencial externo, mientras que en la aproximacion GW el
sistema presenta cierta memoria.

Ecuacion de Bethe Salpeter (BSE).

Utilizando las ecuaciones de Hedin o la aproximacion GW para la autoenergia podemos
calcular las energias de excitaciones 'cargadas’, es decir, las energias de sistemas de electrones
en los que se anade o quita un electréon, pero, las excitaciones neutras como por ejemplo,
espectros Opticos y de pérdida de energia... se describen mejor con la ecuaciéon de Bethe
Salpeter[6]. En un experimento de absorcién éptica de un semiconductor, un fotén incidente
crea un par electron-hueco(de carga neutra) en el material que a su vez pueden interactuar
entre si para generar un estado ligado que llamamos excitén. La BSE nos permite calcular
esta energia de interacciéon entre estados excitados o la energia del excitéon y se representa por
medio del operador polarizaciéon o el propagador de dos cuerpos con el diagrama de Feynman
de la figura 1.4.
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s D

Figura 1.4: Ecuacién de Bethe-Salpeter para el propagador de dos cuerpos S.

donde el ntucleo de la interaccion I o autoenergia incluye todas las interacciones electron
hueco. El diagrama de la figura 1.4 es una ecuacién de cuatro puntos que se escribe como:

S(1,2,3,4) = S,(1,2,3,4) +5,(1,2,2/,1) I(1,2,3,4) S,(4,3,3,4)  (1.41)

donde S,(1,2,3,4) = G(2,4)G(1,3) con G la funcion de Green de una particula y si
despreciamos la correccidon por el vértice, I se puede aproximar por la energia de atracciéon
electron-hueco mas la de repulsiéon o intercambio no apantallado electréon-hueco, ver figura
1.5:

b)

\://
N

Figura 1.5: Interaccion irreducible I del electron hueco: a) Repulsion o intercambio no apantallado electron-
hueco, b) Atraccion electrén-hueco.

donde I vale:

1(1,2,3,4) = 6§(1,2)5(3,4)0(1,3) — 6(1,4)5(2,3)v°(1,2) (1.42)

Es importante destacar el caracter apantallado de la interaccion atraccion electron-hueco[17]
en la ecuacion (1.42) porque esto significa que es no local y dinamica.

En la teoria MB, la BSE se deduce de las ecuaciones Hedin como aproximacion de segundo
orden y juega el mismo papel que la ecuacion Dyson (1.22) de la teoria TDDFT cambiando
S,, S por X5 x v fze por v°. Esta equivalencia permite dar cierto significado a la funcion
nucleo y relacionar dicha funciéon con los diferentes diagramas de Feynman. Por tanto podemos
obtener la funcion nicleo si la despejamos de la ecuaciéon Dyson:

fee = (K =x = (1.43)
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donde x se obtiene con la la relacion x(1,2) = S(1,2,1,2) y resolviendo la BSE.

Si utilizamos una base de ondas planas para calcular f,. por este método nos encontramos
con serios problemas de precisiéon a la hora de seleccionar las ondas planas necesarias para
invertir y resolver la ecuacion (1.43). Estos problemas se resuelven si tomamos un namero muy
elevado de ondas planas, pero eso significa aumentar considerablemente el tiempo de céalculo.
Para evitar estos problemas de precision, Hanke & Sham proponen expresar x, y el resto de
los potenciales, en una base de orbitales localizados, y de esta forma resolver la inversion y
la ecuaciéon Dyson, utilizando expresiones matriciales sin perder precision. Este es un punto
fundamental del formalismo de Hanke & Sham que exponemos en la siguiente seccion.
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1.4. Teoria Hanke & Sham sobre la aproximacién de campo
autoconsistente.

Introduccioén.

La Teoria Hanke & Sham sobre la aproximaciéon de campo autoconsistente se presenta en
el trabajo de Hanke Dielectric theory of elementary excitations in crystals|13|, pero antes de
resumir los aspectos mas basicos de esta formulacion, vamos a recordar algunos conceptos de
MBT sobre la respuesta dieléctrica relacionados con esta teoria.

_ La matriz dieléctrica e(q+ é, q+ G ;w) descrita en términos de la polarizabilidad propia
P se define segun la ecuacion (1.11):

«(7+G,q+Gw) =d5a —v(@+G)- P((+G,q+CG;w) (1.44)
que de forma simplificada escribiremos como:
e=1—-v-P

donde v(q) = 4me®/(Q, ¢*) representa el potencial de Coulomb y €, el volumen de la celda
primitiva. En la ecuacion (1.44) la parte de la polarizabilidad propia P se calcula segun la
ecuacion (1.6) como:

PG+ G,i+ Giw) = Po(§+ G, 7+ G w)

y la inversa de la funcion dieléctrica e~! se define segiin la ecuacion (1.12) como:

<

NG+ G+ CGw) = dga+v@+E) X(@+G 7+ G w)

-t 1+v-x (1.45)

€

combinando la ecuaciones (1.44) y (1.45) se obtiene una ecuacion integral para la polarizabi-
lidad reducible x:

X(@+G,7+G5w) = P(@+G,q7+G5w)

Figura 1.6: Representacion de la ecuacion Dyson (1.46) para la de la polarizabilidad reducible x utilizando
diagramas de Feynman.
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La ecuacion (1.46) se representa con diagramas de Feynman por medio de la ecuacion
Dyson de la figura 1.6. En este diagrama, el primer término de la polarizacion propia representa
la polarizacion de pares electron hueco excitados directamente por el campo externo aplicado
y el segundo término contiene la parte de la polarizacién impropia o reducible debida a los
campos inducidos que se originan por la polarizacién del resto de los pares electron hueco.
Por tanto, la solucién autoconsistente al problema de la respuesta dieléctrica pasa por una
solucion iterativa de la ecuacién Dyson o por la suma de toda la series de diagramas de la
figura 1.7.

Figura 1.7: Suma de las series de diagramas soluciéon de la ecuacion Dyson (1.46) para la polarizabilidad
propia P.

En general, y a todos los ordenes de la teorfa de perturbaciones de la interaccién electron-
electron, la parte de la polarizaciéon propia para sistemas con simetria de traslaciéon y en una
base de funciones de onda Boch se puede poner como:

P+ G, q+ Cw) = Z Z < ng,E\e_i(‘7+é)F|n1,E+i> .

NN E g

m(ny, k+ q,no, E, ns, E/, n4, K+ @w)- < ny, K+ q_]ei(‘ﬂé/w\ng, K> (1.47)

en la aproximacion Hartree el nucleo m de la ecuacion (1.47) es el par electron-hueco sin
interaccion o diagrama de la burbuja figura 1.8(a):

77—(77/17 E + (fv na, E’ ng, ]g,’ nyg, ]g, + (j;éd) = 5711,7145712,7135];7]2/ : Wo(nl’ lj”: + q_: na, E, W) (148)

Ef(nlvg+®_f(n27g)

Wo(nl,E+(ﬁn2,E;w): N E (E—i—@ B (E)
ni - n2

donde N es el numero de celdas primitivas y f la funcién de ocupacion de Fermi-dirac.

Si resolvemos la ecuacion Dyson (1.46) para y, tomando como polarizacién propia P
la polarizacion Hartree, ecuacion (1.48), obtendremos la aproximacion RPA o aproximacion
Hartree dependiente del tiempo para la funcién dieléctrica.

Debido al principio de exclusion de Pauli, la aproximacion RPA es cualitativamente co-
rrecta en el caso de sistemas con altas densidades de electrones[18] porque en estos sistemas
los efectos de la energia cinética del electron dominan frente a la interacciéon de Coulomb, sin
embargo, éste no es el caso de las densidades tipicas en materiales solidos, como aislantes o
semiconductores en los cuales los efectos de intercambio y correlaciéon son importantes.
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(b) (c) (d)

Figura 1.8: Diagramas de polarizacion

Para incluir los efectos de intercambio en la polarizabilidad utilizamos la aproximacion
autoconsistente Hartree-Fock(HF). En esta aproximacion, la contribucion de intercambio es
la polarizaciéon de un par electrén-hueco, que interacciona repetidas veces con otros pares
electron-hueco via el potencial de Coulomb. En este caso, la polarizacion propia P debe incluir
ademés del diagrama de la burbuja, los diagramas escalera generados por las interacciones,
como las que se representan en la figura 1.8(c) y (d).

Los procesos de intercambio entre pares electron-hueco representados en los diagramas

figura 1.8(c) y (d) son atracciones efectivas de largo alcance que dan lugar a la formacion de
un exciton|17].

?'1111?‘5"17‘ 9 E
ni, k+4q e,k
e s
< P > — + ng, ¥ +§ ng, K
[ —1 | e |
na,.i"’”—i—tf n5,l_"" < P )
]
ng,_f::”Jqu 5 i

Figura 1.9: Ecuacion integral para la suma en escalera de los procesos de intercambio.

La suma de todos los términos escalera generados de esta forma se pueden representar en
la ecuacion integral de la figura 1.9 que nos da la siguiente ecuacion para m:

7 — 7 wn o - ~
W(n17k+Q7n27kun57k 7n67k +Q7w):
5n1,n65n2,n55]'€"]’€’// . 7To(nlu k+ q_:n27 k,W) - %ﬂ-o(nlu k+ q_:n27 k,W)

Z v(nla k+ (fv na, k) ns, k/a Ny, k/ + q_> : W(nﬁlv k/ + q_; ns, k/a ns, k//a neg, k// + q_; W)

n37n47kl
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donde la integral de intercambio Coulomb o de interaccion de Coulomb electron-hueco vale:

U(nlulz—i_ @n27E7n37E/7n47E/ + q) =

/dgF. ' 1/}:1,1,124-(7(77) ’ 77bnz,lZ(F,) ' U(F_ F,) ' w* K (F,) ’ ¢n4,E’+§(F) (1'49)

n3,k’
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Respuesta dieléctrica Hanke & Sham en una representacion local.

En esta seccion vamos a exponer el método propuesto por Hanke y Sham|4] [5] para
resolver las ecuaciones (1.44) y (1.45), incluyendo efectos locales y del exciton expresando la
funcion de onda del electrén como una combinacién lineal de orbitales localizados.

Electron | Hueco

Interaccién
Coulomb

(d)

Figura 1.10: Diagramas de polarizacion

En general, resulta dificil resolver las ecuaciones integrales (1.44) y (1.45) sumando sobre
todos los procesos de polarizacion e incluyendo todos los ordenes de interaccion de la figura
1.10. Solamente en el caso de un medio homogéneo o en el limite del electron libre estas series
se convierten en series geomeétricas que se pueden sumar para dar:

P
el=14+vy=140v ——
1—-v P

En este caso, la matriz e(§+G, §+G’; w) es diagonal en G y G y por tanto, se puede invertir
como si fuera un escalar. Sin embargo, para sistemas cristalinos en donde la periodicidad es
importante, la inversion de esta matriz infinita, o equivalentemente la resolucién de la ecuacién
Dyson (1.46) para x, es complicada. El problema fundamental reside en que en estos sistemas
los elementos no diagonales de matriz dieléctrica € son importantes y no se pueden despreciar
porque contienen, entre otras, toda la informacién sobre los efectos locales.

Para resolver este problema Hanke y Sham|4] 5] proponen tomar una base de funciones
de onda Bloch ﬂ)n’E(F) que sea combinacion lineal de orbitales localizados {¢, (7 — R)} y que
permita resolver la ecuacién Dyson en la base local por inversion directa, evitando de esta
forma el problema de la matriz infinita en é, G

En aras de una mayor sencillez y claridad, los detalles y el desarrollo de las expresiones
que vamos a ver en este capitulo se pueden consultar en los apéndices A y A.1.
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Si %, (™) es la funcién de onda propia, solucién de la ecuaciéon de Schrodinger del Hamil-
toniano de un electron:

H, o(7) = Bn(k) ¥, z(7)
b, 5 (7)) = — S CnR) - g, (7 - Ry (1.50)

V7Rl

donde N, es el nimero de celdas primitivas, ﬁl un vector de posicién atoémica y CZ"}(E) son
los coeficientes de la funciones propias. En principio, el conjunto de funciones {¢} que hemos
seleccionado no tienen por que ser funciones ortogonales, tan solo necesitamos que se cumplan
las propiedades de la transformacion unitaria de la ecuacion (1.50).

Utilizando las ecuaciones (1.50) y (1.47), la polarizacion se puede escribir en forma matri-
cial como, apéndice A.1:

P(q+G,i+Gw) = Y A7+ G) Nyy(qw) AL(G+G)

= A-N-AT (1.51)
AlG+C) = [ & o). FOT g7~ Ry (1.52)

)

Now(@w) = S [om®] - op 4 q) - E R i Ry

ni,n2 727
n3,n4 k.k

-

w1, + @ o, Fong, B, B 4+ Giw) - (Ol (R + @) CR(R) (1.53)

los indices s y s’ representan, simbolicamente, el conjunto de indices s = {v,u,l} y & =
{V/, 1/, I'}. El vector A, puede interpretarse como el factor de forma de una densidad de onda
generalizada u onda de densidad de carga y la matriz N, ¢ como la probabilidad mecanico
cuadntica de que una onda de densidad de carga s se acople con otra de densidad s’. En el
marco de la teorfa de muchos cuerpos N, » representa la funciéon de Green de dos cuerpos en
base local.

La base local permite obtener una expresion separable para la polarizabilidad propia,
ecuacion (1.51), y de esta forma el nacleo de la ecuacion Dyson (1.46) también es separable,
y por tanto, se puede resolver (ecuaciones (A.9,A.10,A.11) del apéndice A.1), dando como
resultado:

x = ASAT (1.54)
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donde la matriz S se define como:
st = NtV (1.55)

y donde la matriz electrostéatica V se define como V = AT v A y se calcula como, apéndice
A3:

Voo (@) = D ANG+G) - v(@+G) - Au(G+G')

G
- Ze—iq fion /d3F d37:¥ @Z)Z(F_ ﬁl - Rm) (bu(F_ Ro)
R
(i =) - ¢ () - G (7 — Ryr) (1.56)

Con la ecuacién Dyson resuelta podemos calcular la inversa de la funcién dieléctrica con las
ecuaciones (1.45) y (1.54):

—

N7+ G 7+ G w) =0ga +o(@+GC) Y AT+ G) Ssw(@w) AY(@+F)  (157)

por tanto, utilizando una representacion local de orbitales hemos conseguido convertir el
problema de inversion de la una matriz infinita e(¢'+ é, q+ G ,w) en la inversion de la matriz
S, ecuaciones (1.55) y (1.57), que tiene una dimension finita relacionada con la dimension de
la base local que se considera.

Si suponemos que nuestro sistema tiene IV, &tomos base por celda primitiva, que utilizamos
«; orbitales para representar al electréon en cada dtomo base y que p; es el numero de atomos
que interaccionan a n vecinos, la dimension de las matrices N, V y S es:

S:Za?~pi (1.58)

En la aproximaciéon Hartree la respuesta autoconsistente a una perturbacion externa se
obtiene mediante la interaccién de ondas de densidad con un peso determinado por la energia
del denominador de S~' = N=! — V' asi, S~! representa la energia generada por la perturba-
cién externa en el sistema electronico, N ! es la energia cinética y V la energia de interaccion
de Coulomb entre ondas de densidad. V se define, segin la ecuacion (1.56), sumando a todas
las celdas Ry, la interaccion de Coulomb entre una densidad carga fija p° en posicion R=0
con otra p™ en posicién ﬁm, ver figura (1.11). Si queremos incluir la interaccion intercambio y
correlacion en el esquema de Hanke & Sham basta con anadir a la interaccion de Coulomb la
interaccion de intercambio entre densidades p° y p"* reduciendo esta interacciéon en un factor
1/2 por el principio de exclusion de Pauli. La interaccion de Coulomb y la de intercambio
entre una densidades de carga surgen de una manera natural cuando hacemos un tratamiento
cuantico de muchos cuerpos del formalismo Hanke & Sham|5] ver seccion 3.2.
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R=0
Figura 1.11: Interacciéon de Coulomb entre densidades, matriz V
El nucleo la polarizaciéon propia 7 en la aproximacion RPA es el diagrama de la burbu-

ja, ecuacion (1.48). En este caso la matriz N es la polarizabilidad Hartree o RPA en una
representacion local es N° que segun la ecuacion (1.53) vale:

coqw) = > [032(1‘5)} O 4 q) - DR i) R
nl7n27];;
2 k _f (K . . B
N f'f‘bl(k—i—q—) {n2(k) — - [Cgll(k+®:| 017}/2(]{:) (1.59)
Enl(k + J) - En2(k) — W —1m

donde el 2 de la ecuacion (1.59) corresponde al spin del electron. La matriz de apantallamiento
local S~1 RPA se calcula de la ecuacion (1.55):

STt = (N -V (1.60)
S = N°[I-VN°! (1.61)

que contiene solamente las energias cinética N y la interacciéon de Coulomb V. La funcion
dieléctrica macroscopica RPA se calcula por inversion de la matriz S, ecuaciones (M.8) (1.57)
y por tanto incluye los efectos locales. A esta aproximacion la llamaremos RPA con efectos
locales (LE). Si queremos anadir el efecto del excitéon, ademés de considerar el diagrama de
la burbuja, debemos anadir a 7 una serie de diagramas escalera, que incluyen la interacciéon
de intercambio o de interaccion electron-hueco (diagrama c de la figura 1.10), y dan como
resultado para IV, ver apéndice A.1:

- - 1 - -
Now(@w) = Nog(@w) =5 D Nog(Tw) Vil (@) Nopw () (1.62)

51,82

donde N? es la aproximacion RPA para la polarizabiliad y V¥ es la matriz de intercambio o
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de interaccion electron-hueco, ver apéndice A .4:
VIlg) = > eidHe / &7 & - ¢ (F— Ry — Ro) - ¢ (7" — Ry) -
R,

V(=) - (i) - by (F — Ry) (1.63)

comparando las ecuaciones (1.63) y (1.56) es facil ver que V¥ es el "intercambio” asociado a
la interaccion V. De la ecuacion (1.62) se obtiene una expresion matricial para N:

N = N°[l+4V®N°] (1.64)
y de la ecuacion (1.55):
S = N°[1—(V—-3Vv® N ! (1.65)

por tanto, incluir el efecto del exciton en la respuesta dieléctrica Hanke & Sham es tan sencillo
como cambiar la matriz de interaccion Coulomb entre ondas densidades de carga de V en la
ecuacion (1.61) por V — 1V* ecuacion (1.65).

El formalismo Hanke & Sham se puede generalizar incluyendo méas diagramas en la po-
larizabilidad propia, figura 1.10. El resultado final de esta generalizacion se aproxima a un
potencial de intercambio correlacién apantallado que llamaremos V%, que comparado con la
ecuacion (1.63) se podria definir como: 7

1 R R o o
wo(@w) = o Y et / EPFEF - ¢ (F— By — Ro) - ¢ (F — Ry) -
o
R,

v (F = 7, w) - ¢ () - by (F — Ry) (1.66)
donde:
A3 47 €2
s(z A — 1.
v TLw) /dw,w) [ =7 67

asi, incluyendo este potencial apantallado y dindmico v® en la definicién del potencial de inter-
cambio V¥, podemos generalizar el formalismo Hanke & Sham para incluir todos los efectos
de intercambio y correlaciéon conservando todas nuestras expresiones, pero con el cambio:

Vs,s’(@ — Vs,s’(@ — 3 ;;SE/(q—; w)

Calcular V75 (q,w) en la ecuacion (1.66), no es una tarea fécil pues se necesita conocer
la funcién dieléctrica €, que es desconocida. La soluciéon a este problema pasa por utilizar
métodos recursivos o bien utilizar aproximaciones para funcion dieléctrica de la ecuacién
(1.67). Nosotros hemos optado por este segundo caso, pues es mas facil de implementar y
requiere menos tiempo de célculo, ver apéndice B.



Capitulo 2

Método Fireball. Pseudoorbitales y
estructura de Bandas del Silicio.

2.1. Aspectos generales del método Fireball

El método Fireball[7, 8] es un programa de dinamica molecular basado en la teoria del
funcional densidad (DFT) con pseudoorbitales atomicos localizados y el método tight-binding.
Este método es un avance con respecto a otros por su eficiencia computacional y su precision.
Los principales aspectos tedricos de Fireball son: la sustitucion del funcional de la densidad
autoconsistente Kohn-Sham por un funcional autoconsistente aproximado basado en las ocu-
paciones atomicas|[19, 20] y el uso de la teoria de los pseudopotenciales [21, 22, 23, 24| aplicada
a un conjunto de orbitales atémicos para resolver la ecuaciéon de Schrodinger de un electron.

Lppscudo 7’
- 4
1\ 4
r—¢ + +
- v Te r
7 \PN %
Vpscudo
4
4
4
VNZ 4
re
4

Figura 2.1: Potenciales reales y pseudopotenciales con sus correspondientes funciones de onda.

35
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El formalismo pseudopotencial sustituye el potencial real que actta sobre los electrones de
valencia por un potencial medio efectivo que incluye la interaccion con los nicleos atémicos y
los electrones de core. Esta aproximacion es razonable si tenemos en cuenta que los electrones
de core, desde el punto de vista quimico, son inertes y apenas intervienen en las principales
propiedades del material, como por ejemplo el enlace entre dtomos. Los pseudopotenciales
tienen la ventaja de que son potenciales més suaves que los potenciales reales y por tanto, el
namero de ondas planas o de orbitales localizados necesarios para describir las funciones de
onda de los electrones de valencia, es mucho menor, figura 2.1.

El ajuste de estos pseudopotenciales se suele realizar a partir de parametros que permitan
reproducir datos experimentales, o bien, por métodos ab initio. Fireball pertenece a este
segundo caso y utiliza pseudopotenciales construidos por métodos ab initio con el programa
fhi98PP[21]. Fireball define con estos pseudopotenciales una base de orbitales de tipo atémico
mediante un calculo atémico y la condicién de contorno de que dichos orbitales se hagan cero
a partir de un determinado radio corte r., figura 2.2. Los orbitales, asi formados, se llaman
orbitales Fireball y se pueden definir en la zona del espacio no nulo como:

pUemic () = Ry, i () - Yim (0, )

donde R, ;(r) es un componente radial e ¥;,,(f,¢) es la componente angular del orbital
Fireball.

= Orbital Fireball

08+ ——— Orbital atomo libre

0.6

0.4

o(Ir)

0.2

0.0

-0.2 4

0.4

» 4

r (au)

Figura 2.2: Comparacion del orbital 3p del atomo libre y del orbital Fireball del Silicio.

La eleccion de los radios de corte es un punto fundamental en el método Fireball[25], y
béasicamente debe hacerse de tal forma que los orbitales Fireball reproduzcan las principales
propiedades quimicas de los &tomos y ciertas magnitudes del cristal que vamos a estudiar
como por ejemplo, el pardmetro de red, el médulo de compresibilidad...etc.

Por dltimo, diremos que la base de orbitales Fireball supone una ventaja con respecto a
otras bases, porque esta base, junto con la autoconsistencia en las ocupaciones de los orbi-
tales, permite formular un método eficiente computacionalmente (por ejemplo, para realizar
simulaciones de dinamica molecular de materiales relativamente complejos) basado en que las
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interacciones necesarias para construir el Hamiltoniano y el solape son de corto alcance, y por
tanto, se pueden tabular para después usarlas directamente con un método de tabulacion-
interpolacion durante toda la simulaciéon. Por este motivo hemos elegido los orbitales Fireball
para el estudio de la funcion dieléctrica.

2.2. Fireball aplicado al Silicio: Base de orbitales y estructura
de bandas.

En esta seccion calculamos la estructura de bandas del Silicio utilizando el método Fireball

para tres bases de orbitales Fireball sp3, sp3d® y sp3s*p*3 con los siguientes radios de corte:

1. La base optimizada de orbitales atémicos sp® con los siguientes radios de corte para los
orbitales s y p, res = rep = 5.5 a.u.. |26, 25].

2. La base sp>d® con radios de corte 7., = 4.8 a.u., Tep = 9.2 a.U. Y Teqg = 9.4 a.u..

3. La base doble de orbitales s y p sp3s*p*® con radios de corte rq; = Tep = Test = Tep =

5.5 a.u.

En los tres casos hemos utilizado pseudopotentiales norm-conserving[21] para los electro-
nes del core y una aproximacion de densidad local (LDA) para el potencial de intercambio
correlacion|27]

La figura 2.3 representa la parte radial R, ;(r) de los orbitales Fireball del Silicio para las
tres bases consideradas y la figura 2.4 muestra la estructura de bandas del Silicio calculada
con Fireball para las tres bases.

Las bases sp® y sp3s*p*® dan un valor de 2.5 y 2.1 eV. para el gap del Silicio. Un resul-
tado demasiado grande si lo comparamos con célculos de ondas planas LDA (0.7 eV.)[28] y
experimentales 1.1 eV[29]. En general, la base doble sps*p*3 no mejora significativamente los
resultados de la base sp3. Aproximadamente el gap de la base sp3s*p*3 disminuye en relaciéon
a sp> en apenas medio €V, pero sigue siendo muy grande con respecto al experimental, casi
el doble. Ademas, y como veremos en el capitulo de las reglas de la suma, la base sp3s*p*3
sobrestima el namero de electrones por celda primitiva en aproximadamente 1.5 electrones
mientras que la base sp? lo subestima en 1 electréon. Esta diferencia en el nimero de elec-
trones por celda primitiva es un fallo importante porque como veremos en el capitulo 5 la
precision en este punto es fundamental para tener buenos resultados en el célculo de la po-
tencia de pérdidas el Silicio. Por el contrario, la estructura de bandas calculada con la base

sp3d® es significativamente mejor que la sp3 y sp3s*p*3:

» La base sp3d® proporciona unas bandas de valencia muy precisas, y bandas de con-
duccién con resultados de 0.25-0.30 eV. por encima de los resultados de ondas planas
LDA.
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Silicio

e R (1) base sp’d®
eessee R (r) base sp’d®
— — Ry(r) base sp’d®
0.8
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e R (r) base sp3
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; eseses R(r) base sp’s*p*
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0.0

0.5 -l

r(a.u.)

Figura 2.3: Parte radial R(r) de los orbitales Fireball del Silicio en las bases sp®, sp*d® y sp®s*p*®

= El gap de energia es de 1.0 ¢V, proximo al 0.7 eV. de los célculos de ondas planas y muy
cercano al resultado experimental de 1.1 eV.

= En el punto X el gap de energia es de 3.81 eV. que es bastante aproximado al calculado
con ondas planas 3.57 eV.

En el calculo de la respuesta dieléctrica y en las reglas de la suma para el limite de onda
larga aparecen elementos de matriz del tipo < i|z|j >, donde los estados i y j son los estados
s/s*, p/p* y d. Nos ha parecido interesante analizar cual de las tres bases es mas completa
utilizando la siguiente regla de clausura:

<i|2?|i >=<ilz-2li >= > <iilalj >< jl2]i > (2.1)
J
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spas*p*S sp

ﬁf
E
p7

/N

>
_5 — _5 \<
10 / ; -/

-
IS
<

E (eV)

N

7

L r X U,K r

=10 -

Figura 2.4: Estructura de bandas del Silicio con las bases sp®s*p*3, sp® y sp>d®

La precision en esta regla se puede utilizar como un indicador de la exactitud que podemos
tener cuando calculemos la funcién dieléctrica o las reglas de la suma.

En la tabla 2.1 mostramos los resultados de la ecuacion (2.1) para las tres bases. Salvo
para el caso < p.|z2|p. > los resultados para los orbitales son similares y confirman que la
base sp3s*p*3 no aflade mucha méas precisiéon que la base sp® y que la base sp3d® es una
representacion bastante mejor que los otros dos. Como podemos observar esta conclusion va
en la misma linea que los resultados de la estructura de bandas, figura 2.4 y las reglas de

la suma del capitulo 2.4. Por este motivo, y teniendo en cuenta que la base doble implica
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duplicar la dimension de la base sp? sin un aumento significativo de precisién, descartaremos
la base doble y nos centraremos en analizar y comparar los resultados con las bases sp® y

sp3d°.

<i|z|i > > <ilzlg ><jlzli >
A2 spPd  spd spPstpt
<s |2°ls >=161| 158 158  1.65
< po|2?|pe >=1.36 | 134 0.00  0.00
< ps|2?p. >=4.07 | 336 158  2.08
Tabla 2.1: Aplicaciéon de la ecuacién < i|z2]i >= >2; <ilzlj >< jlz|i > a las bases sp3, spPd® y sp3s*p*3.

Resultados en A?

La estructura de bandas y los orbitales Fireball son nuestro punto de partida en el forma-
lismo Hanke & Sham de la respuesta dieléctrica, capitulo 1.4. Para obtener dicha respuesta
necesitamos calcular las integrales de interaccion de Coulomb que definen las matrices V', V*
y la integral de solape. Estas integrales, ecuaciones (1.56) y (1.63) son integrales de dos, tres
y cuatro centros que se pueden resolver por el método recursivo de Obara y Saika, basado en
Orbitales Tipos Gaussianos (GTO), ver apéndice G.

IO 0,6) = N -rt- e .Y 1 (6,9)

Tabla 2.2: Coeficientes y exponentes del ajuste CGTO de la parte radial de los orbitales Fireball sp® del
Silicio

Orbital s Orbital p
¢ a; (au=?) Ci a; (au=?)
0.16255 0.16665 | 0.11623  0.15817
0.19579 0.36982 | 0.09012  0.37237
-0.28881  0.65290

e 3CGTO
— - Error

Rs(r)

—_—

~——— ——

e Fireball2004
e 2CGTO
— - Error

r(a.u.)

Figura 2.5: Silicio: Ajuste de la parte radial de los orbitales Fireball s y p a gaussinas cartesianas para la base

8p3

r(a.u.)
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Las funciones GTO tienen una convergencia mas lenta que las funciones Slater, sin em-
bargo, tienen una propiedad que hace que su uso sea mas simple y ventajoso a la hora de
calcular las integrales multicéntricas, el Teorema del producto de gaussianas: El producto de
dos gaussianas centradas en dos puntos del espacio A y B, se puede reducir a otra gaussianas
centrada en el segmento que une A y B.

oo (F=A)? =B (7=B)* _ . ,~(a+p) (F~Rap)’

donde: - .
_ B |- §|2 - aA+ BB
K = e a"rﬂ‘ RAB =
Y a+p
Este teorema permite reducir las integrales electrénicas a integrales de dos centros, y las
integrales de solape, a integrales de un solo centro. Las funciones GTO suelen expresarse
coordenadas cartesianas:

2
POTO(2,y,2) = N ale -yl - 2l .7

Asi, por ejemplo, para los orbitales atémicos s, p y d tenemos:

» Orbitales cartesiano tipos gaussiana s/s* (I = 0):

Sps(x,y, Z) — Ns . e—as.r2
» Orbitales cartesiano tipo gaussiana p/p* (I = 1):
_ 2
SOpy(xvyaz) Ny'y'€ Qpy, 7‘2
SOpz(x,y,z) = N, -z-e %"
Sopz (x7 y7 Z) - NI €T - e_apz '7'2
= Orbitales cartesiano tipo gaussiana d (I = 2):
SOdzy (3’,‘ Y, Z) N$y x-y- e*azy 7‘2
(pda:z(x y’Z) — N$23326 QgzT
SOdyz (I Y, Z) - Nyz “Y -z e QyzT 2
2(3j y,z) = N127y2 (xQ _y2) e Oz y2T
god?’z 2($ y,2) = Niyo2_p2-(2 22 — x? —92) e ¥3z2-2T

Por tanto para realizar las integrales multicéntricas aproximaremos los orbitales Fireball
a una combinacion lineal de GTO llamadas contracciones CGTO:

2 2 2
SO%%TO(%?/’Z) = N "= ,yny LNy (Cl e’ +cy- eTmT Lo CN - e INT )
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Tabla 2.3: Coeficientes y exponentes del ajuste CGTO de la parte radial de los orbitales Fireball sp>d® del
Silicio

Orbital s Orbital p Orbital d
Ci a; (au=?) Ci a; (au=?) Ci a; (au=?)
-3.96304  1.566903 | 0.52494  0.14898 | 0.30472  0.17741
1.98895  0.178723 | 0.55498  0.33241 | 0.67984  0.77212
2.53153  2.121040

1.2

0.8
e Fireball2004 1.0
e 2CGTO
— - Error

==« Fireball2004
= 2CGTO
— - Error

0.6 0.8

0.4 0.6

Rq(r)
Rp(r)

0.4
0.2
0.2

oo —— = - 0.0

e« Fireball2004
== 3CGTO
— - Error

Rs(r)

Figura 2.6: Silicio: Ajuste de la parte radial de los orbitales Fireball s, p y d a gaussinas cartesianas para las
base sp>d®

El ajuste de los orbitales Fireball tipo s se hizo con una contraccién de tres gaussianas
cartesianas mientras que para los p y los d se realizé con dos. En las graficas 2.5, 2.6 y las tablas
2.2, 2.3 mostramos los resultados de este ajuste para las bases sp3d® y sp? respectivamente.

Como se puede observar en estas graficas, el ajuste con dos gaussinas es lo suficientemente
preciso para los orbitales p y d pero para el orbital s se necesitaron hasta tres gaussianas,
porque su dependencia con r presenta un valor no nulo en r = 0.

Como es logico, las zonas proximas al radio de corte son las que peor se aproximan por
las CGTO, sobre todo para el orbital d. En cualquier caso, hemos comprobado que con este
numero de gaussinas, el grado de aproximaciéon de las integrales de interaccion y de solape es,
en el peor de los casos, menor que 6 %. Incluir méas gaussinas en el ajuste del orbital mejoraria
la precision de las integrales, pero incrementaria notablemente el tiempo de célculo.
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2.3. Base de estados Bloch para el Silicio.

En esta seccién vamos a especificar la base de estados Bloch que hemos utilizado para el
calculo de la funcién dieléctrica y su inversa, incluyendo los efectos locales y del exciton.

Representaremos con {|i, a, k >} a la base Bloch de orbitales atomicos localizados, que se
define como:

- 1 e s _ - _
i,k >= N > eRE o B> con  <ili,0,R>=¢.(F—7 - F) (2.2)
R

donde N es el namero de celdas primitivas, 7; con ¢ € {1,2,..} son las posiciones de los
distintos 4tomos base en celda primitiva, R es un vector de red directa y o € {s,p,d, f,...}
es el indice del orbital atémico. Por ejemplo, en el caso del Silicio nuestra base de orbitales
estaria formada con los orbitales atémicos 3s, 3p de la capa de valencia n = 3 para cada uno
de los dos atomos base 71 = (0,0,0)a, 7o =(1/4, 1/4, 1/4)a. En total tenemos 4 orbitales (uno
tipo s y los tres tipo p) por cada el &tomo base. La base Bloch sp? por tanto, estaria formada
por 8 elementos:

{|1)87E>7‘17p$?]2>7‘17pyvl;:>)|1)pz7E>)|2?87E>7‘27p$7lg>?|2)pyvlg>7‘27p2)%>}

donde, por ejemplo |2, p,, k > se calcularfa como:

< 72, py, k >=

-

R

Es importante destacar que la base Bloch (2.2) no es unitaria ni ortogonal, porque los
orbitales atémicos se solapan sobre todo en las celdas vecinas més proximas.

En principio, los orbitales {¢, } que aparecen en la ecuacion (2.2) son los orbitales Fireball,
y por tanto la estructura de bandas y las funciones de onda propias obtenidas en la base Bloch
{l7, o, k >} son las mismas que se han calculado con Fireball y que ya hemos analizado en
la seccién 2.2. Los orbitales Fireball se anulan a partir de un determinado radio de corte, sin
embargo, para resolver el problema de las integrales de interaccion Coulombiana tenemos que
aproximar estos orbitales una contraccion de Gaussianas que no se anulan fuera de r., ver
figuras 2.5 y 2.6.

Si queremos que los cdlculos de las matrices V' y V¥ sean coherentes con la estructura
de bandas Fireball tenemos que relacionar la base Bloch Fireball con la base Bloch calculada
a partir de la aproximacion CGTO de los orbitales Fireball, en otras palabras, tenemos que
hacer un cambio de base. En el apéndice K analizamos con mas detalle como hacemos este
cambio de base.

- —

Conocidas las energias F,, (k) y los coeficientes C}? (k) de las funciones propias en la nueva
base Bloch, el siguiente paso en la aplicacién del formalismo Hanke & Sham de la respuesta
dieléctrica es el calculo del vector A5(q+G) y las matrices N¢ ,(9), Vs (), Vi, (q), ecuaciones
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(1.59, 1.56, 1.63) y (1.52) respectivamente. La dimension de este vector y de estas matrices
se determina de acuerdo con la ecuaciéon (1.58):

Nat

=1

donde s representa la dimensiéon de las matrices N, V', V¥ y el vector A, la suma se realiza
sobre todos los 4tomos en celda primitiva Ny, «; es el namero de orbitales atémicos por cada
adtomo base y p; es el nimero de vecinos que interaccionan por atomo base. Por ejemplo, la
dimensién de estas matrices, en el caso del Silicio con una base de orbitales atémicos sp>d® y
con interaccién hasta terceros vecinos es:

s=92%x20+92%x29=2x9%x29=2x 81 x 29 = 4698

La tabla 2.4 detalla las posiciones atémicas, las coordenadas, el tipo de atomo, la distancia,
numero de vecinos y la dimensiéon s de las matrices en un material con simetria Diamante o
Zinc-Blende. En esta tabla, a representa la constante de red, el atomo tipo 1 corresponde a
al 4tomo base de coordenadas a(0,0,0) y tipo 2 al de coordenadas a(1/4, 1/4, 1/4).

Vecino  Distancia  Distancia Coordenadas Tipo de Némero Dimension s
NG aprox. Xa xa stomo  de atomos spd  sp3d®
0 0 0.00 (0,0,0) 1 1 32 162
1 Vg 043 (3,10 2 4 160 810
2 g 0.71 (0,3,3) 1 12 544 2754
3 Y, 0.83 (£,1.3) 2 12 928 4698
4 a 1.00 (1,0,0) 1 6 1120 5670
5 Y, 1.09 (1,3,3) 2 12 1504 7614
6 Vg 1.22 (1,3, 3) 1 24 2272 11502
7 Y2a 130 (3,L5)(3,33) 2 1244-16 | 2784 14094
8 V2a 1.41 0,1,1) 1 12 3168 16038
9 g 148 (1,2,3) 2 24 3936 19926
10 vy 1.58 (0,3,2) 1 24 4704 23814

Tabla 2.4: Propiedades geométricas de un material con simetria Diamante o Zinc-Blenda: Posiciones atémicas,
las coordenadas, el tipo de atomo, la distancia y nimero de vecinos y la dimension s. a representa la constante
de red, 1 el atomo base de coordenadas a(0,0,0) y tipo 2 al de coordenadas a(1/4, 1/4, 1/4).

Como podemos ver en la tabla 2.4 la dimension tipica de N°, V' y V¥ es del orden de 10° a
10*. Si bien es cierto que se pueden aplicar técnicas de paralelizacion y argumentos de simetria
(ver apéndice J) para acelerar el calculo de estas matrices, la verdad es que esta dimension
tan grande puede suponer un “cuello de botella” en los programas y un inconveniente del
formalismo Hanke & Sham si lo comparamos con la eficacia y rapidez del programa Fireball.
En cualquier caso, este método para calcular los efectos locales y exciténicos es mucho maés
rapido que un formalismo basado en ondas planas, donde las matrices son del orden de 106.
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Es posible reducir significativamente la dimensién s sin perder mucha exactitud si bus-
camos una situaciéon de compromiso entre el ntiimero de orbitales atémicos y el nimero de
vecinos, ecuacion (2.3). Podemos utilizar distintos criterios para encontrar dicha situacion de
compromiso pero, nosotros hemos optado por el siguiente:

= Numero de orbitales: tomar el suficiente ntmero de orbitales como para tener una buena
estructura de bandas (gap y transiciones més bajas principalmente) y ademés, que se
cumplan en toda la primera zona de Brillouin las reglas de la suma en la aproximacion
RPA, ecuacion (2.7). Los orbitales Fireball nos permiten tener una buena estructura de
bandas, con el minimo de orbitales. Este es el principal motivo por el que hemos elegido
orbitales Fireball en nuestro estudio.

= Namero de vecinos: tomar, al menos, el nimero minimo de interacciones que permita
calcular la inversion de la matriz de solape verificando las reglas de la suma. Esta
condicién es equivalente a considerar todas las interacciones entre atomos que sean
menores o del orden de 2 r., donde r. es el radio de corte medio de los orbitales Fireball.
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2.4. Reglas de la suma en Silicio

Las reglas de la suma|30, 18] o "f-sum rule” es un conjunto de ecuaciones muy utilizado
en el estudio de las propiedades Opticas de los materiales. Estas ecuaciones son el resultado
directo de la aplicacién de las relaciones de Kramers-Kronig a una funcién que describe los
procesos disipativos en el material a todas las frecuencias[31]. Dependiendo de la funcion
elegida podemos encontrarnos distintas expresiones equivalentes para la regla de la suma|32].
La primera de estas reglas utiliza la parte imaginaria de la funcion dieléctrica e:

/0 wImle(w)] dw = 3 wf, (2.4)

la segunda utiliza la parte imaginaria del indice de refraccion x:
o T
/ wImk(w)] dw = 1 wf, (2.5)
0
v la tercera utiliza la parte imaginaria de la funcion e~! o funcién de pérdidas:
o
/ wlIm [e_l(w)] dw = —- w, (2.6)
0

Aqui w, es la frecuencia de plasma wf) = 4mne?/m y n es la densidad de electrones. Cada
una de estas reglas se utiliza para el estudio de una determinada propiedad de la materia, por
ejemplo: Im [e(w)] es una medida de la disipacién de energia de una onda electromagnética,
Im [k(w)] mide la disminucion de amplitud de la onda electromagnética y I'm [¢ ! (w)] esta
relacionada con la pérdida de energia de una particula cargada. Despejando n de la ecuacion
(2.4):

=532 /O w Im[e(w)] dw (2.7)

deducimos que la densidad de electrones del sistema es una suma continua a todas las ener-
gias. Usando esta interpretacion de la ecuacion (2.7) podemos definir la densidad efectiva de

electrones n.ry que contribuyen a las propiedades opticas, hasta una determinada energia w
por las "f-sumas parciales”[33]:

n

€ m v / / /
neff(w) = m o w Im |:€((.U )] dw (28)
K m v / / /
nepp(w) = 2 ) w' Im [K(w)] dw (2.9)
—1 m « _
ngsp(w) = o /0 W' Im [e 1 (w)] do' (2.10)

asi, ne sy nos informa de cuantos y que tipo electrones(ligados, libres, del core, de valencia ...)
estan involucrados hasta la energia w en las distintas propiedades ¢pticas del material.

Existe otra regla de la suma equivalente a las anteriores, que nosotros llamaremos "regla de
la suma calculada por polos y residuos”, que se puede demostrar aplicando la teoria de variable
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compleja a las integrales (2.4,2.6) y la definicion de €, e en términos de la polarizabilidad

del sistema[34] o utilizando un planteamiento més general basado en la teoria de muchos
cuerpol|34], ver apéndice F.:

o o o ST N ¢2
3 [Ec(/-c +q) — Ev(k)] R e e ;—m (2.11)

v,c,k

donde ¢ y v son los indices de bandas de conduccién y de valencia respectivamente, €2, el
volumen de la celda primitiva y N el nimero de electrones por celda primitiva.

La ecuacion (2.11) y las f-sum son expresiones exactas, generales y validas en un sistema
de N particulas, y por tanto, nos pueden servir para medir el grado de precisién de la base de
funciones de onda y el nivel de aproximacién obtenido con nuestros modelos. Utilizando esta
idea como criterio para determinar cual de las bases sp3, sp?s*p*3 v sp>d® es mas exacta, hemos
calculado, con la ecuacion (2.11), el numero de electrones de valencia por celda primitiva en
el limite de onda larga ¢ — 0 para cada base y los resultados se muestran en la tabla 2.5 y

las graficas 2.7, 2.8.

Sp3 Sp3d5 Sp3s*p*3
7.07 | 7.91 9.41

Tabla 2.5: Namero de electrones de valencia del Silicio calculado con la regla de suma, ecuaciéon (2.7) o (2.11)

y las bases sp®, sp®d® sp3s*p*?

Los resultados de la tabla 2.5 y de las las gréficas 2.7 y 2.8 se obtuvieron dentro de
la aproximacion RPA y utilizando 408 puntos especiales en zona irreducible de Chadi &
Cohen|[35] para garantizar la convergencia de la suma en k. Como podemos ver en la tabla 2.5
la base sp>d® se ajusta a los 8 electrones de valencia por celda primitiva del Silicio mientras
que la base sp? se queda practicamente a un electrén menos y la sp3s*p*3 los sobrestima en
casi un electréon y medio. Estos valores son coherentes con los resultados que hemos obtenido
para la estructura de bandas, figura 2.4 y el anélisis que hicimos en el capitulo 2.2 de la base
local de orbitales atéomicos, que nos permite concluir, que si queremos una base de orbitales
atomicos suficientemente aproximada para el Silicio tenemos que llegar hasta los niveles d.

En la grafica 2.7 podemos ver las reglas de la suma, ecuacion (2.4), en los ejes principales
ejes de simetria A | A y X de la primera zona de Brillouin. Independientemente de cudl sea el
vector ¢ en la ecuacion (2.4), el numero de electrones por celda primitiva debe ser constante,
sin embargo, la grafica 2.7 muestra una fuerte dependencia del namero de electrones con ¢
para las bases sp® y sp>s*p*3 en los tres ejes de simetria y sobre todo en la zona més proxima a
la frontera de la primera zona de Brillouin. La base sp3d® también tiene ese comportamiento,
aunque muy débil, en los tres ejes de simetria, de tal forma que el numero de electrones se
mantiene practicamente constante en toda la primera zona de Brillouin. Por tanto, podemos
concluir que la base sp3d® es la que mejor cumple las reglas de la suma, tanto en el limite de

onda larga, como en toda la primera zona de Brillouin.

La tabla 2.5 y la grafica 2.7 demuestran que afiadir los niveles dobles s* y p* a la base sp?
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N(a)

-—cemoamo EjeA ‘s~

-=—=—- Ejex

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
UVl

Figura 2.7: Reglas de la suma en los principales ejes de simetria A, A y ¥ de la primera zona de Brillouin del

Silicio para las bases sp®, sp*d® y sp3s*p*3

mejora ligeramente el comportamiento de las reglas de la suma en la zona de la fronteras de
la primera zona de Brillouin, pero los empeora en el limite de onda larga.

Incluir los niveles d en la base sp® supone un incremento significativo de las dimensiones
de las matrices del formalismo Hanke & Sham de la respuesta dieléctrica, aproximadamente
cinco veces mayor, pero el estudio de las reglas de la suma nos demuestra que son necesarios
para tener buenos resultados en las propiedades Opticas, y sobre todo, en el estudio de la
potencia de frenado "Stopping Power” de particulas cargadas, capitulo 5.

Silicio

()

S 4 SRPA(LO) spd®

—_——— I/ERPA((D) sp’d®
———n Residuos sp’d®
RPA 3
2 I € (®) sp
l l' —mmo—- I/SRPA((D) sp3
/’ J e Residuos sp>
0 5 10 15 20 25 30 35 40

o (eV)

Figura 2.8: Reglas de la suma parciales para las bases sp® y sp>d® con la aproximacion RPA.

La grafica 2.8 representa la aplicacion de las reglas parciales de la suma para Silicio, en
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el limite de onda larga y dentro de la aproximacion RPA para la base sp? y sp3d®. La linea
horizontal de la gréafica 2.8, identificada como "Residuos”, representa los resultados calculados
con la formula (2.11) y las otras dos son los resultados de la aplicacion de las reglas parciales
de la suma al Silicio, ecuaciones (2.8) y (2.10). La suma en k se ha realizado con 60 puntos
especiales en zona irreducible.

En la grafica 2.8 se observa que el nimero efectivo de electrones ”satura”’ correctamente
al mismo valor con las dos bases, lo que significa que la suma con 60 puntos especiales es
suficientemente precisa. También podemos ver que en la base sp> las absorciones opticas
I'm(e) empiezan aproximadamente en 3 eV (proximo al gap medio) y llega, aproximadamente
hasta los 18 eV. Sin embargo, para el caso sp3d® esta energia llega, casi, hasta los 30 eV. lo que
significa que el espectro de absorcion 6ptico en mucho mayor en la base sp3d°. Este resultado
era de esperar, ya que una representacion formada por orbitales s, p y d nos da una base més
completa porque tiene 10 bandas més de conduccién que la base formada solo por orbitales
sy p, y por lo tanto, tenemos mas posibles transiciones entre banda de valencia y banda de
conducciéon. En lo que respecta a la pérdida de energia de una particula cargada Im(e™ ')
para la base sp tenemos una zona muy bien localizada proxima a los 18 eV (Plasmén) de un
ancho de poco mas de 2 eV. mientras que para la base sp3d® el plasmon se sittia en los 20 eV
y con un ancho mayor de aproximadamente 8 eV. Estas conclusiones se observan mejor en la
grafica 2.9, en la que se representan la parte imaginaria de la funcion de pérdidas, en el limite
de onda larga, para las dos bases sp® y sp3d°.

Silicio
12
3.5
—=—=— spd
10 3
sp
3 o
<
-8
'zw
= ¢
E
4
2 - !
ae \
\'\\
0 ' T e
0 5 20 25 30

o (eV)

Figura 2.9: Parte imaginaria de —Im(e ' (w)) RPA en el limite de onda larga para las bases sp® y sp>d®






Capitulo 3

Efectos locales y excitéon en una
representacion local.

3.1. Efectos locales en una representacion local.

En esta seccion analizamos los efectos microscopicos que los campos externos causan a
escala macroscopica en la funcion dieléctrica del Silicio utilizando el formalismo de Hanke &
Sham del capitulo 1.4 en las dos bases sp? y sp3d®. Como ya hemos visto, los efectos micros-
copicos de los campos externos sobre la funcion dieléctrica se llaman efectos de campo local
o efectos locales. Matemaéticamente estos efectos aparecen cuando los elementos no diagona-
les de funcion e~ (7 + é,q_’ +d ,w) son distintos de cero, o si se prefiere, cuando la funcion
dieléctrica depende de G y de G'. En el formalismo Hanke & Sham la funcion dieléctrica
microscopica, sin efectos locales RPA €4 viene dada por las ecuaciones (1.44) y (1.47):

PG+ G 7+ G w) =55 —0(@+G)- D A(d+G)- Noy(Gw) - AW(@@+ ) (3.1)

con N°y A definidos por las ecuaciones (1.59) y (1.52). En el formalismo Hanke & Sham los
efectos locales se incluyen cuando realizamos la inversion, en la base local, de la matriz de
apantallamiento local S~!, ecuaciones (1.60) y (1.61):

S=N°.[I-V-N°!

donde V es la matriz de electrostatica o de interaccion Coulomb, ecuacion (1.56). Conocida
la matriz S y con las siguientes ecuaciones, se calcula la respuesta dieléctrica macroscopica

RPA incluyendo los efectos locales ¢2F(w) :

e NG+ G 7+ G w) =0ga +v(@+G) Y Alq+G) - Sew(@w)- AW(@+G)  (32)

EE(w) = lim (3.3)
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Figura 3.1: Parte real e imaginaria de la funcion dieléctrica longitudinal macroscopica del Silicio en el limite

de onda larga en la base sp® comparada con los resultados experimentales[36] con las aproximaciones RPA y
RPA mas efectos locales.
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Figura 3.2: Parte real e imaginaria de la funcién dieléctrica longitudinal macroscépica del Silicio en el limite

de onda larga en la base sp®d® comparada con los resultados experimentales[36] con las aproximaciones RPA
y RPA mas efectos locales.

Las graficas 3.1 y 3.2 muestran la parte real e imaginaria de la respuesta dieléctrica macros-
copica en el limite de onda larga, solo con la aproximacion RPA | ecuacion (3.1), y aproximacion
RPA mis los efectos locales, ecuaciones (3.2) y (3.3) para el Silicio, en las dos bases sp® y
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sp3d®. Las graficas 3.3 y 3.4 representan lo mismo, pero para un vector ¢ =(1/4,1/4,1/4)7/a. La
grafica 3.5 compara, las partes imaginarias con ¢ — 0 para las bases sp® y sp3d® y los valores
experimentales. En todos los calculos hemos utilizado 60 puntos especiales en zona irreducible
y la aproximacién de segundos vecinos para la base sp? y terceros vecinos para sp3d°.
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Figura 3.3: Parte real e imaginaria de la funcién dieléctrica longitudinal macroscépica del Silicio para ¢ =
(1/4,1/4,1/4)7/a en la base sp® con las aproximaciones RPA y RPA mas efectos locales.
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Figura 3.4: Parte real e imaginaria de la funcion dieléctrica longitudinal macroscopica del Silicio para ¢ =
(1/4,1/4,1/4)7/a en la base sp®d® con las aproximaciones RPA y RPA mas efectos locales.

De las graficas podemos concluir:
= En la grafica 3.5 se comparan los resultados 6pticos experimentales con las dos bases y

podemos ver, sin lugar a dudas, que la base sp? proporciona unos resultados mas peque-
fios y discrepantes, mientras que la base sp3d® mejora significativamente los resultados
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sp3. Los resultados de la base sp3d® con LE son similares a los experimentales, salvo
en el desplazamiento de aproximadamente 0.5 eV del méximo de la parte imaginaria y
que el primer méximo de la parte imaginaria es del orden de tres veces méas bajo que el
experimental. Este méximo esta relacionado con la contribucién del excitén. En el ca-
pitulo 3.2 damos los resultados en la base sp>d® incluyendo el efecto del exciton, grafica
3.16. La conclusiéon que podemos sacar es que una representacion sp> para el Silicio no
es suficiente y es necesario incluir los niveles d para tener buenos resultados.
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Figura 3.5: Parte real e imaginaria de la funcion dieléctrica longitudinal macroscopica del Silicio en el limite de
onda larga en las dos base sp® y sp®d® comparada con los resultados experimentales[36] para la aproximacion
RPA mas efectos locales.

= En el limite de onda larga, los efectos locales disminuyen ligeramente la respuesta die-
léctrica estatica y dinamica, graficas 3.1 y 3.2, sin embargo, para un ¢ # 0 se observan
diferencias, sobre todo porque la funcién de pérdidas (parte imaginaria de e ') se reduce
y se hace mas ancha, grafica 3.6.

Base | RPA LE  Experimental
sp? 8.8 8.1 11.9
sp3d® | 11.9  10.6 11.9

Tabla 3.1: Respuesta dieléctrica longitudinal macroscopica del Silicio en el limite de onda larga en las dos
bases sp® y sp3d® comparada con los resultados experimentales[36] para la aproximacion RPA y RPA con
efectos locales.

= La base sp® proporciona una funcién de pérdidas, en general, mas estrecha y elevada
que las base sp3d®, figura 3.6. Esto se debe fundamentalmente a que en el modelo sp?
tiene menos bandas (8 bandas con energias comprendidas aproximadamente entre -12
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Figura 3.6: Parte imaginaria de la funcion dieléctrica inversa G(Ié (¢,w) RPA con y sin efectos locales en las
bases sp® y sp®d® para ¢= (1/4,1/4,1/4)w/a.

y 18 €V) que en el modelo sp3d® (18 bandas que van desde los -12 €V a los 30 eV
aproximadamente) lo cual reduce y localiza més las posibles excitaciones de bandas de
valencia y conduccion.

= Observamos en la grafica 3.6 que los efectos locales tienden a ensanchar y desplazar
ligeramente el maximo de la parte imaginaria de la funcién de perdidas tal y como
obtienen otros autores [37][38].

= Los efectos locales son importantes sobre todo cuando ¢ # 0.

Podemos comparar los resultados tedricos de e ! con los experimentales por medio del fac-
tor dinamico de estructura. Este factor es proporcional a la parte imaginaria de e~ ! (apéndice
E) y por tanto permite una comparacion directa entre los resultados tedricos y los experi-
mentales. En la grafica 3.7 se representa una comparativa para distintos valores del nimero
de onda ¢ del factor dinamico de estructura calculado con sp3d®, efectos locales, terceros ve-
cinos y otros autores[39, 40]. Los resultados teoricos son razonablemente buenos aunque se
observa, en general, que para algunos valores de ¢y w nuestros resultados son mayores que
los experimentales.
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Figura 3.7: Factor dinamico de estructura para el Silicio para ¢ = (0.53,0,0), ¢ = (0.53,0.53,0.53), ¢ =
(0.80,0.80,0.80) en unidades atémicas, calculado en la base sp3d® con efectos locales y comparado con los
resultados experimentales y de otros autores [39, 40]
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3.2. Efectos exciténicos en una representaciéon local.

En esta seccion vamos a estudiar la contribucién de los excitones utilizando el formalismo
de Hanke & Sham propuesto en el apartado 1.4 con una base sp3d®. Como ya hemos demos-
trado en la seccién 3.1 y 2.4 una base formada solamente por los niveles s y p del Silicio no
proporciona buenos resultados ni en gap y en propiedades 6pticas, por este motivo, en esta
seccién s6lo analizamos el caso de Silicio en una base de orbitales atémicos localizados sp3d®.
El estudio de los efectos exciténicos aparece de manera natural y resulta més comprensible si
utilizamos un enfoque basado en la teoria de muchos cuerpos, capitulo 1.3.

>

Bandas de conduccién

J~o01ev
—_—

E. enlace
exciton

|

GAP  Bandas de conduccién

<
O

1

E—t— g —t
E—— E——
—t— —t—

Figura 3.8: Formacion de un exciton y energia de enlace del exciton.

El exciton es una excitacion elemental que se produce en semiconductores y aislantes y
que se forma cuando un electron y un hueco quedan ligados por interacciéon Coulombiana.
Basicamente lo que ocurre en la formacién del excitéon es que una particula excita un electréon
de banda de valencia a la banda de conduccién, se forma un par electron-hueco y la interaccion
apantallada (atractiva) hace que electron y hueco quedan ligados formando una cuasiparticula
llamada excitén. El excitén tiene propiedades de una particula sin carga eléctrica que se
propaga por el material y con una energia de formacion ligeramente menor que la del electron
y el hueco libres, figura 3.8.

+ e (RPA contribucion)

OO
+ + - (V* contribucién)

+ e (V-V* contribucién)

Figura 3.9: Diagramas que contribuyen a la funcién dieléctrica incluyendo los efectos exciténicos. El potencial
V%% es el potencial de intercambio o de interaccion electréon-hueco.
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En la teoria de muchos cuerpos, los efectos excitéonicos aparecen cuando incluimos en el
hamiltoniano el potencial de atraccion electron-hueco, o si se prefiere, cuando consideramos
en la funcion de Green el diagrama de la burbuja y los diagramas como el de la figura 3.9.
En el formalismo Hanke & Sham esta funcién de Green es el propagador de dos cuerpos S o
y se calcula resolviendo la ecuacion de Bethe-Salpeter, figura 3.10 donde la interaccion de
atraccion y repulsion electron-hueco es la interaccion irreducible I de la figura 3.11.

n1,?+qd nzf
ny,k+¢q no, k 1
PE———— . =
S ) — + ng, k' +q n3, k'
[ ——" | —]
ns,l?" +q n5,J;” < S >
P ——]
ne, k' +q ns, K’

Figura 3.10: Ecuacion de Bethe-Salpeter para el propagador de dos cuerpos S.

En esta ecuacion, el propagador libre electron-hueco, es la matriz N2, Vi o es la matriz
de repulsion Coulombiana y V% la de interaccion electron-hueco definidas en el capitulo 1.4.

b)

=
1l

-

a)
>
AN

Figura 3.11: Interaccion irreducible I del electron-hueco: a) Repulsion o intercambio no apantallado electron-
hueco, b) Atraccion apantallada electron-hueco.

En principio, el potencial de atraccion electron-hueco V** es un potencial apantallado y
dindmico, o sea, que depende de la frecuencia, V**(q,w)[2],[18]. El formalismo de Hanke &
Sham permite incluir esta dependencia de forma natural (ver seccion 1.4), aunque a efectos
practicos y en la mayoria de los estudios se suele despreciar la parte en w y aproximar el
potencial por un potencial estatico. En el caso del Silicio los efectos dinamicos del potencial
no son muy importantes|5, 41|, pero como veremos en la seccion 3.2 siempre es posible incluir
estos efectos por medio de un potencial efectivo estatico.

La funcion dieléctrica longitudinal macroscopica en el limite de onda larga se calcula con
la ecuacion:

em(w) = lim (3.4)
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y en el esquema de Hanke & Sham la inversa de la funcion dieléctrica e ! de la ecuacion (3.4)
se evalua con la expresion:

e N7+ G,q+CG\w) =0ga+v(@+G) Y Al Seo(qw) - AL(T+ G (3.5)
s,s’

aqui, los efectos exciténicos se tienen en cuenta cuando se incluyen en el calculo de la matriz
de apantallamiento local S~!, la matriz de intercambio apantallada V5%, o en el lenguaje de la
teoria de muchos cuerpos, cuando consideramos la interacciéon de repulsion y la de atraccién
electron-hueco en el calculo del propagador de dos cuerpos S; o, ecuacion de Bethe-Salpeter,
figura 3.10, con la interaccién irreducible de la figura 3.11:

S=N°[I—(V—-1/2V) N° ! (3.6)

La matriz de interaccién electron-hueco o de intercambio se define en la base local de orbitales
atémicos como:

Vin(Gw) = E)aﬁﬁzﬁﬁ%>/¢3f4¢m<—ﬁ,<m—é@
Ry
‘¢a2 (F, - 7__;2 - RO) ’US(F_ ’Fl?w) ¢Z3 (F, - 7__;3) ¢a4 (’F— 7_—;4 - R;) (37)
en donde s = ag, a1, Pii, ¥ 8 = @3, Q4 Pigis-

En nuestro caso los orbitales atémicos localizados ¢, se obtienen como una combinacion
lineal de gaussianas cartesianas CGTO, seccion 2.2:

¢a(F_é):Na (.Z‘—R) (y R) an =5 (= R)?2

—

GalF— )= f3 3 CF 0 con f§=No (v = Ro)™ (y— B,)™ (2= R,)™

tenemos:

sa: o1 o vz oo —i G (T, —T +ﬁ0)' 32, 13 .
Vi = D D CRopCy e 2 d’r - d°F

RO ]17]27.737.74

oV Ty —Ri=Ro)* | =2 (F=Tp—Ro)*  par | poa
Tip+Ri+Ro  “ Ti,+Ro
O3 (2 )2 o4 (22 R3/)2
— —.. (T —T; -~ 2 (P—T;, — R
G 0 B B o e U e T N X

Tig T, +R)

donde el potencial apantallado se calcula por medio de la funcion dieléctrica, ecuacion (1.66),

Ccomao: 4 9 dS—*
1= - 3 - ™ e !

= d°ry = . 3.9

70‘)) /6 (T7T17 ) (Tlu ) / 6(77, 7717&}) |'I71 — 'F/| ( )

R

v (T,

El tratamiento Hanke & Sham de la respuesta dieléctrica permite obtener de manera natural
este potencial resolviendo la ecuacién Dyson, figura 3.12, en base la local utilizando las ma-
trices N2, Ss ¢ v Vi, € invirtiendo. El tamano de estas matrices, ecuacion (1.58) y tabla
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2.4, y sobre todo, la dependencia de N;S,(J, w) con la frecuencia y ¢, hacen que se sea més
interesante recurrir a modelos analiticos para aproximar este potencial que resolver la ecua-
cion Dyson de la figura 3.12. Volveremos a tratar este punto cuando analicemos el problema
de la autoenergia del electrén en el capitulo 4.

Figura 3.12: Ecuaciéon Dyson para el potencia apantallado v®.

Por definicion, para calcular potencial v¥, necesitamos conocer la funcion dieléctrica, que es
justamente lo que estamos buscando. Para resolver esta paradoja tenemos que hacer algunas
aproximaciones:

1. Consideramos que €(7,7,w) ~ (|7 — |,w). Esta aproximacion permite simplificar con-
siderablemente el célculo de la integral (3.9), porque permite cambiar la transformada
de Fourier de la funcion dieléctrica por una funcién analitica que s6lo depende del mo-
dulo del vector ¢’y algunos parametros tipicos del material como con el gap medio, la
frecuencia de plasma... etc. En este caso, el modelo més utilizado por su sencillez, es
el modelo plasmon-polo, aunque nosotros utilizaremos un modelo més realista que es el
modelo Penn, apéndice B. En cualquier caso, los parametros necesarios en cada modelo
se ajustan a los resultados obtenidos de un calculo RPA y promediando en los distintos
ejes de simetria.

2. Después calculamos v*(7, w) por tansformada de Fourier y aproximamos este potencial
por una combinacién de gaussianas del tipo:

4 2 dS—*
v = [

(77 771,(,0) |’I71 —’F/|
47 €2 o o2
— E B;(w Ai(w)-(F—7")
|r—7"

donde By = 1/¢(w). En el apéndice B analizamos con més detalle esta aproximacion y
damos los valores de las constantes B; para el caso estético del Silicio.

Con estas aproximaciones los elementos de matriz del potencial apantallado de la ecuaciéon
(3.8) se pueden poner como:

ST (= _ 2 Q1 Q2 a3 oy ) —i § (7, —Ta+Ro) .
Vig(qw) = 4dme E g Ci O3 O3 O3 Bi(w) e 27T
i=0,Rg J1:J2,J3,J4
BB e (T Ri=Ro)? | =)t G )
Tiy+Ri+Ro  “ Ti,+Ro

A3 (A2 )2 _ AN (w2 R12
as o Ty (M) o=, (T R (3.10)
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Las funciones f}% que aparecen en la integral (3.10) son polinomios en x, z e y cuyo grado
depende del momento angular | del orbital «, por lo tanto, el producto de la cuatro funciones
f es tambien otro polinomio que podemos llamar F"

Q1,Q2,03,04 — fo . fQ2 . fa?, . 04
iy »Tig Tig Tig - T, R] Ro T +Ri+Ry " Ti,+Ro " Tis U7, +R)
aplicando el Teorema del producto de gaussianas a las gaussianas dependientes de 7y 7 en

la ecuacion (3.10):

1 (= R, — Rn)2 Q4 (== B2 - A
e TR R | R R (7O
X3 (2 )2 X2 (= B2 =
e_’ng .(T _7—7'3) . e_’ng (T ~Tig _RO) — eflu‘l'(Flfcl)Q

asi la integral de la ecuacion (3.10) es proporcional a una tnica integral con una sola gaussiana
localizadas en una posicion C”:

. -\ F—i)2 R o ~_—4_C'f‘// 2
/eWC)Q p T oy d3Fd3Fo</F—€ " e

7

y esta tultima integral se pueden calcular analiticamente mediante un procedimiento recur-
sivo muy elegante, pero bastante laborioso|42, 43|, que explicamos en el apéndice G. En los
siguientes apartados analizaremos los resultados de estas aproximaciones cuando se proponen
distintas expresiones para el potencial apantallado v® de la ecuacion (3.7).

Aproximacién homogénea y estatica del potencial apantallado.

En esta seccién vamos a analizar los resultados del calculo de la funcién dieléctrica ma-
croscopica en la base sp3d®, incluyendo los efectos exciténicos por medio de una aproximacion
estatica y homogénea para el potencial apantallado en la ecuacion (3.7). En este caso supo-
nemos que:

f" Ae?

W) R — (3.11)

v (7T,
( €oo [T — 7|

donde €, = 11.9 es la respuesta dieléctrica estatica de onda larga del Silicio calculada con

sp3d® y la aproximacién RPA, ver tabla 3.1. De las ecuaciones (3.4), (3.5) y (3.6) para la matriz

de intercambio calculamos la funcién dieléctrica macroscopica en la aproximaciéon estitica,

grafica 3.13.

En la grafica 3.13 observamos que los resultados, incluyendo los efectos excitonicos, me-
joran ligeramente con respecto al caso de RPA con efectos locales, pero el primer méaximo de
la parte imaginaria de la funcion dieléctrica que determina el excitéon, en torno a los 3.3 eV
ha aumentado aproximadamente un 40 % aunque todavia es muy bajo. Ademés, se observa
un ligero desplazamiento de unos 0.2 €V. de la parte imaginaria con respecto a los resultados
con efectos locales. Estos resultados nos indican que el apantallamiento estatico nos da una
matriz de interacciéon electréon hueco V** demasiado pequena frente a la matriz electrostéatica
V' de tal forma que V** modifica ligeramente el valor de la expresion V' —0.5-V** en ecuacion



62 3. EFECTOS LOCALES Y EXCITON EN UNA REPRESENTACION LOCAL.

50 50 T T T T
) [ +eeeee Experimental 3

40 H [ === LE sp°d®
: [ — V" spd
:' 40 - Homog

30

oe.
.
DRI TSN

20 i
30

-
Im[e,.(@)]

Rele(w)]
s

o
Tecseess®

o] **°** Experimental 20 1
35 [
Homag SP"d

—== LE sp’d®

—_—

o

.
t ARLIIETRY (YT TIINO,

.

P

10

<
3
""000000 \

o (eV) o (eV)

Figura 3.13: Parte real e imaginaria de la funcién dieléctrica longitudinal macroscépica del Silicio en la base
spd®, incluyendo los efectos exciténicos con la aproximacion estatica y homogénea del potencial apantallado,
ecuacion (3.11). La grafica de puntos corresponde a los resultados experimentales [36] y la de trazos corresponde

a la aproximacion RPA con efectos locales.

(3.6) pero no lo suficiente. Por tanto, deducimos que la aproximacion estéatica y homogénea de
la interaccion electrén hueco es de muy corto alcance y por este motivo practicamente queda
enmascarada por los efectos locales. Si queremos mejorar los resultados tenemos que utilizar
una aproximaciéon méas exacta del potencial apantallado. En la siguiente seccién discutiremos
una aproximacioén més realista basada en la aproximacion estatica Penn sin incluir la parte

dindmica del potencial v°.

Aproximaciéon estatica Penn para el potencial apantallado.

En esta seccién vamos a analizar los resultados del céalculo de la funcién dieléctrica ma-
croscopica del Silicio en la base sp3d® incluyendo los efectos exciténicos por medio de una
aproximacion estatica y usando un modelo Penn para el potencial apantallado en la ecuacién
(3.7). En la aproximacion Penn, el potencial apantallado se puede calcular con la expresion:

_ dme L+ae_a =] 4 p =B 77| (3.12)

donde las constantes €, a ,b, a y [ estan definidas en la ecuacion (B.12) y se deducen con
los valores de la tabla B.2, para mas detalles ver apéndice B.2. La matriz de interaccién
electron hueco V5% ecuacion (3.7) se calcula ajustando el potencial Penn, ecuacion (3.12),
a una combinacién de tres gaussinas, grafica B.4 y tabla B.3, y calculando la integrales de
interaccion Coulombiana de cuatro centros por el método de Obara y Saika|42].
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63

De las ecuaciones (3.4), (3.5) y (3.7) para la matriz de intercambio calculamos la funcion
dieléctrica macroscopica en la aproximacion estitica Penn.
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Figura 3.14: Parte real e imaginaria de la funcion dieléctrica longitudinal macroscopica del Silicio en la base
sp>d®, incluyendo los efectos exciténicos con la aproximacion estéatica Penn del potencial apantallado, ecuacion

(3.12). La grafica de puntos corresponde a los resultados experimentales [36] y la de trazos corresponde a la
aproximacion RPA con efectos locales.

En la grafica 3.14 representamos los resultados con el modelo de Penn y observamos una
mejora significativa y un ajuste mas exacto a los valores experimentales. Con el modelo de
Penn aparece claramente el maximo que determina los efectos exciténicos, en torno a los 2.9
eV aunque eso si, desplazado unos 0.5 €V hacia energias mas bajas. Estos resultados tiene una
sencilla explicacion si tenemos en cuenta que el potencial apantallado Penn es mas intenso y
tiene un alcance bastante mayor que el homogéneo, lo que significa mayor interacciéon electron

hueco y a una distancia mayor, grafica 3.15.

Silicio: Potencial apantallado estatico

Potencial homogéneo £=11.9.
Potencial apantallado Penn

Figura 3.15: Potencial apantallado estatico para el Silicio con los modelos homogéneo y Penn, ecuaciones

(3.11) y (3.12)
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Aproximacién estatica Penn para el potencial apantallado incluyendo la
autoenergia de la cuasiparticula.

En esta seccion vamos a completar los resultados del calculo de la funcién dielectrica,
macroscopica del Silicio en la base sp3d® incluyendo los efectos exciténicos por medio de una
aproximacion estatica y usando un modelo Penn para el potencial apantallado, apartado 3.2
y anadiendo la correcciéon por la energia de la cuasiparticula.

El problema del desplazamiento de la parte imaginaria de la funcién dieléctrica macros-
copica que obtenemos en la aproximacion Penn (aproximadamente unos 0.5 eV, grafica 3.14)
se debe a que la diferencia de energias Opticas calculada con Fireball entre las bandas de
conduccién y de valencia es pequena porque no incluye la contribuciéon de la autoenergia de
las cuasiparticulas. En el formalismo Hanke & Sham esta diferencia de energias aparece en el
denominador del propagador libre electron-hueco N, ecuacion (1.59) y en nuestro célculo de
N? hemos supuesto que las energias de las cuasiparticulas son aproximadamente la energia
de la particula independiente que se obtienen directamente del calculo Fireball. Esto no es
correcto, y por tanto, si queremos corregir el desplazamiento de 0.5 eV. que observamos en la
grafica 3.15 tenemos que hacer un calculo mas exacto del propagador libre electron hueco que
considere la correccion de muchos cuerpos sobre la energia de los electrones y huecos.
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Figura 3.16: Parte real e imaginaria de la funcién dieléctrica longitudinal macroscépica del Silicio en la base
spd®, incluyendo los efectos exciténicos con la aproximacion estatica Penn del potencial apantallado, ecuacion
(3.12) maés la correccion por la energia de la cuasiparticula, ecuacion (3.13). La grafica de puntos corresponde

a los resultados experimentales [36] y la de trazos corresponde a la aproximacion estatica Penn del potencial
apantallado sin la correccion por la energia de la cuasiparticula.

Lo habitual para calcular la autoenergia de la cuasiparticula es utilizar la aproximaciéon
GW]|41, 44] de la teoria de muchos cuerpos. El formalismo Hanke & Sham permite aplicar
aproximacion GW en la base local de manera intuitiva utilizando las matrices N° y V. En el
capitulo 4 analizamos con mas detalle esta aproximacién, pero en una primera aproximacion
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hemos optado por utilizar las autoenergias calculadas por Hybertsen y Louie|[44] para corregir
nuestro espectro 6ptico. Asi, segin los calculos de Hybertsen y Louie:

EQP — E9F =1.03 - (E. — E,) +0.69 (3.13)

P . : S .
donde EC%, y E., son las energias en bandas de valencia y conduccién, incluyendo y sin
incluir, respectivamente la correcciéon por la autoenergia de la cuasiparticula.

Asi, cambiando el término E.(k + ¢) — E,(k) del denominador de N° en la ecuacién

(1.59) por EST (K + @) — EL” (k) podemos incluir, aproximadamente, la contribucién de la
autoenergia.

La gréafica 3.16 muestra los resultados para la parte real e imaginaria de la funcion dieléc-
trica longitudinal macroscopica del Silicio, incluyendo los efectos exciténicos con el potencial
estatico Penn y la correccion por la autonergia de la cuasiparticula, ecuacion (3.13). Observa-
mos que con esta correccién la funciéon dieléctrica se desplaza hacia energias mas altas dando
unos resultados mas préximos a los experimentales.

La grafica 3.17 compara los resultados del modelo Penn, con la correccion de la autonergia,
con los resultados experimentales[36], de F. Solttile et al[45] y de Omida & Rubio[41]. Como
podemos observar nuestros célculos, con la correccién de cuasiparticula, son razonablemente
buenos y comparable a los de otros autores, lo que indica que el formalismo Hanke & Sham
que hemos utilizado es lo suficientemente preciso para este tipo de calculos.
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Figura 3.17: Parte imaginaria de la funcion dieléctrica longitudinal macroscopica del Silicio en la base sp®d®,
incluyendo los efectos excitonicos con la aproximacion estatica Penn del potencial apantallado, ecuacion (3.12)
con la correccion por la energia de la cuasiparticula, ecuacion (3.13) comparada con los resultados de Omida
& Rubio[41], F. Solttile et al[45] y los experimentales[36].
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Aproximacién dindmica para el potencial apantallado incluyendo la auto-
energia de la cuasiparticula.

En esta seccién vamos a exponer como se pueden anadir aproximadamente en el célculo
de la funcién dieléctrica macroscopica los efectos dindmicos del potencial apantallado. El
procedimiento propuesto por Fernando Flores y que desarrollamos en el apéndice C consiste
bésicamente en transformar el potencial dindmico apantallado V** por un potencial efectivo
y estatico que incluya de forma aproximada la interaccion dependiente de w de primer orden,
figura 3.18.

aj &

(v, nk)

v, n/ k")
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(v-w,n; k-q)

Bve

Figura 3.18: Diagrama de Feynman de primer orden para el calculo del potencial apantallado V** (k—k', v—1v")

Como podemos ver en el apéndice C los distintos términos que aparecen en los diagramas
del calculo de V** debido a los efectos dinamicos y que contribuyen a la funciéon dieléctrica
se reducen aproximadamente a un factor de 0.87 sobre la funcién dieléctrica estatica Penn.
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Figura 3.19: Parte imaginaria de la funcién dieléctrica longitudinal macroscopica del Silicio en la base sp>d®,
incluyendo la energia de la cuasiparticula, a) con potencial efectivo estatico Penn que incluye los efectos
dinamicos del potencial apantallado comparado con otros autores[41, 45] y el experimental[36], b) con potencial
efectivo estatico Penn que incluye los efectos dinamicos del potencial apantallado comparado con el potencial
estatico Penn y el experimental.

Introducir este factor en la funcién dieléctrica estatica Penn es equivalente a cambiar el
factor 0.5 de la ecuacion (3.6) por 0.435, que a efectos practicos significa que la parte dindmica
del potencial apantallado se puede incluir utilizando el mismo potencial estatico de Penn de
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la seccion 3.2 y realizando el siguiente cambio en la ecuacion (3.6):

N-[I—(V =05V, )N ' — N°-[I - (V - 0435 - V£, )N !

Penn

La grafica 3.19 representa los resultados en el Silicio cuando realizamos este cambio. El
acuerdo entre muestro modelo y el experimental es bueno y estd dentro de los resultados de
otros autores[41, 45], y se observa que el efecto de la contribucién dindmica del potencial es
reducir levemente la parte imaginaria de funcion dieléctrica, lo que mejora los resultados del
maximo entorno a los 4.3 eV, pero los empeora en la zona del excitéon 3.4 eV, suponemos
por tanto, que la aproximacion del potencial efectivo estatico Penn que incluye los efectos
dindmicos es més precisa para la zona del gap 6ptico que en la zona del exciton, lo cual tiene
sentido, pues en nuestros cdlculos del apéndice C hemos aproximadao E,, (E—J)—Enl(/) (E) =
E, en la ecuacion (C.2).






Capitulo 4

Autonergia de cuasiparticulas en una
representacion local.

4.1. Introduccion

En la teoria de muchos cuerpos el calculo de la autoenergia se realiza aplicando la aproxi-
macion GW, capitulo 1.3. Resumiendo brevemente esta aproximacion diremos que si |E,n >
definen los estados propios de particula independiente con energia En(E) solucion de la ecua-
cion Kohn-Sham:

[T + Vit + Vir + Vae| |y 0 >= B, (k) |k, > (4.1)

en donde 7" es el operador energia cinética, V., es un potencial externo que incluye el potencial
de interaccion del electron con los iones, Vi es el potencial Hartree y V. es el término de
intercambio y correlacion. La ecuacion de la cuasiparticula segun la MBT es:

|7+ Vet + Vig + 27 E2P(R))| I,k >= B2 ()ln, F > (4.2)

en donde (7, i, E¢P (k)) es el operador autoenergia. En la expresion (4.2) hemos aproximado
el estado de la cua51part1cula In, k >gp al de particula independiente |n, k > solucion de
(4.1). Restando las ecuaciones (4. 253) (4.2) llegamos a una aproximacion de primer orden de
la energia de la cuasiparticula E )

ERT (k) = Ey(k)+ < n, k[S(ET (k) = Vieln, k >

Si el valor < n k:\Z(EQP( E))|n,k > es proximo a < n, k|S(En(k))|n, k >, aplicando un
desarrollo en serie de Taylor podemos aproximar la energia de la cuasiparticula a:

< kIS(EQT(R) k> ~ < n,kS(EL(k)|n k> + (4.3)

+ < n, k| 0% In, k> (EQT (k) — E,(k))
OE B (F)

69
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despejando E,?P(E) de la ecuacion (4.3):
EQP(E) = Ep(K) 4+ Z- < n, k|S(Epn(K)) — Vaen, k > (4.4)

en donde Z~1 = 14 < n, k|(0%/OE) g, |n, k >.

Para calcular el operador autoenergia (7,7, w) se utilizan la ecuaciones de Hedin[16],
despreciando la funcion vértice de tres puntos I' y tomando la aproximaciéon de primer orden,
Y.~ G- W que se llama aproximacion GW:

. [ee])
S 7 w) = / dw' €1 QR w + W) - W (77 W) (4.5)
2m J_ o
Aqui G, es la funcién de Green de una particula de un sistema interactuante, W es el poten-
cial apantallado dindmico de interaccién coulombiana de un sistema interactuante y 7 es una
cantidad infinitesimal positiva. El calculo de la funciéon de Green G de una particula y el po-
tencial W implica calcular, para cualquier frecuencia, todas las interacciones de una particula
con el resto. Para resolver este problema se suele aproximar la funcién de Green G del sistema
de muchas particulas interactuante por la de un sistema de particulas no interactuantes G, o
funcion de Green de particula independiente y sustituir el potencial dindmico apantallado W
por su aproximacion RPA| figura 4.1.

WR PA

¢, 7(7) - ¢* ()
Go(7, i w) = lim 3k (4.6)
=0 o — B (F) + i+ 0y

WHEPA( 7 ) — / B (7 w) - V(i — )

con estas aproximaciones para G'y W podemos resolver la integral (4.5) aplicando el teorema
de los residuos sobre la semicircunferencia infinita que contiene al eje real y esta en el semieje
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positivo imaginario.

o0

— e G w W) W W) = SSEX (7 w) + SCOH (7, w) =

2

—-2m-i| Y Res{G(w+2) W()}+ > Res{Gw+2) W(2)}

z€Polos(G) z€Polos(W)
donde:
SN W) = = Y b, 5 (1) 0L () W w — Ea(R))
nE<F
ZCOH(F’fva) = _Z¢nk 77 nk( )
/ dlfm[W( 7 w') — V(= )]
0o En(k) — o'

Esta aproximaciéon se llama aproximacion COHSEX. La aproximacion COHSEX divide la
autoenergia en dos partes, la parte que nos da la energia apantallada por intercambio (en
inglés Screened EXchange), que es equivalente al intercambio de las ecuaciones Kohn-Sham
pero con el potencial apantallado W y la contribuciéon por el potencial coulombiano del hueco
(COulomb Hole ), que representa la energia debida a la polarizacion inducida en el sistema
cuando se anade un electrén o si se prefiere, es la energia de interaccién entre la cuasi particula
y el hueco alrededor de la cuasi particula resultado de la reordenaciéon de los electrones o
polarizaciéon del medio.

ESEX ZCOH

Tanto la como la son no locales y dinamicas, lo que lleva a que el operador
autoenegia > también lo sea y, por tanto, no hermitico. Una forma de aproximar dicho opera-
dor por uno hermitico es la aproximacion estatica COHSEX]16], valida para niveles de energia
proximos al nivel de Fermi y pequenos en comparaciéon con la energia de excitacién principal
del potencial W (que esencialmente es la energia de plasmoén) y que consiste en suponer que
w—FEy (E) ~ 0 o limite estatico, que equivale a suponer que el sistema responde practicamente
al instante cuando se activa el potencial externo:

P == ) 6,57 &L () W, 0) (4.7)

n,ng

ZSEX
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4.2. Aproximacion COHSEX de la autoenergia en una repre-
sentacién local

En esta secciéon analizaremos las ecuaciones y los resultados de la aproximaciéon COHSEX
en una base local de orbitales atémicos para un material de Silicio. El formalismo Hanke &
Sham para la autoenergia COHSEX estética nos proporciona las siguientes expresiones:

szf(o) = ESEX(0)+ECQH(0)

SSENW) = = Y YO @) [ (R (4.9)
gym<F 81,52

2w = 333 CamiE- 25 @ w) - (e | (4.10)

con:

ZSSO’H( \w) = Z Vio,53(@) = Ssy,80 (0 w) - Vg (@)

53,54

E3@w) = Veg @+ Y Veusa(@) - Ssy,s0 (@) - Vay, ()

53,54

Basicamente estas expresiones se obtienen escribiendo los potenciales de las ecuaciones (4.7)
y (4.8) en la base local utilizando la matriz electrostatica V' y la matriz de apantallamiento
local S, ver apéndice H.
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Figura 4.2: Grafica de la cuarta y quinta banda del Silicio calculadas con el modelo Fireball y Fireball mas
la aproximacion COHSEX estética para las bases sp® y sp3d®.

La gréafica 4.2 representa los resultados de esta aproximacion para las bandas que definen
el gap del Silicio en las bases sp® y sp3d®. Para asegurar la convergencia de la suma en ¢ en
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las ecuaciones (4.9) y (4.10) hemos utilizado 60 puntos especiales en zona irreducible y para
calcular la suma en vectores de red directa de los elementos de matriz de V, o(¢), ecuacion
(1.56) hemos usado un método basado en las sumas de Ewald[46, 47].

De la grafica 4.2 se deduce que la correccién estatica COHSEX produce los siguientes
efectos:

= Un aumento medio de la energia de la quinta banda de aproximadamente 0.6 eV. para
el modelo sp? y de 0.3 eV para el sp3d°.

= Una reduccién media de la energia de la cuarta banda de aproximadamente 0.4 eV y 0.2
eV para los modelos sp® y sp3d® respectivamente.

Por tanto, el resultado general de la correccién por la autoenergia es un aumento del gap
medio del Silicio de aproximadamente 1 eV para el modelo sp y de 0.6 para sp3d°®. Este
incremento del gap es un efecto ya demostrado por otros autores que utilizan la aproximaciéon
GW para mejorar el gap deducido con la aproximacion LDA[48, 49].

Hybertsen and Louie

Hybertsen and Louie -0.25 eV.

E % (k) - E,*°(k) COHSEX ESTATICO eV.

3 T T T
3 4 5 6

E5Fireball(k) n EdFireball(k) eV.

Figura 4.3: Diferencia de energia entre la quinta y la cuarta banda del Silicio calculada con la aproximaciéon
COHSEX estatica, ecuaciones (4.9) y (4.10), frente a la misma diferencia del modelo Fireball para las bases
sp® y sp>d® comparada con los resultados de Hybertsen & Louie[44].

La gréafica 4.3 representa la diferencia de energia entre la quinta y la cuarta banda calculada
con la aproximacion COHSEX estatica de la autoenergia frente a esa misma diferencia pero
con Fireball. En esta grafica, también comparamos nuestros resultados con los obtenidos por
Hybertsen & Louie[44], ecuacion (3.13). Observamos que las dos bases tienen una tendencia
muy similar a los resultados Hybertsen & Louie, pero la base sp? proporciona una correccion
superior a la de Hybertsen & Louie en 0.2 eV, mientras que en la base sp3d® la correcciéon
es inferior en aproximadamente 0.2 eV. Pensamos que estas diferencias se pueden explicar
porque nuestros calculos no incluimos los niveles de energia del core, porque en el cilculo de
la autoenergia X¢OH hemos utilizamos un namero finito de bandas (8 para el modelo sp®
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y 18 para el spd® ) y fundamentalmente y mas importante por el caracter estatico de la
aproximacion[50, 51]. Los efectos dindmicos de la autonergia se tienen en cuenta por medio
del factor Z de renormalizacion, ecuacion (4.4). En el caso sp® este factor varia entre 0.7 y
1.0[52, 44, 53], que tiende a disminuir el valor del producto Z - (Z(En(E)) — V) en la expresion
de la autoenergia y, por tanto, si tuviésemos en cuenta estos efectos llegariamos a gap mas
pequeno que el caso estatico y por consiguiente un resultado mas proximo al de Hybertsen &
Louie.

En el caso sp>d® el calculo de la estructura de bandas Fireball incluye un término extra que
disminuye y corrige en aproximadamente 0.25 eV las bandas de conduccion|54], esto explica
porque los resultados en esta base salen inferiores a los de Hybertsen & Louie. Si corregimos
los calculos de Hybertsen & Louie con este factor extra (gafica 4.3 linea de color verde) vemos
que muestros resultados son muy similares a los de Hybertsen & Louie y, por lo tanto, se
justifica el uso de la ecuacion (3.13) en el apartado 3.2.

Incluir los efectos dinamicos de la autonergia en el formalismo local de Hanke & Sham
supone considerar la dependencia de la matriz S con w, ecuaciones (4.9) y (4.10) y calcular
factor Z de renormalizacion de la autoenergia. Este calculo es sencillo, pero requiere mas
tiempo de programa. Por este motivo en esta tesis hemos preferido aproximar la autoenergia
de la cuasiparticula por los calculos mas precisos de Hybertsen & Louie y dejar para futuros
trabajos un célculo propio y mas exacto de la autoenergia.



Capitulo 5

Potencia de pérdidas en el Silicio.

5.1. Introduccidn.

La interaccion de particulas con la materia proporciona informacién no sélo de las propie-
dades del s6lido, sino también de la propia particula que se utiliza como sonda, por este motivo
es un tema de gran interés no solo en la fisica del estado solido sino también en fisica nuclear
y fisica de la radiacién, o por ejemplo, en el estudio del frenado particulas o stopping power y
otros como la captura, perdida de electrones por parte del ion incidente, fen6menos de emisiéon
de electrones o Auger, channeling, onda wake... Aunque son muchos los campos de interés,
nosotros nos centraremos en el frenado de particulas con (Z; = 1) sobre un semiconductor de
Silicio. Desde un punto de vista historico hay que citar el trabajo clasico de Bohr[55] en 1913
y la formulacién mecano cuéntica de Bethe[56] en 1930. En este caso, la pérdida de energia
de la carga, Z;, por unidad de longitud § = —dFE/dz o potencia de pérdidas, viene dada por
su velocidad, v, la densidad media de los electrones del s6lido, n,, y la excitacion media, I,
de los electrones que intervienen en el frenado de la particula incidente:

dE. _ AnZy [vaT L hwy
il il S "y

~ ~ 5.1
I A vT (5.1)

de  m-v?

m es la masa del electrén y wfj = 4mn,e? /m el cuadrado de la frecuencia de plasma. La ecuacion
(5.1) es valida para velocidades tales que v,, << v << ¢, donde vy, es la velocidad media
orbital de los electrones que contribuyen al frenado. Independientemente, Fermi|57| fue el
primero en notar que las pérdidas de energia podian estudiarse utilizando una formulacién que
englobara la respuesta dieléctrica del medio. La idea de Fermi fue posteriormente seguida por
Williams|58|, Weizsacker|59] y otros|60, 61]. Los trabajos de Klein|62] y Linhard[63] utilizan

una formulacién més moderna de la interacciéon de particulas con la materia que es similar a
la que aqui presentamos.

La potencia de pérdidas S se podria definir como la energia que pierde, por unidad tiempo
y de longitud, una particula de carga Z; al moverse con velocidad v dentro de un material.
En general los procesos que intervienen en esta pérdida son muy variados, por este motivo es

75
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conveniente descomponer la potencia de pérdidas en la energia pérdida por la interaccion con
los nucleos de los atomos o potencia de pérdidas nuclear Sy, mas la energia pérdida por la
interaccion los electrones del material o potencia de pérdidas electronica S., méas otra posible
fuente de pérdida de energia que son las pérdidas por medio de radiacién Sg, que aparecen si
se tienen en cuenta aspectos relativistas del movimiento y que nosotros vamos a despreciar,
pues este tipo de pérdidas queda fuera de nuestro rango de velocidades.

S=Sv+S+Sr~Sn+Se

La descomposicion de S en Sy y S, es posible gracias a que podemos suponer que el retroceso
de los nicleos es minimo y muy lento en la mayoria de las colisiones, al contrario de lo que
ocurre con las colisiones de los electrones. La contribucién nuclear sélo es significativa para
muy altas velocidades de la particula[64], por este motivo solamente nos centraremos en el
estudio de la potencia de frenado electrénica, concretamente el caso de un protén Z; = 1
moviéndose dentro de un semiconductor de Silicio. En este caso, lo primero que tenemos que
tener en cuenta es que las excitaciones que provocan los campos inducidos por la particula en
el solido, y por tanto, su frenado por unidad de longitud dF/dx, dependen de la velocidad de
la particula, lo que nos permite definir distintos intervalos de velocidades teniendo en cuenta
la interaccién dominante a cada velocidad. Por ejemplo, en el caso de un protéon Z; = 1,
podemos definir los siguientes regimenes para la velocidad:

= Régimen de bajas o muy bajas velocidades: Cuando la energia cinética de la particula
proyectil es menor o del orden de unas decenas de keV (v < 1 au.). En este caso la
estructura de bandas del material juega un papel fundamental, ya que la interacciéon
de la particula no proporciona suficiente energia para excitar los electrones muy ligados
del solido (electrones del core), pero si la suficiente para interaccionar con los electrones
menos ligados (electrones de valencia). Si la velocidad es pequena podemos suponer que
la polarizaciéon del medio es proporcional al potencial que crea la particula y que esta
polarizaciéon se debe basicamente a la excitacion electrones de valencia, formacion de
pares electron-hueco, excitones...etc y por tanto podemos aplicar la teoria de respuesta
lineal y la funcion dieléctrica, para incluir la polarizacién en el medio.

Si el material es un semiconductor y el proyectil posee una energia cinética muy inferior
al gap, puede darse el caso de que la particula se mueva sin interaccionar con el medio,
sin frenarse, ya que la particula no tiene suficiente energia para excitar un electréon desde
la banda de valencia a la de conduccién. Este fené6meno de "transparencia”’ lo veremos
mas adelante en el Silicio donde el frenado por unidad de longitud del protén solo ocurre
a partir de una determinada velocidad de corte del protén. Por encima de esta velocidad
de corte, el frenado empieza a ser proporcional a la velocidad S, o v o si se prefiere
proporcional a la rafz cuadrada de la energia cinética del protén S, < F'/2. En metales
también el frenado es proporcional a la velocidad, pero desde v = 0 debido a la ausencia
de gap[37].

= Régimen de altas velocidades: Cuando la energia cinética de la particula proyectil es
del orden de cientos, miles de keV (3 < v < 10 au). En este caso los detalles de la
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estructura de bandas dejan de tener importancia y es el plasmoén el que fundamental-
mente determina el tipo de polarizacién del medio. Todos los electrones de valencia, mas
algunos del core, se encuentran excitados por efecto de la perturbacion. Cuanto mayor
es la velocidad del protéon més electrones de capas profundas del core se suman a la
polarizaciéon del medio de tal forma que el frenado tiende asintoticamente al limite de

Bethe[65]:
dE 473 2mu?
— A —— Ny ln
dx Bethe mv? h’wp
donde m es la masa del electréon en reposo, Z; es la carga de la particula proyectil, n,

el nimero total de electrones del material blanco y w, la frecuencia de plasma de dicho
material.

= Régimen de muy altas velocidades: Cuando la energia cinética de la particula proyectil
estd bastante por encima de los MeV (13 < v au.). Para estas velocidades la particula
puede polarizar el medio con electrones de valencia més los electrones del core. En este
caso todos los electrones del medio participan en el frenado, incluso empiezan a aparecer
fenomenos no lineales, con interaciones no elasticas, con interaccion nuclear (con los
nicleos de los atomos del material) o incluso fenémenos relativistas. Para este régimen
existen muchas férmulas que incluyen todas o algunas de estas correcciones|66, 67|, pero
la mas sencilla y representativa es la formula de Bethe-Bloch[68]:

dE A 2mu? v? v?
i ~ ‘N |In —ln(1-—=|-=
Az | goine mu? Tuoy, c? c?

para velocidades comprendidas entre un régimen y otro no hay un tipo de polarizacién do-
minante, por este motivo debemos incluir todas las posibles polarizaciones en la funcion
dieléctrica. El maximo en la potencia de frenado se produce en la transicién del régimen de
bajas velocidades a altas (régimen intermedio 1 < v < 2 au.) y se debe a que el material llega
a su mayor polarizacién cuando se excitan todos sus electrones de valencia. En el régimen in-
termedio y de bajas velocidades la polarizacion estd dominada por los electrones de valencia,
y la potencia de frenado electronica se puede calcular considerando solamente los electrones
de valencia del material. Para velocidades mayores la potencia de pérdidas electronica se debe
a todos los electrones el material, los de valencia méas los del core. Para calcular el frenado
electronico en este caso podemos aplicar un principio de superposiciéon que nos permita cal-
cular por separado ambas contribuciones Se = Syaience + Score[69]. En las siguientes secciones
vamos a definir el marco tedérico que hemos utilizado para calcular la potencia de pérdidas
electronica dentro del formalismo de Hanke & Sham, y su aplicaciéon al material de Silicio

5.2. Magnitudes del frenado electrénico

Supongamos una particula cargada, que atraviesa un medio material, y crea un campo
electromagnético que afecta a los electrones del medio, produciendo ionizaciones y excitaciones
en el medio. De esta forma, la particula pierde energia, lo que llamamos potencia de pérdidas
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o frenado electrénico. No olvidemos que el frenado es un proceso estocéstico, lo que quiere
decir que cuando el haz de particulas atraviesa una porcion de sélido los proyectiles se frenan
de acuerdo a una distribucion estadistica y, por tanto, las magnitudes bésicas del frenado son
de caracter estadistico. A continuacion definimos las tres magnitudes que resultan mas utiles
para describir la interaccién del proyectil con un material. El recorrido libre medio, A, es la
distancia media recorrida entre dos colisiones inelasticas sucesivas.

1 1

N <Az>

La potencia de frenado, S, es el valor medio de la energia que pierde la particula por unidad

de tiempo y de camino recorrido:
< AE >

S = Ax

El straggling en la pérdida de energia, 2, es la varianza de la distribucién de la pérdida de
energia por unidad de camino recorrido:

< (AE- < AE >)* >

0% =—
Ax

En la figura 5.1 mostramos una representacion esquemaética de la distribucion de energia pér-
dida en un haz de particulas cargadas cuando incide sobre un material. En la figura se observa
un haz de particulas practicamente monoenergéticas, con energia cinética E, atravesando un
material de espesor Ax. Las particulas que emergen ya no son monoenergéticas, sino que
tienen una distribucion de energias, centrada entorno al valor medio £ — S - Az, con una
varianza que depende de Q2.

Unidades Unidades
arbitrarias arbitrarias AE

Figura 5.1: Representacion esquematica del stopping power y el straggling en la pérdida de energia de pro-
yectiles atémicos al interaccionar con soélidos.

El formalismo dieléctrico[70], que explicamos en la siguiente secci6n, proporciona una
expresion para calcular estos tres momentos estadisticos de la distribuciéon de pérdida de
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energia de una particula energética que interacciona con un medio material

1

62 Wmax k+ dk 9 b\
- n g T

P /0 dw (hw) /k_ k: [Z1 — pqg(K)] m[

B } T stn=0
—| = S sin=1
e(k, w) 0% sin=2
donde e es la carga del electron, v es la velocidad del proyectil, A w y h k son la energia y el
momento transferidos en una colisién inelastica, Z1 y pq(k) son, respectivamente, el namero
atomico y la transformada de Fourier de la densidad electronica de un estado de carga q
del proyectil, e I'm [—1 / e(l_é,w)] es la funcion de pérdida de energia del blanco. Nosotros nos

centraremos en el cdlculo de la potencia de frenado.

5.3. Planteamiento semiclasico de la potencia de pérdidas.

En esta seccion usaremos la funcion de pérdidas para obtener una expresion de la potencia
de pérdidas con un analisis semiclasico similar al que se hace en el articulo de Saslow|71].

Consideremos la pérdida de energia en un sélido cristalino cuando una particula cargada,
que consideramos puntual (por ejemplo un protéon Z; = +1), se mueve a través de él. El
calculo es esencialmente clasico y empezamos por calcular el trabajo que realiza una particula
localizada en R, cuando se mueve a través del solido con velocidad 7. Despreciando el momento
perdido por la particula en el posible "retroceso” tenemos que la densidad de carga externa
es:

PP (Ft) = Zy - 8(F — R, — T - 1)
partiendo de esta densidad de carga se llega a la siguiente ecuaciéon para la potencia de
pérdidas, ver apéndice I:

—

—17 i‘i‘ U i(G' -G b - s
- IZ/ i LTS AR @@ @) 62

si queremos el valor medio de la potencia de pérdidas promediado en el tiempo (dE/dt) sélo

tenemos que ver cuando desaparece la dependencia en ¢ de la ecuacion (5.2). Esta dependencia

aparece en ¢i(G =G [Ro+7:1] y, por lo tanto, promediar en t equivale a ((_}” — C_j) -U=0

dE  —iZ% / 5 . (GO B .
— = 7 ((§+G) V] ———=— -5 (0, ((+G)- v 5.3
a - o2 ; . [(§+G) -7 PN ¢eald (q+G)-v) (5-3)

el asterisco en la sumatoria de la ecuacion (5.3) significa que la suma se realiza a para todo G y
G’ tal que (G’ —G) L 7. La ecuacion (5.3) nos da la potencia de pérdidas total o disipativa de
una partu:ula de carga Z; que se mueve con velocidad ¢/ U en un solido periodico en la posicion
inicial R Esta potencia de pérdidas dependiente de R o parametro de impacto es la que
se llama Channelling o canalizaciéon, que es el fen6meno por el cual se limitan las posibles
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trayectoria de la particula en un solido cristalino|72]. En este caso particula incidente puede
atravesar el solido canalizada por los huecos o "tuneles” que dejan los atomos en la direcciéon
del movimiento, figura 5.2.

Figura 5.2: Representacion de la canalizaciéon de un proton en un sélido.

La potencia de pérdidas calculada sobre una direcciéon aleatoria del protéon, que no sea de
canalizacion, se llama potencia de pérdidas aleatoria o random. En este caso el protén no sigue
una direccion de canalizacion, sino que va pasando por todas las posibles trayectorias haciendo
que la potencia de pérdidas sea independiente del parametro de impacto ﬁo. Esta potencia de
pérdidas aleatoria se puede deducir promediando a todos los posibles R, o equivalentemente
a tomar en la ecuacion (5.3) G = G

1
~—

[dE

—iZ? S (@+G) v L A
= =D | e Tl @@+ 6o (5.4)
Random ’

7+ G2

Normalmente la potencia de pérdidas de las ecuaciones (5.3) y (5.4) no se expresa de esta
forma sino como la energia perdida por unidad de longitud —dFE/dx porque lo que nos interesa
en el frenado es calcular cuanta energia se pierde cuando la particula penetra una determinada
distancia en el material. El signo menos se introduce para que § = —dFE /dz sea una cantidad
positiva. Esta nueva magnitud se representa con S y se calcula a partir de las ecuaciones (5.3)
y (5.4) dividiendo dE/dt por la velocidad de la particula.

T 1dFE dE
S(Ro,’l)) = —;E:—%
L zZl 3o L A oi(G' =GR, A
S(R,,7) = E/ZBCZ [(7+G) 7] W'eé’é/(q’(Q"i_G)'v) (5.5)
leXe

2Z2 @+G)- 7 _ -
so = -5 - [ or O a6 o
Random Z 1ZB ‘q + GP GG
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si hacemos el cambio de variable G; = G’ — G podemos reescribir la ecuacion (5.5) como:

—

- iZ? (T+G)- v _ -

S(R,, V) = —=- ¢t Gl / By - .l (7T +G)-0) (5.6

(Fon®) = gy 2 GO 0@+ 0 D) 56
11lv

por ultimo, si tenemos en cuenta las propiedades de simetria de la funcion dieléctrica inversa
(ver apéndice J) y reducimos la integral en ¢’ a un sumatorio:

dE] 8772 x4+ G) T . A
—_ = R — €= "( 9 (q + G) U)
|: du Random Qv z@‘: zq: |q + G|2 i
dE] 872}~ ~ ((+G) T ' :
e = =—Im |e; (7, (7+ G) - V) (5.7)
|: dx Random QO v z@: zq‘: ‘(j—i_ G|2 ’ ]

5.4. Formulacion Hanke & Sham de la potencia de pérdidas

En esta seccién concretaremos las expresiones para las potencia de pérdidas dentro del
formalismo local de Hanke & Sham. Para ello partimos de la ecuacion (5.7) y de la inversa de
la funcion dieléctrica expresada en una representacion local del apartado 3.17:

e @w) = dga +o(@+ G)- Y AJG+G) - Seu(qw) - AL(@+ G (5.9)

8,8’

donde la matriz S~! es la matriz de apantallamiento local con efectos locales, seccion 3.1, y
con intercambio o efecto del exciton, seccion 3.2:

S=N°-[[—(V-1Vvs). N ! (5.10)

Los efectos exciténicos no son relevantes para el estudio de la potencia de pérdidas, sin
embargo no podemos decir lo mismo de efectos locales|39]|, por este motivo en esta seccion
despreciaremos los efectos del exciton, conservando los efectos locales, V% = 0 en la ecuacién
(5.10). Combinando las ecuaciones (5.7) y (5.9) llegamos a la expresion:
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[ dE] B
du Random o = 7 s,s

q
Im [A(7+G) - So(@ T+ C)-7) - A(@+ G| (5.11)

Im [Ay(@+ G) - S0(@, 7+ G) - ) - AL(G+ C) (5.12)

En la siguientes secciones aplicaremos las ecuaciones (5.11) y (5.12) para calcular la potencia

de pérdidas electrénica canalizada y Randon del Silicio considerando unicamente la contri-

bucion de los electrones de valencia e incluyendo los efectos locales para las dos bases sp® y
375

spd?.

Potencia de pérdidas aleatoria en el Silicio

En esta seccion calculamos la potencia de pérdidas electronica aleatoria del Silicio en
las dos bases sp3 y sp3d°, incluyendo los efectos locales. El primer paso es estudiar cudntos
vectores ¢’y G deben incluirse en las sumas para garantizar la convergencia. Con este objetivo
hemos tomado 10, 60 y 408 puntos especiales en zona irreducible de Chady & Cohen[35]
para realizar la suma en ¢y hemos cortado el sumatorio en G para vectores de red reciproca
mayores que 2.5, 5.0 y 7.5 en unidades de 27/a.

La grafica 5.3(a) representa la convergencia de la suma en ¢ para la base sp® con un corte
de |7+ G| < 2.5 (27/a) y distintas familias de puntos especiales y la grafica 5.3(b) representa
lo mismo para 60 puntos especiales pero con distintos cortes.

|7+ G| < 2.5 (27 /a) 10 puntos especiales
v (au) | 10 P.Esp 60 P.Esp | Error v (au) | 2.5 (2n/a) 5.0 (2r/a) | Error
0.2 0.0512 0.0526 | 2.7% 0.2 0.0512 0.0541 5.4%
0.5 0.1438 0.1541 6.7% 0.5 0.1438 0.1566 8.2%
1.0 0.2328 0.2511 7.3% 1.0 0.2328 0.2601 10.5%
1.5 0.2292 0.2401 4.5% 1.5 0.2292 0.2355 2.7%
3.0 0.1183 0.1194 | 0.9% 3.0 0.1183 0.1201 1.5%
6.0 0.0474 0.0471 0.6% 6.0 0.0474 0.0470 0.9%

Tabla 5.1: Potencia de pérdidas aleatoria, ecuaci_(")n (5.11), en el Silicio con base sp3d®. Con 10, 60 puntos
especiales de Chady & Cohen y un corte de [¢+ G| < 2.5 (27/a) y con 10 puntos especiales y cortes de 2.5 y
5.0 en unidades de 27 /a para |7+ G|
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e 3 T 3
Silicio (sp”) Silicio (sp”)
0.10 0.10
|g+Gl< 2.5 (2n/a) (a) (b)
0.08 10 puntos especiales 0.08 60 puntos especiales
—=== 60 puntos especiales
——— 408 puntos especiales |a+G| < 2.5 (2n/a)
\} ———— |q+G| < 5.0 (2n/a)
S 0061 \ S 0.6 - ——— |q+G| <75 (2nfa)
S S
< . £
x x
3 3
5 0.041 A % 004 /
\\ |
~
0.02 | N 0.02 | [
]
0.00 T 0.00 T T
2 3 4 2 3
V (au) V (au)

Figura 5.3: Potencia de pérdidas aleatoria, ecuacién (5.11), en el Silicio con base sp a) Con 10, 60 y 408
puntos especiales de Chady & Cohen y un corte de |+ G| < 2.5 (27/a) y b) Con 60 puntos especiales y cortes
de 2.5, 5.0 y 7.5 en unidades de 27/a para |¢+ G|

Como vemos en la gréfica 5.3(a) y (b) en la base sp?, basta con llegar a los 60 puntos
especiales de Chady & Cohen y cortar en |+ G| < 5.0 (27/a) para garantizar la convergencia
de la suma.

En el caso de la base sp®d® la dimension de las matrices S, V' y V7 de las ecuaciones (5.9)
y (5.10) con nuestra potencia de calculo dificulta un estudio de la convergencia de las sumas
para todas las velocidades, como el realizado en la base sp3. En su lugar hemos optado por
estudiar dicha convergencia solamente para una selecciéon de velocidades. La tabla 5.1 muestra
los resultados y vemos que, en el peor de los casos, tenemos un error no superior al 11 % si
nos quedarnos en 10 puntos especiales y |7+ C_j\ < 2.5 (27/a).

Este resultado puede parecer contradictorio si lo comparamos con los obtenidos en la base
sp> pero no es asi, veamos por qué: la base sp® necesita mas puntos especiales y un mayor corte
para |¢+ G | porque esta base reproduce menos bandas de conduccion y mucho més estrechas
que la base sp3d°, ver grafica de estructura de bandas grafica 2.4, esto reduce y limita las
posibles transiciones de banda de valencia a conduccién y por tanto las frecuencias a las que
el medio se puede polarizar. Por el contrario, la base sp*d®, tiene mas bandas de conduccion
y de mayor ancho de banda, lo que nos proporciona un mayor espectro de polarizacion del
material que se traduce en una potencia de pérdidas mucho mas suave y, por tanto, un nimero
menor de vectores ¢’y G para la convergencia de la sumas.

En la grafica 5.4 vemos que con 10 puntos especiales las pérdidas con el modelo sp3d® es
mucho méas suave que con el modelo sp? y también se observa que hay una gran diferencia,
aproximadamente del doble y el triple, entre el valores de la potencia de pérdidas de la base
sp> v sp3d°. Esta diferencia se debe béasicamente a un punto que ya hemos analizado con més
detalle en otro capitulo 2.4 y tiene que ver con las reglas de la suma.

La grafica 5.5 representan el numero efectivo de electrones, ecuacion (2.7), calculada con
408 puntos especiales de Chady & Cohen y para vectores ¢ en los ejes de simetria A A y X
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Silicio

sp’d®

sp®

0.25
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Figura 5.4: Potencia de pérdidas aleatoria, ecuacion (5.11), en el Silicio para la base sp® con 60 puntos
especiales de Chady & Cohen y un corte de |§+ G| < 5 (27/a) y para la base sp®d® 10 puntos especiales y
cortes de 2.5 en unidades de 27 /a para |7+ G|

respectivamente y en la tabla 5.2 vemos el niimero de electrones efectivos calculados sobre los
10 puntos especiales de Chady & Cohen y su desviacion en % con respecto de los 8 electrones
por celda primitiva para las dos bases. Tanto en la tabla, como en la gréfica, se observa
claramente que la base sp® verifica mal las reglas de la suma, sobre todo para los vectores
¢ de mayor médulo o mas proximos a la frontera de la primera zona de Brillouin. En valor
medio a la base sp? le falta un factor de 1.6 para llegar a los 8 electrones. Sin embargo en
la base sp3d® tenemos un buen acuerdo con las reglas de la suma y el numero de electrones
practicamente se mantiene constante en la primera zona de Brillouin.

3 45
8 sp’d
T rTeTwTTE T
T -
‘o§.~
T
ST~ sp®
S O Ss
6 ~. Sw
_— . -
o S
P4 \o\ \\\\
\.\. S
a-mcamomme Eje A \.\
4 Eje A ~
----- EjeZ
2 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Allyax

Figura 5.5: Nimero de electrones efectivos para el Silicio, ecuacion (2.7) para las bases sp® y sp®d® en los ejes
AAyX.

Sabemos que en el régimen de altas velocidades la potencia de pérdidas va como la férmula
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q-2m/a Nef

@ @ O sp® spPd®

7/8 3/8 1/3|382 52% | 723 10%
7/8 1/8 1/8|424 AT% | 732 9%
5/8 5/8 1/8|4.01 50% | 7.36 8%
5/8 3/8 3/8|4.35 46% | 742 T%
5/8 3/8 1/8|480 40% |7.53 6%
5/8 1/8 1/8|535 33% | 761 5%
3/8 3/8 3/8|5.15 36% |7.58 5%
3/8 3/8 1/8|566 29% | 767 4%
3/8 1/8 1/8(6.23 22% |7.73 3%
1/8 1/8 1/8|654 18% | 7.78 3%

Tabla 5.2: Silicio: Ntumero de electrones efectivos, ecuacién (2.7), para los 10 puntos especiales de Chady &
Cohen y su desviacién en % con respecto de los 8 electrones por celda primitiva para las dos bases sp® y sp3d®

de Bethe y es proporcional a la densidad de electrones por celda primitiva n,:
[dE _dnZ}

} <2mv2 >
— = ‘N, - In
dx Bethe

hwyp
por tanto, para tener un buen comportamiento de la potencia de pérdidas en este limite de
velocidades es fundamental que se cumplan las las reglas de la suma.

mu?

Silicio Silicio
0254 a) ——— sp’d® 0254 b) s .
PRt A\\ N sp? -, TTT s d 2
/ > P~ 4 \ 1] e—sp3dS corregido 7o
f N —— Limite de Bethe \ <
3 Z
0.20 1 sp® corregido 0.20 \ ono v
II — sp’d® corregido ‘\ rd
= 4 N 5 \\\\
8015 N S o5 N\
\\.
5 \\\ i‘ \\\\
.

% \\\ % \:\ 00 o D 03 o. o X
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’ N =3 —_———5pid® N
, ~ p -
0.054 fi/ oy 0.05 = sp’d® corregido
7777777777777 Limite de Bethe
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Figura 5.6: Potencia de pérdidas aleatoria corregida y no corregida en el Silicio para la base sp® con 60 puntos
especiales de Chady & Cohen y un corte de |§+ G| < 5 (27/a) y para la base sp®d® 10 puntos especiales y
cortes de 2.5 en unidades de 27 /a para |§+ G|

En la grafica 5.6(a) comparamos los resultados de potencia de pérdidas para las dos
bases con el limite de Bethe. La potencia de pérdidas calculada con sp3d® tiene un buen
comportamiento, pues en el régimen de altas velocidades tiende al limite de Bethe mientras
que la calculada en la base sp? se aleja de este limite porque, como ya hemos visto, el nimero
de electrones por celda primitiva no alcanza los 8 electrones. Este resultado es otro argumento
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que refuerza la hipotesis de que para tener buenos resultados en el Silicio es necesario una
base con orbitales d, capitulo 3.1.

Para solventar el problema de la falta de exactitud en las reglas de la suma, sobre todo
para la base sp?, hemos propuesto "renormalizar” la funcién dieléctrica por un factor de escala
a(q) que garantice la exactitud de dichas reglas. En otra palabras, vamos a realizar el siguiente
cambio en la ecuacion (5.7):

-1 . N
eé”é’,(Qaw) — oz(q_‘) EG G’(q W)
donde el parametro «(q) se ajusta a partir de la ecuacion (2.6) para que se cumpla la regla
de la suma:

—

/Ooow.lm [ GG/(% )] ca(q) - dw = —gwp( ,G,C_}”)

con la frecuencia de plasma w,, definida como:

R = [ A 2
wp((f,G:(),G/:()): L)
m

Llamaremos potencia de pérdidas "corregida” a la potencia de pérdidas calculada incluyendo
el factor a(q). En la grafica 5.6 vemos los resultados de la potencia de pérdidas corregida y
no corregida, comparandolas con el limite de Bethe. Los resultados son muy significativos,
ahora las pérdidas corregidas para las dos bases convergen correctamente al limite de Bethe
y tienen valores parecidos. En el caso sp? el factor a(q) es fundamental para tener un buen
comportamiento de potencia de pérdidas, sin embargo para la base sp3d® este factor solo
supone una diferencia del 14 % en el peor de los casos, entorno al maximo de la potencia de
pérdidas.

Silicio Silicio
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Figura 5.7: Potencia de pérdidas aleatoria corregida y no corregida en el Silicio para la base sp®d® en los
intervalos de velocidad de (0.06,0.3) au. grafica a) y (0.3,0.8) au. grafica b) comparada con diversos autores
y los resultados experimentales

En el resto de este capitulo, a menos que indiquemos lo contrario, estudiaremos solamente
la base sp3d®. La grafica 5.6(b) representa la potencia de pérdidas electronica para esta base,
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con y sin la correccion «(q), ademés de un detalle del régimen a bajas velocidades. En este
detalle podemos ver que la potencia de pérdidas es practicamente nula por debajo de v =~ 0.06
au, lo que significa que para estas velocidades, el protén apenas sufre frenado debido a los
electrones del material. Para velocidades superiores a unos pocos keV, el comportamiento la
potencia de pérdidas pasa a ser proporcional a la velocidad|73, 74].

La tabla 5.3 resume los resultados de esta constante de proporcionalidad junto con los
de otros autores y el valor experimental[75]. Nuestros célculos en la tabla 5.3 son corregidos,
en una base sp3d®, con y sin efectos locales (solo aproximacion RPA). Los resultados son
bastante discrepantes, por ejemplo, Lindhard-Winther|76] y Pitarke & Campillo[37] con un
modelo TDLDA dan un resultado préximo a 0.15 au, mientras que el resto de los autores se
aproximan mas al valor experimental|[75] de 0.26 au. En nuestro caso, grafica 5.7 y tabla 5.3,
para energias ligeramente superiores a la del gap, el frenado es practicamente proporcional
a la velocidad con una constante de 0.42 y 0.39 a.u, en el intervalo (0.06,0.3) au, y de 0.27
y 0.25 au. en el intervalo (0.3,0.8) para la potencia de frenado corregida y no corregida
respectivamente. Esto supone, aproximadamente, un error con respecto al experimental del
orden de 50 %, en el intervalo (0.06,0.3), y de 4% en el intervalo (0.3,0.8).

Si realizamos un ajuste por minimos cuadrados de la potencia de pérdidas corregida, con
efectos locales, en todo el intervalo de velocidades que va desde 0 a 0.8 au, el resultados es
0.31 au, y si eliminamos los efectos no locales, el resultado es de 0.25 au, una diferencia del
20 % y 4 % respectivamente. Todos estos resultados nos demuestran que los efectos no locales
y del gap no son despreciables en el Silicio. El efecto del gap tiende a reducir la potencia de
pérdidas|77, 78] mientras que los efectos locales tienden a aumentarla[65]. Por este motivo a
velocidades inferiores a los 0.2 au, ver grafica 5.7(a), nuestros resultados son menores (dominan
los efectos reductores del gap), y mayores por encima (dominan los efectos no locales) a los
de otros autores.

En el intervalo de velocidades de 0.3 au. a 0.8 au, ver gréfica 5.7(b), nuestros resultados
reproducen una pendiente similar a la experimental, pero dan un valor de potencia de pérdidas
un 10 % superior al experimental. Pensamos que nuestros resultados muestran diferencias en
estos intervalos, porque en el intervalo (0.3,0.8) la polarizacion del medio es méas importante y
se ve reforzada por los efectos locales, ademas porque, fenémenos que no hemos considerado,
como onda wake, y sobre todo, de transferencia de carga, apantallan la carga del protén
Z1 = +1 por una carga efectiva z] < 1, reduciendo de esta forma la potencia de pérdidas|79],
sobre todo, en el intervalo (0.0, 0.3).
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Modelo —%‘fl—x (au.) Diferencia
sp>d®+LE, ajuste 0.06 < v < 0.3 0.42 62 %
sp3d®+LE, ajuste 0.3 < v < 0.8 0.27 4%
sp3d®+LE, ajuste 0 < v < 0.8 0.31 19%
sp3d® (RPA) ajuste 0 < v < 0.8 0.25 4%
E. Ligeon - A. Guivarch (Exp) [75] 0.26 0%
Echenique-Nieminen-Ritchie [80] 0.25 4%
Lindhard-Winther |76] 0.16 38%
Ferrell-Ritchie [81] 0.20 23%
SRIM2013|82] 0.22 15%
Ziegler[67] 0.24 8%
Pitarke & Campillo (TDLDA) [37] 0.14 46 %

Tabla 5.3: Constante de proporcionalidad en au. para la potencia de pérdidas y la velocidad en el régimen de

bajas velocidades.

En la grafica 5.8 mostramos la potencia de pérdidas total (electrones de valencia més
los del core) para un movimiento aleatorio del proton en Silicio comparados con los datos
experimentales de Ziegler|67], SRIM2013[82| y Beger|83|]. Utilizamos los calculos Mathar|69]
para incluir la contribucion de los electrones 2s y 2p del Silicio a la potencia de pérdidas total.
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Figura 5.8: Potencia de pérdidas total, electrones del core més electrones de valencia para un movimiento

aleatorio del proton en Silicio.

Nuestros resultados se ajustan razonablemente bien por encima de los 2.0 au. sin embargo
en el maximo de la potencia de pérdidas, intervalo (1.0,2.0) au. de la grafica 5.8 nuestros
resultados son ligeramente mayores a los experimentales, entorno a un 10 %. Incluso la posicion
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del maximo de la potencia de pérdidas es menor en nuestros calculos, 1.2 au. frente al 1.4 au.
de SRIM2013 o 1.7 de Ziegler. Pensamos que estas diferencias se deben a que el parametro
corrector «(q), en este rango de velocidades, debe sobrestimar ligeramente la potencia de
pérdidas (no olvidemos que la suma con 10 puntos especiales en este rango es mas imprecisa,
tabla 5.2) y, sobre todo, a efectos no lineales que no hemos considerado, como procesos de
intercambio de carga, frenado no lineal, etc., discutidos por otros autores[65].

Potencia de pérdidas canalizada o Channeling en Silicio

Cuando tenemos un material cristalino, los procesos fisicos de dispersion y pérdida de
energia dependen de la orientacién relativa del haz de protones incidentes y del material
blanco. Este efecto se llama canalizacion o “channeling” en inglés y se puede entender de la
siguiente forma: si la direccion de una particula incidente sobre la superficie del cristal coincide
aproximadamente con una de las direcciones cristalinas, por ejemplo un eje de simetria del
cristal, la particula tendrd una probabilidad muy alta de deflectarse con un angulo muy
pequeno cuando cruce el primer plano atémico de la red, lo mismo sucedera cuando pase por los
sucesivos planos después de éste, asi, la particula sufre una serie de colisiones correlacionadas
que le conduciran en una trayectoria oscilante a través de los canales abiertos entre las filas
atomicas o los planos atomicos, ver figura 5.9(a).

El resultado final de esta canlizacién es una reduccién significativa del espectro de disper-
sion angular y, por tanto, una disminucién en la potencia de pérdidas. Por el contrario, si la
particula penetra muy cerca de alguna fila de 4tomos, o si su dngulo de incidencia es tal que
se acerca demasiado a una fila atémica, entonces actuaran las fuerzas de repulsiéon desviando
la particula del "canal” mediante fuertes colisiones. A partir de ese momento, la trayectoria
de particula se puede equiparar a una trayectoria de tipo aleatoria o "random” como las que
ya hemos estudiado en la seccion anterior, ver figura 5.9(b).

Figura 5.9: Ilustracion esquematica de dos particulas que traviesan una red cristalinea. a) En condiciones de
canalizacion. b) No canalizada o aleatoria.

La potencia de pérdidas canalizada se puede calcular, dentro de la teoria de la respuesta
dieléctrica, y utilizando el formalismo de Hanke & Sham con la ecuacion (5.8) donde la suma
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en (G1 de la ecuacion (5.8) se corta para quedarnos con la primera componente dominante de
Fourier.

T\ TTITTTIT777 7%
W 111/

Figura 5.10: Potencia de pérdidas canalizada de protones con v = 1.2 au. en Silicio y normalizada a la potencia
de pérdidas aleatoria en los canales < 110 > y < 100 > para esa misma velocidad con una base sp>d®

La grafica 5.10 representa la potencia de pérdidas de protones con v = 1.2 au, calculada
en la base sp3d® del Silicio, en los canales < 110 > y < 100 > respectivamente. La potencia de
pérdidas de la grafica 5.10 se ha promediado a lo largo del eje del canal, y se ha normalizado
a la potencia de pérdidas aleatoria a esa misma velocidad S(R,,v)/Sgr(v).

La grafica 5.11 representa Potencia de pérdidas de protones con v = 1.2 au. promediada
en los canales < 100 > y < 110 > y normalizada comparada con la densidad relativa de
electrones de valencia para esos mismos canales. Por lo general, en las regiones proximas a las
cadenas atomicas la densidad de electrones es mas alta que en las zonas mas alejadas, y en
estas regiones, la pérdida de energia de los protones canalizados es mayor que la pérdida de
energia en electrones de valencia en un objetivo no orientado o potencia de pérdidas aleatoria.
Ademas, se observa que la potencia de pérdidas reproduce la forma de la distribucion de
densidad de electrones de valencia aunque es insensible a los detalles de dicha distribucion, lo
que refleja una relacion de proporcionalidad entre dichas magnitudes.

En el canal < 110 > las componentes de Fourier dominantes de la potencia de pérdidas
y de la densidad de carga son G' = 27 /a (41,+1,+1). Basicamente estas componentes son
la que determinan el patrén de distribucion de la densidad electrénica local y la pérdida de
energia, el resto de las componentes nos dan los detalles finos de las pérdidas o la distribucion.
Por tanto, podemos plantear una relacion lineal entre la pérdida de energia y la densidad|84]
para cada canal. Por ejemplo para el canal < 110 > tenemos:
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_ S
SRand

S(111)
5(0) F(111)
Nuestros célculos del pardmetro 3 para este canal en el Silicio dieron un 8 = 0.57 un valor
muy cercano al valor obtenido por otros autores|84|, 5 = 0.5.

S'rel('F) = /8 : prel(F) + (1 - /6) donde /6 = (513)

Channeling

Densidad Densidad | 4 Channeling

<1-10>

Figura 5.11: Silicio: Potencia de pérdidas canalizada de protones con v = 1.2 au. promediada sobre los
canales < 110 > (primera grafica parte superior) y < 100 > (segunda gréfica lado derecho) y normalizada con
la potencia de pérdidas aleatoria a esa mis a velocidad. En estas mismas graficas se compara el Channeling
con la densidad relativa de electrones de valencia para el canal < 110 >(primera grafica parte inferior) y para
el canal < 100 > (segunda grafica lado izquierdo) en una base spd®






Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado el formalismo Hanke & Sham para la respuesta dieléctrica,
utilizando una base local de orbitales atémicos generados a partir del método Fireball y su
aplicacion a un semiconductor de Silicio. Durante el desarrollo de la tesis hemos puesto de
manifiesto, entre otras cosas:

= Que la base de orbitales atomicos Fireball sp3d® es la mas adecuada para estudiar las
propiedades del Silicio. Las bases locales generadas solamente con orbitales s y p optimi-
zados o dobles no son suficientes para reproducir con precision los datos experimentales
de la funcion dieléctrica o la funcién de pérdidas. Esto es asi porque en el Silicio hay
elementos de matriz de la respuesta dieléctrica que requieren una polarizaciéon que solo
se pueden obtener con orbitales d o superiores. Los cédlculos que hemos realizado en
esta tesis de bandas, grafica 2.4, nimero efectivo de electrones, grafica 2.7 y funcion
dieléctrica, grafica 3.5 y potencia de pérdidas grafica 5.6 demuestran claramente esta
afirmacion.

= Que para obtener buenos resultados en la funcion dieléctrica del Silicio y su inversa es
necesario incluir, ademas de los efectos locales y los efectos del exciton, la correccién por
la autoenergia. La funcion dieléctrica calculada solamente con la aproximacion RPA y
efectos locales puede ser suficiente para reproducir el principal pico de absorcién 6ptico
del Silicio & 4.4 eV. pero es insuficiente para reproducir el pico del excitéon ~ 3.4 eV. y
el desplazamiento de este pico a energias més bajas, grafica 3.14.

= Hemos demostrado que la utilizacion de la base local es una alternativa muy interesante
a la base de ondas planas porque permite invertir la funcién dieléctrica sin tener que
truncar la matriz infinita €G.Gr (¢, w) o equivalentemente permite resolver de forma exacta
la ecuacion Dyson para la polarizabilidad. Ademas, la base local se puede aplicar para
hacer estudios “ab initio” incluyendo efectos de muchos cuerpos no sélo a sistemas con
gran numero de particulas como aislantes, semiconductores y superficies, sino también
a sistemas como macromoléculas, cluster, nanosistemas.
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6. CONCLUSIONES

Hemos desarrollado y ampliado todo el formalismo Hanke & Sham a una base local de
orbitales atémicos, incluyendo efectos locales y excitonicos. También hemos visto que
se pueden aplicar las ideas basicas del formalismo Hanke & Sham para hacer un calculo
GW de la autoenergia de la cuasiparticula. En particular hemos aplicado este formalismo
a la aproximacion COHSEX estatica para anadir la correcciéon por la autoenergia de la
cuarta y quinta bandas del Silicio.

Hemos propuesto un procedimiento general para incluir el apantallamiento y los efectos
dindmicos en la matriz de interaccién electréon-hueco. Para reproducir correctamente los
efectos excitonicos en la respuesta dieléctrica tenemos que tener en cuenta el apanta-
llamineto en la matriz de interaccion electrén-hueco y que este apantallamiento es, en
general, dependiente de la frecuencia o dindmico y que es posible aproximarlo por un
apantallamiento efectivo estatico.

Hemos aplicado la respuesta dieléctrica al estudio de la potencia de pérdidas y el Chan-
neling de los electrones de valencia en el Silicio. En especial hemos podido hacer un
estudio tedrico del comportamiento de las pérdidas del protén en la zona de bajas y
muy bajas velocidades, donde el gap y los detalles de la estructura de bandas son mas
importantes, y donde los electrones del core tienen menos influencia.

Hemos incluido en los apéndices los desarrollos mas importantes del formalismo Hanke
& Sham y la aproximacion COHSEX de la autoenergia, asi como los célculos y aproxi-
maciones para las integrales de repulsion de Coulomb y del potencial apantallado.

Cuando Hanke & Sham propusieron una respuesta dieléctrica deducida a partir de una

base de orbitales localizados, la potencia de célculo de los ordenadores no era demasiado
grande, por este motivo esta teoria no tuvo un gran desarrollo. Actualmente, y sobre todo
en un futuro, con el aumento de la capacidad de célculo de los ordenadores, la optimizacion
de los algoritmos y los programas, y el uso de la paralelizacién, podremos manejar bases con
orbitales s, p, d, f.. que dardn gran precisiéon con tiempos de cédlculo razonables, lo que nos
permitiria estudiar gran variedad de materiales. Teniendo en cuenta esta idea, el siguiente
paso después de esta tesis, y en el que ya estamos metidos, consiste en mejorar y completar
algunos aspectos tanto tedricos, como de programaciéon, por ejemplo:

» Optimizar algunos programas y/o subrutinas para evitar célculos innecesarios. Es nece-

sario incluir algoritmos que mejoren el funcionamiento de algunas subrutinas sobre todo
en lo que se refiere al calculo de los elementos de la matriz electrostatica y de interacciéon
electron-hueco.

Acelerar el computo de las matrices N°, V' y V¥ por medio de la paralelizaciéon porque
son las que mas tiempo CPU consumen.

Incorporar nuestros resultados de autoenergia GW en base local a los programas de la
respuesta dieléctrica. En el capitulo 3.2 la autoenergia se introducia recuperando los
resultados de Hybertsen y Louie[44| porque en ese momento no disponiamos de calculos
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GW con nuestro modelo méas precisos. Falta, por lo tanto, realizar estos calculos pero
con nuestro modelo GW.

= Incluir los efectos dindmicos en el calculo de la autoenergia GW. Este punto sin du-
da permitirfa mejorar los resultados GW y tener una aproximacién mas precisa de la
autoenergia.

Terminadas estas mejoras en nuestros programas, el siguiente paso es aplicar este forma-
lismo a distintos materiales:

= Aplicar el formalismo para estudiar las propiedades 6pticas de otros semiconductores de
interés: Ge, AsGA aleaciones de Silicio y Carbono Si_,C, Grafeno.
= Estudio de sistemas con superficies e intercapas.

= Aplicacion a Cluster y nanosistemas.






Apéndice A

Ecuaciones de la teoria Hanke y Sham.

A.1. Calculo de la polarizabilidad propia P en base local.

En este apéndice vamos a calcular la expresiéon polarizabilidad propia en el espacio de
momentos P(7+ G, 7+ G';w) detro del formalismo Hanke & Sham con una base de orbitales
atomicos localizados. Segun la expresion (1.47):

P+ G, 7+ G w) = Zz<n2 k|e q+G)r\n1 k+q>
e B
. — — — - — - (= = o —
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si sustituimos < no, k|e Ini,k+q>y <ng k" +qle |ns, k" > por su valor
calculado en el apéndice A.2, recordemos que los indices en atomos base i1, 9,15, i quedan
incluidos en los vectores p; i, ¥ Pigis;
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para simplificar la notacién y los indices en los sumatorios definimos s; = ay, a9, pii, ¥
83 = (5, O, Pisig y con estas definiciones nos queda:

~ — =

P(‘T"" G,q+G §W) = Z Z Z Z Asl (J—i— é) . e+i'(E+q)'ﬁi1i2.
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Ny, s Z Z +i-(k+@) Py iy [0222700 (/})] CZlal (k:—i—cf)-

ni,mn2 2y
n5,Mn6 k k

m(ny, k+ q,mns, k:, ns, l;", ng, K+ q;w) - [C"G (k:” + q_)} o (k: ) e~ i (K40 Figis (A.1)

i6,a6 i5,a5
la ecuaciéon para P en forma matricial se escribe:

P(§+G,q+G5w) = A (T+G) - Ny (qw) - A3, (T + ) (A.2)

5183

Ahora procedemos a aproximar m por el diagrama de Feynman de la figura 1.7 o aproxi-
macién Hartree-Fock:

7T(n1, E—'_ (,?;712; Ea ns, E”,’I’l(;, l;;” + q_: q_:OJ) =
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el término v(nq, k+ q,na, E, ng, E’, n4, K + @) lo hemos calculado en el apéndice A.4 y vale:
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81782 ((j) [0230[3(_’/)] O™ (k}/ + q_> e k +q)- Pigis

14,004
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donde:
VE L@ = Ze i-q-(Fig —Fig +Ro) | /dSF.dSF-gb;l(F—ﬁ-l — R —R,)

¢a2 (F/ - 7__;2 - EO) : ’U(’F_ F/) : ¢Z3( Tls) ¢a4( 7__;4 - é;) (A3)

Teniendo en cuenta la aproximacién Hartree-Fock para m podemos escribir P como:

P(@+G.q+Gw)= > > <ngkle T T|ny k+q> -
n17n2kk//
ns5,ne
r(n1, k + @,na, kyns, K ng, k' + §w) < ng, k" + (ﬂe+i'(‘7+G/)'ﬁ|n5, ' >=
Z Z <n2 k|€ q+G T|n1 k+Q> [ (nl,k+i,n2,k;W)'5nl7n5'(5n27n6 '5]_6’,]_6'"

n1L,N2 7 vy
n5,n6 k k

Wo(nl’g"i_ Jvn%l&w) ‘ Z U(n1,/5+6ﬁn2,/5,n3,ﬁ’,n4,é’ +4q)

nz,na,k’

1
2
W(n4’ ]2, + (fa ns, Elv ns, E”’ ne, E” + (j; (j; W) ] < Neg, ]g” + q—1€+i-(§+G/)~W‘n57 E” >
que nos permite separar la polarizabilidad propia P en dos términos:

PG+ G, i+ Gw) = P4+ G, i+ Gsw) + PG+ G, i+ Gsw)

PG+ Gq+Ghw) =Y Y <ny, ket @O E1g> -

ni,n2 ¢ gy
ns5,ne k k

- N - — (= é/ =4 -
Wo(nlv k + q,nz, k7w) : (5711,715 : 677»2777»6 : 5];7];//' < ng, k// + q_1€+l (@+G")T ‘n5, k'// >

5 . . 1 . . .
17 = P —i-(7+G)-7 7~ .0 = ).
P ({+G,{+Gw) = 5 g E < no, kle In1, k 4+ ¢ > -7°(n1, k+ @, ne, k;w)

nLN2 7
n5,16 k, F

Z ’U(TLl,E-F @n27gu n37k ,’I’l4,k/ + q_) . 7T(n47'12;/ + Jun37E/7n57E//7n67E// + q_:q_:w)

nz,na,k’

< ne, g + q—1€+i~(¢T+G/).F"n5’ IS

si sustituimos los valores de 7° y de < ng, k|e~# (@O T|n, k+7 >, < ng, K/ +qe @)™ |ng k' >
calculados en el apéndice A.2:

-

3' fnl(E+g)_fn2( )
N En1(%+q_>_En2(l;)

Wo(nlul;;—i_q_;nZuE;w) -
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PUq+Ga+Ghw) =3 3 3 fem, B o, F+ )
ni,n2 E ];// aq,02

ns,ne le io

fur(k+ @) = fao(K)

o F (D) Biyiy . A ')
En, (k+ ) — En (k)

. 2
Q2,a1,0y iy (T+ G) - bnins  Ongin 5;;;;// N

. Z Czs as(k,//) [Ogsae(k//_i_q—)} .efi-(k +4) Pigig . 0167015,P1615 (q-’ )
5,06
Pigig

P+ G q+Cw)= D Y Amaig,, @+ G)

Q1,a2 Q5,006
PiliQ Pi5i6
N

(G, (B)] - Ol (F o+ - e D 2 S+ Q) — foo(k)

e - N By (F 4 )~ Buy ()
k
o (F D) O () DT a7 (4G

Renombramos los indices s1 = aq, az, Pii, ¥ S3 = 5, 0, Pigig ¥ teniendo en cuenta la defini-

cion de N en la ecuacion (A.1) llamaremos Ny, ;. () al término:

Now(@w) = - 30 e Er 0% Jops (B O, (R a)
7’741,712,];

. fnl(;”:"i_ (j) B fn2( )

Enl (k + (j) - En2 (k)

-

15,05

' [Czs a6 (k + (T)] Gy (E) ’ e_i'(k—’—q‘).ﬁ%% (A-4)

y por tanto P se puede poner matricialmente como:

PG+ Gq+Ghw) =) Ay (+G) - N (Gw) - AL (T+ G

51,53

El primer término P° corresponde al diagrama a) en la figura 1.8 o diagrama de la burbuja
que corresponde a la aproximacion Hartree o RPA para la polarizabilidad.
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De la misma forma que hemos calculado P° se deduce:

~( éi el Y ZZZ[CZZOQ_'] Cglm(k"i_g) et FEHD P

ni,n2 K, k" S1

n5,n6
Aag,a1,ﬁili2 (i+ é) : 7'('0(711’ k + Q7 na, k,OJ) : Z ’U(nl, E + q_; na, Ea ns, E,7 ny, E, + @7)
n3,n4g
E/

7T(7’L4, ]2, + (fa ns, ]g,’ ns, lg”v e, E” + q_; (fa w)- Z |:Cn6 (k” + (D SO (k”)'

16,006 15,05
S3
—1- E”‘i’ ‘_’i 7 g ~
et K"+ Pigis AZG,%’%ZG (7+ G/)
PG+ Gg i) = b X 55 [0 Ot (- creFr0
ni,n2 K, k” S1
n5,n6

oAy 2 (k+ @) = fuy (F) ZZZ
A . L. 711_" 2_" ni
eran o THC) P By (K) vy 5 [ ]
K

C (E) |:Cl37a3 (E )] -G (k/ + q_> 6 k—HT) pl, i . e+i'(E/+q_)'ﬁi4i3 .

Z270‘2 14,004

‘/S:Z,SQ ((j) : 7T(7’L4, k/ + q_; ns, ]g,) ns, kﬂv neg, ]g” + q_; q_; W) ’ Z |:CZ36016 (k” + @)]
S3
025,115 (k//) .(EIIJrq_').ﬁiGZs A’ (q + é/)

6,05 7p25 ig

donde hemos llamado s} = ajay, py . Reagrupando términos en esta tltima expresion:

7 = = 1 S 2 o .
Pl((j'i_ G,q+ GIQW) = 5 Z As, (T+ G) - N Z et (E+Q) Piyiy
s1,8] n1,n2
$2,83 px
7 7 n E + — In k - * .
O - BEEDIE o e
’ ’ Eny(k+ Q) — Eny(k) L™ .

7i-(l_€'+_')~_;-/ il z i i n n
¢ v b 51 S2 (j) Z Z - k —HT) & e |:CZ33a3(k/)] 02440t4(k/ + (j)

R
s, B s, B s, B, B 4 ) - [ O, (R )] O (R

€7i~(];"+q_')‘ﬂi6i5 ‘A:3((f—i— é’/)

y ahora con las definiciones de N¢, ,(7,w) y Ns, s5(q;w), ecuaciones (A.1) y (A.4) tenemos:

151(‘?"" é?i"" él? =5 Z Asl 31,33(_’ ) ' ‘/5?52(@) ' NS2,S3(§: w) ' A:3(J+ C_j/)

31,51
82,83
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por tanto:

PG+ G, 7+ Gw) =P+ G, 7+ Gw) + PG+ G, q+ G w)

5 Y Aa@+G) NG G (@w) VE (@) Nepso(@w) - AL(T+ G

9 Z 51783 31,32((?) N82 53((]7 ) ] . A:3((j+ é/)

comparando esta ecuacion con la ecuacion (A.2) se deduce:

NSLSB (q_: OJ) = 81,53 q_) Z 81783 ‘/5%1732 (q_) : NSQ,SB(q_; CU)

51752
utilizando la notacion matricial:
N=N°—-1N°V*N (A.5)

despejando N en la ecuacion (A.5) :

N+31N°V¥N = N°
[I+1N°V*I N = N°
N = [[+3N°ve ! Ne

o equivalentemente como aparece en el articulo de Hanke y Sham[4]:
N = [I—3N°V®+ 3 N°VEN°V® — 1 N°VENOVENOV? 4 ... N°
N = N°—1N°V*N°+ & NOVENCVENC — &% NOVENCOVENCVENC 4+
N = N°[I—-3V*N°+ LVINVIN® — LVINVINVIN + ... ]
N = N°[I[+iVeN°]?

Por tanto, de todo lo anterior y de las ecuaciones (1.44) y (A.2) deducimos que la expresion
de e((+ G,7+ G;w) es

((+G.q+Gsw) =650 —v(G+G) P+ G q+G;w)
oA A Ame Lo B e, A
7+ G, 7+ Ghw) =65a — —— > A (§+G) Ny oy (Gw) - AL (T+ G
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con:
N=N°[I+3V®No! (A.6)
Para calcular la funcion de inversa e (¢ + G, ¢+ G';w) utilizamos la ecuacion (1.45):
U7+ G. T+ 5w = dgq+0(@+C) x(d@+G,q+ G w) (A7)

donde x en la ecuacion (A.7) se relacionar con P mediante la ecuacion Dyson (1.46):

x=P+Puvy (A.8)
despejando x de la ecuacion (A.8):
x—Pvx = P
(I-Pv)x = P
X = (I—Pv)flp
X = P-PvP+PvPvP—PvPvPvPuvP+... (A.9)

de la ecuacion (A.2) en forma matricial P = A N At y con la ecuacion (A.9):

X = ANAT—ANATvANAT +ANATvANATvAN AT — ...
X = AN(I-ATvAN +ATvANATvAN-—..) A" (A.10)

definimos ahora la matriz electrostéatica como V = AT v A cuya expresion en el espacio de
momentos es, apéndice A.3:

Vel@) = S et [ [ @07 o5 (7= 7~ R o)
Ro

@Z)Otz(’F_ 7_—;2 - RO) ' U(_;_ ’Fl) : (ng(F/ - 7_—;3) : ¢a4(7ﬂ - 7_—;4 - R/)
con la definicion de V' y la ecuacion (A.10) queda:

X = AN(I-VN +VN-...)A"
x = AN(I-V N)"tA"
x = ASAT (A.11)

donde hemos definido la matriz S como S = N (I —V N)~!l. La inversa de la matriz S o
matriz de apantallamiento local:

st = [NU-V N

St = I-VN)N!
st = Nl-v
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y de la ecuacion (A.6) llegamos:

-1
Sfl — ( O[I+ 1 Ve No]—l) -V
St [[+1V®N° (N =V

S7U= (N vV

y por tanto S en funciéon de N°, V y V¥ vale:
—1
S = [(NO)_1+%V’”—V]
o\—1 T o o\—1 -1
§ = [N = (V- v NV
x 0 oy—1 -1
s = [r-w-yve) NNy
S = N°[I—(V—-3V® N ! (A.12)

y por fin de las ecuaciones (A.7), (A.11) y (A.12) llegamos a una expresién para € ':

- - 47 €2 - -
NG+ G+ Gw) =dag + (% N A (@4 G) - Sy (@w) - AL (T + G

donde la matriz S se calcula con la ecuacion (A.12), N° con la ecuacion (A.4) y las matrices
electrostatica V' y de intercambio o de interacciéon electron hueco V* se calculan segun las
ecuaciones (A.3) y (A.11), ver apéndices A.3 y A.4 respectivamente.

A.2. Calculo de < n,kle-*@7m k+¢> en base local.

En la expresion general para la polarizabilidad P(7+ G, 7+ G') ecuacion (1.47):

PG+ G, 7+ G) =< no, kle " @O |, E 4 g > -

— = — - — N — o AN -
' 77(7?,1,]6‘ + qvn%k’n&k//’nﬁ’k// +q; Qaw) < nﬁ’k// + q_16+l (q+ch) ‘n57k// >

aparecen términos del tipo < ns, E\e*i'@*@)ﬂnl, k+q>y <ne k" + qlet (@) T g, S
En este apéndice vamos ha calcular en la base local cuanto vale cada uno de estos elementos
de matriz. En nuestra notacién habitual tenemos que los estados propios del Hamiltoniano de
un electron:
nk>=>"Ciali,a k>
2,00
donde: .
|i,o¢,l€ >=— Zei'k'(ﬁ+R) |i,o¢,l€ >

\/NR
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siendo < i, o, k >= ¢o(F— 7 — R):

< ng, ke HTHOT I k47> =

- Z |:Cg27a2 (,I;;)} Clnlloq (E + (j) < g, Q, E‘e_i.(§+G)'F|i17 at, E +q>

11,00
i2,a2
_ n2 _' ni —i-k-(Tjy +R2) . +i-(k+q)- (T, +R1) .
o Z Z [022412 } Cll a1(k +q)e : ¢ !
§1,a1 Ri1,Rs
19,02

i-(§+G)-7

<127Oé277'12+R2|€ \21,041,7'@1-1-1%1 >

calculemos primero < i, a9, 7i, + R'g\e*"'@*@)"?ﬁl,al,ﬁl 1+ Ry >
<9, 2, Tiy, + é2\€7i'@+é)'?\i1, a1, 7, 4+ Ry >=
[ 77 Ry = B) DT g (7 7y B
hacemos el cambio de variable de 7 = 7 — 7, — Ry, d37 = d°F:
—i-(§+G)-7

< Z.Q)OQ),]_—;Q + RQ‘e

B /d3f¥ (sz (F/) eii'(q'JrG)'(ﬁJrﬁQJrﬁQ) (bal (F/ - 7_-;1 + 7__;2 - ‘él + RQ)

‘ZlvalaTzl + Rl >=
_ i (@) Ry +F) /d?’F' Gty (7) € TEDT g (7' = Ty + 7oy — Ra + Ro)

= e P @HC) Tyt h2) | (0p|e " THET|jy o, 7 — 7, + Ry — Ry >

-3 > [C”Q (/5)}* Ci (B4 Q) e F Tt ) ot Gy +Ry).
a2|e_i'(q+é)'7?|il)al)7_—;1 - 7_—;2 + ﬁl — ﬁQ >

== S [om, B o, (g e ED G G ),
N

21,001

agle TNy 0y T — iy + Ry — Ry >

:% Z Z [C.M (/;;)} om (E+®efi'(l;Jr(j')-(ﬁQfﬁlJrR’Q,R’l) efi'G‘?iQ,

11,001

72'G'R2 (a2|€*7l'(q+G)'T‘|/I;17al77—_;l _ 7—_;;2 + Rl _ R2 >
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llamamos ps, i, = Ti; — Tiy, + R1 — R2, la suma en R} y Ra depgnde de la diferencia Ry — Ro,
por tanto, puedo cambiar esta suma por una suma en p; ;, y Ra:

o L 1
< nag, kle Z(‘I‘FC’V)T|nl,k:-i-q>:N Z Z

11,01 figig
12,002 R‘Q
|:C?12 (E)} om (E+® e+i-(k+ti')~ﬁili2 e—i-é-ﬁQ (a2‘€—i~(§’+@)$‘i1’ahﬁilh >

11,001

Y N
< ng, kle T T k4 §>= = Z Z

N <
11,00 Piqig
12,02
e 7 —_— Rty i iR (@G -
[Ci;,ozz(k)} Culoa(k—i_(?) ’ €+Z( TPty e T (a2‘€ Bt )r‘zlvalvpim >

<n2,k‘|e |n1,k+q> ZZ

'5'17011 P7,122
12,002
|:CZZQOZ2 (k)} Cglal (k? +4)- et i (k+) Piyiy =¥ Gy (qzle™ “(@+G) r‘llv o, Piyig >

definimos Aaa,ahﬁim (7 + G) (observese que los indices que corresponden a los dtomos base

i1, 12 no aparecen porque van incluidos en la definicion de pj,;, = 7, — 75, + R, asi pues:

efz-G-T

Aa270¢1,l3’i1i2 (7+ é) = "2 (O‘2|€7i.(q~+G)'F‘ila a1, Piyiy >

que es lo mismo que:
Aa270¢17ﬁi1i2 ((+G) = e O /dSF ¢32 (7) e are)T Gay (T = Piyiy)

Asi, el elemento de matriz vale:

< ng, kle O T n, k4 §>=
n X n T +i-(K+Q) iy i e
Z Z [Cz;,oe ] Culal(k + @) € (4D iz Aa?valvﬁiﬂz (q + G)
7:170‘1 pzle
i2,02
En la expresion de la polarizabilidad también aparece el término < ng, &+ et (THE) T, S
de manera similar al apartado anterior se deduce que:

< ng, E// + q—»‘€+i-(d’+G').F|n5’ E// [< ns, k‘//|€ q+G )7 ‘nﬁ’ k// + q S| =

Z Z [ Z5,a5 k// } OZGQG(H/_’_@) ot i (K +0) Figis Aa570‘67ﬁi6i5 G+ 3

15,05 Pigig
16,06
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y finalmente:

< ng, K" + qlett T g K >=

>3 O (B |G (R + @] e E Do Ay (4 G

'5'5 ;A5 PzG ig
16,06

A.3. CaAlculo de la matriz electrostatica V en base local.

La matriz electrostatica o de interaccion de Coulomb V se define en la seccion 1.4 en la
ecuacion (1.56) cuya expresion en el espacio de los momentos vale:

— —

Veo (@) = Z Ao iy, T+ G) v(G+ G) - Aasanfiy, @+ G) (A.13)

donde s = a9, a1, Piyi, ¥ 8 = a3, a4, Piis- Segin las definiciones de A y A*:

O]

Aa370¢47ﬁi4i3 (@+G) = e_ié'ﬁg, ' /dg?ﬂ ’ ¢23 () - e_i(qq_é)ﬁ "oy (7 — Pisiy)  (A.14)

) = il / BF- G (7 i) - T g () (A15)

Qu

ALy oo (@

02,001,051 iy
La componente de Fourier ¢+ G del potencial de Coulomb:
L1 -
v+ G) = ) /d?’%’- v(7) - e e T (A.16)

donde Q es el volumen del material. Sustituyendo (A.16), (A.15) y (A.14) en (A.13):

Vorld) = & Z / B / B / BF - o(F) - e (AT GO T+ O,

et +iG-7, Tig | e_ZG i3 . ¢a1( pum) ¢Ot2 (F) : ¢23 (F,)qbtm (’FI - ﬁi4i3)

(bal( plllz) ¢a2 (F) ! (ng (F/) : ¢)014 (’Fl - ﬁi4i3)
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donde:

>l

ioiz = Tiog — Tig

Vel = [ @7 [ @7 [ @7 6,7~ Fiun) - 6uald) 07 607 i)

1 . - N o
=& [ [ [ P76 = ) 0000 0 = )
v(r) - e TETD NN §(F = [ = 7] = Xigiy — Ro)

—

ss CD - Q Z/d:a_’ /d?’—" ¢a1 pnm) ¢a2(77)'¢23(7ﬂ)¢0‘4(7ﬂ_ﬁi4i3)'

[T utr) T 57 - ) = Ry — B

ss (D /‘d3q/d3 ¢)a1 p21Z2) ¢a2( )'¢a3(?ﬂ)(ba4(?ﬂ—ﬁi4i3)'

. 7)(?7— 7+ )\i2i3 + Ro) . e_i@()‘iﬂ?’—’—Ro)

S Y q_> /dg_’ /d3_¥ Cbal pZ122) ¢a2 (F) . Cbzg (F/)QSOM (’F/ - ﬁi4i3).
(= T Ty — Ty + Bp) - T Tt )

cambio de variable:

_'127_‘;+_;2+R0 77:41—7:;2—]%0 d3f_d3T1
H=F+7, =fh-7, d&F=dn
1 - ~
_ E —1q-(Tiq —Tig + R 3= 3= * (= = —
Vs,s’(@—g— e T (Tig —Tiy +Ho) | dT‘1 dT2'¢a1(T1_Ti2_Ro_Pi1i2)'
o =
R,

¢)012 (Fl - 7_—;2 - EO) : U(Fl - FQ) : ¢)213( TZ3) ¢a4( - p2423)
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Vs ,8' q_> = Z €_Zq (Fig Tl3+RO /d37“1 /d PR gbal - i éo - 7__;1 + 7__;2 - é)
¢a2 (’1”1 - Ti2 - RO) (’1”1 - TQ) qbag( 7—23) ¢a4( — T TZ4 + TZ3 - R’/)
Vst (q) = Z e (R FigtRo) /d37“1 /d37”2 ¢a1 — Tiy — R- éo)'

Py (T1 — Tiy _Ro 'U(Tl_F2)‘¢Z[3( — Tig) * Pay (T2 — Tiy _ﬁ/)

Por tanto:
1 i .3
Vi () = Q_Oge—zq(nQ—ng,—i—Ro) . / B / B,
Ro

Oy (F = Toy = B= Ro) « Goy (7 = Ty = Ro) - 0(F = ) - 0, (7' = 7y) - b (7' = 7y = )

El significado fisico de cada uno de estos elementos de matriz es claro: segtin la definicion
(A.16), ver figura 1.11, cada elemento de matriz de V, ¢(q) representa la transformada de
Fourier de la interaccion de Coulomb entre la densidad de carga: ¢f, (7" — 75, — R—R,) -
G (F — Ty — Ry) v la densidad de carga Oy (71— Ti3) + Py (77 — Ty — R'). y juega el mismo
papel que el potencial Hartree en la ecuacion Kohn-Sham del funcional densidad. En el marco
de la teoria de muchos cuerpos este potencial representa la parte de interaccion de Coulomb
de electron-electréon o hueco-hueco

A.4. Calculo de la matriz de intercambio V* en base local.
La definicion de la matriz de intercambio o de interacciéon electréon hueco segun el articulo
de Hanke y Shaml[4] es:
U(nlv E + (j; na, Ev ns, ]g/’ Ny, ]g/ + @) =
JEFEF 0 g 00t 0 =T U o) ) (AT

como cada funcién de onda propia se calcula como una combinacién lineal de funciones de

onda Bloch de base local: 4
¥, 5 (7) = Z i (A.18)

sustituyendo (A.18) en (A.17) y definiendo V como V = v(ni,k + §,ng, k,ns, ¥, ng, K + @)
para acortar la notacion:

V=33 o, G| o, (o, @] o F + o)

Zl j9 Q1,002

\/‘d3_’d3_‘/ ¢21,Ot1,k+q("7) ¢i27012,];:’(77/) ,U(F_ F/) Qb* ]_c’/(fl) qbi470‘47];;,4"7(77)
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ademas, cada funcion de onda Bloch local se calcula como:

Gie(F) = Z FRER) ¢ (7 7 — R)

N2 Z Z Z |:Clnlla1 k+®] 0220‘2(];:) [023013(]?)] 0214014(]{‘1/ +q—>'
11,22 0117!12 Rl,RQ
13,14 R3,R4

—

ef’i-(];+q')'(7_"i1+R1) etk (Tig+R2) —i-k'-(Tig+R3) e+i.(k/+q—).(ﬁ4+ﬁ4) /d3Fd3F’

O (F— Toy — R1) oy (7' — Tiy — RBo) 0(F = 7) ¢, (F — Ty — R3) pay (F— iy — Ra)

multiplico y divido por e~ 0(Tiy+Ra) y i (Tig +1s)

= LYY Y [ E ] o ® o, F)] o E
01,0 O117012
7’113 Zi o gi:gz

ot (F+@)-(7iy —Tig+ B1—R2) ,+i-(F'+)-(Fyy —Tiy +Ra—R3) ,—i-q(Fiy+R2) ,+i-¢(Fiy+Rs).
/d37‘d3 (bal( 7_—;1 - R1)¢012 (F, - 7_—;2 - RQ)U(’F_ 7#)¢:;3 (F, - 7_—;3 - R3)¢Ot4 (’F_ 7_—;4 - R4)

defino 7, = 7 — R3, 7 = i — R3 por tanto, d°7 = d*7, d°r = d37,

== Y Y e Era] o [, @) o, @ )

Zl 22 gé7ai Rl,RQ
13,4 )
3t Rs,Ry

e—i.(E-f-tT)'(ﬁ'l —ﬁ2+ﬁ1—ﬁ2) e+i-(l}'/+¢i)-(ﬁ4 —ﬁ3+ﬁ4—ﬁ3) e—i-tf(ﬁ2—ﬁ3+ﬁ2—ﬁ3) /d37;»1d3772
Qb:;l (Fl - 7_—;1 + R3 - R1)¢a2 (FQ - 7_—;2 + R3 - RQ)U(FI - F2)¢23 (’FQ - 7_—;3)@6014 (’Fl - 7_—;'4 + R3 - R4)
defino Rj = Ry — Ry, R, = Ry — R3 y , Rj = Ry — Ry y cambio 7 =7 y 7 = 7

= o 2 Y [em Fr ] o, o] o, 7+ @)

Z1 22 gl7a2 R1,R2
13,14
* Rs, Ry

o~ (F4+0)- (7o) —Tig+ ) o+i-(K'+0)- (7 —Tig+R)) ,—i-G(Fiy—Tig+Ro) /d?’Fd?’f*

¢31(F_7_—;1 _ﬁl _R’O)QZ)@Q(FV_%;Q _ﬁ ) (_" )¢a3( 7:;3)¢a4(77_7:;4 _R;)
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con este cambio de variable, la suma en vectores de red directa R, Ro, R3, R4 se puede hacer
ahora en Ry, R}, R,, R3:

Vem LY Y [ ] cu® [ @) o @+ o
11,12 1,02 RZ,R’

asg,o
13,14 ’
JE07133

—i(k+0)(7iy ~Tiy +R1) i (K +0): (7o ~Tiy +B)) (=i (Tiy Ty +Ro) / B B
¢21(F_ﬁ1_§l_ﬁ0) ¢az(f¥_ﬁ2_§0) (_; )(bag( 7_—;3) ¢a4(F_ﬁ4_R;)

como la suma no depende de Rj:

Veir 2 2 X [emaEr ] cr, @) [Cra @] crt, @ + )
21,7,2 1,002 Rl Rl
i3.q 03,02 T

o

i (k) (Tiy ~Tig +R1) i (K40 (7iy =Ty +B)) o~ (Tig~Tig +Ro) / BF B

G (F— Ty — By = Ry) oy (F' = Toy — Ro) - 0(F — ) ¢, (F — Ty) b (F— 7oy — R))

V=33 3 [em E ] o, [om, @) o, F +a
Z1 Z2 a170‘2 RI,R’
13,84
o (R ) (Fiy —Tig +Ry) i (K +0)-(Foy Ty + ) % 3 o0 (Fiy —Tig + Ro) / B P

ol

o

=) G4, (7' = Tiy) G (7 = Toy — Ry)

=

</>Zl(77— Tiy — Ry — R,) ¢a2(7ﬂ — Tiy — R,) - v(
y ahora defino la matriz de intercambio como:
1 I -
_ —i-q-(Tiy —Tig+Ro 3. g3+
V§27a175i1i23a37a4yﬁi4i3 (q_> - N Ze -q (7'2 7-3 ) /d T - d T
G (7= Tty = Rt = Ro) by (7' = Tiy = Ro) 0(F =) 6, (7' = T2y) oy (F — 7oy = )

donde he llamado pj,, = T3, — T3, + Ry Oivian = T., — Tin + R} y defino s; v s3 como
1i2 1 2 Y Pigis 4 3 1Y Yy
51 = Q, a1, Pii, ¥ S2 = 3,04, Pi,i, la matriz de intercambio queda como:

(n1,k—i—q,n2,k ns, K na, K +q) = Z i (K+@)Fiy iy .

51,82

|:C’Zl,a1 (l; + q—>:| 0122012( ) s1 . (q—> [023013(_’/)] 0224014 (k‘/ + q—> €+i.(k’+¢f).ﬁi4i3
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donde:
1 Lo o B
V(@) = o Y0 e PR / &7 &
Ro
G, (F =Ty — Bi = Ro) oo (7 — Ty — RBo) v(F = 7) ¢, (F = 7o) Gy (F— 7y — ) (A.19)

Esta integral de interaccion de Coulomb es de cuatro centros (A.19) y se puede calcular de
forma exacta con el método recursivo de Obara y Saika usando una combinacién de orbitales
gaussianos o CGO. Este método se expone con mas detalle en el apéndice G



Apéndice B
Calculo del potencial apantallado.

En este apéndice estudiaremos las aproximaciones que hemos utilizado para calcular el
potencial apantallado v*:

V(77 w) = /61(_',77”,(,0) v, 7) 37"

de la seccidon 3.2 cuando se incluyen los efectos excitonicos en la respuesta dieléctrica. En
principio la formulacion Hanke & Sham permite incluir directamente el apantallamiento de
potencial resolviendo localmente la correspondiente ecuaciéon Dyson, figura 3.12, con las ma-
trices N2, Ss ¢ y Vs, pero el tamaflo de esta matrices (s ~ 5000) y sobre todo el hecho
de N° dépenda de la frecuencia hace aconsejable aproximar este potencial por expresiones
analiticas como el modelo plasmén-polo[44, 85] o el modelo Penn|[86].

B.1. Aproximacién del potencial apantallado. Modelo plasmén-
polo

En este apéndice analizamos la aproximaciéon plasmoén-polo del potencial apantallado dina-
mico y dependiente del médulo de ¢. En unidades CGS y utilizando un modelo plasmon-polo
para la funcion dieléctrica el potencial apantallado se calcula con la expresion:

d37
vs(ﬁf‘/’w) — /( _ ?”1_'
€

cony . A =1

Para llegar a esta expresion debemos calcular la siguiente integral:

&7
S(= —
Vi) = [ e

777 Tl,W)

113
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que podemos expresar en el espacio de momentos como:

d37 1 et (=)
US(F7’F/7W) = / - = 1—» = —2/ 2 — d3i
e(F,m,w) [ =7 2w ] ¢* e(qw)
En general esta integral es dificil de calcular porque la funcion dieléctrica e(q,w) tiene una

dependencia compleja con el vector de onda ¢. Por este motivo lo normal es simplificar la
funcion dieléctrica para que solo dependa del modulo de ¢y de w, o sea € = €(q, w).

(B.1)

£(9,0)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

a/lamax

Figura B.1: Funcion dieléctrica longitudinal estatica RPA Fireball del Silicio calculada en la base sp®d® para
los ejes de simetria A, X, A.

Una primera aproximacion muy utilizada por su sencillez y resultados es el modelo plasmon-
polo. Este modelo propone la siguiente expresion para la funcion dieléctrica:

OJ2

7,w) =1 L B.2
€(d:) +Aq2—|—w§—w(w—|—i5) (B-2)

por simplicidad, despreciemos la parte imaginaria (§ — 0);

2
Wp

daw):l—’_—AqQ—i—wg—wQ

Para el Silicio los parametros del modelo w, y w, se ajustarén a la frecuencia de plasma y
el gap medio respectivamente de un calculo RPA Fireball en una base sp3d®. Para calcular
la constante A utilizamos que €52 (27 /a,0) = 2.5 grafica B.1 (valor medio de la funcién
dieléctrica RPA Fireball para las direcciones de simetria A, ¥, A), ver tabla B.1.

€0 wp (V) wy (6V) A (eV/au?)
11.9  14.06 4.26 303.41

Tabla B.1: Constantes del modelo plasmoén-polo del Silicio. Estos parametros estan calculados con un ajuste
de la ecuacion (B.2) a la frecuencia de plasma wy, el gap medio wy y la constante A a los valores medios de
funcion dieléctrica RPA en las direcciones de simetria A, 3, A con una base sp>d°.
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Con estos datos la integral que tenemos que obtener es:

1 —iq (r=7")
I = / oy &7

1 / ( ) sin(@) q? df dy dq
- 2n? ¢* e(q.w)

En nuestro modelo plasmon-polo €(q,w) = €(q,w)

27 e~ q |T—7"| cos(0)
1 = —2 dgp/ sin(6 dH/ dq

S

hacemos el cambio de variable t = cos

—1
I = l/oo dq / efiq|FfF'|t(_dt)
T Jo €lgw) )y
R |
/oo dg P |7—7"| t
el =

|, o |
— e
o tq|r—7]e(qw)
/WQiSin(q\F—f’qu
o iq|r—1e(g,w)
2/°°sin(q|77—f"\)dq
== AU
o qlF=7"]e(g,w)

0
para simplificar llamamos R = | — 7| y teniendo en cuenta que el integrando es par en g,
puedo extender la integral a:

2 /OO sin(g R)dqg 1 /OO sin(q R) dq
TR ge(gw) TR J o qe(q,w)

la funcién de pérdidas viene dada por:

2 -1

w

14 ——2——| =
AqQ—i—wg—wQ]

%i\_/

sin(6 —iq |[F=7"| cos(0) 49

), dt = —sin(0) do

3| -

iq|F=7| _ ,—ig |F—f*|} _

S

I =

—1
A ¢+ w4+ w? —w?
e qw) = el B

A ¢+ wi—w?

A¢+w —w? ¢+ (W —w?)/A

AP +wl+wl—w? @+ (W2 +w2-w?)/A

Defino f(w) = (wi+w)—w?)/Ay g(w) = (wi—w?)/A, en donde se cumple f(w) = g(w)+w?/A
puedo poner:
¢ +9(w)

-1 o
CO = )



116 B. CALCULO DEL POTENCIAL APANTALLADO.

y la integral ahora tiene la forma:

I 2 * sin(q R) dq L [ 1 /OO eiquq]
= —_— _— = m
TR Jo  qelqw) TR | o qelq,w)

1 1 ¢ +gw) ‘R]
— Im|— dg = L \H pig
m[ﬂR/oo 1T fw) €

En este punto recurrimos a la teoria de variable compleja:
9] 1 )
/ dq ¢ + CH9W) igr j{
W)

22 w ;
olz) = . 9 i?((w)) ¢is R (B.3)

la funcién ¢(z) tiene polos localizados en las soluciones de:
z (22 + f(w)) =0
es decir: 290 = 0, 21 = /—f(w) =i /f(w) y 220 = —/—f(w) = =1 /f(w) si f(w) >0

cosa que ocurre siempre que w2 4 w2 > w?; en caso contrario, cuando f(w) <0, los polos son
|f(w)| vy 22 = —/|f(w)], lo cual ocurre cuando w? + w2 < w?.

Supongamos el primer caso, wg + wg > w? f(w) >0ypolosen z1 =i \/f(w)y 2 =

en donde:

—i 4/ f(w). Elegimos el circuito de integracion mostrado en la figura B.2

Im(Z)

Re(Z)

Figura B.2: Circuito de integracion para la integral de variable compleja de la ecuacion (B.3). Caso wg +w12, >
2
w

segun la teoria de residuos:

7!@(7;) dz =i mRes (p(2),20) +2miRes(p(z),21)
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calculemos estos residuos:

Res (¢(2),20) = lim [p(2) 7]

Z—20

< 22+g(w) iz R

2=z |2 22 4 f(w)
0% + g(w) GOR _ 9(w)

0% + f(w) f(w)

Res (p(2),21) = lim [p(2) (z — 21)]

Z—rZ1

_ 2 ,
~ lm [Z 2 2+ gw) )ezzR:|

Z—20 z (Z — Zl) (Z — 22
1 22+g(w) 62‘sz|

R = I
oo (p(e)a) = I |2 2L

Z—rZ1
i Z% +g(w) ei z1 R
Z1 Rl — k9
. 2
_ 1 (Z f(w)> +9w) GiVI@ R

iy fw) 20/ f(w)

Res (p(2),21) = ;(fﬂ) (9(w) — f(w)) e VICIR

= Z <1_%) VI R

por lo tanto, la integral de variable compleja:

%SO(Z)dz = iw%+
+2mé (1_%> e VIWR

= i [%Jr(l_%) . f(w)R]

si llamamos h(w) = g(w)/f(w) tenemos:

j{SO(Z) dz=1im [h(w) + (1 = h(w)) e VI® R]

117
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si volvemos a la integral original:

(11 ¢ +g(w) R}
[ = Im|— [ dg- iq
: WR/OO R T
1
= Im e j{go(z) dz]

en el limite de onda larga:
02 + g(w)

T =)

[

= h(w)

por tanto:

0¥ (7, w) = % L(i) + <1 - 6(1))) emR]

la altima expresion es, en la aproximacion plasmon-polo, la expresion més general (dependiente
de la frecuencia) del potencial apantallado. El caso del articulo de Hanke y Sham el potencial
apantallado no depende de la frecuencia, o sea se aproxima al caso estatico w =0

V(7 7,0) = [% ; (1 _ %) mﬂ

como f(w) = w +w? —w?, f(0) =w} +w’ — 0% =w; +w;. Por tanto en la aproximacion del
articulo Hanke y Sham:

V(77 w) = 1 [%0) + <1 - %) e~V wgtwp)/A R] (B.4)

se aproxima la exponencial por una suma de gaussianas:

— 2 2 P 2
e wg+wa:ZAi€ a; R
7

con la condicién de que:

Y Ai=1

i

por lo cual, para R = 0:
1=e Veiter0 = ZAi e 0% = ZAi
i i

en nuestro caso, Silicio Fireball sp®d®, e, = 11.9, La aproximaciéon dada por (B.4) vale:

1 [ 1 1
s _ 1t 11 ) 0833R
V() R [11.9 i < 11.9) ‘
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Todos estas expresiones son vélidas siempre que f(w) > 0, o bien, wg + wg > w?, que en
el caso caso del Silicio supone que w < 14.7 eV.

Supongamos ahora el caso f(w) < 0, o bien cuando, wg + wg < w?, en el caso del Silicio

w > 14.7 eV. En este caso los polos de €7 1(q) son 21 = /|f(w)] y 22 = —/|f(w)| donde
z1 = —z3. Ahora el circuito de integracion es el de la figura B.3:
Im(Z)

2 % a Re(2)

Figura B.3: Circuito de integracion para la integral de variable compleja de la ecuacion (B.3). Caso wg +w12, <

2
w

Segun la teoria de polos y residuos:

7!4,0(,2) dz = imRes(p(2),20)+ miRes(p(z),21)+

+7 i Res (p(2), 22)
ahora los nuevos residuos:

i Z%—i_g(w) eile
21 21— R2

2
_ 1AH9W) L <1+ 9(w) > oi VIF@I R
2 4 2 |f ()]
i Z%—i—g(w) eiZQR
zZ9 Z9 — 21
1 Z%—i_g(w) efilezl
2 z% 2

Res (¢(2),21) =

Res (p(2),22) =

Por lo tanto:
Ddr = —in 3@ 1L 9Ww) \ i IF@Ir
fo)a el <”|f<w>|> "
)

1 9W) \ i V@I R
T (” \f(W)\> ‘
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%go(z)dz = —iﬂ%—%%i (14—%)

i VIF@I R | =i /IT@)I R
( )

EN[C)
focras = f@) T

St < (Z) I ) cos (VIF(@)] R)

como f(w) = g(w) +w?, si f(w) <0 también g(w) <

%go(z) dz = +im
+7i <1 - “?EZ))D Cos <\/|f(w)| R)
y ademas h(w) = g(w)/f(w) = |g(w)|/|f(w)]
%go(z) dz = imh(w)+mi (1—hw)) cos (\/\f(w)\ R)
}{go(z) dz = in [hw)+ (1~ hw) cos (VIF@] R)]
por lo tanto la integral vale:
I = Im [% i {h(w) + (1 — h(w)) cos (\/m R)H
I = % [h(w) + (1 - h(w)) cos (\/\f(w)\ R)]

Como vemos, y era de esperar, el resultado es similar al caso f(w) > 0, pero cambiando
la exponencial por el coseno. Por tanto, en modelo plasmén-polo el potencial apantallado a
cualquier frecuencia w es:

(1|7 =) [h(w) + (1= hw)) e VI =] i w? < Wl + w2

(117 = 7)) [h(w) + (1= hw)) cos (VIF@ 7= 7)] siw? >l +w?

Para un semiconductor de Silicio, con los datos de la tabla B.1 y para w = 0 el potencial
apantallado plasmoén-polo vale:

1 1 1 L
s(= = _ _ - —0.8440-|F—7|
7w =0) = — N 1——1- B.5

v w =0 = 55 [11.9+< 11.9> ‘ ] (B:5)
En la grafica B.4 representamos el potencial apantallado estatico del Silicio sin el término
1/ |7 — 7| con el modelos plasmon-polo, ecuacion (B.5) comparado con el ajustes a tres gaus-
sianas (ver tabla B.3) que utilizaremos en el calculo de la integrales de repulsion coulombianas,
apéndice G.
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Silicio: Potencial apantallado estatico

1.0
Modelo Plasmon polo
0.8 Modelo Penn
= == Ajuste 3 gaussinas Penn
= = Ajuste 3 gaussinas Plasmoén polo
Y . \ Limite de onda larga e=11.9

vei(r) - r

0

r (au)

Figura B.4: Potencial apantallado estéitico del Silicio sin el término 1/ |7 — 7| de los modelos plasmén-polo
ecuacion (B.5), Penn ecuacion (B.12) y el caso homogéneo v°(r) = 1/(eéx - |7 — 7|) o limite de onda larga
junto con sus correspondientes ajustes a tres gaussianas.

B.2. Aproximacién del potencial apantallado. Modelo de Penn

En este apéndice calcularemos el potencial apantallado utilizando el modelo de Penn|86]
para la respuesta dieléctrica. El modelo de Penn es una aproximacion mas realista[65] para la
funcion dieléctrica del Silicio y difiere de la modelo plasmén-polo en que afade un término ¢*
en el denominador de la funciéon dieléctrica:

OJ2

Sy -1 P B.

al igual que en el modelo plasmén-polo los parametros, A’, B', wy,, wy se calculan a partir
de los valores medios en las direcciones de simetria A, 3, A de la funcion dieléctrica RPA
Fireball, grafica B.1.

Los resultados de este ajuste para el Silicio en la base local sp3d® se pueden ver en la tabla
B.2.

€0 wp (V) wy (eV) B (eV/au?) A (eV/au?)
11.9 14.06 4.26 46.57 221.015

Tabla B.2: Constantes del modelo de Penn del Silicio. Estos pardmetros estdn calculados con un ajuste de la
ecuacion (B.6) a los valores medios de funciéon dieléctrica RPA en las direcciones de simetria A, ¥ y A con
una base sp>d®.

Como en la seccién anterior y por simplicidad despreciamos la parte imaginaria de la
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funcion dieléctrica. Para calcular la integral (B.1) tomamos:

2 2
(Gw) =1+ “p ~ 1+ “r
A W+ B @+ A ¢t —w(w+id) W2+ B @+ A gt —w?

A ¢t + B q2+w§+w§—w2
A/q4+B’q2—|—w§—w2

¢' + (B'/A) ¢ + [(wp + W) —w?)/A]
g+ (B'/A) ¢ + [(w] — w?)/A']

Al q4—|—B/q2+wg+w§—w2
A/q4+B’q2+wg—w2

((qw) =

¢+ A+ f(w)
¢+ A+ gw)

wg—oﬂ
gw) =~
2 2 2 2
ws+wi—w w
Jlw) = g = glw) +

A/
con estas definiciones la funcion dieléctrica es:

(7w) = ' +A¢+ fw)
’ '+ A g+ g(w)

y su inversa:
efl(q* W) _ q4 +A q2 —l—g(OJ)
’ *+Aq+ f(w)

ahora calculamos los polos de la inversa de la funcion dieléctrica:

q4—|-Aq2+f(w):0

una ecuacién bicuadratica de soluciones:

11/2
o - [—A/H (4/2)° — f(w)

11/2
= z’[A/Z— (A/2)* — fw)| =iaw)
11/2

“ - [—A/z— (4/2)° — f(w)

11/2

= i [apaJr -] =i
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Yy
1/2
w = - [-ame - w)
1/2
= [A/Q— (A/2)2—f(w)] = —i a(w)
1/2
o = - [ap- -
1/2
= [A/2+ (A/2)2—f(w)} =i f(w)
donde:
1/2
a) = [z Jlapt—p@)| T B = [z - )
por tanto:

'+ AP+ fw) = (" +a(w)?) (¢ +Bw)?)

ahora la integral es:

272 2 2

I— 1 /e“ﬂfﬁ) 3. 1 /ei‘T(F’ﬂ) sin(9) ¢* df dy dq

y 1=

¢ €(q,w ¢ €(q,w)

En nuestro modelo Penn €(q,w) = €(q,w)

2w 0 p—iq |7—7"| cos(0)
1 = dy sin(f) db / dq

2 2
/ sm —i q |F—7"| cos(0) A6
0), d

- /0

hacemos el cambio de variable t = cos

00 —1 e
/ dq / et a |[F—7| t (—dt)
o €lgw) /i
/oo dg _e—iq\F—F’\t -1
o Wqw) | gl

/OO. _ dg [eiq\f‘—m_e—iq\?—f"\]
o Gql|r—7elqw)

= —sin(0) do

~
I
N |-

3| -

A= 2=

/OO 2i sin(q |F—7|)dg 2 /OO sin(q| f*\) dq
0 0 3

iq|F—7|elqw) 7

1/2

123
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para simplificar llamo R = | — 7| y teniendo en cuenta que el integrando es par en ¢ puedo
extender la integral:

i/oo sin(g R)dqg 1 /OO sin(q R) dq
TR Jo  qelqw) TR J.o qe(qw)

en donde la funciéon ¢! Penn viene dada por la ec. (B.7):

AP+ gw)
*H+APH f(w)

e H(q.w)

la integral que buscamos ahora tiene la forma:

2 * sin(q R) dq L [ 1 /OO eiquq]
- —_— — 1In
TR Jo qelqw) TR | o qelq,w)
1 [  1¢"+Ag :
_ Im[—/ dq_Q4+ q +g(w) ezqR:|
TR J o gttt AP+ f(w)

de la teoria de variable compleja:

/O"d 1@+ AP +gWw

) iqR
o qqq4+Aq2+f(W)eq wa(z)dz

donde:
124+ A2+gW) g

= B.8
(2) AT AT fw) (B-8)
los polos de la funciéon ¢(z) son soluciones de la ecuacion:
4 2 _
2+ A+ fw)=0=
z (z—ia(w)) (z—ipw)) (z+iaw)) (z+1iP(w) =0
la funcién ¢(z) tiene polos localizados en 29 = 0, z1 = i a(w), 22 =i f(w), 23 = —i a(w) ¥
z4 = —i B(w). Es facil ver que f(w) es un ntumero real positivo para cualquier w y que a(w) es

2

real positivo si w? < wf, + wy

positiva.

, en caso contrario es un numero complejo con parte imaginaria

Supongamos primero el caso, w? < wg + wg, en este caso todos los polos so6lo tienen parte
imaginaria y la integral en el plano complejo se puede realizar seleccionando el circuito de
integracion de la figura B.5



B.2. APROXIMACION DEL POTENCIAL APANTALLADO. MODELO DE PENN 125

D Z
[Or4]

N N

Figura B.5: Circuito de integraciéon para la integral de variable compleja de la ecuacion (B.8). Caso w?

wg + wi y modelo de Penn

<

de la teorfa de residuos:
fgo(z) dz =17 Res(p(z),2,) +2miRes (p(2),21)+2miRes (p(2),29)

calculemos dichos residuos:

Res (¢(2),2,) = lim[p(z) z] = lim

z—0 z—0
0'+ A0 +9(w) ior_ 9w
04+ A0%+ f(w) f(w)
para calcular el resto de los residuos aplico el teorema de variable compleja:
P(z) > P(2o)
Res s 20 | =
(Q(Z) °) Q(z)
en este caso P(2) = (2* + A 2% + g(w)) € * By Q(2) =2 (z* + A 2% + f(w))
(A5 421 gw) @37
52 +3 A2+ f(w))
(@) — A aw)’ +g(w)) e @R
5a(w)t—3Aaw)?+f ()

Res (p(2), 21 =i a(w)) =

como 21 =i a(w) es un cero del polinomio Q(z) = 2% + A 22 + f(w), se cumple:

a(w)4 —Aaw)+ flw) =

por tanto, el numerador y el denominador del residuo anterior se puede simplificar:

aw)!—Aaw?+gw) = aw) -Aaw)?+ f(w)+gw) - fW)
= g(w) = fw)
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S5aw)—3A4Aaw)?+flw) = 4aw)?—2A4aw)?

de la definicion f(w) = g(w) + wy/A’ tenemos:

g(w) = f(w) = g(w) = g(w) —wi/A" = —wp /A’
y por tanto, nuestro residuo vale:
o) = AW +9@) o n
5a(w)t—3Aaw)?+ flw)

—_ wIZJ/A/ efoz(w) R

T 20(w)? (2a(w)? - A)

Res (p(2),z1 =i a(w)) =

de igual forma se demuestra que el otro residuo

wp /A’ o) R
2 B(w)? (2 B(w)? —A)

por lo tanto, la integral de variable compleja:

fotra: - in 9

Res (¢(2),22 =i f(w)) = —

f@)

. wp /A’ “aW) R _

= T S w? Qe =)

. wh /A _Bw) R
TR @B@—A) €

= T M

f@)

o wp /A’ —aw) R

T T @) (A—2aw)?) € "
PP, L S

Bw)? (A—=2p5(w)?)

y finalmente:

S P | wp /A’ =) R
L= gt [ @) T A (A—2aw?)
i wp/A' o—B) R
T W (A-2 B }
_ g(w) WIZJ/A/ —a(w) R W?D/A/ o BW) R
T R @ T aw? A-2awp?) T BWE (A—28wp) -
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donde:
2 /
wp/A
_ B.9
‘W= ST A-2aw@p) 9
w2 /A/
bw) = L B.10
“ = Ber A-25w) 0
esta tltima expresion de I, ec. (B.9) es valida si w? < wg + wz.
En el supuesto de que, w? > wg + wg, los polos z9 =@ f(w) v 24 = —i B(w) siguen siendo
imaginarios, pero los polos 21 = a(w) y z3 = —a(w) sblo tiene parte real, en este caso, el

circuito de integracion es el de la figura B.6:

Re(Z)

iy

Figura B.6: Circuito de integraciéon para la integral de variable compleja de la ecuacion (B.8). Caso w? >

wg + wg y modelo de Penn

Aplicando el teorema de los residuos:

7{90(,2) dz = imRes(p(2),2,) +2miRes(p(z),22)+

+m i Res (p(z),21) + 7 i Res (p(z), 23)

calculamos los residuos que faltan:

Res(¢(2), 21 = —a(w)) =

Res(¢(2), 23 = +a(w)) =

como z; = a(w) es un cero del polinomio Q(z) = z* + A 22 + f(w) se cumple:

aw)' + A aw)? + f(w) =0

e—i a(w) R

eTl a(w) R
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y por tanto:

gw) — f(w) i) R
a(w)? (2 a(w)? + A)
wh /A
2a(w)? 2aw)? + A)
Res (QO(Z), 2’3) = (wg)gw()Q a( () )+ A) et a(w) R

o WP/A ptiaw) R
2 a(w)? (2 a(w)? + A)

Res (p(2),21) =

—ia(w) R

defino:
wh /A
a(w)? (2 a(w)? + A)

por lo tanto, la integral de variable compleja vale:

a(w)=—

+i a(w) R
j{go(z) dz = iﬂ%-ﬁ-iﬂa’(w) %—F
et a(w) R
+imad(w) —
WIQD/A, —B(w) R
2B 2 BWE-4)
9(w)

" @)
+ima (w) cos(a(w) R)

—1 27

Wp/A' s R
Bw)? (Bw)? — A)

—i T

_ 1 g
I = ﬁIm zwm—kzwa(w) cos (a(w) R) +
W?D/A' ) R]

T SR (A2 B

de la definicion de b(w) y de:

I gw)
(@ ~ flw
_ AL a'(w) cos (a(w w) e Pl R
= 3l ) wsat) B+ i) PO 1] (B.11)

recordemos que la ecuacion (B.11) solamente es valida si w? > w? + w?.
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Finalmente segtin un modelo de Penn, el potencial apantallado vale:

—'F‘—lF’| [T}U) + a(w) e =71 4 p(w) e=BW) |4_F'|} siw? < wg + wf)

F%F”I [Tif) + a(w) cos (a(w) |7 —7|) + b(w) e AW IF*WI} 5i w? > w2 + w2

—

Asi, el potencial apantallado estatico Penn del Silicio v* (7,7, w = 0) se calcula con los valores
de la tabla B.2 y la ecuacién anterior con w? < wg + wf):

1 1 . .
O3 (F, 7w = 0) = Tl [ﬁ +1.4104 - ¢ MOV 5716 . o 18STTITT } (B.12)

rTr—rTr

Tabla B.3: Coeficientes y exponentes del ajuste con tres gaussianas del potencial estatico apantallado del
Silicio con los modelos Penn, ecuacion (B.12) y plason-polo ecuacion (B.5). Ver grafica B.4

Plasmo6n polo Penn
a; (au) Ci a; (au) Ci
0.14074  0.29731 | 0.20837  0.29226
0.87291  0.42705 | 1.04411 0.41082
10.83663 0.23321 | 11.97773 0.18141

En la grafica B.4 representamos el potencial apantallado estatico del Silicio sin el término
1/ |7 — 7| de los modelos plasmon-polo ecuacion (B.5), Penn ecuacion (B.12) y el caso homo-
géneo v°(r) = 1/(€x - |7 — 7|) o limite de onda larga. Junto con los potenciales representamos
los correspondientes ajustes a tres gaussianas que utilizaremos en el célculo de la integrales
de repulsién de coulomb, apéndice G.






Apéndice C

Aproximacion dindmica del potencial
apantallado.

En este apéndice incluimos los calculos desarrollados por Fernando Flores que nos permiten
considerar aproximadamente los efectos dindmicos del potencial apantallado en la funcién
dieléctrica macroscopica.

Para transformar el potencial dindmico apantallado V** por un potencial efectivo y es-
tatico que incluya de forma aproximada la interacciéon dependiente de w de primer orden,
debemos analizar el diagrama de la figura C.1

aj &

(v, nk)

v, n/ k")

L7

(v-w,n k-q)

B ve

Figura C.1: Diagrama de Feynman de primer orden para el calculo del potencial apantallado V** (I;— E’, v—1')

Utilizamos una representacion local para describir las diferentes funciones de Green, la
linea que une los puntos «; y ¢ en el diagrama de la figura C.1:

-

SusB) 1= fu(R)

G 1(
v—FE, (k)—i0t v—E,(k)+i0+

(v, nllg) =

)
;o

para simplificar la notacién no vamos ha incluir los factores del tipo CSS(E) - (k). El

i
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diagrama de la figura C.1 representa la siguiente contribucion:

/ /dV Gy (V)G 55 (v = )Gy g7 (v NGy (V=)

1
'V:L,/ 18!~/ C-].
a,@&’y [631615/,\/(1/_1//)] ( )
donde la funcion dieléctrica causal [1/€, g1, (v = V") = [1/€5, 550, (@, v —1")], con § =k — K’

se define de la siguiente forma:

1 :_/ood_w’ Im[1/e%(w")] +/O d_w’ Im[1/e(w)]
63,6,5,7,(1/—1/) o mw—v+v+i0t oo T W —v 4V —id0t

Si €¢(w’) es independiente de w’, que llamaremos €“(0), entonces la ecuacion (C.1) se reduce
a:

)~ Bl = fuolF = 0= 1= fu Bl F =0} Viwry
W= Enl( - (D + EnQ (k) +i0* ’5'5'7/(0)
L O = fug B = ] = [~ fug By — )
w— By (K = ) + By (k) — 0F

que representa solamente uno de los distintos términos que aparecen en la ecuacion (3.7) con

VEr =V /eC(0).

Para un €“(w) general, dependiente de w, obtenemos los siguientes resultados:

(a) Para los términos ligados al factor fn, (k)[1 — fn, (K = fw (K)[1— I, (k' — @)] tenemos
que 1/€%(0) puede reemplazarse por:

. B *dw' Im[l/ec( N B
el = 1+Fa_1+/0 T (W —w — Eny(k — ) + En, (F) +i0%)
_/O duw’ Im[l/e( N

—o T (W +w+Ey ( —q) —E, (k:)—iO*)

aproximando Ey,(k — §) — En, (k) = Ey, (k—q) — Enrl(k:) = F, (la energia del GAP
optico)

B © duw’ Im[1/e(w")] O du! Im[1/e%(w")]
1+Fa—1+/(; 7(w/—w—Eg—|-i0+)_/OOT(W/+W+Eg_i0+) (C.2)

o equivalentemente:

1/e(0)] — 14 F, =1 +/Oood7“/(w, _IZ“_/;E;",E R

. / d'  Tn[l/e()]

oo T (W Hw+ Ey+1i0T)

donde €(w) es la funcion dieléctrica convencional (Im[e(w)] = sgn(w)Im[e® (w)]):
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(b) De la misma forma los términos ligados a [1 — f,, (k )]fn2( —q).[1— fnl( )]fn (E’ - q),
[1/€°(0)] puede reemplazarse por:

[1/e50)] = 1+ Fp=1+ /ooo d%/ (w’ +Iznu[:l—/zgjlj’] i0") !

N / &' In[l/e(w)]

oo T (W —w+ E;—i0T)

(c) ¥ (d) los otros dos factores fn, (K B)L = fra (B = DL = fog ()] oy (B = @)y fog ()1 =

)
(E Q)11 — fo, (k )]an( — @) pueden ponerse como:

®dw'  Im[l/e(w)] O dw'  Im[l/e(w)]
1+ F.=14+F; = 1 — : — ;
+ + e +/0 W(w/—Eg+zO+)+/oo T (W + Ey—i0t)

donde Fi(w) = Fy(—w) v Fo(0) = F3,(0) = F. = Fy por lo que:

o B ®©dw’  Im[1/e(W)] 0 dw’ Im[l/e( )]

ahora, para incluir los efectos dinamicos asociados a 1/¢%(w) en la matriz V**  introducimos
una funcién dieléctrica efectiva independiente de w que definimos como:

utilizando el modelo de Penn para la funcion dieléctrica €pepny(¢’) nos queda:

1| By B} +w} + 8207 + (¢ /4)
() cenn(d) B2+ B2 + (¢''/4)
-1
E
1— g (C.3)

VB + Wi+ B2 + (¢/4)

esta ecuacion demuestra que la funciéon dieléctrica estatica puede corregirse por la expresion:

-1
Ey\J B} +w3 + 827 + (q"/4) E,

1—
2| 32,72 A
EZ + B%¢* + (¢ /4) \/E§+wg+52q’2+(q’4/4)

F=|1-

(C.4)

en lugar de sustituir 1/e(¢’) en la ecuacion (C.3) para calcular la absorcion oOptica, hemos
optado por promediar F en la ecuacion (C.4) en el espacio de las ¢ utilizando la ecuacion
(3.7) para el potencial apantallado V** en el caso particular de 7; = 7; = 7, = 7] = Ry =0
que es cuando V5" toma su valor méximo. En este caso < F >= 0.87. Por lo tanto los
distintos términos de que aparecen en los diagramas del calculo de V** y que contribuyen a la
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funcién dieléctrica debido a los efectos dindamicos se reducen aproximadamentea un factor de
0.87 sobre la funcion dieléctrica estatica Penn. Introducir este factor en la funcion dieléctrica
estatica Penn es equivalente a cambiar el factor 0.5 de la ecuacion (3.6) por 0.435, que efectos
précticos, significa que los efectos dindmicos del potencial apantallado se pueden incluir con el
mismo potencial estitico de Penn utilizado en secciéon 3.2 y el siguiente cambio en la ecuacion:

NO-[I— (V=05 V&, )N — N°-[I—(V—-0435- V&, )N !

Penn



Apéndice D

S

Funcién respuesta XK en el espacio

de momentos.

En este apéndice vamos a deducir un expresion para la polarizabilidad x**° utilizando
teoria de respuesta lineal. Partimos de las expresiones de Pines & Noziere[34] y P. Ziesche &
G. Lehmann|87| para las perturbaciones producidas por un potencial externo dependiente del
tiempo vegt (7, t) en el hamiltoniano:

~

N
SH(t) = €™ vear(7,t) (D.1)
=1

donde el factor " garantiza una evolucion lenta(adiabética) del hamiltoniano no perturbado
ent — —o0. Sin =Y 6(F—7;) es el operador densidad, la perturbacion dH (t) de la ecuacion
(D.1) se puede escribir en el espacio de frecuencias:

N d »
SH(t) = / 7 / 0 e (7, 1) () G=wtin

si B9 es la energia y |[¥2 > es la funcion de onda del estado fundamental estacionario para
el Hamiltoniano no perturbado H® (H?|V$ >= E? [U] >), la solucion, no perturbada, de la
ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo es:

TO(t) > = e ol w0 > (D.2)
si ahora consideremos la perturbacion dependiente del tiempo 6 H °(t):
i&\\l}(t) >
ot
en primer orden de teoria de perturbaciones |¥(t) > se puede poner:

W(t) > = e Pl W0 > ) ay(t) e WG >
J#0
W) > = [9°() >+ > a;(t) e 09 >
J#0

- (H + 5ﬁ0(t)) W(t) >

135
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en otras palabras, la solucion dependiente del tiempo |W(t) > es la suma del estado fundamen-
tal no perturbado |¥°(¢) > més una combinacion lineal de estados excitados no perturbados
e bt |¥9 >. Los coeficientes dependientes del tiempo a;(t) se calculan como:

t . ’ A~
aj(t) = —i/ di' e7' et < WOSH ()| Wy >
_ ; 3 dw ! I i(we;—@)t — 015 (A |\y0
= —i [ dF — dt e\Wes SVet (7, w) < WIA(1)[Wy >
d wo-—&;
_ /d?’*'/ Wt 5%(7« W) < W) T8 >

2T Woj —

donde w,; = F; — E, representa la diferencia de energia entre el estado fundamental y el
excitado. La variacion de densidad debida a la perturbacion dependiente del tiempo o densidad
inducida n;,q es:

Ning = 0n(7,t) = < W(@)|a(F)|W(t) > — < V@) (r)|v(t) >

Ning = Y [a;(t) < WYA(P|EF > e ™ol 4 a3(t) < WA (F)|[TG > o]

dw it
nind:_/d3f¥ /%57)6% _17(*))6 ! tz
J#0
[< \Ifjom(??’)“l/g >< ‘I/g‘ﬁ(fﬂ\lfjo > N < ‘I/g‘ﬁ(fy)mfjo >< ‘I/?‘ﬁ(F)“I/g >

woj _f.:) wOj +(Z)

despreciando los términos proporcionales al cuadrado de |¥(t) > —|¥°(¢) >. La densidad
inducida en espacio de frecuencia se convierte:

Nind = —/d3f¥ (51}(7"’,(,«))2

70
[< WA ()| Wo >< Wola(r)|Ps > N < Wola() WG >< W)y >
woj —w wOj —|—a)

La funcién de respuesta y o polarizabilidad reducible se define como la variacion de la densidad
inducida con respecto al cambio de la perturbacion externa, ecuacion (1.16):

) = On(Fw)
5'Uea:t(7:7 w)
[< oA ( )W >< wola(r)|wg > N < \Ifg\ﬁ(f*)hll;? >< WOR(F) [P >

woj _(Z) wOj +(Z)

--%

J#0

(D.3)

Para un sistema de electrones no interactuantes (y el sistema KS puede considerarse como un
sistema de electrones independientes que se mueven en un potencial efectivo), la funcion de
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onda del estado fundamental ¥g se puede escribir como el determinante de Slater de funciones
de onda de una particula 1, con la energia mas baja y que son solucién de la ecuacion de
Schrodinger de una particula. Para generar la funcién de onda de un estado excitado del
sistema W7 simplemente calculamos el determinante de Slater cambiando un electréon de un
estado ocupado n a un estado desocupado m. Asi la amplitud de probabilidad de que un
electron se excite desde el estado fundamental al excitado es:

< WAA|G >= Y < W87 — ) [¥§ >= 9 (7) Y ()
k

y la diferencia de energia entre estado fundamental y el excitado, w,; = Ej — E,, equivale a
la diferencia de energia entre los estados w,; = €, — €,. La funcién de respuesta de particula
independiente del sistema KS, ecuacion (D.3) queda:

m—€p — W 6m—6n+d)

X

o bien:

XKS(Fv":I?w) = _ZZan(l
[ﬁq(?ﬂ) Yo (1) Y3(7) Y () | Y)Y () P (7) 9n (7)

€m — €p — W €m — €n + @

} (D.4)

donde f, vale 1 para un estado ocupado y 0 para los estados desocupados. En el caso de sis-
temas con simetria de traslacion la funcidon respuesta y es invariante bajo cualquier traslacion
con un vector de red directa R:

x(77,w) = x(F+R,7 + R,w)
en el espacio de los momentos esta ecuacion se traduce en:
@, yw) = X7+ G T+ G W) ge17B

de acuerdo con el teorema de Bloch y de la ecuacion (D.4), la suma sobre todos los estados en
la ecuacion (D.4) puede sustituirse por una suma sobre indice en bandas y vectores k dentro
de la primera zona de Brillouin. Asi la funcién respuesta KS en el espacio de momentos vale:

5@+ G, i+ G w) = > falk)(1 = fn(K))-

n, k m, K
i(G+G)7 —i(@+GNF
< wm,E’|€Z(q+ )ijn,l_é > < ¢n7]_€,|e iW(q+G)T W}m,]_& >

em(K) — e (k) — @

< wn E|ei(§+G)F|wm K >< wm K |eii(q_’+G,)F, ‘wn k >

em(K) — en(k) + @
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donde:

X
S <¢mk,\ STy o >< o e Ty >
nk m,k’ ' em(%,) o 6”(];:) —w
i —1 G
Z Z fn < Q/)n k‘ W)mf’ >< Q/)mk ‘6 @+ W)n,E >
nk mk/ Gm(k‘/) - 6n(k) +w
2 L <t gl @Oy sy ] - e @y s
+ 5 %%fn(k)fm(k) emqu) — en@ -
255 1y o) el T W >< | = T g >
Q nk m,k ' " em(];:/) - En(%) +w ‘

en el segundo y tercer término de la ecuacion (D.5) hacemos el cambio n <+ m y k > K

Lo AN Y AW alAY-4
< Q/)m7]g/‘€l(q+G)r‘Q/)n,E S< Q/)n,lz‘e H(q+G)T ‘Q/)mj/ >

2 -
- = fulF) —
O FmE em(F) = en(F) = &
2 55 iy R e R
Qm];/ nk " Gn(];:) _em(E/) +w

N AN el Y IWalAY-1
Ul g < b g T g >

em(K) — en(k) — &

por conservacion del momento &' = k 4 ¢. Finalmente la funcién respuesta se calcula|88]:

G 2 - -
XA+ G T+ G w) = 5 ) (Fn(k+0) = falR)) -
n,m,E
< Uyl T >< G gl T >

_ — (D.6)
em(k+q) —en(k) — @
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el término fo(k + @) — fu(k) de la ecuacion (D.6) se anula para aquellas transiciones del
electron de un estado inicial y otro final que estdan ambos ocupados o ambos vacios (principio
de exclusion de Pauli). De esta forma garantizamos que sélo las transiciones desde un estado
ocupado a otro desocupado contribuyen a la funcién respuesta.

Con el objetivo de simplificar el calculo y la programacién de la funciéon respuesta, la
ecuacion (D.6) se suele reformular de la siguiente forma; Primero: dividimos la ecuacion (D.6)
en dos términos:

KS(G+G,q+G'\w) =
oce

Q Zme k+q)- < ki

uocc |ez(q+G |w P S< wnk|e q+G’ |w

mk+q
zm:z €m(k’+®_€n()_w

N aNaiY -2 - AN alAY-
TNy b >< (e Ty >

em(k+q) — en(k) — @

>
mkd ” oy

en el primer término, hacemos los siguientes cambios de variable n < m, k— —k — qy
k+ q— —k

; uZ ful Ry S U7l TN, g >< U g gle T, g >
R n - . = T -~
Q& n—k en(—k) —em(=k—q) —w
- z uocczf (E) . < djm k+q,|eZ(Q+G |1/1 >< 1/) k|e q+G’)“'|1/}m7E+q. >
Q mon R Em(k"i’q_)_%()_w

tanto la energfa €;(k), la funcion de ocupacion fi(k) como la funcion de onda de particula
independiente 1/1 i son funciones pares en k: por tanto:

X9@+G g+ G w) =
_|oi(@+G)7 —i(@+GN |, L
255 gy S Vo dle TN g > < Piadle” T, 5 >
Q£ oy en(k)—em(k+(j)—w
uocc < wm k+q|el(Q+G |w % >S< wn k|e i(G+G7 |wm P >

n,k

Qo

em(k+§)—6n( )—w
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—z§§§:f@57“%ﬂa@mwwmm@><¢mmﬁe““QWW%E>
n ey =
Q< — em(k+q) —en(k) +@

|€i(§+G)F|1/}n z >< ¢n7g|e—i(¢T+G/)ﬁ|¢ - >

2 7 <1/}ml_€’+_' m,k+
D B 1 B
Q;Z Em(k+®_€n(k)_w

(- é v (7 é’/ -
) < ¢m7g+q‘62(q+ )rwn’g >< 1/1”7];\6 i(q+G)F ‘¢m7ﬁ+q#> _

|
D
]
.M
)
!

1 1
= = + = =
emk+q) —en(k) — @ en(k+q) —en(k)+@

y por ultimo:

X+ G, g+ G w) =
uocec occ 1ZB

-0 é = (7 é/ o
222 < W€ T g >< W fleT TN g >
nok

Dl o
]

! _ ! (D.8)

@ — [em(l%'Jr Q) — en(/%’)} @+ [em(%+ q) — En(E)]

La polarizabiliad de la ecuacion (D.8) en la aproximacion RPA y expresada en una base
local es equivalente a la matriz N° de la ecuacion (1.59). En los apartados 3.1, 3.2 y 5
utilizaremos la expresion (1.59) junto con la base Bloch de orbitales Fireball de la seccion 2,
para calcular la polarizabilidad en la aproximacion RPA.



Apéndice E

El factor dinamico de estructura y la
funcion dieléctrica.

En este apéndice obtenemos las ecuaciones que nos permiten relacionar la funcion de
pérdidas con el factor dindmico de estructura.

De acuerdo con Pines y Noziéres[34], el factor dindmico de estructura F se define como:

Fres(qw) = | < nlpf0 > [76(w — wno) (E.1a)
n

= > 2> <t plep—ig- gy, > P ow - win(k,q))  (E.1b)
Em(k)<Ep K
E((k+9)>Er

siendo siendo |0 > y |n > estados many body fundamental y excitado respectivamente:

En_EO
h

Wno =
y \1/11,54_5 > los estados de una particula:

El(l; + CD - Em(E)
h

y el factor 2 adicional se debe al spin del electron. Por otro lado, sabemos que se cumple la
siguiente regla de la suma|34]:

Wi (K, @) =

N hq?
S" 2| < nlpFlo > Puno = N
" m
- N h ¢?
AN 2 o
> Y2 < v plespl-id Al > PonED) = 5 (B2)
Em(k)<EF k
Ey(k+§)>Er
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siendo N el namero de particulas (electrones en
De (E.1a) y (E.2) se deduce esta otra expresion

oo .
/ w - FP'meS((j’
0

Vayamos al articulo [39], de la expresion (5) del

0 .
/ w - FW@ZSS(q
0

Luego:

E. EL FACTOR DINAMICO DE ESTRUCTURA Y LA FUNCION DIELECTRICA.

nuestro caso) en el volumen V' del material.
para la regla de la suma:

N hq?
dw = E.
w) do = = (E3)
mismo:
. _ hg?
w)dw =20
FPines g

FWeiss (q—-; w)

N

Si consideramos la respuesta dieléctrica y la funcion de pérdidas, recordemos que tenemos

otras expresiones de la regla de la suma:
¢]
/ w Im[e(q,w)] dw
Jo
/ w Imfe Y7, w)] dw
0

(wp(@)?
5 (@)’

g (E.5a)

(E.5b)

y para deducir la relaciéon entre la respuesta dieléctrica y el factor dinamico de estructura

consideremos (E.5b) y (E.3):

» Sistema de unidades S.I.:

& m T n e 7 N é?
I —1/= — _ 2 e — = — — E
/O w Infe ™ (q,w)] dw @@ =—f = g (B)
[e%} T 62 2m o] )
Imle (q do = ——- - =" . pPines(z ) d E.
| emt@ela = 5 gt [Cu PG as (B)
Por tanto, se deduce que:
Pines( ~ th -1/~
F ((Lw) = _7T 2 Im[ﬁr ((Lw)] Q (E8)

siendo €, (¢, w) la funciéon de pérdidas relativa. Si tenemos en cuenta (E.4), deducimos:

—

q,w)

FWe'iss(
= Sistema c.g.s y similares:

/ " - Tl (w)] dw
0

—

q,w

Oo 1
;»/O w e (q,w)] dow

hg® Ly
L tnle; (7 ) (£.9)
T ( (_,))2 7 41 n e?
— w —
g i 2 m
m N 4r €?
- — E.10
2 Qm ( )
7w Amer2m [ Pi
o0 - = . F 1MES ( = d
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Por tanto, se deduce que:

. h g2
P >N 4q —1(~
F Z?’LQS(q’w) = —m Im[e (q,W)] Q (Ell)
si tenemos en cuenta (E.4), deducimos:
Weiss /- h q2 S N
FRE(qw) = In[e, (7, w)] (E.12)

Am2 e2 n






Apéndice F
Demostracion de la regla de la Suma.

Para demostrar esta regla de la suma vamos ha utilizar un planteamiento méas general de
muchos cuerpos basado en el libro de Pines|34]|. El operador hermitico densidad de fluctuacion
de corriente J de un sistema de N particulas se define como (h = 1):

m m

GRS [@ 5(F — ) + 8(F — 7) &]

i

donde 77; es el vector posicion y p; el operador momento de la particula i-esima. En el espacio
de momentos ¢ este operador se define como (transformada de Fourier):

) 1 b 3
)= g3 [ et e 2
[

y en general, para el mismo sistema el operador densidad de carga p se define como:

P =2 3 =7) =3 pld) e T"

p) = [ 7o e =3 e

si H representa el Hamiltoniano de muchos cuerpos con interaccién:
p? 1
H = Z{ﬁﬁ‘U(ﬁ)} + ig‘/(T] —’I”Z‘)
7 i£]

teniendo en cuenta que p(¢) conmuta con U(7;) y con V(7 — 73), a efectos de conmutacion
solo queda:

1 L o L.
] LS e T e T g ) = 7

2]
2m 2m <

7

(@), 8] = [ﬁ@, |

145



146 F. DEMOSTRACION DE LA REGLA DE LA SUMA.

esta tltima ecuacion, es en esencia la ecuaciéon de conservacion de carga:

en el espacio de momentos:

815

Calculemos ahora el siguiente valor:
(En = Eo) <nlp(9)0 > = E, <nlp(@)|0 > —E, <n|p(q)|0>
= FE<n|Hp(@|0 > — <n|p(q)H|0 >
— <A@ - HDHI0 >
= —<ulp@. a0 >
= —<alg-J(@0 >

ademas:

@, 8] @

| I
|
| —
2y

~ A(@T%ﬁ*@}

luego:
<0l [ [p@. 2] 5* @] 10 >= 3~ {wnal <nlp* @[0 > [ + wrol < nla(@0 > '}

con wye = E,—E,. Como pT(q) = p(—q) y las funciones ¢, (7) y ¢%(q) tiene la misma energfa:

D wnol <nlpT(@I0> P =) wiol < nlp(@)]0 > |7
n n

5 vl At At 2N
<Ol [[p(@). 7], 5 (@] 10 >= 3" 2 wnol < nlg*(@]0 > 2= =L
n
y por tanto:
At 2 Nq2
> (Bu = B)| <nlpt@l0> P = 2 (F.1)

n
Para un semiconductor, en la aproximacion de una particula, el estado fundamental [0 >
corresponde a los estados de la banda de valencia |v, k> y los estados excitados |n > son los
de la banda de conduccion |c, k + ¢ >, si Ey(k) y Eo(k + q) son las energfas de estos estados,
la ecuacion (F.1) se reduce a:

e
2m

<=

Z[ k+ Q) —Ey(B)| | <ck+qpt(@]v k> > =

U,c,k:
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y como p(q) =Y., e 97 llegamos al resultado:

3 [EC(E+@—Ev(/Z) | < e k+q e u,k>|2=

v,c,k

<|=
g)@






Apéndice G

Calculo de las integrales de repulsion
(Obara Y Saika).

G.1. Introduccién

En este apéndice damos las expresiones que hemos utilizado para el calculo de los elementos
de matriz de matriz electrostatica V', de intercambio V¥ y de la matriz de solape S en los
apartados A.3, A.4 y 2.2 respectivamente. La integrales de de repulsion Culombiana aparecen
en muchos campos de interés cientifico y son términos de matriz de un operador de dos cuerpos
de la forma:

< Papelv(Fr, )l 0aps > = / i (i — D)t (7 — Cyolit, i) x
Xgod(?:é —_ ﬁ)gpb(?:i —_ E)dgfldgfg
= (ablcd) (G.1)

donde ¢; (7 — I ) es un orbital localizado en la posicion I que define el estado de una particula.
El indice 7 es el conjunto completo de observables necesarios para especificar completamente el
estado del sistema. En particular si v(7, 72) = €2/|F1 — 72| y i(71 —I) es un estado electronico
localizado en en la posicién f, la expresion (G.1) nos da el elemento de matriz de cuatro centros
de la interacciéon Coulombiana entre dos electrones. El calculo de dicho elemento de matriz
es, en general, dificil. Sin embargo, si desarrollamos cada funcion ¢; (7 — D ) en una base de
funciones bien elegida podemos conseguir métodos recursivos que nos resuelvan la integral.
Existen varios de estos métodos pero nos centraremos en el esquema de Obara y Saika[42] que

utiliza un desarrollo en gaussianas del orbital ¢;.
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150 G. CALCULO DE LAS INTEGRALES DE REPULSION (OBARA Y SAIKA).

G.2. Base de funciones gaussianas cartesianas.

En el método Obara y Saika el estado ¢;(7 — ]:f) se expresa en una base de funciones
gaussianas cartesianas localizadas:

(7, ¢, B) = (& — Ry)™ (y — Ry)™ (2 — R.)"™ x exp[—((F — R)’] (G.2)

con la constante de normalizacion:

3/4
R = ()7 gy
x[(2ng — 1120, — D120, — 1)1~/

en donde 7 = (x,y, z) representa la coordenada electrénica, ¢ es el exponente del orbital,
R = (R;, Ry, R.) la posicion localizada del orbital, y n = (n4, ny,n.) es un vector de nimeros
enteros. Obsérvese que esta base nos permite obtener orbitales atémicos cartesianos. Asi, por

ejemplo, un orbital s localizado en posiciéon R sera de la forma:

SDS(F_ é) = SO(Fv C’ 0’ R)

un orbital p, localizado en posicién R:
. (F = R) = ¢(7,¢,(1,0,0), R) = (7. ¢, 15, B)

Un orbital dg2_,2 localizado en posicion R viene dado por:

Sodzg_yz (’F— R) = 90(777 C? (2’ 07 0)7 R) - 90(777 C? (0’ 27 0)7 R) = 90(777 C’ 2:73’ R) - 90(777 C’ zy’ R)
Deducimos inmediatamente que esta base de funciones gaussianas cartesianas presenta dife-
rencias con lo que conocemos normalmente como orbitales atémicos cartesianos. Hay diferencia
en las funciones y en el nimero de las mismas, ademas si A = n; +n, +n, para cada funcion
gaussiana cartesiana; se observa que estd estrechamente relacionado con el nimero cuinti-
co correspondiente al momento total angular. De aqui en adelante A y n se denominarén el
momento angular y el indice del momento angular. Las funciones con A igual a 0,1,2,... se
llamaran s, p,d, ... respectivamente. Un conjunto de (A+1)(A+2)/2 funciones en R asociadas
con los mismos momento A y exponente ( constituyen una capa y las funciones en la capa,
linealmente independientes, son las componentes de la capa. Observemos las similitudes y
diferencias con orbitales atémicos cartesianos:

= Para A = 0, capa s, hay una funcién gaussiana cartesiana en dicha capa, que podemos
identificarla con el orbital atémico cartesiano s.

= Para A = 1, capa p, hay 3 funciones gaussianas cartesianas en dicha capa, que podemos
identificarla con los orbitales atémicos cartesianos p;, i = x, ¥, 2
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= Para A = 2, capa d, hay 6 funciones gaussianas cartesianas en dicha capa. A partir de
aqui empiezan a surgir las diferencias: Hay seis funciones gaussianas cartesianas

dy2y dyy, dyzy dy2, dy, d 2
y cinco orbitales atémicos cartesianos:

at at jat at jat
d$y’ dyz’ d3z2—'r2’ d$2’ d.rQ —y2

relacionados con los orbitales atémicos ¢pom, m = —2,—1,0,1,2. Estos orbitales ato6-
micos cartesianos se pueden expresar como combinacién lineal de funciones cartesianas
gaussianas de la misma capa, dgig _y2 = 2d,2 —dy2 —d,2. Obsérvese que las componentes
de la capa d tiene los indices de momento angular d;; = 1; + 1, 4,5 = 2,9, 2

Es sencillo comprobar la siguiente ley de recurrencia, muy ttil en los siguientes puntos:

C,n,ﬁ) = QCQO(FvC?n_{—]-’i?‘é)

3 Riw(r,
_Ni(n)SO(F?Can_ lz’ﬁ) (Z =Y, Z) (G3)
en donde N;(n) = n;, es decir, extrae el indice n; de la componente i del momento angular

n = (ng, ny,n;). Por ejemplo N;(1;) = d;; de Kronecker. De la misma forma se demuestra la
siguiente relacion trivial

N;(n+ m) = N;(n) + N;(m)

G.3. Ley de recurrencia para integrales de tres centros

Definimos términos de tres centros con funciones gaussianas cartesianas no normalizadas
como:

(alclb) = / (7, Ca ity D)ol Cor ¢, OV (7, Coo by B)EF

Es posible obtener una expresion para dicho término y una ley de recurrencia, basandonos en
la ecuacion (G.3):

(a+ 1ilc|b) = (G; — Aj)(alcb) +

1

—i—ml\fi(a)(a — 1;/c|b) +
1

+mNi(b)(a\c|b - 1)+
1

+ oo i@ ale — Lib) (G-4)
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en donde:
¢ = Ca + Gb ) (G-5b)
5 _ % (G.5¢)
. gzz j: EC _ Caféjfzfjcfcc (G.5d)

que también se utilizaran mas adelante. La ley de recurrencia para (a|c+1;|b) o para (alc|b+
1,) sigue la pauta de la expresion (G.4) excepto que el coeficiente (G; — A;) del primer
término debe sustituirse por (G; — C;) 6 (G; — B;) respectivamente. El término de matriz
correspondiente a funciones s viene dado por:

¢\ e 5@y
070405 = () Oaog)exn |~ (P - O

_ <77T >3/2 Kabe (G.6)

Ca‘i‘gb‘i’gc
CaA? + B + (.C?
Ca+Cb+Cc

(G.7)

Kabe = €XP

(Ca+ G+ o) <@2 —

en donde (0 7/03) es el solapamiento entre ambas funciones centradas en Ay B respectiva-
mente:

(0405) = (g)/ exp | ~€(A - BY?] (@.8)

G.4. Ley de recurrencia para la interacién Coulombiana a cua-
tro centros

El elemento de matriz a cuatro centros de la interacciéon coulombiana con funciones carte-
sianas gaussianas, con denominacion (de origen) de ahora en adelante como ERI’s (electron
repulsion integrals), es, de acuerdo con (G.1):

@bled) = [ [o(Fi.Cura Aol b, B)] ¢

1 - S, = S o3
X o= |:90(T27 CC» c, C)QD(T% Cda da D):| d37“1d3’l”2

como resulta que:

1 A\Y2 oo L
ﬁ — <—> / exp[—uQ(rl — 7“2)2]du
0
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obtenemos:
4 1/2 poo
(abled) = <—> / (ablu|ed)du
™ 0
(ablujed) = / (P, Cor ¢, O)p(T, Ca d, D) (a0, [b)d*Fy
(al0,,[b) = / @(71, Cara, A)p(71, Gy, b, B) exp[—u?(7y — 72)?]d>F
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(G.9)
(G.10)

(G.11)

Como exp|—u? (71 — 7)?] corresponde a una funcién cartesiana gaussiana de tipo s, con expo-

nente u?

centrada en 7, (al0,,|b), ecuacién (G.11), es un término de matriz de tres centros

al cual se le puede aplicar las expresiones de la seccion G.3. Siguiendo el esquema de Obara

y Saika[42], se obtiene la siguiente relaciéon de recurrencia:

[(a+1)bled™ = (B — Aj)(abled)™ + (W; — P;)(abled)™ +

i'a a_lcm_ga_,cml
+2CNZ( ){[( 1;)blcd] C[( 1;)bled]™* }+
+%Ni(b) {[a(b-li)lcd]m - g[a(b-lz)lcd]m“} +
1
+2(C+n)
1

+2(C+n)

Ni(c)[ab|(c-1;)d]™ " +

N;(d)[ab]|c(d-1;)]™+!

siendo:

(ablcd)™ = (%)m /OOO <pfu2>m(ab\u|cd)du

(G.12)

(G.13)

Obsérvese que el término (ablcd)(© es el auténtico termino de matriz (ablcd) que estamos
buscando. Para desarrollar la relacion de recurrencia (G.12) se necesita un término de partida:

(00,1000 = 2 (2)" (0,10,)(04/0,) (1)

= K(Ca,gb,fi E)K(C67Cd7é7 B)FM(T)

1
F,(T) = /()meeXp[—Ta:2]da:

T = p(P-Q)>
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en donde (0;]0;) es el término de solapamiento entre las funciones cartesianas gaussianas s

= =

(75, ¢,0,1) y ¢(75,(,0,J) dados por (G.8) y se han introducido las siguientes expresiones:

¢ = Gt n=_C+Ca (G.14a)
n

= G.14b
’ ¢+ ( )

5 GA+GB - :CﬁJrnQ
"= Cat+ G v C+n (G- 14c)
Q = l(@5+@5) (G.14d)

n
O _ 1/2 5/4 . |:_ C1Go 5 B2

K (G, G, I, Ro) 2 Y e (R1 — Ry) (G.14e)

G.5. Interaccién de cuatro centros con gaussianas cartesianas
s, Py d

Términos distintos y consideraciones de simetria.

Volvamos al principio y a los términos de matriz de repulsiéon electrostatica de cuatro
centros para un operador de dos centros. Dicho término corresponde al diagrama de la figura
G.1:

Figura G.1: Diagrama del término de matriz de una interaccion de dos cuerpos

Retomemos la ecuacion (G.1):

< \ i
I

e2

lpapy > = /902(7*’1 — A (7~ O)

xa(Fy — D)gy(F1 — B)d*F1d>Fy
= (abled)

|71, 72|



G.5. INTERACCION DE CUATRO CENTROS CON GAUSSIANAS CARTESIANAS s, p Y d 155

que de acuerdo con la reordenacion (ab|ed) podemos poner como:

- e?

(abled) = / (7 — Aoyl — B x
|71, 7|
x @k (7 — C)pa(y — D)d>7 d>7

2
- € - S 3o
= /pab(rl)mpcd(TQ)d3T1d37"2
9

es decir, la interaccion de una densidad de carga "combinada” pu,(7) = @k (7 — A)py(7 — B)

con otra pe(7) = (7 — C)pa(7 — D). Si elegimos funciones cartesianas gaussianas (G.2)

-,

Pa (7= A)

SO(Fv C’ n, E) = (x - R:B)nm (y - Ry)ny (Z - Rz)nz ' eXp[_C(F_ R)Z]
se cumplird que:

(abled) = (abldc) = (baled) = (baldc) =
(cd|ab) = (cd|ba) = (dc|ab) = (dc|ba)

pues dichas funciones son reales. Ello significa que el nimero de términos de matriz que hay
que calcular explicitamente se reduce por 8 una vez fijados las funciones a, b, ¢, d.

Expresiones de términos de orden m para funciones s, p, d.

Repitamos la relacion de recurrencia ec. (G.12):
[(a+1;)bled]™ = (P, — A;)(abled)™ + (W; — P;)(abled)™ ! +

+aeita {[(a-mb\cd]m - §[<a—1i>b\cd1m+l} +

i) {[a(b—lmcd]m - g[a<b-1i>|cd]m“} "
1

T
1

_i_i
2(¢C+m)
Si concretamos las funciones cartesianas gaussianas a los casos A = 0,1,2 = s, p;, d;j, i, =

1,2, 3, deberemos explicitar la ley de recurrencia para (se ordena incrementando el momento
angular):

N;(c)[ab|(c-1;)d]™ ! +

N;(d)[ablc(d-1;)]™ !

1. (ss|ss) = (0,04/0.04)

1
vC+n

(88|88)m = K(Cavgbvff) E)K(Ccvgdvév B)Fm(T) (G15)
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2. (pislss) = [(s + Li)s]ss]

(pislss)™ = [(s+1;)s|ss]™ =
= (P = Ai)(ss]ss)™ + (Wi — P)(ss]ss)™""

3. (pislprs) = [pis|(s + 1i)s]
(pi5|pk5)m = [pi5|(8 + 1k)s]m =
= (Qk — Co)(pislss)™ + (Wi — Qi) (pislss)™ " +
6;]6 ss|ss)mH
T3 +n)( 55)

B

- (pipjlss) = [pi(s + 1;)|ss]

(pipjlss)™ = [pi(s +1;)]ss]™ =
= (Pj = Bj)(pislss)™ + (W = P;)(pis|ss)™ " +

5 p
+-L 1 (ss]ss)™ — E(ss|ss)™ !
o2 (sslss)™ — Lsslss)

5. (pipjlpes) = [pipj|(s + 1x)s]
(pipjloks)™ = [pip;|(s + 1i)s]™ =
= (Qr — Ck)(pipjlss)™ + (Wi, — Qi) (pipj|ss)™ ' +
S )™ sl
6. (pipjlprp) = [pipjlpk(s + 1,)]
(pipjlpkp)™ = [pipjlpk(s + 1)]™ =
= (Qu— D) (pipjlprs)™ + (W — Q) (pipjlprs)™ " +
2 los)™  Lipipylss)™
2(§5i 7 (523 [prs)™ " + Q(%ﬁm(wlpk«ﬂm*l

7. (dijs|ss) = [(pi + 1;)s|ss]
(dijs|ss)™ = [(pi +1;)s|ss|™ =
= (P — Aj)(pislss)™ + (Wj — Pj)(pis|ss)™ ! +

i
+-L | (s8]55)™ — B(&S\ss‘)ﬂﬁ”rl

2¢ ¢

(G.16)

(G.17)

(G.18)

(G.19)

(G.20)

(G.21)
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8. (dijpk|ss) = [dij(s + 1)|ss]
(dijpr|ss)™ = [dij(s + 11)|ss]™ =
= (Pk — Bk)(dijs\ss)m + (Wk — Pk)(dij8|88)m+1 +

Oki
4kt [(pj5|ss)m — B(pjs\ss)mH] +

% ;
51@' ] m_ P m+1
+3§@wm> C@$@+}

9. (dijdri|ss) = [dij(px + 11)]ss]

(dijdig|ss)™ = [dij(pr + 17)|ss]™ =
= (P, — B)(dijpr|ss)™ + (Wi — P)(dijpr|ss)™ ™ +

+g—k§l [(dijs\ss)m - g(dijs\ss)mﬂ] +
5i m m
5 ymndss)” — miiss™] +
5.
+2% [(pz‘pk|88)m - g(pz‘pdss)mﬂ]
10. (dijs\pks) = [dijs\(s + 1]€)S]
(dijslprs)™ = [dijs|(s + 1x)s]™ =
= (Qr — Ci)(dijs|ss)™ + (Wi — Q) (dijs|ss)™ " +
Oki ) m+1 5kj ) m+1
+2(<- _|_ 77) (p]5|58) + 2(4- _|_ 77) (p25|58)
11. (dijs|pepr) = [dijs|pr(s + 11)]
(dijslpkp)™ = [dijslpe(s + 1)|™ =

= (Q1— Di)(dijslpes)™ + (Wi — Qi) (dijs|pes)™ ™ +

)
4k (dijs\ss)m—g(dijs\ss)mﬂ +

21
Oui m+1 5lj m+1
DiS|PkS + ————(PiS|PkS
12. (dijs|dyis) = [dijs|(pr + 11)s]
(dijsldgis)™ = [dijs|(pk + Li)s]™ =

= (Qi — C)(dijs|prs)™ + (Wi — Qi) (dijs|prs)™ ! +
01k p 1
+—= | (dijs|ss)™ — =(dijs|ss)™ | +
2 g™ = 2 sl
0

+%<+m

01
(pj8|pk8)m+1+2( . (pis\pks)mH

¢+mn)
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(G.22)

(G.23)

(G.24)

(G.25)

(G.26)
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13. (dijprlpis) = [dijpr|(s + 11)s]

(dijprlps)™ = [dijpr|(s + 1;)s]™ =
= (Qi— C)(dijprlss)™ + (Wi — Qi) (dijprlss)™ ! +
5“ m+1 5lj m—+1
+ pipklss)™ T + ———(pipx|ss)™ " +
01k
+2(C ) (dyjs|ss)™ ! (G.27)
14. (dijprlpipm) = [dijpr|pi(s + 1))
(dijprlpipm)™ = [dijpelpi(s + 1)) =
= (Qm — D) (dijprlpes)™ + (Wi — Q) (dijprlpis)™ ™ +
5lm 14 1
+—" | (dijpr|s8)™ — =(dijpr|ss)™ | +
o (dijpklss) 77( iDk|SS)
o Omi (pjprlpis)™ ™ + %(p‘pklpw)m“ +
2(C+m) 2(¢C+m) "
5mk m
o gy dostpe)™ (@.28)
15. (dijpr|dims) = [dijpr| (0 + 1m)s]
(dijpr|dims)™ = [dijpr|(pr + 1m)s]™ =
= (Qm — Cn)(dijpe|p1s)™ + (Wi — Q) (dijpr|pis)™ ™ +
5lm 1Y 1
+—" | (dijpr|ss)™ — =(dijpr|ss)™ | +
277(]/’@‘) n(ak‘)
Omi m+1 5mj m+1
+ ' + = (p; +
ST+ (pipklpis) 2C+7) (pipk|pis)
57’7’1]{3 m
+2(C ) (dijs|pis) +1 (G.29)
16. (dijpr|dimpn) = [dijpr|dim (s + 1,,)]
(dijpk|dimpn)™ = [dijpr|dim(s + 1,)]™ =
- (Qn - Dn)(dijpk‘dlms)m + (Wn - Qn)(dijpk|dlm5)m+l +
5171 [ 4 1
+ = | (dijpr|pms)™ — =(dijpe|pms)™ | +
20 (dijpE|pms) 77( iPk|Pms)

(5mn|: P 1
o | (digprlpis)™ — = (dijpr|pis)™ | +
22 | dilrs)™ — £ i)

Oni Oni
nu o ld m+1 nj orld m+1
+2(C+?7) (pjprldims)™ ™ + 2T+ (pipk|dims)™ ™ +

(5nk 1
+ d;i8|dp,s)™ G.30
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17. (dijdkl‘pmS) = [dijdkl‘(S + ]—m)S]

(dijdp|lpms)™ = [dijdu|(s + 1)s]™ =
= (Qm — Co)(dijdy|58)™ + (Win — Qo) (dijdpa|s5)™ ™ +

0 0
m . m+1 Jm zd m+1
2(C+77)(pj kl‘SS) + 2(C+77) (p kl|88) +

5km B m—+1 (5lm
2(C + 1) (digpr]ss)™ + 2(C + 1)

_|_

+ (dijpk|ss)m+1 (G.31)

18. (dijdpilpmpn) = [dijdpi|pm (s 4 1,)]

(dijdri|pmpn)™ = [dijdp|pm(s + 1) =
= (Qn - Dn)(dijdkl |pm5)m + (Wn - Qn)(dijdkl |pm5)m+1 +
(5mn P 1
+—— | (d;idg|ss m_ - d;idy|ss m+ +
22|l ss)™ = £ sl
52'77, (5jn

M (. m+1

0
di: m+1 in
( Jpl|pm5) + 2(<+77)

(pidi|pms)™ ™ +

(dijpk‘pms)erl (G.32)

2(¢C+mn)

19. (dijdkl‘dmns) = [dijdlepm + ln)s]

(dijdrildmns)™ = [dijdi|(pm + 1n)s]™ =
= (Qn — Cn)(dijdpi|pms)™ + Wy, — Qn)(dijdy|pms)™ +
Omn P 1
+ 2 (dijdrr]s8)™ — = (dijdp|ss)™ | +
o (dijdii|ss) 77( 1| ss)

Piditlpms)™ ™ + ==L (pidii|pms) T +
(Pjdki|pms) 2(C+77)( |Pms)

5ln

2(C+n)

_l’_

2(C+n)
(5kn

)m+1
2(C+m)

_l’_

(dijpi [Pms)™ T + (dijpr|pms

(G.33)
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20. (dijdkl|dmnpr) = [dz]dkl‘dmn(s + ]-r)]
(dijdkl‘dmnpr)m - [dmdkl|dmn(5 + ]—r)]m =
= (Qr - Dr)(dijdkl‘dmns)m + (Wr - Qr)(dijdkl‘dmns)MJrl +

5mr m P m—+1
+ 52 (dulpas)™ = £(aydulpns)™ | +

577,7’ |: 14 1
+—" (dijdr|pms)™ — =(dijdpi|pms)™ | +
277 ( J kl‘ ) 77( J k:l| )
+L
2(¢+n)
(5kr
+7
2(¢C+n)

(5,
. m+1 e L m—+1
(p]dkl|dmn3) + Q(C + 77) (pzdkl‘dmns) +

0y
diipy|dpmn )™ + —L—

(dijpk|dmns)™

(G.34)

21. (dijdkl|dmndrs) = [dijdkl‘dmn(pr + ]—s)]

(dijdkl‘dmndrs)m - [dijdkl‘dmn(pr + ]—s)]m -
= (Qs — Ds)(dijdyi|dmnpr)™ + (W5 — Qs)(dijdyi|dmnpr) ™ +

O m
+2—; [(dijdmdmns)m — —(dyjdii|dmns) H] +

0,
+= |:(dij dpi|pmpr)™ —

dzd m rm+1
2 (dijdgi|pmpr) }JF

T I Il

5’”’18
- dzd n rm
+277 [( idrilpnpr)

L s
2(¢+mn)

L Oks
2(¢+m)

- E(dijdkl |pnpr)m+1} +

Ois
p'dkl dmnpr mt + — Pidkl dmnpr metl +
Pyl ™ + 5 i)

5ls

(dijpi|dmnpr)™ ™ + 20

) (dijpr|dmnpr)™

(G.35)

Particularizacién al caso (ablcd), funciones s, p, d

Recordemos que los términos de matriz con funciones cartesianas gaussianas a cuatro
centros de la interaccion Coulombiana entre electrones viene dada por (abled) = (abled)P.
Trataremos de encontrar dichos términos particularizando las expresiones anteriores.

Orbitales s y p

Expresiones de recurrencia para las ERIs con funciones cartesianas gaussianas:
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(ss]ss) = (ss|ss)’ = ﬁK(@,@,fT, B)K (., Ca, C, D)YFy(T)

(pis|ss)? = (P; — A;)(ss|ss)? + (W; — P;)(ss|ss)!

(pislpes)’ = (Qr — Ci)(pislss)’ + (Wi — Qi) (pislss)' +

0;
—|—2(<7j_3n)(58\85)1
(pipjlss)’ = (Pj — B;)(pis|ss)” + (W; — P;)(pis|ss)' +
—i-(;ié (ss|ss)? — §(88|88)1
(pipjlpes)® = (Qr — Ci)(pipjls5)° + (Wi, — Qi) (pipjlss)* +
dik Tl ] elec)]
3¢+ Py )
(pipjlokp)’ = (Qu— Dy)(pipslpes)” + (Wi — Q1) (pipjlprs)' +
1)
+2—lz (pipjlss)” — %(pz-ijSS)l
(5,‘ 5jl

20+ 1) (spjlpes)" + 2T+ (pislprs)!
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Se observa que necesitamos los siguientes términos de orden superior:

1

VC+n
1
VE+n
1
VC+n
1

(ss]ss)* = ﬁmg, Chy A, BYK (Cey Ca, C, D) Fy(T)

K(CCH Cb) A’u E)K(CC7 Cd? 6;7 ﬁ)Fl (T)

(ss|ss)t =
K (Cay Gy A, BYK (Ce Ca, C, D) Fo(T)

(ss]ss)? =

K(CCH Cb) A’u E)K(CC7 Cd? 6;7 ﬁ)F3(T)

(ss|ss)® =

Sigue ...
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Y también:
(pislss)t = (P — A;)(ss]ss)! + (W, — P,)(ss|ss)?
(spj|ss) = (pjs\ss)l Bj — Aj
(pis|ss)® = (P, — A)(ss|ss)? + (W; — P;)(ss]ss)®
(spjlss)” = (pjslss)”  Bj — A,
(pis|ss)® = (P, — A)(ss|ss) + (W; — P;)(ss]ss)*
(pislpes)' = (Qr — Ci)(pis|ss)' + (Wi, — Qi) (pis|ss)® +
PO (gsss)?
2(¢C+n) o
(pipjlss)t = (P — B;)(pis|ss)' + (W; — Pj)(pislss)” +
% SSSSl—BSSSSQ
30 (o)’ = Lsslss
(pipjlss)® = (Pj — B;)(pis|ss)® + (W; — P;)(pis|ss)® +
% 2 Pgs)ss
#52 (o5l - Lol
(pipjlpes)t = (Qr — Ci)(pipjlss)' + (Wi, — Qi) (pipjss)® +
Oik 1s5)? Ok 5|s5)?
2(C+77)(8p]| ) +2(C+"7)(pl |ss)
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Orbitales d con s y p

(dijslss)® = (P — Aj)(pislss)” + (Wj — Pj)(pis|ss)' +
% SS|SS 0_ B SS|SS 1
92 |(sslssl = Llsslso) |

(dijpk|ss)0 = (P, — Bk)(dijs\ss)o + (W — Pk)(dij5|ss)1 +

Oki

52 | yslss)® = Lloyslss)| +
Okj P

5 islss)® = Ll |

(dijdiilss)’ = (P, — B)(dijprlss)® + (W — P)(dijpr|ss)" +

—I-(;—lzl :(dijs|ss)0 - g(dijs|ss)1} +
0;

+2—é (pjpk:|88)0 - g(pjpk|88)1} +
o [

+2% _(pipk|88)0 - g(PiPk\SS)l}

(dijslprs)® = (Qr — COk)(dijs|ss)” + (Wi — Qi) (dijs|ss) +
Oki
2(C+n)

Ok;j

;S|SS 1
2+ P

+ (pjs|ss)t +
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(dij S\Pkpl)o =

(dijs|dys)® =

(dijprlps)’ =

(dijprlpipm)’ =

(Q1 — Di)(dijs|prs)® + (Wi — Q1) (dijs|prs)t +

—I—él—k (dijs|ss)0 — B(dijs|ss)1 +
2n 7
0 1 01 1
+ PjS|PES) + —————(PiS|pks

(Q1 — C)(dijs|prs)® + (Wi — Q1) (dijs|prs)t +

—1—% (dijs|ss)0 — B(dijs|ss)1 +
2n n
0 1 o1 1
+ Pjs|prs) + DiS|PkS

(Q1 — C)(dijprlss)” + (Wi — Qi) (dijprlss)' +

Ol ' 1 01 . 1
0,
o

(Qum — D) (dijprlpis)® + Wi — Q) (dijpi|pis)* +

(5lm 0 14 1
+— | (dijpk|ss)” — =(dijpr|ss) | +
2,'7 ( J k| ) 77( J k| )
+ Omi (pjprlmis) + Omj (pipklpis)' +
2(¢+m) " 2(C+m)
(Smk: 1
+————(d;;8|p1s
2(C+?7)( 5lps)
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(dijpr|dims)’ =

(dijpr|dimpn)’ =

(dijdri|pms)°

(Qum — Con) (dipr|pis)° + (Wi — Qo) (dijprc|pis)* +

0,
+% (dz’jpk|35)0_g(dijpkz|ss)l +
n n

(5mi ) 1 5mj
o PP i
(Smk:
2(¢C+m)

(pipklpis)t +

+ (dijs|pis)!

(Qn - Dn)(dijpk|dlm5)0 + (Wn - Qn)(dijpk|dlms)l +

Sin,
AR [(dz‘jpk|pm8)0 - (dijpk|pm3)1] +

2n

Srmm,
+ [(dijpk\PzS)O — (dijpk|p15)1] +

2n

3t 3

o nj ) 1

5nkz 1
d;is|d
g A%l

(Qm — C)(dijdia|ss)’ + (Wi — Q) (dijdia|ss)' +

0 0j

im d 1 im zd 1
g Pl gy pihalos)

(Sk:m 5lm

_l’_

(dijpi]ss)' + (dijpelss)"

2(¢C+mn) 2(¢C+mn)
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(dijdit|pmpn)’ = (Qn — D) (dijdi|pms)® + (Wi — Qn)(dijdpi|pms)' +
Omn
+— (dwdkl|ss) (dijdkl|ss)1 +
2n n

0; 0;
© id m ! - zd m !

5ln

2(¢C+n)

5kn

2(¢C+mn)

+ (dijpi|pms)* + (dijprlpms)*

(dijdiildmns)? = (Qn — Cn)(dijdi|pms)® + (Wi — Qn)(dijdi|pms)' +
Omn P
+% (dijdir|ss)° — E(dzjdmlss)l +

Oin Sjn ' .
—i-ﬁ(pj dyi|pms ) m(pldkl\pms) +

5ln

2(¢C+n)

5kzn

2(¢C+mn)

+ (dijpilpms)" + (dijpklpms)*

(dijdpldnpr)? = (Qr — Dy)(dijdpldimns)® + (Wr — Qp)(dijdpi|dmns)" +

+7k%%m&—g%%mw}-

+LT; [(dijdkz\PmS)o - %(dz’jdkl |pm8)1] +

Oir
(pjdyildimns)" + ==L — (pidyi|dmns)* +

Oir
T 23+ 1)

5k7’

2(¢C+mn)

+ (dijpildmns)* + (dijpr|dmns)t

2(¢C+mn)
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(dijdkl|dmndrs)0 = (Qs - Ds)(dijdkl‘dmnpr)o + (Ws - Qs)(dijdkl|dmnpr)1 +

57"5
o [(dijdkl‘dmns)o - B(dijdkl‘dmns)l} +
n n
+% [(d”dkﬂp pr)’ — B(d“dkl\p D )1] +
m ij mDPr n ij mPr
+—5ms [(d"dkl|p pr)’ - B(d"dkz\P p )1] +
277 i nPr n 1] nPr
TR |dymnp Wt =20l dnp)! +
2(C+77) J R Omn Pr 2(C+"7) 1Ok UmnPr
51@3 1 5ls 1
+— dz iD dmnpr + — dl iD dmnpr

No merece la pena explicitar qué terminos de orden superior se necesitan para el calculo de
las ERI’s con funciones cartesianas gaussianas s, p, d, pues, aparte de ser demasiado extensos,
no van a suministrar alguna informacion valiosa adicional. Sin embargo si merece la pena tener
en cuenta algunos aspectos deducidos de las expresiones anteriores y deducir una estrategia
recurrente de calculo. Partamos de un término (ablcd)

s Definiremos el “momento angular total” de (abled) como X = A\, + Ay + Ac + Ag. Por
ejemplo, A = 8 para el término (d;jdp|dmndyrs).

» Para calcular (abled) = (ab|cd)? vamos a necesitar términos (a;b;|c;d;)™ que cumplen
que \; +n; < A, siendo \; < Aj el “momento angular total” de (a;b;|c;d;). Los tér-
minos (a;b;|c;d;) se obtienen disminuyendo consecutivamente el momento angular \;,
1 =a,b,c,d. Por ejemplo, para calcular:

(pislpes)’ = (Qrk — Cr)(pis|ss)’ + (Wi — Qi) (pis|ss)' +

5ik 1
+72(C ) (ss|ss)

vamos a necesitar (p;s|ss)?, (pis|ss)!, (ss|ss)?, (ss|ss)! y (ss|ss)?

» Luego parece que la pauta debe ser generar el suficiente ntumero de (ss|ss)™, m =
0,1,2,....N y a partir de ellos ir generando los (a;b;|c;d;)™ correspondientes a A; < N
y asi obtener todos los términos (a;b;|c;d;)"
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= En el caso de funciones cartesianas gaussianas s, p,d, el término de mayor “momento
angular total” es (dijdg|dmndrs), con A = 8, luego habra que partir del célculo de
(ss|ss)™ m =0,1,2,....8 y disenar la estrategia rapida y eficiente para generar todo lo
demés






Apéndice H

Aproximacion estatica COHSEX en
una representacion local

En este apéndice resumimos las ecuaciones que nos permiten utilizar la aproximacion GW
en una representacion local. Comenzaremos con las ecuaciones (4.7) y (4.8) de la aproximacion
estatica COHSEX y la transformada de Fourier del potencial apantallado estatico W (7, 7):

1 i (7+G)-7 <o AN
W0 =5 3. /BZ &g " TOT W 2,(q,0) - e THET

SSEX(R ) = = S 6 o) 60 () W T,0)
k' m<F
SSEX = B n, F >= / P a5 () SN - 6, ()
1 . . . ()T . .
SE = G S [ Waa(@o- [ 60T b0 b
@,G‘" E’,mSF
[ 00 o) IO i)
todas las integrales son nulas, a menos que se cumpla la condicion K =k— q:
1 N N x . i (G-G)7 i N
D ) > /BZ d3Q'W@7G~,(q,0)'/¢n7,g(r)'e (DT ¢ i ) &

é’@/ m<F
/¢;7E_q(ﬂ) e GG ¢n7E(7ﬂ) A3

171
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1 o
Zi%x - _6 Z < 7’L7k“€l (Q‘FG)r‘m’k_q >
_‘7G_’7G_’,7m§F
W#é”(_’;o <m,k ﬂeiZ(Q+G)T|nk>
1 —
Zi%X = -a Z<n’k|el(q+G)r|m,k_q>
i,é,é’,mSF el
—1 R 5
Ganl@0) Vi (@) <o E = @l DT |
con: Ao - o2 5 1
e =g g+ap 6T q Ve (@)
y por tanto:
i’EEX = Z <n, k‘|€Z (¢+G) 'r|m i q_,>
7.G,G"m<F
65,1@@ 0) - vg (@) < myk — @e T T | | >
de la misma forma:
1 R
COH . a. )
Yk T a0 > <n ke T T m k— 7>
_;GﬁvG_‘l,m
[Wé, #(¢,0) — Véc/(@)] - <m,k —qle i-(7+G") In, i >

1 o
SEX (el B
S = 5q 2 2 <kl @O - >
_',Gﬁ,Gﬁ/,m G
- 7. 7 —i(d+GN-F —
' 6@71@,,( ,0) — 5@7@/} V@) <m,k—qle” @) T | >
1 I .
= 3 <n ke T m k- > -
7.G.G'\m
- 78 "¢ s (= é/ o -
[6@1@’(%0) - 5@75’] v (@) < mok = qe" T n k>

y siguiendo los mismos pasos que en el apéndice A.2:

< Rl @O\ F > = 3 [cga(/;’)} O (F ) ED AR
0,408, R
Bi i p5(d+G)

Conﬁ:ﬂ—ﬁ+ﬁydonde:

Biojp @+ G) = /cbZ(F) e THOT G (7 — [ — 7 + R)) - &°F



173

el vector B se relaciona con el vector A, defindido en el apéndice A.2 por medio de la ecuacion:

*

B o s 0+ G) = [ /% T gs(F— [7 — 7+ R]) - d°F

Blass AT+ G) = 0% [, BT gy - 7 ) - b7

Ny qb/’g son funciones reales y por tanto:
By s 0+ G)=e O /¢Z(F) O o (7 [T = T+ B)) - d*F = Ay (0 + G

sideﬁnoszi,a,j,,@,ﬁyﬁszﬁ—ﬁ+ﬁz

< B @O = g >= Y [Cr(B)] - Oy - @) EDT AN+ G) ()
S
y defino C1"™(k,q) = [ (K )]* . (_’ —q)-e F=0)7s 1 expresion (H.1) queda:
< Kle" @O F - g>= chm Q) - ANT+ G) (H.2)

También hemos demostrado que:

ex 2 (@w) =05 q, +0(@+CG) Y Ay (T+ Ga) - Soy 5 (T w) - AL (T+ Gh)
$1,52
donde v(7+ G) = 4w - €2/(Q - |7+ G|?)

En la aproximacion estatica COHSEX tenemos que el valor esperado de la autoenergia 3
en el estado propio |n,k >, es la suma de dos contribuciones:

SEX COH
ka—z 7 + X i
Ziix = — Z <n,k\e’(5+G1)T\m,k—q> 66162((], )
m<F G,,Go,q
0@+ Ga) < my i — e @Iy
Yy

1 AN o
COH _ - i(q+G1)-T _ 7 -1 e 5= = |.
Zn,k = 3 Z #Z <n,kle |m, k —q > [eél,éQ(q’O) (5G17G2]

m
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—

de la expresion (H.2) para < n, l;|ei'(‘7+é) |m, k — ¢ > puedo poner:

SYURIED B DI Be Al IR INARE )
m<F Gl GQ ,q 51952

—

G+ Ga) - [CLm(F )] AT+ Ga)

ZSEX _ _Z Z chm Q) - A (J"Fél)

m<F Gl GQ qS1,82

= =) > YOk AL+ G g, 6, @+ G) -

m<F G, Go,q51:52

[Cum D] A+ Go) +
+CI™ (k) - A% (G + Gh) - v(@+ Gh) -
37 A (@4 G1) - S, (@.0) - AL (G + o)

53,54

w(+Ga) - [CLm (D] Asy(@+ Go)

SE - - X Y ey [or )

m<F517527q
G1,G2
+ D Ok, Q) | Y AL G+ G - o(@+ Ch) - A (7 + Gh)
53,54 G1
'583784(@ 0) ’
S AL+ Ca) v(d+ Ca) - A+ Go) | - [Crm ()]
por definicion, Vy (q) es la matriz electrostatica:

Vau (@) = ZA* +G)-v(@+ Q) Ag(T+ G)
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y por tanto:

ZSEX = =) > CEME,G) - Vi s (@) [Cnm( (jj]

m<F s1,52,4

£ 37 CME D) Vool @ - S0 (@0 Vaa (@) [C7 (R,0)]|

83,54

ZSEX = = Z Z Cn m <Vs1,s2 (q_> + Z VS1,$3(® ’ 583,84(67’ 0) ’ VS4,82 ((f)) ’

gym<F S1,52 S3,54

si ahora defino la matriz 95X (g, w) como:

ZfE’X( w) = Vs,S’(@ + Z Vs,%(@) ) 353,54(@; 0) - ‘/3475/(47)

53,54

la expresion de la autoenergia queda expresada de una forma sencilla:

SSEX == 3N Cn ) - S5 (@.0) - [Com k)]

qgym<F S1,52

el calculo de la parte ECiH es simmilar y més facil porque basta eliminar de las expresiones

anteriores la 6 5 anadir un factor —1/2 y extender la suma todas las bandas:

G1,G2?

ECOH _chnm 801?5121(70) |:Cnm( g)}

q,m 51,52

donde:
ZCOH Z Vs »53 ‘T> 553,84(% ) : Vs4,s'((f)

53,54

Ademas es facil ver que se cumple la siguiente relacion:

ZSSE;X( 0) = VS,S’(@) + Z Vs,s;;(@ : 553,84(@ 0) : Vs;;,s’(‘j)

53,54

= SS(7+Z§2H( 70)
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De forma general 3 | P NIEX 4 »,COH,

n,k n,k
S o= - 2 > ChmE - TSEN@0) - [Crr )+

q,m<F51782

5 Y - 5@ 0) - (o]
qm81752

= =Y Y G- SEEN @) Gy D)+

qm<Fs1,82

ty 3 Yo S0 [CrmE ]+
qm<Fs1,82

Y Y armEa- zi%f;’(,o»[égm(%,q-‘)]*
q,m>F51782

= = > Y ED {Van@+ S0 @0} - (G D] +

qm<Fs1,s2

2 Y anE - 2500 - [CnmE o]+
qm<F51,s2

by 3 Yo 8@ o) [enm |
qm>F81782

= =Y YR D Ve - [Cnm D) -

qm<F51782

-5 Y a2t - [onm R+
qm<F51782

3 3 Y eSS0 [CnEa)
q,m>FS1782

si defino la funcion d,,, la misma que para la funcién de Green de particula independiente (4.6)

5. = +1 si n<F
" -1 si n>F

- - Y YD V@) [Cm D) -

qgym<F $1,52
SIS S a2 G - (e ] o
qym S1,52

esta ultima expresion expresa el valor de la aproximaciéon COHSEX estatica de la autoenergia
de las cuasiparticulas en una representacion local.



Apéndice 1

Calculo de la expresion de la potencia
de pérdidas

En este apéndice deduciremos la expresion de la potencia de pérdidas con un analisis
semiclasico similar al que se hace en el articulo de Saslow[71] y que utilizamos en la secciéon
5.3.

Supongamos particula cargada puntual (por ejemplo un protéon Z; = +1) se mueve a
través de un solido perfecto. Comenzaremos por calcular el trabajo que realiza la particula
localizada en R, cuando se mueve a través del solido con velocidad 7. En este caso, la densidad
de carga externa es:

PP (Ft) = Zy - 8(F — R, — T - 1)

El cambio en la energia debido a un cambio en la distribuciéon de carga viene dado por:
6U = / d*7 - ¢(F) - 0p(F,t)
por lo tanto, el cambio por unidad de tiempo o potencia perdida es:

W[ oplR)
dt _/dr o)~

En nuestro caso estamos interesados solamente en la potencia de perdidas debida a la carga
inducida por la carga externa:

dE

dE dp'™ (7, 1)
dt

— | BF- o7 -

o) - L
También podemos comenzar el problema utilizando la expresién que plantean F. Flores, Eche-
nique et al[65]:

dE -
= 7y -7 -VoI"U(7 = R, +7-,1)
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Si pasamos la densidad de carga externa del espacio de las 7 al espacio de las ¢ por transfor-
mada de Fourier:

—
—

como tratamos con un soélido periddico es mejor utilizar la notacién que cambia § — ¢+ G
con ¢ € 1ZB y G vector de red reciproca.

Pgu((f, w) _ /d?),,:» dt - e—i[(§’+é)~F—w-t] . pE’”t(F, t)
pEH (G w) = / &BF - dw - e~ @O Tt 757 B g 1)
pgazt((j’ w) =7 - /dw . e—i[(ff-f-é)-(ﬁo—kﬁt)—w-t]

PG, w) = 7 - e TTHO o / do - e~ il@HC) T

pEMGw) =2m - 2y - e T 50 — (74 C) - 7)

de la ecuacion de Poisson podemos relacionar el potencial creado por esta densidad de carga

externa:
47

Bt ( Bt (

¢é’xt(Q7w) = ‘q_,_i_ 6‘2 : pé’xt(Q7w)
Lo la+ap ;

pg$t(q7w) = A ' qngt(q’w)

y para el potencial total:
4
Tot (= _ | Btz Ind( =
05 = e (PE (@) + P23 )]

donde p™? es la densidad de carga inducida en el material por esa carga externa. El potencial
total se relaciona con el potencial externo por medio de la funcién de pérdidas:

06" (T w) =) ega(Tw) 6™ (Tw)

. 4.7T — — ~
0§ (T w) =) €6 (@w) - pg™ (T w)
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Ind(~ N _ e 7+GP L Eaxt(~
pé (Q7w) - Z G.Gr + o =12 ’ EG‘ @/(Q7w) : pé‘/ (Q7w)
G ’ ‘q +G | ’
en este punto, volvemos a la expresion de la potencia de perdidas:
dE opInd (7
= [ B () - 9p(r)
dt ot

pasando al espacio de las ¢+ G y las w:

ar 1 o
— = [ &7 _2 : B dw - @G F—wt] yTot (e
G
o e 2 d O gl )
ot | 1674 = 121 Ind(q,
ar 1 o
— = | &7 — B dw - @G F—wt] yTot (e
“ ' 167T4zé:/123 e ¢G (7,w)

1 N AN AW A
—w 5 - _E 3 g1 (@G F—w' ] Ind( A
(~w' 1) 1674 £ /IZqu dw’ - e P (7,w")
G/

dE —1
B _ B3a-d B3 - do' - o -
dt  (1674)2 zé: /123 4 w%; /123 ¢

Qf)é:Ot((j, w) . pg}d(quw/) . /dB’F ei[(ti'JrG)-Ffw-t] . ei[(q_“rG')-Ffw’-t}

dE —1
= d3q-d Bd - dw W -
. (167%)2 ZC;/MB 1 wz@:/wB are

NG P ) e [ B T AT 71O

dF —1
i d3a-d Bd - dw - -
dt  (167%)2 %3/123 1 w%;/1ZB @

—

(bgot((j’ OJ) . pg}d(quw/) . ei(w+w’)-t/d3f. ei[(q'Jrq_’JrGJrG’)-r

dE —1
= ___ " 37 d B3 - do' -
. (167*) ZC;/MB I wg/ws g

SN (G w) - pai( W) - e T (87%)  5(q+ §) - 0(G + &)
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dE —i . . . i ".
dat (2m)> Z /123 P de i - ¢§Ot(Q7w) : Pl_nc%l(_qvwl) L)
€
dE. _ —i 3 - 1o —i(wtw)t Am -1 (= Eat
P (27r)5 Z/1ZBd ¢ -dw-dw' -w e Zm '66,"@,(%(*)) “Pén (q,w) -
a G
-7-GP? | Bt
B ek bl 00 R )
—G,G” — _ " ) " 9
; [ | — 7+ G”‘Q G.G G
dE —i / 3 . / 47 _
B BFdw-do - eT Tt 2l (W) - pET(Fw) -
dt (27T)5 GZG;/ 7B \d'-i- G/|2 G,G G
W‘F é|2 —1 = Eaxt =
5|00 G et )
GII
como
e (qw) =21 Zy - e T (0w — (74 G) - )
tenemos que:
dE _ZZ% 3 / / _4 /
i BT dw - do - o - e W)t
1 — — — — —
Trop Go@w e @ Fo (0 — (§+ G - 9)
_’+ G 2 _ = AN - =
> [—6@,@/ | - (‘;,/‘2 g »u')] Ha G Re 50 4 (7 C") - 7)

—tw-t —1 = (7 AN
/dw e eé’@(q,w) w—(7+G)-0)
i 7+GPF . . .
Z/dwl'“, NS gt e Emn ae (") W+ (@-61) D)
G | q + ‘
@ B —’LZIZ Z/ 3 - 1 —i(§+G")-Ro eti(@=G") R,
dt 212 7l 712
Gor 7B |7+ G|
e—z(q+G )0t 65716_?,(—»’ (q—»+ Gl) ’U) . Z[(_q—»+ G//) . Q‘j’] . ei(q—G )-U-t
G//
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dE _ —iZ} Z / &3 1 i(G"+G")-Ro
dt 272 sar, 7B 7+ G2
e*l(G//JrG’)'_"t 65’1@/(@’ (q—»+ é/) ’U) [(_(j»_i_ G//) ’17]
|§T+ _’|2 —1 — — 1" —»
[ 5 G,G" + | o q_»_i_ é’/,‘Q E—G,G”(_q’ _( + G ) U)
dE —2212 Z / d3q_, 1 i(G—G")-[Ro+0-1)
dt 272 sz 7+ G2

despreciando los términos que van como €=~ - €=’ nos queda
p q G’G/ G,GH q
— 1
db  —iZj 5~ (=q+G")- T _Gmicn(i,+i
- 2 § : S 12
. 2m GG o128 |7+ G|

dE 72 (0= G) T GG IB ot 1 e A
ey [ wq EEDT i G g+ )0
dt 27 é@ 1ZB

y por ultimo:

_ —iZ} 5‘" )V (G -Gy [Botit] 1
22 _Z_:,/ZB + G2 ‘ Gé’@(







Apéndice J

Simetrias de la funciéon dieléctrica

Este apéndice expondremos las propiedades de simetria de la matriz dieléctrica y su in-
versa €3, 4, (¢,w). Las propiedades de simetria de la matriz dieléctrical89, 90| son muy ttiles
fundamentalmente por dos razones:

= Nos sirven para comprobar los programas, el disefio correcto de los mismos y contrastar
los resultados.

= Nos sirven para optimizar la programacién evitando célculos innecesarios y reducir el
tiempo de ejecuciéon de los programas.

En general tenemos que si {M |7} es un elemento del grupo espacial del cristal:
{M|T}7=M(F)+T
si ¢ un vector de 1ZB, C_jl y ég dos vectores de la red reciproca, entonces se cumple:

e @) = ST ey M @) w) (1.1)

(Gw) = MG MENT (M (@), w) (1.2)

y lo mismo con la funcién inversa ¢! de €

Para demostrar la equivalencia de estas propiedades partimos de la expresion general de
la funcién de dieléctrica G, G~2((f, w) para un ¢ de 1ZB y unos G1 y G de la red reciproca,
(por simplicidad considero 2 = 1):
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y su transformada de Fourier:

6@1,@2 (q_; CU) = /e_i'(q+él).F ' 6(_"7 Fl) ’ ei'(§+@2).ﬁ ’ dSF dSF/
esta funcién al aplicarle una operaciéon de simetria:
{M|TyrFr=M([P)+T
debe cumplir:
(7,7, w) = e(M (F) + 7, M (7') + 7,w)
por tanto:
(M (7) + 7M7)+ Fw) = Y e THE)MOD  c o(7w)
161762
o (+C2) (M) +7)
—_ Z et (Q+G1) T et (§+G2) T ei'(q_’+51) M(7) i (q’w) el (Q’Jréz) M ()
7,G1,G2
Y O N ey ) M)
Q7é17G2
_ Z ot (CGi=Ga) 7 i-(§+G1)-M(P) ea,c,(@w) e (q+Ga)-M()
7.G1,G2

teniendo en cuenta que el producto escalar en invariante bajo giro, podemos poner para la
operacion de simetria M sobre vector de 1ZB ¢ como:

(7+G) M@ =m (7+G) -7
asi tenemos:

e(M (F)+ 7, M (7) + 7,w) =

en el espacio de las ¢

5@/17@2@47@) = /
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12 =
7,G1,G2
/ B B TG M (4G 7 | i+ G- M (g Gh)] 7
capa@w) = Y HERT g @w)

las funciones delta obligan a que se cumpla:

F+a, = M (J+ @2) -

M1 (i—l—é&) =

q+a,

Una solucién a estas ecuaciones puede ser:

7= M@
G = M7 ()
Gy = M7 (Ch) (J.4)
o bien:
M(7) =
M (é’l) = G
M (é/z) = Gy (J.5)
Una primera posibilidad es sustituir (J.5) en la ecuacion (J.3) nos queda:
e, (dw) = i [M(G)-M(Gy)]-7 v an(y) M (@) .w) (1.6)
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para que la notaciéon no quede “engorrosa”’ hacemos el vectores de vectores:

q7 — q
Gll — G1
éé — ég

con este cambio:
€6, (T w) = e M(E) M) 7 €p1(Gh )0 (d) (M (@), w)
que es la expresion de la ecuacion (J.2).

La otra posibilidad es sustituir (J.5) en la ecuacion (J.3), en este caso nos queda:

ar-1(Gr )i+ (an) M (@) = ¢ (1707

si despejo la exponencial al primer miembro de esta tltima expresion:

1
~—
~—

Il
Q]
=
—~
Q0
V]
Q
=
~—
L

T fol(@'l)’Mfl(éQ)(Mil (J) ,W)

que corresponde a la expresion de la ecuacion (J.1).

Las ecuaciones de simetria (J.1) y (J.2) para la funcion dieléctrica son las mismas que
para su funcion invesa:

G 0w = OO ) M @)
G (Tw) = ez[M(él)_M(éQ)]?'EKf(@)M(é><M (@), w)

Ademés de las propiedades de simetria de €(7,7,t) respecto de las variables espaciales

también tenemos las propiedades de simetria de la variable temporal o equivalentemente en
la frecuencia.

*
GG, (Tw) = [6@1,@2(@ —W)}
—1 _ 1 = A7
6.0, @®) = |egl g, @)



Apéndice K
Ortogonalizacion de Lowdin.

En este apéndice trataremos el problema de la ortogonalizacién de base Bloch de orbitales
atomicos localizados. Para generar las funciones de onda del electron en el cristal partimos
de orbitales atomicos localizados normalizados, ecuacion (K.2), pero esto no significa que las
funciones de onda Bloch de la base sean unitarias y ortogonales vedmoslo.

Si llamanos matriz de solape S a la matriz que define la métrica en la base Bloch:

-

Siajsk) = <ki,alk,j,8>

1 P B P o B . _— _
_ N Z efzk(TerRl) €+’Lk(T]+R2) <ia, R1|j,ﬁ, R2 >

By, Ry
1 L. o BB ) . N
= & D ePOTEHR) <o By, B, Ry > (K.1)
By, Ry
donde:
o 1 oL 3 L
Eyia> = —=> * O i o0 R > (K.2)
VN —
< i,a, R >= ¢o(F— 7 — R) y < iy o >= ¢o(F)

la integral del segundo miembro de la ecuacion (K.1) vale:
<iafliffe> = [@ror-Ti- R our -7 - Ro)

si hacemos el cambio de variable:

—

P =F—7 R y F=7+7+ R con B = &P
la integral queda:
= (iua‘jaﬁa +§2 - ﬁl - 7_—; > (K3)

187
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en la misma celda, Ry = Ry, y en el mismo &tomo base ¢ = j el término de matriz (K.3) es
0,3 Por que los orbitales atémicos del mismo atomo estdn ortonormalizados sobre la misma

celda, pero en un caso general Ry #+ Ry y/o i # j, estos elementos de matriz son no nulos. Lo
que si es cierto, es que cuanto mayor es la distancia entre celdas Ry y Ry (en Fireball: mayor
que de 2 veces el radio de corte r.) menor es el valor de la integral ya que el solapamiento
ente los orbitales ¢* (F — 7 — Ry) y op(r— T — Ry) tiende a cero.

De la ecuacion (K.1) y (K.3) y definiendo R como R = Ry — Ry:

- 1 A N ) _ .
Sza,]ﬁ(k) = N Z eJer (7 =TitF) (’L,Oé|j,ﬂ,R —T; >
Ri,R

N e E L
= NZGJFZ]C(T]iTZJFR) (’i,Oé|j,B,R—Ti >

= Y RETER (o)) B, F - 7 >
R

= S FGTAR [ (7). g (7 - 7 - 7 + R)) &PF (K.4)
R

Como ya hemos visto la integral de (K.4) tiende a cero cuando R crece lo que nos permite
aproximar la matriz de solape a la suma en R menor que un determinado ntimero de vecinos
NU@C:

Sinjs(F) = Y @A) / () a7 — (75 — 7 + B)) &

|E‘ SNvec

ademas, si la matriz S es una métrica debe ser hermitica:

Sisialf) = 3 G+ / 657 - bali — 7 — 7 + Bl) &°F

R
= St | [ - ) 0| B

R

:mM

Zah?ﬂ

{ ¢l k (7 =Tt R) /¢ () d*F - (7 — [T — T + R])
- s

Si los estados propios del Hamiltoniano son:

|n,l€> = Z |k,z,a>
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la ecuacion de Schrodinger para un electron es:
Hnk> = Eu(k)|n,k> (K.5)

en la base Bloch la ecuacion (K.5) es
‘Hia,jﬁ(lg) — En(k) - Sia,jp(k)| = 0 (K.6)

donde: .

Suago®) = 3 F O [ opr— - me B) 7 ()
R

Para resolver el determinante (K.6) se pueden utilizar distintos técnicas pero nosotros
hemos optado por resolver la ecuacion de Schrodinger (K.5) ortogonalizando la base Bloch.
Existen varios métodos para el problema de la ortogonalizacién: Transformacion de Gram-
Schmidt, transformacion simétrica, transformaciéon asimétrica, transformaciéon canoénica... En
nuestro caso hemos optado por la ortogonalizacion Lowdin por que es un método que conser-
va las simetrias del Hamiltoniano[91|. La transformacion Lowdin[92] es una transformaciéon

simétrica donde la matriz de cambio de base U es el inverso de la raiz cuadrada de la matiz
de solape, es decir U = S~1/2

Sean A {|i, o, R >A} y L {li,q, R >1} dos representaciones, en principio, NO ortonormales
y sean S i B(k) y SE 0, B(k) la matrices de solape en dichas bases:

Sz ;5,8 (E) =a< 0472',/_5\127]}5 >A

Sza,j B(E) =r< O‘7iaE‘E7ja/B >L

donde:

ik (Tt E) li,a, R >4

. 1

|k,i,a > 2= \/—NZe
R

. 1 P .

ki, >p= N Zel'k'(TﬁR) li,o, R >,

Lo que buscamos es una matriz U que me transforma la base A en la base L:

\%,i,a > = ZUza,],ﬁ ‘k j ﬂ >A

para calcular esta matriz U proponemos el siguiente célculo:

L ¢ -
S k) = L<Oé7%k|k7],5 >
— 1o EE Y U
- Z 1,051 ! A <A, ‘ 7]7/6 >A 7,853",8"
Z al] 7ﬂ/

= Z 1,058 .o Sﬁ,a/;j’,ﬁ/(k) : ijﬁ%j'ﬁ'(k)

I oleil Bl
’ZO(,],B
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para facilitar el calculo (quito la dependencia de E) y pongamos las expresiones en forma

matricial :
st = yr.st.u” (K.8)
si tomamos la siguiente descomposicion LOWDIN para las matrices S4(k) y S (k)
st = (s?) (s4)

st - (s) - (sv)

y la ecuacion (K.8) llegamos a:

(s1%) (SE/Z)T = v (s?) (SXZ)T T

1/2\* 12\ 7 1/2\* 12\ 7
(/%) - (si*) = (v-s{?) -(v-si?) (K.9)
y de la ecuacion (K.9) puedo identificar:
1/2 1/2
s/ = v-sY
despejando, la matriz de cambio de base U se puede calcular como:
~1
1/2 1/2
vo= s/ (s}?)

ademas se cumple que:

(S}f) -t 821/2

U = 82/2821/2

Como la base Lowdin queremos que sea ortonormal, tiene que cumplirse que Sy = I:

Si[:a%jyﬁ(l;:) =r< oy, ];Vzv 3B >r= (5i,j ’ 5017/3

y por tanto SlL/2 = [. Asi la matriz que me cambia de la base no ortogonal A a la base

ortonormal que llamamos de Lowdin es:

U = s,

Obsérvese que para calcular U necesito la matriz S~/2. Como S es una matriz compleja
y hermitica existe una matriz cambio de base compleja T que permite diagonalizarla. En la
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base en la que S es diagonal calculamos S™'/2 elevando a —1 /2 directamente la diagonal y

por ultimo con la operacion T~ ! regreso a la base inicial. Asi, el Hamiltoniano en la base
ortogonal Lowdin H” en funcion del Hamiltoniano no ortogonal H4 es:

= (s ()

Surge una cueston por resolver jQué pasa si en la diagonalizacion nos sale algiun autovalor
negativo que nos impide elevar la diagonal a —1/2. Bien, eso es imposible pues S es una
métrica (matriz de un producto escalar) y por tanto definida positiva. Lo que si es posible
es que un célculo aproximado con un nimero determinado de vecinos de S, ecuacion (K.5),
tenga algin autovalor negativo. Eso implicaria que esta aproximacion de S, con este nimero
de vecinos, es insuficiente porque las funciones de onda atémicas a estas distancias todavia
se solapan lo que significa un acoplamiento entre ellas. La solucién a este problema pasa por
anadir méas vecinos para disminuir el solape y por tanto el acoplamiento entre las funciones
de onda.

La funcion dieléctrica y su inversa se calcula en el formalismo de Hanke & Sham por medio
de las matrices N°, V, V* y Sy su dimension se determina segin la ecuacion (1.58). Acabamos
de ver que esta dimension esté acotada inferiormente, pues hay un nimero minimo de vecinos
que necesitamos incluir para que la matriz cambio de base U = S™1/2 este bien definida.
Tampoco tiene mucho sentido incluir interacciones a muchos vecinos porque esto aumenta
considerablemente la dimensiéon de estas matrices. La soluciéon este problema varia con el
tipo de investigacion pero como a nosotros nos interesa un buen comportamiento 6ptico del
sistema para determinar esta dimensién hemos considerado todas las interacciones a vecinos
que garanticen el cumplimiento de las reglas de la suma, capitulo 2.4.






Apéndice L
Funcién dieléctrica longitudinal.

En esta secciéon resuminos como se obtiene la funcion dieléctrica longitudinal[87]. Si un
campo eléctrico E es paralelo al vector de onda ¢ decimos que es un campo longitudinal. El
caracter longitudinal del campo eléctrico implica que V x E = 0, y por lo tanto, que E esel
gradiente de un potencial escalar E=-Vu y V E = 47 €2 n. Cuando el campo eléctrico es
perpendicular al vector de onda decimos que el campo es transversal y se cumple que V E =0.

Si el campo eléctrico E varfa muy lentamente en el espacio (limite de onda larga ¢ — 0)
las componentes longitudinales y transversales de la funcién dieléctrica para cristales con
simetria ctbica o, en general, para medios is6tropos son iguales y por tanto podemos trabajar
equivalentemente con cualquier componente. Nosotros trabajaremos con la funciéon dieléctrica
longitudinal porque tiene la ventaja de que los campos derivan de un potencial escalar y no de
un potencial vector lo que simplifica el problema (para una derivacion de la funcion dieléctrica
transversal véase [93]).

De la ecuaciéon de Poisson para un campo longitudinal tenemos:

—

V E =47 €% nyy = i E(q,w) = 4me* not (7, w) (L.1)

V D =47 € negy = iq D(q,w) = 47€® Negt (T, w) (L.2)

donde Neyt, Mind ¥ Ntot = Neat + Ning Son las densidades electronicas externa, inducida y total
respectivamente. Utilizando las ecuaciones de Maxwell y las expresiones (L.1), (L.2):

=1 Mot (T + é/,w)

Neat(§+ Gow) =Y |7+ Gl ep(@+ G+ G w) |7+ G| 22— (L.3)
o (@+G")?
o = L = L= o= = neat (T G w) + nina(G+ G, w
Reat(@+Grw) = ST+ e+ G, 7+Gyw) g+ () Rl TE L) F nind @4 Go) gy

> N2
G (7+G")

por simplicidad en la notacién, vamos a representar la parte longitudinal de la funcién dieléc-
trica e, simplemente como e. Multiplicando por la inversa de la funcién dieléctrica y usando
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la ecuacion de Poisson:

L = L =0 _’—i-Gq,w
next(q + G7w) = (q + G)2 %

la densidad inducida se puede poner como:

7+ Gll7+ ¢l

Ine? ert(‘f"" é/’w) (L'5)

Hind(@+ Grw) = 3 [1@+ Go+ G'ow) — 0561

G/

tomando la derivada de la componente de Fourier n;,4(¢+ G, w) con respecto a vey, la inversa
de la funcién dieléctrica microscopica se puede expresar como:

4re? nina(q+ G, w)
‘§+ 6‘2 5Ue$t(§+ é/’w)

N7+ G q+CGw) = bga+ (L.6)

forma similar, de la ecuacion (L.3), la ecuacion de Poisson para el potencial total y derivando

Nind(7+ G) con respecto a vy, tenemos:

. . 4 a7+ G,
(T+C,q+Cw) = bgp— —— "md(f’ﬂ w)
’ |7+ G2 dvor (G + G, w)

(L.7)

Estas ecuaciones permiten relacionar la polarizabilidad reducible (o también la funcién res-
puesta de densidad densidad o carga carga o simplemente funciéon respuesta de densidad ) x
y la polarizabilidad irreducible o propia P que se definen como:

_ 5nlnd(g + ??w) P(q—»+ é, (j‘i‘ C_j’,w) _ 5nznd(g + ??w)
5Uext(q + G/, CU) 67}tot(q + G/, OJ)

X(@+ G, 7+ G\w) (L.8)

si llamamos v(§+G,w) = 4me? /|{+G|? a la transformada de Fourier del potencial de Coulomb,
las ecuaciones quedan:

(7+G,7+CGw) = dga—v@+G) P(+G,q+d) (L.9)
e+ G i+ G w) = dg5+v@+G) x(@+G.q+C) (L.10)

por ultimo, combinando estas dos tltimas ecuaciones, deducimos la ecuacion Dyson que rela-
ciona la funcién de polarizabilidad reducible x y la polarizabilidad propia P:

Y@@+ G, i+ G w)=P@G+G, i+ G w)+ (L.11)
+ Y PG+G 0+ Grw) v(@+Gh) X(7+ Ga, 7+ G, w)
G1,G2
Las ecuaciones generales (L.9) y (L.10) nos permiten calcular las componentes de Fourier de
la respuesta dielectrica longitudinal y su inversa en funciéon de la transferencia de momento ¢

causada por una perturbacién con frecuencia w y de periodicidad espacial G. Para calcular la
componente transversal de la funcion dieléctrica ver el trabajo de Adler S.L. Adler[93].



Apéndice M

Funciones dieléctricas microscopica y
macroscopica.

En este apéndice, vamos a ver la relaciéon entre funcién dieléctrica microscopica y macros-
copica de un sistema periodico. La funcién de respuesta de un sistema peridédico a una escala
grande es homogénea y el campo eléctrico macroscopico total tiene la misma periodicidad que
la perturbacién externa, sin embargo a escala atémica campo eléctrico total de microscopico
tiene oscilaciones rapidas y por lo tanto, es importante distinguir entre funcién dieléctrica
macroscopica y microscopica. Formalmente la funcion dieléctrica se escribe como[87]:

E(fw) = / B e L (F =7, w) Eogy (7, w) (M.1)

aqui E y Ee;rt son los campos eléctricos macroscopicos total y externo que estén relacionados
por la funcién dieléctrica macroscopica €,,4.. La funcién dieléctrica macroscopica depende de
la diferencia de las posiciones por que desde el punto de vista macroscopico el material se com-
porta como homogéneo. El campo eléctrico microscépico total Etot tiene grandes oscilaciones
en la escala atomica y la funcion dieléctrica e microscopica dependiente de 7y t cumple:

B (Fw) = / B V(7,7 w) Eegy (7, w)

la funcion dieléctrica macroscopica s6lo depende de la diferencia de posiciones, la ecuacién
(M.1) en el espacio de momentos es simplemente:

E(@ﬁ‘”) = Gabc(cf,w) et (@ w) (M.2)
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ademas, la funcién dieléctrica microscopica es invariante bajo cualquier vector traslacion de
red directa R y por tanto:

o oy dS d3 T Yk o —id'
e(r, 7, w) e e(qd,q"\ w) e
873 873
31 73 _
N T o) (77" w) e
83 83 T
3 43 7! ~
CTAdq yqg-qR iqr (7" w) =TT
83 83 Y
= (f+ R, 7+ R,w) (M.3)
para que se cumpla la ecuacion (M.3) e Uq-aE — = 1, la diferencia entre q y ¢’ debe ser un
vector de red reciproca ¢ — ¢’ = G, o equivalentemente ¢ TR~ y ¢7'B =1 1o que implica

—

queffch—i-éyq_":q_'—i—G/, con ¢ € 1ZB, asi:

—

Eiot(§+Gw) = > e (§+ G, 7+ G w) Eai(q+ G\ w)
G’
La funcién dieléctrica. microscopica debe ser una cantidad directamente accesible desde los
calculos ab initio. Con el fin de calcular la funciéon dieléctrica macroscopica vamos a relacionar

el campo eléctrico macroscopico con el microscoHpico promediando este tiltimo sobre el volumen
de la celda primitiva €,:

E(R,w) = —/ drEtotrw)

donde Q(ﬁ) representa la integracion sobre a celda primitiva localizada en ﬁ, usando trasfor-
mada de Fourier:

. 37 R 1 s
E(Rw) = ) l E(§+ G w) = [ dPFeator
e Qo Q(R)

Si suponemos que el campo externo varia en una escala de longitud de onda mucho mayor

que las distancias atomicas ¢ << Gpin # 0, €l término e/TtO7 x ¢iGT v

como la longitud de onda asociada a ¢ varia muy lentamente en el espacio (ﬁ) podemos
Y

suponer que la exponencial se mantiene constante en dicho espacio y €' ~ '

— 37 = QR) .
BRw) = [ 09 Buldw) "o ¢
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L o 37 s =
BRw) = [ L Buliw) (L)
por otro lado:
_’ z(q+G) E_v’ Al M.
Fow) Z/ = (7+Grw) (M.5)

comparando la ecuacion (M.4) y la ecuacion (M.5) vemos que la relacion entre campo eléctrico
total de macroscopico y el microscopico es:

E(@+Gw) = En(dw)ds,

)

como el campo externo Ej, es macroscopico:
Eewt(i"' G,w) = Eext(q; w) 5@70

la relacién entre el campo total macroscopico y el externo se puede escribir:

E(qw) = Bia(q,w) = > € M§,q+ G\ w) Eent(G,w) 5o = € (G4 w) Eyor(G,w)  (M.6)
ar
comparando de la ecuacion (M.2) y la ecuacion (M.6) la relacion entre la funcion dieléctrica
microscopica y macroscopica es:

€mac(@w) = € (TG w)
1
emac(@w) = [ 17 qw)] (M.7)
en definitiva, la funcion dieléctrica macroscopica se calcula:

—

L. Invirtiendo la matriz dieléctrica microscopica € G/(q, w) =e€e(d+ G,q+G, w).

2. Tomando el elemento de matrix G = G/ = 0 de esa matriz inversa.

3. Y por ultimo, invirtiendo el tensor 3x3 resultante.

para la funcion dieléctrica longitudinal todos estos pasos se resumen en la ecuacion:

ek (w) = lim _;1 — (M.8)
70 [e*l( +G,q+ G’,w)] L
G=0,G"=0
En materiales homogéneos a escala microscopica (como el gas de electrones homogéneo, meta-
les...), los elementos no diagonales de €, .(7+ é, q+ é/, w) son cero y por tanto la inversion de
la matriz dieléctrica es equivalente a invertir la diagonal de la matriz, en este caso no tenemos
efectos de campo local y la funcién dieléctrica macroscopica se calcula simplemente como:

6mac(q_: W) = f(q_: q_: w)

sin embargo, para el resto de los materiales, los que los efectos locales no son despreciables y
la formula correcta para calcular la funcion dieléctrica macroscopica es (M.7) y en el caso de
la funcion dieléctrica macroscopica longitudinal (M.8).
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