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Capitulo 1

Elementos de Calculo Diferencial en
Espacios Normados

1.1. Espacios Normados

En esta seccién y las siguientes consideraremos espacios vectoriales sobre el cuerpo de los reales.

Definiciéon 1.1 Un Espacio Normado es un espacio vectorial E en el que se ha definido una aplicacién

v — ol

verificando las propiedades,

= N1: ||v]] >0 VYveEy|v||=0solosiv=0.
= N2: || W] = |a]||v]] YAEeR VYoveE.

w N3: JJu+v|| <|u||+||v]] Vu,v € E (Desigualdad Triangular).

La aplicacién |[.|| se llama norma y ||v|| se lee norma del vector v. Todo espacio normado es evidente-
mente un espacio métrico con la distancia d(u,v) = ||v — ul|. Todos los conceptos métricos y topoldgicos
tendran aqui su significado. Hablaremos pues de conjuntos cerrados y conjuntos abiertos , sucesiones

convergentes, sucesiones de Cauchy, conjuntos compactos, etc.

Ejemplos: Sobre el espacio vectorial E = R? podemos definir las siguientes normas

1. Norma ly: |jv|]2 = 32 %‘2)1/2
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2. Norma I3: [|[v]|1 =3 |vs]
3. Norma lso: ||9]]coc = méx |v;]

4. Norma l,, p > 1: |||, = O g |P)1/P

En el espacio vectorial de las funciones continuas en un intervalo cerrado [a,b], E = C|a, b]

1. Norma LZ2: [v]]0,2,[a,0] = f v(x)|? dx)'/?
2. Norma L!: [[v]]0,1,[a,b] = f [v(z)| de
3. Norma L*: [|v|o,00,[a,5] = M8Xze[a,b] [V(T)]

4. Norma LP: [|v]|o p,[a,b] = f lv(z)|P dz)Y/P p>1

Ejercicios:

1. Verificar que [y, I, son efectivamente una norma en R4

2. Verificar que L', L™ son efectivamente una norma en Cfa, b]

Dejamos para més adelante la verificacién de que I» y L? son normas.

Recordemos algunas definiciones y propiedades fundamentales.

Nociones de topologia en espacios normados

Definicién 1.2 Sea E un espacio normado. Una bola (abierta) de centro a € E y radio r € R es el
conjunto
B.(a)={veE;, |lv—all<r}

Definicién 1.3 Entorno: Un conjunto es un entorno de un punto a € F si contiene a una bola de centro
a.

Definiciéon 1.4 Abierto: Un abierto es un conjunto que es entorno de todos sus puntos.
Definicién 1.5 Cerrado: Un conjunto es cerrado si es complementario de un abierto.

Definicién 1.6 Conjunto acotado: Un conjunto en E es acotado si existe una bola que lo continene.
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Definicién 1.7 Conjunto compacto: Un conjunto es compacto si de todo recubrimirnto abierto se puede

obtener un subrecubrimiento finito.

Comentario 1.1 En espacios de dimensién finita (por ejemplo R?) los conjuntos compactos coinciden

con los conjuntos que son cerrados y acotados.

Definicién 1.8 Nocién de limite de una funcién y continuidad en un punto a € A. Sea A C E un abierto
de un espacio normado FE. F' otro espacio normado. f: A — F una funcién.

lim f(v) =b< Ve > 0,30 talquesi|jv —al| <d=||f(v) = b|]| < e

v—a

Diremos que f es continua en un punto a € A si verifica

lim f(v) = f(a)

v—a

Tenemos las siguientes propiedades:

Propiedad 1.1 Sea f : E — F, f es continua ( en todos los puntos) si para todo conjunto abierto
UCPF, f7Y(U) es un conjunto abierto de de E.

Propiedad 1.2 Sea A C F un abiertoy f: A — F. f es continua si para todo abierto U C F existe
algin conjunto abierto V C E tal que f~1(U) =V N A.

Propiedad 1.3 Sea K C FE un conjunto compacto t f : K — F una funcién continua entonces f(K) es

un conjunto compacto de F'.

Definiciéon 1.9 Norma equivalentes: Sea E un espacio normado en el que hemos definido dos normas

[I.1l ¥ |]-]]]- Diremos que las dos normas son equivalentes si existen dos constantes C; > 0y Cy > 0 tales
que

Cilpll < |lo|l] £ Calv]] YveE (1.1)
Comentario 1.2 Dos normas equivalentes generan la misma topologia.
Propiedad 1.4 En espacios de dimensién finita todas las normas son equivalentes

Definiciéon 1.10 Sean F y F dos espacios vectoriales. Una aplicacién T : E — F se dice que es lineal si
T(u+v) T(u)+T() Yu,vinE
T(hw) = M'(v) VAeRVYweE

Para las aplicaciones lineales continuas tenemos la siguiente caracterizacion:

Teorema 1.1 : Caracterizacion de las aplicaciones lineales continuas:

Sean F y F dos espacios normados y 7' : E — F una aplicacion lineal. Entonces si 7" es continua en

el origen u = 0 € E es continua en todo punto y existe una constante M > 0 tal que

|ITv|| < M|[v|| VoeE (1.2)
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Comentario 1.3 Mientras no de lugar a confusion designaremos las diferentes normas de diferentes

espacios normados mediante la misma notacién ||.||.

Comentario 1.4 A la méds pequetia de las constantes M verificando ([2) se le designa mediante ||T||
y es efectivamente una norma sobre el espacio de aplicaciones lineales continuas L(F; F') de E en F. La

norma ||T'|| estd caracterizada por

T
= sop U7

(1.3)
vEE; v#0 ||’U||

Comentario 1.5 En espacios de dimension finita todas las aplicaciones lineales son continuas
Definicién 1.11 Aplicaciones bilineales

Sean E y F espacios normados. Una aplicacion bilineal es una aplicacién

B:ExE — F

u,v — B(u,v)

que verifica

B(Au+ Av,w) = AB(u,w) + uB(v,w) Y\ pu€R, Vu,v,w € E

B(u, A + pw) = AB(u,w) + uB(v,w) Y\ p€R, Vu,v,w € E

Comentario 1.6 Designaremos mediante ||[u,v]|| una norma del vector [u,v] en el espacio vectorial
producto E x E. Podemos generar normas en el espacio producto F x E a partir de cualquier norma en

E. Por ejemplo son normas en el espacio producto las siguientes, donde ||.|| designa una norma en E:

» Norma la: ||[u, v]||2 = (||ul|? + ||v][?)'/?
= Norma ly: ||[u,v]|[1 = ||ul] + ||v]|
= Norma loo: ||[t, v]||eo = méx||ul|, ||v]]

= Norma I, p > 1: ||[u, v]||, = (||u]|P + |Jv]|P)}/P

Todas las normas anteriores son equivalentes.
Teorema 1.2 : Caracterizacion de las aplicaciones bilineales continuas:

Sean F y F dos espacios normados y B : Ex E — F una aplicacién bilineal. Entonces si B es continua

en el origen [u,v] = [0,0] € E x E es continua en todo punto y existe una constante M > 0 tal que

1B(u, v)[| < Ml[ull-[[o]]  Vu,veE (1.4)
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Comentario 1.7 A la més pequetia de las constantes M verificando (I2)) se le designa mediante ||B|| y
es efectivamente una norma sobre el espacio de aplicaciones bilineales continuas B(E x E; F) de E x E

en F. La norma ||T|| estd caracterizada por

Bl— sy B

[1B(u, v)l| (1.5)
u,vEE; u,v#£0 ||u||||v||

Comentario 1.8 En espacios de dimension finita todas las aplicaciones bilineales son continuas.

1.2. Espacios Euclideos o Prehilbertianos

Definicién 1.12 Un Espacio Eucl’ideo es un espacio vectorial en el que se ha definido una aplicaciéon

(,): ExE —R

u,v  — (u,v)

que llamaremos producto escalar, verificando las propiedades siguientes:

= PL: (u,v) = (v,u) Yu,v € E ( Simetria).
= P2.1: (Au,v) = AMu,v) VAeRVu,veE
» P2.2: (u+v,w) = (u,v) + (u,w) Yu,v,w € FE
s P3: (v,0) >0 YveE; (v,v) =0 solosiv=0 (Definida positiva)
Comentario 1.9 De la propiedad P1 y P2 se deduce
(u, W) = AMu,v) VAXeRVu,veE
(u,v +w) = (u,v) + (v, w) Yu,v,weFE

Por tanto el producto escalar es una aplicacién bilineal.

Todo espacio eucldeo es un espacio normado con la norma |[v|| = (v,v)'/2. En efecto, las propiedades

N1 y N2 se verifican de forma inmediata. Para verificar N3 necesitamos primero la siguiente:
Propiedad 1.5 Desigualdad de Cauchy-Schwarz

|(w, )| < [lulll[oll Vu,v e E (1.6)
Demostracion: Por la propiedad P3

(u—Av,u—Av)>0 VAeRu,vekFE
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de donde
F) =(u— v, u— ) = ||u||2 —2X\(u,v) + )\2||U||2 >0

f(.) es un polinomio de segundo grado en la variable A que toma valores mayores o igual que 0. Por tanto

el discriminante asociado tiene que ser menor o igual que 0, es decir
(w,0)* = [Jol[* [[ul]* < 0
reordenando y tomando la raiz cuadrada positiva obtenemos la desigualdad buscada (LG]). B
La desigualdad N3 es ahora facil de obtener, en efecto,
[l +l* = [Jll® + 2(u, v) + [[o][* < [ful® + 2ful || o] + o] = ([l + [Jv]])?
tomando la raiz cuadrada positiva obtenemo N3.

Ejemplos:

L. (u,v) =Y wjv; en R? La norma Iy es la norma asociada a este producto escalar.

)

2. (u,v) = f; uw(x)v(z) dr en Cla,b] La norma L? es la norma asociada a este producto escalar.

)

1.3. Funciones diferenciables y diferencial de una funcién

Concepto de Diferencial de una funciéon en un punto

Definicién 1.13 Sean F y F', espacios normados, A un subconjunto abierto en £ no vacioy f: A — F
una aplicaciéon de A en F. Decimos que f es diferenciable en un punto a € A si existe una aplicacién

lineal continua designada mediante la notacién D f(a) : E — F' verificando

o (@ 1) = fla) = i@ _ W)

h—0 [|A]] B

Es fécil verificar que la aplicacién Df(a) si existe es unica y la llamaremos diferencial de f en a.

Asipues Df(a) € L(E; F).
Comentario 1.10 Una aplicacién diferenciable en un punto, es continua en este punto.

Diremos que una aplicacién f : A — F es diferenciable en A si es diferenciable en todos los puntos de

A.

Ejemplos:
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1. Diferencial de una aplicacién constante: Una aplicacién constante f(v) = bVv € A es diferenciable
en todo punto de A y la diferencial es la aplicacién nula Df(a) = O € £; F donde O : E — F, con
O(w)=0Yv € E.

2. Sea I C R un intervalo abierto, f : I — R derivable en un punto a € I, entonces f es diferenciable

en a y la diferencial es
Df(a):R — R
x — flla)x

3. Diferencial de una aplicacién lineal continua: Sea f € L(E; F). Entonces f es diferenciable en F y
Df(a) = f para todo a € E. En efecto,

Ifa+h) = fla) = FIl _ N0l _,

IRl |1

4. Diferencial de una aplicacién bilineal continua: Sea B : E x EF — F una aplicacién bilineal continua.

B es diferenciable en todos los puntos de E x E y la diferencial en un punto [a, b] es

DB(a,b): EXE — F
[u,v] — B(u,b)+ B(a,v)
En efecto,

[B(u+ v+ k) = Bu,v) = Blu, k) = B(h,vo)[| _ [|B(h,F)I| _ [IBIl-[[]]-][~]]
[|[h, K| 1y Ol

donde hemos aplicado la contunuidad de B y hemos tomado como norma en E X F la norma

[|[w, v]|| = [|ul]| + ||v|| Yu,v € E. Finalmente tomando el limite cuando ||h|| = 0 y ||k|| — O resulta

2
UBILIBILIEL _ o IBILIALL+ IFD? _
1 R R T AT ]

5. Diferencial de una aplicacion cuadratica: Sea B : E x E — F una aplicacién bilineal continua y
simétrica (es decir, B(u,v) = B(v,u) Yu,v € E) y sea J : E — F una aplicacién definida por
J(v)) = B(v,v)Vv € E. Entonces J es diferenciable en todo punto a € E y la diferencial es

DJ(a):E — F
v — 2B(a,v)

6. Un caso particular del ejemplo 4 es el producto escalar: Sea E un espacio prehilbertiano con producto

escalar (u,v). Tenemos poniendo B(u,v) = (u,v),

DB(a,b): EXE — F
[u,v] — (u,b)+ (a,v)
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7. Un caso particular del ejemplo 5 son las funcionales cuadraticas: Sea E un espacio prehilbertiano

con producto escalar (.,.) y sea J : E — R definida por J(v) = (v,v). J es diferenciable en E y

DJ():E — R

v — 2(a,v)

8. Un caso concreto combinacién de los anteriores es: Sea M una matriz cuadrada en R4*¢ y b € R4,
sea J : R — R definida por J(z) = 3(Mz,z) — (b,z) V& € R, siendo (.,.) el producto escalar
habitual en R?. .J es diferenciable en R? y

DJ(a):RY — R
x — (Ma,x)— (bx)

9. Un ejemplo andlogo al anterior pero en un espacio de dimensién infinita es el siguiente: Sea F =

Cla, b] el espacio de funciones continuas en [a, b] con el producto escalar (u,v) = f: u(z)v(x) dz, sea

f€EyJ:E — R definida por J(v) = %f:U(I)Q dx — f: f(z)v(x) dz. Entonces J es diferenciable
en F'y

DJ(u):E — R

v /abu(x)v(x)dx—/abf(a:)v(a:)da:

Una herramienta fundamental en el cdlculo de diferenciales es la regla de la cadena

Teorema 1.3 Sean F, F,S espacios normados. A C E un abierto f : A — F, f diferenciable en a € A.
Sea un abierto U € F' que contiene a f(a) y sea g : U — S una funcién diferenciable en f(a). Entonces

la funcién compuesta go f : A — S es diferenciable en a y la diferencial viene dada por

D(g o f)(a) = Dg(f(a)o Df(a)

Ejemplos:

1. Sea f:R? — R definida por
Tty
fae) = [ g
0

donde g : R — R es una funcién integrable. Tenemos que f es diferenciable en todo punto de R? y

la diferencial en un punto (a,b) € R? es
Df(a,b)=g(a+b)os

donde s : R? — R es la funcién suma, s(z + y) = = + y. En efecto, aplicando la regla de la

cadena, f se puede escribir como f = G o s donde G : R — R es la funcién G(x) = fow 9(z)dz.



1.3. FUNCIONES DIFERENCIABLES Y DIFERENCIAL DE UNA FUNCION 15

G es derivable, su derivada en un punto a es G'(a) = g(a), y la diferencial DG(a) : R — R es la
aplicacién DG(a)z = g(a)z Vo € R. La funcién suma s es lineal continua, por tanto su diferencial

en cualquier punto es la misma funcién s. Aplicando la regla de la cadena
Df(a,b) = DG(s(a,b) o s = DG(a+b)os
es decir Df(a,b) es la aplicacién

Df(a,b):R* — R
z,y — gla+b).(z+y)

2. Sea f : R? = R definida por

fey) = / Y () dz

donde ¢ : R — R es una funcién integrable. Tenemos que f es diferenciable en todo punto de R2.
En efecto, f se puede poner como la composicién de p : R? — R, funcién producto de dos niimeros
reales p(z,y) = xy y la funcién G introducida en el ejemplo anterior. Por la regla de la cadena

tendremos
Df(a,b) = DG(ab) o Dp(a,b)

Como p es una funcién bilineal continua Dp(a, b)(z,y) = ay + bx Va,y € R. Finalmente

Df(a,b):R* — R
z,y —  g(ab).(ay + bx)

Diferenciales de orden superior

Sean FE y F, espacios normados, A un subconjunto abierto en E no vacioy f : A — F una aplicacién
de A en F. Supongamos que f es diferenciable en todos los puntos de A, de modo que Df(a) € L(E; F).

Consideremos la siguiente aplicacion:

Df:A — L(E;F)
x — Df(x)

Si la aplicacion diferencial anterior Df es a su vez diferenciable en un punto a, su diferencial que deno-
taremos D? f(a) es un elemento de £L(E; L(E; F)) y se llama diferencial segunda de la aplicacién f en el
punto a. Utilizando el isomorfismo candnico entre L(E i L(E; F )) y el espacio de aplicaciones bilineales

continuas de E x E en F, identificaremos D? f(a) con una aplicacién bilineal continua de E x E en F.

Escribiremos pues,

D?f(a)(u,v) = (D*f(a)(u))(v) Yu,v € E
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Comentario 1.11 Se puede demostrar que la aplicacién D? f(a) es simétrica, es decir

D?f(a)(u,v) = D*f(a)(v,u) Yu,v € E

Reiterando la construccion anterior, podemos definir de forma analoga, la diferencial de orden n de una
funcién D™ f(a) como un elemento del espacio de las aplicaciones n-multilineales de E x E X ...(n)... x E

en F. Tendremos,

D f(a)(ur, ..., un) = (...(D"f(a)(ul))(ug)...)(un) Yy, sz, ooy tup € E

Formulas de Taylor

Teorema 1.4 Formula de Taylor para funciones dos veces diferenciables.

Sea A C E un abierto, f : A — F y [a,a + h] un segmento cerrado contenido en A.

1. Formula de Taylor-Young: Si f es diferenciable en A y dos veces diferenciable en a, entonces

fla+h) = f(a) + Df(a)h+ %sz(a)(hv h) + |IplPe(h),  lim e(h) =0 (1.8)

2. Formula de Taylor-Maclaurin: Si f es diferenciable en A con continuidad y dos veces diferenciable

en (a,a+ h) y F =R, entonces
Fla+h) = f(a) + Df(a)h + %DQf(a OB (hh), 0<6<1 (1.9)

3. Formula de Taylor con resto integral: Si f es dos veces diferenciable en A con continuidad y F' es

un espacio completo, entonces

fla+h) = f(a)—I—Df(a)h—i—/O (1—t)(D*f(a+th)(h,h))dt (1.10)

De manera genearal para funciones n veces diferenciables tenemos, por ejemplo, la formula de Taylor

con resto de Taylor-Young

fla+h) = f(a)+ Df(a)h+ ...+ %D"f(a)(h,h, i) +[[Bl["e(h),  lim e(h) = 0 (1.11)

Derivadas direccionales

Sean E y F, espacios normados, A un subconjunto abierto en E no vacioy f : A — F una aplicacién
de Aen F.
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Definicién 1.14 Derivada Direccional: Sea v € E. Si existe el limite en F' siguiente

o £at20) — f(a)
A—0 A

(1.12)

lo llamaremos derivada de f en el punto a en la direccién v y lo designaremos mediante la notacién

D, f(a).
Propiedad 1.6 Si f es diferenciable en a es facil ver que

Dy f(a) = Df(a)v

Tenemos por tanto que si una funcién es diferenciable en a admite derivadas direccionales en a en cualquier

direccién v. El reciproco no es cierto.

Célculo diferencial en R?

Consideraremos ahora funciones definidas en R? a valores reales. Sea un abierto A C R%, y f una
funcién f: A — RP diferenciable en un punto a € A. La diferencial de D f(a) es una aplicacién lineal de
R? en RP. Eligiendo bases en R? y en R? la diferencial DF(a) tendra una representacion matricial que
denotamos f’(a) y que llamaremos matriz jacobiana de f en el punto a y que serd una matriz de p filas

y d columnas.

En particular para una funcién definida en un abierto A C R¢, f : A — R, diferenciable en a € A,
la diferencial de D f(a) es una aplicacién lineal de R? en R. Si elegimos una base en R?, por ejemplo, la

base candnica e;, i = 1,...,d con e¢; = (0,..,0,1,0,..,0)!, podemos representar D f(a) como la matriz fila

f'(a) = (Df(a)er, ..., Df(a)ea)

Para una funcién f : A ¢ R? — RP, f(v) € RP, y elegida una base en R? podemos considerar las
componentes de f(v), f(v) = (fi(v), ..., fa(v))! € RP, f;(v) € R, i = 1,...,p. Las funciones f; : R — R
las llamaremos funciones componentes de f. De forma inmediata, tenemos que f es diferenciable en a si

y solo si las funciones componentes f; son diferenciables en a. La matriz jacobiana es entonces

Dfi(a)er ... Dfi(a)eq
f(a) =
Dfy(a)er ... Dfy(a)eq

Consideremos en R? la base canénica e;, i = 1,...,d. Y sea una funcién f : A C R = R que admita
derivadas direccionales. La derivada en la direccién e; de f en un punto a € R%, D,, f(a) € R se llama
derivada parcial i-ésima de f en el punto a y la designamos mediante las notaciones g—wfi (a), o bien 9; f(a).

Tendremos

81.]0(&) _ )1\1;}1110 f(al, e Q5—1, Qg —|—)\, ait\l, ...,CLd) — f(CLl, ...,CLd)
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Si f es diferenciable en a, tenemos 9; f(a) = Df(a)e;. Y la matriz jacobiana viene dada por

f'(a)) = (91 £(a), ..., 0af (a))

En el caso de funciones f : A C RY — RP, la derivada direccional en un punto D, f(a) es un elemento de
RP, cuyas componentes, una vez elegida una base en R? son las derivadas direccionales de las funciones

componentes D, f;(a) y en particular tendremos para las derivadas parciales
i f1(a)

9ifp(a)

y para la matriz jacobiana

oifi(a) ... Oafi(a)

f(a) =
81 fp(a) 8dfp(a)

Comentario 1.12 Regla de la cadena y matrices jacobianas: Consideremos ahora A C R¢ un abierto
f:+A— RP, f diferenciable en a € A. Sea un abierto U € F que contiene a f(a) y sea g : U — R® una
funcién diferenciable en f(a). Entonces la funcién compuesta go f : A — S sabemos que es diferenciable
en a y que la diferencial en a es D(go f)(a) = Dg(f(a) o Df(a). Utilizando matrices jacobianas, la regla
de la cadena se escribira

(g0 f)(a) = g'(f(a).f'(a)
es decir la matriz jacobiana en a de la funciéon compuesta g o f es el producto de la matriz jacobiana de

g en f(a)y de la matriz jacobiana de f en a.

Comentario 1.13 Matriz jacobiana y gradiente de una funcién: Sea f : A ¢ R — R una funcién
diferenciable. Consideremos la Df(a) que es una aplicacién lineal continua de R? en R, es decir un
elemento del espacio £(R?;R), es decir el espacio dual de R?. Vamos a ver que podemos considerar
también D f(a) como un vector de R?. En efecto, podemos identificar el espacio dual £(R?;R) con R? de

la siguiente forma: Dado u € R? le asociamos un elemento T,, € £(R%;R) mediante
T.(v) = (u,v) Vv € R?

donde (.,.) es el producto escalar en R?. Es facil ver que dado u € RY, la aplicacién T, asi definida es

lineal, por lo tanto un elemento del dual. Ademas la aplicacién
RY — LER%LR)
u — T,

es biyectiva y es de hecho una isometria, es decir, ||u|| = ||T,|| Vu € RZ. Si consideramos Df(a) como

un vector de R? a través de la anterior identificacién lo llamaremos vector gradiente y lo designamos

mediante V f(a). En la base canénica se escribe
01 f(a)

Vi(a) =
94f(a)
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y tendremos la diferentes formas de expresar el valor de D f(a)v:

Df(a)v = f'(a)v = (Vf(a),v)

que se lee: Df(a)v es el valor de la diferencial de f en a aplicado al vector v que es igual a f/(a).v que es
el producto de la matriz fila f’(a) por el vector columna v y que finalmente es igual a (V f(a),v) que es

el producto escalar del vector V f(a) por el vector v.

Diferenciales de orden superior en R?

Sea un abierto A C R%, y f una funcién f : A — R diferenciable dos veces en un punto a € A. Tenemos
D?f(a) € L(R%L(RYG R)) o bien D*f(a) € B(R? x R%R), identificando el espacios de aplicaciones
lineales £(R%; L(R% R)) con el espacio de aplicaciones bilineales B(R? x R%R). Para determinar la

aplicacién D?f(a) basta conocer su imagen al aplicarla a los elementos de una base ¢;, i = 1, ..., d de R%.

En efecto conocidos los valores de D? f(a)(e;, e;) el valor de D? f(a)(u,v), para cualquier par de vectores

U=, U V=, U €S
D*f(a)(u,v) =Y wiv;D* f(a)(es e;)

La matriz
D%f(a)(e1,e1) ... D2f(a)(e1,eq)
H(a) =
D2f(a)(eq,e1) ... D?f(a)(eq,eq)
se llama matriz Hessiana de f en el punto a y es la representacion matricial de la Diferencial segunda de

fena.

El calculo efectivo de D? f(a)(u,v), se expresa matricialmente como
v'.H(a).u

donde aqui v? es el vector fila formado por las componentes de v en la base elegida y u es el vector
columna formado por las componentes de u en la base elegida.

Comentario 1.14 En el caso de una funcién f : A C R? — RP con p componenets el concepto anterior
se aplica a cada una de las funciones componentes de f.

Derivadas parciales de orden superior y calculo practico de la matriz Hessiana

La matriz Hessiana se puede calcular facilmente con ayuda del concepto de derivada parcial segunda.
Sea f: A C R? = R con derivadas parciales en A. La funcién
of :RY — R
x = 0;f(x)



20 Elementos de Calculo Diferencial en Espacios Normados

Se llama funcién derivada parcial i-ésima de f. Si esta funcién admite sus derivadas parciales 0;(0; f)(a)
en un punto a € A este nimero se llama derivada parcial segunda de f en el punto a. La notaciones

habituales son:

0,(8:f)(a) = B f(a) = =2 (a)

00
Teorema 1.5 Para f: A C R? — R dos veces diferenciable se tiene
D?f(a)(ei, e5) = 97 f(a) = 0, f(a)
Comentario 1.15 La matriz Hessiana es simétrica.

Anslogamente tendremos para las diferenciales de orden n de una funcién f : A € R? — R en
un punto a, la diferencial D" f(a) es una aplicacién multilineal de M(R? x R? x ...(n)... x R%:R) que

vendra determinada por los d™ valores
D”f(a)(eil, g veoy ein), il, veey Zn = 1, veey d
Se puede demostrar que

D" f(a)(eiy,, i) =0p i fla), i1, .nin =1,...;d



Capitulo 2

Fundamentos de la Optimizacion

2.1. Introduccion

En el espacio euclideo R? con la norma euclidea que denotamos ||.|| y que deriva del correspondiente

producto escalar que denotaremos mediante (.,.), consideremos

» K un subconjunto cerrado de R

s J: K — R una funcién sobre K

= Consideraremos el problema siguiente: Hallar v € K tal que

J(u) = Ulél}f( J(v)

» Si K =R el problema anterior se llama, de optimizacién sin restricciones.
= ; En qué condiciones el problema anterior tiene solucién?
= Si tiene solucién ; es ésta unica?

= Se dice que u realiza el minimo global de J.
Vamos a tratar de responder a las anteriores preguntas.
Teorema 2.1 de Weierstrass

Sea K un conjunto compacto de R%, no vacio y J : K — R continua en K. Entonces el problema:

Hallar u € K tal que

J(u) = 7jléllf< J(v)

21
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tiene solucién.
Demostracién:
K compacto y J continua implica que J(K) es compacto en R, por tanto J(K) estd acotado inferior-
mente y existe un extremo inferior, es decir, existe un nimero « > —oo tal que a = inf,cx J(v).
. ., o . . . n—oo
Consideremos una sucesién minimizante (uy)n, es decir, u, € K tal que J(u,) — « . Una tal
sucesion la podemos siempre construir tomando por ejemplo 0 < € < 1, u,, € K tal que

a< J(u,) <a+e”

(un)n es una sucesién en el compacto K, por lo tanto existe una subsucesién convergente (u,),. Sea

u el limite de (u, ). Gracias a la continuidad de J(.) tendremos a = lim,, 00 J(u,) = J(u). B
Una variante del anterior teorema de Weierstrass es el siguiente:

Teorema 2.2 Sea J : R? — R continua, verificando la propiedad (coercividad)

lim J(v) =00

l[v]|—o0
Entonces existe u € R? tal que

J(u) = 5161]1% J(v)

Demostracién:

Llamemos « = {nf,cga J(v). En principio « pordria tomar el valor —oo. Consideremos una sucesién

(), minimizante de elementos de R?, es decir,

J(uy) — Mf J(v) =«
veR4

a< J(u,) <a+e”
si « es finito y si & = —oo entonces tomaremos u,, de modo que J(u,) — —oo.
La sucesion (uy,), estd acotada, pues si no fuera asi, resultaria

lim  J(up) = 00
[t || =00

en contra de la eleccién de (up ).

Podemos pues extraer una subsucesién convergente. Sea (u,, ), tal que lim u,, = u; como J es continua

resulta lim J(u,) = J(u) y a es un ntimero finito. W

Ejercicio: Dar 3 contraejemplos en los que el problema anterior no tenga solucién debido a que:
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1. K no sea compacto.

2. J no sea continua.

3. J no sea coerciva.

2.1.1. Extremos relativos y diferenciabilidad

En este apartado consideraremos la nociéon de extremo relativo y la relacionaremos con las nociones

de diferencial.

Definicién 2.1 Sea A C R? un conjunto abiertoy .J : A — R. Se dice que J(.) tiene un minimo relativo

en u € A si existe un entorno U de u tal que
YoeU Ju)<J(w)

Andlogamente J(.) tiene un maximo relativo en u € A si existe un entorno U de u tal que
YoeU J(u)> J(v)

Teorema 2.3 Condicién necesaria de extremo relativo

A abierto de R, J : A — R diferenciable en A. Si J(.) tiene un extremo relativo en u € A (mdximo

o minimo) entonces la diferencial de J(.) en u es la aplicacién nula, es decir, D.J(u) = 0, es decir
DJ(u)v =0 VYveR?
o bien identificando DJ(u) con un elemento de R%, V.J(u) = 0.

Nota 2.1 Referido a la base canénica de R?, D.J(u) se escribird J'(u), es decir, la matriz Jacobiana de
J(.) en el punto u. En este caso la matriz jacobiana en un matriz fila. La transpuesta de esta matriz es
un vector columna que se llama vector gradiente de J() en u y se escribe VJ(u). Cuando identifiquemos
DJ(u) con un vector de R? escribiremos indistintamente D.J(u)v o (VJ(u),v) que también podremos

escribir con notacién matricial como J'(u).v

Demostracion:

s Caso d = 1: Sea A abiertode R, u € A, f: ACR — R, f(u) < f(v) Vv € U, entorno de u.

Tendremos, por ejemplo

fluth) = f(u)

fl(u):hlgg+ h =0
oy e Juth) = f(u)
=ty TS <0

de donde f'(u) = 0.
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= Caso general d > 1

Fijemos h con norma suficientemente pequenia de modo que u+th € U V¢ €]—1, +1[. Introducimos

ahora la funcion

Fi-1,+1—R
t — J(u+th)

Sea f = Jog donde

g:R—R?
t— u+th

Si J tiene un minimo relativo en u, es decir, J(u) < J(u+th), entonces f(0) < f(t) Vte€]—1,1].
Resulta f(.) tiene un minimo relativo en 0 y por lo tanto f/(0) = 0, es decir, aplicando la regla de

la cadena
f'(t)=DJ(g(t)) o Dg(t) = J' (u+th).¢'(t) = J' (u +th).h

de modo que
1(0)=J(u).h=0

Como la direccién h es cualquiera resulta J'(u) = 0. B

Vamos ahora a tener en cuenta las derivadas segundas, para obtener una condicién necesaria y sufi-

ciente de minimo relativo.
Teorema 2.4 Condicion necesaria de minimo relativo.

Sea A un abierto de R%, J : A — R dos veces diferenciable en u € A; Entonces si J(.) admite un

minimo relativo en u, entonces la diferencial segunda de J(.) en u verifica,
D2J(u)(h,h) >0 VheR?
o de manera equivalente, la matriz Hessiana de J(.) en u es semidefinida positiva.

Demostracién:

Utilizaremos el desarrollo de Taylor con resto de Taylor-Young.
1
J(u+h) = J(u)+ DJ(u)(h) + §D2J(u)(h, ) 4 e(h)||h||?
h—0
donde £(h) — 0. Como DJ(u) = 0 resulta,

0< J(u+h) — J(u) = %DQJ(u)(h, h) + ()| |h 2
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Sustituyendo h por th con t € R de modo que u+th € A

0<J(u+th)—J(u) = gDQJ(u)(h, h) + t%e(h)||h]|?)

. . . 2
Dividiendo por %

0 < D2J(u)(h, h) + 2¢(h)||h||?

pasando al lfmite cuando t — 0, (th) — 0 lo que implica D?J(u)(h,h) > 0.1

Vamos a buscar ahora condiciones suficientes de minimo relativo. Necesitamos primero una definicién

y un lema.

Definicién 2.2 Sea B : R? x R? — R una aplicacién bilineal. Se dice que B es definida positiva si

B(v,v) >0 YveR?

B(v,v) =0, siysolosiv=0

Lema 2.1 Sea B : R?xR? — R una aplicacién bilineal y definida positiva, entonces existe una constante

a > 0 tal que
B(v,v) > af|v]?
Demostracién:
Consideremos el conjunto S = {v € R%; ||v|| = 1} que es compacto (cerrado y acotado) y la aplicacién

J:v— J(v) = B(v,v) que es continua sobre el compacto S, entonces alcanza el minimo en el compacto

(teorema de Weierstrass). Sea u el punto donde alcanza este minimo, es decir,

oz:J(u):rvneuSlJ(v)

tendremos o # 0 pues u € S = u # 0. Finalmente Yo € R? v # 0, HTUH €Sy

J(m) = By o) > = B(v,v) = al|u]|?

oIl [l

=

Teorema 2.5 Condicion suficiente de minimo relativo.

Sea A abierto de R? y J : A — R dos veces diferenciable, tal que DJ(u) =0 en u € A.

Si la funcién J(.) es tal que su diferencial segunda en u es definida positiva entonces J tiene un minimo

relativo en wu.
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Demostracién:
Consideremos el desarrollo de Taylor-Young en un entorno de wu.
1
J(u+h) = J(u) + DJ(u)(h) + 5D?J(u)(h, h) + e(h)||h|?

donde £(h) 290

T+ h) = J(w) = 5 D2 (w) (b, ) + (1) [4]
Ju+h) = J(u) > %Oé||h||2 +e(h)||R]?

Jw+h)—J(u) >
Para ||h|| suficientemente pequefio tendremos 3 (o + 2¢(h)) > 0, es decir J(u+h) — J(u) > 0.1
Ejercicio: verificar que J : A — R donde

A={(z,y) eR? 2?2 +y* < 1}

J(z,y) = 1og(x2 + + 1)

tiene un minimo relativo en (0, 0).

2.2. Extremos y convexidad

Vamos a introducir la convexidad en el estudio de los extremos de funciones. Recordemos primero las
nociones de conjunto convexo y de funcién convexa.

Definicién 2.3 Conjunto convexo.

Un conjunto K C R? se dice que es convexo si

Yu,v € K, severifica Au+(1—ANve K VAel0,1]

Definicién 2.4 Funcién convexa y estrictamente convexa.
Sea K C R? un conjunto convexo. Una funcién J : K C R? — R se dice que es convexa en K, si
para todo A € [0,1] y para todo u,v € K se verifica
JAu+ (1= ANv) < AJ(u) 4+ (1 —N)J(v)

Ademsds se dice que la funcién es estrictamente convexa si para todo A €]0, 1] y para todo u,v € K se

verifica

JOw A+ (1= A)v) < AJ(u) + (1 — X)J(v)

Vamos a estudiar ahora algunas propiedades de la funciones convexas y diferenciables.
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Teorema 2.6 Sea J : A C RY — R, donde A es un abierto de R?, J diferenciable en A. Sea K una

parte convexa de A.

1. J(.) es convexa en K si y solo si
J(v) > J(u)+ (VJ(u),v —u) VYu,v € K
2. J(.) es estrictamente convexa en K si y solo si

J) > J(u)+ (VJ(u),v —u) Vu,ve K

Ejercicio: Interpretar geométricamente las anteriores desigualdades.

Demostracion:

1. Si J(.) es convexa en K y u,v € K entonces para A €]0, 1|
utAv—u) €K

T+ Mo —w) < (1= N\)J(u) + A (v)

T+ Ao — ) — J(u) < A(J(v) — J(u))

Ju+ Av—u))— J(u)
A

< J(v) = J(u)

haciendo A — 0T
(VJ(u),v—u) < J(w) — J(u)

Reciprocamente, sea J(.) verificando
J(w) > J(u)+ (VJ(u),v —u) Yo,ue K
Sea A €]0, 1[ y tomemos primero en el lugar de u, v + A(u — v), resulta
JW) > Jw4+ Au—v)) = AMVJ(w+ AMu—v)),u —v)
Ahora en el lugar de v tomemos u y en el lugar de u tomemos v + A(u — v), resulta
Jw) > Jw+Mu—v))+ 1 =X)(VJ(w+ AMu—v)),u—v)

Multiplicando la primera por (1 — \) y la segunda por A y sumando

(1 —=XN)J(v)+AJ(u) > J(v+ Au—v))

es decir
JAu+ (1= Xv) < AJ(uw) + (1 =) J(v)
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2. Si J(.) es estrictamente convexa, el razonamiento anterior no es aplicable pues la desigualdad estricta
se pierde al pasar al limite. Procedemos entonces de la siguiente manera: Sea A €]0,1[ y w €]0, 1]

verificando w > A, resulta

A A
u+Av—u)=u——u+-—-u+Av—u)=
wooow

de donde

Ju+Av—u))—J(u) <

-
|
£
<
=
_|_
£
<
=
|
<
=

Hut A =w) = Jw) _ Ju+wlw—u) = Jw _ = J(v) — J(u)

A w w

pasando al limite cuando A — 0, resulta

Ju+wv—u))— J(u)

< J() = J(u)

(VJ(u),v —u) <

La reciproca es idéntica al caso anterior.

Corolario 2.1 Sea J : R? — R una funcién convexa y diferenciable en u tal que V.J(u) = 0. Entonces

J(.) admite un minimo en w.

Demostracion:
J(.) convexa y diferenciable implica
J() > J(u) + (VJ(u),v —u) YoecR?

es decir,
J(v) > J(u) YveR?

Ejercicios

1. Estudiar los puntos criticos (puntos u donde VJ(u) = 0) de las funciones

J(z,y) = et+e' v’
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J(z,y,2) =2 +y° + 2>+ ay
J(z,y) =2 +y*

J(z,y) = 2 — 2zy + 2y

2. Sea Q C R?y J: Q — R una funcién diferenciable en Q y sea D.J(a) = 0 donde a € €. Supongamos

ademds que existe D?J(a) siendo la matriz Hessiana

Demostrar que si 7 > 0y rt — s? > 0 entonces J(.) tiene un minimo local en a
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Capitulo 3

Algoritmos de optimizacion de
problemas en dimension 1

3.1. Convexidad y quasi-convexidad

Empezamos este capitulo con recordando el concepto de funcién convexa y dando algunas generaliza-

ciones del concepto de funcién convexa

3.1.1. Definiciones

Sea K un conjunto convexo de un espacio vectorial E y una funcién

1. Funcién convexa: f: K — R es convexa si

F(A=Nz+ M) <A =Nf(z)+Af(y) Vz,ye K VYA€ (0,1)

2. Funcién estrictamente convexa: f: K — R es estrictamente convexa si

F(@=Nz+My) <A =Nf(z)+Af(y) Vz,ye Kconx#y VYAe(0,1)

31
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NN,

Figura 3.1: Funciones estrictamente quasi-convexas

Figura 3.2: Funcién no estrictamente quasi-convexas

3. Funcién quasi-convexa: f : K — R es quasi-convexa si

f((L =Nz + Ay) <maz{f(z), fy)} Yoz,ye K VYie(0,1)

4. Funcién fuertemente quasi-convexa: f : K — R es fuertemente quasi-convexa si
F(A =Nz + Ay) <maz{f(z), f(y)} Ve,yeKxz#y YAe(01)

5. Funcién estrictamente quasi-convexa: f : K — R es estrictamente quasi-convexa si Vx,y € K con

f(x) # fy)
F(@ =Nz + \y) <maz{f(x), fly)} Ve,ye K VAe(0,1)

3.1.2. Ejercicios

1. Demostrar que toda funcién convexa es quasi-convexa.

2. Demostrar que toda funcién convexa es estrictamente quasi-convexa.

3. Demostrar que toda funcién estrictamente convexa es fuertemente quasi-convexa.

4. Demostrar que toda funcién fuertemente quasi-convexa es estrictamente quasi-convexa.

5. Demostrar que toda funcién fuertemente quasi-convexa es quasi-convexa.
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6. Dar un ejemplo de funcién estrictamente quasiconvexa que no sea quasi-convexa.
7. Demostrar que una funcién estrictamente quasi-convexa semicontinua inferior es quasi-convexa.

8. Demostrar que si una funcién fuertemente quasi-convexa tiene un minimo relativo en z € K es un
minimo global y ademds es tinico.

9. Demostrar que si una funcién estrictamente quasi-convexa tiene un minimo relativo en € K es
un minimo global.

10. Demostrar que f es quasi-convexa si y solo si el conjunto
So ={z € K; f(z) <a}
es convexo cualquiera que sea a € R
11. Demostrar que f es convexa si y solo si el conjunto
Epif ={(z,)\) € K xR; f(z) <A}

llamado epigrafe de f es convexo.

3.2. Algoritmos de optimizacién de funciones de una sola varia-
ble real

En esta seccién consideramos el problema siguiente: Dada un intervalo de la recta real [a,b] y una

funcién
f:la,b] > R
hallar Z € [a, b] tal que
f(@) = mf f(z) (3.1)
z€[a,b]

Si f es diferenciable la biisqueda de minimos en el interior de [a,b] se puede realizar buscando los
minimos locales en el interior del intervalo, resolviendo la ecuacién f'(x) = 0 utilizando por ejemplo el
método de la biseccién, punto fijo o Newton (si es dos veces diferenciable). Si no hay minimos locales en

el interior entonces el minimo se alcanzara en uno de los extremos del intervalo.

En este capitulo estudiaremos métodos mas generales que no necesitan la diferenciabilidad de la
funcién f. Consideremos el problema ([B]) donde f es una funcién estrictamente quasi-convexa en el
intervalo [a,b] de modo que si f tiene un minimo relativo en [a,b] este minimo es global y tnico. El
intervalo [a, b] donde se localiza un minimo le llamaremos intervalo de incertidumbre. En el proceso de
busqueda del minimo excluiremos partes del intervalo que no contienen este minimo, entonces el intervalo
de incertidumbre se reduce. En general, [a, b] se llama intervalo de incertidumbre si el minimo T estd en

[a, b] aunque el valor exacto de este minimo no se conozca.

Empezaremos con una propiedad de las funciones estrictamente quasi-convexas que juega un papel
importante en los algoritmos que estudiaremos a continuacién.



34 Algoritmos de optimizacién de problemas en dimensién 1

Teorema 3.1 Sea f : [a,b] — R estrictamente quasiconvexa en [a,b]. Sean A, u € [a, b] tales que A < p.

Si f(A) > f(p) entonces f(z) > f(n) Vz € (a,A] y el minimo estd en el intervalo [\, b].
Andlogamente si f(A\) < f(u) entonces f(z) > f(A) Vz € [u,b) y el minimo estd en el intervalo [a, u].
Demostracién: Supongamos A < py f(A) > f(u). Sea z € [a, A).
Supongamos por reduccién al absurdo que f(z) < f(u).

Como A se puede escribir como combinacién lineal convexa de z y de u, resulta

f) <méx{f(2), f(u)} = f(w)

en contra de la hipétesis f(z) < f(u).

Por tanto el minimo estard en el intervalo [A, b] que sera el nuevo intervalo de incertidumbre.

a landa mu b

landa mu b ]
nuevo intervalo

nuevo intervalo

Figura 3.3: Eleccién del nuevo intervalo

3.2.1. Meétodo de la Dicotomia

Sea [ao, bo] = [a,b], € > 0 y [ longitud del intervalo final.

Algortimo de la Dicotomia: Descripcion del paso general

Sea [ag, bg],

m Sibp —ai <l STOP
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= En caso contrario

ap +b
A = : ko
ap +b
Mk = i 5 b +e
e Si f(Ar) < f(pr) el nuevo intervalo es
Ak+1 = Ak
bry1 = pix
e Si f(Ar) > f(pr) el nuevo intervalo es
apy1 = Ak
bry1 = by

e Si f(Ax) = f(px) STOP

3.2.2. Ejercicios

1. Demostrar que en el método de la Dicotomia la longitud del intervalo de incertidumbre en el paso
k-ésimo es

bk—ak:%(b—a)—i-%(l—i) (32)

2k

3.2.3. Método de la Seccién Aurea

En el método de la dicotomia se requiere realizar dos evaluaciones de la funcién en cada iteracién.

Vamos a ver dos métodos que solo requieren realizar una evaluacion de la funcién en cada iteracion.
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a, landa mu by

nuevo intervalo

F T
a, . landa =~ mu, ., by

Figura 3.4: Eleccién del nuevo intervalo. Caso 1

o4
-~

a landa muy

nuevo intervalo

., landakllmu b

k+1

Figura 3.5: Eleccién del nuevo intervalo. Caso 2

Seleccionaremos A v pur de modo que se cumplan dos criterios.

1. Primer criterio: Se seleccionan Ay y py de modo que la longitud del nuevo intervalo [ag+1,bk+1] no
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dependa del resultado de la iteracién k, es decir, tanto si estamos en el caso 1 figura ([B.4])
F(A\k) > f(uk) = nuevointervalo [\, by]
o en el caso 2, figura (3.0)

F(Ok) < f(ue) = nuevointervalo [ag, ]

tengamos
b — Ak = pk — ag
Poniendo A\, = ar, + (1 — a)(by, — ag), resulta
M = ak—l—bk—)\k:ak—l—bk—ak—(l—a)(bk—ak)

= bp — b +ag + abp — aa

= ar+ a(bk — ak)
de donde en el caso 1

bk+1 — k41 = bk - )\k = bk — ag — (1 - Oz)(bk - ak) = Ot(bk — ak)

y analogamente en el caso 2.

2. Segundo criterio: A\g+1 ¥ pr+1 se seleccionan con el propdsito que la nueva iteracion bien Agiq
coincida con py ( caso 1) o pg41 coincida con Ag (caso 2). Esta condicién nos determina el valor de

a, en efecto, consideremos por ejemplo el caso 1. Si f(A;) > f(ur) el nuevo intervalo es

apyr1 = Ak
bry1 = b
y queremos que Ag4+1 = [, tendremos
e = Akt1 = k1 + (1 — @) (bp+1 — ak+1)

= )\k + (1 — Oé)(bk — )\k)
sustituyendo la expresion de uy y de A; en la anterior resulta

ar +alby —ap) = ap+(1—a)(by —ar) + (1 —a)(bp —ar — (1 — a)(by, — ax))
= by — a?b + o’ag
de donde
(1—a—a?)a, = (1—a—a?)b
y « es la solucién positiva de
> +a—-1=0

es decir

—1+45
a:T
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Algoritmo de la Seccién Aurea

= Lee los datos del problema: Extremos del intervalo inicial, precisién requerida, nimero méximo de

iteraciones:
a, b, 4, imazx

Definicion de la funcién f(.)

» Inicializaciones

—14++5
o= —

2
e=b—a
Sie < d STOP
= Paso Inicial
A = a+(l—a)xe
L = ataxe
fin = F(N)
fmu = f(p)
» Para ¢ =1 hasta i = imax
e Si filn> fmu
a A
A=
p = at+abd—a)
fin = fmu
fmu = f(p)
e Si filn> fmu
b = p
= A
A= a+(1l—-a)b—a)
fmu = fin
fin = f

e Si fln == fmu STOP
ee=b—a

e Sie <4 STOP
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3.2.4. Meétodo de Fibonacci

En el método de Fibonacci seguiremos cumpliendo el segundo criterio del la seccién anterior, aunque
el valor de « que determina el valor de los puntos A\x v px en el intervalo [ag, bx] va a depender de la
iteracién k, es decir, dado un intervalo de incertidumbre [ak, by calculamos dos puntos intermedios, g y
wr eligiendo 0 < ap <1y

A = ag + (1 — ag)(by — ag)

e = ag + ar(by — ag)

Fn_&

donde o = T

siendo (F,)n=12,....n los N+1 primeros términos de la sucesién de Fibonacci definida

por

Fo=F =1

Fn+1:Fn+Fn—l

podemos escribir,

Fn_i_
A = ap + %(bk — ak)
N—k+1
Fn_k
HEe = ag + FNi(bk —ag)
N—k+1
en efecto,
Fn_j_ Fn_
Nok-1 o Nk

Fn_ k1 Fyokn1

la reduccién de la longitud del intervalo de incertidumbre serd: En el caso f(Ag) > f(ux), el nuevo

intervalo es [Ag, bg] cuya longitud es,

by1i—ag1 = bp— A
Fn_j_
= by —ap— FNikl(bk —ay)
N k1
Fy_y
— INE g
FN—k+1( b~ a)

y andlogamente en el caso f(A;) < f(ur), el nuevo intervalo es [ag, py] cuya longitud es,

bet1 — k1 = pk —ak
Fy_
= Gk'i‘FN k (bk—ak)—ak
N—k+1
Fy_
N—k (bk—ak)
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Después de N — 1 iteraciones la longitud el intervalo de incertidumbre sera

FnoiFnos Fnoov-y 1

Fy Fno1 Fn_nv-2y Fn

Algoritmo de Fibonacci

= Lee los datos del problema: Extremos del intervalo inicial, precisién requerida
a, b, §
Sib—a < ¢ STOP Definicion de la funcién f(.)

= Calcula el nimero N tal que Fy el menor nimero de Fibonacci verificando

b—a
Fy >
M=%
= Paso inicial
oo Eva
Fn
A= a+(1—-a)x(b—a)
p = at+ax(b—a)
fln = f(X)
fmu = f(n)
» Paran=1hastan=N—1
e Si fin> fmu
a A
A =
_ Fy_no1
peo=at (b—a)
fln = fmu
fmu = f(n)
e Si filn < fmu
b = pu
po= A
A = a—l—%(b—a)
fmu = fin

fln =" f(A)
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e Si fln == fmu STOP
ec=b—a

e Sie<¢ STOP
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Capitulo 4

Algoritmos para problemas sin
restricciones

4.1. Métodos de gradiente

4.1.1. Meétodo de gradiente para la minimizacién sin restricciones

Sea J : R? — R diferenciable. Consideraremos el problema siguiente: Hallar u € R tal que

J(u) = inf J
(w) = inf J(0)

El método de gradiente es

1. u® € R? | arbitrario
2. Conocido u" se calcula u™*! de la siguiente manera
u" =" — p,V.J(u™)
Nota 4.1 d" = —Vu" es la direccién de maximo descenso local. En efecto,
JW" 4+ ppd™) = J(W") + pp (VI (u"),d"”) + ...
JW" + pnd”) = J(u") = pu(VJ (u"),d")

El término (VJ(u™),d™) para ||d"|| = 1 toma el valor maximo si d" = %

Analizaremos la convergencia del anterior método en el caso de funciones elipticas, es decir,

43
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Definicién 4.1 Funcién eliptica
Una funcién J : R — R, es eliptica si es diferenciable con continuidad y existe o > 0 tal que
(VJ(v) = VJ(u),v —u) > allv —ul|?, Yu,veR?

Teorema 4.1 Sea J : R? — R una funcién derivable en R? tal que

Ja>0 (VJ(@w)—VJ(u),v—u)>allv—ul[>, VYu,veR?
38 [|[VJ(v) = VI (u)]| < Bllv —ul| Vu,v € R?
Entonces el problema de optimizacién: Hallar v € R? tal que

J(u) = inf J(v)
veERd

tiene solucién tUnica y existen dos nimeros a y b tales que para todo n > 0 verifican

2«
O<a§pn§b<§

de modo que el método de gradiente antes descrito es convergente.

Para realizar la demostracién necesitamos conocer algunas propiedades de las funciones elipticas.
Lema 4.1 Una funcién J : R? — R eliptica verifica la siguiente desigualdad,
J() = J(w) > (VJ(w),v —u) + %Hv —ul]? Vu,veRY
y por tanto es estrictamente convexa.

Demostracion:

1
J() —J(u) = / (VJ(u+t(v —u)),v —u)dt
0
en efecto, la anterior igualdad no es mas que
1
£0) = 10 = [ rae
0

para la funcién f: R — R definida por

f@t)=Ju+tlv—u) uveR?
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resulta pues,

J(w) = J(u) (VJ(u),v —u) —i—/o (VJ(u+t(v —u) = VJ(u), (v—u))dt

— (V) v —u)+ /O %(w(u +t(o — u) = VI (u), tv — u))dt

Y

1
(VJ(u),v—u)—i—/O at||v — ul|]Pdt = (VJ(u),v —u) + —|jv — ul|?

|
Teorema 4.2 Si J(.) es una funcién eliptica el problema de encontrar u € R? tal que

J(u) = inf J(v)
veER?

tiene solucién tUnica y se verifica
VJ(u)=0

Demostracion:

Si J(.) es eliptica verifica

lim  J(v) = o0
o] =00

en efecto,

Jw) = J(u) > (VJ(u),v —u) + %Hv —ull? Vu,veR?
en particular, tomando u = 0
J@) = J0)+(VI(0),0) + Sl
= JO) = [IVIO)][||v]l + %llvll2

La variante del teorema de Weierstrass nos da la existencia de solucién. La unicidad se obtiene utilizando
la convexidad estricta de J(.). En efecto, supongamos que u; y ug son dos soluciones. Por la convexidad

estricta
U1 + uo

J( 5

) < %J(m) + %J(ug)

Siy = J(u1) = J(uz) = inf(J(v), entonces J(*“£42) <~y uy y uz no podrian ser soluciones.
Finalmente, la solucién tdnica u, es también un minimo relativo, por tanto verifica VJ(u) = 0.1

Estamos en condiciones de demostrar el teorema de convergencia del algoritmo de gradiente.

Demostracion del teorema de convergencia: El algoritmo de gradiente es
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1. u® € R? | arbitrario

2. Conocido u™ se calcula u™*! de la siguiente manera

u"tt =" — p, VJ(u")

por otra parte, si u es solucién, tenemos V.J(u) = 0 es decir,
u=u—p,VJ(u)
de donde

n+1||2

lu—u = lu—u" = pu(VJ(u) = VJ(u"))[]”

[l —u"[[* = 200(V I (u) = VI ("), u = u") + p3| |V (u) = VI (u"]*

IN

[l = u™[* = 2pnallu —u™[|* + B2y [Ju — u”||?

(1 —2ppa + B2p2)|[u — u™|?

siempre podemos elegir p, de modo que

7(pn) = (1 = 2ppa + B%p7) < 1
en efecto, la funcién
7(p) 1 p — 1 —2pa + §7p?
alcanza su valor minimo en p,,;, = 5‘—2 y tenemos 0 < 7(pmin) < 1, por tanto siempre existen dos ntimeros

a 'y b tales que , si elegimos a < p, < b, y denotamos mediante v? = méx{7(a), 7(b)} < 1 resulta
[l — "] < Affu —w]

de donde
llu —u™| < 3"[Ju—u’ =50

La convergencia es al menos lineal, pues

|
lim ————
oo [ju —un||

<7<l

4.1.2. Meétodo del gradiente con paso 6ptimo

El método de gradiente con paso 6ptimo nos da un criterio para elegir el valor de p,, en cada iteracién.

El algoritmo es el siguiente:

1. u® € R? | arbitrario



4.1. METODOS DE GRADIENTE 47

2. Conocido u™ se calcula u™*! de la siguiente manera: Se calcula p, = p(u™) resolviendo el problema

de minimizacién de una variable real

J" = ppVJ(u™)) = 1’2& Ju"™ = pVJ(u"))
P
obtenido p,, se calcula u™*! mediante
u"tt =" — p, VJ(u™)

Teorema 4.3 Sea J : R? — R eliptica y diferenciable con continuidad, entonces el método de gradiente

con paso 6ptimo es convergente.

Demostracion:

Supongamos que V.J(u™) # 0 (en caso contrario el método serfa convergente en un ntimero finito de

pasos. Consideremos la funcién
fipeR— J" —pVJu"))eR

se comprueba sin gran dificultad

= f(.) es estrictamente convexa.
» f(.) verifica lim, o f(p) = o0

. J(p) = ~(VI(u" = pVI(u™)), VI (u™))

por tanto el problema de hallar p, = p(u™) tal que

Flpn) = inf £(p)

PER
tiene solucion tnica y esta caracterizada por
f'(pn) =0
es decir
(VJ(u" — p,VJ")),VJ(u")) =0
o bien

(VJ(u")),VJ(u")) =0

por tanto las direcciones de descenso consecutivas son ortogonales. A partir de aqui la demostracién se

realiza en cinco etapas.

1. lmy, oo (J(u™) — J(u™t1)) =0
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2. lfmy, oo [[u™ —u"TH| =0
3. |IVJ(u)[] < IV (u™) = VI (u )|
4. Mo ||V ()] = 0

5. im0 [[u™ —ul| =0

Demostracion:

1. La sucesién (J(u™))n> es decreciente por construccién y acotada inferiormente por J(u). Por lo

tanto es convergente, en consecuencia,

lm (J(u™) = J(u"" 1) =0

n—oo

2. Tenemos, segin se ha visto en el teorema anterior (V.J(u"!), V.J(u")) = 0. Como u"! = u" —
p(u™)VJ(u™), resulta
(VJ(u™ ), u™ —u" ™) =0

Por otra parte, la elipticidad de J(.) implica

J(™) > J(u™ ) + (VI ("), u —u" ) + 2

5 n_un+1||2

I

de donde

") = T 2 St — P
de la parte 1 deducimos

lim |[u™ —u" | =0
n—r oo

3. Por la ortogonalidad de V.J(u") y de VJ(u"1) resulta

VI[P = (VJ@"), V(") - VJ(u"))

IN

VI @)V T (u") = VI (u" ]|
de donde se obtiene 3) dividiendo ambos miembros de la desigualdad por [|V.J(u™)||

4. La sucesion (J(u"))n>0 es acotada. Como J(.) verifica limy|y| o0 J(v) = 00, la sucesién (u"),
estd acotada y se puede incluir en un conjunto compacto. Por otra parte J(.) es diferenciable con

continuidad, es decir, la aplicaciéon
DJ(.):veR? — DJ(v) € LR%R)
es continua. O dicho de otra forma la aplicaciéon

VJ():veR! — VJ(w) e R?
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es continua. Por tanto sobre los conjuntos compactos es uniformemente continua. En consecuencia

lm ||[VJ(@™)|| < lim [|[VJ(u™) - VJ (")

n—oo n—r oo

lim ||VJ(u™) = VJ(u" )| =0

Hun_un+1 ‘ ‘_)0

D.
allu —ul]? < (V™) = VJ(u),u™ — u)
= (VJ"),u" —u)
< VI @[ lu" = ul|

de donde finalmente
n 1 n
[lu" = u|l < —[[VJ(u®)]]

y finalmente

lim ||u™ —ul|=0
n—00

Ejercicios

1. Sea J : R — R dos veces diferenciable en R?. Demostrar:
a) J(.) es convexa si y solo si la diferencial segunda en todo punto, D2J(u), es semidefinida
positiva, es decir,
D2J(u)(v,v) >0 Vv e R4 VucR?

b) Si la diferencial segunda en todo punto u € R? es definida positiva, es decir,
D2J(u)(v,v) >0 Vv e RY VucR?

entonces, J(.) es estrictamente convexa.

¢) Encontrar un ejemplo sencillo que permita asegurar que el reciproco de b) no es cierto.

2. Considerar la funcién
J: R? —R
(z,y) — (@ —=2)"+ (x—2y)°
y considerar el problema

Hallar u = (x,y) tal que

J(u) = inf J(v)
vER?

a) Demostrar que el problema tiene al menos una solucién.
b) Hallar una solucién y deducir que esta solucién es unica.

¢) Aplicar el método del gradiente con paso éptimo para aproximar la solucién anterior partiendo
de (0.,3.)
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4.2. Método de relajaciéon

Vamos a describir el algoritmo de relajaciéon para resolver el problema:

Hallar v € R? tal que

J(u) = inf J
(w) = inf J(v)

Descripcién del algoritmo

1. Sea u® € R? arbitrario.

2. Obtenido u"™ = (u},...,u") € R? calculamos u"*! = (u 1, ...,uZ'H) € R? en d etapas que son:

Para i =1,2,...,d calculamos sucesivamente

n+t _ n+1 n+1 n+1 n n d
u"Td = ()T uy T T ug g, s ug) €R
solucién de
i ,
J(u"ta) = inf J(v)
o=(uf Tt ul T eul e ul)

Observacion: En cada etapa, se trata de un problema de minimizacién en una sola variable real. En
cada etapa la condicién necesaria de minimo ( y suficiente si J(.) es convexa) es:
aJ
unJrl n+1 n+1 n ,’U/Z) — 0

8xi(1 R 7 T VT

Estudiemos ahora la convergencia del método.

Teorema 4.4 Si J : RY — R es eliptica y diferenciable con continuidad, el método de relajacién es

convergente.

Demostracion: Primero observemos que el algoritmo de relajacién estd bien definido. En efecto, en
cada etapa, ¢ = 1, ..., d se resuelve un problema de optimizacién, para una funcién J; de una sola variable

que es eliptica y por tanto tiene solucién tinica.
_ n+1 n+1 n n
Jz(g)_’](ul gy Uj_ 1 7U,L'+1,...,’U,d)

y la solucién de

Ji(u Tty = inf J;
(ui™) = Inf Ji($)
estd caracterizada por
0J , ,ii
o, ) =0

La demostracién ahora se hace en varias etapas:
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lim (J(u") — J(u"*)) =0

n—r oo

En efecto, por la propia construccion del algoritmo tenemos
J(u) < J(u") < J(u") < J(u)

es decir (J(u™)), es una sucesién decreciente de nimeros reales acotada inferiormente, por tanto

convergente. En particular 1fm,, oo (J(u") — J(u"1)) =0

lim |[u™ —u" ™| =0
n—oo
y en particular
lm |t — || =0
n—oo

La elipticidad implica

2

JTTY = J(@tt ) > (VI ), un T - ) 4 St T - gt

2
como
(VI ) = 3 O ety @t
7 Ox; J j
j=1
aJ i i1 Z 6«] i i—1 i
= Z—‘(unﬁ‘g)(u?‘f‘ a _u;l'i‘d)_’__.(un—i-a)(uzl-l‘ 3 —’U/;H_d):()

Al Ox;

pues para j # i se tiene u;“r T U;Hrd =0y por otra parte g_;i(un+3) — 0 por la caracterizacion

de la solucién del problema de minimizaciéon en dimensiéon uno correspondiente. De modo que,

i—1 i—

7= @) 2 Gl T e

J(t 2= Sy —

sumando para ¢ =1,...,d

d

d . »
Z (J(’Uﬂ“rl;l) — J(unJré)) > % Z |u? _ u;1+1 2

i=1 =1

de donde

n n Qn n
J(") = J (@) = S lut —

Y finalmente aplicando el resultado de la parte a obtenemos el resultado.
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en efecto, como cada sucesion (J(u"ta)), es decreciente por construccién, (u"#), es acotada
pues J(.) verifica la propiedad lim||,||—c J/(v) = 00 y por otra parte cada derivada parcial g—mjj()

es continua, y por lo tanto es uniformemente continua en los compactos, resulta

_aJ

O gy 2T
T Oz

lim [[u"*% —u"|| =0= lim (u"t)
n— 00 n—oo

(u")| =0

lim ||[VJ(u")|| =0

n—00

En efecto, tomando j = i en el resultado del paso anterior tenemos

d
aJ (u™)
’ n 2 f— i 2
S IVIGOIE =t 35

d i
L oJ(u™)  OJ(w"ta) ,
= (T T V0

lim ||u™ —ul|=0
n—oo

en efecto, tenemos

IN

(VJ(u"™) = VJ(u),u" —u)
= (VJ(u"),u" —u) <[[VJ(@")[[.[[u" = ul|

allu” — ulf?

y finalmente

1
n __ <_ n
[lu" = u|l < ~[[VJ(u®)]]

de donde tomando limites cuando n — oo

n—oo

1
lim ||u" —wu|] < = lim |[|[VJ(@™)||=0
o N—0o0

4.3. Métodos de Newton

Consideraremos en esta seccién métodos para resolver ecuaciones de la forma siguiente: Sea Q € R?
un conjunto abierto. Dada F : @ — R? queremos hallar u € Q tal que F(u) = 0. En particular el
método serd aplicable a problemas de optimizacién de una funcién J(.) diferenciable. Segiin hemos visto

anteriormente si J(.) tiene un extremo realtivo en u € Q entonces VJ(u) = 0. De hecho los métodos
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de gradiente estudiados en las secciones anteriores son métodos de punto fijo para resolver la ecuacién
VJ(u) = 0. Vamos ahora a estudiar el método de Newton que no es més que una generalizacién a varias

variables del método de Newton estudiado en el capitulo 1.

0

Supongamos que F' es diferenciable y sea u” un valor en un entorno de la soluciéon u. Pongamos

u = u® + h, tendremos utilizando el desarrollo de Taylor
Fw’+h)=0=F@’) + F'(u°).h + c(h?)

para valores de ||h|| pequeios resulta

1

Si ponemos u! = u® 4+ h esperamos que u! sea una mejor aproximacién de v que u°. De ahi el siguiente

algoritmo de Newton:

Algoritmo de Newton

1. u® € Q “cercano” a u
2. Obtenido el valor de u™ calculamos u™**! resolviendo
F'(u™h™ = —F(u™)
u" =" + A"

Vamos a estudiar ahora la convergencia del método de Newton. Serda un teorema de convergencia
local. Para ello necesitaremos algunos resultados previos.

Lema 4.2 Sea ||.|| una norma matricial subordinada y E una matriz cuadrada de orden d. Si ||E|| < 1
entonces existe la matriz inversa de (I + E) y ||(I + E)7!|| < ﬁ
Demostracién: Considreremos el sistema x + Ex = 0, es decir Ex = —z, entonces si ||E|| < 1,
lzl| = [[Ex]| < [|E[]-[l2]| <=

La tnica solucién de la ecuacién anterior es = 0. Por tanto I + E es no singular.

Por otra parte I = (I + E) — E, multiplicando por la derecha por (I + E)~!, resulta
(I+E)y'=I1-EI+E)!

tomando normas
I+ E)H <1+ (B + B)~ |

y finalmente reordenando y agrupando términos

I+ B)7H < 7—m
1—[|E]
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Lema 4.3 Sean A y B matrices cuadradas de orden d. Si A es no singular y ||[A71(B — A)|| < 1 entonces
B es no singular y

1A~1]
|A=1(B = A)|

1B~ <
1—

Demostracién: Pongamos E = A~1(B — A).
I+E=1+A'B-A)=I+A"'B-T1=A"'B
Por tanto A~!B es no singular y (A~!B)~! = B~1A y finalmente aplicando el lema anterior

1
1 —[[A=H(B - )]

1B~ Al <

de donde teniendo en cuenta ||[B~|| = ||[BTYAA™|| < ||B71A||.||[A7Y]| resulta

1A~H]
|A=H(B = A)|

1B~ <
1—

Lema 4.4 Sea 2 € R? un conjunto abierto y convexo y F : Q C R? — R diferenciable con continuidad

en Q. Para todo u € Q y h € R? tal que u + h € Q se verifica
1
Flu+h) — F(u) = / F/(u+ th).hdt
0

Demostracién: consideremos la funcién f : R — R definida por ¢t € [-1,1] — f(t) = F(u+th). tenemos

por la regla de Barrow
1
f0) - 10) = [ Fioy
0
que es la expresion buscada teniendo en cuenta que

f(t) = F'(u+th).h

Observacién: El lema es valido para F : Q € RY — RP aplicando lo anterior a las p componentes de
F.

Lema 4.5 Sea I : Q2 C R? — R? donde 2 € R? es un conjunto abierto y convexo, una funcién tal que

DF(.) es Lipschitziana, es decir

[F'(v) = F'()l| < yllv —ul] Vu,0eQ
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entonces para todo u + h € 2

1w+ h) = F(u) = F'(whl < 2| Ih]?

Demostracién: Tenemos
1
F(u+h)— F(u) — F'(u)h = / (F'(u+th) — F'(u))hdt
0
tomando normas y mayorando obtenemos el resultado buscado B
Teorema 4.5 Sea Q € R? un conjunto abierto y convexo y F : @ ¢ R? — R? diferenciable con

continuidad en 2. Supongamos que existe un punto v € ) y tres constantes r > 0, f > 0y v > 0 tales
que

s Flu)=0
» Uu,r) ={veRY |lv—ul|<r} CQ

= F'(u) es no singular y ||F'(u)~1|| < 8

|F(v) = F'(w)[| <Allo —ul| Yv,ueld

Entonces para e = min{r, ﬁ} y para todo u® € U(u,e) = {v € R%; ||v — u|| < €} la sucesién generada

por el algoritmo de Newton estd bien definida y converge hacia v con convergencia cuadratica, es decir
n+1 n 2
[ = ul] < By[lu" — ul|

Demostracion: tomemos ¢ = min{r, =— 1} entonces Yu’ € U(u, &) F'(u"), es no singular, en efecto
) 2B~ ’ ) )

1 ()~ [F' (u) = F' ()]

IN

1 () LI () = F (u)|

IN

B’ —ul] < Bye <

N =

Entonces por la relacién del lema 3] F’(u°) es no singular y

[1F" (u)" ]

/ uO -1
1E @RS T ) 1 (a0) — Fa]]

<2/F'(u)7H | < 28

u' estd bien definido y

u—u = u —u— F'(u®)THF W) - F(u)]
= F'@W)'F(u) - F(u®) — F'(u”)(u - u)]
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lu' —ull < |[F@)THLF () = Fu®) = F'(u®)(u - u)]

Bylu® — ulf?

IN

1

557 resulta

Por otra parte como |[|u® — u|| <

1
[lu' = ull < SfJu” = ull
2

lo que prueba u' € U(u,e) y por induccién probamos que |[u™™ — u|| < %[|[u™ — u|], el método es

convergente y la convergencia es cuadratica pues,

o = ]| < Byl — ull

Evaluacion del coste del método de Newton

En cada iteracién hay que

= Evaluar F(u"), d evaluaciones funcionales.

» Calcular los términos de F'(u™), es decir, d? (@ si F'(u) = VJ(u)) evaluaciones funcionales.

. . . . 7 . . 3 3 .
= Resolver un sistema lineal de d ecuaciones con d incégnitas, es decir, del orden de % (% si F(u) =

VJ(u))) operaciones, si lo resolvemos con un método directo.

Muchas veces no se conoce la expresion analitica de las funciones, por lo que no se conoce la expresién
de las derivadas parciales. Se recurre entonces al calculo numérico de estas derivadas mediante diferencias
finitas,

Ei(u” + Anej) — Fi(u")
An

[F" (u™)]ij =

Observacién: Si se elige )\, adecuadamente, por ejemplo, A\, < C||F(u™)|], la convergencia sigue

siendo cuadratica.

Algoritmo de Newton modificado

El gran inconveniente del método de Newton descrito anteriormente es la necesidad de resolver un
sistema de ecuaciones en cada iteracién, lo que hace que en general sea muy costoso. De ahi la necesidad
de modificar el método de Newton para soslayar estas dificultades. Un primer método es el algoritmo de
Newton modificado que consiste en realizar una primera iteracién de Newton y en las siguientes conservar

la matriz de la iteracién inicial. El algoritmo de Newton modificado es:

1. u® € Q “cercano” a u
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2. A = FI(UQ)

3. Obtenido el valor de u™ calculamos ™! resolviendo
AR™ = —F(u™)
unJrl — un 4 hn

La matriz A solo se factoriza una vez. El inconveniente de este método es que la convergencia deja de ser

cuadratica y pasa a ser lineal.

Ejercicios:

1. Sea F : R? — R? definida por
. r+y—3
F(z,y) = [ 224y -9 ] :
Resolver utilizando el método de Newton la ecuacién F(z,y) = 0 tomando como valor inicial
(z,9)" = (1,5).
2. Resolver utilizando el método de Newton el problema siguiente: Hallar (Z, %) € R? tal que

J(z,9) = wonf o, J(z,y)

donde J(z,y) = (z — 2)* + (z — 2y)*.
3. = Considerar la funcién J : R? — R? definida por
J(x,y) = log(x® +y* + 1)
Demostrar que el problema: Hallar u = (z,y)" € R? tal que

J(u) = inf J(v)
vER?

tiene solucion unica.

s Comprobar que la Diferencial Segunda de J(.) es definida positiva en el punto solucién.

= Calcular la solucién del problema anterior utilizando el método de relajacién y tomando como

valor inicial u® = (1,1).
4. Considerar el siguiente problema en R¢: hallar v € R? tal que
Au+ F(u) = f
donde f € R%, A es una matriz de orden n definida positiva, y por tanto verifica

Ja >0 (Av,v) > allv|]* Vv e R?
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y F : R? — R? es Lipschitziana, es decir
IM >0||F(u) — F(v)|| < M|ju— ||V u,v € R
Demostrar que si % < 1 el siguiente método de punto fijo converge

s 40 € R? arbitrario

= Obtenido u™ calculamos u™t! resolviendo

Ayt = f — F(u™)

4.4. Meétodos de Quasi-Newton

Método de Broyden

Los métodos de Quasi-Newton se pueden considerar una generalizacion del método de la secante.

Vamos aqui a considerar el mas sencillo de ellos que es el conocido como método de Broyden.

Recordemos el método de la secante para resolver ecuaciones de una sola variable real, f(z) = 0. Una

iteracion del método de la secante es:

_ fEM)—f@mt

Zn_gn—T

donde a,, es una aproximacién de la derivada de f en z™, f/'(z"™), de la forma a, que

se puede escribir de la forma a,(z" — 2""1) = f(2") — f(z"!) y a la que llamaremos ecuacién de la

secante.

Consideremos ahora un sistema de ecuaciones como en el apartado 5.4. y efectuamos una primera

iteracién del algoritmo de Newton. Es decir, dado

u® € Q “cercano” a u, solucién de F(u) = 0 Obtenemos el valor de u! resolviendo

ut =u’ + ht

En la siguiente iteracién sustituiremos F’(u') por una aproximacién de la misma A; ~ F'(u!) de

manera que esta aproximacion verifique la ecuacién de la secante, es decir,

Esta ecuacién no determina la matriz A; de forma tnica pues no nos da informacién de como opera A;

1

sobre las direcciones ortogonales a u' — u®. Procederemos en el primer paso de la siguiente manera:
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1. u® € Q “cercano” a u, Ay = F'(u)

1

2. Calculamos 1" resolviendo

Ags = —F(u)

ulzuo—i—s

1

Donde s = u! —u° y denotamos y = F(u'!) — F(u°). En la iteracién siguiente determinamos A; de modo

que cumpla, por una parte, la ecuacion de la secante
Ais=y
y por otra parte anadiremos las condiciones
Ayz=Apz Vz ortogonala s
Estas condiciones determinan de forma tnica la matriz A;. En efecto,
(A1 — Ag)z = 0 Vz ortogonal a s

Ay — Ag tiene que ser una matriz de rango 1, que podemos buscar de la forma wu.s’, de esta manera

u.s'z = u(s'z) = 0. Finalmente como

Ais=y
(Al — Ao)S =Y — A()S

us's =y — Ags

y — Ags
w=Z—
sts
es decir
A1 = AO —|— USt
= Ag+ (y_AOS)St
|Is][?
Algoritmo de Broyden
1. u® € Q “cercano” a u
2. AO = F’(uo)
3. Paran = 0,1, ..., obtenido u™, calculamos u™** resolviendo

s A" = —F(u")
. unJrl — un + Sn
w Yyt =F(u"™) - F(u")

. AnJrl _ An + (yn*AnSn)(Sn)t

IEHIE
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Algoritmo de Broyden con adaptaciéon de la inversa de la matriz de iteracion

Para sistemas de tamano pequeno puede ser interesante adaptar la inversa de la matriz de la iteracién.
Para ello se puede utilizar la formula de Sherman Morrison siguiente: Si A es no singular y z e y son

vectores tales que 1+ y* A~ 'x # 0 entonces A + zy es no singular y se tiene

A gyt A1

S S
(A+zy') " =A [ yiA Tz

que se puede comprobar mediante verificacién directa.

El algoritmo de Broyden con adaptacién de la inversa de la matriz es

1. u® € Q “cercano” a u

2. Ag = F'(u°), calcular Ay",

3. Paran =0,1,..., obtenido u", calculamos u™*! resolviendo
5" = —A1F(u")

. un+1 :un+8n

w Y =F(u"™) - Fu")

—1 g1y (AT AL
An+1_An + (Sn)tA;Iyn

Interpretacién de la matriz de iteracién de Broyden a partir de un problema
de optimizacion

Vamos a ver otra manera de deducir la matriz de adaptacién de Broyden.

Teorema 4.6 Sea A,B € R¥*?4 s y € R? con s # 0. Para todo par de normas matriciales ||.|], |||.]|],

tales que
1A-BI[ < [[A[[[I|BI]|
y |||%||| =1 para todo v € R%, la solucién del problema: Hallar A € Q(y, s) tal que
1A= All= inf [|B=A|
€Q(y,s)
donde
Qy,s) = {B € R4 Bs =y}
es
_ ¢
Ao Ay W—As)s

sts
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Demostracion:
- (y — As)s? (B — A)sst
A - A == =
ja-a) = U B A,
t
s
< ||IB=A|llll=—Ill<|IB-A
< 1B - ALl < 1B - Al
|
Observacién: En particular podemos tomar ||.]| = |||.||| la norma matricial inducida por la norma

euclidea habitual. En efecto, para la norma euclidea tenemos para todo v € R?

vt 1 1
122 = et = —— sup [t
vty [[v]|? 0] |jz)1=1
1 : 1 .
= sup |[v'z|||lv|| = — sup |v'z
[|v][? \\z\\I:)l' il [[v]] Mi)l' |
= =1

Método BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno)

La adaptacion de Broyden no conserva la simetria de la matriz ni el caracter definido positivo. Cuando
se trata de minimizar funciones, es decir ' = V.J donde J : Q € RY — R, la matriz jacobiana de F,
es decir la matriz Hessiana de J es simétrica y como veremos en el apartado siguiente si queremos que
el valor de la funcién vaya disminuyendo en cada paso al aplicar el algoritmo de Newton, tiene que ser
definida positiva. Por ello en los métodos de Quasi-Newton cuando se aplican a la minimizacién de una
funcién es razonable buscar adaptaciones de la matriz que conserven la simetria y el caracter definido
positivo. En el siguiente método BFGS, se adapta directamente la inversa de la matriz que sustituye a la
matriz Hessiana del método de Newton conservandose la simetria y el caracter definido positivo. Verifica

ademas la ecuacion de la secante.

1. u% € Q “cercano” a u
—1
2. By = (F’(uo)) o bien By = 81

3. Paran =0,1,..., obtenido 1", calculamos u™*! resolviendo

= s" = —B,F(u")

. un+1 :un+8n
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y" = F(u"™') — F(u")

Bais = (1= s (0")') Ba(1 = Grfram (")) + Grfram ™ (57)'

En el siguiente ejercicio se justifica esta eleccion.

Ejercicios:

1. Sean y, s € R? tales que p = ﬁ > (0. Sea B simétrica y definida positiva

4.5.

Demostrar que B dada por
B = (I — psy")B(I — pys") + pss’
es simétrica y definida positiva.

Demostrar que B verifica la ecuacién By = s

Sea J : © € R? = R una funcién estrictamente convexa. En el algoritmo BFGS anterior
considerar F(v) = VJ(v). Sean s" = u"*! —u" e y" = F(u"!) — F(u"). Demostrar que

(y™)ts™ > 0 si s™ # 0.

Aplicar los métodos de Newton y de Broyden para resolver
z+y—3=0
22 +1y2—9=0

utilizando como valor inicial (z°,4°)! = (1,5)*
Comprobar que converge hacia la solucién del problema anterior (z,y)! = (0, 3)*

Elegir otro valor inicial con el fin de obtener la otra solucién del problema, es decir (z,y)! =
(3,0)"

Comprobar la convergencia cuadratica del método de Newton y la convergencia superlineal
del método de Broyden para este ejemplo.

Método de Levenberg-Marquardt

El método de Newton es un método que resuelve la ecuacién VJ(u) = 0 cuando converge, aunque

no estd garantizado que converja a una solucion u que es un minimo de J(.), puede converger hacia un

maximo o a un punto silla. Por otra parte el método en general solo tiene convergencia local. En esta

seccién estudiaremos una modificacion del método de Newton en el se que pretende por una parte que la

convergencia sea global y por otra que eml método converja siempre a un minimo.

Para ello consideraremos el método de Newton como método para minimizar funciones y veremos

qué condiciones debe cumplir la matriz Hessiana de J(.) para que el método sea propiamente un método

de descenso.
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Consideraciones sobre el método general de descenso

El método general de descenso se escribe

1. u® € R? | arbitrario
2. Conocido u" se calcula u™*! de la siguiente manera:

= FElegimos la direccién de descenso d" y p, € R

. un+1 =" +pndn

y el método de descenso con pardmetro 6ptimo es

1. u® € R? , arbitrario
2. Conocido u" se calcula u™*! de la siguiente manera:

= FElegimos la direccién de descenso d"

= Calculamos p,, € R tal que
J™ + ppd™) < J(u" 4+ pd") VpeR
» "=+ ppd”
Veamos qué condiciones debe cumplir d* para asegurarnos que J(u"*!) < J(u™). Sin perder genera-
lidad podemos suponer que p, > 0y que ||d"|| = 1. Si J(.) es diferenciable
T = J(u" + pud™) = J (") + pu (VI ("), d") + | pale(pnd”)
donde ¢(v) — 0 cuando ||v|| — 0. Si elegimos d" de manera que
(VJ(u™),d") <0

tomando p, > 0 suficientemente pequefio obtendremos J(u"*1) < J(u™).

Comentario 4.1 : Entre los anteriores métodos:

» En el método de Gradiente d™ = —V.J(u™)/||VJ(u™]].

= En el método de relajacion d” se toma sucesivamente igual a las direcciones de los ejes coordenados
ei=(0,...,1,..,0) y pp, € R

» En el método de Newton p,d™ = —H (u")~1VJ(u").
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Interpretacién del método de Newton bajo la 6ptica de minimizacién de una
funcién

Sea J : R? — R diferenciable la funcién a minimizar. Sea u™ una aproximacién de la solucién.
Desarrollando en serie de Taylor Maclaurin

J()=Jw") + (VJ(u™),v —u") + %(H(u”)(v —u"),v —u") + (v —u")|jv — u"|)?

con £(v) — 0 cuando v — 0. La iteracién de Newton se puede interpretar como la bisqueda del minimo

de la funcién cuadratica siguiente

q(v) = J(u") + (VJ(u"),v —u") + %(H(U”)(v —u"),v—u")

El minimo de esta funcién que llamamos vt verifica
g(u"™t) < q(v) Vv eR?
y viene dado por Vq(u"*!) = 0, es decir,
VJ(u™) + Hu™)(u" —u™) =0

de donde,
"t =" — Hu") VI (u™)
que es el método de Newton.
El método de Newton se puede interpretar como método de descenso, tomando por ejemplo, p, = 1
y d* = —H(u")"'V.J(u"). Para que en cada paso la funcién a minimizar decrezca, es decir, J(u"*1) <

J(u™), necesitaremos que

(Hu™) "'V J(u™),VJ(u™) >0

es decir que la matriz H(u™)~! y por tanto también la matriz Hessiana H (u™) sean definidas positivas.

Como esto no siempre es asi vamos a modificar la matriz Hessiana con el fin de que en cada paso

obtengamos una matriz definida positiva: Para ello sustituimos H(u™) por
enl + H(u™)

y elegimos €, > 0 de manera que la matriz perturbada sea definida positiva. La iteraciéon modificada se

*1 resolviendo el problema

escribe: Conocido un valor u”, calculamos u™

(en + Hu™)) (u™* —u™) = =VJ(u") (4.1)

que se conoce como el método de Levenberg-Marquardt.
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El método que obtendremos es un método que se aproximara al método de gradiente si €,,1 es grande

comparado con H(u") y se aproximard al método de Newton si &, es préximo a cero.

Dada una matriz A no singular y simétrica podemos averiguar si es definida positiva calculando la
factorizacién de Cholesky A = RR* que se puede poner de la forma A = LDL! con R = LD'? donde L

es triangular inferior con los elementos de la diagonal iguales a 1. Para matrices simétricas, no singulares,
aunque no necesariamente definidas positivas la factorizacién A = LDL? es siempre posible. Si la matriz
diagonal D tiene elementos negativos, entonces la matriz no es definida positiva y la factorizacién de

Cholesky no es posible.

Queda por determinar una estrategia adecuada para elegir en cada iteracion el valor de ,. Dada una
aproximacién u™ y un valor del parametro e,, > 0, se efectiia la factorizacién de e, I + H(u™) = LDL!. Si
algin valor de la matriz diagonal D es negativo (es decir, no existe factorizacién de Cholesky), entonces
multiplicamos ¢, por un factor 4 y repetimos hasta que los elementos de la diagonal de D sean todos
positivos. Resolvemos entonces (1)) haciendo uso de que la matriz ya est4 factorizada y obtenemos u™**.
Calculamos J(u"*1) y determinamos R,, como el cociente entre el decrecimiento de J(u™) — J(u"*1) y el
decrecimiento de la correspondiente aproximacién cuadrética q(u™) — g(u™*1). Observar que cuanto més
proximo esté R, de la unidad, més fiable es la aproximacién cuadratica y mas pequeno se puede elegir el

valor de &,. Bajo esta éptica, si R,, < 0.25, elegimos €,,41 = 4e,; si R, > 0.75 elegimos &,41 = £,/2; en

otro caso £,41 = €,,. Ademds si R,, < 0, no hay mejora en el valor de J(.), entonces hacemos utl = qyn.

Algoritmo de Levenberg-Marquardt

1. uP e R?% g >0
2. Paran =0,1,2,..., obtenido u™, calculamos u™t! resolviendo

» A, =¢,] +H(u")=LDL!
Si A, no es definida positiva &, + 4e, y volvemos al paso anterior para recalcular A, y

factorizar de nuevo.
Si A,, es definida positiva

» LDL's" = —VJ(u")

R i i

» Calculamos J(u"T1)

= Calculamos q(u"™!) — J(u™) = (VJ(u"), s") + 2 (H(u™)s"™, s")

= Calculamos R, = % (observar que en este paso ¢(u™) = J(u™))

= SiR, <0.25 g,41 = 4e,
Si R, > 0.75, g1 = €,/2
En otro caso e,41 = ¢,

Ademas si R, <0, vt = ™.
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Ejercicio (para clases précticas a resolver con ordenador):

Dada la funcién J : R? — R, definida por

J(z,y) = (2 +y— 1+ (z+y* —8)°

1. Aplicar el método de Newton para obtener todos sus puntos criticos, es decir los puntos u = (z, )t €

R? verificando, V.J(u) = 0.

2. Calcular todos los minimos relativos de J(.) y el minimo absoluto utilizando el algoritmo de

Levenberg-Marquardt.

3. Dibujar sobre una grafica de isovalores el resultado de las iteraciones con uno y otro método.
4. Calcular todos los minimos relativos de J(.) utilizando el algoritmo BFGS

5. Comparar las propiedades de convergencia de los tres métodos.



Capitulo 5

Optimizacion de funciones
cuadratricas

5.1. Generalidades sobre las funciones cuadraticas

Una funcién cuadrética es una funcién de la forma
J:veR — Jw) €R

donde J(v) = £(Av,v) — (b,v) siendo A una matriz de d filas por d columnas simétrica y donde b € R?

Una funcién cuadrética J(.), es eliptica si y solo si la matriz asociada A es definida positiva. En efecto,

calculemos la diferencial de J(.) en un punto wu,
DI(w)(v) = (VJ(u)v)

((Au,v) + (Av,u)) — (b,v)

Il
TN

Au,v) — (b,v)
pues A es simétrica y (Av,u) = (v, Au) = (Au,v). Por tanto

VJ(u)=Au—1b

Si J(.) es eliptica, existe a > 0 tal que
(VJ(u) = VJI(v),u —v) > allu—v|> Yu,veR?
como VJ(u) = Au — by VJ(v) = Av — b resulta
(Au — Av,u —v) > allu —v|[*> Vu,v € R?

67
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como u y v son cualesquiera
(Av,v) > allv]|?

Reciprocamente, si A es definida positiva, existe a > 0 tal que
(Av,v) > a||v]|]* Yo #0
por tanto Yu,v € R?  u # v, entonces
(A(u —v),u —v) > aflu—|]?
y finalmente
(VJ(u) — VJ(v),u —v) > allu—v|?
Si A es definida positiva el minimo de J(.) estd caracterizado por V.J(u) = 0 es decir, Au = b. De

modo que el problema de hallar u € R? tal que J(u) = inf,cga J(v) equivale a resolver Au = b.

Vamos a considerar ahora la minimizacién de funciones cuadriticas con matriz asociada A definida
positiva, por tanto elipticas. Sabemos que el problema tiene solucién tunica.

5.2. Meétodos de descenso
5.2.1. Método general de descenso

Sea u® € R? vector inicial arbitrario. Construiremos una sucesién de vectores (u™),, a partir de u’. El

aso general para construir u” 1! a partir de u™ es
p p p

= Fijamos una direccién de descenso d” # 0 en el punto u”

= Resolvemos el problema del minimo siguiente: Hallar p,, = p(u™,d™) tal que
J(u" + ppd™) = tnf J(u™ + pd™)
pER
que tiene solucién tunica pues J(.) es eliptica.
un+1 _ un +pndn
En el caso de funciones cuadraticas el célculo de p,, = p(u™, d™) es sencillo, en efecto derivando la funcién

p— J(u™ + pd™) e igualando a 0
(VJ(u" + ppd™),d") =0
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(A(™ + ppd™) = b,d") =0

despejando py,
_ (b_Aun,dn) _ (,,,n,dn)
Pr = "CAdn, dny  (Adw,dn)

donde hemos introducido el residuo correspondiente r™ = b — Au™.

Algoritmo general de descenso

1. u® € R? arbitrario.
2. " =0b— Au"

_ _(d")
3 Pn = Taz

4, ™t =y + pd®

o bien observando que r"*! =" — p, Ad"

1. u® € R? arbitrario; r¥ = b — Au®.
o (T7l7dn)
2. pn = iz am

3. untl =y + pd”

4. prtl =pn — p AdP

Para distintas elecciones d”, obtenemos distintos métodos.

Ejercicio: Verificar que si en el método general de descenso elegimos como direcciones de descenso
d™ las direcciones de los ejes, es decir, e; = (0,...,0,1,0,...,0) obtenemos el método de Gauss-Seidel para

resolver Au = b.

5.2.2. Propiedades de convergencia de los métodos de descenso

Vamos a estudiar ahora las Propiedades de los métodos de descenso.

Propiedad 5.1 Cualquiera que sea la direccién de descenso d" elegida, para p, 6ptimo se tiene para
todon >0

(dn,,,,nJrl) =0

es decir, la direccion de descenso y el nuevo gradiente de la funcién son ortogonales.
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Demostracién: Hemos comprobado ya que 7"t = r™ — p,, Ad™. De donde,

(dnv TnJrl) (dnv - Pn4 1dn) (dnv Tn) - pn(dnv ‘1dn)
(r",d")
= (d",r")— ——(Ad",d") =
( )T ) (4dn,d")( ’ ) 0

Propiedad 5.2 El problema de minimizar una funcién J : v — %(Av,v) — (b,v) con A simétrica y

definida positiva, es equivalente a minimizar
2
E(v) = (A(v —u),v —u) = [fv —ul[3
donde u es la solucién buscada, es decir, verificando Au = b.

1/2

Nota 5.1 Hemos introducido la notacién ||v||4 = (Av,v)'/# para la norma asociada al producto escalar

u,v — (Au,v)

Nota 5.2 E(.) es la funcién error asociada al valor v, mds precisamente, es el cuadrado de la norma

asociada a la matriz A del error e = v — u.

Demostracion:

&
—~
<
=
Il

(A(v —u),v —u) = (Av,v) — 2(Au,v) + (Au, u)
= (Av,v) — 2(b,v) + (Au, u)
2J(v) + (Au,u)

Como (Au,u) es constante, es decir, independiente de v, E(.) y 2J(.) y por lo tanto J(.) alcanzan el

minimo en el mismo punto u. W

Demos ahora una interpretacion geométrica de los métodos de descenso: Consideremos el caso de
funciones cuadréticas en R?. Las ecuacién E(v) = cte es una elipse. Para diferentes valores E(v) = E(u")
obtenemos una familia de elipses concéntricas centradas en el minimo de u de la funcién y que representan
las curvas de nivel. El vector d" es tangente a la elipse E(v) = E(u™*!). Como r"*! es ortogonal a d",

r"t1 es ortogonal a la tangente de la curva de nivel.

Vamos a estudiar ahora cudles son las posibles elecciones de d" que permitan asegurar la convergencia
1% que p

del método de descenso.

Lema 5.1 Parad”#0y r™ #0
Bu"*) = E@u")(1 — )
donde

- (Tn7dn)2
T Ad Ay (AT )
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Demostracién: Sustituimos el valor de p,, en la expresién de E(u"*1):

E@"™) = E@™+ pud™) = (A(u™ —u+ ppd™), u™ —u+ ppd™)
= (A" —u),u™ —u) + 2pp(A(u™ — u),d") + p2 (Ad™, d")
= B = 2,7 )+ pR(AD", )

(rm, dm)? (rm, dm)?

= B =200 + g g AT )
B " (,r.n,dn)Q

= B = G am

B - e U

E(um) (Ad",dn)

Finalmente como

obtenemos el resultado. W

Observacién: El ntimero v, es siempre positivo pues A y por lo tanto también A~! son matrices

simétricas y definidas positivas.

Lema 5.2 Mayoracién de ,: Cualquiera que sea d"™ # 0, y siendo p,, el valor 6ptimo local tenemos la

siguiente relacion vélida para n >0

(rn,dn)2 1 rn dr 9
Tn = Adm . dP)(A—1yn pn z A ( || ||dn )
(Adr, dm) (A= rm, ) = w(A) e[ [|dm ]

donde x(A) es el nimero de condicionamiento de la matriz A.

Demostracion: La matriz A siendo simétrica y definida positiva, tiene todos sus valores propios
reales y positivos.
0< )\mzn = A1 < AQ <..< )\d = )\maz

Sabemos % < Amaz s decir (Ad™, d™) < Apaz||d?]]?.

Los valores propios de A~! son

0<

<en =S

max )\mzn

1,.n ,.n
™) 1 : —-1,.n ,.n 1
T < xooves decir (A™trm™ r™) <

de donde 4 pwavnd | | 8

|r

Y finalmente
(Ad™, d™)(A=Lrm rm) < Ammaz
[ [[2] ]2 = Amin
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de donde
1 (r",d")2
Tn 2 A n||2]|dn||2
w(A) (|| 2] dm ]|

El anterior lema nos va a permitir elegir las direcciones de descenso:

Teorema 5.1 Sea p, el éptimo local; Si para toda direcciéon d™ se verifica para todo n > 0

2> p>0

donde p es independiente de n, entonces la sucesién (u"), generada por el algoritmo de descenso es

convergente hacia la solucién que minimiza E(v), y por lo tanto J(v).

Demostracion: El lema anterior permite escribir

E@™?) = BEu™)(1 — ) < B(u™)(1 — —
() = Bu) (1~ 70) € )1~ 55)
de donde, aplicando recursivamente la relacion anterior
B(u") < (1 - —=)"B(u”)
B r(A)
Por otra parte, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz
,r,n dn
0 << (s ) S 1
[l [l
y como k(A) > 1, resulta 0 < 1 — % < 1, de donde
’ n __ 2 — 17 ny _
Jim flu” =y = lim E(u") =0
y también
0< A < (A(u —nu),u2—u)
[lum = ull
n 2 1 n n 1 n nreo
[lu™ — ]| S/\—_(A(u —u),u” —u) = " Ew") =0
|

Observacién: En el marco de los métodos de descenso con p = p™ 6ptimo local, el anterior teorema
permite dar una condicién suficiente en la eleccion de d™ para asegurar la convergencia: Para todo n > 0

d™ debe ser no ortogonal a ™.
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5.3. Meétodo de gradiente con paso optimo

5.3.1. Descipcién del método de gradiente con paso 6ptimo

Entre las direcciones posibles d” que aseguran la convergencia del método de descenso con eleccién

Optima del parametro p,, una eleccién obvia es d™ = r"™, para la que el pardmetro u verifica

,r.n

; ) =l =1
|ETICA] [l

El método de gradiente consiste en elegir el gradiente como direccién de descenso, concretamente d™ =

—VJ(u") = —(Au™ — b) = r™. El algoritmo de gradiente con paso éptimo se escribe

1. u® € R? arbitrario.
2. Una vez obtenido u" se calcula u™*! de la siguiente manera:

] r":b—Au"

" Pn = (E:Tr;TWg)

. un+1 =" + pn,r.n

para evitar el producto de una matriz por un vector en el cdlculo de ™ observemos
Au™Tt = Au™ + pp Ar™

de donde

n+1

r =7r" — p Ar"

y el algoritmo queda de la forma

1. u® € R? arbitrario.

w0 =p— A

AR
PO = Tar0 0y
v ul =0 4 por°

n ol =70 — pyAr?

2. Una vez obtenido u" se calcula u™** de la siguiente manera:

. un+1 =" + pn,r.n
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R R A . Vil

La expresion del error es en este caso

il

(Arm rm)(A=Lrm, rm)

B(u"t") = E(u")(1 - )

5.3.2. Convergencia del método de gradiente con paso 6ptimo

Vamos a estudiar con mas profundidad la convergencia del método de gradiente con paso éptimo.

Para ello necesitaremos un lema previo.

Lema 5.3 Desigualdad de Kantorovich

Sea A una matriz simétrica y definida positiva. Para todo x # 0, tenemos:

1< (A.I,x)(Ail.I,CC) < (/\mln + /\max)2
- ||(E||4 o A\ minAmaz

donde Apin ¥ Amaz son los valores propios minimo y méaximo de A respectivamente.

Demostracién: Si A e simétrica definida positiva (resp. A~!) es diagonalizable y tiene todos sus

valores propios positivos y se puede elegir una base ortonormal de vectores propios. Sean
0< )\mzn = A1 S; ey < Ad = Amax
los valores propios de A. Respectivamente, los valores propios de A~! son

1 1
0 = —
= )\mam )\d

1 1
<y < — =
o /\1 )\mzn

y sea (v;)%_, la base ortonormal de vectores propios. Para z € R?, z = X4 z;v;; ||2][?

también (Az,z) = XL Nz |* y (A7 'z, 2) = B¢, 3L |x;]%. De modo que

(Az,2)(A 'z, z) Sy NP2 5 fa]?

[|[[* R R B

2
i3

x*
»d_ g2
j=1"j

para i =1,...,d resulta a; > 0, Eleai =1y

denotando «; =

(Az,2)(A e, 2) d 1
[ Y

i:1|$i|2 Yy

Consideremos en el plano R? los puntos M; = (\;, )\l) El punto M = % a; M; = (2L a; )\, Zleai%)

combinacién lineal convexa de los puntos M; estara contenido en la zona rayada de la figura. Llamando
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A = X% a;\;, resulta que la ordenada del punto M, ¥ a;+ es inferior a la ordenada del punto M

situado sobre la recta M;My. Por otra parte la ordenada del punto M es superior a Mediante un

1
5
sencillo calculo,

Es decir,

o I M+X—A
1=X1/2A) < 2L o El a— < A

i T A Ag
A+ Ag— A (M + )\d)2
< )\ =
- M?ﬁgx\d A1 ) UDNDY)
A1t+Aa

D1+Xa)?
AX1 Mg .

La funcién f(\) = )\%;d_’\ alcanza su maximo para A = y ese valor maximo vale

2

Teorema 5.2 El método del gradiente con paso local 6ptimo es convergente. El factor de reduccion del

error en cada paso es menor o igual que ZA—1
p gual que T

Demostracién: Aplicando la desigualdad de Kantorovich para el residuo en la n-ésima iteracién r™

del método de gradiente tendremos

||,,,n||4 4)\minAmax o 411(14)
(Arm rn) (A1 ) = (Npin + Amaz)? (14 Kk(A))2
entonces
n n 4'%(*‘4) _ n K(A) -1
E@"™) < B(u")(1 - m) = B( )(IQ(A) n 1)2
de donde finalmente
n+1 I{(A) -1 2n
B ) < B
o lo que es lo mismo
Kk(A) —1

)n

n _ < 0 _ M -
o = wlla < 1~ ulla (S

Observacién: Si x(A) es préximo a 1, el método converge rdpidamente. Cuando x(A) = 1 todos los
valores propios son iguales. Tomemos A = Al y E(v) = (A(v —u),v —u) = AMv — u,v —u) = A||[v — ul|?.
Es decir la ecuacién E(v) = cte es la ecuacién de una superficie esférica de centro u (una circunferencia

si d = 2) y el método converge en una sola iteracion.

Por el contrario si k(A) es grande, los valores propios Amin ¥ Amas son muy diferentes; Los elipsoides

E(v) = cte son entonces muy aplastados. La convergencia es lenta. Para que

<e¢
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es suficiente que

H(A) -1 2n
<
(K(A) + 1) =€
es decir
Kk(A)+1 1
Como para valores de k(A4) mucho mayores que 1,
K(A)+1, 2 N 2 2
Sy o7y e Dt o7 o 7y
resulta
k(A4), 1
n~ 1 lng

El ndmero de iteraciones es proporcional a «(A).
Ejercicio: Método de gradiente con paso constante

Puesto que el método de gradiente con paso 6ptimo , debido al efecto zig-zag y al coste del célculo de
pn puede no resultar é6ptimo desde un punto de vista global, podemos pensar en un método de gradiente

con pardmetro constante, donde u™*! se calcula a partir de ™ mediante

1. 7" =b— Au™

2.yt =y + ar®
y donde « es independiente de n.

» Demostrar que el error en la iteracién n-ésima e = u™ — u se expresa e” = (I — aA)"e? donde I la
matriz identidad y que la condicién necesaria y suficiente de convergencia es que el radio espectral
de I — «A, verifique p(I — ad) < 1, es decir, que « y los valores propios de A, A\;, i = 1,...,d
verifiquen

1—a)N|<1,i=1,...d

= Supongamos que A sea simétrica y definida positiva y sean 0 < \; < ... < A4 los valores propios de
A. Demostrar que la condicién de convergencia es

2
I<a< —
Ad
= Demostrar que el valor 6ptimo de « es
2
Qopt = ————
PN+ A

y el correspondiente radio espectral para este valor éptimo es

k(A)—1

Pl — aopA) = RA) 11
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5.4. Meétodo de Gradiente Conjugado

5.4.1. Introduccion

En esta seccién investigaremos nuevas direcciones de descenso d” para ser utilizadas con el paso local

(dn"rn)). Como hemos demostrado anteriormente (d"~1,7") = 0.

optimo, p, = TAd™,dn)

Vamos a buscar ahora la nueva direccién de descenso d” en el plano formado por las dos direcciones
ortogonales " y d"~'. Pongamos
d¥ = 1" + Bpd !
y calculemos el parametro 3, de modo que la reduccién del error sea lo mas grande posible en cada paso.
Tenemos
(rm, d™)?

E(unJrl) — E(un)(l — (Adn,dn)(A—lT‘n,rn)

)

Elegiremos 3, de manera que
(Tn, dn)Q
(Adm,dm)(A=Lym )

sea maximo. Como
(r™,d™) = (" " A Bud™ ) = [P Ba (P, A ) = [

elegiremos d° = 7° de modo que esta relacién se verifique también para n = 0. Tendremos pues (1", d") =

[[r"||? para todo n > 0. La determinacién del maximo de

e

(A, d") (AT o) (Adm, dm)(A-Tr, )

se reduce a minimizar (Ad™,d"™). Desarrollando este término
(Ad™,d™) = (A" + Bpd™ 1), r™ + Bpd™ ™)
= Ba(Ad" ' d"TY) + 2B, (Ad" T ) + (ArT ™)
Para que este trinomio sea minimo, hay que elegir 3,, de modo que
Bu(Ad" 1 d" ) 4 (A" ™) = 0

de donde deducimos

= (Ad™=1t,rm)
" (Adn—1,dn—1)
y también
(Ad"= 1" 4 Bpd™ 1) = 0
es decir,

(Ad"*,d™) =0
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Definicién 5.1 Cuando dos vectores u y v verifican la relacién (Au, v) = 0 se dice que son A-conjugados.
Cuando A es simétrica y definida positiva la aplicacién u,v — (Au,v) es un producto escalar. La relacién

para dos vectores de A-conjugacién no es mas que la ortogonalidad con respecto al producto escalar

(A, ).
Veamos algunas propiedades que relacionan los residuos sucesivos y el valor de (3,,.
Lema 5.4 Se tienen las siguientes relaciones, validas si r™ # 0 para i = 0, ..., n:
("t =0 n>0

ademas

_ P
Bo =0, ﬁn—m Vn >1
rn-

Demostracién:

Bo = 0 pues se toma como primera direccién de descenso d° = r9.

(L) = (= paAd 1) = [P pa(Ad”, 1)
= |Ir"[]* = pu(Ad", d" — Bnd" ™)
= Ir"[]” = pu(Ad", d") + poBa(Ad”,d" 1) =0
teniendo en cuenta que
(Ad™,d" ') =0
y que
(rmdm) P

P = Adr,dm) ~ (Adm,dn)

Por otra parte Ad"~! = —2—(r"~! — ") para n > 1 de donde

Pn—1
1 1

Adnflvrn — ,rnfl _ ,Tn - _ PR 2

( )= 1) = =l
y también

1 1 1
(Adnfljdnfl) _ ((Tnfl _ Tn)7dn71) _ (Tnfljdnfl) _ ||Tn71||2
Pn—1 Pn—1 Pn—1
de donde finalmente
(A )

Bn:_

(dnfl,Adnfl) - ||,r.n71||2
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5.4.2. Algoritmo de Gradiente Conjugado

El algoritmo de Gradiente Conjugado es el siguiente:

1. u° arbitrario y d° =% = b — Au°.

2. Paran=0,1,...

[l ]2

r = (Ad, dm)

unJrl _ un +pndn

Pt = — p, Ad®

42
Bupr =
! [Ir™{[2

dn+l _ Tn-i—l 4 ﬁn-l—ldn

Ejercicio:

Sea ¢ el numero medio de coeficientes no nulos por linea de la matriz A de orden N. Calcular el
ntimero de operaciones de una iteracién del algoritmo de Gradiente Conjugado. (Resp: (¢ + 5)N + 2

multiplicaciones y (¢ +4)N — 2 sumas.)

5.4.3. Propiedades del algoritmo de Gradiente Conjugado

Teorema 5.3 En el método de Gradiente Conjugado, tomando d° = 7° = b— Au®, se verifica, para todo

n > 1 siempre que r* # 0 y para todo k < n — 1, las siguientes propiedades

(r",d*) =0 Vk<n-1
(d", Ad") = (Ad",d") =0 Vk<n-1

(") =0 Vk<n-1

Demostracion: Utilizaremos el principio de induccion.
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1

1. Para n=1 se verifica (r',d’) = (r',7%) = 0 por la propia definicién del método y al propiedades

senaladas anteriormente.
Por otra parte

(d', Ad") = (Ad",d°) =0

es la relacion de conjugacion para dos direcciones de descenso consecutivas.

. Supongamos que se verifican las relaciones del teorema para el valor n y veamos que en ese caso se

verifican también paran+ 1y k < n.

Para la primera relacién tenemos en el caso k = n, tenemos (r"*1 d") = 0 que se cumple en todos

los métodos de descenso con paso éptimo.

Por otra parte para k =1,2,...,n — 1 tendremos
(TnJrla dk) = (Tn - pnAdn, dk) = (Tnv dk) - pn(Adnv dk)

siendo estos dos 1ltimos términos nulos por la hipétesis de recurrencia.
Para la segunda relacién en el caso k = n, tenemos (Ad"*t, d™) = 0 es la relacién de conjugacion.

Para k=1,2,...,n — 1 tenemos
(d"*h, AdY) = (7T Bugad®, Ad) = (P, AdR) + By (47, AdY)

donde en el tltimo término del segundo miembro (d", Ad¥) = 0 por la hipétesis de induccion.

Ademés r*+1 =k — p; Ad¥ de donde

1

Adk _ —(T‘k _ Tk-i—l)
Pk
resultando
1 1
(dn+1,Adk) — —(Tn+l,7°k _ Tk-i—l) _ —(Tn-H,dk _ Bkdk—l _ dk-i—l + Bk-ﬁ-ldk)
Pk Pk

siendo todos los términos nulos por la primera relacién.
Para la tercera relacion en el caso k = n ya ha sido demostrado en el lema anterior.

Para k =1,2,...,n — 1 tenemos
(TnJrl,Tk) _ (TnJrl,dk _ ﬁkdkfl> _ (’I“nJrl,dk) _ ﬂk(Tn+l,dk71) =0

siendo los dos ultimos términos nulos por verificarse la primera relacion.

Corolario 5.1 El algoritmo de Gradiente Conjugado para la resolucion de un sistema con matriz simétri-

ca y definida positiva de orden N converge en al menos IV iteraciones.
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Demostracion: O bien ™ = 0 y tenemos la convergencia en n < N — 1 iteraciones o por el contrario

N N

rV es ortogonal a d°,d*, ...,dV ! que son N vectores linealmente independientes (por ser A-ortogonales)

del espacio R". Necesariamente 7V = 0.1l

Observacion: El método de gradiente conjugado, introducido en 1952 por Hestenes y Stiefel es pues
tedricamente un método directo pues se obtiene salvo errores de redondeo la solucién exacta con un
nimero finito de iteraciones. Sin embargo en la préactica debido a errores de redondeo la relaciones de
conjugacién no se tienen exactamente y el método se considera como un método iterativo. A continuacién
estudiaremos como depende el factor de convergencia con el condicionamiento de la matriz A. Conside-
raremos luego técnicas de precondicionamiento que tienen como finalidad mejorar la convergencia. El
objetivo es siempre lograr la convergencia con un nimero de iteraciones considerablemente menor que el

numero de ecuaciones.

Definicién 5.2 Espacios de Krylov: Llamamos espacio de Krylov de dimensién n, K,,, al espacio generado

por los vectores 70, Ar?, ..., A"~ 10, Es decir
Ko = [r°, Ar°, ..., A" 120

Teorema 5.4 En el método de gradiente conjugado, eligiendo d° = r® = b — Au® y siempre que r° # 0
se tiene
[0, Ar0 . A" = [0 et LT

[0, A0 .., A"r0) = [d°,d", ..., d"]

Demostracién: Para n = 1 como d° = v y d' = ! + 5,d° y por lo tanto r' = d' — 81d° podemos
escribir
[,],,07,],,1] — [do,dl]

100 _ o0 AdO — ||r°] : A0:A0:r°—r1
Por otra parte r Y — poAd’ con pg CAr0,0) # 0 asi pues Ar d o de donde

[, Ad°] = [°, Ar®] = [0, "]

Las relaciones son ciertas para n = 1. Supongamos ahora que las relaciones son ciertas para n y veamos

que en ese caso también lo son para n + 1:

Tendremos por la hipétesis de induccién d™ € [r0, ArY, ..., A"r% y por otra parte Ad"™ € A[r?, Ar0, ..., A"r0] =

[Ar0 A2%p0 . AnT1p0]

n+1

Como r =7r" — p,Ad™ tenemos

e [0, A0, L AP0

3

1

Reciprocamente demostraremos que A" t170 ¢ [r0 1 77+l En efecto, segin se ha visto r"*1 es una

combinacién lineal de términos de la forma A*r0 para 0 < k < n+ 1, es decir,

1
P = SR AR = S g AR 4y AP0
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Veamos que podemos despejar el término A" 110, En efecto, r"+1 & [r0, Ar0 ...  A"0] = [d°,d?, ..., d"]

0 .1

n+1 es ortogonal a d°,d!, ...,d" y también a r°, !, ...,7™ por el teorema anterior.

pues r

Podemos pues escribir

1
S nAt)
n

A0 =
Gracias a la hipotesis de induccién
k,.0 0
Sr_ oAt € [ ]

de donde

A0 e [0 et

resumiendo

Andlogamente se demuestra

[dO, ..., d" T = [r0, Ar°, .., A"T10]

Teorema 5.5 El valor u” obtenido en la n—ésima iteracién del algoritmo de gradiente conjugado verifica

E@w") < E(w) Yweu +K,

Demostracién: Como u™ = u® + E?golpidi € u®+ K, para expresar que E(u") es el minimo de E(v)

sobre u® + IC,,, es necesario y suficiente que

Ew™) < B’ +w) Ywe Kk,

es decir
(VE@W™),w) =0 Ywek,
o sea
2(r*,w) =0 Yw ek,
pero esto es cierto pues (r",r%) = 0 para todo i < n — 1y segin el teorema anterior C,, = [r?,...,r" 1] B

Teorema 5.6 El valor 4™ obtenido en la n—ésima iteracién del algoritmo de gradiente conjugado verifica

E(") =, min (A(I - AP, _1(A))e’, (I — AP,_1(A))eq)

donde P,,_ es el espacio de polinomios de grado inferior o igual an — 1y €® = u° — u.

Demostracién: Todo v = u® + K,, de escribe v = u® + P,_1(A)r" donde P, _; es un polinomio de

grado menor o igual que n — 1.
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Tenemos
v—u=e"+ P, (A’ =e" — P, 1(A)Ae® = (I — AP, _1(A))e°

Por la definicién de la funcién E(.) podemos escribir
E@W) = (A(v —u),v —u) = (A(I — AP, _1(A))e’, (I — AP,_1(A))e)
Como E(u™) = min,ecyu04 1, E(v) tendremos

BEw") =, min (A= AP,_1(A))e’, (I — AP,_1(A))e°)

[
Corolario 5.2 Se tiene la relacion siguiente

Eu") < (1255(1 — AiPuo1(M:)?)E(u?)

para todo polinomio P,,_; de grado menor o igual que n — 1 y donde A; para ¢ = 1,.., N son los valores

propios de A.

Demostracion: Siendo A una matriz simétrica definida positiva admite una base ortonormal de

vectores propios (v1, ..., vy ) correspondientes a los valores propios Az, ..., An.

En esta base € = u® — u se escribe €* = L a;v; y

E(uo) = (Aeo,eo) = Zij\ioa?/\i

ademas
(I — APn_l(A))eO = Ei»vzoai(l — )\iPn—l(/\i))Ui

De donde para todo polinomio de grado menor o igual que n — 1, tenemos:

E@w") < (AZLai(1 = XiPa1(X)vi, Bqai(1 = AiPao1(X))vs)
SN (1= NP1 (M) N

IN

[max(1 - AiPr1 () [EiL af ]

= [max(l = \iPam1(\))’]E(”)

Corolario 5.3 El valor 4™ obtenido en la n-ésima iteracion del método de Gradiente Conjugado verifica

Kk(A) =1

VE(A)+1 FEW)

E(u™) < 4(
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Demostracién: Mayoraremos méx; (1 — \; P,—1(\;))? por méxy, <x<ay (1 — AP,—1(\))?
1 —AP,_1()\) es un polinomio de grado menor o igual que n que toma el valor 1 en A = 0.

Podemos entonces elegir
( AN+ —2) )
n AN —A1

Ta(5323)

1—AP,_1(\) =

donde T, es el polinomio de Chebyshev de grado n.

Se obtiene entonces la mayoracién

1
e — )
T2(3NEN)

Kk(A) =1

VE(A) +1

A( )*" B(u’)

con K(A) =3~ W

1
Ejercicios:

Sea A es simétrica y definida positiva de orden N. En los siguientes ejercicios consideramos la aplica-

cién del método de gradiente conjugado para resolver un sistema de ecuaciones

Au=1>

donde A es simétrica y definida positiva.

1. Dado € > 0 estimar el ntimero de iteraciones que hay que realizar con el método de gradiente

conjugado para obtener la solucién con un error
Eu™) = (A(u" —u),u" —u) < (A’ —u),u’ — u)

en funcién del ntimero de condicionamiento de la matriz A.

2. Supongamos que el residuo inicial 7° es un vector propio de la matriz A. Demostrar que el método

de gradiente conjugado converge en una sola iteracion.

3. Supongamos que la matriz A tiene todos los valores propios iguales. Demostrar que el método de

gradiente conjugado converge en una sola iteracion.

4. Sea d° =% =¥, a;v; donde {v;}I™ | son m vectores propios (m < N). Demostrar que el método

de gradiente conjugado converge en m iteraciones o menos.

5. Sea A simétrica y definida positiva con solo m < N valores propios distintos. Demostrar que el

método de gradiente conjugado converge en m iteraciones o menos.
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6. Supongamos que los N valores propios de A estan distribuidos de manera que los N — m primeros

valores propios estdn contenidos en un intervalo [a, b], es decir,

0< M S, AN S ANem+1 S50 S AN

Ay ey AN—m € [a,b]

Demostrar que en la iteracién n-ésima

2(n—m)
Vi
E(u)

Eu") <4 | Y2 —
\/§+1

7. Estimar el nimero de iteraciones n de Gradiente Conjugado necesarias para obtener una solucién
aproximada u" verificando E(u™) < eE(u") en el caso en que los valores propios de la matriz A

esten distribuidos de la forma siguiente
A1, A2, ., AN_1 € [a, b]

donde 0 < a < b< 10% y Ay = 10°. Por ejemplo a = 0.1 y b = 103.

5.5. Precondicionamiento

5.5.1. Introduccion

Como hemos visto, la rapidez de convergencia en los métodos de gradiente y de gradiente conjugado
depende del ntimero de condicionamiento de la matriz x(A) de la matriz A asociada al sistema de

ecuaciones.

Cuénto méas cercano a 1 sea este nimero mas réapida es la convergencia.

La técnica de precondicionamiento consiste en remplazar la ecuacion
Au=1>

por una equivalente
C'Au=C""b
C~1 se elegir de modo que x(C~1A) sea mucho méas pequeiio que k(A). En teorfa la mejor eleccién es

C~1 = A~! pues entonces kK(C~1A) = 1. En la préctica habrd que encontrar C~! lo mas préximo posible

a A~ sin que el célculo de C~! sea demasiado costoso.
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5.5.2. Algoritmo de gradiente conjugado precondicionado
En general no se aplica directamente el algoritmo al sistema C~'Au = C~'b pues aunque C ' sea
una matriz simétrica no necesariamente lo serd C 1 A.

Por ello se escribe el problema de la siguiente manera:

Si C~! es simétrica y definida positiva se puede definir su raiz cuadrada C /2 simétrica y definida

positiva, es decir, (C~1/?)2 = C~1.

En lugar de considerar el sistema
CtAu=C"1

consideraremos , multiplicando por C''/2 ambos lados,
-2 A0-1201 2, — -1/
e introduciendo una nueva variable & = C'/?u, el sistema se escribe
Aa=0""?

donde A = C~1/2AC~1/2. Aplicaremos el método de gradiente conjugado a este sistema de ecuaciones.

Escribamos el algoritmo poniendo

- A _ C—1/2Ac—1/2
. = Cl/2u, = Cl/2un

. 7= C—1/2b _ A,&n _ C—1/2b _ C—l/2Ac—1/2cl/2un _ 0_1/2(b _ Au") _ 0_1/27””

. Jn _ Cl/2dn

El algoritmo se escribe:

3. vt — p, Ad®

HF71+1H2

4. Bpy1 =

‘ntIQ

5. Jn-{-l — ~n+1 +ﬁn+ld~n
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Expresado en funcién de las variables originales sera:

. (Cflrnmn)
Lo = “amamy

2. ut =y 4 ppd®

3.yt = — p, Ad®

- (Cfl,,‘n+l7,,‘n+l
4 Py = oy

5. d" = C 7l 4 B d”

La inversa de la matriz de precondicionamiento C' no se calcula explicitamente. Pra ello se introduce

una variable 2" y en lugar de calcular directamente 2™ = C~ 17", se resuelve el sistema Cz" = r".

Teniendo en cuenta esta tltima observacién el algoritmo de gradiente conjugado precondicionado en

su forma préctica sera:

C , matriz de precondicionamiento.

Loul, 0 =b— Aul, Cd° =19, 20 = d°
2. Paran=0,1,...

(r",z")

" Pn = TAdrdn)

w u" T =" 4 p,d?
w L= ) AdP
Czntt = pntl

_ tlemth
" Pnt1 = T

. dn+1 — Zn—i—l + Bn-{-ldn

Observemos que en cada iteracién hay que resolver un sistema de ecuaciones asociado a la matriz C.
En la préactica se elige C' de manera que la resolucién de este sistema sea mucho ms facil que la resolucién

del sistema original. Este es el caso en que la matriz C es diagonal, o bien se dispone de la factorizacién

de C' = RR! en una matriz triangular superior y su correspondiente transpuesta.

Ejemplos de matrices de precondicionamiento son los siguientes:

= Precondicionador diagonal: Se elige como matriz de precondicionamiento la diagonal de la matriz

A
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= Precondicionadores basados en los métodos iterativos lineales ( Jacobi, SSOR)

= Precondicionadores basados en la factorizaciéon incompleta de Cholesky: Se evita el llenado de la

matriz manteniendo la estructura de huecos de la matriz original total o parcialmente.

= Precondicionadores multimalla: Generalmente estan ligados al origen del problema, normalmente
un problema de Ecuaciones en Derivadas Parciales, aunque también existen precondicionadores

multimalla algebraicos.

Examinemos més detenidamente los precondicionadores asociados a los métodos iterativos lineales.
Recordemos que un método iterativo lineal se basa en una descomposicién de la matriz A del sistema a

resolver de la forma A = M — R. La ecuacién
Au=1>

se escribe de la forma
Mu=Ru+b

lo que da lugar al método iterativo
Mu" = Ru™ +b

o bien
u" = M~'Ru" + M~'b = Bu" + ¢

donde B = M~'Ry c= M~1b. La condicién de convergencia es ||B|| < 1 para alguna norma matricial

subordinada a una norma vectorial o de forma equivalente el radio espectral de B, p(B) < 1.

Observemos A =M — R= M(I — M—'R) = M(I — B). De modo que A~! = (I — B)"*M~'. Como
|[Bl| <1, (I — B)~! existe y

o0
(I-B)'=> B"
n=0
Podemos tomar como matriz de precondicionamiento la siguiente aproximacién de A~!
m—1
ct=(>_ BYM!
n=0

Vamos a demostrar que resolver (paso 4 del algoritmo de gradiente conjugado)

Cz=r

es equivalente a realizar m iteraciones del método iterativo lineal para resolver Az = r tomando como

valor inicial z° = 0. En efecto,

u ZO:O
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= La primera iteracién es
Mz' =R+r=r

es decir
=M1y

= La segunda iteracién es
Mz?> =Rz +r=RM 'r+r

o bien

2=M1'RA+MYr=M'RMYr+ M Yr=I-M'RM 'r=(I+BM'r

= En la iteracion m-ésima
2" =(I+B+..+B™" HYM 1y

Si nos limitamos a una sola iteracién C' = M, en el caso del método de Jacobi M = D donde D es la

parte diagonal de A y obtenemos el precondicionador diagonal.

Consideremos el método de Gauss-Seidel. En el método de Gauss-Seidel la descomposicion A = M — R
es M =D —Fy R= —FE donde D es la parte diagonal, —FE es la parte trinagular inferior excluida la
diagonal y —F es la parte triangular superior excluida la diagonal. Si A es simétrica F' = E*.El método
de Gauss-Seidel no es apropiado como precondicionador pues M no es simétrica. Por ello es conveniente
considerar el método de Gauss-Seidel simétrico que consiste en realizar dos pasos alternativamente de la

siguiente forma

(D — E)u"tY2 = Fu™ + b

(D — F)u"*! = Eu" Y2 4 p

de modo que
u'"'=(D-F)'E(D-E'"Fu"+(D-F)'E(D-E)"'b+(D-F)"'b

Vamos a identificar la matriz M y la matriz R de la descomposicion A = M — R para este método.

Necesitaremos el siguiente

Lema 5.5 Para un a matriz H tal que (I-H) sea no singular tenemos

HI-H)'=I-H'H

Demostracion: En efecto tenemos

H(I - H)™ = (H ) (1= H) = (I - Y = (1 = 1)
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y también

(I—H)'H=(I-H) " (H) " = H ([ -H) " =H" 1)

Propiedad 5.3 Sea la decomposicién de A considerada anteriormente A = D — F' — E. Tenemos

(D-F)'E(D-E)'F=(D-F)"'D(D-E)"'ED'F

En consecuencia el método iteractivo de Gauss-Seidel simétrico es de la forma
Wt = Bu" + ¢

donde B=M"*Ryc=M"1'b,con M = (D—E)D"Y(D~F)y R=ED™'F o bien puesto que A es
simétrica M = (D — E)D~Y(D - E)'!y R=ED'E!

Demostracion:

En primer lugar

E(D-E)™! ED'D(D-E)"'=ED YDV (D - E)™!

ED'(D-E)DY)Y'=ED'(I-ED")!'=(1-ED ") 'ED!

DD YI-ED Y 'ED'=D(I-ED YD) 'ED'=DD - E)'ED™!
donde hemos aplicado el lema anterior. Finalmente,

(D-F)'E(D-E)'F=(D-F)"'D(D-E)"'ED™'F

Comentario 5.1 Observemos que también

c=(D-F)'E(D-E)" "%+ (D~-F)"'b=(D-F)"'D(D—-E)""b

En efecto,
E+D-E = D
E(D-E)'+(D-E)(D-E)™ = DD-E)"!
E(D-E)Y'+I = DD-E)!

(D—F)"YE(D—-E)"*+1) (D-F)'D(D-E)'=M""
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5.6. Anexo: Polinomios de Chebyshev

Definicién 5.3 Se llama polinomio de Chebyshev de grado n, al polinomio T;, definido por la relacién

de recurrencia

To(w) = 1
Ti(x) = =z
To(x) = 22T,_1(x) — Th_2(z) para n>2

—~
8
~
I

cos(n arccosx) para |z] <1

—~
8
~
I

cosh(n argcoshz) para z >1

=
~—~
8
N
|

(-1)*T,(—z) para z< -1

Demostracion: Para |z| < 1, pongamos x = cosf. Tenemos

T (x) = cosnb = 2 cosf cos(n — 1) — cos(n — 2)6

que se comprueba facilmente utilizando el desarrollo del coseno de suma de dos angulos.

Para x > 1 se comprueba andlogamente utilizando las funciones hiperbdlicas. B

Ejemplos
To(z) = 1
Ti(z) = =
To(z) = 22% -1
Ts(x) = 423 -3z
Ty(z) = 8z*—8z2+1

Observamos que el coeficiente del término de grado n es 2”1, de modo que el polinomio T}, (z)/2" !

tiene el coeficiente del término de mayor grado igual a 1.

Propiedad 5.5 Paran >0

Ty(z) =

((x Va2 -1+ (o — \/ﬁ)”)

1
2
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Figura 5.1: Polinomio de Chebyshev de grado 4

Demostracion: Para |z| < 1, ponemos = = cos 6 y utilizamos

ein@ 4 e—in@

2

cosnf =

junto con

e = (cos@ +isinf)" = (x — /22 —1)"
e~ — (cosf —isinf)" = (z + Va2 —-1)"

Para x > 1 ponemos = = cosh 6 y utilizamos

Propiedad 5.6 Para b > a > 0 tenemos

n

Tn(b—l-a)

Demostracion: Aplicamos la propiedad anterior y observamos
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n b
b+a 1({b+a b+ a)?—(b—a)? 1 atl
T,(2 % > 2 —
(b—a)_2<b—a+\/ (b—a)? 2 b

|
Propiedad 5.7 T, tiene n raices en [—1,1], ) = cos an—*l% k=1,...,n.

Demostracion:
Para que
T, (z) = cosnby =0

es decir, como x; = cos by,

nby = (2k — 1)% k=1,..n

y finalmente
2k—1m
2

T = COS
|

Propiedad 5.8 T, tiene n + 1 extremos relativos en [—1,1], :10;c =cos® [ =0,1,...,n para los cuales

Ty () = (_1)k
Demostracion:
Para que Ty (z,) = (—1)*
/ k
T, = cos—w k=0,1,...n
n
[ |

Teorema 5.7 Propiedad de optimalidad 1

Sea P, el conjunto de polinomios de grado n cuyo coeficiente de z' es 1, entonces el polinomio 23—21

verifica

.| Tu(2)] )
el <
_max =0 _7@>gllp(w)| Vp € P,

Demostracion:

—_1)k ’
2?—21 es un elemento de P, que toma sus valores extremos (Qn—,)l, n + 1 veces en los puntos z;, =

cosk ™ k£ =0,1,..,n.
n
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Por reduccién al absurdo supongamos que existe p € P, tal que

x [p(z)] < —

Sea r = 2511 — p que es un polinomio de grado menor o igual que n — 1.

Entonces r(z,) = Tz”n(f’f) — p(x;,) tiene el mismo signo que (—1)* ya que |p(z,,)| < 7=t 7 cambia de

signo n veces en [—1,1] y tiene por tanto al menos n ceros, y por lo tanto r = 0, al ser un polinomio de

grado menor o igual que n — 1. B

Teorema 5.8 Propiedad de optimalidad 2

Sea F,, el conjunto de polinomios de grado menor o igual que n tal que p(a) = 1 para || > 1, entonces

el polinomio —2— verifica

Tn(a)
i 70 < i o) Ve F
Demostracién:
T, () # 0 entonces Tjgla) eF,y
o Ta@) 1
T ) T )

Por reduccion al absurdo supongamos que existe p € F), tal que

ix p(z)] < .
max x —_—
_igae P |T ()]
Entonces el polinomio r = TT("Q) — p es un polinomio de grado menor o igual que n que se anula para

Tr = Q.

Ademis Ty, (a)r(x;,) = Tn(z,) — Tn(a)p(z),) tiene el mismo signo que (—1)* para k = 0,1,...,n. Es
decir, tiene al menos n raices en [—1, 1], por tanto r tiene al menos n + 1 raices y es de grado menor o

igual que n, en consecuencia r = 0. B

Corolario 5.4 Sea G, el conjunto de polinomios de grado menor o igual que n tal que p(a) = 1 con

a ¢ [a,b], 0 < a < b. Entonces el polinomio

Tn( b+ba_712m )

Tn(bera_jfa)

q(x) =

verifica

' < mé ¥p e G
Jndx lq(o)] < max [p(x)] Vp € Gn
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y
ix Jg(a) :
méx |¢(x)] = ———5—
asesy T, (B
Demostracion:
Hacemos el cambio de variable
b+a—2z
= a
—a

y aplicamos el teorema anterior. B

Corolario 5.5 En particular para a = 0, sea G el conjunto de polinomios de grado menor o igual que

n tal que p(0) = 1 y sea 0 < a < b. Entonces el polinomio

b+a—2x
q(I):L( e )
Tn(3t)

verifica

5 < mé Vp € G°
argggblq(fc)l < méx, Ip(z)] Vpe G,
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Capitulo 6

Optimizacion de funciones
cuadratricas con restricciones

6.1. Planteamiento de un problema de optimizacién cuadratica
con restricciones lineales

s A € R4 gimétrica, definida positiva, es decir existe a > 0 tal que (Av,v) > aflv||* para todo

v € R4,

» Sea B : R? = RP, con p < d y designaremos también mediante B € RP*¢ su correspondiente

representaciéon matricial en la base canénica. Nos
= beRY
» K={veR% Bv=0}

» J:R? = R definida por:

J() = %(Av,v) — (b,v)

Problema Primal, P

Consideramos el problema (P) siguiente: Hallar u € K tal que

J(u) = vlg}f( J(v)

97
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Problema de punto silla asociado, L

Introducimos la lagrangiana

» L:RIXRP 5 R

» L(v,u) = J(v) + (u, Bv)

y consideramos el problema asociado (L) siguiente: Hallar (u, \) € R? x R? tal que Yo € R? y Vu € RP

verifica

L(u, p) < L(u, A) < L(v, A)
Propiedad 6.1 Si (u,\) € R? x R? es solucién de (L) entonces u € K y es solucién de (P).
Demostracion:
En efecto, si (u, ) € R? x RP verifica
L(u,pu) < L(u,\) VpeRP

entonces
(W—ABu)<0 VueR?

tomando en el lugar de p, p + A resulta

(4, Bu) <0 VYueRP
y en esta ultima tomando en el luga r de p, —pu, resulta

(4, Bu) >0 VueRP

de donde
(4, Bu) =0 VYueRP

es decir Bu = 0.

Por otra parte

J(u) + (X, Bu) < J(v) + (\, Bv) Vv e R?

en particular tomando v € K y como Bu =0

Jw) < Jw) YwekK
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Propiedad 6.2 Si (u,)\) € R? x R? es solucién de (L), entonces (u, ) estd caracterizada por

Au+B'A = b (6.1)
Bu = 0 (6.2)

Demostracion:

En efecto (u, A) solucién de (L) implica Bu = 0.

Por otra parte la funcién
J v — Jw)+ (N, Bv) = J(v) + (B'A\v)
es convexa y diferenciable, el minimo u € R? est4 caracterizado por

VJ (1) = VJ(u) + BPA= Au—b+ B'A =0

Reciprocamente, si Bu = 0, en particular (u— A, Bu) <0 Vu € RP que es la primera desigualdad de
(L). Por otra parte, la ecuacién (6] se escribe V.7 (u) = 0 que es equivalente a la segunda desigualdad

de (L) pues J es convexa.

Teorema 6.1 : Condicién necesaria y suficiente de existencia y unicidad de solucién del problema (L).

Sea A simétrica y definida positiva y B suprayectiva entonces entonces existe una unica solucién
(u, \) € R? x R? del problema (L).

Demostracion:

Tenemos (ImB)t = KerB* de donde R? = ImB @ KerB!. Entonces si B es suprayectiva resulta B
es inyectiva, es decir,
|B'u|| >0 YpeRP, n#0 (6.3)

Hemos visto que el problema (L) es equivalente a resolver el sistema de ecuaciones (G.1)-(6.2). Elimi-

nando la incégnita u del sistema obtenemos que A es solucién del problema
BA™'B'A=BA™'b (6.4)

Este problema tiene solucién unica pues A es definida positiva, por tanto su inversa existe y es definida
positiva, por tanto existe v > 0 tal que (A~!v,v) > v||v||?. De donde la matriz BA~!B! es definida
positiva pues para todo pu € RP, u # 0 tendremos

(BA™'B'p, p) = (A" B'p, B'p) > 7[| B || > 0
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Existe un tinico A solucién de (6.4]). Finalmente obtenido A, u es solucién de
Au=b— B'\

que tiene solucién tunica.

6.2. Algoritmos

6.2.1. Método de penalizacién
El método de penalizacién consiste en resolver un problema aproximado al (@1I)-(@2]). El problema

penalizado es el siguiente:

At + BIX = b (6.5)
—eX*4+Bu® = 0 (6.6)

El problema penalizado (63)-(C0) se resuelve en la prictica eliminando la variable A°. Es decir,

resolvemos

(A+ %BtB)uE ) (6.7)

Vamos a estudiar la convergencia del método.
Teorema 6.2 Bajo las hip6tesis del teorema 6.1, tenemos que la solucién de (6.5)-(6.6) verifica
lu — || < Che
[|IA = X < Cae

donde (u, \) es la solucién de [GI)-[62), Cy = %'ﬁ”)‘” y Co = HAI;%

Demostracion:
Restando las ecuaciones ([G.1I)-([6.5) y ([6.2)-([6-6]) obtenemos
Alu—u®)+B'A=X) = 0 (6.8)
eNX+Blu—u®) = 0 (6.9)

de donde, utilizando que B! es inyectiva

1 A
=il < g5 0= < Ll
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por otra parte, como A es definida positiva y teniendo en cuenta ([G.8) y (6.9) resulta

ollu—ufl]? < (Alu—u),u—u) = (X — X Blu—u))
allu —uf|2 < e(N = A =A) =e(A° = AN = X\ —))

allu —uf[? < e(A = AN =A%)+ (M A= 2%) <e(A\ A= )\)
allu —ufl]? < EIIAII-IIA—AEIISEH%HIIAII-IIu—u“’II

finalmente

|[A[-[[Al]
_ 8l < B
lu -l < HEL

y
IEYRRIRY
||)\—)\5||§Tﬁ25

[ |

6.2.2. Algoritmo de Uzawa

Vamos a estudiar un primer algoritmo para resolver el problema (G1)-([62). El algoritmo se puede

interpretar como un algoritmo de Gradiente aplicado al problema dual ([G.4).

Descripcion del algoritmo de Uzawa

1. p > 0 elegido convenientemente.

2. A\Y € R? arbitrario.

3. Para n=0,1,...
= Obtenido A" , calculamos u™ solucién de
Au™ =b— B'A"
» Calculamos A\"*! mediante

)\nJrl — An +pBun

Convergencia del Algoritmo de Uzawa

Teorema 6.3 Eligiendo 0 < p < Héﬁ en el algoritmo de Uzawa se tiene

lim ||u™ —ul|=0
n—00
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Si ademas B es suprayectiva entonces
lim [|A" = A|| =0
n—roo

Demostracion:

Designamos los errores en la n-ésima iteracion mediante

AT =T =

Tendremos, restando las correspondientes ecuaciones

Aa" + B'A" =0 (6.10)
AL = A" 4 pBa” (6.11)

En la ecuacién ([G.IT) calculando el cuadrado de la norma

A2 = (A + 20(A", Ba") + p*|| Ba"||?

reordenando
[IA[2 = []A™HH P = —=2p(X", Bu") — p?||Ba"™||? (6.12)

Por otra parte, multiplicando (6I0) escalarmente por @"
(A", a") + (B'A",a") = 0

o bien
(Aa™ a™) + (\", Ba"™) = 0

Como A es definida positiva, existe a > 0 tal que (Av,v) > af|v||? para todo v € R?,
—(A\", Bu") = (Aa",a") > af|a"[]*
de donde sustituyendo en (G.I7)
AT = A2 > 2pala”(]? — p?||Ba"||?

por otra parte
|1 Ba"||* < ||B|J*[[a"|*
o bien
=[1Bu"||* = ~||BI]*||a"|?

de donde
I[P = [N 2 > p(2a — pl| BII?)|[a"]]?
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Eligiendo 0 < p < HJQB% resulta que la sucesién de nimeros reales (||A\"]|?)%%; es decreciente y acotada

inferiormente, por tanto es convergente y en particular de Cauchy. Finalmente
0= 1fm ([|A"]]* = [[A"*]]2) > p(2a — pl|BI[*) lim ||a"[]* >0
n—oo n—00

de donde

lim ||a"]| =0
n—oo
Por otra parte, si B es suprayectiva, entonces
1Bl >0 Yu#0
que en espacios de dimension finita es equivalente a la existencia de 5 > 0 tal que

I1B'pll > Bllull Vi€ R

Tendremos utilizando (G10),

_ 1 _ 1 1
i n < — i I\ = — I T < — { || =
Jim [[A"]] < ﬂnlgﬂf;OIIBA I Bnlgr;OIIAu | < BIIAIIRIEI;OIIU =0

6.2.3. Algoritmo de Lagrangiano Aumentado

En primer lugar vamos a sustituir el Problema (GI))-(G.2) por un problema equivalente. En efecto
si (u,A) € R? x RP es solucién de (GI)-(G.2) y por lo tanto del problema (L) es también solucién del

problema,

Au+rB'Bu+B'A = b (6.13)
Bu = 0 (6.14)

donde r > 0.

Observacién: : La solucién (u,\) € R? x RP es un punto silla de la funcién llamada Lagrangiana

Aumentada dada por

-
Ly(v, 1) = J(v) + (1 Bv) + 5[|Bul|?

El algoritmo de Lagrangiano Aumentado es el Algoritmo de Uzawa aplicado al sistema anterior (G.13])-

©14), es decir,
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Descripcion del algoritmo de Lagrangiano Aumentado

1. Dado r > 0y p > 0 elegido convenientemente.

2. AV € RP arbitrario.

3. Para n=0,1,...

= Obtenido A" , calculamos u™ solucién de
(A+rB'Bu™ =b— B'\"

= Calculamos \"t! mediante
/\n+1 — An +pBun

Convergencia del Algoritmo de Lagrangiano Aumentado

Teorema 6.4 Para 0 < r y eligiendo 0 < p < 2r en el algoritmo de Lagrangiano Aumentado se tiene

lim ||u™ —u||=0
n—oo

Si ademds B es suprayectiva entonces
lim [|A" = )A||=0
n—oo

Demostracién:

Designamos los errores en la n-ésima iteracién mediante
A=A =\

Tendremos, restando las correspondientes ecuaciones

Au" + rB'Bu"+ B'\' =0 (6.15)
AL =\ 4 pBa” (6.16)

En la ecuacién (610 calculando el cuadrado de la norma

A2 = (A2 + 2p(A", Bu™) + p*|| Ba”||?

reordenando
[IA[2 = [[]A" P = —2p(A", Bu™) — p°||Ba"™||? (6.17)
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Por otra parte, multiplicando (6.15)) escalarmente por @™
(Au™,a"™) + r(Bu", Bu™) + (\", Bu") = 0
de donde teniendo en cuenta el cardcter definido positivo de A
—(A\", Bu") = af|a"(|* + r|| Ba"||?

de donde
™12 = [N 2 > 2pal[a”]|? + p(2r — p)|| Bu"||?

Eligiendo 0 < p < 2r
AP = A2 > 2pal|an]f?

Razonado como en el teorma anterior resulta

lim [|@"|| =0
n—oo

Por otra parte, si B es suprayectiva, entonces
|B'ul| >0 Yu#0
que en espacios de dimension finita es equivalente a la existencia de 5 > 0 tal que
1B ull = Bllul|  Vu € R

Tendremos utilizando (6.15)),

’ AN 1 3 t\n _ 1 z. t —n 1 t 7 ST
Jim ] < 5 i 1B = 4 i (4 7B BYatl| <S4+ BB Jim [fa"]] = 0

[ |
Observacion:

Consideremos el caso en el que B no es necesariamente suprayectiva. En este caso en el problema

@EI3)-@T4) (y también de ([EI)-(E2)) la solucién A no es tnica.

Tenemos en todo caso R? = ImB @ KerB*. Por tanto si (u, \) € R? x RP es solucién de (6.13)-(6.14)
(u, A+ p) con p € KerB' es también solucién de (6.13)-(6.14).

Observemos en todo caso que en los dos algoritmos la sucesién u™ converge hacia u.
Observacion:

Si consideramos el problema (6.13)-(6.14)) (o también de (G.I)-(6-2))) restringido a R? x I'm B entonces

la solucién correspondiente (u, A) € R? x ImB es tnica.
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Estudiaremos ahora la convergencia de la sucesién A™ en el caso general sin unicidad. Para todo
elemento p € RP podemos considerar la descomposicién ortogonal tnica p = pq1 + po donde pg = Py(u) €
ImB designa la proyeccién ortogonal de u sobre ImB y ps = Pa(u) € KerB' designa la proyeccién
ortogonal de p sobre KerB®. Si A es una solucién entonces A\; = P;(\) es la solucién de norma minima

entre todas las soluciones y es la tinica solucién del problema restringido a R* x ImB

Teorema 6.5 Sea (u,\) € RYxRP una solucién de (6.13)-([6.14) (resp. de [G.1)-(G-2)). Si0 < p < 27 (resp.

0<p< H%ﬁ’%) la sucesién A" definida por el algoritmo de Lagrangiano Aumentado ( resp. Algoritmo de
Uzawa) converge hacia A\; + AJ donde \; = P1(\) y AJ = P»(A\°).
Demostracion:

La relacién
)\n-i-l _ )\n +pBun

implica
Py(A"TH) = Po(A\™) + pPa(Bu™) = Po(\") = P,(\°) Vn

Tenemos
B'A\" = —(A +rB'B)u"

Bajo la condicién lim,, o ™ = 0 resulta lim, BiA™ = 0.
Por otra parte en ImB tendremos que existe 5 > 0
IB'll = Bllull Vi € ImB

pues para todo p € ImB tal que Bty = 0 necesariamente = 0 (pues ImB N KerBt = 0) y estamos en

espacios de dimension finita.

Tendremos

S TR N | .
I < ZI[BIAT] = BIIBtA | = BII(AJrrBtB)u I

< 1
: n|l < Z 2 : g —
Jim X411 < (141l + 71 BIP) Jim ([ = 0

Finalmente como
AV = AT AT = AT 4+ A
resulta

HmA":q@A?+£:Ay+£:fﬂM+PMW)

n—r oo
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6.2.4. Algoritmo de Gradiente Conjugado

El punto de partida es el sistema aumentado (6.I3)-(6.14). Designando A, = A + BB y eliminando

la variable u

u= A1 (b— B\

sustituyendo en (614)
0= Bu= BA'(b— B')\)

de donde X es solucion de
BA'B'A = BA b (6.18)

es decir
AN =c (6.19)

donde A = BA B! y ¢ = BA'b. Aplicaremos el algoritmo de Gradiente Conjugado al sistema (G.19).

Descripcion del algortimo de Gradiente Conjugado

1. A% € R? arbitrario.
2. 10 =c— AN, d" = 0.
3. Para n=0,1,...
= Obtenido r™, d", calculamos
njj2

[

pn = (_Adn7dn)

e A=A 4 pd”

L= g AdT

e I

o VT =t B d”
A continuacién vamos a escribir este algoritmo en funcién de las variables del problema de partida.
Tendremos en primer lugar para la expresién del residuo:
" =c—A\" = BA;'b— BA;'B'\" = BA,;'(b— B'\") = Bu"
donde hemos tenido en cuenta que u™ es solucion de
A" + B\ =
Por otra parte, para calcular Ad™ pondremos

Ad"™ = BA, ' Btd"
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y denotando 2™ = A1 B'd" o bien, Ad" = Bz", de modo que para calcular Ad" resolvemos el sistema
A,2" = Btd"

y entonces
Ad" = Bz"

El algoritmo se escribe en fucién de las variables del problema original de la siguiente manera

1. u® € R? arbitrario.
2. 9 =d% = BuO.
3. Para n=0,1,...

Obtenido u™, \", d", realizamos los siguentes céalculos

= Resolvemos A,2" = Btd®

L BuMP _||But|?
Pn = (Bzn.dn) = (Bz",Bu)

s \?TL =)\ +pndn
. unJrl — un _ pnzn

_ [[Bur P
= But1 = Trpar

. dn+1 — BunJrl +Bn+1dn

donde la expresién vt = u™ — p,2" se deduce de

A+ BX" = b
A4 B = p

restando
Ap(ut —u™) + BY A = A" =0

y finalmente

un-l—l " = —A;lBt()\n+1 _ )\n) _ —Ar_lBtpndn _ —pnAngtdn _ _pnzn

Ejercicios

1. Sea B :R? = RP, con p < d.

a) Demostrar que (ImB)*+ = KerB'.

b) Demostrar que R? = ImB @ KerB'.
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¢) Sea B :R? — RP suprayectiva. Demostrar que B es inyectiva y que existe 3 > 0 tal que
IB'ull = Bllull Vi eRP

2. Sea A una matriz de orden d simétrica y definida positiva con constante de elipticidad a > 0, es
decir
(Av,v) > a|[v||* Vo € R?

Sea b un vector de R

Sea B matriz de p filas X d columnas, con p < d.

Sea B={p=(u1,...,uup) ER?; ;>0 Vi=1,..,p}
Sea J : RY — R definida por J(v) = (Av,v) — (b,v)

Sea £ : RY x B — R definida por L(v, u) = J(v) + (i, Bv)
Considerar el problema de punto silla siguiente:

Hallar (u,\) € R? x B tal que
L(u, p) < Llu,\) < L(v,\) Y(v,u) €ER x B (6.20)

a) Demostrar que si (u,\) € R? x B es un punto silla de £ entonces (u, \) verifica

(W—XABu) < 0VuehbB (6.21)
(\, Bu) =0 (6.22)
Au+ BA = b (6.23)

b) Sea (u,)\) € R? x B verificando la inecuacién (2) de la pregunta anterior. Demostrar que para
p > 0 se verifica
A =TIg(A+ pBu) (6.24)
donde IIp designa la proyeccion ortogonal sobre el conjunto B
¢) Demostrar que (4, Bu) <0Vp e By
que Bu verifica (Bu); <0 Vi=1,...p

d) Demostrar que si (u, \) € R? x B es solucién del problema de punto silla (6.20) entonces u es

solucién del problema

Hallar u € {v € R% (Bv); <0 Vi=1,..,p} tal que
J(u) < Jw) Ywe{veR%:(Bv), <0 Vi=1,..,p}

e) Considerar el siguiente algoritmo de Uzawa para resolver el problema de punto silla (6:20):
1) \NenB

2) Una vez obtenido A", calculamos u™ y \"*! de la siguiente manera,
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= " solucién de

Au™ =b— B'\"

An+1 — HB(An +pBun)

Demostrar
lim ||[u™ —u||=0
n—o0

para valores adecuados de p > 0.
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