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1. EJEMPLO FISICO.

Un problema de transmicidn de calor en dimensidn 2:
Puesta en marcha de un horno.

Consideraremos en este ejemplo el estudio de la distri-
bucidn de temperaturas en las paredes de un horno (refractario(1)
+ ais]anfe(Z)) durante su puesta en marcha en la que supondremos
que la temperatura en el interior varia progresivamente desde --
20° hasta 1000°; la temperatura ambiente del aire que rodea el--
horno es de 20° enfridndose la pared exterior gracias a la con-
veccién natural.
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Figura 1.- Seccidon del horno



VI IV PIPPPIFIIIIIIIIFIIPIIIVIVIVIVPDAIDIDIDIDDDDODDODDODDOODDDDDDDBDDODBU

2. FORMULACION CLASICA DEL PROBLEMA.

Hallar u(x,t) tal que verifique:

pC %E - VkVu = f en Q
au _
-k -—ﬁ‘ |P1 = h(U-Um)
(1)
ulFo =

u(x,0) = ug(x) en a

donde p= densidad, c= capacidad calorifica, k= conductividad tér
mica, (f(x,t)= fuentes volumétricas de calor, h= coeficiente de
conveccidon en la pared, u= temperatura conocida, Uup= temperatura
inicial. En adelante pondremos pC = ¢
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3. FORMULACION VARIACIONAL.

Trataremos a continuacidén de precisar matemidticamente
el ppoblema (1). Supongamos que la solucidén u es suficientemente
regular y para simplificar en una primera etapa tomaremos u = Fs
multipliquemos la primera ecuacidén en (1) por una funcién "test"

veV ='{w€H1(Q); W’ = 0}

I'g

e integremos en q; obtenemos:

J'c %% (x,t) v(x) dx - J v(k(x) Tu(x,t) v(x) dx =
Q Q

= f f(x,t) v(x) dx
Q

Utilizando 1a formula de Green y teniendo en cuenta la condicidn

" sobre Ty

I c %% (x,t) v(x) dx +f k(x) vu(x,t) vv(x) dx +
Q Q

. [ hou(Y,t) v(v) dv = j Pl t)] vix] dic (2)
I ]

‘.

h ue(Y,t) v(y) dv
1 .

Las variables x y t juegan papeles diferentes; las se-
pararemos de Ta manera siguijente:

Dada una funcidon u:(x,t)eQr = ax]JO,T[ — u(x,t) R
introducimos para todo t ¢ JO,T[ la funcidn u(t): xepq—u(x,t)eR,
de modo que la funcidn u puede identificarse a la funcién t—u(t)
definida sobre JO,T[ y que toma valores en un espacio de funcio-
nes de 2 en R. Mas precisamente designaremos mediante LZ(O,T;'V)
el espacio de funciones t — v(t) fuertemente medibles sobre]0,T[
para la medida dt (es decir, las funciones escalares t—»llv(t)[]v
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son medibles para la medida dt) y tales que:
T
= 2 1/2
VI 2(0, 750y = TV TG 002 < v
que es un espacio de Hilbert cuyo producto escalar es

T
(U’V)LZ(O,T;V) = IO (U(t), V(t))v dt

Estamos en disposicidon de dar un sentido preciso a la expresidn
(2); el problema a resolver sera pués, el siguiente:

D 2 2 _ 2 2 .
ado f e L°(0,T; L°(q)) =1L (QT)’ hallar u ¢ L°(0,T3V);
%% € LZ(O,T; Lz(g)) tal que verifique (2) cualquiera que sea v
perteneciente a V.

No es objeto de este tema el estudiar la existencia y

~unicidad de solucién del problema anterior, sino s6lo su aproxi-

macion numérica; antes de ello veamos las modificaciones a éfec-
tuar cuando U # 0. Consideramos una funcion:

A
iet?(0,13v) 5 & o L2(0,T50%(a))
tal que ﬁll, =u(tales funciones existen para 9 de frontera regular)y pongamos
IR
W =u - u, tendremos WIP = 0 y de ese modo w verifica la siguien
0

te expresion:

J c§¥-v dx + [.k(x) vwyv dx + [ hwvdy = I fvdx+
g 9 Q Iy Q

o) -

+ J h u, v dy - J c g
'y f

|

v dx - J k(x) VUvv dx - J h 4 v dy
Q r';

ot

Y veV

con 1o que nos hemos trasladado al caso anterior.

Acerca de los aspectos prdcticos de cémo realizar esta
traslacidon insistiremos mids adelante.
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4. SEMIDISCRETIZACION ESPACIAL MEDIANTE EL M.E.F.

Consideramos ahora un subespacio V, €V de dimensién fi
nita; formularemos asi el problema aproximado de (2) siguiente:
Dado Ug ,h € Vi ;uwsh(t): (e traza de funciones-dé.vh sobre
T'1), hallar una funcién uh: t e]O,T[-*—dh(t) € Vh solucidn del
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

v vh € Vh

k 3Uh$Vh dx + J h up, Vi dx =

J BUh
C — v, dx + J
Q ot h Jr,

Q

= ng Vi dx + {P h uw;h Vi dx (4)

Siendo Vh de dimensidn finita bastard que se verifique (4) para

las N funciones'{wi}?_l de una base de Vh; del mismo modo,
du -
U, ¥ —fﬂ se podran expresar en funcidén de la base de la forma:

N
up = 51 uh(t) wj(x)

J
du N auj
h h
- = I oy (t) v.(x)
ot j=1 ot J
Sustituyendo en (4) resulta:
N auj N .
R J c Y.y, dx) 5fﬂ + pX (J k gwigw. dx) ug ¥
j=1 Q L j=1 Jq J
(5)
N
+ I [ h ¥,y dy) ud = J fy., dx + J hu, o vy dv
J=1 T} Q Ty >
i=1,...,N
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que en forma matricial se puede expresar de la forma:
M] 45 tuy + (K] (u} = (F} (6)
donde el término general de [M] viene dado por:
[M]-ij = J ¢ IP.i IPJ dx
Q
el término general de [K] es

-

. >
[Kjij = JQ k Vg Vpsdx + [Pl h vy dy
y las componentes de {F} son

{Fig = JQ f oy dx + [rl hu,p vy dy
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5. MATRICES ELEMENTALES. MATRIZ DIAGONAL DE CAPACIDAD CALORIFICA

En el contexto de Ta aproximacién mediante elementos fi
nitos, los términos de las matrices [M] y [K] se calculan elemen
to a elemento y luego se suman, asi 1lamando ¢4 la restriccién--
de ¥; a un elemento genérico T Ta contribucién de este elemento
T a un término de [M] vendria dada por la expresién:

mis JTC 656 dx (7)

y para.la matriz [K]

k.. = J k‘?¢{§¢j dx + J he:d, dy (8)
T

1J . LN
T
Observemos que utilizando una integracidn numérica tal que

los puntos de apoyo sean los nodos la matriz [M] es diagonal

pues en un nodo X, se tiene ¢i(xk) = 85, ¥ asi los dnicos tér-

minos no nulos serdn los términos con i=j:

3
1]
nmo~m=s

W clx ) ¢5(xp) ¢.(x,)

mij = 0 si i#J
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6. FORMA PRACTICA DE TENER EN CUENTA LAS CONDICIONES DE CONTORNO
DE DIRICHLET NO HOMOGENEAS.

La forma de tener en cuenta las condiciones de Dirich-
let no homogéneas se basan en la expresién (3). De hecho, hay--
muchas posibilidades en la eleccidn de U tal que GIF =, - -
En Ta practica, en el caso discreto elegimos una funcidn u tal
que 5=a en los nodos situados sobre PO y G=0 en el resto de Tos

nodos,asi el segundo miembro{F}del-sistema (6) estd formado por:

{F}

"

. f g, dx + J h u_ g. dy - [ C — V. dx
i JQ i Ty sh i q ot i
(10)

i=1,...,N

En cuya expresidn todos Tos términos se calculan en cada elemen-
to y luego se suman.

Aclaremos también que las ecuaciones correspondientes a
nodos situados en la frontera FO’ es decir, sobre la que tomamos
lTas condiciones de Dirichlet han sido implicitamente eliminadas
al Timitarnos a una base de Vh’ subespacio de V.

Un método alternativo consiste en penalizar la condicién de
Dirichlet:

ul =u
de la siguiente forma:
- 3y = -0
an| 1, @ (u-u)

donde (@ =~ 1010
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Que en la prdctica equivale a modificar la matriz [K ]y el segun
do miembro de la manera siguiente:

Si en la i-ésima ecuacidn conocemos el valor de ul=gl -
pondremos modificando el valor de kii

duJ

J i i = =1
, mis gt L%, kg oud o+ @yl + ¢ k.. ud @ §

jei 1 =i M

o™=

J

una ventaja del primer método con respecto al segundo radica en
el menor tamafio de las matrices del sistema final de ecuaciones.
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7. METODOS DE RESOLUCION DEL SISTEMA DE E.D.0. RESULTANTE.

En los apartados anteriores hemos reducido el problema
original, mediante la discretizacidn por elementos finitos de -
las variables espaciales, a la resolucién de un sistema de Ecua
ciones Diferenciales Ordinarias

M] Sy + K] quy = (F) 0<t<T (11)
(u(0)y = {uy}
que podria ser resuelto por métodos analiticos en el caso lineal
((M] ¥y [K] no dependen de {u}) o mds generalmente utilizando es
quemas numéricos del tipo Runge-Kutta o de pasos mdltiples. Aqui

estudiaremos un método sencillo de un paso para resolver (11).

Dividimos el intervalo [0,T] en subintervalos de longi-

“tud At y pongamos:

%f PG {ui+1}At- (s (12)
y paral< 6<-1
w0 = (1-0) iy + o ™y = iy 6 (61 (13)
donde {s'3} = tui*ly o (i)
Insertango (12) y (13) en (11) resulta
(3¢ M1+ o k1) sty = F1*% - (k] 'y
wy oy v h ()
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y donde {F' ™3 =« (1-9) {F'} + ofF *l},
[K] no dependen del tiempo basta factorizar %f [M] + e [Kuna

sola vez y en cada paso de tiempo resolver dos sistemas triangu

si las matrices [M] y

lares.

Utilizando el desarrollo de Taylor se ve facilmente que
el anterior esquema presenta un error de consistencia de orden 1
para todo valor de 6 excepto para ©6 =0.5 que es de orden 2. Pa
semos ahora a estudiar la estabjlidad; pongamos (14) de la si- -
guiente forma:

el +olx D ol = 70 (Ao ] - (1) KD

si en el cidlculo de {u'} cometemos un error {e'} obtenemos gra- -
cias a la linealidad que los errores verifican la ecuacidn:

i+l = M - (1-0) [K]) teh

>l

1

(Kf (M] + 6 [K]) fe o=
multiplicando por At [M]‘1 y designando [A] = [M]-l K]
obtenemos

([1] + at o [A]) fe'*y = ( [1] - at(1-0) [A]) {e'}

donde [I] es la matriz unidad. E1 error en el paso i,{ei} se tra
duce en un error {e1+1} dado por:

te?* 1y = (1] + at o[AD) Y ([IT - at(1-0) [A]) (e}
y por recurrencia
tey = [([1] + at o (DT (011 - at(1-0) [AD]! o

si expresamos {e°}en funcidon de los vectores propios {wk}de
N
[A] = ['_M]’1 [K] tendremos {e°}= E a W, ¥ para cada vector

k=1

propio {wk}
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[[I] + a2t o [A iyl]{wk} = (1 + at exk)'1 {w,}

[[1] - at (1-0) [A]] i = (1= at(1-0)x) {w}

siendo Ay el valor propio correspondiente a {wk}

Asi podremos concluir

, N .
e’y = 3 ol a, {w,} (15)
oy Pk Skt
l-At(l-e)xk
siendo P = (16)

si una de las componentes del error o {wk} es tal que su factor

~de amplificacidn pp verifica lpkl >1 esta componente crecera con

el tiempo y el método serd inestable; asi pues la condicidon de es
tabilidad se expresara lpkli’l para k = 1,....,N. Estudiemos las
diferentes casos.

a) 6= 0 (Euler explicito).
|1- at x| <1 (17)
La condicion de estabilidad es entonces

st <5 k=1, N (18)
k

Aunque alguna componente {wk} no esté presente en el desarro-
110 de {e°}los errores de redondeo generardn inevitablemente
un coeficiente o distinto de cero y para At > %7‘ el creci-
miento del error en esta componente seria para va%ores de 1
suficientemente grandes catastr6fico. Podemos relacionar la
condicidon (18) directamente con el paso h de la discretiza- -
cion mediante elementos finitos; por ejemplo para elementos -
lineales se obtienen expresiones para el maximo valor propio
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b)

2

AN de la forma Ay S g h~ siendo B una constante, obtene-

mos asi la condicién de estabilidad

2 .2
o=1 (Euler implicito)
En este caso resulta
1
ol = |——] <1
1+Atxk

Cualquiera que sea el valor de At y el método es incondicio-

nalmente estable

6=0.5 (Crank-Nicholson)

Tendremos:

|l - 22 %
lpk‘ .= ‘ At _<_1

cualquiera que sea el valor de At y el método es incondicio
nalmente estable. Sin embargo en este caso el valor de Py
es negativo si Aty %— en cuyo caso se producen oscilacio--

nes de esta componente que no son realistas.

kAt*é?g?tif<n 6=0.5 f

H ™/foscilaciof © €N 9 =1

nes. -«

EQ?b]
J able
2 \\‘No oscilatorio

] 1
0.5 1.0

0 = q

"Figura 2.- Regiones de estabilidad.
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A Ta vista de las consideraciones expuestas sobre orden
de consistencia y estabilidad cabe pensar que el método de Crank-
-Nicholson es el método 6ptimo entre todos los de la familia es-
tudiada y en todo caso si queremos evitar oscilaciones eligirfa-
mos el método de Euler implicito. Examinemos no obstante las ven
tajas que podria ofrecernos el método de Euler explicito (e=0);
en cada paso de tiempo hay que resolver el sistema de ecuaciones

M te'y = tFTy - (K]t

(19)
TEAES SRR ITLL SR TS
si hemos calculado la matriz [M] en su forma consistente hay que
factorizar una vez [M] y en cada paso resolver dos sistemas trian

gulares, igual que en los casos 6 >0. Sin embargo si utilizamos

la expresidn (9) (Integracidén numérica con puntos soporte en --
los nodos) la matriz [M] es diagonal y Ta resolucidn de (19) es
inmediata

sy, = %ﬁ;({F1}k S (K’ ) k=l (20)
Ademdas no se necesitan almacenar matrices globales pues el pro--
ducto [K] ful} se puede realizar al nivel de cada elemento. El -
método puede servir ademds para resolver problemas estacionarios;
tomando por ejemplo [M] = diag [K] es el método de Jacobi, el --
cual utilizando un adecuado pardmetro de aceleracidn puede ser -
competitivo con un método directo. Finalmente el método es apli-
cable a problemas no lineales donde la matriz [K] dependa de la
solucidén [K] = [K(u)]
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8. RESOLUCION CON MINIMEF DEL EJEMPLO DEL HORNO

Se ha resuelto con el programa MINIMEF el ejemplo plan-
teado en el apartado 1. En la siguiente tabla se indican los da-

tos fisicos del problema

Refractario AisTante
Densidad(Kg/m°) 3000 1500
Cap.Calorifica(KJ/Kg°C) 0.840 1

Cond. Térmica(KJ/hm°C) 72 _ 1.8

2o

Coeficiente de conveccidn en la pared exterior = 36 Kﬁ/h m-°C.

Temperatura en la pared interior (°C)
20. + 19.6t si < 0<t 50. (t en horas)

1000 Si t > 50. (t en horas)

E1 programa de marcoinstrucciones MINIMEF correspondien
te al método de Euler implicito serd el siguiente:

INIC Inicia]izar la soiucién

DT 5.  Define el paso de tiempo

PROP 1. Lee la funcidén temporal de los da-
tos del problema

CMAS Forma la matriz de masa consistente

TANG Forma la matriz de conductividad

CRNI 1. Forma la combinacidon 1ineal de ma-
trices con ¢=1.

LOOP 10. Comienza el bucle de tiempo

TIME Cuenta el tiempo

FORM Forma el segundo miembro de las --
ecuaciones.

SOLV Resuelve el sistema de ecuaciones

(factoriza solo ta 12 vez).
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DIB1 Dibuja Tlas isotermas
NEXT ' Fin del bucle de tiempo
END Fin del programa

En la figura 3 se muestra el mallado utilizado corres-
pondiente a una interpolacidn bilineal en cada cuadrildtero y -
en las figuras 4 a 8 se presenta la solucidon obtenida en distin
tos pasos de tiempo; finalmente en la figura 9 se representa la
solucidn correspondiente a la situacidon estacionaria.
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MEF % PUESTA EN MARCHA DE UN HORNO ##

VALORES EN EL TIEMPO 18.98

Figura 4.- Temperatura a las 10 horas
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Figura 5.- Temperatura a las 20 horas




MEF ®# PUESTA EN MARCHA DE UN HORNO %

VALORES EN EL TIEMPO 38.08

Figura 6.- Temperatura a las 30 horas

MEF ®» PUESTA EN MARCHA DE UN HORNO #

VALORES EN EL TIEMPO 482.90
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Figura 7.- Temperatura a las 40 horas



IEF w» PUESTA EN MARCHA DE UN HORNQ s

VALORES EN EL TIEMPO 50.99
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Figura 8.- Temperatura a las 50 horas
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9. ANALISIS DEL ERROR

En el estudio del error consideraremos el problema con
condiciones de contorno de Dirichlet homogéneas y que expresare
mos de forma general asi:

Hallar u = u(t) eV para t e]0,T[

(ut,v) + a(u,v) = (f,v) V v eV
(21)
u(o) = ug
_yl
donde V = HO(Q)
(u,v) = J u v dx
Q
a(u,v) = I k Vuvv dx
Q
En 1o que sigue designaremos mediante ||.|| la norma en
L%(a) y [1.11, 1a norma en H'(a).

En una semidiscretizacion mediante elementos finitos --
sustituimos el problema continuo (21) por el siguiente problema
discreto:

Sea Vh<:V un subespacio de dimensidn finita, queremos
hallar y,(t) eV, te Jo,7[ tal que

Upsv)  +alup,v) = (Fv) ¥ ove v
(22)
Uh(o) = Uosh



La expresidn (22) se puede poner también de la forma

(ul}']s V) + a(uhsv) = (Pofav)

0o bien

uﬁ + Ah u, = Pof en Vh
donde Ah esta definida por

(Ah Ups v) = a(uh, V) VoveV,

(23)

(24)

y PO es el operador de proyeccidn ortogonal con respecto a la --

norma ||.|| sobre el subespacio Vh‘

La solucion de (24) se puede expresar explicitamente de

la siguiente manera:

Eh(t-s) Pof(s)ds

Para el problema homogéneo (f=0) se verifica:

Jlup (e ] o< | ug(0) ]

Demostraciodn

TY TT TS e e w0000 0000 OO0 OO OO OO OO OO OO OO0 EODDODDS

En efecto, tomando v=u, en (23) con f=0 resulta:

1 d 2 2
7 at gl +alfuplly <0



1 d 2
osea 5 g llull™ <0

es decir || u (t)[| es no creciente #

Teorema

Bajo hipdtesis de regularidad suficiente de la solu--
cion del problema continuo tenemos:

[Ty () =uCE) || < ] up(0)-u(0)] |+ Cch"[[Ju(0)]], +

+ I; [lu%s)[]r ds]
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5 ) [ I '

Demostracidn

Introduzcamos la proyeccidon eliptica P1 u e Vh de u de
finida por

a(Plu,v) = a(u,v) Vove Vp

podemos poner

[Jup () -u(e) ] < [T (t) = Py u(e)]1+][Pyult)-u(t)]]
sabemos por la teoria de la aproximacidén de problemas elipticos

[Py ult) - u(t)[] < Ch" [Ju(t)]],

como

t
u(t) = u(0) + [ u'(s) ds
. .
[u(t) ], < [u(0)]]

t
.t JO [Iu'(s)llr ds
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de donde

t
[Py e-u®le e Mgl + [ 1urts)] as ]

Falta estimar el error g¢-= Up-Prue Vh, tomando v ¢ Vh en (21) y
restando de (22) obtenemos

(uﬁ Uty o+ a(uh-u,v) =0 Vveyvy
0 bien - %

(Up-utyv) + a(u -Pru,v)

1
o
<
<
m
<

sumando y restando (P1 u',v)
J(UH—Plu', v) + (Ppu'-ulv) + a(uh-Piu,v) =0 YV veV
de ahf,

(UA'PI u,v) + a(uh-Plu,v) = (u'—Plu',v) = (Po(u'~P1u'),v)

YV v th

que finalmente expresaremos poniendo o= Plu-u

(e',v) + a(e,v) = - (Poo‘,v) Y ve Vi (25)

Lo b e

cuya solucién es: !
t
o(t) = E, () 0(0) - jo £y (t-s) Pyo'(s)ds

Entonces gracias al lema:



[1ER (£ ()1 [<[18( 0N = |1 u,(0)-P,u(0)]] <

|A

[y (0)=6(0) | + [ u(0)-p,u(0)]]| <

| A

11U (0)-uC0)[ | + ¢ h" |]u(0)]]

Yy por otra parte

[ TER(t=s) Poo'(s)|<||Pgot(s)]I<|la'(s)]] =
1Py < oconT

de ahi fina]ﬁente

t t
|| Jo Ep(t-s) Py o'ds|| < Cc h" Jo [Tut(s)IT,. ds

To que completa la demostracidn de] teorema #.

Pasemos a la estimacién en la norma Il.lll

Teorema

Tenemos
Huh(t)-u(t)llli CHUh(O)'U(O)'Hl + C hr_l[lluéi(O)H

¢ ko 1/2
1 + [ u| 2
+JOHUH,.ds (Joll@jlr_l s )]

r

+

Tomemos en la expresién (25) v = o

2
[Te'|] + a (8,08') = - (Pyo',8')

como a(.,.) es simétrica (es un producto escalar)




1 2 '
[le || + % rEd a(e,0) = - (Poc',e') <

o

< 1Pgo' 1] 1ol < 5 o115+ 5 1817

de donde

y asi,

t
c,llel12 < c,lle(0)]]2 + jo o' (s)112 ds <

# t
<ty (luy(@-u@ 1y + e h™ w107+ [ Jlet()11? as

pues
6(0) = u (0)-Pyu(0)=(u (0)-u(0)) + (u(0)-Pyu(0))
por otra parte:
r-1 2
[1e'(s)I] = [IPqu'(s)-u'(s)|]| < Ch Hu (1
y sustituyendo en la anterior desigualdad

, 2
[Tel12 < ¢y (Ilug(0)-uo)ll; + " Hlu(0)]],) +

2 2(r-1) (¥ ., ., 2
+ ¢2 p2(r-1) JO [u'(s)[]._; ds



y como

[To(t) 1y =lIPyu-ully < ¢ A" F [Ju(p) ],

¢ h"t [HU(O)II + Jt [lu'(s)]] dS]
r 0 r

finalmente con

Hep(0-u(0) 1y < Tlolly + [lelly

concluimos el teorema #.

R TR e e
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