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1 Introduccion

Introducciéon

Este trabajo busca estudiar de forma rigurosa los autématas celulares (ACs), céntrandose
de manera especial en la propiedad de la reversibilidad. El concepto de AC fue creado
por John von Neumann cuando su estudio de la autorreplicacion le llevo a construir un
AC capaz de copiarse a si mismo. Posteriormente, en el ano 1980, los ACs ganaron en
popularidad con la creacién por John Conway de un AC llamado el Juego de la Vida. El
AC de John Conway era universalmente computacional, es decir, podia emular cualquier
cosa computable. Ademas destacaba por su autoorganizacion, o lo que es lo mismo, el
surgimiento de un orden global a partir del desorden inicial. En los anos 80 Stephen
Wolfram continué el estudio de los ACs analizando una plétora de aspectos de los ACs[1].
En la actualidad los ACs tienen varias aplicaciones y son el centro de cada vez mas in-
vestigaciones. Los ACs se usan en la criptografia para cifrar informacién, como sistemas
computacionales para resolver problemas algoritmicos, en el estudio de la complejidad,
en la formacion de patrones y para modelar una gran cantidad de sistemas en la biologia,
fisica, quimica y sociologia. Para mas informacion acerca de la historia de los ACs véase

[2].

Un AC es un sistema dinamico en el que evolucionan los estados de un "universo” a
lo largo del tiempo. El universo, que habitualmente llamaremos configuracion, consiste
en un conjunto células, cada una de ellas en un estado de un alfabeto. Es posible estudiar
ACs en el que las células son elementos de un grupo cualquiera y el alfabeto es infinito.
Este planteamiento es desarrollado en [4]. Sin embargo, en este trabajo consideraremos
solo el caso més tradicional en el que las células son elementos de Z? y el alfabeto es finito.
De esta forma podemos visualizar el universo como una red de dimension d formada por
celdas o células que estan en un estado de nuestro alfabeto. El AC es la regla que dicta
como evoluciona el universo o configuracién. Esta regla puede ser tanto determinista como
probabilista[3]. En este trabajo consideraremos solo los ACs deterministas y cada vez que
esté escrito AC se sobreentendera que éste es de caracter determinista. El universo evolu-
ciona de forma discreta en el tiempo al aplicar iterativamente el AC. La particularidad de
los ACs es que esta regla determina el nuevo estado de cada celda en base a los estados en
los que estan las células en una vecindad finita de la celda. La actualizacion del estado de
cada célula se realiza de forma simultanea y de forma independiente a las actualizaciones
ques se producen en las otras células. Ademas, tanto la regla de actualizacién como la
vecindad es uniforme en el espacio y el tiempo. De esta forma el comportamiento global
del AC surge a partir de interacciones locales entre células del universo, por lo cual los
ACs son sistemas descentralizados. Buena parte del interés de los ACs réside en como a
partir de reglas locales sencillas surgen una gran variedad de patrones permitiendo que se
usen los ACs en diversos campos cientificos.

En este trabajo nos centraremos en los ACs reversibles. Estos ACs se caracterizan por
que toda configuracion tiene un tnico predecesor. Por tanto, dado un universo cualquiera
podemos determinar el estado del universo en cualquier momento anterior. Crucialmente,
estos ACs resultan de gran utilidad para modelar sistemas dindmicos reversibles en el
tiempo, en particular, sistemas que evolucionan segun las leyes de la mecanica clasica.



En el primer capitulo daremos la definicién matematica de AC, estudiaremos la topologia
del espacio de configuraciones y demostraremos el teorema de Curtis-Hedlund-Lyndon
que caracteriza a los ACs. En el segundo capitulo veremos la definicién de AC reversible
y estudiaremos varias propiedades de la inyectividad y epiyectividad de los ACs con la
finalidad de simplificar la condiciéon de reversibilidad. En el tercer capitulo veremos el
teorema mas conocido acerca de los ACs, el teorema del Jardin de Edén. La nomenclatura
biblica es debida a que el teorema trata los ACs con algin universo sin predecesor y que
por tanto solo puede aparecer en el instante inicial. Dedicaremos el cuarto capitulo a un
estudio més detallado de los ACs unidimensionales. Primero veremos que es posible sim-
plificar la reversibilidad de los ACs a su inyectividad sobre las configuraciones peridédicas
y después usaremos los grafos de de Bruijn para estudiar estos ACs. En el quinto y
ultimo capitulo trataremos los ACs particionados, los cuales resultan un método sencillo
de construir ACs reversibles y demostraremos que los ACs reversibles de dimensién uno
son Turing completos.

2 Preliminares

2.1 Primeras Definiciones

Un autémata celular (AC) es un modelo de un sistema dindmico discreto en el espacio y
el tiempo. Este modelo consiste de una red de células idénticas que contienen un tnico
estado. El AC avanza en pasos discretos segiin una regla uniforme que determina el nuevo
estado de cada célula en base a los estados de cada una de las células de su entorno. La
idea es simular un sistema dindmico complejo, como puede ser la difusion de un fluido, a
partir de reglas locales sencillas.

Definicién 2.1. Formalmente un autémata celular A es un cuarteto A = (d,S,V, f)
donde:

1. d € ZF es la dimension de la red de células 7.°
2. S es el conjunto finito de estados que pueden tomar las células

3.V = (v1,v9,...,0m) es la vecindad finita (de tamario m) donde v; € Z¢ para 1 < i <
m yv; #v; paral <i<j<m.

4. [ es la funcion de transicion local f : S™ — S

Definicién 2.2. Una configuracion ¢ del AC' A es una funcion que asigna a cada célula
un estado.

c: 74— S

Se puede pensar ¢ como una foto de los estados de cada célula en un instante de tiempo
determinado. El AC cambia el estado de cada célula z segin la regla local f, en base a
los estados de las células de su vecindario V'(z). De esta forma A induce la funcién global
de transicién G con la que a menudo se identificard el AC A.



G:S¥ — 5%
G le asigna a cada configuracién ¢ la nueva configuraciéon G(c¢) que se define como sigue
G(C)(Z) = f(C(Z + Ul)a C(Z + U2)7 ) C<Z + Um))

Esta nueva configuraciéon G(c) es la que da los nuevos estados de las células tras el paso
discreto en el tiempo que se ha producido. Si dos AC tienen la misma funcién global de
transicion G diremos que son equivalentes.

Ejemplo 2.3. El AC mads famoso es el juego de la vida de Conway. Consideremos una
configuracion que en este caso es una red infinita, ortogonal y de dimension dos en la
que cada una de las células se encuentra en uno dos estados posibles, viva o muerta. Kl
juego de la vida rige como avanza la configuracion en el tiempo. FEn la Figura 1 vemos
un ejemplo de la evolucion de una configuracion bajo la accion de este AC.

1. Nacimiento: si en el instante t una célula esta muerta y tiene exactamente tres
células adyacentes vivas entonces pasa a estar viva en el instante t + 1.

2. Supervivencia: si en el instante t una célula estd viva y tiene dos o tres células
adyacentes vivas entonces sigue con vida en el instante t + 1.

3. Muerte por despoblacion: una célula (viva o muerta) con como mdzimo una
célula adyacente viva en el instante t pasa a estar (o sigue estando) muerta en el
instante t + 1.

4. Muerte por sobrepoblacion: una célula (viva o muerta) con mas de tres células
adyacentes vivas en el instante t pasa a estar (o sigue estando) muerta en el instante
t+ 1.

Matematicamente tenemos que el juego de la vida es el AC
A = (d7 S? V7 f)

donde la dimension del juego de la vida es d = 2, el conjunto de estados es S = {0,1}, 0
representa que la célula muerta y 1 que esta viva, la vecindad es el cuadrado de radio 1
centrado en el origen V = {—1,0,1}* y la funcion local f : S° — S se define como

1si< 0
S1,82, ..., S9) =
F51,82, ., 50) S0 si=4ys;=0

0 en otro caso
St representamos los ceros como cuadros en blanco y los unos como cuadros negros pode-

mos obtener una representacion grafica de la evolucion en el tiempo de una configuracion
inicial.
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Figura 1: La evoluciéon de una cuadricula 50 x 50 al aplicarle sucesivamente f

2.2 Vecindades

Dado un AC A = (d,S,V, f) con vecindad V' = (vy, vy, ..., v,,) se dice que la vecindad de
una célula z € Z% es

V(z)=(z+v1,2+ 09, ..., 2+ V)
y sus células vecinas son
VHz}) ={z+uv|1<i<m}.
M4s en general las células vecinas de un conjunto C' C Z? son
VIC)={z+uv|zeCyl<i<m}.
Denotaremos los estados de la vecindad V(z) de una célula s por
c(V(2)) = (c(z4v1),c(z 4+ v2), .y e(z + vp)).

De esta forma tenemos que

Dado que los AC son sobre todo usados para simular modelos fisicos y bioldgicos la vecin-
dad de una célula normalmente constara de un conjunto de células cercanas. La vecindades
mas frecuentes son la de Moore y la de von Neumann. Vemos algunos ejemplos de estas
vecindades en las Figuras 2 y 3.

La vecindad de von Neumann V¢ de radio r € N y dimensién d se define como
d
V;d = {Z = (217227 ""Zd) €z ’ ”Zul = Zi:l |ZZ| < T}'
La vecindad de Moore M¢ de radio r y dimensién d es

M= {2z = (21,20,...,2q) € Z¢ | ||2]|loc = max{|z| |1 <i<m}<r}



Vi Vi vy

Figura 2: Las vecindades de von Neumann de dimensién d = 2 y radios 0 < r < 3.

con lo que, M%(2) es el hipercubo de dimensién d y aristas de longitud 2r + 1 centrado
en la célula z. Por tanto M%(z) contiene (2r + 1)? células.
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Figura 3: Las vecindades de Moore de dimension d = 2 y radios 0 < r < 3.

Un AC A = (d,S,V, f) es equivalente al autémata célular A’ = (S,d,V’, f') donde
V({0}) CV'({0}) y f’" solo depende de las primeras m coordenadas, reordenando si hace
falta. De esta forma si los elementos de V' estan contenidos en la vecindad de Moore de
dimensién d y radio r, es decir,

V({0}) € M

decimos que A estd determinado por un AC de radio r o simplemente que es un AC de
radio r refiriéndonos a que es equivalente al AC A" = (S,d, B°(0), f').

2.3 Configuraciones finitas y periodicas
Dada una configuracién ¢ € Sz y un estado s € S se define el s-soporte de ¢ como
sops(c) = {z € Z% | c(2) # s}.

Es decir, las células que no estan en el estado s. Se dice que c¢ tiene s-soporte finito o
simplemente que c es s-finito si

|sops(c)| < oo.

El conjunto de las configuraciones de Sz que son s-finitas se denota



Fy(d,S) = {c e 8% | |sops(c)| < oo}

o simplemente Fj si d y S se sobreentienden. Un estado ¢ € S se dice que es quiesciente
si

fla,q,-,q) =q

Una vez fijado un estado quiesciente ¢ se deja de mencionar el estado en los conjun-
tos definidos anteriormente pues se sobreentiende el estado. De esta forma hablariamos
simplemente del soporte de ¢

sop(c) = {z € Z* | c(2) # ¢}
y de configuraciones finitas
F={ceS¥||sop(c)| < oo}

Es claro que G|r manda configuraciones finitas a configuraciones finitas. Esto es por que
si ¢ es configuracién finita existe un conjunto finito B C Z? tal que dada cualquier célula
z fuera de B su vecindad V(z) consistird en células en el estado ¢. Luego tenemos que

Vz € ZN\B G(2) = f(c(V(2)) = f(¢.¢,-.q) = ¢

Denotamos G por
GF F— F

c— G(c)

Pasemos ahora a las configuraciones periddicas.

Dado r € Z® denotamos la traslacién por r por 7, donde

d d
7.0 8% — §Z

Ve e Z 1.(c)(2) = c(r + 2).
Dado k € Z denotaremos por o} la traslacién por k en la coordenada i, es decir

oi(e)(z) = c(z1, 22, oo Zio1, 20 + Ky Zig 1y oy 2a) V2 = (21, 29,00, 2q) € 22

Claramente tenemos que
_ d
Try © Try = Tridry V11,72 € Z

Dado r € Z¢ una configuracién ¢ se dice que es r-periédica si 7,(c) = c.

Una configuracion ¢ € SZ% ge dice que es totalmente periédica si existen 2y, 29, ...2q4 € Z¢
linealmente independientes tales que c¢ es z;-periddica, 1 < i < d. Para un ejemplo de
configuracion totalmente peridédica vease la Figura 4.

El conjunto de configuraciones de SZ* totalemente periédicas se denota P(d, S) o simple-
mente P si la dimensién d y los estados S se sobreentienden.

6



Figura 4: La configuracion que asemeja un tablero de ajedrez infinito es totalmente
periédica de periodos (0,1) y (1,0).

Como ocurria en el caso de las configuraciones finitas G|p manda configuraciones
totalmente periddicas a configuraciones totalmente periddicas. Denotaremos por Gp la
restriccién de G a P.

Gp P—P

c— G(e)
Esto es una consecuencia de la siguiente proposicion.

Proposicién 2.4. Sean G un AC yr € Z cualesquiera la traslacion 7, conmuta con G,
es decir, 7. o G = G o T,.

., d .
Demostracién. Sean z € Z% y ¢ € S%° cualesquiera queremos ver que

(G (e))(2) = G(7(c))(2).

En efecto, tenemos que

7-(G(0)(2) = G(c)(r+z) = flc(r+ z+v1),...,c(r + 2z +vy))
= [(()(z + v1), ..., T () (2 + vm)) = G(7:(c))(2)-

]

Esto lo que quiere decir es que da igual trasladar antes o después de aplicar el AC.
Por tanto si una configuracion es r-periédica la configuracion transformada por un AC
también lo sera.

Esta proposicién nos da otra forma de pensar los AC. Gracias al hecho de que los AC
conmutan con traslaciones tenemos que

G(e)(2) = 7(G(0)(0) = G(7=(c))(0) = f(7=(c)(01), ., 7= () (Um))-

Luego en realidad G(c)(z) solo depende de los valores que toma la configuracién trasladada
7.(c) sobre el conjunto {vy,vs,...v,,}. En base a esta discusién podemos definir un AC
como una aplicacién G : SZ% 5 527 tal que existe un conjunto finito V' llamado vecindad
y una aplicacién f : SV — S llamada funcién de transicién local verificando que

G(e)(2) = f(7=(clv))

7



para todo ¢ € Sz y para todo z € Z¢. Por tanto puesto que las funciones de tran-
sicién locales de los ACs solo dependen de sus valores sobre SY{% podemos representar
graficamente un AC dibujando los posibles estados en los que se pueden encontrar el en-
torno de una célula e indicando el nuevo estado que adquiere la célula. Esto es lo que
hacemos en la Figura 5 y la Figura 6.

Figura 5: Representacion grafica del AC 184. El cuadrado bajo cada raya indica el nuevo
estado de la celda central.

Figura 6: La regla del Juego de la Vida. La célula central es negra si estd viva y blanca
si esta muerta. Las otras ocho células de su vecindad se representan en base a cuantas
estan vivas. La tonalidad mas oscura indica que todas las células estan vivas y la menos
oscura indica que todas las células estan muertas.

2.4 Autématas Celulares Elementales

Un tipo de ACs son los llamados ACs elementales. Fueron estudiados y clasificados por
Stephen Wolfram en el ano 1983 [5]. Un AC elemental A es un AC de dimension d = 1
de radio 1 y con estados S = {0,1}. Estdn determinado por sus funciones locales luego
podemos identificar un AC elemental de funcién local f con los 8 digitos

f(1,1,1)f(1,1,0)f(1,0,1)f(1,0,0) £(0,1,1)£(0,1,0) £(0,0,1) f(0,0,0).

Si convertimos esto a binario obtenemos un entero en el intervalo [0,255] mediante la
féormula

F(1,1,1)-2% + £(1,1,0) - 2" + ... + £(0,0,1) - 2" + £(0,0,0) - 2°.

Ahora identificando los |SSV{O}| — 2% = 256 posibles AC elementales con este niimero
tenemos el nimero de Wolfram del AC A.



Los AC elementales se pueden representar graficamente empezando en una fila con una
configuracion inicial ¢; que consta de una sola célula en el estado 1 y el resto en el estado
0. La segunda fila serd la representacién de G(cy) y asi sucesivamente, bajando de filaa
al volver a aplicar el AC. Realizamos este proceso con el AC 184 en la Figura 7.

Figura 7: La representacién grafica del AC elemental niimero 184.

2.5 Topologia del Espacio de Configuraciones

. s, . d .
Definiremos una métrica sobre SZ° como sigue

d . 0 si C1 = Co
(Cla 02) - 2—min{||zHoo:cl(z)7£02(2)} si 1 7& Cs

Comprobemos que d es una métrica:

Es evidente que d es una funcién no-negativa, simétrica y que cumple el axioma de co-
. . . , . . Zd
incidencia. Ademads veamos que cumple la desigualdad triangular. Sean cq,co,c3 € S
cualesquiera y denotemos z;, 2, v 23 los elementos minimos de Z? con la norma infinito
tales que ¢; # ¢, co # 3y ¢3 # ¢ respectivamente. Supongamos por reduccion al absurdo
que

d(Cl, CQ) + d(CQ, 03) < d(Cl, 03)
entonces por la definicion de 21, 25 y 23

2l g7lealle < 9l = g0 < min | 22lloc, 121 ]]oc}
= Cl(Zg) = 62(23), 62(2’3) = 63(23)
= 01(23> = 03<Z3)

Lo cual es una contradiccién pues ¢1(z3) # ¢3(z3) por la definicién de z3 con lo que con-
cluimos.

Como acabamos de ver tenemos un espacio métrico M = (SZd, d) luego la métrica d induce
una topologia 7 cuya base de abiertos consiste en las bolas abiertas de M. Explicitamente
una bola abierta de radio ¢ = 27" > 0 centrada en la configuracién c es

B(c)={ee 5| c(2) = e(2), ||2lloe <7}



Ahora que hemos definido una topologia sobre el espacio de configuraciones veremos que
una sucesion de configuraciones converge a una configuracion c equivale a que en cualquier
célula los valores que toma la sucesion en esa célula coinciden con el valor que toma c a
partir de algtin término de la sucesion.

Proposicién 2.5. Una sucesion de configuraciones (¢,)nen converge a la configuracion
c si y solo si para todo z € 7 existe N, € N tal que para todo n > N, se cumple que

cn(2) = c(2).

Demostracion. Si (c,)nen converge a ¢ entonces para todo e = 277 > 0 existe N, tal
que para todo n > N., ¢, € B.(c). Por tanto dado z € Z¢ cualquiera de norma infinito
k = ||z||oc basta considerar N, para e = 27* y tenemos que a partir del elemento cy_ todos
los elementos de la sucesion (¢, )nen coinciden en los elementos de 7% de norma infinito
menor o igual que k. Luego en particular coinciden en z.

Reciprocamente, sea ¢ = 27" > 0 cualquiera queremos encontrar N tal que ¢, € B(c)
para todo n > N.. Es decir, que a partir del elemento niimero N, los elementos de la
sucesién coincidan en los elementos de Z? cuya norma infinito es menor o igual que r.
Denotemos B = {z € Z? | ||zl < r}. Sabemos por hipdtesis que para todo z € B
existe N, tal que ¢,(z) = ¢(z) para todo n > N,. Consideremos el nimero natural
N. = mazx{N, | z € B} que existe por ser B finito. Por definicién de N, tenemos que
c(z) = c,(2) para todon > N, y para todo z € B luego N. es el buscado y conluimos. [

Esta caracterizacién de la convergencia resulta muy util y la utilizaremos para de-
mostrar tanto la continuidad de las funciones de AC como la compacidad del espacio de
configuraciones

Proposicién 2.6. Sea (¢,)nen una sucesion de SZ° y G un AC. Si la sucesion (¢,)nen
converge a la configuracion ¢ entonces la sucesion (G(c,))nen converge a la configuracion

G(c).

Demostracién. Sea V = (vy,vs, ..., vy, ) una vecindad de G'y z € Z4 cualquiera. Sabemos
por hipétesis que lim ¢, = ¢ luego dado cualquier z € V({z}) = {2+ v; | 1 <i < m}
n—oo

existe N, > 0 tal que ¢,(z) = ¢(z) para todo n > N,. Consideremos ahora
N =maz{N, |z € V({z})}.
Este N nos da la continuidad de G en z puesto que si n > N entonces
G(cn)(2) = fen(V(2))) = flen(z+ 1), cn(z + ), ..y cn(z + Uim))

= fle(z4+v1),c(z +v9), ..., c(z + vy)) = G(c)(2)

con lo que concluimos al ser z € Z% cualquiera. O

Veamos ahora que el espacio métrico M = (Szd,d) es secuencialmente compacto y
por tanto compacto. Para ello lo que haremos es dada una sucesién de configuraciones
construiremos una subsucesion cuyos elementos coincidan en cada vez mas células. Esto
ultimo nos dara la convergencia.

Proposicién 2.7. Toda sucesion de configuraciones tiene una subsucesion convergente.

10



., ., d .,

Demostracién. Sea (cp)nen una sucesién de SZ°  ng € Ny h: N ~ Z¢ una enumeracién
d .7

de Z% creamos la subsucesion (¢, )reny donde

ny = min{my € N verificando las propiedades (1), (2x) vy (3x)} para k >1

(1k) myg > Ng—1
(24) o () = oy, (H0) para 1 < <k~
(3k) Existe Ay = N tal que ¢,(h(i)) = ¢, (h(i)) paratodoa € Ay y 1 <i <k

Veamos que existen my verificando estas condiciones. En primer lugar estudiemos el
caso k = 1.

Dado que S es finito mientras que N es infinito existe un nimero infinito de configura-
ciones de la sucesion (¢,)neny que toman el mismo valor s en el punto A(1). Luego existe
my > nyg, es decir, cumpliendo (1) tal que ¢, (h(1)) = s. Por tanto existe también A;
verificando (3;) mientras que la condiciones (2;) se cumple por ser vacia.

Ahora veamos que una vez verificado el caso k = 1 podemos construir los siguientes indices
recurrentemente. En efecto, si existen ny,ns,...,n; con k > 1 verificando las condiciones
que hemos impuesto también existirdan un nimero infinito de myy1 que verifiquen (25 1)
gracias a la condicién (3y). Ademés por el argumento de antes al ser S finito existiran in-
finitos my, 1 que verifiquen (3x11) v (2x+1) luego de entre estos también habra infinitos que
satisfacen (1x,1). Por tanto la subsucesién construida existe. Ademéds esta subsucesion
converge pues dado z = h(i) cualquiera gracias a la condicién (2;) se cumple que

e (WD) = 0y (B(0)  Vj 2

Por tanto como un espacio métrico es compacto si y solo si es secuencialmente compacto
. T d
el espacio métrico M = (SZ°,d) es compacto. O

Otra propiedad que nos sera util mas adelante es que las sucesiones totalmente periodicas
y las finitas son densas en M = (SZd, d). Con esta propiedad en muchos casos podremos
generalizar informacion conocida de estos dos tipos de configuraciones a todo el espacio
de configuraciones.

Proposicién 2.8. Sea ¢ € SZ y s € S existen dos sucesiones (py)nen C P(d,S) y
(¢n)nen C Fy(d, S) tales que

lim p, = hm Ch=2¢C

n—oo — 00
Demostracion. Para construir una sucesion de configuraciones totalmente periddicas (p,, )nen
convergentes a ¢ basta con definir p; como una configuraciéon que coincide con ¢ sobre el
hipercubo de tamafio (2i + 1) centrado en el origen C¢ = {—i,—i + 1,...,i}? y cuyo
periodo es mayor o igual que 2i + 1 en todas las coordenadas. Claramente una sucesion
de este tipo converge a ¢ pues dado z € Z¢ p,(z) = ¢(z) para todo n > ||2]|e

De forma analoga dada una enumeracién n : N <— Z9 para i > k definimos ¢; como la,
configuracién que coincide con c en {n(1),...,n(k)} y que vale s € S fuera de {n(1), ..., n(k)},
es decir

o(2) = {c(z) siz e {f(1),..., f(k)}
' s siz & {n(1),...,n(k)}
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De nuevo es sencillo ver que la sucesién definida (¢, ),eny converge a c pues dado z € Z? sea
N € N tal que z = n(N) para todo i > N se cumple que ¢;(z) = ¢(z). Ademaés la sucesién
esta formada tnicamente por configuraciones finitas por definicién luego concluimos. []

Para acabar esta seccion veremos es teorema de Curtis-Hedlund-Lyndon que nos sera
de utilidad para decidir si un AC es reversible. Pero primero veamos el siguiente lema.

Lema 2.9. Si (X,d) es un espacio métrico compacto, (Y,p) es un espacio métrico y
f: X =Y es una funcion continua entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Para evitar confusiones denotaremos las bolas en X con B y las bolas en
Y con B’. Puesto que f es continua para todo z € X existe &, > 0 tal que

F(Bs,(2)) € BL(f(2)))

Ademaés {Bs, L () }zex es un recubrimiento de X por abiertos luego existe un subrecubrim-
iento finito {Baw (x;)}, . Definimos 6 = min{% |1 < ¢ < n} comprobemos que ¢ asi
2
definido cumple que
f(Bs(x)) € Bi(f(x)) Vo € X,
Por ser {Bs., i, (x;)}™; un recubrimiento de X existe xz; tal que x € B br; (x;) ademéds por

la deﬁmclon de § tenemos que si y € B;(z) entonces y € Bs, () pues

Op. Oy
d(zi,y) < d(x;,x) +d(z,y;) < 21 + 7 =0,

Luego si d(z,y) < 0 entonces

como queriamos ver O

Ahora estamos listos para ver el teorema de Curtis-Hedlund-Lyndon [6].

d d ., . . .. .
Teorema 2.10. Sea G : S — S wuna funcion las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. G es la funcion de transicion global de un AC.
2. G es continua y conmuta con traslaciones.

Demostracion. Ya hemos visto que (1) = (2). Veamos ahora (2) = (1).
Por el lema anterior al ser G continua y M = (SZd, d) un espacio métrico compacto G es
uniformemente continua. Por tanto existe r > 0 tal que para todo ¢ € S

G(By(c)) € Bi(G(c)).

Por tanto dados ¢1, ¢y € SZ° si ¢1(2) = ¢5(2) para todo z € Z% tal que ||z]|o < 7 entonces
G(c1)(0) = G(c2)(0). Esto lo que quiere decir es que G(¢)(0) solo depende de la restriccion
de ¢ a la bola cerrada B = {z € Z¢ | ||z||oc < r}. Por tanto existe una funcién

f:8% —58
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tal que
G(c)(0) = f(c|s)
para todo ¢ € Sz Ahora, como por hipdtesis G conmuta con permutaciones tenemos
que
G(0)(z) = 7:(G(c))(0) = G(7:(c))(0) = f(T:(clB)).
Esto lo que significa es que en efecto G es la funcién global de un AC de vecindad B y
funcién de transicion local f. O

3 Reversibilidad y Equilibrio

3.1 Reversibilidad

En esta seccion estudiaremos como afectan la inyectividad y epiyectividad de G a la
inyectividad y epiyectividad sus restricciones Gr y Gp y viceversa.

Definicién 3.1. Un AC A = (d,S,V, f) con funcion de transicion global G es inyectivo
o epiyectivo si lo es G.

Definicién 3.2. Se dice que un AC A = (d,S,V, f) es reversible si su funcidn de tran-
sicion global G es biyectiva y G~ es la funcion de transicién global de un AC.

Equivalentemente por el teorema de Curtis-Hedlund-Lyndon A es reversible si G es
una funcién biyectiva y su funcién inversa G—! es continua y conmuta con traslaciones.

Es evidente que si G es inyectivo G y Gp también por ser sus restricciones. Sin em-
bargo el reciproco no es cierto. Veamos un contraejemplo de la inyectividad. El AC de
disyuncién exclusiva A = (d = 1,5 ={0,1},v = (0,1), f) donde

0 si(a,b) =(0,0)
1 si(a,b) =(1,0)
H@ =91 G = (0.1)
0 si(a,b)=(1,1)

Tenemos que G no es inyectiva pues por ejemplo si consideramos la configuracion ¢y = 0
tenemos que

G (c) ={cp,c1 = 1}.

Sin embargo G si es inyectiva pues si fijamos el estado quiescente ¢ = 0 tenemos que G
es inyectiva sobre las configuraciones 0-finitas F'.

Veamos que efectivamente si existen dos configuraciones finitas ¢; y ¢y tales que
G(c1) = G(cg) se debe de cumplir que ¢; = ¢. Por ser ¢; y ¢y distintas existe z € Z
tal que ¢1(z) # ¢2(z). Supongamos sin perdida de generalidad que ¢;(z) =0y ca(2) = 1.
Usando que G (cl)(z) G(c2)(2) deducimos que existen dos posibles valores para la pareja
(e1(2+ 1), e2(z + 1))



En todo caso una de las configuraciones tomara el valor 1 en la siguiente célula z + 1
mientras que la otra tomara el estado 0. Podemos seguir usando el mismo razonamiento
mientras nos movemos a la derecha de la célula z. Obtenemos que si la configuracion c;
toma el valor 0 k veces sobre el conjunto {z,z + 1, ..,z + n} entonces la configuracion c;
toma el valor 1 n — k + 1 veces. Por lo tanto al menos una de las configuraciones toma el
valor 1 un niimero infinito de veces lo cual es una contradiccién con que es finita.

En cambio la epiyectividad de las restricciones si asegura la epiyectividad del AC

Proposicién 3.3. Sea G un AC tal que Gp o G es epiyectiva entonces G también es
epiyectiva.

Demostracion. Veremos solo el caso en el que Gp es epiyectiva. El caso en el que G es
epiyectiva se demuestra del mismo modo. Dada una configuraciéon ¢’ veamos que tiene
antiimagen. Gracias a la Proposicién 2.8 existe una sucesion (c),),eny C P tal que

lim ¢/, = ¢.
n—oo
Por hipétesis Gp es epiyectiva luego existe una sucesion (¢, ),en tal que

G(e,) =d, VneN

. d . ., , .
Por la compacidad de S%° existe una subsucesién convergente (Co(n))Jnen con limite c

lim Co(n) = C.
n—o0

Ahora usando la continuidad de G tenemos que

lim G(comy) = G(lim cy(n)) = G(c).

n—oo n—oo
Ademés
lim G(com)) = lim ¢,y = lim ¢, =¢
n—o0 n—oo n—oo
con lo que concluimos que G(c) = ¢ como queriamos. [

Proposicién 3.4. Si Gp es inyectiva entonces Gp es biyectiva.

Demostracion. Dado ¢ una configuracion totalmente periodica veamos que si Gp es in-
yectiva entonces ¢ tiene antiimagen. Por ser ¢ totalmente periodica existen d enteros
{k1, ko, ..., kq} tales que
o, (c)=c 1<i<d
Denotemos
C={ceS|o(c)=c 1<i<d}.

Por la definicién de C' una configuracion ¢ perteneciente a C esta determinado por su
imagen sobre el hiperréctangulo de dimension d y lados de longitud k;. Las configuraciones
de C' pueden tomar cualquier valor s € .S sobre las células del hiperréctangulo. Por tanto

O] = |h]
con lo que C es finito. Vimos que G conmuta con permutaciones luego G(C') C C' pero
por hipétesis Gp es inyectiva luego |C| = |G(C)| con lo que concluimos que, al ser C
finito, G(C) = C. O
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Corolario 3.5. Si Gp es inyectiva entones G es epiyectiva.

Demostracion. Si Gp es inyectiva entonces por la Proposicién 3.4 G p es epiyectiva. Ahora
usando la Proposicién 3.3 concluimos que G es epiyectiva. O]

Corolario 3.6. Un AC G es biyectivo si y solo si es inyectivo.

Demostracion. Si G es inyectiva entonces Gp también lo es. Consecuentemente ademas
de ser inyectiva GG es epiyectiva por el Corolario 3.5. m

Intentemos ahora simplificar las condiciones que se imponen sobre un AC para que
sea reversible. Pero antes veamos el siguiente lema.

Lema 3.7. §i f : X — Y es una funcion continua y biyectiva definida en un espacio
compacto X 1y valorada en un espacio métrico’ Y entonces f~! también es continua.

Demostracion. Queremos ver que cualquier cerrado C' C X tiene imagen cerrada. Veamos
primero que C' es compacto. Sea {U;};c; un recubrimiento abierto de C' entonces C¢ U
{U;}ier forma un recubrimiento abierto del compacto X luego existe un subrecubrimiento
abierto finito {U;};c;. Este subrecubrimiento estd formado unicamente por la unién
abiertos de {U,;};er v posiblemente C¢ luego {U;}jecs \ C° es un subrecubrimiento finito

de {Ui}iel-
Visto esto como f es continua entonces f(C') es compacto en el espacio métrico Y luego
en particular es cerrado como queriamos. O

Proposicién 3.8. G es reversible si y solo si es inyectiva.

Demostracion. Hemos visto en el Corolario 3.6 que G es inyectiva si y solo si es biyectiva.
Consecuentemente si G es inyectiva existe su funcién inversa G—!. Falta ver que G™1
es la funcién de transicion local de algin AC. Lo haremos usando el Teorema de Cur-
tis-Hedlund-Lyndon. Por la Proposicién 2.7 el espacio de configuraciones es compacto
con lo que podemos aplicar el Lema 3.7 a G para obtener que G~! es una funcién continua.
Ademsds G conmuta con traslaciones pues sea 7, una traslacién cualquiera entonces

Glorn,=Glor,0GoG ' '=G1oGor, oG '=7.0G "
Por tanto G~! es continua y conmuta contranslaciones luego por el teorema de Cur-
tis—Hedlund—Lyndon es la funcién de transicién global de una AC. O]
3.2 Epiyectividad y Equilibro
Para empezar daremos varias definiciones que nos seran de utilidad.

— Dado un AC G se dice que una configuracion ¢ es una configuracién Jardin de Edén si
no tiene antiimagen. Es decir, si

G He)=10

Por definicién tenemos que la existencia de configuraciones Jardin de Edén equivale a
la no epiyectividad del AC.
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— Dado un subconjunto de D C Z¢ definimos un patrén p sobre D como como una
aplicacion
p:D—S.

~Un patrén p € SP decimos que es finito si su dominio D es finito.

— Decimos que dos patrones p; € SP' vy py € SP2 son disjuntos si sus respectivos do-
minios son disjuntos, D; N Dy = 0.

— Se dice que ps es un subpatrén de p; si Dy € Dy y pi|p, = po.

— Se dice que p; contiene una copia de psy si existe una traslacién 7, tal que el patrén
trasladado 7,.(p2) = (7(D), g o 7,.) es un subpatrén de p;.

Los patrones se pueden pensar como mini-configuraciones aunque si el dominio de un
patrén es la totalidad de Z? entonces el patrén también es una configuracion.

Podemos estudiar el cambio que produce un AC sobre un patrén de forma similar a
como vimos como transforman los AC a las configuraciones. De forma analoga al caso de
las configuraciones tenemos que dado un AC G de vecindad V, un patrén p € S? y un
subconjunto D’ C Z* cuya vecindad V (D’) estd contenida en D el AC G induce un nuevo
patrén p' € SP definido de la siguiente forma:

P'(z) =p(V(z)) Vze D"
Esté transformacion se denotard
GPoP 9P 5

prp

Tenemos que = (. El concepto andlogo al de configuracion Jardin de Edén para
el caso de los patrones es un patron huérfano.

GZd—>Zd

o« o s s . ! , . . .. .
Definicién 3.9. Un patrén finito p’ € S es huérfano si no tiene antiimagen, es decir,
/

si no existe ningun patron p = (D, g) tal que GP7P (p) = p'.

En realidad basta con que no exista antiimagen entre los patrones de dominio V(D’)
pues GP=P'(p) estd determinado por ply(py por la definicién de GP=P". Ademds se
cumple que la existencia de huérfanos es equivalente a la no epiyectividad del AC como
veremos en la siguiente proposicién.

Proposicién 3.10. Un AC G tiene una configuracion Jardin de Edén si y solo si también
tiene algun patron huerfdno.

Demostracién. Si p € SP es huérfano entonces todas las configuraciones que coinciden
con p sobre D y tienen cualquier valor en D¢ son configuraciones Jardin de Edén. Es
decir, una configuracién que contiene un patréon huérfano es una configuracion Jardin de
Edén.
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Reciprocamente si G no es epiyectivo entonces G(SZd) C S%% Ademds sabemos que
G es una aplicacion continua sobre el espacio de configuraciones que es compacto con
la métrica d definida anteriormente. Luego G’(SZd) también es compacto en un espa-
cio métrico y por tanto cerrado. Por tanto el conjunto de las configuraciones Jardin de
Edén G(SZ)° + 0 es abierto y contiene alguna bola abierta By—r(c’). Consecuentemente
Byo(d) = {e € % | d(2) = e(2) V 2z € Z? | ||z]|se < 7} esta formado tinicamente
por configuraciones Jardin de Edén. Ahora si consideramos el patrén p’ = |, donde
D' ={z¢€Z| ||z]lo <1} esla bola de radio r con la norma infinito tenemos que p’
es huérfano. Esto es porque si existiese p € S” tal que GP7P'(p) = p’ entonces una
configuracién que coincidiese con p sobre D tendria imagen en By—+(¢’) que estd formado
Unicamente por configuraciones Jardin de Edén. Por tanto llegamos a contradiccién al
suponer que p’ no es huérfano con lo que concluimos. O

La parte central de esta subseccion es la relacion que existe entre la epiyectividad de
un AC y el equilibrio del AC.

Definicién 3.11. Un AC es equilibrado si se cumple que todos los patrones (con dominio)
del mismo tamano tienen el mismo niumero de antiimdgenes.

Lema 3.12. Para todo s,d,n,r € Z* existe kg € Z* tal que V k > kg
(Snd . 1>kd < S(kn—2r)d
Demostracion. Esta desigualdad es equivalente a las siguientes:

k- logy(s™ — 1) < (kn — 2r)¢

2 d

logs(s"" —1) < (n =)
Ademds tenemos que logs(snd — 1) < n? y por otra parte limy,_,o (n — %)d = n4 luego
concluimos. O

. , . . d
Si s es el niimero de estados |S| y consideramos un AC G radio r tenemos que s*?)

es el numero de patrones posibles con dominio un hipercubo D de dimensién d y lado kn
mientras que (kn — 2r)? es el niimero méximo de sus imagenes por GP"" donde D’ es
el hipercubo de dimensién d y lado kn — 2r. Luego intuitivamente lo que nos dice este
lema es que si hay algunos patrones con la misma imagen entonces G no es epiyectiva.
Usaremos este lema para demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 3.13. Sea G un AC de radio r, s = |S| el nimero de estados, p' € SP" un
patrén finito y D C Z¢ un conjunto finito cumpliendo que V(D') C D. Entonces si G es
epiyectivo se cumple que el numero de antiimdgenes del patron p con dominio D son

{p €SP | GP=P(p) =p'}| = sPI7IP,

En particular el AC' G es equilibrado.
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Demostracion. Primero veamos que la proposicion se cumple para el caso en el que D y
D’ son hipercubos. Sean D y D’ hipercubos de dimensién d y aristas de longitud n y
n — 2r respectivamente. Supongamos por reduccion al absurdo que existe algin patron
po € S tal que

(G2 (po)| # PP,

Entonces necesariamente existe algiin patrén pj € SP " tal que
7 —1 ’
a=[(GP7P) 7 (p)] < 8PP

Si esto no fuese cierto entonces todos los patrones de dominio D’ tendrian al menos

— / oo ’ .. , , .. ,
sIPI=IDl antiimagenes con dominio D y al menos uno de ellos tendrfa méas antiimagenes.
Pero entonces

(@GP HS) > YD PP = s
pesD’
lo cual es imposible. Ahora sea k € Z" cualquiera. Sea H un hipercubo de dimensién d
y lado kn y sea H' el hipercubo de lado kn — 2r centrado dentro de H definimos
P={H; 1<i<k%

como la particién de H en k? hipercubos de lado n. legimos otros k? hipercubos H] tales

que
H cHNH; 1<i<k’

Podemos ver una representacion grafica de estas particiones en la Figura 8.

n n n n

rl

n

n

n

rl

Figura 8: Los hipercubos H, H', H; y H! en dimensién 2. Imagen extraida de [7].
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Consideremos C’ el conjunto de los patrones con dominio H’ que contienen una copia
trasladada de p’ en cada uno de los k% hipercubos H!. Los patrones que estdn en C”’ estdn

determinados en los k¢ hipercubos H! por pj, y pueden tomar cualquier valor en el resto
de las |H'| — k4| D'| = |H'| — k%n — 2r)? células. Por lo tanto

|C/| _ S|H’\fkd(n72r)d.

Por otro lado consideremos
C={pest|Gi>"(p) e}

el conjunto de patrones sobre H cuya imagen por G coincide con la de pj sobre los
hipercubos H]. Por la definicién de a

IC| = a*.

Hemos construido estos conjuntos porque ahora queremos ver que |C| < |C’| y asi llegar
a contradiccién con que el AC G es epiyectivo pues C' = (GP7P))~1(C").

Por la eleccién de pj), el hecho de que a y s/P!=1”'l son enteros positivos y que 0 < s71P'1 < 1
tenemos que las siguientes desigualdades son ciertas:

_ / _ !
a < sIP-IDT 1D

d _ / _ / d
¥ < (5P gDk

/

k.d

a kAP (gIPT )k,

N

S

Sabemos por el Lemad.12 que para algin k suficientemente grande

(Snd . 1)k‘i < S(knf2r)d

y como
|ID| =n? |H'| = (kn — 2r)*
tenemos que para k suficientemente grande
(sIPh — 1)K < I,
Luego sustituyendo en la desigualdad aF' < 3‘kd|D'|(s|D - 1)"“d tenemos que

d A RAR Y

o lo que es lo mismo
Ol < ||

como queriamos ver.

Falta ver que la proposicién sigue siendo cierta en el caso general en el que D y D’
son conjuntos finitos tales que V(D’) C D. Podemos escoger n tal que D esté contenido
en un hipercubo H de dimensién d y lado n y D’ este contenido en un hipercubo H' de
dimensién d y lado n — 2r. Sea p € S un patrén cualquiera con dominio D’ llamemos

()]

-1

4= |(GD—>D/)
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0 — sPI-ID|

Queremos ver que Definamos

P ={pe SH' plpr =7p'}

como el conjunto de patrones sobre H' que contienen al patrén p’. Estan determinados
en D' y pueden tomar cualquier estado en el resto de las |H'| — |D’| células. Por tanto

|P'| = slH'=ID

Por la parte de la proposicion que demostramos para hipercubos como los que tenemos
ahora se cumple que

‘(GH%H’)‘I(p/” = |P| g — G[H =D GlHI=H | [H|=[D'|

Por otro los patrones de dominio H cuya imagen por G estd en H' son justamente los
patrones que contienen una antiimégen de p’ en D’ luego por la definicién de a

(@) (P = - s
Por tanto obtenemos la igualdad

J— / —
SHIZID' _ . JIHI-ID|

. _ ! . , .
Despejando obtenemos a = s/PI=1P'l con lo que concluimos al ser p’ un patrén cualquiera
sobre D' O

4 El Teorema del Jardin de Edén

El teorema del Jardin de Edén fue desarrollado por Mooore[8] y Myhill[9] en los anos
60. Estos autores demostraron que la epiyectividad de un AC es equivalente a una
propiedad denominada pre-inyectividad. Como su nombre sugiere la pre-inyectividad
es una condicion necesaria pero no suficiente para la inyectividad.

Definicién 4.1. Dos patrones finitos pi, pa € S son gemelos respecto a un AC G si para
todo par de configuraciones ci y co tales que

1. Cl|D = D1
2. calp =po

3. CI‘DC = CZ'DC
se cumple que G(c1) = G(ca).

Esto lo que quiere decir es que dos patrones con el mismo dominio finito son gemelos
si en una configuracion que contiene uno de los patrones se puede sustituir el patron por
su gemelo sin cambiar cual es la imagen de la configuracion por el AC. Ademaés fijado un
dominio finito D C Z¢ el hecho de ser gemelos es una relaciéon de equivalencia sobre los
patrones con dominio D. De esta forma decimos que p; y po estan relacionados p; ~ po
si p1 y p2 son gemelos.
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Definicién 4.2. Un AC G es pre-inyectivo si existen dos configuraciones ci,co € Sz
tales que

{zeZ'|a(x) # el <oy Gla)=Gla)

Es decir, G es pre-inyectivo si existen dos configuraciones casi iguales con distinta
imagen.

Proposicién 4.3. Dado un AC G las siguientes condiciones con equivalentes

1. G no es inyectiva
2. G tiene patrones gemelos

3. G no es pre-inyectivo
Veamos 1 <= 2 <= 3

Demostracion. (1 <= 2)

Si los patrones p; € SP v py € SP son gemelos respecto a G y ¢ es un estado quiesciente
entonces las configuraciones finitas ¢; y ¢ tienen la misma imagen por G donde

er(2) = p1(2) %f zeD ea(z) = {pz(z) ?f zeD

q if z € D¢ q if z € D°

Reciprocamente si G no es inyectiva entonces existen dos configuraciones finitas c¢; y ¢
tales que G(c1) = G(cq). Llamemos A = {z € Z? | ¢1(z) # ca2(2)} el conjunto finito donde
c1 y ¢y son distintos y sea r € Z tal que G es un AC de radio r. Fijemos x € Z¢ cualquiera
y elijamos n € Z* tal que el hipercubo B, () de dimensién d y lado n — 2r centrado
en la célula x contiene a A. Consideremos ahora los patrones

D = Cl|B$L°(:U) P2 = C2|B;;o(x)

y veamos que son gemelos. Sea ¢ una configuracion cualquiera que contiene el patrén p; y
denotemos ¢ el patron que se obtiene al cambiar el patrén p; por el patrén p,. Queremos
ver que G(c)(z) = G(¢)(z) para todo z € Z.

En efecto sea z € Z% tal que V({z}) C A, es decir, tal que la vecindad de z no contiene
células en las que se diferencian c¢; y ¢y entonces

luego G(c)(2) = G(')(z). Ahora sea z € Z% tal que V(2) N A # (). Por la definicién de r
la célula 2z se encuentra como mucho a una distancia r (con la norma infinito) de A luego
se encuentra en B°(z) y por tanto

G(c)(2) = G(er)(2) = Gle2)(2) = G(¢)(2)

como queriamos ver.

(2 <= 3)

Si pp € SP ~ p, € SP entonces por definicién de patrones gemelos cualquier par de
configuraciones ¢y, co tales que

C1|De = C2|De C2|D = P2 Cl|D =D
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niegan la pre-inyectividad. Reciprocamente si G no es pre-inyectiva existen cy, co config-
uraciones distintas, casi iguales y con la misma imagen por GG. Definamos

dif(cr,c0) = {2 € 27| e1(2) # ea(2)}
Definamos
D =dif(ci,c2) + V({0}) — V({0})

y veamos que los patrones p; = ¢1|p ¥ p2 = ¢2|p son gemelos. Consideremos una configu-
racion ¢ que contiene el patron p; y llamemos ¢ la configuracién obtenida al intercambiar
el patrén p; por py. Deseamos verificar que G(c)(z) = G(c')(z) para todo z € Z¢

En efecto sea z € (dif(c1,c2) — V({0}))¢ entonces
V({z}) € (dif(er, e2) = V0D)" + V({0}) € dif (1, ¢2)°

con lo que el vecindario de z no tiene células en las que difieren ¢; y ¢3 y consecuentemente

G(c)(z) = fe(V(2))) = F(d(V(2))) = G()(2).
Ahora si z € dif(c1,c2) — V({0}) entonces
V(z) € dif(cr,c2) = V({0}) + V({0}) = D
luego
G(c)(2) = Glclp)(2) = Gla1)(2) = G(e2)(2) = G(|p)G(c)(2)
con lo que concluimos. O

Proposicion 4.4. Un AC G es epiyectivo si solo si su restriccion a configuraciones finitas
Gr es inyectiva.

Demostracion. Supongamos primero que G no es inyectiva. Por la proposicion anterior
sabemos que existen dos patrones pi,ps gemelos que tienen como dominio comun un
hipercubo D de dimensién d y lado n para algin n > 2r , donde un AC de radio r
determina a GG. Sea H un hipercubo de lado kn, para lo que veremos a continuacién da
igual donde esta el hipercubo pues los ACs son invariantes por traslaciones. Podemos
particionar H en k? hipercubos de radio 7. Denotaremos a esta particiéon

P={H;1<i<k}.

Ademads definimos H’ como el hipercubo cocéntrico con H de lado kn — 2r. Si G fuese
epiyectivo entonces GH" también lo serfa con lo que tendrfamos que

|Im(GH—>H’)’ _ ‘SHl’ _ S(Im—2r)d'

Veamos que no es el caso. Para ello definimos la familia de relaciones de equivalencia
sobre cada uno de los hipercubos de la particién P:

R={~; ,1<i<k%

donde p = (H;, g) ~; p' = (H;, g) sison gemelos. Es decir, dos patrones estan relacionados
por la relacién ~; si son patrones gemelos con dominio comun el hipercubo H; de la
particion P. Por tltimo definamos la relacion de equivalencia ~ sobre el hipercubo H
donde dos patrones con dominio comun H estan relacionados si son gemelos. A partir de
estas definiciones podemos observar lo siguiente:
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1. Dos gemelos tienen la misma imagen luego p ~ p' = GH=' (p) = GH='(p'). Por
tanto

[Im (G < ST\ ~ |,

2. Silas restricciones de dos patrones con dominio comin H estan relacionados en todos
los hipercubos de la particién P entonces esos patrones también estan relacionados
sobre H. Es decir si p,p’ € S entonces

3. Si 7; es la traslacién tal que aplicada al dominio comin D de los gemelos pq, po
resulta el hipercubo H; de la particion P

entonces puesto que los AC' conmutan con traslaciones
P1 0Ty~ P2 0T

Por lo tanto cada hipercubo de P tiene al menos dos elementos que estan relaciona-

dos. Consecuentemente
) d
ST\~ | < 8™ =1

donde s = |S].
Ahora usemos estas observaciones para demostrar la primera implicacién
oL
[Im(GH7HY) | < |SHFN\ ~ | = [(SHr x §H2 x .. x SHka)\ ~ |

() nd ) 3. nd ; pd nd d
< ITS 19\ ~i | S TTS (8™ = 1) = (57 = 1)F
donde hemos usado en (x) que por 2. la funcién

[ SH\ ~p xS\ g xx SR\ g — ST\ ~
d d
(', (%], s [P Ja) = [, 0%, D]
estd bien definida y es epiyectiva donde [p']; denota la clase de equivalencia del patrén
pi por la clase de equivalencia ~; y el patrén (p*, p?, ..., p*") € SH denota el patrén que
restringido al hipercubo H; es igual al patron p; € SHi. Ademés sabemos que para k

suficientemente grande

(Snd . 1)kd < S(kn72r)d

luego concluimos que
’ d
|]m<GH—>H )| < S(kn—Qr)

para k suficientemente grande. Es decir, G tiene un huérfano de dominio H’ con lo que
G no es epiyectivo por la Proposicion 3.10 como queriamos ver .

Reciprocamente si G no es epiyectiva entonces existe un patréon huérfano de la forma
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p € SP. Podemos suponer que D es un hipercubo de lado n > 2r pues si no basta consid-
erar un patrén de dominio un hipercubo de lado mayor o igual que 2r y que contiene a p
por lo que también seria un patréon huérfano. Sea H un hipercubo de lado kn lo podemos
particionar igual que antes en

P={H;1<i<k}.
Definimos H’ como el hipercubo cocéntrico con H de lado kn — 2r. Sea
K ={ce 8™ | sop(c) C H'}

el conjunto de configuraciones finitas con soporte en H'. Veamos que |G(K)| < |K|. En
efecto por la eleccién de r tenemos que

Ve e K sop(c) € H.
Ademas G(c) no puede contener una copia del patrén p € S en ninguno de los n?
hipercubos en los que esta particionado H pues p es huérfano. Luego como G(c) esta

determinado por sus valores en H hay

d

(s" — )M

posibles configuraciones G(c). Pero
|K| = (kn — 2r)*
luego por el lema anterior existe £ > 0 tal que
G(K)| < |K].
O

Ejemplo 4.5. El AC G del Juego de la Vida no es inyectivo. Por ejemplo la configuracion
c1 = 0 y la configuracion cy en la que todas las células estin muertas (en el estado 0)
salvo la célula 1 tienen la misma imagen

G(Cl> = C = G(Cg).
Luego como G es de radio 1 los patrones

b1 = 01|Bg<>(z) P2 = 62|B§°(z)

centrados en la célula z son gemelos. En la Figura 9 vemos un ejemplo de patrones
gemelos de tamano 3 x 3, en la Figura 10 representamos un cuadrado 15 X 15 que puede
contener nueve patrones de tamano 3 X 3 y en la Figura 11 vemos un ejemplo de patrones
gemelos de tamano 15 x 15.

ololo|e|o][o]e]o]o]e
ololo|o|o|[o]e|e|o]e
ee-ee ee-ee
olo|o|o|o|[o]e|o|o]e
ololo|o|o|[e]e|e|o]e

Figura 9: patrones p; y py donde la célula roja es la célula z.
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Sea k € Z consideremos el cuadrado H de lado 5k particionado en k? cuadrados
{H;,1 <i<k?} delado 5

H1 H, H3
Ha Hs He
H7 Hg Ho

Figura 10: H para k = 3.

Para 1 <i < k? en SHi definimos la relacion de equivalencia ~; tal que dos patrones
pi, pi € ST estdn relacionados si y solo si son gemelos. Ahora si dos patrones p,p’ € SH
sobre el cuadrado grande H cumplen que sus restricciones a los cuadrados pequenos estan
relacionados tenemos que p y p' estan relacionados y en particular tienen la misma imagen
por (3.

P1 p2 p2 p2 p2 p2

P1 p2 p2 p2 p2 p2
O 06 0 0 0 9 06 0 0 0
11 1 11 11 1 11

P1 P1 © 0 0 0 0 p2 p1 © 0 0 0 0
111 11 111 11
© 06 0 0 0 © 06 0 0 0

Figura 11: dos patrones sobre H cuyas restricciones son gemelas.

Bdsicamente cualquier vez que un patrén p € S contiene el patrén p, o py en alguno
de los cuadrados pequenos en los que se divide podemos cambiar este patron por su gemelo
sin cambiar su imagen por G. Por tanto podemos descontar de las imdgenes de G las que
provienen de un patrén en ST con py en uno de los cuadrados pequenios. De esta forma
cONSequimos que

Im(GH=T)| < (27 — 1)

y se cumple que st k = 4651631920 entonces

2 k2 2
(25 . 1) < 2(5k—2) _ ’H/‘
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con lo que G no es epiyectivo aunque a priori es imposible encontrar el huérfano.

5 AC unidimensionales

5.1 Resultados teodricos

Trataremos ahora los AC unidimensionales. Veremos que se puede simplificar incluso mas
la reversibilidad en una dimension.

Definicién 5.1. Dos configuraciones ¢y, co son positivamente (respectivamente negativa-
mente) asintdticas si existe zg € Z tal que

c1(2) = ca(z) Vz = 2o (respectivamente z < zp).

Definicién 5.2. Dos configuraciones cy,co estan positivamente (respectivamente negati-
vamente) r-separadas con v € 7 si existe zo € 7 tal que

dke{z,z+1,.,z2+r}|ci(k) # ca(k) V2= 20 (respectivamente z < zp).

Proposicién 5.3. Sea G un AC unidimensional determinado por un AC' de radio r. St
G es epiyectivo y ¢; # ¢y son dos configuraciones tales que G(cy) = G(cz) entonces se
cumple exactamente una de las siguientes condiciones:

1. c1 y co estan positiva y negativamente 2r-separadas.
2. ¢1 y co son positivamente asintoticas y estan negativamente 2r-separadas.

3. ¢1 Yy ¢y son negativamente asintoticas y estan positivamente 2r-separadas.

Demostracion. Se puede cumplir como mucho una de las siguientes condiciones pues
dos configuraciones no pueden ser a la vez positivamente (respectivamente negativa-
mente) asintéticas y estar positivamente (respectivamente negativamente) k-separadas
con k € Z*. El teorema del Jardin de Edén nos dice que puesto que G es epiyectiva no
pueden existir dos configuraciones casi iguales con la misma imagen luego en particular es
imposible que dos configuraciones positiva y negativamente asintéticas tengan la misma
imagen. Concluiriamos al ver que ¢; y ¢y tienen que estar positivamente 2r-separadas o
ser positivamente asintoticas y que ademas tienen que estar negativamente 2r-separadas
o ser negativamente asintéticas pues entonces se tendria que dar una de las condiciones
del enunciado. En efecto si por reduccién al absurdo ¢; y ¢ no estan positivamente
2r-separadas ni son positivamente asintoticas entonces existen:

1. Un intervalo I} = {z1,21 + 1,..., 21 + 2r} de longitud 2r tal que ¢|;, = c2|y,-
2. Un entero k > z; + 2r a la derecha de I tal que ¢; (k) # co(k).

3. Otro intervalo I} = {29,21 + 1, ..., 20 + 2r} de longitud 2r a la derecha del entero k
tal que ¢, = colp,-
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Pero entonces si definimos D como el conjunto D = {z1+2r, 21 +2r+1, ..., 25} y definimos
la configuracién ¢} como la obtenida al sustituir en ¢; el patrén p; = ¢1|p por el patrén
P2 = ¢2|p tenemos que ¢; y ¢ son casi iguales y

G(er) = G(ch).
Pues si V({z}) N D = 0 entonces

G(cr)(2) = fe(V(2))) = f(¢(V(2))) = G(c))(2)

Mientras que si V({z}) N D # 0 puesto que el autémata celular es de radio r entonces
V({z}) CDUL U L.
y por lo tanto

G(c)(2) = F(¢(V(2))) = f(ea(V(2))) = Gle2)(2) = Glen)(2)

con lo que hemos llegado a contradiccion con el teorema del Jardin de Edén. El razon-
amiento para ver que c¢; y ¢ deben de ser negativamente asintoticas o estar 2r-separadas
es completamente simétrico luego concluimos. O]

Proposicién 5.4. Si G es un AC unidimensional entonces G es reversible si y solo si
Gp es inyectiva.

Demostracion. Si G es reversible, es decir, inyectiva entonces su restriccion a las configu-
raciones periodicas también. Reciprocamente si G'p es inyectiva entonces por el Corolario
3.5 G es epiyectiva. Por tanto si existen dos configuraciones ¢; y ¢o tales que

C1 7é Co G(Cl) = G(CQ)

por la Proposicion 5.3 ¢; y ¢ deben de estar positiva o negativamente 2r-separadas donde
G esta determinado por un AC de radio r. Veamos el caso en el cual las configuraciones
estan positivamente 2r-separadas pues al igual que antes el caso negativo es simétrico.
Definimos I = {0, 1, ..., 2r} un intervalo de longitud 2r+1 y definimos C; como el conjunto
de patrones contenidos en la configuracion ¢; de dominio 27 + 1 enteros consecutivos

Cr={alnu | k € Z}.

Solo hay s?"*1 posibles combinaciones de estados que se pueden dar sobre un dominio de

2r 4+ 1 células. Sin embargo, C; es un conjunto infinito con lo que existe al menos un
patron p; € C; que se repite infinitas veces. Es decir, que esta contenido infinitas veces en
la configuracién ¢;. Por tanto existe una sucesion creciente de enteros (k,)nen tal que los
patrones Cl|mn( 1) son copias trasladadas Vn € N. Ahora definamos C; como el conjunto
de patrones contenidos en ¢y de dominios 7y, ().

Cy = A{calr, ) | n € N}

Una vez mas Cy es un conjunto infinito luego hay algtin patrén que se repite infinitas
veces. Es decir, existe una subsucesion creciente (o (ky,))nen de (kn)nen tal que los patrones
Ca|r, s,y (1) SON copias trasladadas Vn € N. Ademas por ser (o(kn))nen una subsusecién de
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(kn)nen se cumple que existen o(k,,) v o(k,,), que denotaremos k; y ko para aligerar la
notacién, arbitrariamente grandes tales que

ky =2 ki +2r+1 Ctlr, (1) ~ C1lny (1) C2lry, (1) ™~ C2lmy (1)-

Donde p; ~ py denota que p; v ps son copias trasladadas. Ademds puesto que c¢; y ¢
estan 2r separadas podemos escoger ki y ko como antes de forma que

Cllr, (1) % C2ln, (1)-

Definamos ahora las configuraciones de periddicas ¢} y ¢, como las que coinciden con
c1 'y co respectivamente en D = {ky, k1 +1,..., k1 +2r, ..., ko — 1} y cuyo periodo es ky — k;.
Dado z € Z existen n € Z y a € Z tales que

z=n(ky— k1) +a
luego por construccion de ¢ y d,
a(V(z) =aV(a)  &(V(2) =caV(a)

por lo que G(¢))(z) = G(c,)(z) para todo z € Z . Por la eleccién de ky y ko las con-
figuraciones ¢ y ¢, difieren en algiin elemento del intervalo D. Pero entonces G'p no es
inyectiva con lo que hemos llegado a una contradiccién con la hipotesis al suponer que G
no es reversible. O

5.2 Grafos de de Bruijn

Sigamos con el estudio de ACs unidimensionales. Esté vez lo haremos con los grafos de
de Bruijn.

Definicién 5.5. Un grafo dirigido es un par ordenado H = (N, E) donde
1. N es un conjunto cualquiera cuyos elementos llamaremos nodos o vértices.

2. E es un subconjunto de N? cuyos elementos llamaremos aristas.

Definicién 5.6. Un grafo dirigido etiquetado H = (N, E,e) es un grafo (N, E) junto con
una funcion
e: B — X.

En tal caso e asigna a cada arista a € E el elemento e(a) € X que llamaremos la etiqueta
de a.

Vemos un ejemplo de este tipo de grafo en la Figura 12.
Definicién 5.7. Dado un grafo dirigido H definimos la funcion cola o como

a: EFE— N

(nl, TLQ) = N1
y la funcion cabeza B como

6: E— N

(nl, n2) = N9

Decimos que la arista a tiene cola o(a) y cabeza B(a). Ademds decimos que la arista a
conecta su cola con su cabeza y que la cola y la cabeza son nodos adyacentes.
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Los grafos dirigidos etiquetados se pueden representar graficamente dibujando los no-
dos como puntos o circulos entorno al nodo y dibujando las aristas como flechas que van
de su cola a su cabeza. Las etiquetas se escriben sobre las flechas o aristas a las que
corresponden.

O

»
e(3,1) e(2,3)

y

& -~ ®

Figura 12: El grafo dirigido de nodos N = {1,2,3} aristas F = {(1,2),(2,3),(3,1)} v

etiqueta e

Definicién 5.8. Un trayecto o camino t de longitud k del grafo dirigido H = (N, E) es
una funcion
t:{1,2,. k} - E

tal que
alt(i+ 1)) = p(t()),1 <i<k.

Es decir, es un conjunto ordenado {t(1),...,t(k)} de k aristas tal que la cabeza de cada
arista conecta con la cola de la siguiente arista. Andlogamente definimos un trayecto
infinito t como una funcion

t:72—FE

tal que
VieZ a(t(i+1)) = B(t@)).

Si el grafo H esta etiquetado por la funcion e entonces decimos que un trayecto t de H
estd etiquetado por e; o que e; es la etiqueta de t donde

e =eot.

Ademds decimos que el trayecto t conecta los nodos a(t(i)) y 5(t(i)) donde i pertenece
al dominio Dom(t) de t. Por 4ltimo definimos los nodos N(t) y las aristas E(t) del
trayecto t como los conjuntos

N(t) = {a(t(i)), B(t(i) .1 € Dom(t)},
E(t) = {t(i),i € Dom(t)}.

Los trayectos se pueden representar de la misma forma que los grafos considerando
ahora el conjunto de nodos como N (t) y de aristas como FE(t). Dos subtipos de trayectos
son los ciclos y los bucles
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Definicién 5.9. Un ciclo de longitud k es un trayecto t de longitud k tal que el primer y
el ultimo vértice son iguales, es decir,

a(t(1)) = B(tk).

Un ciclo infinito es un trayecto infinito t cuyos vértices se repiten periodicamente, es
decir, existe i € N tal que

VieZ at(j+1i)) = at(y)).
Un bucle t es un trayecto cuyos nodos son todos iguales, es decir, tal que

IN@) =1

Veamos ahora un tipo de grafo particular que usaremos para representar los ACs de
dimension uno.

Definicién 5.10. FEl grafo de de Bruijn B de dimension m sobre el conjunto finito de
estados S es el grafo dirigido B = (N, E) donde

1. N=38m
2. E ={((s1,52:-,5m); (82, 83-.+, S Sm11)) € S™ x S™}

En la Figura 13 mostramos un ejemplo de grafo de de Bruijn. En los grafos de de Bruijn
las aristas pueden tener cualquier nodo de cola pero la cabeza debe conseguirse eliminando
la primera coordenada de la cola, desplazando el resto un espacio hacia la izquierda
y anadiendo un estado cualquiera al final. Por este motivo podemos por simplicidad
identificar la arista

a = ((51,52...,5m), (52, 83..., S, Sms1)) € (S™)?

con
m+1
($1a827$3---73ma5m+1) €S .

Esta es la notacién que utilizaremos a partir de ahora. De esta forma los trayectos del
grafo de de Bruijn son los que conectan nodos que se solapan. De esto deducimos que los
grafos de de Bruijn estan fuertemente conectados, es decir dado dos nodos cualesquiera
del grafo existe un trayecto que los conecta.

S
I f4 =
% NX
) ALy

G5

Figura 13: Grafo de de Bruijn de dimensiéon m = 1 sobre S = {1, 5}
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Dada una configuracién unidimensional ¢ € SZ existe un trayecto infinito que deno-
taremos t. tal que
VieZ t(i) = (c(i),c(i+1)...,c(i +m)).

Anslogamente dado un trayecto infinito ¢ € (S™1)% existe una configuracién unidimen-
sional ¢; € SZ tal que
VieZ ci(i) =m(t(i)).

Donde m; es la proyeccién en la primera en la primera coordenada de S™!. Claramente
estas asignaciones son cada una la inversa de la otra pues

Vi€l te,(i) = (ci(i), ce(i 4+ 1), ce(i +m)) = (ma(t(2)), m(t(@ + 1))..., mi (i +m)))
= (m(8(2)), w2 (7)), Tm 41 (£(4))) = £(2)
donde se ha usado que
VieZ m(t(i+k)) =m(t@@)),l<k<m
por ser t un trayecto infinito en un grafo de de Bruijn. Por otro lado tenemos que
VieZ ¢ (i) =m(te(i)) = m(c(i),c(i+1)....;c(i +m)) = (i)
como queriamos ver.

Ahora que hemos visto estas definiciones podemos ver como se relacionan los grafos de
de Bruijn con los AC.

Definicién 5.11. Dado un AC A = (d, S,V, f) de radio r definimos la representacion de
de Bruijn B(A) de A como el grafo de de Bruijn de dimension m = 2r sobre S etiquetado
por la funcion de transicion local f.

Para estudiar los ACs a partir de sus representaciones de de Bruijn sera fundamental
la siguiente relacion entre la etiqueta de un trayecto en la representacion de de Bruijn y
la imagen por el AC de la configuraciéon inducida por el trayecto.

Proposicién 5.12. Dado un trayecto infinito t etiquetado por f; tenemos que
Gler) = froo
y dada una configuracion c € S*

G(c) = fi.o0o_,.

Es decir, la imagen por G de la configuracién inducida por el trayecto es la etiqueta
traslada por menos el radio del AC. La relacién entre la imagen por el AC de una config-
uracion y la etiqueta del trayecto inducido es la misma.

Demostracion. Sea 1 € Z cualquiera y t un trayecto infinito entonces

Gle)(i) = fle(i—7),c(i —r+1),...,c(i+ 1))
= f(t(i—7)) = fili —=r) = froo_.(i)
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Con lo que la primera parte de la proposicion es cierta. Por otro lado dada una configu-
racion ¢ € S% si i € Z es cualquiera entonces.

G(e)(@) = f(c(i —r),c(i—r+1),...,c(i+T1))
= f(te(i—71)) = f(teoo (i) = fi, 0 0,(i)

con lo que concluimos. O

Una vez vista esta relaciéon fundamental traduzcamos algunos otros conceptos de los
ACs a las representaciones de de Bruijn

Proposicién 5.13. Si A= (d,S,V, f) es un AC de radio vy B(A) es su representacion
de de Bruijn entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. A es inyectivo si y solo si todas los trayectos infinitos distintos de B(A) tienen
etiquetas distintas.

2. A es epiyectivo si y solo si dada cualquier configuracion c existe un trayecto infinito
t tal que t estd etiquetado por c.

3. Dado s € S y dada una configuracion ¢ que es s-finita el trayecto inducido por c
consiste en un bucle infinito en el vértice (s, s, ...,s) sequido de un ciclo finito que
acaba en el mismo vértice (s, s...,s).

4. Una configuracion periddica de periodo k induce un ciclo infinito de periodo k.

Demostracion. 1. Por reduccién al absurdo si A es inyectivo y existen dos trayectos
distintos t; # t, tales que
f t1 — ftz
entonces
Cty 7 Cty
y

G(Ct1) = ft1 OO0, = ft2 C0_, = G(Cm)

lo cual es una contradiccion puesto que A es inyectivo. Reciprocamente supongamos
por reduccion al absurdo que A no es inyectivo. Entonces existen dos configuraciones
distintas c¢; # ¢y tales que

G(Cl) = G(Cz).

Pero entonces
ftcl © 0'7/,1 = ftcg © 0-7"1 <:> ftcl = ftCQ

con lo que los trayectos t., y t., tendrian la misma etiqueta lo cual es una con-
tradiccion pues al ser ¢; # co entonces también t., # t.,.

2. Supongamos primero que A es epiyectivo y sea ¢ € SZ una configuracién cualquiera.
Por la epiyectividad de A existe ¢ € SZ tal que

G(c) =(.
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Pero entonces por la proposicién 5.12
ftcoa»,« = G(thoo'r> CO0_r = G<th> = G(C> = C,

con lo que ¢ es la etiqueta del trayecto t..,, Reciprocamente supongamos que toda
configuracién es la etiqueta de algin trayecto infinito. Sea ¢ una configuracién
cualquiera y sea t el trayecto tal que

fe="¢.
Entonces
G(Ct) = ft OO0 = do O_r

luego dado que las traslaciones conmutan con los AC

G(eioo,) =C.

3. Se sigue la Definicién 5.9.

4. Se sigue de la Definicion 5.9.
O

Ahora definiremos el grafo doble que nos servira para estudiar la inyectividad y la
epiyectividad de los ACs unidimensionales.

Definicién 5.14. Dado un grafo etiquetado H = (N, E,e) definimos su grafo doble Ho
como el grafo etiquetado
H2 = (N X N,EQ,@Q)
donde
By ={(a1,a3) € E* | e(a1) = e(ay)}

ez((ar, az)) = ear) = e(az).

Es decir, las aristas del grafo doble son los pares ordenados de aristas del grafo orig-
inal que tienen misma etiqueta. En particular si consideramos el grafo doble de la rep-
resentacion de de Bruijn de un AC la arista (a1, as) pertenece al grafo doble si y solo
si

flar) = f(az).

Consideremos ahora los trayectos de los grafos dobles. Claramente existe una biyecciéon
entre un trayecto en el grafo doble Hy y dos trayectos con la misma etiqueta en el grafo
original H. Los trayectos t; y t5 de H a los que se corresponde el trayecto ¢t de H, son los

que cumplen que
(t1(4), £2(4)) = t(4)

donde 1 < i < long(t) si t es un trayecto finito o ¢ € Z si t es un trayecto infinito. De
esta forma dado un trayecto t del grafo doble escribiremos

t = (ty, o).
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Definicién 5.15. El conjunto diagonal A del grafo doble Hy = (N X N, Ey,e5) de H =
(N, E) es
A ={(n,n) € N*}.

Por la definicién de A es claro que los trayectos de H' = (N2 E? e;) con todos
sus nodos dentro de A son trayectos del grafo doble Hy. Ademads tenemos la siguiente
proposicion

Proposicién 5.16. El conjunto diagonal A del grafo doble B(A)y de la representacion
de de Bruijn B(A) de un AC A estd fuertemente conectado.

Demostracion. Existe un isomorfismo de grafos entre el subgrafo
B(A)2[A] = (A, E5[A], f2)
inducido por A y la representacién de de Bruijn
B(A) = (8%, 8 +L,f)

donde E5[A] son las aristas del grafo doble que tienen cabeza y cola en A. Es decir, existe
una biyeccién ¢ entre A y S?"tal que dos nodos n1,ns de A son adyacentes si y solo si
g(n1) y g(ns) son nodos adyacentes de S*. Este isomorfismo es

g: A — S

(n,n) —n

Por tanto dos nodos n; y ny de A estdn conectados por el trayecto ¢g~! ot donde ¢ es un
trayecto de B(A) que une los nodos f(n1) y f(n2). El trayecto t existe por ser los grafos
de de Bruijn fuertemente conectados.

]

Proposicién 5.17. Si B es la representacion de de Bruijn del AC G entonces G es
reversible si y solo si todos los trayectos infinitos del grafo doble By tienen sus nodos
contenidos en el conjunto diagonal A.

Demostracion. Sea G un AC inyectivo y supongamos por reduccién al absurdo que existe
un trayecto t = (t1,t3) de By con algin nodo fuera de A. Puesto que algin nodo de ¢
esta fuera de A se cumple que t; # to luego las configuraciones ¢, y ¢, inducidas por t;
y to respectivamente son distintas. Por ser ¢ = (¢1,t5) un trayecto del grafo doble ¢; y to
tienen la misma etiqueta, es decir

ftl = ft2‘

Ahora usando la Proposicién 5.12
VieZ G<Ct1)<i) = ftl © J—T(i) = ft2 © O-—T(i) = G(CtQ)(i)

con lo que llegamos a una contradiccién con que G es inyectivo.

Reciprocamente supongamos que que todos los trayectos infinitos del grafo doble B,
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tienen sus nodos en el conjunto diagonal A. Por reduccién al absurdo si G no es inyectivo
existen dos configuraciones distintas ¢; y ¢o tales que

G(c1) # G(c2).

Los trayectos inducidos ., y t., tienen la misma etiqueta pues por la proposicién 5.12

fie, =Glcr) o0r =G(ex) 000 = fo,

consecuentemente el trayecto t = (t.,,t.,) es un trayecto del grafo doble By. Ademas

C1 7é Co = tcl 7é tCQ

luego el trayecto t no tiene a todos sus nodos contenidos en A con lo que hemos llegado
a un contradiccién al suponer que G no es inyectivo. O

Podemos reducir incluso mas las condiciones que pedimos al grafo doble B, para que
G sea reversible. Vimos en la proposicién 5.4 que si G es un AC unidimensional entonces
G es reversible si y solo si Gp es inyectiva. Veamos como se refleja esto en el grafo doble.

Proposiciéon 5.18. Dado un AC unidimensional G las siguientes afirmaciones son ciertas

1. G es reversible si y solo si todos los ciclos de su grafo doble tienen sus nodos en A.

2. G no es epiyectiva si y solo si su grafo doble tiene un ciclo con al menos un nodo
en A y al menos un nodo fuera de A.

1. Por la Proposicién 5.17 si G es reversible todos los ciclos infinitos del grafo doble
tienen sus nodos en A. Consecuentemente los ciclos finitos también deben tener sus
nodos en A pues si existiese un ciclo ¢ de longitud k£ con algin nodo fuera de A
entonces el ciclo infinito

t/ZZ—)EQ
a+ ki t(a)

que se consigue repitiendo periddicamente los nodos de ¢ tendria infinitos nodos
fuera de A lo cual serfa una contradiccion con la proposicién anterior.

Reciprocamente si G no es reversible entonces por la proposicion 5.4 Gp no es in-
yectiva con lo que existen configuraciones periddicas ¢y, co distintas y con la misma
imagen por el AC G. Luego siguiendo el mismo procedimiento que en la Proposicién
5.17 el trayecto (t.,,t.,) inducido esté en el grafo doble y tiene nodos fuera de A.
Luego por la proposicion 5.13 es un ciclo infinito del grafo doble.

2. Por el teorema del Jardin de Edén si G no es epiyectiva entonces existen dos con-
figuraciones finitas ¢, ¢, € S? distintas y con la misma imagen por G. Como vimos
en la demostracién de la proposicién 5.17 al tener las dos configuraciones la misma
imagen por G el trayecto inducido (t.,,t.,) esta en el grafo doble de G' y por la
proposicién 5.13 este trayecto es un ciclo con un bucle infinito en A y algtin nodo
fuera de A.

Reciprocamente si existe un ciclo t = (1, t2) con nodos dentro y fuera de A podemos
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construir un ciclo #' = (#},%;) cuyas configuraciones inducidas ¢y, ¢, son finitas y
tienen la misma imagen por GG. Sea k € N el periodo del ciclo t y sea i € Z tal que
t(i) = (n,n) € A construimos el nuevo ciclo ¢ donde

t(i) sij<i
f(J)=19t() sii<j<i+k—1

i) sii+k<j.
El nuevo trayecto t' consiste en un bucle infinito en un nodo de A, es igual que ¢ en
un ciclo de longitud & y luego vuelve a ser un bucle infinito en el mismo nodo de A.
Es claro que t' es un trayecto del grafo doble por serlo t luego las configuraciones
que induce tienen la misma imagen por GG. Por su definicién las configuraciones que
induce son finitas y distintas con lo que obtenemos dos configuraciones finitas y con
la misma imagen por G. Por el teorema del Jardin de Edén concluimos.

Esta proposicién es muy 1til pues nos permite estudiar la reversibilidad de un AC uni-
dimensional basandonos solo si los ciclos salen de A. Si representamos el grafo doble y
asignamos un tnico nodo al conjunto de nodos A nos basta con ver si hay algin ciclo que
pasa por este nodo. Ademas usando la simetria del grafo doble podemos solo represen-
tar la mitad de los nodos pues si ¢ : i — (n},n?) es un trayecto en este grafo entonces
t' . i~ (n?,n}l) también lo serd. Ponemos esto en practica en la Figura 14, en la Figura
15 exponemos un ciclo de la Figura 14 que no pasa por A.

Figura 14: Grafo doble simplificado del AC elemental 110.

Podemos ver que hay varios ciclos fuera de A por ejemplo el ciclo de longitud 3
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Figura 15: Ciclo de longitud 3 en el grafo doble del AC 110

Con lo que concluimos que el AC 110 no es reversible. Sin embargo es epiyectivo pues
no existe ningun ciclo con nodos dentro y fuera de A.

En consecuencia del proceso que hemos detallado la reversibilidad es decidible para los
ACs de dimensién uno. Sin embargo tal y como demuestra Jarko Kari en [7] la reversibil-
idad no es decidible para ACs de dimensién mayor.

6 Automatas Celulares Particionados

En esta seccién estudiaremos un subtipos de ACs. Los llamados ACs particionados que
denotaremos ACPs.

Definicién 6.1. Un ACP A, con m vecinos es un AC de la forma
AP = (d7 S7 ‘/7 f)
donde

1. d es un entero mayor que 1.

2. El conjunto finito de estados S = S; X Sy X ... X S, es el producto de otros m
conguntos finitos.

3. La vecindad V = (vq, v, ..., Uy) es de tamano m.
4. La funcion local f = gom es la composicion de una funcion
f:5—=9
y la funcion
= (m, T, .. Tp) : ST — S

((s%, 53,0 371”), (3%, sg, s sfn), ey (ST, 850 e 8)) (s%, sg, ey ST,
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Donde 7; es la proyeccion en la coordenada i de S':

T = (m, Ty .. Ty) : ST — S

()i = (DI

Es conveniente pensar las configuraciones de un ACP con m vecinos como configu-
raciones que estan particionadas en bloques (células) que a su vez estdn divididos en m
partes. Vemos un ejemplo de esto en la Figura 16. En la Figura 17 vemos como combinan
los estados de los bloques para crear un nuevo bloque central.

Ejemplo 6.2. El ACP que usaremos mds adelante es de dimension 1 y con 3 vecinos, es
decir, del tipo
A= (1, Sl X SQ X 53, (1,0, —1), f)

Podemos visualizar las configuraciones por bloques de tres celdas. Por definicion de A el
vecindario de una célula o bloque consta de ella misma y sus bloques adyacentes.

B X X B X X B X x|

Figura 16: Un patrén de longitud tres representado por bloques de tres celdas. El patron
es la vecindad del bloque central

Por definicion de A los nuevos estados del bloque central tras un paso en el tiempo
estan determinados por los estados de las celdas a la izquierda y a la derecha del bloque
central.

X X X |X
X X X

X X X

X X X

Figura 17: Representacion de los nuevos estados del bloque central al aplicar A

En la siguiente proposiciéon veremos como debemos definir un PCA para ser reversible.

Proposicién 6.3. Sea A = (d, S,V f) es un ACP con m vecinos de funcion de transicion
global G y funcion de transicion local f = gomw. A es reversible si y solo g es biyectiva.

Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que G es inyectiva pero g no lo es.
Puesto que g no es inyectiva existen dos estados distinto ¢, s € S tales que

9(q) = g(s).

d .
Sean ¢, c; € SZ° dos configuraciones tales que

m(e(V(0) =q  7(c2(V(0))) = s

(e (V(i)) = w(ea(V (i), i € (Z*\ {0}).
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Estas configuraciones existen por ser m epiyectiva y ademas son distintas pues q # s.
Dado que ¢(q) = ¢g(s) y usando las propiedades que impusimos a las configuraciones c¢; y
co tenemos que

Ger)(@) = g(n(er(V(2)) = g(m(e2(V (7)) = Ge2) (i) Vi€ Z°.

Pero ¢; # c¢5 luego G no es inyectiva. Con esto hemos llegado a una contradiccion al
suponer que G era inyectiva pero g no lo era.

Ahora supongamos por reduccién al absurdo que ¢ es inyectiva pero que G no lo es.
Puesto que G no es inyectiva existen dos configuraciones distintas ¢y, ¢y € SZ tales que

G(Cl) = G(CZ).
Sea V = (v1, vy, ..., Up) la vecindad de A y sea i € Z< tal que

c1(2) # (i)
si
c1(1) = (51,82, 8m) v c2(i) = (q1, 92 Gm)
escojamos 1 < j < m tal que
Sj 7 4
y | € Z% tal que
vj +1=1i.

Por las elecciones de 7, j y la definicién de [ tenemos que
mi(en(v; +1) = mi(er(d) # mi(ea(t)) = mi(calv; +1))
luego
m(ai(V (1)) =7(cr(vr + 1), cr(ve +1), ..., ci(v; + 1), ..., e (v + m))
(m1(c1(vr + 1), mo(cr(vr + 1), oy mi(ca(v; + 1), .o, T (1 (v + 1))

# (m(ca(vy + 1), ma(ca(vr + 1), ...y mi(ca(v; + 1), ooy T (c2 (v + 1))
=m(ea(V(1))).

Sin embargo, por la eleccién de ¢y y ¢y

Gen)(l) = g(m(er (V1)) = g(m(ca(V(1)))) = Gle2)(1)

luego g no es inyectiva lo cual es una contradiccion y concluimos. O]

Ahora que hemos visto bajo que condicién un ACP es reversible veremos algunas
definiciones acerca de las maquinas de Turing de con la finalidad de mostrar que los AC'
reversibles son Turing completos.

Definicién 6.4. Una maquina de Turing T de una cinta es una 6-tupla

= (Q7S7 q07F7 8075)
donde
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1. @ es un conjunto finito de estados.
. S es un conjunto finito de simbolos.
. qo € Q es el estado inicial.

2
3
4. F CQ es un conjunto de estados finales.
5. sg es el simbolo en blanco.

6

.0 C Ay U A, es la tabla de transicion de T donde
Al =(Q\F)xSxQxS
Ay = (Q\ F) x {-} x @ x {=,0,+}.
Un cuarteto en & de la forma

[611,8176]2782] €A

lo interpretamos de la siguiente forma. Si la maquina de Turing T se encuentra en el
estado q, y lee el simbolo s; entonces pasa a estar en el estado qs y reemplaza el simbolo
s1 por el simbolo so. St un cuarteto de 6 es de la forma

[QIa '7(]2;Cl] € A2

entonces la interpretacion es que st T se encuentra en el estado g1 pasa a estar en el
estado qo, el simbolo que lee se mantiene constante y la cabeza de T se mueve hacia la
1zquierda, no se mueve, o se mueve a la derecha segun sea a igual a —, 0 0 +.

Definicién 6.5. Una mdquina de Turing de una cinta T = (Q, S, qo, F, s0,9) se dice que
es determinista si dados dos cuartetos distintos [q1, S1, q2, Sa, 4}, ST, Gb, S5] € &

Q1 # qy 051 # 8.

Es decir, la tabla de transicion & prescribe una unica accion en cada situacion. En este
caso podemos identificar & con una funcion.

Definicién 6.6. Una mdquina de Turing de una cinta T = (Q, S, qo, F, S0,9) se dice que
es reversible si dados dos cuartetos distintos [qi, $1, G2, S|, 4], S1, @5, S5] € § se verifica:

G2 = G5 = (52 # 55) Y (51 # - # 52)

Definicién 6.7. Un sistema se dice que es Turing completo si puede simular cualquier
maquina de Turing.

Segtn la tesis de Church-Turing [10] un sistema es Turing completo si puede computar
cualquier algoritmo. K. Morita A. Shirasaki e Y. Gono[11] demostraron que las méquinas
de Turing de una cinta y con dos estados son Turing completos. De esta forma si con-
seguimos simular una maquina de Turing de este tipo por un AC reversible habremos
demostrado que los ACs reversibles son Turing completos. Veremos de forma incluso més
contundente que lo son los ACs reversibles unidmensionales.
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Proposicién 6.8. Dada una mdquina de Turing de una cinta T = (Q, S, qo, F,d) deter-
manista y reversible existe un ACP

Ap = (1,] x C' x .l)7 (170, —1),fp)
reversible, unidimensional y con 3 vecinos que simula a A.

Demostracion. Definimos los elementos del conjunto de estados I x C' x D del ACP como
sigue

I=D=QU{#)
C=QU{#} xS

Para definir la funcién local fp := gp o 7 basta definir gp : [ X C x D — I x C' x D.
Ademas por la proposicién 6.3 para que Ap sea reversible basta con que gp sea inyectiva.
Definiremos a gp sobre el subconjunto de su dominio requerido para simular a A y hecho
esto basta extenderla de forma que preserve la inyectividad.

1. Si [q1, 51,42, S2] € Ay entonces
gP([#v <QIa 81)7 #]) = [#7 (QZa SQ)a #]
2. Si[q1,-,q2, —] € Ag entonces

21 gp([#, (@1, 51), #]) = |ao, (#.51), #] Vs2 €5
2.2 gP([#? (#’ 82)7(]1]) - [#’ (Q2a 32)7 #} VSQ €5

3. Si[q1, -, q2,0] € Ay entonces
gp([#, (@1, 51), #]) = [#, (¢2,51), #] Vs €S
4. Si[qi, -, q2, +] € Ag entonces

41 gp([#: (@1, 1), #]) = [#, (#.51), 2] Vs1 €S
42 gp([qe, (#, 82), #]) = [#, (q2,82), #] Vsa €S

5. Sis € Syl € F entonces

5.1 gp([#.(#.5), #]) = [#. (. 5), #]
5.2 gP([ ’(Qﬁs)a#]) = [#a (#7S)an]
5.3 gP([va (#7 S)a #]) = [#7 <Qf7 S)v #]

Si
<4380, 81,82, -+, Sn—1, 490, Sns Sn4+1; +-+5 Sm, S0, ---

es la entrada de T entonces la configuracion inicial de Ap es
[#7 (#7 80)7 #]7 [#7 (#7 81)7 #]7 sy [#7 (#7 Sn—l)a [#7 (Q(b Sn)v #]7 [ES) [#7 (#7 Sm)7 #}7 [#7 (#7 80)7 #]7
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Veamos como simula Ap a T'. Visualizar las configuraciones en bloques con tres columnas
y dos filas harda mas simple la demostracion. La configuracién inicial la representamos
como

t_0|1:t H H|H do H|H B H|H " H|H " H|H s H|

sn

Sn-1 Sn+1 Sn+2 Sn+3 Sn+4

Figura 18: Parte de la configuracion inicial

Al aplicar Ap todas las células (los bloques) permaneceran iguales por la regla 5.1
salvo posiblemente el que tiene el estado gy. En esta célula cambiaran el estado y el
simbolo que aparecen en el centro, quedandose en la zona central hasta que en el instante
t' el bloque pase a ser de la forma

[#. (¢, s), #]

[#,(d,8), #] € (Qx{}xQx+H)U@x{}xQx-))NJ.
Veremos el caso
[#7 (q/75/)7#] € (Q X {} X Q X +) no

pues el otro es analogo. En este caso la célula se transforma en

[#, (#.5),4]

por la regla 4.1 y ahora la representaciéon de la configuracion es

t—t’|H ini H|H o q'|1:t o H|H ms tt|1:t ins H|H ini H|
Sn-1 s' Sni1 Sni2 Sn+3 Snia

Figura 19: Parte de la configuracion en el instante t’

Ahora en el instante ¢’ 4+ 1 gracias a la regla 5.1 la célula en la que esta ¢’ pasa a ser

[#7 (#’ Sl)? #]

mientras que debido a la regla 4.2 la célula a su derecha se convierte en

[#(q/a Sn+1)7 #]

¥ ®H ®H|F B H|H B = G [ = G = A [ SR = [ G = S
S P PO P P P e

s’ Sni2 Sni3

n-1 Sn+l Sn+4

Figura 20: Parte de la configuracion en el instante t’41
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Con lo que Ap simula que T se mueva a la derecha (o a la izquierda) como queriamos.
Nos queda por ver que pasa cuando el estado cambia a un estado ¢f € F. Podemos
suponer que cuando aparece un estado final la cabeza de la maquina de Turing 7" no se
mueve pues al parar T' este movimiento es irrelevante. De esta forma si el bloque en el
que estamos es de la forma

[#, (¢, 5), #]

[Qa Sm, 4f, Sfm] € Al

entonces

|tt o H|H ins tt|tt q tt|tt o H|H o H|H iu s tt|

Sm-2 Sm-1 Sm Sm+1 Sm+2 Sm+3

se convierte en

|tt o H|H o tt|tt qg_f H|H ins H|tt o H|H 7 H
Sm

Sm-2 Sm-1 Sm+1 Sm+2 Sm+3

por las reglas 1. y 5.1. Ahora por las reglas 5.2 y 5.3 el estado final se desplaza hacia
la derecha dejando igual los estados de la cinta. El estado ¢; seniala que 7" ha parado.
Puesto que queremos que Ap sea reversible no podemos dejar que el Ap pare con lo que
hemos construido Ap de esta forma. Se cumple que Ap es reversible pues las imagenes
que hemos puesto son todas distintas. Con esto concluimos. O]

7 Aplicaciones

Una vez desarrollada toda esta teoria acerca de los ACs reversibles el paso mas natu-
ral seria analizar algunas de sus posibles aplicaciones. Empecemos por el ambito de la
criptologia. Una de las ramas principales de la criptologia es estudiar como encriptar
informacion de tal forma que se pueda recuperar a partir de una clave y que resulte casi
imposible hacerlo sin ella. Los ACs resultan interesantes para esta tarea pues, ademas
de su gran variedad, a partir de reglas sencillas se puede obtener una evolucién de gran
complejidad. Méds aun, es preciso usar ACs reversibles para poder decodificar la infor-
macion. Asi por ejemplo, en zcrypto los autores proponen un algoritmo que funciona de
la siguiente forma. En primer lugar se permutan los pixeles de forma cadtica mediante
una aplicacién logistica. Posteriormente para dificultar la obtencion de la imagen por in-
dividuos sin la clave se aplica de forma sucesiva un AC reversible a los bits de los pixeles
permutados. En este caso la clave serian los parametros de la aplicacion logistica, algo
que permita identificar el AC y el nimero de veces que se aplica este AC. La Figura 21
es un ejemplo de este tipo de cifrado.
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Figura 21: Imagen original y encriptdada. Iméagenes extraidas de [12].

En la fisica los ACs son usados para representar sistemas dinamicos. Uno de los campos
de la fisica susceptible a la modelizacion de ACs es la estadistica mecanica. La estadistica
mecanica analiza como propiedades fisicas macroscopicas dependen de parametros mi-
croscopicos. Claramente esto es andlogo a como surgen comportamientos de caracter
global en ACs a partir de interacciones locales. Los ACs estocasticos, en los que la regla
local es probabilista, suelen ser los mas apropiados para esta rama por su enfoque prob-
abilista. Sin embargo, los deterministas también pueden ser de utilidad. Es el caso del
modélo de Ising, que es usado para estudiar el ferromagnetismo. Este modelo consiste de
una red de células con spin (momento angular) hacia arriba o hacia abajo. El spin de
cada célula varia segin el spin de sus células adyacentes. En [13] los autores proponen
un modelo de Ising que consiste de un AC reversible. En él, cada célula cambia de spin
siempre que se conserve la energia. Para hacer esto la red se particiona en células pares
(las casillas blancas de un tablero de ajedrez) e impares (las casillas negras de un tablero
de ajedrez). Primero se actualizan las células pares y luego las impares de la siguiente
forma: el spin de una célula cambia si la mitad de sus células adyacentes tienen spin
hacia arriba y permanece igual en otro caso. Este planteamiento también es estudiado en
[14] donde los autores realizan una simulacién recogida en la Figura 22. Como indican
los autores, a partir de una configuracion inicial con un spin dominante (da igual en que
sentido) se obtiene una configuracién estacionaria mas equilibrada. En esta dltima con-
figuracion zonas con el spin en un sentido estdn rodeadas por zonas con spin en el sentido
contrario.
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Figura 22: Evolucién del modelo de Ising. Imagenes extraidas de [14]

Otro sistema que puede ser modelado por ACs son los fluidos. En particular el
movimiento de sus particulas. Un AC reversible para modelar este sistema es el AC
llamado HPP[15]. En él, cada célula representa una parte del fluido que puede contener
hasta un méaximo de cuatro particulas moviéndose en sentidos distintos. El estado de
cada célula representa las particulas que estan en esa region del fluido y en que sen-
tido se mueven. La regla local se define de forma que se conserven tanto el ntimero de
particulas como la cantidad de movimiento. Esté regla establece que una particula con-
tintia moviéndose en el mismo sentido hasta que experimente un choque frontal con otra
particula o llegue al final de la red en el caso de aplicar el AC a un patrén finito. En caso
de un choque frontal la particulas se desvian perpendicularmente. Si la particula llega a
la frontera de la red rebota en sentido contrario. La regla local es resumida en la Figura
23 y la Figura 24 es la simulacién del modelo con una barrera.

(a)
— — o
(b)
—— —>
(©)
> — —

Figura 23: Comportamiento de las particulas en el modelo HPP. Imagen extraida de [14]
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Figura 24: Simulacién del modelo HPP. Imagen extraida de [14]

Sin embargo, este sistema posee varios defectos que han ocasionado la creacién del
modelo FHP. Este nuevo modelo es también un AC pero pasa a serlo sobre una red
hexagonal en la que los choques frontales producen cambios de sentido aleatorios.
Recientemente los ACs han sido empleados incluso en la computacion cuantica. Los ACs
cuanticos[16] (ACCs) son ACs que actuan sobre redes de células que estdn en sistemas
cuanticos. Es decir, los estados son cudits, o lo que es lo mismo, sistemas cuanticos que
pueden estar en cualquier superposicién de d estados cudnticos (distribuciones para todas
las posibles mediciones sobre el sistema). Ademés, debido a que se suele tomar como
axioma que la evoluciéon de un estado cuantico es dado por un operador unitario y por
tanto reversible, son de especial interés aqui los ACCs reversibles.

8 Conclusiones

En este trabajo se han abordado varios aspectos cruciales de los ACs reversibles que re-
sumiremos a continuacién. El primer capitulo del trabajo esta dedicado sobre todo a
nociones introductorias de los ACs. Ademas vemos uno de los resultados mas fundamen-
tales de la teoria de ACs. El teorema de Curtis—Hedlund-Lyndon, que identifica los ACs
con las funciones sobre el espacio de configuraciones que son continuas e invariantes por
traslaciones.

En el segundo capitulo obtenemos el primer fruto de nuestro estudio de los ACs re-
versibles. Demostramos que un AC es reversible si y solo si es inyectivo. Ademas vemos
que todos los ACs epiyectivos son equilibrados, y que por tanto los reversibles lo son
también.

En el tercer capitulo demostramos el Teorema del Jardin de Edén. Este teorema es-
tablece la equivalencia entre la epiyectividad y la pre-inyectividad de un AC. Puesto
que, como su nombre indica, la pre-inyectividad es una propiedad necesaria para la in-
yectividad, este teorema nos ofrece una nueva herramienta para ver si un AC es reversible.

El cuarto capitulo, el mas extenso de todos, se centra en los ACs unidimensionales. Re-
sulta que en el caso unidimensional podemos reducir la reversibilidad de un AC a su
inyectividad sobre configuraciones peridédicas. En el mismo capitulo explicamos como se
pueden representar los ACs por un tipo particular de grafos, los grafos de de Bruijn. Al
usar el resultado anterior junto con algunas propiedades de los grafos de de Bruijn es-
tudiamos la reversibilidad de un AC usando su grafo doble. Demostramos que el AC es
reversible si y solo si los ciclos de su grafo doble estdn contenidos en el conjunto diagonal.
Consecuentemente la reversibilidad es decidible en el caso unidimensional pues existen
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algoritmos que determinan si los ciclos estan contenidos en el grafo doble.

El quinto capitulo es el dedicado a los ACs particionados (ACPs) que son los ACs en
los que la funcién local es la composicion de una permutacion con otra funcion g. Los
ACPs nos ofrecen una forma de construir ACs reversibles, pues demostramos que un ACP
es reversible si y solo si g lo es. Finalmente usamos los ACPs para demostrar que los ACs
reversibles son Turing completos, lo cual nos da una indicaciéon de su flexibilidad y tran-
scendencia.

En el sexto capitulo explicamos brevemente algunas de las muchas aplicaciones de los
ACs reversibles. La codificacion, elaboracion de modelos del ferromagnetismo y fluidos y
la computacion cudntica.

En conclusién los ACs son de gran utilidad debido a su versatilidad y simplicidad, y
por ello son usados en diversos ambitos en la ciencia. En particular su simplicidad les da
una ventaja importante frente a otros sistemas computacionales pues permite que sean
implementados més facilmente. El objeto de este trabajo, los ACs reversibles, son partic-
ularmente adecuados como sistemas de computacién reversibles y para modelar procesos
reversibles. Debido a ello su estudio es tanto interesante como fructifero.
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