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TRABAJO DE FIN DE GRADO:
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1 Introducción

Introducción

Este trabajo busca estudiar de forma rigurosa los autómatas celulares (ACs), céntrandose
de manera especial en la propiedad de la reversibilidad. El concepto de AC fue creado
por John von Neumann cuando su estudio de la autorreplicación le llevo a construir un
AC capaz de copiarse a si mismo. Posteriormente, en el año 1980, los ACs ganaron en
popularidad con la creación por John Conway de un AC llamado el Juego de la Vida. El
AC de John Conway era universalmente computacional, es decir, pod́ıa emular cualquier
cosa computable. Además destacaba por su autoorganización, o lo que es lo mismo, el
surgimiento de un orden global a partir del desorden inicial. En los años 80 Stephen
Wolfram continuó el estudio de los ACs analizando una plétora de aspectos de los ACs[1].
En la actualidad los ACs tienen varias aplicaciones y son el centro de cada vez más in-
vestigaciones. Los ACs se usan en la criptograf́ıa para cifrar información, como sistemas
computacionales para resolver problemas algoŕıtmicos, en el estudio de la complejidad,
en la formación de patrones y para modelar una gran cantidad de sistemas en la bioloǵıa,
f́ısica, qúımica y socioloǵıa. Para más información acerca de la historia de los ACs véase
[2].

Un AC es un sistema dinámico en el que evolucionan los estados de un ”universo” a
lo largo del tiempo. El universo, que habitualmente llamaremos configuración, consiste
en un conjunto células, cada una de ellas en un estado de un alfabeto. Es posible estudiar
ACs en el que las células son elementos de un grupo cualquiera y el alfabeto es infinito.
Este planteamiento es desarrollado en [4]. Sin embargo, en este trabajo consideraremos
solo el caso más tradicional en el que las células son elementos de Zd y el alfabeto es finito.
De esta forma podemos visualizar el universo como una red de dimensión d formada por
celdas o células que están en un estado de nuestro alfabeto. El AC es la regla que dicta
como evoluciona el universo o configuración. Esta regla puede ser tanto determinista como
probabilista[3]. En este trabajo consideraremos solo los ACs deterministas y cada vez que
esté escrito AC se sobreentenderá que éste es de carácter determinista. El universo evolu-
ciona de forma discreta en el tiempo al aplicar iterativamente el AC. La particularidad de
los ACs es que esta regla determina el nuevo estado de cada celda en base a los estados en
los que están las células en una vecindad finita de la celda. La actualización del estado de
cada célula se realiza de forma simultánea y de forma independiente a las actualizaciones
ques se producen en las otras células. Además, tanto la regla de actualización como la
vecindad es uniforme en el espacio y el tiempo. De esta forma el comportamiento global
del AC surge a partir de interacciones locales entre células del universo, por lo cual los
ACs son sistemas descentralizados. Buena parte del interés de los ACs réside en como a
partir de reglas locales sencillas surgen una gran variedad de patrones permitiendo que se
usen los ACs en diversos campos cient́ıficos.

En este trabajo nos centraremos en los ACs reversibles. Estos ACs se caracterizan por
que toda configuración tiene un único predecesor. Por tanto, dado un universo cualquiera
podemos determinar el estado del universo en cualquier momento anterior. Crucialmente,
estos ACs resultan de gran utilidad para modelar sistemas dinámicos reversibles en el
tiempo, en particular, sistemas que evolucionan según las leyes de la mecánica clásica.
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En el primer caṕıtulo daremos la definición matemática de AC, estudiaremos la topoloǵıa
del espacio de configuraciones y demostraremos el teorema de Curtis-Hedlund-Lyndon
que caracteriza a los ACs. En el segundo caṕıtulo veremos la definición de AC reversible
y estudiaremos varias propiedades de la inyectividad y epiyectividad de los ACs con la
finalidad de simplificar la condición de reversibilidad. En el tercer caṕıtulo veremos el
teorema más conocido acerca de los ACs, el teorema del Jard́ın de Edén. La nomenclatura
b́ıblica es debida a que el teorema trata los ACs con algún universo sin predecesor y que
por tanto solo puede aparecer en el instante inicial. Dedicaremos el cuarto caṕıtulo a un
estudio más detallado de los ACs unidimensionales. Primero veremos que es posible sim-
plificar la reversibilidad de los ACs a su inyectividad sobre las configuraciones periódicas
y después usaremos los grafos de de Bruijn para estudiar estos ACs. En el quinto y
último caṕıtulo trataremos los ACs particionados, los cuales resultan un método sencillo
de construir ACs reversibles y demostraremos que los ACs reversibles de dimensión uno
son Turing completos.

2 Preliminares

2.1 Primeras Definiciones

Un autómata celular (AC) es un modelo de un sistema dinámico discreto en el espacio y
el tiempo. Este modelo consiste de una red de células idénticas que contienen un único
estado. El AC avanza en pasos discretos según una regla uniforme que determina el nuevo
estado de cada célula en base a los estados de cada una de las células de su entorno. La
idea es simular un sistema dinámico complejo, como puede ser la difusión de un fluido, a
partir de reglas locales sencillas.

Definición 2.1. Formalmente un autómata celular A es un cuarteto A = (d, S, V, f)
donde:

1. d ∈ Z+ es la dimensión de la red de células Zd

2. S es el conjunto finito de estados que pueden tomar las células

3. V = (v1, v2, ..., vm) es la vecindad finita (de tamaño m) donde vi ∈ Zd para 1 6 i 6
m y vi 6= vj para 1 6 i < j 6 m.

4. f es la función de transición local f : Sm −→ S

Definición 2.2. Una configuración c del AC A es una función que asigna a cada célula
un estado.

c : Zd −→ S

Se puede pensar c como una foto de los estados de cada célula en un instante de tiempo
determinado. El AC cambia el estado de cada célula z según la regla local f , en base a
los estados de las células de su vecindario V (z). De esta forma A induce la función global
de transición G con la que a menudo se identificará el AC A.
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G : SZ
d −→ SZ

d

G le asigna a cada configuración c la nueva configuración G(c) que se define como sigue

G(c)(z) = f(c(z + v1), c(z + v2), ..., c(z + vm))

Esta nueva configuración G(c) es la que da los nuevos estados de las células tras el paso
discreto en el tiempo que se ha producido. Si dos AC tienen la misma función global de
transición G diremos que son equivalentes.

Ejemplo 2.3. El AC más famoso es el juego de la vida de Conway. Consideremos una
configuración que en este caso es una red infinita, ortogonal y de dimensión dos en la
que cada una de las células se encuentra en uno dos estados posibles, viva o muerta. El
juego de la vida rige como avanza la configuración en el tiempo. En la Figura 1 vemos
un ejemplo de la evolución de una configuración bajo la acción de este AC.

1. Nacimiento: si en el instante t una célula está muerta y tiene exactamente tres
células adyacentes vivas entonces pasa a estar viva en el instante t+ 1.

2. Supervivencia: si en el instante t una célula está viva y tiene dos o tres células
adyacentes vivas entonces sigue con vida en el instante t+ 1.

3. Muerte por despoblación: una célula (viva o muerta) con como máximo una
célula adyacente viva en el instante t pasa a estar (o sigue estando) muerta en el
instante t+ 1.

4. Muerte por sobrepoblación: una célula (viva o muerta) con más de tres células
adyacentes vivas en el instante t pasa a estar (o sigue estando) muerta en el instante
t+ 1.

Matemáticamente tenemos que el juego de la vida es el AC

A = (d, S, V, f)

donde la dimensión del juego de la vida es d = 2, el conjunto de estados es S = {0, 1}, 0
representa que la célula muerta y 1 que está viva, la vecindad es el cuadrado de radio 1
centrado en el origen V = {−1, 0, 1}2 y la función local f : S9 → S se define como

f(s1, s2, ..., s9) =


1 si


Σ9
i=1si = 3

ó

Σ9
i=1si = 4 y s5 = 0

0 en otro caso

Si representamos los ceros como cuadros en blanco y los unos como cuadros negros pode-
mos obtener una representación gráfica de la evolución en el tiempo de una configuración
inicial.
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t = 0

	

t = 1 t = 2

Figura 1: La evolución de una cuadŕıcula 50× 50 al aplicarle sucesivamente f

2.2 Vecindades

Dado un AC A = (d, S, V, f) con vecindad V = (v1, v2, ..., vm) se dice que la vecindad de
una célula z ∈ Zd es

V (z) = (z + v1, z + v2, ..., z + vm)

y sus células vecinas son

V ({z}) = {z + vi | 1 6 i 6 m}.

Más en general las células vecinas de un conjunto C ⊆ Zd son

V (C) = {z + vi | z ∈ C y 1 6 i 6 m}.

Denotaremos los estados de la vecindad V (z) de una célula s por

c(V (z)) = (c(z + v1), c(z + v2), ..., c(z + vm)).

De esta forma tenemos que

G(c)(z) = f(c(V (z))).

Dado que los AC son sobre todo usados para simular modelos f́ısicos y biológicos la vecin-
dad de una célula normalmente constará de un conjunto de células cercanas. La vecindades
más frecuentes son la de Moore y la de von Neumann. Vemos algunos ejemplos de estas
vecindades en las Figuras 2 y 3.

La vecindad de von Neumann V d
r de radio r ∈ N y dimensión d se define como

V d
r = {z = (z1, z2, ..., zd) ∈ Zd | ‖z‖1 =

∑d
i=1 |zi| 6 r}.

La vecindad de Moore Md
r de radio r y dimensión d es

Md
r = {z = (z1, z2, ..., zd) ∈ Zd | ‖z‖∞ = max{|zi| | 1 6 i 6 m} 6 r}
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V 2
0 V 2

1 V 2
2 V 2

3

Figura 2: Las vecindades de von Neumann de dimensión d = 2 y radios 0 6 r 6 3.

con lo que, Md
r (z) es el hipercubo de dimensión d y aristas de longitud 2r + 1 centrado

en la célula z. Por tanto Md
r (z) contiene (2r + 1)d células.

M2
0 M2

1 M2
2 M2

3

Figura 3: Las vecindades de Moore de dimensión d = 2 y radios 0 6 r 6 3.

Un AC A = (d, S, V, f) es equivalente al autómata célular A′ = (S, d, V ′, f ′) donde
V ({0}) ⊆ V ′({0}) y f ′ solo depende de las primeras m coordenadas, reordenando si hace
falta. De esta forma si los elementos de V están contenidos en la vecindad de Moore de
dimensión d y radio r, es decir,

V ({0}) ⊆Md
r

decimos que A está determinado por un AC de radio r o simplemente que es un AC de
radio r refiriéndonos a que es equivalente al AC A′ = (S, d, B̄∞r (0), f ′).

2.3 Configuraciones finitas y peŕıodicas

Dada una configuración c ∈ SZd y un estado s ∈ S se define el s-soporte de c como

sops(c) = {z ∈ Zd | c(z) 6= s}.

Es decir, las células que no están en el estado s. Se dice que c tiene s-soporte finito o
simplemente que c es s-finito si

|sops(c)| <∞.

El conjunto de las configuraciones de SZ
d

que son s-finitas se denota
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Fs(d, S) = {c ∈ SZd | |sops(c)| <∞}

o simplemente Fs si d y S se sobreentienden. Un estado q ∈ S se dice que es quiesciente
si

f(q, q, ..., q) = q.

Una vez fijado un estado quiesciente q se deja de mencionar el estado en los conjun-
tos definidos anteriormente pues se sobreentiende el estado. De esta forma hablaŕıamos
simplemente del soporte de c

sop(c) = {z ∈ Zd | c(z) 6= q}

y de configuraciones finitas

F = {c ∈ SZd | |sop(c)| <∞}.

Es claro que G|F manda configuraciones finitas a configuraciones finitas. Esto es por que
si c es configuración finita existe un conjunto finito B ⊂ Zd tal que dada cualquier célula
z fuera de B su vecindad V (z) consistirá en células en el estado q. Luego tenemos que

∀z ∈ Zd\B G(z) = f(c(V (z))) = f(q, q, ..., q) = q.

Denotamos GF por
GF : F → F

c 7→ G(c)

Pasemos ahora a las configuraciones periódicas.

Dado r ∈ Zd denotamos la traslación por r por τr donde

τr : SZ
d −→ SZ

d

y
∀z ∈ Zd τr(c)(z) = c(r + z).

Dado k ∈ Z denotaremos por σik la traslación por k en la coordenada i, es decir

σik(c)(z) = c(z1, z2, ..., zi−1, zi + k, zi+1, ..., zd) ∀z = (z1, z2, ..., zd) ∈ Zd

Claramente tenemos que

τr1 ◦ τr2 = τr1+r2 ∀r1, r2 ∈ Zd

Dado r ∈ Zd una configuración c se dice que es r-periódica si τr(c) = c.
Una configuración c ∈ SZd se dice que es totalmente periódica si existen z1, z2, ...zd ∈ Zd
linealmente independientes tales que c es zi-periódica, 1 6 i 6 d. Para un ejemplo de
configuración totalmente periódica vease la Figura 4.
El conjunto de configuraciones de SZ

d
totalemente periódicas se denota P (d, S) o simple-

mente P si la dimensión d y los estados S se sobreentienden.
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Figura 4: La configuración que asemeja un tablero de ajedrez infinito es totalmente
periódica de peŕıodos (0,1) y (1,0).

Como ocurŕıa en el caso de las configuraciones finitas G|P manda configuraciones
totalmente periódicas a configuraciones totalmente periódicas. Denotaremos por GP la
restricción de G a P .

GP : P → P

c 7→ G(c)

Esto es una consecuencia de la siguiente proposición.

Proposición 2.4. Sean G un AC y r ∈ Zd cualesquiera la traslación τr conmuta con G,
es decir, τr ◦G = G ◦ τr.

Demostración. Sean z ∈ Zd y c ∈ SZd cualesquiera queremos ver que

τr(G(c))(z) = G(τr(c))(z).

En efecto, tenemos que

τr(G(c))(z) = G(c)(r + z) = f(c(r + z + v1), ..., c(r + z + vm))

= f(τr(c)(z + v1), ..., τr(c)(z + vm)) = G(τr(c))(z).

Esto lo que quiere decir es que da igual trasladar antes o después de aplicar el AC.
Por tanto si una configuración es r-periódica la configuración transformada por un AC
también lo será.
Esta proposición nos da otra forma de pensar los AC. Gracias al hecho de que los AC
conmutan con traslaciones tenemos que

G(c)(z) = τz(G(c))(0) = G(τz(c))(0) = f(τz(c)(v1), ..., τz(c)(vm)).

Luego en realidad G(c)(z) solo depende de los valores que toma la configuración trasladada
τz(c) sobre el conjunto {v1, v2, ...vm}. En base a esta discusión podemos definir un AC
como una aplicación G : SZ

d → SZ
d

tal que existe un conjunto finito V llamado vecindad
y una aplicación f : SV → S llamada función de transición local verificando que

G(c)(z) = f(τz(c|V ))
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para todo c ∈ SZ
d

y para todo z ∈ Zd. Por tanto puesto que las funciones de tran-
sición locales de los ACs solo dependen de sus valores sobre SV {0} podemos representar
gráficamente un AC dibujando los posibles estados en los que se pueden encontrar el en-
torno de una célula e indicando el nuevo estado que adquiere la célula. Esto es lo que
hacemos en la Figura 5 y la Figura 6.

Figura 5: Representación gráfica del AC 184. El cuadrado bajo cada raya indica el nuevo
estado de la celda central.

Figura 6: La regla del Juego de la Vida. La célula central es negra si está viva y blanca
si está muerta. Las otras ocho células de su vecindad se representan en base a cuantas
están vivas. La tonalidad más oscura indica que todas las células están vivas y la menos
oscura indica que todas las células están muertas.

2.4 Autómatas Celulares Elementales

Un tipo de ACs son los llamados ACs elementales. Fueron estudiados y clasificados por
Stephen Wolfram en el año 1983 [5]. Un AC elemental A es un AC de dimensión d = 1
de radio 1 y con estados S = {0, 1}. Están determinado por sus funciones locales luego
podemos identificar un AC elemental de función local f con los 8 digitos

f(1, 1, 1)f(1, 1, 0)f(1, 0, 1)f(1, 0, 0)f(0, 1, 1)f(0, 1, 0)f(0, 0, 1)f(0, 0, 0).

Si convertimos esto a binario obtenemos un entero en el intervalo [0, 255] mediante la
fórmula

f(1, 1, 1) · 28 + f(1, 1, 0) · 27 + ...+ f(0, 0, 1) · 21 + f(0, 0, 0) · 20.

Ahora identificando los |SSV {0}| = 223 = 256 posibles AC elementales con este número
tenemos el número de Wolfram del AC A.
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Los AC elementales se pueden representar graficamente empezando en una fila con una
configuración inicial c1 que consta de una sola célula en el estado 1 y el resto en el estado
0. La segunda fila será la representación de G(c1) y aśı sucesivamente, bajando de filaa
al volver a aplicar el AC. Realizamos este proceso con el AC 184 en la Figura 7.

Figura 7: La representación gráfica del AC elemental número 184.

2.5 Topoloǵıa del Espacio de Configuraciones

Definiremos una métrica sobre SZ
d

como sigue

d(c1, c2) =

{
0 si c1 = c2

2−min{‖z‖∞ :c1(z)6=c2(z)} si c1 6= c2

Comprobemos que d es una métrica:
Es evidente que d es una función no-negativa, simétrica y que cumple el axioma de co-
incidencia. Además veamos que cumple la desigualdad triangular. Sean c1, c2, c3 ∈ SZ

d

cualesquiera y denotemos z1, z2 y z3 los elementos mı́nimos de Zd con la norma infinito
tales que c1 6= c2, c2 6= c3 y c3 6= c1 respectivamente. Supongamos por reducción al absurdo
que

d(c1, c2) + d(c2, c3) < d(c1, c3)

entonces por la definición de z1, z2 y z3

2−‖z1‖∞ + 2−‖z2‖∞ < 2−‖z3‖∞ ⇒ ‖z3‖∞ < min{‖z2‖∞, ‖z1‖∞}
⇒ c1(z3) = c2(z3), c2(z3) = c3(z3)

⇒ c1(z3) = c3(z3)

Lo cual es una contradicción pues c1(z3) 6= c3(z3) por la definición de z3 con lo que con-
cluimos.

Como acabamos de ver tenemos un espacio métrico M = (SZ
d
, d) luego la métrica d induce

una topoloǵıa τ cuya base de abiertos consiste en las bolas abiertas de M . Expĺıcitamente
una bola abierta de radio ε = 2−r > 0 centrada en la configuración c es

Bε(c) = {e ∈ SZ
d| c(z) = e(z), ‖z‖∞ 6 r}.
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Ahora que hemos definido una topoloǵıa sobre el espacio de configuraciones veremos que
una sucesión de configuraciones converge a una configuración c equivale a que en cualquier
célula los valores que toma la sucesión en esa célula coinciden con el valor que toma c a
partir de algún término de la sucesión.

Proposición 2.5. Una sucesión de configuraciones (cn)n∈N converge a la configuración
c si y solo si para todo z ∈ Zd existe Nz ∈ N tal que para todo n > Nz se cumple que
cn(z) = c(z).

Demostración. Si (cn)n∈N converge a c entonces para todo ε = 2−r > 0 existe Nε tal
que para todo n > Nε, cn ∈ Bε(c). Por tanto dado z ∈ Zd cualquiera de norma infinito
k = ‖z‖∞ basta considerar Nε para ε = 2−k y tenemos que a partir del elemento cNε todos
los elementos de la sucesión (cn)n∈N coinciden en los elementos de Zd de norma infinito
menor o igual que k. Luego en particular coinciden en z.

Rećıprocamente, sea ε = 2−r > 0 cualquiera queremos encontrar Nε tal que cn ∈ Bε(c)
para todo n > Nε. Es decir, que a partir del elemento número Nε los elementos de la
sucesión coincidan en los elementos de Zd cuya norma infinito es menor o igual que r.
Denotemos B = {z ∈ Zd | ‖z‖∞ 6 r}. Sabemos por hipótesis que para todo z ∈ B
existe Nz tal que cn(z) = c(z) para todo n > Nz. Consideremos el número natural
Nε = max{Nz | z ∈ B} que existe por ser B finito. Por definición de Nε tenemos que
c(z) = cn(z) para todo n > Nε y para todo z ∈ B luego Nε es el buscado y conluimos.

Esta caracterización de la convergencia resulta muy útil y la utilizaremos para de-
mostrar tanto la continuidad de las funciones de AC como la compacidad del espacio de
configuraciones

Proposición 2.6. Sea (cn)n∈N una sucesión de SZ
d

y G un AC. Si la sucesión (cn)n∈N
converge a la configuración c entonces la sucesión (G(cn))n∈N converge a la configuración
G(c).

Demostración. Sea V = (v1, v2, ..., vm) una vecindad de G y z ∈ Zd cualquiera. Sabemos
por hipótesis que lim

n→∞
cn = c luego dado cualquier x ∈ V ({z}) = {z + vi | 1 6 i 6 m}

existe Nx > 0 tal que cn(z) = c(z) para todo n > Nx. Consideremos ahora

N = max{Nx |x ∈ V ({z})}.

Este N nos da la continuidad de G en z puesto que si n > N entonces

G(cn)(z) = f(cn(V (z))) = f(cn(z + v1), cn(z + v2), ..., cn(z + vm))

= f(c(z + v1), c(z + v2), ..., c(z + vm)) = G(c)(z)

con lo que concluimos al ser z ∈ Zd cualquiera.

Veamos ahora que el espacio métrico M = (SZ
d
, d) es secuencialmente compacto y

por tanto compacto. Para ello lo que haremos es dada una sucesión de configuraciones
construiremos una subsucesión cuyos elementos coincidan en cada vez más células. Esto
último nos dará la convergencia.

Proposición 2.7. Toda sucesión de configuraciones tiene una subsucesión convergente.
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Demostración. Sea (cn)n∈N una sucesión de SZ
d

, n0 ∈ N y h : N ' Zd una enumeración
de Zd creamos la subsucesión (cnk)k∈N donde

nk = min{mk ∈ N verificando las propiedades (1k), (2k) y (3k)} para k > 1

(1k) mk > nk−1

(2k) cmk(h(i)) = cnk−1
(h(i)) para 1 6 i 6 k − 1

(3k) Existe Ak ∼= N tal que ca(h(i)) = cmk(h(i)) para todo a ∈ Ak y 1 6 i 6 k

Veamos que existen mk verificando estas condiciones. En primer lugar estudiemos el
caso k = 1.
Dado que S es finito mientras que N es infinito existe un número infinito de configura-
ciones de la sucesión (cn)n∈N que toman el mismo valor s en el punto h(1). Luego existe
m1 > n0, es decir, cumpliendo (11) tal que cm1(h(1)) = s. Por tanto existe también A1

verificando (31) mientras que la condiciones (21) se cumple por ser vaćıa.
Ahora veamos que una vez verificado el caso k = 1 podemos construir los siguientes ı́ndices
recurrentemente. En efecto, si existen n1, n2, ..., nk con k > 1 verificando las condiciones
que hemos impuesto también existirán un número infinito de mk+1 que verifiquen (2k+1)
gracias a la condición (3k). Además por el argumento de antes al ser S finito existirán in-
finitos mk+1 que verifiquen (3k+1) y (2k+1) luego de entre estos también habrá infinitos que
satisfacen (1k+1). Por tanto la subsucesión construida existe. Además esta subsucesión
converge pues dado z = h(i) cualquiera gracias a la condición (2k) se cumple que

cni(h(i)) = cnj(h(i)) ∀j > i

Por tanto como un espacio métrico es compacto si y solo si es secuencialmente compacto
el espacio métrico M = (SZ

d
, d) es compacto.

Otra propiedad que nos será util más adelante es que las sucesiones totalmente peŕıodicas
y las finitas son densas en M = (SZ

d
, d). Con esta propiedad en muchos casos podremos

generalizar información conocida de estos dos tipos de configuraciones a todo el espacio
de configuraciones.

Proposición 2.8. Sea c ∈ SZ
d

y s ∈ S existen dos sucesiones (pn)n∈N ⊆ P (d, S) y
(cn)n∈N ⊆ Fs(d, S) tales que

lim
n→∞

pn = lim
n→∞

cn = c

Demostración. Para construir una sucesión de configuraciones totalmente periódicas (pn)n∈N
convergentes a c basta con definir pi como una configuración que coincide con c sobre el
hipercubo de tamaño (2i + 1)d centrado en el origen Cd

i = {−i,−i + 1, ..., i}d y cuyo
peŕıodo es mayor o igual que 2i + 1 en todas las coordenadas. Claramente una sucesión
de este tipo converge a c pues dado z ∈ Zd pn(z) = c(z) para todo n > ‖z‖∞

De forma analoga dada una enumeración n : N ←→ Zd para i > k definimos ci como la
configuración que coincide con c en {n(1), ..., n(k)} y que vale s ∈ S fuera de {n(1), ..., n(k)},
es decir

ci(z) =

{
c(z) si z ∈ {f(1), ..., f(k)}
s si z 6∈ {n(1), ..., n(k)}

11



De nuevo es sencillo ver que la sucesión definida (cn)n∈N converge a c pues dado z ∈ Zd sea
N ∈ N tal que z = n(N) para todo i > N se cumple que ci(z) = c(z). Además la sucesión
esta formada únicamente por configuraciones finitas por definición luego concluimos.

Para acabar esta sección veremos es teorema de Curtis–Hedlund–Lyndon que nos será
de utilidad para decidir si un AC es reversible. Pero primero veamos el siguiente lema.

Lema 2.9. Si (X, d) es un espacio métrico compacto, (Y, ρ) es un espacio métrico y
f : X → Y es una función continua entonces f es uniformemente continua.

Demostración. Para evitar confusiones denotaremos las bolas en X con B y las bolas en
Y con B′. Puesto que f es continua para todo x ∈ X existe δx > 0 tal que

f(Bδx(x)) ⊆ B′ε
2
(f(x)))

Además {B δx
2

(x)}x∈X es un recubrimiento de X por abiertos luego existe un subrecubrim-

iento finito {B δxi
2

(xi)}ni=1 . Definimos δ = min{ δxi
2
| 1 6 i 6 n} comprobemos que δ aśı

definido cumple que
f(Bδ(x)) ⊆ B′ε(f(x)) ∀x ∈ X.

Por ser {B δxi
2

(xi)}ni=1 un recubrimiento de X existe xi tal que x ∈ B δxi
2

(xi) además por

la definición de δ tenemos que si y ∈ Bδ(x) entonces y ∈ Bδxi
(xi) pues

d(xi, y) 6 d(xi, x) + d(x, yi) <
δxi
2

+
δxi
2

= δxi

Luego si d(x, y) < δ entonces

ρ(f(x), f(y)) 6 ρ(f(x), f(xi)) + ρ(f(xi, f(y)) <
ε

2
+
ε

2
= ε

como queŕıamos ver

Ahora estamos listos para ver el teorema de Curtis–Hedlund–Lyndon [6].

Teorema 2.10. Sea G : SZ
d → SZ

d
una función las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. G es la función de transición global de un AC.

2. G es continua y conmuta con traslaciones.

Demostración. Ya hemos visto que (1)⇒ (2). Veamos ahora (2)⇒ (1).
Por el lema anterior al ser G continua y M = (SZ

d
, d) un espacio métrico compacto G es

uniformemente continua. Por tanto existe r > 0 tal que para todo c ∈ SZd

G(B2−r(c)) ⊆ B1(G(c)).

Por tanto dados c1, c2 ∈ SZ
d

si c1(z) = c2(z) para todo z ∈ Zd tal que ‖z‖∞ 6 r entonces
G(c1)(0) = G(c2)(0). Esto lo que quiere decir es que G(c)(0) solo depende de la restricción
de c a la bola cerrada B = {z ∈ Zd | ‖z‖∞ 6 r}. Por tanto existe una función

f : SB −→ S
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tal que
G(c)(0) = f(c|B)

para todo c ∈ SZ
d
. Ahora, como por hipótesis G conmuta con permutaciones tenemos

que
G(c)(z) = τz(G(c))(0) = G(τz(c))(0) = f(τz(c|B)).

Esto lo que significa es que en efecto G es la función global de un AC de vecindad B y
función de transición local f .

3 Reversibilidad y Equilibrio

3.1 Reversibilidad

En esta sección estudiaremos como afectan la inyectividad y epiyectividad de G a la
inyectividad y epiyectividad sus restricciones GF y GP y viceversa.

Definición 3.1. Un AC A = (d, S, V, f) con función de transición global G es inyectivo
o epiyectivo si lo es G.

Definición 3.2. Se dice que un AC A = (d, S, V, f) es reversible si su función de tran-
sición global G es biyectiva y G−1 es la función de transición global de un AC.

Equivalentemente por el teorema de Curtis–Hedlund–Lyndon A es reversible si G es
una función biyectiva y su función inversa G−1 es continua y conmuta con traslaciones.

Es evidente que si G es inyectivo GF y GP también por ser sus restricciones. Sin em-
bargo el rećıproco no es cierto. Veamos un contraejemplo de la inyectividad. El AC de
disyunción exclusiva A = (d = 1, S = {0, 1}, v = (0, 1), f) donde

f(a, b) =


0 si (a, b) = (0, 0)

1 si (a, b) = (1, 0)

1 si (a, b) = (0, 1)

0 si (a, b) = (1, 1)

Tenemos que G no es inyectiva pues por ejemplo si consideramos la configuración c0 ≡ 0
tenemos que

G−1(c) = {c0, c1 ≡ 1}.

Sin embargo GF śı es inyectiva pues si fijamos el estado quiescente q = 0 tenemos que G
es inyectiva sobre las configuraciones 0-finitas F .

Veamos que efectivamente si existen dos configuraciones finitas c1 y c2 tales que
G(c1) = G(c2) se debe de cumplir que c1 = c2. Por ser c1 y c2 distintas existe z ∈ Z
tal que c1(z) 6= c2(z). Supongamos sin perdida de generalidad que c1(z) = 0 y c2(z) = 1.
Usando que G(c1)(z) = G(c2)(z) deducimos que existen dos posibles valores para la pareja
(c1(z + 1), c2(z + 1)).{

G(c1)(z) = 0⇒ (c1(z + 1), c2(z + 1)) = (0, 1)

G(c1)(z) = 1⇒ (c1(z + 1), c2(z + 1)) = (1, 0)
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En todo caso una de las configuraciones tomará el valor 1 en la siguiente célula z + 1
mientras que la otra tomara el estado 0. Podemos seguir usando el mismo razonamiento
mientras nos movemos a la derecha de la célula z. Obtenemos que si la configuración c1

toma el valor 0 k veces sobre el conjunto {z, z + 1, .., z + n} entonces la configuración c2

toma el valor 1 n− k+ 1 veces. Por lo tanto al menos una de las configuraciones toma el
valor 1 un número infinito de veces lo cual es una contradicción con que es finita.

En cambio la epiyectividad de las restricciones si asegura la epiyectividad del AC

Proposición 3.3. Sea G un AC tal que GP o GF es epiyectiva entonces G también es
epiyectiva.

Demostración. Veremos solo el caso en el que GP es epiyectiva. El caso en el que GF es
epiyectiva se demuestra del mismo modo. Dada una configuración c′ veamos que tiene
antiimagen. Gracias a la Proposición 2.8 existe una sucesión (c′n)n∈N ⊆ P tal que

lim
n→∞

c′n = c′.

Por hipótesis GP es epiyectiva luego existe una sucesión (cn)n∈N tal que

G(cn) = c′n ∀n ∈ N

Por la compacidad de SZ
d

existe una subsucesión convergente (cσ(n))n∈N con ĺımite c

lim
n→∞

cσ(n) = c.

Ahora usando la continuidad de G tenemos que

lim
n→∞

G(cσ(n)) = G( lim
n→∞

cσ(n)) = G(c).

Además
lim
n→∞

G(cσ(n)) = lim
n→∞

c′σ(n) = lim
n→∞

c′n = c′

con lo que concluimos que G(c) = c′ como queŕıamos.

Proposición 3.4. Si GP es inyectiva entonces GP es biyectiva.

Demostración. Dado c una configuración totalmente peŕıodica veamos que si GP es in-
yectiva entonces c tiene antiimagen. Por ser c totalmente peŕıodica existen d enteros
{k1, k2, ..., kd} tales que

σiki(c) = c 1 6 i 6 d.

Denotemos
C = {c ∈ S | σiki(c) = c 1 6 i 6 d}.

Por la definición de C una configuración c perteneciente a C esta determinado por su
imagen sobre el hiperréctangulo de dimensión d y lados de longitud ki. Las configuraciones
de C pueden tomar cualquier valor s ∈ S sobre las células del hiperréctangulo. Por tanto

|C| = |Sk1...kd|

con lo que C es finito. Vimos que G conmuta con permutaciones luego G(C) ⊆ C pero
por hipótesis GP es inyectiva luego |C| = |G(C)| con lo que concluimos que, al ser C
finito, G(C) = C.
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Corolario 3.5. Si GP es inyectiva entones G es epiyectiva.

Demostración. Si GP es inyectiva entonces por la Proposición 3.4 GP es epiyectiva. Ahora
usando la Proposición 3.3 concluimos que G es epiyectiva.

Corolario 3.6. Un AC G es biyectivo si y solo si es inyectivo.

Demostración. Si G es inyectiva entonces GP también lo es. Consecuentemente además
de ser inyectiva G es epiyectiva por el Corolario 3.5.

Intentemos ahora simplificar las condiciones que se imponen sobre un AC para que
sea reversible. Pero antes veamos el siguiente lema.

Lema 3.7. Si f : X → Y es una función continua y biyectiva definida en un espacio
compacto X y valorada en un espacio métrico Y entonces f−1 también es continua.

Demostración. Queremos ver que cualquier cerrado C ⊆ X tiene imagen cerrada. Veamos
primero que C es compacto. Sea {Ui}i∈I un recubrimiento abierto de C entonces Cc ∪
{Ui}i∈I forma un recubrimiento abierto del compacto X luego existe un subrecubrimiento
abierto finito {Uj}j∈J . Este subrecubrimiento está formado unicamente por la unión
abiertos de {Ui}i∈I y posiblemente Cc luego {Uj}j∈J \ Cc es un subrecubrimiento finito
de {Ui}i∈I .
Visto esto como f es continua entonces f(C) es compacto en el espacio métrico Y luego
en particular es cerrado como queŕıamos.

Proposición 3.8. G es reversible si y solo si es inyectiva.

Demostración. Hemos visto en el Corolario 3.6 que G es inyectiva si y solo si es biyectiva.
Consecuentemente si G es inyectiva existe su función inversa G−1. Falta ver que G−1

es la función de transición local de algún AC. Lo haremos usando el Teorema de Cur-
tis–Hedlund–Lyndon. Por la Proposición 2.7 el espacio de configuraciones es compacto
con lo que podemos aplicar el Lema 3.7 a G para obtener que G−1 es una función continua.
Además G−1 conmuta con traslaciones pues sea τr una traslación cualquiera entonces

G−1 ◦ τr = G−1 ◦ τr ◦G ◦G−1 = G−1 ◦G ◦ τr ◦G−1 = τr ◦G−1.

Por tanto G−1 es continua y conmuta contranslaciones luego por el teorema de Cur-
tis–Hedlund–Lyndon es la función de transición global de una AC.

3.2 Epiyectividad y Equilibro

Para empezar daremos varias definiciones que nos serán de utilidad.

– Dado un AC G se dice que una configuración c es una configuración Jard́ın de Edén si
no tiene antiimagen. Es decir, si

G−1(c) = ∅

Por definición tenemos que la existencia de configuraciones Jard́ın de Edén equivale a
la no epiyectividad del AC.
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– Dado un subconjunto de D ⊆ Zd definimos un patrón p sobre D como como una
aplicación

p : D → S.

–Un patrón p ∈ SD decimos que es finito si su dominio D es finito.

– Decimos que dos patrones p1 ∈ SD1 y p2 ∈ SD2 son disjuntos si sus respectivos do-
minios son disjuntos, D1 ∩D2 = ∅.

– Se dice que p2 es un subpatrón de p1 si D2 ⊆ D1 y p1|D2 = p2.

– Se dice que p1 contiene una copia de p2 si existe una traslación τr tal que el patrón
trasladado τr(p2) = (τr(D), g ◦ τr) es un subpatrón de p1.

Los patrones se pueden pensar como mini-configuraciones aunque si el dominio de un
patrón es la totalidad de Zd entonces el patrón también es una configuración.

Podemos estudiar el cambio que produce un AC sobre un patrón de forma similar a
como vimos como transforman los AC a las configuraciones. De forma análoga al caso de
las configuraciones tenemos que dado un AC G de vecindad V , un patrón p ∈ SD y un
subconjunto D′ ⊆ Zd cuya vecindad V (D′) está contenida en D el AC G induce un nuevo
patrón p′ ∈ SD′ definido de la siguiente forma:

p′(z) = p(V (z)) ∀z ∈ D′.

Está transformación se denotará

GD→D′ : SD → SD
′

p 7→ p′

Tenemos que GZ
d→Zd = G. El concepto análogo al de configuración Jard́ın de Edén para

el caso de los patrones es un patrón huérfano.

Definición 3.9. Un patrón finito p′ ∈ SD′ es huérfano si no tiene antiimagen, es decir,
si no existe ningún patrón p = (D, g) tal que GD→D′(p) = p′.

En realidad basta con que no exista antiimagen entre los patrones de dominio V (D′)
pues GD→D′(p) está determinado por p|V (D′) por la definición de GD→D′ . Además se
cumple que la existencia de huérfanos es equivalente a la no epiyectividad del AC como
veremos en la siguiente proposición.

Proposición 3.10. Un AC G tiene una configuración Jard́ın de Edén si y solo si también
tiene algún patrón huerfáno.

Demostración. Si p ∈ SD es huérfano entonces todas las configuraciones que coinciden
con p sobre D y tienen cualquier valor en Dc son configuraciones Jard́ın de Edén. Es
decir, una configuración que contiene un patrón huérfano es una configuración Jard́ın de
Edén.
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Rećıprocamente si G no es epiyectivo entonces G(SZ
d
) ( SZ

d
. Además sabemos que

G es una aplicación continua sobre el espacio de configuraciones que es compacto con
la métrica d definida anteriormente. Luego G(SZ

d
) también es compacto en un espa-

cio métrico y por tanto cerrado. Por tanto el conjunto de las configuraciones Jard́ın de
Edén G(SZ

d
)
c 6= ∅ es abierto y contiene alguna bola abierta B2−r(c

′). Consecuentemente
B2−r(c

′) = {e ∈ SZ
d | c′(z) = e(z) ∀ z ∈ Zd | ‖z‖∞ ≤ r} esta formado únicamente

por configuraciones Jard́ın de Edén. Ahora si consideramos el patrón p′ = c′|′D donde
D′ = {z ∈ Zd | ‖z‖∞ ≤ r} es la bola de radio r con la norma infinito tenemos que p′

es huérfano. Esto es porque si existiese p ∈ SD tal que GD→D′(p) = p′ entonces una
configuración que coincidiese con p sobre D tendŕıa imagen en B2−r(c

′) que está formado
únicamente por configuraciones Jard́ın de Edén. Por tanto llegamos a contradicción al
suponer que p′ no es huérfano con lo que concluimos.

La parte central de esta subsección es la relación que existe entre la epiyectividad de
un AC y el equilibrio del AC.

Definición 3.11. Un AC es equilibrado si se cumple que todos los patrones (con dominio)
del mismo tamaño tienen el mismo número de antiimágenes.

Lema 3.12. Para todo s, d, n, r ∈ Z+ existe k0 ∈ Z+ tal que ∀ k > k0

(sn
d − 1)k

d

< s(kn−2r)d

Demostración. Esta desigualdad es equivalente a las siguientes:

kd · logs(sn
d − 1) < (kn− 2r)d

logs(s
nd − 1) < (n− 2r

k
)
d

Además tenemos que logs(s
nd − 1) < nd y por otra parte limk→∞ (n− 2r

k
)
d

= nd luego
concluimos.

Si s es el número de estados |S| y consideramos un AC G radio r tenemos que s(kn)d

es el número de patrones posibles con dominio un hipercubo D de dimensión d y lado kn
mientras que (kn − 2r)d es el número máximo de sus imágenes por GD→D′ donde D′ es
el hipercubo de dimensión d y lado kn − 2r. Luego intuitivamente lo que nos dice este
lema es que si hay algunos patrones con la misma imagen entonces G no es epiyectiva.
Usaremos este lema para demostrar la siguiente proposición.

Proposición 3.13. Sea G un AC de radio r, s = |S| el número de estados, p′ ∈ SD′ un
patrón finito y D ⊆ Zd un conjunto finito cumpliendo que V (D′) ⊆ D. Entonces si G es
epiyectivo se cumple que el número de antiimágenes del patrón p con dominio D son

|{p ∈ SD | GD→D′(p) = p′}| = s|D|−|D
′|.

En particular el AC G es equilibrado.
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Demostración. Primero veamos que la proposición se cumple para el caso en el que D y
D′ son hipercubos. Sean D y D′ hipercubos de dimensión d y aristas de longitud n y
n − 2r respectivamente. Supongamos por reducción al absurdo que existe algún patrón
p0 ∈ SD

′
tal que

|(GD→D′)
−1

(p0)| 6= s|D|−|D
′|.

Entonces necesariamente existe algún patrón p′0 ∈ SD
′

tal que

a = |(GD→D′)
−1

(p′0)| < s|D|−|D
′|.

Si esto no fuese cierto entonces todos los patrones de dominio D′ tendŕıan al menos
s|D|−|D

′| antiimágenes con dominio D y al menos uno de ellos tendŕıa más antiimágenes.
Pero entonces

|(GD→D′)
−1

(SD
′
)| >

∑
p∈SD′

s|D|−|D
′| = |SD|

lo cual es imposible. Ahora sea k ∈ Z+ cualquiera. Sea H un hipercubo de dimensión d
y lado kn y sea H ′ el hipercubo de lado kn− 2r centrado dentro de H definimos

P = {Hi, 1 ≤ i ≤ kd}

como la partición de H en kd hipercubos de lado n. legimos otros kd hipercubos H ′i tales
que

H ′i ⊂ H ′ ∩Hi 1 ≤ i ≤ kd.

Podemos ver una representación gráfica de estas particiones en la Figura 8.

Figura 8: Los hipercubos H, H ′, Hi y H ′i en dimensión 2. Imagen extraida de [7].
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Consideremos C ′ el conjunto de los patrones con dominio H ′ que contienen una copia
trasladada de p′ en cada uno de los kd hipercubos H ′i. Los patrones que están en C ′ están
determinados en los kd hipercubos H ′i por p′0 y pueden tomar cualquier valor en el resto
de las |H ′| − kd|D′| = |H ′| − kd(n− 2r)d células. Por lo tanto

|C ′| = s|H
′|−kd(n−2r)d .

Por otro lado consideremos

C = {p ∈ SH | GH→H′(p) ∈ C ′}.

el conjunto de patrones sobre H cuya imagen por G coincide con la de p′0 sobre los
hipercubos H ′i. Por la definición de a

|C| = ak
d

.

Hemos construido estos conjuntos porque ahora queremos ver que |C| < |C ′| y aśı llegar
a contradicción con que el AC G es epiyectivo pues C = (GD→D′)−1(C ′).

Por la elección de p′0, el hecho de que a y s|D|−|D
′| son enteros positivos y que 0 < s−|D

′| 6 1
tenemos que las siguientes desigualdades son ciertas:

a < s|D|−|D
′|

a 6 s|D|−|D
′| − s−|D′|

ak
d

6 (s|D|−|D
′| − s−|D′|)kd

ak
d

6 s−k
d|D′|(s|D| − 1)k

d

.

Sabemos por el Lema3.12 que para algún k suficientemente grande

(sn
d − 1)k

d

< s(kn−2r)d

y como
|D| = nd |H ′| = (kn− 2r)d

tenemos que para k suficientemente grande

(s|D| − 1)k
d

< s|H
′|.

Luego sustituyendo en la desigualdad ak
d
6 s−k

d|D′|(s|D| − 1)k
d

tenemos que

ak
d

< s|H
′|−kd|D′|

o lo que es lo mismo
|C| < |C ′|

como queŕıamos ver.

Falta ver que la proposición sigue siendo cierta en el caso general en el que D y D′

son conjuntos finitos tales que V (D′) ⊆ D. Podemos escoger n tal que D esté contenido
en un hipercubo H de dimensión d y lado n y D′ este contenido en un hipercubo H ′ de
dimensión d y lado n− 2r. Sea p′ ∈ SD′ un patrón cualquiera con dominio D′ llamemos

a = |(GD→D′)
−1

(p′)|.
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Queremos ver que a = s|D|−|D
′|. Definamos

P ′ = {p ∈ SH′ : p|D′ = p′}

como el conjunto de patrones sobre H ′ que contienen al patrón p′. Están determinados
en D′ y pueden tomar cualquier estado en el resto de las |H ′| − |D′| células. Por tanto

|P ′| = s|H
′|−|D′|.

Por la parte de la proposición que demostramos para hipercubos como los que tenemos
ahora se cumple que

|(GH→H′)
−1

(P ′)| = |P ′| · s|H|−|H′| = s|H
′|−|D′| · s|H|−|H′| = s|H|−|D

′|.

Por otro los patrones de dominio H cuya imagen por G está en H ′ son justamente los
patrones que contienen una antiimágen de p′ en D′ luego por la definición de a

|(GH→H′)
−1

(P ′)| = a · s|H|−|D|.

Por tanto obtenemos la igualdad

s|H|−|D
′| = a · s|H|−|D|.

Despejando obtenemos a = s|D|−|D
′| con lo que concluimos al ser p′ un patrón cualquiera

sobre D′.

4 El Teorema del Jard́ın de Edén

El teorema del Jard́ın de Edén fue desarrollado por Mooore[8] y Myhill[9] en los años
60. Estos autores demostraron que la epiyectividad de un AC es equivalente a una
propiedad denominada pre-inyectividad. Como su nombre sugiere la pre-inyectividad
es una condición necesaria pero no suficiente para la inyectividad.

Definición 4.1. Dos patrones finitos p1, p2 ∈ SD son gemelos respecto a un AC G si para
todo par de configuraciones c1 y c2 tales que

1. c1|D = p1

2. c2|D = p2

3. c1|Dc = c2|Dc

se cumple que G(c1) = G(c2).

Esto lo que quiere decir es que dos patrones con el mismo dominio finito son gemelos
si en una configuración que contiene uno de los patrones se puede sustituir el patrón por
su gemelo sin cambiar cual es la imagen de la configuración por el AC. Además fijado un
dominio finito D ⊆ Zd el hecho de ser gemelos es una relación de equivalencia sobre los
patrones con dominio D. De esta forma decimos que p1 y p2 están relacionados p1 ∼ p2

si p1 y p2 son gemelos.
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Definición 4.2. Un AC G es pre-inyectivo si existen dos configuraciones c1, c2 ∈ SZ
d

tales que
|{z ∈ Zd | c1(z) 6= c2(z)}| <∞ y G(c1) = G(c2).

Es decir, G es pre-inyectivo si existen dos configuraciones casi iguales con distinta
imagen.

Proposición 4.3. Dado un AC G las siguientes condiciones con equivalentes

1. GF no es inyectiva

2. G tiene patrones gemelos

3. G no es pre-inyectivo

Veamos 1⇐⇒ 2⇐⇒ 3

Demostración. (1⇐⇒ 2)
Si los patrones p1 ∈ SD y p2 ∈ SD son gemelos respecto a G y q es un estado quiesciente
entonces las configuraciones finitas c1 y c2 tienen la misma imagen por G donde

c1(z) =

{
p1(z) if z ∈ D
q if z ∈ Dc

c2(z) =

{
p2(z) if z ∈ D
q if z ∈ Dc

Reciprocamente si GF no es inyectiva entonces existen dos configuraciones finitas c1 y c2

tales que G(c1) = G(c2). Llamemos A = {z ∈ Zd | c1(z) 6= c2(z)} el conjunto finito donde
c1 y c2 son distintos y sea r ∈ Z tal que G es un AC de radio r. Fijemos x ∈ Zd cualquiera
y elijamos n ∈ Z+ tal que el hipercubo B̄∞n−2r(x) de dimensión d y lado n − 2r centrado
en la célula x contiene a A. Consideremos ahora los patrones

p1 = c1|B̄∞n (x) p2 = c2|B̄∞n (x)

y veamos que son gemelos. Sea c una configuración cualquiera que contiene el patrón p1 y
denotemos c′ el patron que se obtiene al cambiar el patrón p1 por el patrón p2. Queremos
ver que G(c)(z) = G(c′)(z) para todo z ∈ Zd.
En efecto sea z ∈ Zd tal que V ({z}) ⊆ Ac, es decir, tal que la vecindad de z no contiene
células en las que se diferencian c1 y c2 entonces

c(V (z)) = c′(V (z))

luego G(c)(z) = G(c′)(z). Ahora sea z ∈ Zd tal que V (z) ∩ A 6= ∅. Por la definición de r
la célula z se encuentra como mucho a una distancia r (con la norma infinito) de A luego
se encuentra en B̄∞n (x) y por tanto

G(c)(z) = G(c1)(z) = G(c2)(z) = G(c′)(z)

como queŕıamos ver.
(2⇐⇒ 3)
Si p1 ∈ SD ∼ p2 ∈ SD entonces por definición de patrones gemelos cualquier par de
configuraciones c1, c2 tales que

c1|Dc = c2|Dc c2|D = p2 c1|D = p1
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niegan la pre-inyectividad. Reciprocamente si G no es pre-inyectiva existen c1, c2 config-
uraciones distintas, casi iguales y con la misma imagen por G. Definamos

dif(c1, c2) = {z ∈ Zd | c1(z) 6= c2(z)}

Definamos
D = dif(c1, c2) + V ({0})− V ({0})

y veamos que los patrones p1 = c1|D y p2 = c2|D son gemelos. Consideremos una configu-
ración c que contiene el patrón p1 y llamemos c′ la configuración obtenida al intercambiar
el patrón p1 por p2. Deseamos verificar que G(c)(z) = G(c′)(z) para todo z ∈ Zd

En efecto sea z ∈ (dif(c1, c2)− V ({0}))c entonces

V ({z}) ⊆ (dif(c1, c2)− V ({0}))c + V ({0}) ⊆ dif(c1, c2)c

con lo que el vecindario de z no tiene células en las que difieren c1 y c2 y consecuentemente

G(c)(z) = f(c(V (z))) = f(c′(V (z))) = G(c′)(z).

Ahora si z ∈ dif(c1, c2)− V ({0}) entonces

V (z) ∈ dif(c1, c2)− V ({0}) + V ({0}) = D

luego
G(c)(z) = G(c|D)(z) = G(c1)(z) = G(c2)(z) = G(c′|D)G(c′)(z)

con lo que concluimos.

Proposición 4.4. Un AC G es epiyectivo si solo si su restricción a configuraciones finitas
GF es inyectiva.

Demostración. Supongamos primero que GF no es inyectiva. Por la proposición anterior
sabemos que existen dos patrones p1, p2 gemelos que tienen como dominio común un
hipercubo D de dimensión d y lado n para algún n > 2r , donde un AC de radio r
determina a G. Sea H un hipercubo de lado kn, para lo que veremos a continuación da
igual donde está el hipercubo pues los ACs son invariantes por traslaciones. Podemos
particionar H en kd hipercubos de radio r. Denotaremos a esta partición

P = {Hi, 1 6 i 6 kd}.

Además definimos H ′ como el hipercubo cocéntrico con H de lado kn − 2r. Si G fuese
epiyectivo entonces GH→H′ también lo seŕıa con lo que tendŕıamos que

|Im(GH→H′)| = |SH′ | = s(kn−2r)d .

Veamos que no es el caso. Para ello definimos la familia de relaciones de equivalencia
sobre cada uno de los hipercubos de la partición P :

R = {∼i , 1 6 i 6 kd}

donde p = (Hi, g) ∼i p′ = (Hi, g) si son gemelos. Es decir, dos patrones están relacionados
por la relación ∼i si son patrones gemelos con dominio común el hipercubo Hi de la
partición P . Por último definamos la relación de equivalencia ∼ sobre el hipercubo H
donde dos patrones con dominio común H están relacionados si son gemelos. A partir de
estas definiciones podemos observar lo siguiente:
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1. Dos gemelos tienen la misma imagen luego p ∼ p′ ⇒ GH→H′(p) = GH→H′(p′). Por
tanto

|Im(GH→H′)| 6 |SH\ ∼ |.

2. Si las restricciones de dos patrones con dominio comúnH están relacionados en todos
los hipercubos de la partición P entonces esos patrones también están relacionados
sobre H. Es decir si p, p′ ∈ SH entonces

p|Hi ∼ p′|Hi , 1 6 i 6 kd ⇒ p ∼ p′.

3. Si τi es la traslación tal que aplicada al dominio común D de los gemelos p1, p2

resulta el hipercubo Hi de la partición P

τi(D) = Hi

entonces puesto que los AC conmutan con traslaciones

p1 ◦ τi ∼i p2 ◦ τi.

Por lo tanto cada hipercubo de P tiene al menos dos elementos que están relaciona-
dos. Consecuentemente

|SHi\ ∼i | 6 sn
d − 1

donde s = |S|.

Ahora usemos estas observaciones para demostrar la primera implicación

|Im(GH→H′)|
1.

6 |SH\ ∼ | = |(SH1 × SH2 × ...× SHkd )\ ∼ |

(∗)
6

∏nd

i=1 |SHi\ ∼i |
3.

6
∏nd

i=1(sn
d − 1) = (sn

d − 1)k
d

donde hemos usado en (∗) que por 2. la función

f : SH1\ ∼1 ×SH2\ ∼2 ×...× SHkd\ ∼kd−→ SH\ ∼

([p1]1, [p
2]2, ..., [p

kd ]kd) 7→ [p1, p2, ..., pk
d
]

está bien definida y es epiyectiva donde [pi]i denota la clase de equivalencia del patrón
pi por la clase de equivalencia ∼i y el patrón (p1, p2, ..., pk

d
) ∈ SH denota el patrón que

restringido al hipercubo Hi es igual al patron pi ∈ SHi . Además sabemos que para k
suficientemente grande

(sn
d − 1)k

d

< s(kn−2r)d

luego concluimos que

|Im(GH→H′)| < s(kn−2r)d

para k suficientemente grande. Es decir, G tiene un huérfano de dominio H ′ con lo que
G no es epiyectivo por la Proposición 3.10 como queŕıamos ver .

Rećıprocamente si G no es epiyectiva entonces existe un patrón huérfano de la forma
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p ∈ SD. Podemos suponer que D es un hipercubo de lado n > 2r pues si no basta consid-
erar un patrón de dominio un hipercubo de lado mayor o igual que 2r y que contiene a p
por lo que también seŕıa un patrón huérfano. Sea H un hipercubo de lado kn lo podemos
particionar igual que antes en

P = {Hi, 1 6 i 6 kd}.

Definimos H ′ como el hipercubo cocéntrico con H de lado kn− 2r. Sea

K = {c ∈ SZd | sop(c) ⊆ H ′}

el conjunto de configuraciones finitas con soporte en H ′. Veamos que |G(K)| < |K|. En
efecto por la elección de r tenemos que

∀c ∈ K sop(c) ∈ H.

Además G(c) no puede contener una copia del patrón p ∈ SD en ninguno de los nd

hipercubos en los que esta particionado H pues p es huérfano. Luego como G(c) está
determinado por sus valores en H hay

(sn
d − 1)k

d

posibles configuraciones G(c). Pero

|K| = (kn− 2r)d

luego por el lema anterior existe k > 0 tal que

|G(K)| < |K|.

Ejemplo 4.5. El AC G del Juego de la Vida no es inyectivo. Por ejemplo la configuración
c1 ≡ 0 y la configuración c2 en la que todas las células están muertas (en el estado 0)
salvo la célula 1 tienen la misma imagen

G(c1) = c1 = G(c2).

Luego como G es de radio 1 los patrones

p1 = c1|B̄∞2 (z) p2 = c2|B̄∞2 (z)

centrados en la célula z son gemelos. En la Figura 9 vemos un ejemplo de patrones
gemelos de tamaño 3× 3, en la Figura 10 representamos un cuadrado 15× 15 que puede
contener nueve patrones de tamaño 3× 3 y en la Figura 11 vemos un ejemplo de patrones
gemelos de tamaño 15× 15.

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Figura 9: patrones p1 y p2 donde la célula roja es la célula z.
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Sea k ∈ Z consideremos el cuadrado H de lado 5k particionado en k2 cuadrados
{Hi, 1 ≤ i ≤ k2} de lado 5

H1 H2 H3

H4 H5 H6

H7 H8 H9

Figura 10: H para k = 3.

Para 1 ≤ i ≤ k2 en SHi definimos la relación de equivalencia ∼i tal que dos patrones
pi, p

′
i ∈ SHi están relacionados si y solo si son gemelos. Ahora si dos patrones p, p′ ∈ SH

sobre el cuadrado grande H cumplen que sus restricciones a los cuadrados pequeños están
relacionados tenemos que p y p′ están relacionados y en particular tienen la misma imagen
por G.

p1 p2 p2

p1 p2 p2

0 0 0 0 0
1 1 1 1 1

p1 p1 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1
0 0 0 0 0

p2 p2 p2

p2 p2 p2

0 0 0 0 0
1 1 1 1 1

p2 p1 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1
0 0 0 0 0

Figura 11: dos patrones sobre H cuyas restricciones son gemelas.

Básicamente cualquier vez que un patrón p ∈ SH contiene el patrón p1 o p2 en alguno
de los cuadrados pequeños en los que se divide podemos cambiar este patrón por su gemelo
sin cambiar su imagen por G. Por tanto podemos descontar de las imágenes de G las que
provienen de un patrón en SH con p2 en uno de los cuadrados pequeños. De esta forma
conseguimos que

|Im(GH→H′)| ≤ (252 − 1)
k2

y se cumple que si k = 4651631920 entonces

(252 − 1)
k2

< 2(5k−2)2 = |H ′|
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con lo que G no es epiyectivo aunque a priori es imposible encontrar el huérfano.

5 AC unidimensionales

5.1 Resultados teóricos

Trataremos ahora los AC unidimensionales. Veremos que se puede simplificar incluso más
la reversibilidad en una dimensión.

Definición 5.1. Dos configuraciones c1, c2 son positivamente (respectivamente negativa-
mente) asintóticas si existe z0 ∈ Z tal que

c1(z) = c2(z) ∀z > z0 (respectivamente z 6 z0).

Definición 5.2. Dos configuraciones c1, c2 están positivamente (respectivamente negati-
vamente) r-separadas con r ∈ Z si existe z0 ∈ Z tal que

∃k ∈ {z, z + 1, ..., z + r} | c1(k) 6= c2(k) ∀z > z0 (respectivamente z 6 z0).

Proposición 5.3. Sea G un AC unidimensional determinado por un AC de radio r. Si
G es epiyectivo y c1 6= c2 son dos configuraciones tales que G(c1) = G(c2) entonces se
cumple exactamente una de las siguientes condiciones:

1. c1 y c2 estan positiva y negativamente 2r-separadas.

2. c1 y c2 son positivamente asintóticas y están negativamente 2r-separadas.

3. c1 y c2 son negativamente asintóticas y están positivamente 2r-separadas.

Demostración. Se puede cumplir como mucho una de las siguientes condiciones pues
dos configuraciones no pueden ser a la vez positivamente (respectivamente negativa-
mente) asintóticas y estar positivamente (respectivamente negativamente) k-separadas
con k ∈ Z+. El teorema del Jard́ın de Edén nos dice que puesto que G es epiyectiva no
pueden existir dos configuraciones casi iguales con la misma imagen luego en particular es
imposible que dos configuraciones positiva y negativamente asintóticas tengan la misma
imagen. Concluiŕıamos al ver que c1 y c2 tienen que estar positivamente 2r-separadas o
ser positivamente asintóticas y que además tienen que estar negativamente 2r-separadas
o ser negativamente asintóticas pues entonces se tendŕıa que dar una de las condiciones
del enunciado. En efecto si por reducción al absurdo c1 y c2 no están positivamente
2r-separadas ni son positivamente asintóticas entonces existen:

1. Un intervalo I1 = {z1, z1 + 1, ..., z1 + 2r} de longitud 2r tal que c1|I1 = c2|I1 .

2. Un entero k > z1 + 2r a la derecha de I1 tal que c1(k) 6= c2(k).

3. Otro intervalo I1 = {z2, z1 + 1, ..., z2 + 2r} de longitud 2r a la derecha del entero k
tal que c1|I2 = c2|I2 .
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Pero entonces si definimos D como el conjunto D = {z1 +2r, z1 +2r+1, ..., z2} y definimos
la configuración c′1 como la obtenida al sustituir en c1 el patrón p1 = c1|D por el patrón
p2 = c2|D tenemos que c1 y c′1 son casi iguales y

G(c1) = G(c′1).

Pues si V ({z}) ∩D = ∅ entonces

G(c1)(z) = f(c(V (z))) = f(c′(V (z))) = G(c′1)(z)

Mientras que si V ({z}) ∩D 6= ∅ puesto que el autómata celular es de radio r entonces

V ({z}) ⊆ D ∪ I1 ∪ I2.

y por lo tanto

G(c′)(z) = f(c′(V (z))) = f(c2(V (z))) = G(c2)(z) = G(c1)(z)

con lo que hemos llegado a contradicción con el teorema del Jard́ın de Edén. El razon-
amiento para ver que c1 y c2 deben de ser negativamente asintóticas o estar 2r-separadas
es completamente simétrico luego concluimos.

Proposición 5.4. Si G es un AC unidimensional entonces G es reversible si y solo si
GP es inyectiva.

Demostración. Si G es reversible, es decir, inyectiva entonces su restricción a las configu-
raciones peŕıodicas también. Rećıprocamente si GP es inyectiva entonces por el Corolario
3.5 G es epiyectiva. Por tanto si existen dos configuraciones c1 y c2 tales que

c1 6= c2 G(c1) = G(c2)

por la Proposición 5.3 c1 y c2 deben de estar positiva o negativamente 2r-separadas donde
G está determinado por un AC de radio r. Veamos el caso en el cual las configuraciones
están positivamente 2r-separadas pues al igual que antes el caso negativo es simétrico.
Definimos I = {0, 1, ..., 2r} un intervalo de longitud 2r+1 y definimos C1 como el conjunto
de patrones contenidos en la configuración c1 de dominio 2r + 1 enteros consecutivos

C1 = {c1|τk(I) | k ∈ Z}.

Solo hay s2r+1 posibles combinaciones de estados que se pueden dar sobre un dominio de
2r + 1 células. Sin embargo, C1 es un conjunto infinito con lo que existe al menos un
patrón p1 ∈ C1 que se repite infinitas veces. Es decir, que está contenido infinitas veces en
la configuración c1. Por tanto existe una sucesión creciente de enteros (kn)n∈N tal que los
patrones c1|τkn (I) son copias trasladadas ∀n ∈ N. Ahora definamos C2 como el conjunto
de patrones contenidos en c2 de dominios τkn(I).

C2 = {c2|τkn (I) | n ∈ N}.

Una vez más C2 es un conjunto infinito luego hay algún patrón que se repite infinitas
veces. Es decir, existe una subsucesión creciente (σ(kn))n∈N de (kn)n∈N tal que los patrones
c2|τσ(kn)(I) son copias trasladadas ∀n ∈ N. Además por ser (σ(kn))n∈N una subsuseción de
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(kn)n∈N se cumple que existen σ(kn1) y σ(kn2), que denotaremos k1 y k2 para aligerar la
notación, arbitrariamente grandes tales que

k2 > k1 + 2r + 1 c1|τk1 (I) ∼ c1|τk2 (I) c2|τk1 (I) ∼ c2|τk2 (I).

Donde p1 ∼ p2 denota que p1 y p2 son copias trasladadas. Además puesto que c1 y c2

están 2r separadas podemos escoger k1 y k2 como antes de forma que

c1|τk1 (I) � c2|τk1 (I).

Definamos ahora las configuraciones de periódicas c′1 y c′2 como las que coinciden con
c1 y c2 respectivamente en D = {k1, k1 +1, ..., k1 +2r, ..., k2−1} y cuyo peŕıodo es k2−k1.
Dado z ∈ Z existen n ∈ Z y a ∈ Z tales que

z = n(k2 − k1) + a

luego por construcción de c′1 y c′2

c′1(V (z)) = c1(V (a)) c′2(V (z)) = c2(V (a))

por lo que G(c′1)(z) = G(c′2)(z) para todo z ∈ Z . Por la elección de k1 y k2 las con-
figuraciones c′1 y c′2 difieren en algún elemento del intervalo D. Pero entonces GP no es
inyectiva con lo que hemos llegado a una contradicción con la hipótesis al suponer que G
no es reversible.

5.2 Grafos de de Bruijn

Sigamos con el estudio de ACs unidimensionales. Está vez lo haremos con los grafos de
de Bruijn.

Definición 5.5. Un grafo dirigido es un par ordenado H = (N,E) donde

1. N es un conjunto cualquiera cuyos elementos llamaremos nodos o vértices.

2. E es un subconjunto de N2 cuyos elementos llamaremos aristas.

Definición 5.6. Un grafo dirigido etiquetado H = (N,E, e) es un grafo (N,E) junto con
una función

e : E → X.

En tal caso e asigna a cada arista a ∈ E el elemento e(a) ∈ X que llamaremos la etiqueta
de a.

Vemos un ejemplo de este tipo de grafo en la Figura 12.

Definición 5.7. Dado un grafo dirigido H definimos la función cola α como

α : E → N

(n1, n2) 7→ n1

y la función cabeza β como

β : E → N

(n1, n2) 7→ n2

Decimos que la arista a tiene cola α(a) y cabeza β(a). Además decimos que la arista a
conecta su cola con su cabeza y que la cola y la cabeza son nodos adyacentes.
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Los grafos dirigidos etiquetados se pueden representar gráficamente dibujando los no-
dos como puntos o ćırculos entorno al nodo y dibujando las aristas como flechas que van
de su cola a su cabeza. Las etiquetas se escriben sobre las flechas o aristas a las que
corresponden.

e(1,2)

e(2,3)e(3,1)

1 2

3

Figura 12: El grafo dirigido de nodos N = {1, 2, 3} aristas E = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)} y
etiqueta e

Definición 5.8. Un trayecto o camino t de longitud k del grafo dirigido H = (N,E) es
una función

t : {1, 2, ..., k} → E

tal que
α(t(i+ 1)) = β(t(i)), 1 ≤ i < k.

Es decir, es un conjunto ordenado {t(1), ..., t(k)} de k aristas tal que la cabeza de cada
arista conecta con la cola de la siguiente arista. Análogamente definimos un trayecto
infinito t como una función

t : Z→ E

tal que
∀i ∈ Z α(t(i+ 1)) = β(t(i)).

Si el grafo H está etiquetado por la función e entonces decimos que un trayecto t de H
está etiquetado por et o que et es la etiqueta de t donde

et = e ◦ t.

Además decimos que el trayecto t conecta los nodos α(t(i)) y β(t(i)) donde i pertenece
al dominio Dom(t) de t. Por último definimos los nodos N(t) y las aristas E(t) del
trayecto t como los conjuntos

N(t) = {α(t(i)), β(t(i)) , i ∈ Dom(t)},

E(t) = {t(i), i ∈ Dom(t)}.

Los trayectos se pueden representar de la misma forma que los grafos considerando
ahora el conjunto de nodos como N(t) y de aristas como E(t). Dos subtipos de trayectos
son los ciclos y los bucles
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Definición 5.9. Un ciclo de longitud k es un trayecto t de longitud k tal que el primer y
el último vértice son iguales, es decir,

α(t(1)) = β(tk).

Un ciclo infinito es un trayecto infinito t cuyos vértices se repiten periódicamente, es
decir, existe i ∈ N tal que

∀j ∈ Z α(t(j + i)) = α(t(j)).

Un bucle t es un trayecto cuyos nodos son todos iguales, es decir, tal que

|N(t)| = 1

Veamos ahora un tipo de grafo particular que usaremos para representar los ACs de
dimensión uno.

Definición 5.10. El grafo de de Bruijn B de dimensión m sobre el conjunto finito de
estados S es el grafo dirigido B = (N,E) donde

1. N = Sm

2. E = {((s1, s2..., sm), (s2, s3..., sm, sm+1)) ∈ Sm × Sm}

En la Figura 13 mostramos un ejemplo de grafo de de Bruijn. En los grafos de de Bruijn
las aristas pueden tener cualquier nodo de cola pero la cabeza debe conseguirse eliminando
la primera coordenada de la cola, desplazando el resto un espacio hacia la izquierda
y añadiendo un estado cualquiera al final. Por este motivo podemos por simplicidad
identificar la arista

a = ((s1, s2..., sm), (s2, s3..., sm, sm+1)) ∈ (Sm)2

con
(s1, s2, s3..., sm, sm+1) ∈ Sm+1.

Esta es la notación que utilizaremos a partir de ahora. De esta forma los trayectos del
grafo de de Bruijn son los que conectan nodos que se solapan. De esto deducimos que los
grafos de de Bruijn están fuertemente conectados, es decir dado dos nodos cualesquiera
del grafo existe un trayecto que los conecta.

1

2 3

4

5

Figura 13: Grafo de de Bruijn de dimensión m = 1 sobre S = {1, 5}
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Dada una configuración unidimensional c ∈ SZ existe un trayecto infinito que deno-
taremos tc tal que

∀i ∈ Z tc(i) = (c(i), c(i+ 1)..., c(i+m)).

Análogamente dado un trayecto infinito t ∈ (Sm+1)Z existe una configuración unidimen-
sional ct ∈ SZ tal que

∀i ∈ Z ct(i) = π1(t(i)).

Donde π1 es la proyección en la primera en la primera coordenada de Sm+1. Claramente
estas asignaciones son cada una la inversa de la otra pues

∀i ∈ Z tct(i) = (ct(i), ct(i+ 1)..., ct(i+m)) = (π1(t(i)), π1(t(i+ 1))..., π1(t(i+m)))

= (π1(t(i)), π2(t(i))..., πm+1(t(i))) = t(i)

donde se ha usado que

∀i ∈ Z π1(t(i+ k)) = π1+k(t(i)), 1 6 k 6 m

por ser t un trayecto infinito en un grafo de de Bruijn. Por otro lado tenemos que

∀i ∈ Z ctc(i) = π1(tc(i)) = π1(c(i), c(i+ 1)..., c(i+m)) = c(i)

como queŕıamos ver.

Ahora que hemos visto estas definiciones podemos ver como se relacionan los grafos de
de Bruijn con los AC.

Definición 5.11. Dado un AC A = (d, S, V, f) de radio r definimos la representación de
de Bruijn B(A) de A como el grafo de de Bruijn de dimensión m = 2r sobre S etiquetado
por la función de transición local f .

Para estudiar los ACs a partir de sus representaciones de de Bruijn será fundamental
la siguiente relación entre la etiqueta de un trayecto en la representación de de Bruijn y
la imagen por el AC de la configuración inducida por el trayecto.

Proposición 5.12. Dado un trayecto infinito t etiquetado por ft tenemos que

G(ct) = ft ◦ σ−r

y dada una configuración c ∈ SZ

G(c) = ftc ◦ σ−r.

Es decir, la imagen por G de la configuración inducida por el trayecto es la etiqueta
traslada por menos el radio del AC. La relación entre la imagen por el AC de una config-
uración y la etiqueta del trayecto inducido es la misma.

Demostración. Sea i ∈ Z cualquiera y t un trayecto infinito entonces

G(ct)(i) = f(ct(i− r), ct(i− r + 1), ..., ct(i+ r))

= f(t(i− r)) = ft(i− r) = ft ◦ σ−r(i)
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Con lo que la primera parte de la proposición es cierta. Por otro lado dada una configu-
ración c ∈ SZ si i ∈ Z es cualquiera entonces.

G(c)(i) = f(c(i− r), c(i− r + 1), ..., c(i+ r))

= f(tc(i− r)) = f(tc ◦ σ−r(i)) = ftc ◦ σ−r(i)

con lo que concluimos.

Una vez vista esta relación fundamental traduzcamos algunos otros conceptos de los
ACs a las representaciones de de Bruijn

Proposición 5.13. Si A = (d, S, V, f) es un AC de radio r y B(A) es su representación
de de Bruijn entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. A es inyectivo si y solo si todas los trayectos infinitos distintos de B(A) tienen
etiquetas distintas.

2. A es epiyectivo si y solo si dada cualquier configuración c existe un trayecto infinito
t tal que t está etiquetado por c.

3. Dado s ∈ S y dada una configuración c que es s-finita el trayecto inducido por c
consiste en un bucle infinito en el vértice (s, s, ..., s) seguido de un ciclo finito que
acaba en el mismo vértice (s, s..., s).

4. Una configuración periódica de peŕıodo k induce un ciclo infinito de peŕıodo k.

Demostración. 1. Por reducción al absurdo si A es inyectivo y existen dos trayectos
distintos t1 6= t2 tales que

ft1 = ft2

entonces
ct1 6= ct2

y
G(ct1) = ft1 ◦ σ−r = ft2 ◦ σ−r = G(ct2)

lo cual es una contradicción puesto que A es inyectivo. Rećıprocamente supongamos
por reducción al absurdo que A no es inyectivo. Entonces existen dos configuraciones
distintas c1 6= c2 tales que

G(c1) = G(c2).

Pero entonces

ftc1 ◦ σ−r = ftc2 ◦ σ−r ⇐⇒ ftc1 = ftc2

con lo que los trayectos tc1 y tc2 tendŕıan la misma etiqueta lo cual es una con-
tradicción pues al ser c1 6= c2 entonces también tc1 6= tc2 .

2. Supongamos primero que A es epiyectivo y sea c′ ∈ SZ una configuración cualquiera.
Por la epiyectividad de A existe c ∈ SZ tal que

G(c) = c′.

32



Pero entonces por la proposición 5.12

ftc◦σr = G(ctc◦σr) ◦ σ−r = G(ctc) = G(c) = c′

con lo que c′ es la etiqueta del trayecto tc◦σr Rećıprocamente supongamos que toda
configuración es la etiqueta de algún trayecto infinito. Sea c′ una configuración
cualquiera y sea t el trayecto tal que

ft = c′.

Entonces
G(ct) = ft ◦ σ−r = c′ ◦ σ−r

luego dado que las traslaciones conmutan con los AC

G(ct ◦ σr) = c′.

3. Se sigue la Definición 5.9.

4. Se sigue de la Definición 5.9.

Ahora definiremos el grafo doble que nos servirá para estudiar la inyectividad y la
epiyectividad de los ACs unidimensionales.

Definición 5.14. Dado un grafo etiquetado H = (N,E, e) definimos su grafo doble H2

como el grafo etiquetado
H2 = (N ×N,E2, e2)

donde
E2 = {(a1, a2) ∈ E2 | e(a1) = e(a2)}

y
e2((a1, a2)) = e(a1) = e(a2).

Es decir, las aristas del grafo doble son los pares ordenados de aristas del grafo orig-
inal que tienen misma etiqueta. En particular si consideramos el grafo doble de la rep-
resentación de de Bruijn de un AC la arista (a1, a2) pertenece al grafo doble si y solo
si

f(a1) = f(a2).

Consideremos ahora los trayectos de los grafos dobles. Claramente existe una biyección
entre un trayecto en el grafo doble H2 y dos trayectos con la misma etiqueta en el grafo
original H. Los trayectos t1 y t2 de H a los que se corresponde el trayecto t de H2 son los
que cumplen que

(t1(i), t2(i)) = t(i)

donde 1 6 i 6 long(t) si t es un trayecto finito o i ∈ Z si t es un trayecto infinito. De
esta forma dado un trayecto t del grafo doble escribiremos

t = (t1, t2).
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Definición 5.15. El conjunto diagonal ∆ del grafo doble H2 = (N × N,E2, e2) de H =
(N,E) es

∆ = {(n, n) ∈ N2}.

Por la definición de ∆ es claro que los trayectos de H ′ = (N2, E2, e2) con todos
sus nodos dentro de ∆ son trayectos del grafo doble H2. Además tenemos la siguiente
proposición

Proposición 5.16. El conjunto diagonal ∆ del grafo doble B(A)2 de la representación
de de Bruijn B(A) de un AC A está fuertemente conectado.

Demostración. Existe un isomorfismo de grafos entre el subgrafo

B(A)2[∆] = (∆, E2[∆], f2)

inducido por ∆ y la representación de de Bruijn

B(A) = (S2r, S2r+1, f)

donde E2[∆] son las aristas del grafo doble que tienen cabeza y cola en ∆. Es decir, existe
una biyección g entre ∆ y S2rtal que dos nodos n1, n2 de ∆ son adyacentes si y solo si
g(n1) y g(n2) son nodos adyacentes de S2r. Este isomorfismo es

g : ∆→ S2r

(n, n) 7→ n

Por tanto dos nodos n1 y n2 de ∆ están conectados por el trayecto g−1 ◦ t donde t es un
trayecto de B(A) que une los nodos f(n1) y f(n2). El trayecto t existe por ser los grafos
de de Bruijn fuertemente conectados.

Proposición 5.17. Si B es la representación de de Bruijn del AC G entonces G es
reversible si y solo si todos los trayectos infinitos del grafo doble B2 tienen sus nodos
contenidos en el conjunto diagonal ∆.

Demostración. Sea G un AC inyectivo y supongamos por reducción al absurdo que existe
un trayecto t = (t1, t2) de B2 con algún nodo fuera de ∆. Puesto que algún nodo de t
esta fuera de ∆ se cumple que t1 6= t2 luego las configuraciones ct1 y ct2 inducidas por t1
y t2 respectivamente son distintas. Por ser t = (t1, t2) un trayecto del grafo doble t1 y t2
tienen la misma etiqueta, es decir

ft1 = ft2 .

Ahora usando la Proposición 5.12

∀i ∈ Z G(ct1)(i) = ft1 ◦ σ−r(i) = ft2 ◦ σ−r(i) = G(ct2)(i)

con lo que llegamos a una contradicción con que G es inyectivo.

Rećıprocamente supongamos que que todos los trayectos infinitos del grafo doble B2
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tienen sus nodos en el conjunto diagonal ∆. Por reducción al absurdo si G no es inyectivo
existen dos configuraciones distintas c1 y c2 tales que

G(c1) 6= G(c2).

Los trayectos inducidos tc1 y tc2 tienen la misma etiqueta pues por la proposición 5.12

ftc1 = G(c1) ◦ σr = G(c2) ◦ σr = ftc2

consecuentemente el trayecto t = (tc1 , tc2) es un trayecto del grafo doble B2. Además

c1 6= c2 ⇒ tc1 6= tc2

luego el trayecto t no tiene a todos sus nodos contenidos en ∆ con lo que hemos llegado
a un contradicción al suponer que G no es inyectivo.

Podemos reducir incluso más las condiciones que pedimos al grafo doble B2 para que
G sea reversible. Vimos en la proposición 5.4 que si G es un AC unidimensional entonces
G es reversible si y solo si GP es inyectiva. Veamos como se refleja esto en el grafo doble.

Proposición 5.18. Dado un AC unidimensional G las siguientes afirmaciones son ciertas

1. G es reversible si y solo si todos los ciclos de su grafo doble tienen sus nodos en ∆.

2. G no es epiyectiva si y solo si su grafo doble tiene un ciclo con al menos un nodo
en ∆ y al menos un nodo fuera de ∆.

1. Por la Proposición 5.17 si G es reversible todos los ciclos infinitos del grafo doble
tienen sus nodos en ∆. Consecuentemente los ciclos finitos también deben tener sus
nodos en ∆ pues si existiese un ciclo t de longitud k con algún nodo fuera de ∆
entonces el ciclo infinito

t′ : Z→ E2

a+ ki 7→ t(a)

que se consigue repitiendo periódicamente los nodos de t tendŕıa infinitos nodos
fuera de ∆ lo cual seŕıa una contradicción con la proposición anterior.

Rećıprocamente si G no es reversible entonces por la proposición 5.4 GP no es in-
yectiva con lo que existen configuraciones periódicas c1, c2 distintas y con la misma
imagen por el AC G. Luego siguiendo el mismo procedimiento que en la Proposición
5.17 el trayecto (tc1 , tc2) inducido está en el grafo doble y tiene nodos fuera de ∆.
Luego por la proposición 5.13 es un ciclo infinito del grafo doble.

2. Por el teorema del Jard́ın de Edén si G no es epiyectiva entonces existen dos con-
figuraciones finitas c1, c2 ∈ SZ distintas y con la misma imagen por G. Como vimos
en la demostración de la proposición 5.17 al tener las dos configuraciones la misma
imagen por G el trayecto inducido (tc1 , tc2) está en el grafo doble de G y por la
proposición 5.13 este trayecto es un ciclo con un bucle infinito en ∆ y algún nodo
fuera de ∆.

Rećıprocamente si existe un ciclo t = (t1, t2) con nodos dentro y fuera de ∆ podemos
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construir un ciclo t′ = (t′1, t
′
2) cuyas configuraciones inducidas ct′1 , ct′2 son finitas y

tienen la misma imagen por G. Sea k ∈ N el peŕıodo del ciclo t y sea i ∈ Z tal que
t(i) = (n, n) ∈ ∆ construimos el nuevo ciclo t′ donde

t′(j) =


t(i) si j 6 i

t(j) si i < j 6 i+ k − 1

t(i) si i+ k 6 j.

El nuevo trayecto t′ consiste en un bucle infinito en un nodo de ∆, es igual que t en
un ciclo de longitud k y luego vuelve a ser un bucle infinito en el mismo nodo de ∆.
Es claro que t′ es un trayecto del grafo doble por serlo t luego las configuraciones
que induce tienen la misma imagen por G. Por su definición las configuraciones que
induce son finitas y distintas con lo que obtenemos dos configuraciones finitas y con
la misma imagen por G. Por el teorema del Jard́ın de Edén concluimos.

Está proposición es muy útil pues nos permite estudiar la reversibilidad de un AC uni-
dimensional basándonos solo si los ciclos salen de ∆. Si representamos el grafo doble y
asignamos un único nodo al conjunto de nodos ∆ nos basta con ver si hay algún ciclo que
pasa por este nodo. Además usando la simetŕıa del grafo doble podemos solo represen-
tar la mitad de los nodos pues si t : i 7→ (n1

i , n
2
i ) es un trayecto en este grafo entonces

t′ : i 7→ (n2
i , n

1
i ) también lo será. Ponemos esto en práctica en la Figura 14, en la Figura

15 exponemos un ciclo de la Figura 14 que no pasa por ∆.

1

1

0,1

0

1

0

1

1 1

0 1
0 0

Δ

1 0
0 0

1 0
1 1

0 0
1 1

0 1
1 0

1 1
0 1

Figura 14: Grafo doble simplificado del AC elemental 110.

Podemos ver que hay varios ciclos fuera de ∆ por ejemplo el ciclo de longitud 3
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1

11

1 0
1 1

0 1
1 0

1 1
0 1

Figura 15: Ciclo de longitud 3 en el grafo doble del AC 110

Con lo que concluimos que el AC 110 no es reversible. Sin embargo es epiyectivo pues
no existe ningún ciclo con nodos dentro y fuera de ∆.

En consecuencia del proceso que hemos detallado la reversibilidad es decidible para los
ACs de dimensión uno. Sin embargo tal y como demuestra Jarko Kari en [7] la reversibil-
idad no es decidible para ACs de dimensión mayor.

6 Autómatas Celulares Particionados

En esta sección estudiaremos un subtipos de ACs. Los llamados ACs particionados que
denotaremos ACPs.

Definición 6.1. Un ACP Ap con m vecinos es un AC de la forma

Ap = (d, S, V, f)

donde

1. d es un entero mayor que 1.

2. El conjunto finito de estados S = S1 × S2 × ... × Sm es el producto de otros m
conjuntos finitos.

3. La vecindad V = (v1, v2, ..., vm) es de tamaño m.

4. La función local f = g ◦ π es la composición de una función

f : S → S

y la función

π = (π1, π2, ...πm) : Sm → S

((s1
1, s

1
2, ..., s

1
m), (s2

1, s
2
2, ..., s

2
m), ..., (sm1 , s

m
2 , ..., s

m
m)) 7→ (s1

1, s
2
2, ..., s

m
m).
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Donde πi es la proyección en la coordenada i de S:

π = (π1, π2, ...πm) : Sm → S

(sji )
m
i,j=1 7→ (sii)

m
i=1

Es conveniente pensar las configuraciones de un ACP con m vecinos como configu-
raciones que están particionadas en bloques (células) que a su vez están divididos en m
partes. Vemos un ejemplo de esto en la Figura 16. En la Figura 17 vemos como combinan
los estados de los bloques para crear un nuevo bloque central.

Ejemplo 6.2. El ACP que usaremos más adelante es de dimensión 1 y con 3 vecinos, es
decir, del tipo

A = (1, S1 × S2 × S3, (1, 0,−1), f)

Podemos visualizar las configuraciones por bloques de tres celdas. Por definición de A el
vecindario de una célula o bloque consta de ella misma y sus bloques adyacentes.

x x x x x x x x x

Figura 16: Un patrón de longitud tres representado por bloques de tres celdas. El patrón
es la vecindad del bloque central

Por definición de A los nuevos estados del bloque central tras un paso en el tiempo
están determinados por los estados de las celdas a la izquierda y a la derecha del bloque
central.

x x x x x x x x x
x x x x x x x x x

Figura 17: Representación de los nuevos estados del bloque central al aplicar A

En la siguiente proposición veremos como debemos definir un PCA para ser reversible.

Proposición 6.3. Sea A = (d, S, V, f) es un ACP con m vecinos de función de transición
global G y función de transición local f = g ◦ π. A es reversible si y solo g es biyectiva.

Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que G es inyectiva pero g no lo es.
Puesto que g no es inyectiva existen dos estados distinto q, s ∈ S tales que

g(q) = g(s).

Sean c1, c2 ∈ SZ
d

dos configuraciones tales que

π(c1(V (0))) = q π(c2(V (0))) = s

y
π(c1(V (i))) = π(c2(V (i))), i ∈ (Zd \ {0}).
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Estas configuraciones existen por ser π epiyectiva y además son distintas pues q 6= s.
Dado que g(q) = g(s) y usando las propiedades que impusimos a las configuraciones c1 y
c2 tenemos que

G(c1)(i) = g(π(c1(V (i)))) = g(π(c2(V (i)))) = G(c2)(i) ∀i ∈ Zd.

Pero c1 6= c2 luego G no es inyectiva. Con esto hemos llegado a una contradicción al
suponer que G era inyectiva pero g no lo era.

Ahora supongamos por reducción al absurdo que g es inyectiva pero que G no lo es.
Puesto que G no es inyectiva existen dos configuraciones distintas c1, c2 ∈ SZ

d
tales que

G(c1) = G(c2).

Sea V = (v1, v2, ..., vm) la vecindad de A y sea i ∈ Zd tal que

c1(i) 6= c2(i)

si
c1(i) = (s1, s2..., sm) y c2(i) = (q1, q2..., qm)

escojamos 1 6 j 6 m tal que
sj 6= qj

y l ∈ Zd tal que
vj + l = i.

Por las elecciones de i, j y la definición de l tenemos que

πj(c1(vj + l) = πj(c1(i)) 6= πj(c2(i)) = πj(c2(vj + l))

luego

π(c1(V (l))) = π(c1(v1 + l), c1(v2 + l), ..., c1(vj + l), ..., c1(vl +m))

= (π1(c1(v1 + l), π2(c1(v1 + l), ..., πj(c1(vj + l), ..., πm(c1(vm + l))

6= (π1(c2(v1 + l), π2(c2(v1 + l), ..., πj(c2(vj + l), ..., πm(c2(vm + l))

= π(c2(V (l))).

Sin embargo, por la elección de c1 y c2

G(c1)(l) = g(π(c1(V (l)))) = g(π(c2(V (l)))) = G(c2)(l)

luego g no es inyectiva lo cual es una contradicción y concluimos.

Ahora que hemos visto bajo que condición un ACP es reversible veremos algunas
definiciones acerca de las máquinas de Turing de con la finalidad de mostrar que los AC
reversibles son Turing completos.

Definición 6.4. Una maquina de Turing T de una cinta es una 6-tupla

T = (Q,S, q0, F, s0, δ)

donde
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1. Q es un conjunto finito de estados.

2. S es un conjunto finito de śımbolos.

3. q0 ∈ Q es el estado inicial.

4. F ⊆ Q es un conjunto de estados finales.

5. s0 es el śımbolo en blanco.

6. δ ⊆ A1 ∪ A2 es la tabla de transición de T donde

A1 = (Q \ F )× S ×Q× S

A2 = (Q \ F )× {·} ×Q× {−, 0,+}.

Un cuarteto en δ de la forma
[q1, s1, q2, s2] ∈ A1

lo interpretamos de la siguiente forma. Si la máquina de Turing T se encuentra en el
estado q1 y lee el śımbolo s1 entonces pasa a estar en el estado q2 y reemplaza el śımbolo
s1 por el śımbolo s2. Si un cuarteto de δ es de la forma

[q1, ·, q2, a] ∈ A2

entonces la interpretación es que si T se encuentra en el estado q1 pasa a estar en el
estado q2, el śımbolo que lee se mantiene constante y la cabeza de T se mueve hacia la
izquierda, no se mueve, o se mueve a la derecha según sea a igual a −, 0 ó +.

Definición 6.5. Una máquina de Turing de una cinta T = (Q,S, q0, F, s0, δ) se dice que
es determinista si dados dos cuartetos distintos [q1, s1, q2, s2], [q′1, s

′
1, q
′
2, s
′
2] ∈ δ

q1 6= q′1 o s1 6= s′1.

Es decir, la tabla de transición δ prescribe una única acción en cada situación. En este
caso podemos identificar δ con una función.

Definición 6.6. Una máquina de Turing de una cinta T = (Q,S, q0, F, s0, δ) se dice que
es reversible si dados dos cuartetos distintos [q1, s1, q2, s2], [q′1, s

′
1, q
′
2, s
′
2] ∈ δ se verifica:

q2 = q′2 ⇒ (s2 6= s′2) y (s1 6= · 6= s2)

Definición 6.7. Un sistema se dice que es Turing completo si puede simular cualquier
máquina de Turing.

Según la tesis de Church-Turing [10] un sistema es Turing completo si puede computar
cualquier algoritmo. K. Morita A. Shirasaki e Y. Gono[11] demostraron que las máquinas
de Turing de una cinta y con dos estados son Turing completos. De esta forma si con-
seguimos simular una máquina de Turing de este tipo por un AC reversible habremos
demostrado que los ACs reversibles son Turing completos. Veremos de forma incluso más
contundente que lo son los ACs reversibles unidmensionales.
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Proposición 6.8. Dada una máquina de Turing de una cinta T = (Q,S, q0, F, δ) deter-
minista y reversible existe un ACP

AP = (1, I × C ×D, (1, 0,−1), fP )

reversible, unidimensional y con 3 vecinos que simula a A.

Demostración. Definimos los elementos del conjunto de estados I×C×D del ACP como
sigue

I = D = Q ∪ {#}

C = Q ∪ {#} × S

Para definir la función local fP := gP ◦ π basta definir gP : I × C × D → I × C × D.
Además por la proposición 6.3 para que AP sea reversible basta con que gP sea inyectiva.
Definiremos a gP sobre el subconjunto de su dominio requerido para simular a A y hecho
esto basta extenderla de forma que preserve la inyectividad.

1. Si [q1, s1, q2, s2] ∈ A1 entonces

gP ([#, (q1, s1),#]) = [#, (q2, s2),#]

2. Si [q1, ., q2,−] ∈ A2 entonces

2.1 gP ([#, (q1, s1),#]) = [q2, (#, s1),#] ∀s2 ∈ S

2.2 gP ([#, (#, s2), q1]) = [#, (q2, s2),#] ∀s2 ∈ S

3. Si [q1, ·, q2, 0] ∈ A2 entonces

gP ([#, (q1, s1),#]) = [#, (q2, s1),#] ∀s ∈ S

4. Si [q1, ·, q2,+] ∈ A2 entonces

4.1 gP ([#, (q1, s1),#]) = [#, (#, s1), q2] ∀s1 ∈ S

4.2 gP ([q2, (#, s2),#]) = [#, (q2, s2),#] ∀s2 ∈ S

5. Si s ∈ S y 1f ∈ F entonces

5.1 gP ([#, (#, s),#]) = [#, (#, s),#]

5.2 gP ([#, (qf , s),#]) = [#, (#, s), qf ]

5.3 gP ([qf , (#, s),#]) = [#, (qf , s),#]

Si
..., s0, s1, s2, ..., sn−1, q0, sn, sn+1, ..., sm, s0, ...

es la entrada de T entonces la configuración inicial de AP es

....[#, (#, s0),#], [#, (#, s1),#], ..., [#, (#, sn−1), [#, (q0, sn),#], ..., [#, (#, sm),#], [#, (#, s0),#], ...
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Veamos como simula AP a T . Visualizar las configuraciones en bloques con tres columnas
y dos filas hará mas simple la demostración. La configuración inicial la representamos
como

t = 0
# # # # q0 # # # # # # # # # # # # #

sn-1 sn sn+1 sn+2 sn+3 sn+4

Figura 18: Parte de la configuración inicial

Al aplicar AP todas las células (los bloques) permanecerán iguales por la regla 5.1
salvo posiblemente el que tiene el estado q0. En esta célula cambiarán el estado y el
śımbolo que aparecen en el centro, quedándose en la zona central hasta que en el instante
t′ el bloque pase a ser de la forma

[#, (q′, s′),#]

y
[#, (q′, s′),#] ∈ ((Q× {·} ×Q×+) ∪ (Q× {·} ×Q×−)) ∩ δ.

Veremos el caso
[#, (q′, s′),#] ∈ (Q× {·} ×Q×+) ∩ δ

pues el otro es análogo. En este caso la célula se transforma en

[#, (#, s′), q′]

por la regla 4.1 y ahora la representación de la configuración es

t = t′
# # # # # q' # # # # # # # # # # # #

sn-1 s' sn+1 sn+2 sn+3 sn+4

Figura 19: Parte de la configuración en el instante t’

Ahora en el instante t′ + 1 gracias a la regla 5.1 la célula en la que está q′ pasa a ser

[#, (#, s′),#]

mientras que debido a la regla 4.2 la célula a su derecha se convierte en

[#(q′, sn+1),#]

t = t′ + 1
# # # # # # # q' # # # # # # # # # #

sn-1 s' sn+1 sn+2 sn+3 sn+4

Figura 20: Parte de la configuración en el instante t’+1
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Con lo que AP simula que T se mueva a la derecha (o a la izquierda) como queŕıamos.
Nos queda por ver que pasa cuando el estado cambia a un estado qf ∈ F . Podemos
suponer que cuando aparece un estado final la cabeza de la maquina de Turing T no se
mueve pues al parar T este movimiento es irrelevante. De esta forma si el bloque en el
que estamos es de la forma

[#, (q, s),#]

y
[q, sm, qf , s

′
m] ∈ A1

entonces

# # # # # # # q # # # # # # # # # #

sm-2 sm-1 sm sm+1 sm+2 sm+3

se convierte en

# # # # # # # q_f # # # # # # # # # #

sm-2 sm-1 sm' sm+1 sm+2 sm+3

por las reglas 1. y 5.1. Ahora por las reglas 5.2 y 5.3 el estado final se desplaza hacia
la derecha dejando igual los estados de la cinta. El estado qf señala que T ha parado.
Puesto que queremos que AP sea reversible no podemos dejar que el AP pare con lo que
hemos construido AP de esta forma. Se cumple que AP es reversible pues las imágenes
que hemos puesto son todas distintas. Con esto concluimos.

7 Aplicaciones

Una vez desarrollada toda esta teoŕıa acerca de los ACs reversibles el paso más natu-
ral seŕıa analizar algunas de sus posibles aplicaciones. Empecemos por el ámbito de la
criptoloǵıa. Una de las ramas principales de la criptoloǵıa es estudiar como encriptar
información de tal forma que se pueda recuperar a partir de una clave y que resulte casi
imposible hacerlo sin ella. Los ACs resultan interesantes para esta tarea pues, además
de su gran variedad, a partir de reglas sencillas se puede obtener una evolución de gran
complejidad. Más aún, es preciso usar ACs reversibles para poder decodificar la infor-
mación. Aśı por ejemplo, en zcrypto los autores proponen un algoritmo que funciona de
la siguiente forma. En primer lugar se permutan los ṕıxeles de forma caótica mediante
una aplicación loǵıstica. Posteriormente para dificultar la obtención de la imagen por in-
dividuos sin la clave se aplica de forma sucesiva un AC reversible a los bits de los ṕıxeles
permutados. En este caso la clave seŕıan los parametros de la aplicación loǵıstica, algo
que permita identificar el AC y el número de veces que se aplica este AC. La Figura 21
es un ejemplo de este tipo de cifrado.
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Figura 21: Imagen original y encriptdada. Imágenes extráıdas de [12].

En la f́ısica los ACs son usados para representar sistemas dinámicos. Uno de los campos
de la f́ısica susceptible a la modelización de ACs es la estad́ıstica mecánica. La estad́ıstica
mecánica analiza como propiedades f́ısicas macroscópicas dependen de parámetros mi-
croscópicos. Claramente esto es análogo a como surgen comportamientos de carácter
global en ACs a partir de interacciones locales. Los ACs estocásticos, en los que la regla
local es probabilista, suelen ser los más apropiados para esta rama por su enfoque prob-
abilista. Sin embargo, los deterministas también pueden ser de utilidad. Es el caso del
modélo de Ising, que es usado para estudiar el ferromagnetismo. Este modelo consiste de
una red de células con spin (momento angular) hacia arriba o hacia abajo. El spin de
cada célula varia según el spin de sus células adyacentes. En [13] los autores proponen
un modelo de Ising que consiste de un AC reversible. En él, cada célula cambia de spin
siempre que se conserve la enerǵıa. Para hacer esto la red se particiona en células pares
(las casillas blancas de un tablero de ajedrez) e impares (las casillas negras de un tablero
de ajedrez). Primero se actualizan las células pares y luego las impares de la siguiente
forma: el spin de una célula cambia si la mitad de sus células adyacentes tienen spin
hacia arriba y permanece igual en otro caso. Este planteamiento también es estudiado en
[14] donde los autores realizan una simulación recogida en la Figura 22. Como indican
los autores, a partir de una configuración inicial con un spin dominante (da igual en que
sentido) se obtiene una configuración estacionaria más equilibrada. En esta última con-
figuración zonas con el spin en un sentido están rodeadas por zonas con spin en el sentido
contrario.
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Figura 22: Evolución del modelo de Ising. Imagenes extraidas de [14]

Otro sistema que puede ser modelado por ACs son los fluidos. En particular el
movimiento de sus part́ıculas. Un AC reversible para modelar este sistema es el AC
llamado HPP[15]. En él, cada célula representa una parte del fluido que puede contener
hasta un máximo de cuatro part́ıculas moviéndose en sentidos distintos. El estado de
cada célula representa las part́ıculas que están en esa región del fluido y en que sen-
tido se mueven. La regla local se define de forma que se conserven tanto el número de
part́ıculas como la cantidad de movimiento. Está regla establece que una part́ıcula con-
tinúa moviéndose en el mismo sentido hasta que experimente un choque frontal con otra
part́ıcula o llegue al final de la red en el caso de aplicar el AC a un patrón finito. En caso
de un choque frontal la part́ıculas se desv́ıan perpendicularmente. Si la part́ıcula llega a
la frontera de la red rebota en sentido contrario. La regla local es resumida en la Figura
23 y la Figura 24 es la simulación del modelo con una barrera.

Figura 23: Comportamiento de las particulas en el modelo HPP. Imagen extráıda de [14]
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Figura 24: Simulación del modelo HPP. Imagen extráıda de [14]

Sin embargo, este sistema posee varios defectos que han ocasionado la creación del
modelo FHP. Este nuevo modelo es también un AC pero pasa a serlo sobre una red
hexagonal en la que los choques frontales producen cambios de sentido aleatorios.
Recientemente los ACs han sido empleados incluso en la computación cuántica. Los ACs
cuánticos[16] (ACCs) son ACs que actuan sobre redes de células que están en sistemas
cuánticos. Es decir, los estados son cudits, o lo que es lo mismo, sistemas cuánticos que
pueden estar en cualquier superposición de d estados cuánticos (distribuciones para todas
las posibles mediciones sobre el sistema). Además, debido a que se suele tomar como
axioma que la evolución de un estado cuántico es dado por un operador unitario y por
tanto reversible, son de especial interés aqúı los ACCs reversibles.

8 Conclusiones

En este trabajo se han abordado varios aspectos cruciales de los ACs reversibles que re-
sumiremos a continuación. El primer caṕıtulo del trabajo está dedicado sobre todo a
nociones introductorias de los ACs. Además vemos uno de los resultados más fundamen-
tales de la teoŕıa de ACs. El teorema de Curtis–Hedlund–Lyndon, que identifica los ACs
con las funciones sobre el espacio de configuraciones que son continuas e invariantes por
traslaciones.

En el segundo caṕıtulo obtenemos el primer fruto de nuestro estudio de los ACs re-
versibles. Demostramos que un AC es reversible si y solo si es inyectivo. Además vemos
que todos los ACs epiyectivos son equilibrados, y que por tanto los reversibles lo son
también.

En el tercer caṕıtulo demostramos el Teorema del Jard́ın de Edén. Este teorema es-
tablece la equivalencia entre la epiyectividad y la pre-inyectividad de un AC. Puesto
que, como su nombre indica, la pre-inyectividad es una propiedad necesaria para la in-
yectividad, este teorema nos ofrece una nueva herramienta para ver si un AC es reversible.

El cuarto caṕıtulo, el más extenso de todos, se centra en los ACs unidimensionales. Re-
sulta que en el caso unidimensional podemos reducir la reversibilidad de un AC a su
inyectividad sobre configuraciones periódicas. En el mismo caṕıtulo explicamos como se
pueden representar los ACs por un tipo particular de grafos, los grafos de de Bruijn. Al
usar el resultado anterior junto con algunas propiedades de los grafos de de Bruijn es-
tudiamos la reversibilidad de un AC usando su grafo doble. Demostramos que el AC es
reversible si y solo si los ciclos de su grafo doble están contenidos en el conjunto diagonal.
Consecuentemente la reversibilidad es decidible en el caso unidimensional pues existen
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algoritmos que determinan si los ciclos están contenidos en el grafo doble.

El quinto caṕıtulo es el dedicado a los ACs particionados (ACPs) que son los ACs en
los que la función local es la composición de una permutación con otra función g. Los
ACPs nos ofrecen una forma de construir ACs reversibles, pues demostramos que un ACP
es reversible si y solo si g lo es. Finalmente usamos los ACPs para demostrar que los ACs
reversibles son Turing completos, lo cual nos da una indicación de su flexibilidad y tran-
scendencia.

En el sexto caṕıtulo explicamos brevemente algunas de las muchas aplicaciones de los
ACs reversibles. La codificación, elaboración de modelos del ferromagnetismo y fluidos y
la computación cuántica.

En conclusión los ACs son de gran utilidad debido a su versatilidad y simplicidad, y
por ello son usados en diversos ámbitos en la ciencia. En particular su simplicidad les da
una ventaja importante frente a otros sistemas computacionales pues permite que sean
implementados más fácilmente. El objeto de este trabajo, los ACs reversibles, son partic-
ularmente adecuados como sistemas de computación reversibles y para modelar procesos
reversibles. Debido a ello su estudio es tanto interesante como fruct́ıfero.
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