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Prefacio

La aproximacién mediante Diferencias Finitas de las derivadas fue ya utilizada

por Euler en 1768. El procedimiento mds sencillo para aproximar 2% consiste en

dt
n+l_,n , e
reemplazarlo por “—~ lo que llevé en el caso de un problema de valor inicial al

método de Euler que se estudia en los cursos de resolucién numérica de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias.

Para las Ecuaciones en Derivadas Parciales la primera aplicacién del Método de
Diferencias Finitas se atribuye a Runge en 1908 que estudi6 la ecuacién de Poisson

ou + ! = constante
oxz  dyr

Aproximadamente al mismo tiempo, Richardson en Inglaterra realiz6 una investiga-
cién similar. Su articulo de 1910 fue el primer trabajo en el que se aplicaron métodos
iterativos para resolver problemas en derivadas parciales mediante diferencias fini-
tas.

Las primeras demostraciones de convergencia fueron realizadas por Le Roux,
Phillips, Winer y Courant entre otros. Algunos consideran el articulo de Courant-
Friedrichs y Lewy (1928) como el nacimiento de la moderna teoria de métodos
numéricos para Ecuaciones en Derivadas Parciales.

La aparicion de los primeros ordenadores (ENIAC) en los afios 50 y 60 permiten
un mayor desarrollo del método. Cabe destacar las aportaciones de Von Neumann
(1951), John (1952) y Lax, Douglas, Kreiss, Lees, Samarskii, Widlund (1960’s)

Estas notas se han agrupado en 5 capitulos de los cuales los capitulos 1 al 4 estan
dedicados a problemas lineales, parabdlicos y elipticos. El capitulo 5 estd dedicado
integramente a problemas hiperbdlicos. Por una parte problemas lineales de primer
y segundo orden y en seccién aparte problemas hiperbdlicos no lineales de primer
orden.

En el capitulo 1, se tratan problemas parabélicos en dimensioén 1 espacial con
coeficientes constantes y nos sirve de introduccién a los conceptos basicos de con-
sistencia, estabilidad y convergencia.



2 Prefacio

En el capitulo 2 se abordan ya los problemas parabdlicos con coeficientes varia-
bles y con diversas condiciones de contorno. Introducimos métodos de anélisis de
estabilidad mas generales, en particular el andlisis de estabilidad en la norma de la
energia y en la norma del maximo.

En el capitulo 3 extendemos los andlisis anteriores a problemas en dimensién es-
pacial mayor que 1. Introducimos también en este capitulo el método de direcciones
alternadas.

El capitulo 4 est4 dedicado a problemas elipticos de segundo orden. Que aparecen
tipicamente en los problemas estacionarios de difusién. Realizamos el analisis de
estabilidad en la norma de la energia y también utilizamos el principio del maximo
para obtener la estabilidad en la norma del maximo. Finalmente vemos como el
método de direcciones alternadas se puede considerar aqui. En definitiva en este
contexto el método de direcciones alternadas es un método iterativo para resolver el
sistema de ecuaciones algebraico correspondiente y estudiamos la convergencia.

En el capitulo 5 se estudia el Método de Diferencias Finitas para resolver proble-
mas hiperbdlicos. En una primera seccion se estudian brevemente aspectos genera-
les de las ecuaciones hiperbdlicas lineales, resaltando la posibilidad de considerar
soluciones no continuas, lo que lleva a la introduccién de soluciones generaliza-
das. En una primera subseccién dedicada a métodos numéricos para problemas de
primer orden nos limitamos a métodos explicitos de los que damos varios ejemplos.
Estos se pueden encuadran en un método general de 2/ + 1 pasos. Analizanos la con-
sistencia, estabilidad y convergencia de algunos de ellos. En una subseccion aparte
estudiamos la resolucién numérica mediante el Método de Diferencias Finitas de la
ecuacién de ondas, que es un ejemplo de problema hiperbdlico de segundo orden.
Nos limitamos también a analizar un método explicito. La parte principal de este
capitulo 5 se dedica a los problemas hiperbdlicos de primer orden no lineales. En
particular se requiere introducir la nocién de solucién débil y un andlisis detalla-
do de estas soluciones. Notablemente el problema de valor inicial asociado a una
ecuacion hiperbdlica no lineal no tiene solucidn tnica requiriendo condiciones adi-
cionales para asegurar la unicidad, como es la condicién de entropia. Entre todas las
soluciones matematicamente posibles la solucién entrépica serd la fisicamente acep-
table. Los métodos numéricos tendrdn que adaptarse a esta situacion y asegurarse
que las soluciones numéricas obtenidas convergen a la solucién entrépica.

En cuanto a las referencias en las que estdn inspiradas buena parte de estas notas,
nos hemos limitado a dar 3 referencias basicas, y otras 2 complementarias, pudiendo
el lector acudir a las referencias citadas en estos libros para tener una bibliografia
mads extensa. Recomendamos [1]] y [2] para la parte de problemas lineales y [3]] para
problemas hiperbdlicos no lineales. A modo de complemento se encontrard parte
del material relacionado en [4] y [3].

Salamanca, Mayo 2021 Luis Ferragut



Capitulo 1

Problemas parabdlicos en dimension 1 espacial.
Introduccion

Resumen

En primer lugar se expone la metodologia general para abordar el andlisis numéri-
co del Método de Diferencias Finitas introduciendo los conceptos de consistencia,
estabilidad y convergencia. A continuacién en este capitulo se estudian métodos
en Diferencias Finitas para resolver problemas parabdlicos en dimension 1 espacial
con coeficientes constantes. Se analizara la convergencia a partir de la consistencia
y estabilidad de los esquemas, utilizando diversas técnicas para el andlisis de esta-
bilidad segtin los casos como el andlisis de la estabilidad en la norma del maximo y
el método matricial

1.1. Aspectos generales del analisis numérico del Método de
Diferencias Finitas

De manera general supongamos que tenemos un problema asociado a una ecua-
cién diferencial que en gran parte de los casos serd una ecuacidn en derivadas par-
ciales. Para que el problema esté bien determinado la formulacién del problema
se completard con condiciones de contorno y eventualmente condiciones iniciales.
Todo ello lo representamos aqui de la siguiente manera:

() = f (L.D)

donde o7 es el operador diferencial y en su caso el operador en derivadas parciales
y que podemos suponer que incluye las condiciones de contorno y eventualmente la
condicién o condiciones iniciales.
A
of =
B

por ejemplo,
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_i_i( i)
T oxYox

B = operador definiendo las condiciones de contorno y eventualmente iniciales.

El operador .o/ actiia sobre funciones u definidas en un dominio de RY o RY x
R. De modo que la solucién u buscada es una funcién que toma valores en este
dominio. La funcién u pertenece pues a un espacio funcional de dimensioén infinita.
De manera general los métodos numéricos para resolver el problema (I.1)) consisten
en sustituir éste por un problema algebraico. En particular si el operador < es lineal
se sustituye por un problema (normalmente lineal) algebraico de ecuaciones. El
Meétodo de Diferencias Finitas es uno de esos métodos y consiste en buscar el valor
de la solucién u en un ndmero finito de puntos del dominio en el que estd definida.
Sustituimos pues el problema por un problema algebraico que representaremos
asi

(un) = fu (1.2)

Aqui & es un pardmetro o pardmetros que caracterizan la distribuciéon de puntos
del dominio elegidos donde aproximar (I.T). Nos referiremos a esta distribucién de
puntos como el mallado del dominio. En la practica a medida que 2 — 0 el nlimero
de puntos del mallado crece hacia oo. Si el niimero de esos puntos es N entonces fj,
estd determinado por el valor de f en esos puntos. fj, es pues un vector de RY. Del
mismo modo la solucién u;, de es a su vez un vector de R En consecuencia,
tendremos que resolver un problema algebraico de N ecuaciones con N incdgni-
tas. Si el operador o7 es lineal normalmente o7, serd una matriz de N filas por N
columnas y el sistema de ecuaciones es lineal. El propdsito del andlisis numérico
serd demostrar que la solucién u; aproxima la solucién u en cierto sentido. Més
precisamente, si {x;; i = 1,...,N} es el conjunto de puntos de la malla y u; son la
componentes de u;, € RV representando un valor aproximado de u(x;) en los pun-
tos de la malla x;, queremos evaluar el error ¢; = u(x;) — u; en todos los punto x;.
Llamando e = (¢;); € RV i = 1,...,N evaluaremos la norma ||e||. El procedimien-
to para evaluar este error se basa en dos conceptos que son la Consistencia y la
Estabilidad, que pasamos a definir a continuacién, limitdndonos por el momento a
problemas lineales.

Definicién 1.1 El método para resolver es Consistente si se verifica
i — f, = 1, — O cuando h — 0 (1.3)

donde ii es el vector de RV definido por it; = u(x;) parai = 1,...,N. El vector T, =
(7:); € RN recibe el nombre de error de consistencia. Si T; = O'(hP) para todo i =
1,...,N y por tanto ||t,|| = O(h"), diremos que el error es de orden p.

Definicion 1.2 El método para resolver es Estable si existe una constan-
te C independiente de h tal que

|lvall < Cl|hval| Vv € RY (1.4)
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donde ||.|| es una norma en R¥

La consistencia y la estabilidad de un método implican la convergencia, como vemos
en el siguiente

Teorema 1.1 Si el método para resolver es Consistente y Estable el
método es Convergente, en el sentido siguiente: Para e = (e;); € RN definido por
e; = u(x;) — u; tenemos

lle]] =0 cuandoh — 0 (1.5)

Ademds si el error de consistencia Ty, es de orden p, entonces ||e|| = O(h?) y diremos
que el Método de Diferencias Finitas es de orden p.

Demostracion. Llamemos i € RN al vector de componentes iZ; = u(x;) donde x; son
los puntos del mallado. Tendremos para el error e = i@ — u;, € RY

(i — up,) = <y (@) — A (up)
= (i) — fn =T

de donde
llel| = ||i@ — up|| < C||<, (i — up)|| = C||th]| — 0 cuando h — 0

Naturalmente si ||7,|| = &'(hP) entonces ||e|| = €(hP) y el método es de orden p. B

1.2. Meétodos de Euler

1.2.1. Método de Euler explicito

En lo que sigue nos referiremos a r como la variable tiempo y mediante x,y
variables que habitualmente en las aplicaciones representan las variables espaciales.

A modo introductorio consideraremos el método de Euler explicito para un pro-
blema parabdlico en dimension 1 espacial y coeficientes constantes. Sea un nimero
real D > 0, y la funcién

f£:00,1]x[0,T] =R (1.6)
x,t = f(x,1) (1.7)

que supondremos al menos continua. Se quiere buscar la funcién

u:[0,1]x[0,T] - R (1.8)
x,t — u(x,t) (1.9)

verificando
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du d%u
u(O,t):u( ,)=0 Vre(0,T] (L.11)
u(x,0) =v(x) Vxe(0,1) (1.12)

(T.10) es 1a ecuacién en derivadas parciales, (I.1T)) son las condiciones de contorno y
(1.12) es la condicién inicial. El problema es un modelo simplificado de transmisién
de calor en una barra de longitud unidad donde se busca la distribucién de tempe-
ratura a lo largo de la barra. La funcién f representa una fuente de calor distribuida
a lo largo de la barra. En los extremos se supone que se mantiene a la temperatura
igual a cero. D representa el coeficiente de difusion térmica.

Vamos a construir un método de diferencias finitas para resolver de forma aproxi-
mada el problema anterior. Consideramos en el plano x,7 el rectangulo [0, 1] x [0, 7.
Seaxj, j=0,1,...,M+ 1 una particion de [0, 1] en subintervalos iguales de tamafio
h de manera que xop = 0 y xp+1 = 1 y una particién #,, n =0,1,...,N del interva-
lo [0,T] con tp =0y ty+1 = T en subintervalos de tamafio k& dando lugar a una
particién del rectdngulo en subrectdngulos segtin se muestra en la figura (I.T)). Nos
referiremos a esta particién del rectdngulo como la malla o el mallado del mismo.
En el mallado anterior, asociado a cada punto (x i»tx) del mismo consideraremos el

tﬂ

t

Xo X1 Xj Xm XM+1

Figura 1.1 Malla de diferencias finitas

nimero u que representara una aproximacion del valor exacto de la solucién u del

problema en este punto, es decir u" ~u(xj,t,) con xj = jhy

t, = nk. Para cada valor de n tenemos definido un Vector u' = (uf,ufy, ... uly) € RM
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del espacio euclideo M-dimensional. En R podemos considerar distintas normas,
p-e.,

IVl = mix v (113
]| = (hZ(v)*)"/? (1.14)

Operadores en diferencias

A continuacién introducimos algunas notaciones para los operadores en diferen-
cias finitas.

Asociado a un mallado como el descrito anteriormente sea

n no.n n o\t M
V= (s, vy) €R

Diferencia progresiva (respecto a x)

Vi
_
v = — (1.15)
Diferencia regresiva (respecto a x)
- Vi—V!
_ i il
i = 0 (1.16)
Diferencia progresiva (respecto a t)
yrHl
_ J
Vi = —— 1.17)
Diferencia regresiva (respecto a )
- Vil
oV} = JTJ (1.18)

El esquema de Euler explicito consiste en aproximar los términos de la ecuacién
en los puntos (x;,7,) mediante diferencias finitas y se escribe

o} — Do (o)) = f} = f(xj,ta) j=1,..Mn=1,...N (1.19)
uy=uy, =0 n=1,...,.N (1.20)
u(}:vj:v(xj) para j=1lyj=M (1.21)

es decir
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w7 —u 2u +u"
J J ] Jj+1 - o —

D h2 =f j=1,..Min=1,.N (1.22)
up =ty =0 n=1,.,N (1.23)
W) =vj=v(x;) paraj=1lyj=M (1.24)

la resolucién del problema anterior es inmediata, pues dado u? = v; obtenemos u;?“

paraj=1,...M

kD
Wit = wj+ o (g =2+ ) kS =1, M
up = tpryy =0

Pasamos ahora e estudiar la convergencia del método analizando la consistencia
y la estabilidad.
Consistencia

Teorema 1.2 El método (I.19)-(1.20)-(I.21)) es consistente, con error de consisten-
cia de orden 2 en la variable x y de orden 1 en la variable t, es decir,

= O(h?*) 4 O(k)

Demostracion. Para probar la consistencia evaluamos la expresion que resulta al
sustituir en la ecuacion en diferencias la solucién exacta, es decir, utilizando los
desarrollos de Taylor en un entorno de (x;,f,):

u(xj,ty+k) = u(xj,t,) —&—k@(xj,tn) + ﬁ(kz)

ot
ubptn TR Zulxph) _ 0w L o)

k T ot
du h? 9%u 1 du
u(xj+hty) :“(xj»tn)'khg(xjvtn)"‘ > Ox 2()‘]»[11)"‘ 6 ox 3(x,,t,,)+ﬁ(h4)

814 h? 9%u 1 d3u
u(xj—h,ty) = u(xj,t,) — at (x/,t,,)—i—?ﬁ(xj,tn) € 9 3(xj,t,,)+ﬁ(h4)

u(xj+h,ty) —2u(x;j,t,) +u(x; —h,t,,) 0%u
h? T oot

de donde el error de consistencia T;l es:

(uj,tn) + O (H)

ity +k)— i\t i—h,t,) —2u(x;,t i+ ht
”()Cj»n"‘])C ”(xpn)_D“(xJ tn) ”(zjza n) +u(xj+ 7n)—f(xj',tn)

=1/ (h,k) = O(h*)+ O(k) — 0 cuando h,k — 0 (1.25)
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Estabilidad

Teorema 1.3 Sea A = ];l—lz). Bajo la condicion A < 1/2 el método --
(:Z1) verifica

—1 _
|| < H|u0||m+kN2 1" lee < \\|u0||m+Tr]¥1§)l(
n=0

n=0 -

/"l (1.26)

Diremos que el método es condicionalmente estable.

Demostracion. Sea A = 1;[—12) < 1/2. El esquema anterior se escribe

Tomando valores absolutos, puesto que A > 0, 1 —2A > 0y la suma de coeficientes
A+A+(1—-21)=1resulta

1
| < A+ Al |+ (1= 22) | + kI |

y tomando el maximo para j = 1,...,M, teniendo en cuenta las condiciones de con-

torno (T-20)

[ oo < ("o +KILF" o

aplicando la anterior relaciéon paran =0,1,...,N — 1

N1 N—-1
0 0 p
16 oo < W eo 4 3 11F"len < (11 oo + T x| £
n=0 -
|
Convergencia

La Consistencia y la estabilidad implican la convergencia.

Teorema 1.4 Con la condicion A = 1;[—12) < 1/2 que asegura la estabilidad el método
(T T9)-(I.20)-(1.21) es convergente de orden 2 en h'y de orden 1 en k.

Demostracion. Consideremos ahora el error
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67 = M(xjatn) _u;qJ:OvaM_F 1’ n :07""N

El correspondiente vector de R, ¢" = (ef.e5,....ep)" € RM verifica las ecuaciones
en diferencias

S e —2ui+e

/ - I _p- h2j o =1 j=1,..M;n=1,...N (1.27)
ep=ey =0 n=1,..,N (1.28)
=0 paraj=1yj=M (1.29)

J

que se obtienen restando las ecuaciones en diferencias (I.22)), y (T.23) y teniendo en

cuenta que u? =v;=v(xj)Vj=0,1,...,M+ 1. Finalmente aplicando la propiedad

de estabilidad a las ecuaciones del error (1.27)-(T.28)-(1.29) obtenemos

n—1
€]l < T mix
n=0

17| VR =0,1,...,N (1.30)

gracias a la propiedad de consistencia (I.25). Tenemos pues que el método es de

orden 2 en /'y de orden 1 en £, bajo la condicién A < 1/2, es decir, ]Z—? < %, o bien,

k< % lo que obliga a tomar valores de k muy pequefios. ll

1.2.2. Método de Euler implicito

En el esquema de Euler implicito para resolver el problema (L.IOF(T.IT)-(T.12)
aproximamos los términos de la ecuacion en los puntos (x,#,41) utilizando diferen-
cias finitas.

a,u;?—Déx@xu'}“) :f;’“ = f(xjstar1) j=1,...M;n=0,..,N (1.31)

uy=uy  =0n=1,...,N (1.32)
u(}:vjzv(xj) para j=1lyj=M (1.33)
es decir,
M'H_l —un Mr&% 72Mrg+1 Jrun}rl
_ +1 n .

J - ] _p- };2 == j=1,.,M;n=0,..,N (1.34)
up=uy =0 n=1,.,N (1.35)
0

u; =v;=v(x;) paraj=1lyj=M (1.36)
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Consistencia

Andlogamente al caso de Euler explicito obtenemos que el error de consistencia
es T/ (h,k) = €(h*)+ 6(k) — 0 cuando h,k — 0.

Estabilidad

Teorema 1.5 El método ({I.31)-(1.32)-(I.33) verifica

N-1 N-1
oo < el 4 3 117" o < ] oo+ T midx ][ £ (1.37)
70 —

n—
Diremos que el método es incondicionalmente estable.

Demostracion. Con las mismas notaciones que en el caso explicito, tenemos

— M+ (L4200 = 2t =+ kf

j+1
n__.n
Uy = tp 1y =0
0_ .
l/lj—VJ

que podemos escribir asi

(14 22)u ™ = A Hf + A )+ ke

tomando valores absolutos
(L 2) W 1 < AL Aty |+ s+ K[
y tomando el maximo para todo j

(1 200 o < 22 ot [ o+ K7
1 oo < ([0 |ow + o
y finalmente aplicando la desigualdad anterior recursivamente tomando sucesiva-
mente n=0,1,2,...,N—1

N-1 N—1
[ |leo < 1[0l ew K Y 117" lleo < (1] |oc + T mix
n=0

n=0 -

/"l
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Convergencia

La consistencia y la estabilidad nos dan la convergencia. En efecto tendremos,
razonando como en el caso explicito, para el error ¢" = (ef, €%, ..., e},)" € RM

n—1
[¢"] < T mix||7"]|.. ¥ =0,1,....N (1.38)
n=

Tenemos pues que el método es de orden 2 en /'y de orden 1 en k.

Ejercicio

Considerar el problema

du du

E—ﬁzo Vx € (0,1),vr € (0,T] (1.39)
w(0,1) = u(1,1) =0 (1.40)
u(x,0) = v(x) (1.41)

y el correspondiente método de Euler explicito

dls = (I =0 j=1,.;M;n=1,..,N (1.42)
W=y =0 n=1,.N (1.43)
u?zvj:v(jh) paraj=1yj=M (1.44)

Demostrar que la condicién A < 1/2 es necesaria para la estabilidad, considerando
el caso particular

u) =vj = (=1)/sin(zjh) = (=1)/Im(e/ "My

Solucion

wy=A(ul ) +ud_y)+(1—22)u
—Im (,1(_1)1+1ei<n<j+1>h> FA(— 1) el =0 (g 2,1)(_1)./'6:'(”;/1))
eizrh _i_efinh

= Im (ef<”fh> (- eE—Lt—)+a —zm(—w‘)))

= Im(—1)/ /i) (1 ~2A 22 cos(nh))
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tenemos pues,
uj = (1—24 —22cos(mh))ul
y aplicando recursivamente este procedimiento
W) = (1—2A — 22 cos(mh))"uf
Sih—0yA>1/2
|1 —2A —2A cos(mh)| = [2A +2A cos(mh) —1| >y > 1

lo que implica || ||ee > 7*||u°||oc — o cuando k,h — 0

1.3. Meétodo matricial de analisis de la estabilidad

Consideraremos aqui un método general de un paso para resolver el problema
Dado 6,0< 0 <1yt,.9 =(1—0)t,+ 01,41 el método numérico general de un
paso se escribe asi:

O] = DIty ®) = 170 = f(xjtare) n>0,j=1,..M  (145)
up=uy =0 n>0 (1.46)
donde u’}* b —a- 0)u; + Bu’}“. Denotando, como en la seccién anterior A = %‘

el esquema anterior se puede escribir con notacién matricial asi,

(I+0AA)u" ! = (I— (1 0)AA)u" + 6

I/to:V

donde A es la matriz tridiagonal

2—-1... ... 0
-1 2..... 0
A:
—1
0 0...—-1 2

de modo que en cada paso hay que resolver un sistema lineal de ecuaciones, con
matriz tridiagonal en todos los casos, salvo en el caso 8 = 0 en cuyo caso la matriz
del sistema es la identidad. El caso 6 = 0 es el método de Euler explicito mientras
que el caso 8 = 1 corresponde al método de Euler implicito. Para todos los valores
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de 6 el método es consistente y se tiene

O0R)+6(k) 560+

T{H—G _ 2
J

OUR) +0(R) 6= %

El caso 6 = 1/2 se conoce como el método de Crank-Nicolson. Veamos que efec-
tivamente es un método de orden dos tanto en la discretizacién con respecto a la
variable x como con respecto a la variable 7. La consistencia de los casos de Euler
implicito y explicito ya ha sido estudiada en la seccién anterior. Para el resto de
valores de O el estudio de la consistencia se deja como ejercicio.

Consistencia del método de Crank-Nicolson

Teorema 1.6 EIl método (|1.43)-(1.46)-(1.47) para 6 = 1/2 es consistente de orden
2 enhydeorden? enk.

Demostracion. Las equaciones (1.45)-(1.46)-(1.47) para 6 = 1/2 se escriben de
forma desarrollada asi

1 n+1 n+1 n+1
”?+ —uf 1D ”jJ—rl *2”;r Jr“jil Wi | =25+ 1 48
% 2 2 L =fi77 449
uy=1uy, =0 n=1,...N (1.49)
W) =v;=v(x;) paraj=1lyj=M (1.50)

Consideremos primero los siguientes desarrollos de Taylor para una funcién v
dependiente de una variable ¢

k., dv, kk 1%, k k, ;
V(l+k)—V(t+§)+g(t+§)§+5@([4‘5)(5) +ﬁ(k)
k v, kk 10%, k. k., 3
V(t)_V(t+§)_E(H_E)E_'—Eﬁ(ﬂ_i)(i) +ﬁ(k)
restando y dividiendo por k tenemos
v(t+k)—v(t) dv k )
. =3 (t+2)+ﬁ(k ) (1.51)
y sumando y dividendo por 2
k k
L;”(t) =v(r+ 5) +0(k) (1.52)

Para estudiar el error de consistencia sustituimos en la expresién (I.48) la so-
lucién exacta y evaluamos la diferencia con la ecuacion exacta (1.10). Utilizando
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las expresiones (T.51) y (I.52) obtenemos para la solucién exacta de (I.10)-(T.11))-

(1.12), evaluando todo sus términos para el valor de r =1, + k/2

u(xjstit) —u(xjstn) _ O 2
3 = o1 (xj7tn+k/2)+ﬁ(k )

u(xip1,tir1) — 2u(x;,t +u(x;_1, g1 2%u
( J+1stn+ ) ( ;lszrl) ( J n+ ) _ W(xﬁtthl)—’_ﬁ(hz)
u(Xjy1,tn) = 2u(xj,ty) +ulx;—1,t,) 0%u

2 = ﬁ(xjatn)+ﬁ(h2)

S (PGt + £ (xita)) = Syt + 52+ 6)

juntando estas estimaciones obtenemos que el error de consistencia en (x;,t, +k/2)
es

rlz+1/2 _ M(xj>tn+1) —M(Xj,ln)

T
J k
71D(u(xj+latn+l)72”(xjatn+l)Jr“(xjflathrl)Jr“(ijrlvtn)72”(xj7tn)+“(xj71atn))
2 h? h?
1
- E (f(xj7tﬂ+1 +f(xj7tn)
au a2u 2 2
= E(xj,tn—kk/Z) —Dﬁ(xj,tn—kk/Z)—f(xj,tn+k/2)—|—ﬁ(k )+ O(h°)
=0(k)+0(h*)
|

Estudio de la estabilidad

El esquema general de un paso descrito anteriormente se puede escribir
W = (1+602A) " (I— (1—0)AA)u" + k(T4 6AA) ' f"+°
o bien escribiendo
T=(I+6AA) ' (I-(1-0)2A)
S=(1+62A4)""
W™ = Tu" + kS0 (1.53)
Teorema 1.7 Si ||T|| < 1 el método es estable y se verifica

146
|

[l || < [[u®]] + TS| mdx
l
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donde T es el valor mdximo de t.

Demostracién. Sea ||.|| una norma vectorial en RY y para una matriz B sea

B
18] = sup 2]
w AT

la correspondiente norma matricial inducida por la anterior norma vectorial. Apli-
cando recursivamente la relacién (1.53)) tenemos

-1
Ut = Tnu() +knz TnflflsfthG
=0
y tomando normas
0 v 11 1+6
[l 1| < AUl + & Y 1T IS0
=0
Si ||T|| < 1 el esquema anterior es estable pues

—1
||| < ||u°\|+knz, [ISI[- 177211
=0

0 £ [+0
11| < 1]+ e IS mix 1]

y finalmente

0 4 [+6
11| < |l T{IS]| méix | 1]

donde T es el valor maximo de + B

Condiciones suficiente de estabilidad

La condicién suficiente de estabilidad es ||T|| < 1. Si T es simétrica y ||.|| es
la norma euclidea entonces ||T|| = p(T) donde p(T) es el radio espectral de T,
es decir el miximo del conjunto de los mddulos de los valores propios de T. Los
valores propios de T son a su vez funcion de los valores propios de A.

Si B, son los valores propios de A, entonces los valores propios de T son:

1—(1-0)A
1=(=0)Ap, (1.54)
14+ 048,
La condicién de estabilidad p(T) = ||T|| < 1 es entonces
1—-(1-6)4
1=(1-6)4B, <1Vp=1,..M (1.55)

1+ 048,
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Como A es simétrica definida positiva, los valores propios f, > 0y en
—1—-0AB, <1—(1-0)AB, <1+ 0APB,
la segunda desigualdad se cumple siempre. De la primera desigualdad obtenemos
(1-20)Ap, <2

Si 6 > 1/2 la desigualdad anterior se cumple siempre, y si 8 < 1/2 la condicién de

estabilidad se cumplira si

2
A< — VY
=208, "

es decir, la condicién de estabilidad serd para 6 < 1/2

P
= (1-20)DBar

donde B4 es el valor propio méaximo.

Calculo de los valores propios de A

Para completar el estudio vamos a calcular los valores propios de A. Para ello
hay que resolver el problema algebraico de valores y vectores propios

Aw = Bw (1.56)

Si A es simétrica definida positiva, existen soluciones (wp,,) p =1,...,M donde
(wp) son los vectores propios, y 3, son los valores propios.
La ecuacién j-ésima de (1.56) es
— Wit +wj—wji :ﬁWj (1.57)

Por analogia con las ecuaciones diferenciales de segundo orden ( ¥y = By cuyas
soluciones son del tipo y = ™), probaremos soluciones del tipo

Sustituyendo en (1.57) se obtiene
i(j+1)hm ijhm i(j=1)hmp __ ijhm
— lUtDhap | 5 ijhmp _ ,i(j=1) P = Belihmp
__ihmp _ —ihmp\ i(jhmp) __ ijhmp
(=P +2—¢ )ellhmp) — Bpe

2(1 — cos(hmp))e'Uh™P) = Bpe'hmr

es decir B, = 2(1 — cos(hmp)). Si tenemos en cuenta las condiciones de contorno
tomaremos la parte imaginaria de w),,
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i\M e M
Wp = (W;)j:] = (Sln(Jh”P))jzl
de esta forma w), verifica las condiciones de contorno, en efecto

wh =0 Wi =sin((M+1)hmp) =0

Los M vectores propios son wp, p = 1,...,M y los M valores propios son
Bp =2(1 —cos(hrnp)) p=1,...M

Observemos que para p > M + 1 se repiten los valores y los vectores propios. Por
otra parte, Bnix = By = 2(1 — cos(hrM)) < 4 y concluimos que una condicién
suficiente de estabilidad para 6 < 1/2 es

h2
k< —mM8—
= 2(1-26)D

Convergencia

La consistencia y la estabilidad implican la convergencia, en efecto, para el error
tenemos

1l < 110+ 1SIIT max 12149
i
< ||S||TC(K" + h?) — 0 cuando k, — 0

donde hemos tenido en cuenta que

1
rzlsieyéi
,L.;z+6 = O(K"+ h?) donde |
r:2si9:§

La constante C depende de las derivadas de la solucién exacta u, segtin se desprende
de los desarrollos de Taylor efectuados al estudiar el error de consistencia.
Observemos también que

I81=p(S) = —m <1
=P = 1+ 06AB;
y por lo tanto,

"1l < [[e°||+7 max |||

< TC(K"+h*) — 0 cuando k,h — 0
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Ejercicio
Considerar el esquema de Euler explicito para el problema homogéneo, es decir

n+l _ . n no_ g n n
U U _Duj_l 2u]+uj+1
k h?

wy =il =0 n>1

=0 j=1,..M;n>1

u?» =vi=v(;) j=1,..M

1. Hallar la solucién del esquema en diferencias utilizando la versién discreta del
método de variables separadas, es decir, ensayar soluciones de la forma

n _ .
ui=7v'w;
2. Comparar la solucién obtenida con la solucién exacta.
3. Deducir la condicién de estabilidad por comparacién con la solucién exacta, es
decir, elegir k de modo que lim; e u’} =0

Solucion de la parte 1

. n .
Sustiyuyendo u i = Y'w; en las ecuaciones

+1,,. . ] . .
YO WY YW T2V oy Mia> 1 (L58)

k n2
Y'wo="wyus1 =0 n>1 (1.59)
Pwi=v; j=1,..M (1.60)

Las ecuaciones (I.58)) se pueden escribir de la forma

Y-y wi 2wt win

i=1,..M;n>1
),’Yn W] J 9y ) n_

donde A = %‘. Puesto que el primer miembro de las ecuaciones solo depende de
n y el segundo solo depende de j ambos miembros tienen un valor constante que
denotamos —f3, de modo que

Yyl oyt = _BAY" n=12,...

—Wj,1—|—2Wj—Wj+1=[3Wj j=1..M

el segundo bloque de ecuaciones es el problema de valores y vectores propios de la
matriz
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2—-1... ... 0
-1 2... .. 0
A= )
—1
0O 0...-1 2

cuyos valores propios son, seglin hemos visto anteriormente
Bp =2(1—cos(hmp)) p=1,...M
y sus correspondiente vectores propios
wp = (w))jL, = (sin(jhmp) )L,
que se han escogido de modo que el vector ampliado

~ M+1 _

Wy = (W) 15! = (sin(jhmp)) 4!

verifique las condiciones de contorno (1.59).
Resolvamos ahora la parte temporal.

Y =¥ = —ByAY"
Y- -BA)Y =

Y (r—(1—=PBpA)) =0

y=1-PB,A

Finalmente, una expresion de la forma
(1—=BpA)"Wp j = (1 —BpA)"sin(jmhp) j=0,..M+1
verifica la ecuacion en diferencias y también las condiciones de contorno. Sin em-

bargo esta solucién no verifica la condicién inicial. Para obtener una solucién que
verifique la condicidn inicial tomamos una combinacién lineal

M
= LGU=AA)
de manera que para n = 0 sea igual a v}, es decir,

M M
vj= Y, Cpwpj= Y, Cpsin(jThp)
p=1 p=1

Para calcular C, utilizamos la ortogonalidad de los vetores w),
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M
(Wp,wq) =h'Y sin(jmhp)sin(jrhg) =
j=1 0 si p#gq

[
— S =
5 StP=4d

Para v = (v;)L, tendremos
M
(vywg) = thj sin(jmhgq)
J

1
=hY Y Cpsin(jmhp)sin(jnhg) = Ci3

jp
de donde

Cy =2hY v;sin(jmhg)
J

Finalmente la solucion es

M

= 2h( Y (Y visin(imhp)) (1—2(1 —cos(hmp))A)" sin(jnhp))

p=1 1

Ejercicio
Considerar el siguiente método de Richardson para resolver
du 9%u

ot odx2

u(0,7) =u(1

1) =0
u(x,0) = v(x)

El método de Richardson es

étu;féxaxu;f =0

n__ _n _
up =ty =0

donde

o = S+ Gy =
J 2 J J 2k

1. Demostrar que el método es consistente de orden /> + k>
2. Demostrar que el método es inestable.

21
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Solucién de la parte 2

Utilizando el método de separacién de variables, ensayamos una solucién de la
forma

n __ .
ui=1v'w;
sustituyendo en la ecuacién en diferencias resulta
1 -1
7/1+ _7/' W'_Yn—wj;l +2Wj—Wj+1 -0
2k ! h?
Y oy wii 2w B
2A 9" w;
de donde razonando como en el ejercicio anterior, poniendo A = h%

Y 2By YT =0

wi—1 —2Wj +Wit1 = —ﬁWj
de la primera ecuacién obtenemos que Y es solucién de

P+2ABy—1=0

cuyas soluciones son
Ye=—AB++/1+A2p2 (1.68)

y la solucién |y_| > 1. Por lo tanto la solucién verifica

lim u} — oo
n—soo
y el método es inestable.

Aclaracion:

El método inicialmente necesita dos valores iniciales u’ y u! para poder calcular
u"*.,n=2,3,.... La solucién general se obtiene mediante una combinacién lineal de
las 2 soluciones ¥.. Las constantes de esta combinacion lineal vendran determinadas
por los dos valores iniciales u° y u'. En teorfa solo en casos muy particulares (en
los que interviniese Unicamente Y, tendriamos estabilidad. En cualquier caso los
errores de redondeo terminardn por afectar a las dos raices y.+ y en consecuencia la
solucién que obtendremos serd inestable en cualquier caso.



Capitulo 2

Problemas parabdlicos en dimension 1 espacial.
Coeficientes variables

Resumen

En este capitulo extendemos los métodos estudiados en el capitulo 1 a problemas
parabdlicos en dimension 1 con coeficientes variables. Se analizara la convergencia
a partir de la consistencia y estabilidad de los esquemas, utilizando diversas técnicas
para el andlisis de estabilidad segtn los casos, en particular el método de la energia
y el principio del maximo

2.1. Problema con coeficientes variables

Sea una funcién real D : [0, 1] — R con propiedades de continuidad y derivabili-
dad suficientes verificando que existen § > 0y @ > 0 de modo que

0<a<Dx)<B<e Vxel0,1] 2.1

y la funcién
f:[0,1]x[0,T] =R (2.2)
x,t — f(x,1) (2.3)

que supondremos al menos continua.
Consideramos el problema parabdlico con coeficientes variables en dimensién 1
espacial siguiente: Hallar la funcién

u:[0,1]x[0,7] - R (2.4)
x,t — u(x,t) (2.5)

verificando

23
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Ju Jdu Ju

E—E(D(x)a):f Vx € (0,1),Vr € (0,T] (2.6)
u(0,/) =u(l,1) =0 >0 2.7
u(x,0)=v(x) 0<x<1 (2.8)

2.2. Aproximacion mediante diferencias finitas

Consideremos dos intervalos contiguos genéricos ambos de longitud &
[Xj,I,Xj] @] [xj,xjH]

y los puntos medios de los dos intervalos x; 1/, = xj —h/2'y xji 15 = xj+h/2
respectivamente. Desarrollando en serie de Taylor u(x;,t) y u(x;_1,t) en un entorno
de x;_1, restando término a término y reordenando obtenemos una aproximacion

de (du/dx)(x;_y/2,1):

d u(xjt) —u(xj_1,t) h® a3
a*i(qu/z»f): 1) h( =1 )_ﬁaixl;(xjfl/%t)'i'ﬁ(h‘l) 2.9

andlogamente desarrollando en serie de Taylor u(x;,7) y u(x;41,t) en un entorno de
Xj11/2 obtenemos

@(X' t):l/l(.x‘]‘+],t)—u(.x]‘,t)7h72873u
dx I h 24 9x3

(Xjr1/0:0) +ORY)  (2.10)

Aplicamos las aproximaciones anteriores al término

d du
— (D(x)=—
ax( (x) 8x)
Utilizamos diferencias centrales (1.51)) para la aproximacién de la derivada respecto
axde D(x)%(xj,t)
d 0d D(x; du ,t)—D(x;_ @x~, N
al(p(x)afz)(xj,;): (%j1/2) §x (K12 )h (cj=1/2) 55 (=172 )+ﬁ(h2)
X

Sustituyendo la aproximacién de %(x j—1/2,1) y de %(xjﬁ /2,t) dadas por 1| y
(2.10) obtenemos

w(xjpq,0)—u(xj,t) u(xjt)—u(xi_y,t)
p) P D(x: W L7 ., )7 =D p
i(“(x)£)<va’> _ D@11 i h(xJ 1/2) i +O(h?)

Falta evaluar el término R. Tenemos utilizando (2.9) y (2.10)
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h? d3u h? d3u
R:D(xjfl/z)ﬁﬁ(xjﬂﬂ’t)_D(xj+1/2)ﬁﬁ(xj+l/27t)+ﬁ(h4) (2.11)

Desarrollando todos los érminos en un entorno de x;

hdD
D(xj_12) = D(xj) — EE(XI‘) +0(h*)
hdD
D(xji172) = Dlj) + 5 —— (i) + o)
u u *u
ﬁ(qu/zJ) = ﬁ(xpf) —ha (xp )+ ﬁ(hz)
A3u 23u 4

d
T3 () = 55 (1) +h 55 (x) + O ()

de donde el término R es de orden ¢(h?) y la aproximacién de 24 (D(x)%) (xj,1)
es de orden &'(h?).
La aproximacién anterior

ou du D1+1/2L*Dj ]/zun,:’!,l
ax PG D i

se puede expresar como

8X(D,1/29xu)7
donde interpretamos (D_,/5); = Dj_; » = D(x; — h/2). En efecto,

(D—1/2éxu)7+1 — (D_yjdu)"
h

_ Djipoadi  —Djy 0]

o h

Ox(D_y jp0uut)} =

u'

tH_ M —M 1

—D] 1/2
h

D]+1/2

2.2.1. Meétodo general de un paso

El método general de un paso para el problema (2.6)-(2.7)-(2.8) es

o) — (D jp0uu) [0 = f170 n>0, j=1,..M (2.12)
up=uy =0 n>0 (2.13)
W=v;, j=1,..M (2.14)

donde0 <6 <1
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Consistencia

Andlogamente a lo visto en la seccion (1.2)) en el caso con coeficiente D constante
para la aproximacion de las derivadas con respecto a la variable ¢ y en la subseccion

anterior para la aproximacion de las derivadas con respecto a la variable x tenemos

que el error de consistencia ,L.]r;+9 es

1
Ok+h?)si 0 #
,L.i_1+6 — 2
J
O(*+h*)si0 =

N =

Estabilidad

Analizaremos la estabilidad en la norma euclidea, ||.|| definida por (1.14)
1/2
W= ()
J

Para ello necesitaremos algunas definiciones y propiedades. Para v = (v;);, w =
(wj); € RM consideramos el producto escalar

(v,w) thvjwj
J

y las diferencias finitas progresivas y regresivas

Vitl —Vj = Vi— V-
J+1 J J Jj—1
vaj = 7/1 8ij = 7/1

Si extendemos v y w con los valores en la fronteravo =wo =0 vy =wys+1 =0
podemos definir

M Moy
(Qv,w)=hY dvwi=hY %wj
J=0 Jj=0

~ M+1 _ M+1 V=i
(dv,w) =h Z dvjwj=h Z Wi
j=1 j=1
Tenemos la siguiente formula de suma por partes

Lema 2.1

(v, w) = —(v, W) (2.15)

Demostracion.
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(v, w) hZ(?VJWJ—hZVJ+1
:hzivfﬂwf_hzm
= =

@ Z viw; hlv,lill%jl)
=
:*hMil"J _W] lff(vvéxw)
m

En lo que sigue necesitaremos las siguientes propiedades:

Lema 2.2 Con la definicion ([ 18) se verifica

- 1= k, =
(O ") = 5at||u”||2 + 5||a,u"\|2 (2.16)
Demostracion.
n n—1
3 o0 ny_ W U n_l n2_l n—1 n
(Gt u") = (————u") = L |u"||" = 2 (")
Ahora bien,
[ ="M P = (||| = 20 )+ [P
de donde
@) = | e —aP
k ’ 2k 2k
y finalmente
3.n 0\ __ 1 n|2 1 U 1 2 n n—1112
() = 5|~ Zku P+ ol =

1. _
= EatH”nHZ‘f' §||at”n||2
[ ]

Lema 2.3 Con la definicion L,y ™ ="+ (! —u") para 0 < 0 < 1 se
verifica

1
(O, u" %) = 3H ||+ (6 — )kl || 2.17)

Demostracion.
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(atun’un+9) ’un+9(un+1 _un))

0
(unJrl _un7un) + E

(1 =)+ O]9t |

I
—~
==~

| | x|

(unJrl _ o ntl _un)

1
(") = [l + Okl [ O

por otra parte,

L
2%

1

1 1
L) = S P |

n+1 _un||2

de donde sustituyendo %(u"+1 u") en la expresion anterior obtenemos 1- |

Lema 2.4 Para todo v = (vi)f-‘il € RM extendido mediante v = 0 yvpy1 =0, aso-

ciados a un intervalo |a,b), dividido en M + 1 intervalos de longitud h existe una
constante C = bﬁ tal que

[Ivl| < C|ow| (2.18)
1/2
donde ||v|| = (hEY, (v))?)"/

Demostracion. De manera general asumimos que el intervalo de trabajo es [a,b],
dividido en M + 1 intervalos de longitud &

J

J —
vj:Zvl—vl_l :hz‘)lhﬁ
=1

=1

12)1/2

M\.

J J
:1

l:l =1

/’lz Vl_VZ 1 1/2( Z 2)1/2§(hj)]/2”9xv||

=1 =1
Elevando al cuadrado
vj[* < (hj)l|dev]?

multiplicando por /4 y sumando para todo j

2 _ < 2 e Jvl[?
VI =nrY vil> < (7)Y )0l
j=1 j=1

7h2M(M+1) (b—a)? a)

10wl < 10wl I?
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extrayendo la raiz cuadrada

b—a =
oy
i1

vl <

|
Observacién: Observar que la aplicacién
R™ - R
v— |0

es una norma en en el subespacio de vectores de RM tales que vo =00 vy41 =0.
En efecto, si ||dyv]| =0,y vo =0,

e Ry T T
h ) )
vi=vi_1 Vi=1,..M

como vy = 0 resulta v; = 0 para todo [ = 1,...,M + 1. Las otras propiedades de una
norma se deducen de las propiedades de la norma euclidea ||.||

Lema 2.5 Para todo v = (vi)f‘il € RM extendido mediante vo =0 y vpyry1 =0,
asociados a un intervalo [a,b], dividido en M + 1 intervalos de longitud h existe
una constante C = 2 tal que se verifica la siguiente desigualdad inversa

C
1ol < Z vl 219

Del mismo modo c
l19wv]] < - IIvI] (2.20)

Demostracion.

M Vi —V;
9wl[* = Y (1) =

|
S| =
™Ms
—~
<
~
+
<
~
N—

j=0 j=0
| R 2 M, 2M
SEZ(2V1+1+2V1)_EZV/+1+;ZZV/
j=0 Jj=0 j=0
oM, 2M
:va +72v
hj=l J hj=1 J
4 & ,» 4 I 2 4 2
j= j=

de donde se obtiene (2.19). Andlogamente se obtiene (2.20) B
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Demostraremos aqui la estabilidad para el caso de Euler implicito que corres-
ponde al valor 6 = 1 en (2.12)). Observemos primero que se puede escribir también
asi:

o} — Oc(D_1 o)} = f} n>0,j=1,..M (2.21)
ug=uy,1 =0 n>0 (2.22)
W=v;, j=1,..M (2.23)

Teorema 2.1 La solucion de (2.21)-(2.22)-(2.23)) verifica

A (2.24)

T

ni2 0112 mix .
< + —— max

||u H —||u || 1 ]

Demostracion. Multiplicamos todos los términos de la ecuacién @ por hu’t y
sumamos respecto a j, teniendo en cuenta el lema 2.1

(G, ") = (9(D_y o dut)" u") = (", u")
(étuna u") + (D71/29x”n7 éxun) = (f",u")
Utilizando (2.16) y las desigualdades

(D_1 20", 0xtt") > atf|yu”||* (2.25)
() < L < o L1+ S
T ~ 2 2
con € > 0, tenemos gracias al lema (2.4)

" |* 2t duad”| > < — |17 + el u”| |

<

M=o =

2, €5 a2
1211+ S o]
tomando € = 4 resulta 1

9 n2 < || £1]|2
2 < oIl
de donde
12 < 1=+ = L7
- 4o
y finalmente aplicando recursivamente la estimacién anterior
2 o2, kK xvyp2
n
< _
e [17 <[] +4al;\|f\|

7112

Tz
§||u0||2+%mla’tx
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En la estimacion anterior no hemos utilizado el hecho de que o > 0. Un Refina-
miento del desarrollo anterior permite mejorar la estimacion.

Teorema 2.2 La solucion de (2.21)-(2.22)-(2.23)) verifica

1 1

n
|| < "[u®]] + k AN
(1+2a) Z;(H—Zoc)

y para los errores

1 n; 0 u 1 n—=I+1 |
e < (52)" €1 +k Y ( )" (2.26)
14+2a 1; 1+2a

donde el error en el paso n es €' = (e’})’}”zl siendo e’} = u(xj,ty) — ujy ' esel

error de consistencia en el paso n. La estimacion anterior del error demuestra que
los errores en el caso del método de Euler implicito se amortiguan a medida que
aumenta el niimero de pasos.

Demostracion. Procedemos como en el teorema anterior, multiplicando todos los
términos de la ecuacién @) por i/} y sumando respecto a j. Teniendo en cuenta

el lema (2:1)
1" 1? + k(D1 jp 0", Od”) = ("~ ") + k(" ")
por otra parte teniendo en cuenta la desigualdad (2.18) y reordenando términos
(D,l/zéxu",éxu”) > o |duu| > > 20|[u”|?
resulta,
(1200 | > < "] ad® || K|

k

n—1
"1+ 1420

vl

n
<
1l < I+2a

y aplicando recursivamente la relacion anterior obtenemos el resultado buscado. B

Ejercicio

Considerar el problema
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du 0 du

= "% D(x)a) =0 (2.27)
u(0,t) =u(1,t)=0 >0 (2.28)
u(x,0)=v(x) 0<x<l1 (2.29)

Para todo w € L*(0, 1) su norma es

1
oo = [ widx

1. Deducir la igualdad llamada de la energia
2 ! 1/2‘9“ 2 2
(o) P+2 [ 11DV P = v (2.30)
0 dx

donde para todo w € L?(0, 1) consideramos la norma

1
lIwl] :/ wldx
0

2. Deducir la correspondiente version discreta de la igualdad anterior para el esque-
ma de Euler implicito,
é,u;f —8X(D71/29xu)7 =0 n>0,j=1,..M
up=uy, =0 n>0
0

M]:Vj j:1,...7M

Solucién
1. Multiplicamos los términos de la ecuacién por u e integramos. Resulta

o Io )
A a—b;udx—/o g(D(x)a—z)udx:O

. 2 . .
Teniendo en cuenta %u = %‘% y que la derivada con respecto al tiempo puede

salir fuera de la integral, integrando por partes el segundo término

d ', ! du du

integrando entre 0 y ¢ obtenemos el resultado
2. Multiplicando por u”", aplicando el lema (2.2)), la suma por partes (lema (2.1)) en
el segundo término y sumando para n = 1,..., N obtenemos

- - N -
"]+ 2k(D_y pdetd”, D) = |12 = k2 Y || 9pud”| |2

n=1
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y aplicando recursivamente la relacion anterior

N _ _ N
" [[> 2k Y (D_y jp 0", 0ct™) = |y|[* = k> Y || 0" ||
n=1 n=1

Ejercicio

Considerar el método general de un paso (2.12)-(2.13)-(2.14).

1. Demostrar que para el andlisis de la estabilidad basta analizar el caso homogéneo,
es decir, el caso con f = 0.
2. Analizar la estabilidad en el caso homogéneo.

Solucion

1. El esquema anterior se puede escribir con notacién matricial
W' =Tu" + kS

T=(I+61A)""I1-(1-6)1A)

y
S=(I+6AA)""
donde A = h% y
d] Cl v vnn 0
b2 d2 2 0
A =
CM-1

con

dj=Dj13+Dj 1
¢j=-Dj1p
bj=-Dj 1
En el paso n-ésimo tendremos
Ut = TO —i—knil l-lg f+e
1=0

de dondessi ||T|| < 1
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0 ESEIIT
|| < [+ K[IS[| Y 121 (2.31)
=0

De las propiedades de D resulta que A es simétrica y definida positiva. Observar
ademds que ||S|| < C con la constante C independiente de k y de A. Por lo tanto la
estabilidad solo depende de las propiedades de T. Para el problema homogéneo
f =0el esquema se reduce a

un—H = Tu"

y basta pues demostrar que
1
"] < |

Veamos ademds que si A es simétrica y definida positiva ||S|| < 1, en efecto,

—1
S]] =X+ 64A) 7| _ max I+ OAA) ]|
VA0 [Ivll
H(I-l—@lA)*]sz: H‘P||2
[Ivl[? [(I+62A)0|
lell” |

= <
19> +26k(A0, @)+ 67K [|A|* ~
. Las ecuaciones (2.12)-@2.13)-(2.14)) se escriben para el caso homogéneo

Ol — (D_y ;0u)}™® =0 n>0, j=1,..M

uy=1y, 1 =0 n>0
u? =v; j=1,..M
Multiplicando escalarmente por u"®, aplicando el lema (2.3) y sumando por

partes
1 1 = -
S|P+ (8 = 3Kl + (D1 o™, G ) = 0

Caso 0 >1/2
El segundo y tercer término del primer miembro son mayores o igual que cero,

obteniendo
[ | < [Ju]

independientemente del valor de /2 y k. El método es incondicionalmente estable.
Caso 0 < 1/2 El término

(D, 12 éxun+9 , éxun+9)
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se puede escribir
(D71/29xu”+979xu”+9) _ ||D1_/12/29xu"+9||2
Por otra parte utilizando el lema (2.3)
10" ||* = [0x(D1 205" ) |2
< %HDl/zéqueHZ

4 1/25
< Bl 0|

donde B es la constante definida en (2.1). Finalmente reordenando todos los
términos

4kP -
| P+ (2— (1 —29)ﬁ)||D71/z9xu”+"||2 < |Ju|?

Eligiendo k y #> de modo que (1 —28) %ﬁ < 2 tenemos
[l < ]

La condicidn de estabilidad es entonces

h2

S TIESTL

En la practica para 6 < 1/2 solo se utiliza 8 = 0. En ese caso la condicién de

estabilidad es
h2
k< —
=28

2.2.2. Estabilidad en la norma de la energia

Consideremos D como en el problema (2.6)-(2.7)-(2.8). y el correspondiente
método general de un paso (2.12)-(2.13)-(2.14) definimos la siguiente norma aso-
ciada al problema anterior, llamada norma de la energfa:

Definicién 2.1 Para V' = (Vi,V3,....v%,) € RM extendido con los valores vy =
vmr1 =0 o U -
[Vl = (D_1 200, 000)"/2 = IDYF 0] (2.32)

Vamos a estudiar la estabilidad en esta norma.

Teorema 2.3 La solucion de (2.12)-(2.13)-(2.14) verifica
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n—1
|17 < |[u°]|7 +ke Y (10 (2.33)

donde e =1/2si0>1/2ye>1/25i 0 <1/2y se verifica la condicién de estabi-

lidad.
1 h?

26/ 2012008

Para ello necesitamos los siguientes resultados previos:

k< (1— (2.34)

Lema 2.6 Para V' = (Vi V4,....V},) € RM

gxatvn = (9, éxv"

Demostracion.
+1 n+1
V}’lJrl Vn~ ;l V.'; _ VJ*I V/ 1
3 (J J k k
IV} = x( )
h
n+1__ n+l n_n
PR o N A
h h _ 3
= % = (9,8ij
|

Lema 2.7 Con las notaciones anteriores
- - 1 1
(D_1 20" ®, 0, 0u") = EatH”nthE +(6— E)kHatu"Il,%

Demostracion. La demostracion es andloga a la demostracion del lema (2.3). Gra-
cias al lema (2.6) tenemos en primer lugar

(D_120x" 8,0, 0u") = (D_y 29" ®, 9, 0ut")

Denotemos w" = d,u"

(D0 0™ =), 07 = (D_y s (w4 0w+ — ), =)
= %(D71/2wn7wn+1 — W)+ %(D,l/z(w”l ) W)

IIC(D 1w w" w4+ 0k(D_ 1/20W", O w")

= LD ) 01D o

Por otra parte, teniendo en cuenta

2(D71/2Wn+17wn) _ ||D17/1 n+1||2—|—‘|D17/122 n+l||2 HD1/2 ( n+l_wn)”2
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resulta

1/2
(D*1/2(Wn+l —w'),w") = (Dfl/zwnﬂ,wn) - HD_/1/2W"||2

| 1, 12 |0

— §||D7/1/2Wn+1||2 o 5||D7/1/2Wn||2 o 5||D7/1/2(Wn-%—1 o Wn)||2
1 1/2 s k12 2

= 581||D_1/2Wn|| - §||D_1/2‘9twn||

de donde finalmente

1 1
(D1 (W + (" —w), 9" = 33 ID12 "2+ (8 = 3)KIIDYF 9w 2

y sustituyendo w" por dyu” obtenemos el resulado buscado. M

Demostracion del teorema (2.3).
Multiplicamos escalarmente los términos de la ecuacién (2.12)) por d;u”, y suma-
mos por partes

||ou"||> + (D,l/zéxu”e, A u") = (10 )

Utilizando el resultado del lema (2.7)
8P+ 2|2 + (8 — Dykl1au B < EI1m 1P + -l
2 2 -2 2e

Distinguiremos ahora los casos 6 > 1/2y 6 < 1/2.
Caso 0 > 1/2: Tomando € = 1/2,

k
[l H[E < Il + S 10

de donde finalmente
2 o2 L kS e
"l < ll"llE + 5 Y e
=0
Caso 6 < 1/2: Utilizando el lema (2.5)

- - 281/2
3l = 102 30| < B2 Y2 | < 2P

de donde
1 , 1 2 _ 1 4B 2, &y o2
(1= 5 0P+ a2 < (5 - k5 19| P+ 1770 239)

En este caso la condicion de estabilidad sera
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1 1 4B
. _(1- L
1 o 2(1 29)kh2 >0
o bien 25 |
1-20)k— <1—— 1/2
( B)kh2 < e Ve>1/
es decir
1 h?
k<(l——)———
( 28)2(1—20)[3
resultando

12 2 0112
1" HlE < || +kellF°]

de donde se obtiene (2.33). B

2.2.3. Acotacion del error en la norma de la energia y en la
norma del mdximo

La estabilidad y consistencia proporciona la siguiente estimacién del error para
el problema (2.12)-(2.13)-(2.14))

Teorema 2.4 Tenemos la siguiente estimacion del error del método -2.13)-
(2.14) en la norma de la energia:

n—1
2 2 1462
le" |l < 11°llE +ke Y || (2.36)
1=0
con € =1/2 0 € > 1/2 determindos en funcion del valor de 0 segiin se indica en el
teorema y siendo ' el error de consistencia en cada paso.

Demostracion. La demostracién es inmediata a partir de los resultados de estabili-
dad y consistencia. B

La estimacion del error en la norma de la energia permite obtener una estimacién
en la norma del maximo utilizando la siguiente propiedad:

Lema 2.8 Para todo v = (vi)?il € RM extendido mediante vy = 0, asociados a un
intervalo |a,b], dividido en M + 1 intervalos de longitud h, existe una constante

C=+b—atal que )
[[V]leo = sup|v;| < C[|0w]] (2.37)
J

Demostracion. Pongamos

J
V= Zvl — Vi1
=1
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Paratodo j=1,....M+1

L vy — vy
Vil <hY ——
e

J

Sh(;

_ J
I(Vl hV[fl)z)l/Z(l_Z‘ilz)l/z
MEl v o 1/2,, N o 1)2
h _ h) 1
OISO

= (1) < (M +1)h)"%]|3v]| = Vb —al| e

~

A

—~

~

Podemos ahora estimar el error en la norma ||. ||

Teorema 2.5 Tenemos la siguiente estimacion del error del método (2.12)-2-13)-
en la norma del mdximo ||.||«

1 n—1
lle”|1% < a(||e°||,25+ks;)||rl+9||2)
-0
ysie® =0

T4
leI2 < e max 12"+
o 1=0,..n—1

donde € = 1/2 0 € > 1/2 determindos en funcion del valor de 0 segiin se indica en
el teorema (2.3) y siendo t'+9 el error de consistencia en cada paso.

Demostracion. Para una vector v = (v j)f}”:l € RM extendido con el valor v =0y

con las propiedades (2:T) del coeficiente D tendremos
- 1 =
Val|dw]| < [ID7 0| = |Ivl|e
de donde utilizando la estimacién del error (2.36)

= 1
2 2 2
eI < 130 < 1"l
< L rer Y1)
=1
Sied =0

T 4
le"][2 < e==% max [|<']]?
o I=1,..n
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Ejercicio

Considerar la aproximacién por diferencias finitas de

Ju d*u Ju

FTIRr TR 239
u(0,t) =u(1,t)=0 >0 (2.39)
u(x,0)=v(x) 0<x<l1 (2.40)

mediante el esquema numérico

I} = 3u(da)H + Il =0 n>0, j=1,..M

0 .
uj=v; j=1,..M

Analizar el orden y la estabilidad del método.

Solucién

La aproximacién de %(x ,tx) mediante o:?xu;f“ es una aproximacién de orden
1 en la variable x. Por otra parte el método de Euler implicito es de orden 1 en
la variable 7. El error de consistencia es pues 7} = &'(h) + O'(k). Para la estabili-

dad: Multiplicando escalarmente por u"*! las ecuaciones que definen el esquema
propuesto y utilizando (2.17) con 8 =1

1 1 =
S+ 5K |+ 113

e -
— _(axunJrl’unJrl) < 7Haxun+1||2_|_ |un+1||2

-
2¢
Utilizando el lema (2.4) ||u"*![|> < 1{|9,u"!||? y teniendo en cuenta que

1 ny2
L jaac | > 0

tendremos

£ 1. =
=+ )l da P

1 -
S|P+ 110 < E o

S

El valor de £ > 0 para el que el coeficiente £ + ﬁ toma el valor minimo es € = 5

y este valor minimo es @ Finalmente resulta
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V2

1
§8t||u”|\2+(1—7

)||éxun+l|‘2 S 0

o bien
[P+ k(2= V2) [ Qe |7 < [P

que prueba la estabilidad.

Ejercicio

Considerar la aproximacién por diferencias finitas de

du 0 u du

E‘Z(D*VZE)JFE:O (2.41)
u(0,6) =u(l,t)=0 >0 (2.42)
u(x,0)=v(x) 0<x<l1 (2.43)

donde
0<a<Dx)<PB <o

mediante el esquema numérico

3 n 1,5 n n .
Ot} — 9y (D_y 20xu) +l/2+*(a WP 0T =0 n>0,j=1,..M

J o \7XHj *
uy=uy, =0 n>0
0 .
u; =vj j=1..,M

Analizar el orden y la estabilidad del método.

Solucion

La aproximacioén del término

du
dx
se puede escribir de la forma
un+l/2 . un+l/2

j+1 j-1
2h

que es una aproximacion de orden 2 de la derivada con respecto a x. Por otra parte la
aproximacién temporal corresponde al método de Crank-Nicolson que es de orden
2. Tenemos pues que el error de consistencia es 7} = & (B?) + O (K?).
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Estudiemos la estabilidad. Multiplicando escalarmente por u"+1/2 Jas ecuaciones
que definen el esquema propuesto

(atun7un+]/2)+(Dil/zéxunJrl/Z,éxu)nJr]/Z)+%(éxun+l/27un+l/2)+%(axun+l/27un+]/2)

teniendo en cuenta el lema (2.3) con 6 = 1/2 y que

(&xun+l/27un+l/2) _ _(un+1/2’éxun+l/2) _ _(éxun+]/27un+l/2)
resulta
1 _ _
Eat”unHQ + (Dil/zaxun+l/2,axun+l/2) =0
de donde finalmente, como (D_l/zéxu”“/z,éxu"“/z) > af| g 2|2 >0

[l 2+ 2k |9 ™21 < lu”|?

Ejercicio
Considerar el problema de contorno siguiente

—e"+u' =0 O0<x<1
u0)=1; u(1)=0

donde € >0

1. Calcular la solucién exacta.
2. Considerar el esquema en diferencias finitas

£ 1
i (it 2uj—uje) + o (i —uj1)

up=1, u(l)=0

y calcular la solucién

3. Observar el comportamiento de esta solucién para valores de € < i/2 y comparar
con la solucién exacta.

4. Considerar el esquema descentrado siguiente

l—o

—— (U1 —uj-1)

S o
i (i 2uj —uj) + o —ujeg) + —

h2
up=1, u(l)=0

con o > (. Observar que para & = Oy > 1 — 278 sie< ’% se suprimen las osci-
laciones de la solucién numérica.
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5. Verificar que la solucién del esquema descentrado coincide con la solucién exac-

h/e

ta, uj = u(xj), sir=e"*, esdecirsi & = Qppr = Coth(%)

Indicaciones para la solucion

1. Larespuesta es

/e _ ex/e
e
= <x<
u(x) Y 0<x<1
2. Ensayando una solucién de la forma u; = a + br/ se obtiene
M 1
a = — b =
1 —M+1 1 —M+1
h
h
I—2
3. La solucién oscila si » < 0, es decir si € < %
4. La solucién es
uj=a +brl
1+(1+a)L
yr= —-
1-(1-a)L

2.3. Problemas con condiciones de contorno de Neuman

_ 2

Consideramos aqui el problema con condiciones de contorno de Neuman y mix-
tas. Sea el problema parabdlico con coeficientes variables en dimensién 1 con con-

diciones de contorno de Neuman homogéneas: Hallar la funcién

u:[0,1]x[0,7] = R

x,t — u(x,t)
verificando
Ju 0 Ju
E—E(D(X)a):f vxe(ovl)v\V/te(oaT]

du @

(D) 5-)(0,1) = (D(x)5-)(1L,1) =0 >0
u(x,0)=v(x) 0<x<1

(2.44)
(2.45)

(2.46)

(2.47)
(2.48)

donde D : [0,1]— > R con propiedades de continuidad y derivabilidad suficientes

verificando que existe B y o tales que
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0<a<Dx)<B <o Vxel01]

Vamos a estudiar un método de Euler implicito para este problema. Para poder apro-
ximar bien las condiciones de contorno la malla del intervalo [0, 1] no coincidird con
los puntos x =0y x = 1, de modo que los puntos x; donde aproximamos la solucién
seran

1
xj=—ghtjh =0, =M+

de este modo podemos elegir una aproximacion centrada de las derivadas primeras
en los puntos extremos del intervalo y por lo tanto una aproximacién de orden 2,
es decir @ (h?*), de las ecuaciones en el contorno. El esquema de Euler implicito se

Xo Xm XM+1
e | .' ——

x=0 X

Figura 2.1 Mallado del intervalo

escribe
O} — (D1 poxu)} = f} n>1;j=1,..M (2.49)
D]/zaxblrll = DM+1/2aanM+l =0 n Z 1 (250)
h
u?zv(—§+jh) j=1,.M (2.51)

En cada paso tendremos un sistema de M + 2 ecuaciones con M + 2 incégnitas. Mds
adelante veremos que tiene solucidn tnica. La aproximacion de las condiciones de

contorno (2.50) es

u ul — ug
- 1)~
0.0~

au - MYI{,[_;'_I_MM

que son aproximaciones centradas en x = 0y x = 1 de la derivada con respecto a x.
La aproximacion es por lo tanto de orden ¢'(h?). Por otra parte al ser el método de
Euler implicito la aproximacién de la la derivada respecto a la variable ¢ es de orden
1. De modo que el error de consistencia serd de orden 77 = O'(k) + & (h?). Vamos a
continuacion a estudiar la estabilidad del método. Para ello necesitamos extender la
férmula de suma por partes al caso en que los valores en los extremos del intervalo
no son nulos.
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Definicion 2.2 Definimos el producto escalar siguiente
A
(V7 W)(r,s) =h Z Viwj
Jj=r

donder =0,1,2ys=M,M+ 1 pueden tomar estos valores segiin los casos.
Asimismo denotamos la correspondiente norma mediante ||v||(,.s) = (v,w)ér/ 3)

Lema 2.9 Definimos el producto escalar siguiente
S
(V, W)(m) =h Z Viw;
Jj=r

donder =0,1,2ys=M,M+ 1 puede tomar estos valores segiin los casos.
Tenemos la siguiente formula de suma por partes

(D, W) () = h XS: %wj = — (W) (rp1,5) T Vst 1Ws — VrWy (2.52)
j=r
Demostracion.
j=r j=r j=r
= (hjirv’:’ - hjirv”}iwf)

S vows s+1 Viwi_g
=—(h S =t
P
s

. . S . .
Z—(/’l Z %—h Z WTJ_I+VrWr_Vs+1Ws)
Jj=r+1 j=r+l1

=—(v axW)(rJrl,s) T Vs 1 Wy — VW
|

Estamos ahora en condiciones de demostrar el siguiente resultado de estabilidad.

Teorema 2.6 La solucion del esquema definido por la ecuaciones (2.49)-(2.50)-
verifica

e | 1ary < el any +5 X 1 N (2.53)
=1

Demostracién. Multiplicamos (2.49) escalarmente por u” con respecto al producto
escalar (.,.)(; ») y sumando por partes el segundo término del primer miembro
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(O ;") (1 pay — (Ou(D_y jpOxtd" ™) (1 a1
= (", u') (1) + <D71/2axun> 3x“”)(2,M) - DM+1/23xu7w+1”X/1 + Dl/zax”'f”'f
= (fn7un)(l,M)
Teniendo en cuenta las condiciones de contorno (2.30) tenemos
(" ") (1 p) + (D1 20U 0u") 2y = ("1™ (1.mr)

observando que o
(D_y)20u",0u") 201y > 0

podemos escribir

de donde
HunH%l,M) < (”"71714")(1.M) +h(f"u") (10
aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y simplificando
"y < ™ any &I

aplicando recursivamente la relacion anterior obtenemos el resultado buscado. B

Corolario 2.1 La solucion de (2.49)-(2.50)-(2.51)) es tinica.

Demostracion. En cada paso n tenemos un sistema de M + 2 ecuaciones con M + 2
incognitas . Basta demostrar que si f” = 0 para todo n y u® = 0 entonces u" = 0
para todo n. En efecto si f' =0y u® = 0 entonces ||u'||(1 pr) < |[u°]](1 1) = 0 1o
que implica u' = 0 y aplicamos recursivamente el mismo razonamiento teniendo en
cuenta que " = 0 paran > 2. La solucidn es pues idénticamente nula. ll

Ejercicio

Problema con condiciones de contorno mixtas.

%—%(D(x)%) =f Vxe(0,1),Vr e (0,T] (2.54)
(D(x)g—z —cu)(0,1) = (D(x)% +du)(l,r)=0 >0 (2.55)
u(x,0)=v(x) O0<x<l1 (2.56)

donde D : [0,1] — R con propiedades de continuidad y derivabilidad suficientes
verificando que existe B y « tales que
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0<a<Dx)<B <o Vxel01]

y las constantes ¢ y d verifican ¢,d > 0. Analizar el orden y estabilidad del esquema
numérico siguiente

o} — Oc(D_y o) = f}  j=1,...M;n>1 (2.57)

Dy 200t} — cul = Dyyy 20ty +djy =0n>1 n>1 (2.58)
h . .

uf :v(—i—l—]h) j=1,.M (2.59)

Solucion

El orden de consistencia con respecto a x es solo &'(h) debido a la aproximacién
de las condiciones de contorno. Para obtener una aproximacion de orden 2 deberia-
mos aproximar las condiciones de mixtas de la forma

n n

n n
M1+M0 MM+1+MM:O

= Dyri120uy 41 +d 5

Dl/zéxu'f —c

La estabilidad se obtiene del mismo modo que en el caso de las condiciones de
Neuman, teniendo en cuenta que c(u})? > 0y d(u},)? > 0.






Capitulo 3
Problemas parabdlicos en dimension espacial
mayor que 1

Resumen En este capitulo extendemos los métodos estudiados en el capitulo 1 y 2
a problemas parabdlicos en dimensién mayor que 1 .

3.1. Formulacion del problema de contorno y valor inicial y
propiedad de unicidad

Sea © un abierto acotado de R? y I" su frontera. Sean D;; : 2 — R con
i,j=1,....d, funciones con propiedades de continuidad y derivabilidad suficientes
verificando las siguientes propiedades:

1. Existe y < oo tal que
0<Djj(x) <y Vi,j=1,....d V¥xe€Q (3.1)
2. Elipticidad: Existe &t > 0 de modo que
d d
UZ:lD,-,-(x)g,»gj > ai;;? VE= (&)L, eR! vxeQ (3.2)
Sea f la funcién

f:Qx[0,T] >R (3.3)
x,t — f(x,t) (3.4
que supondremos al menos continua.

Consideramos el problema parabdlico con coeficientes variables en dimension d
espacial siguiente: Hallar la funcién

49
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u:2x[0,T]—-R (3.5)
x,t — u(x,t) (3.6)
verificando
ou & o du
E—i;a(pij(x)g) =f VxeQ,vte(0,T] (3.7)
u(x,t)=0 sobrel’ t>0 (3.8)
u(x,0) =v(x) enQ 3.9

La existencia de solucién de este problema estd fuera del 4&mbito de este cur-
so. Sin embargo es facil obtener la unicidad de solucién del problema con técnicas
elementales. En determinados casos se pueden calcular soluciones a este proble-
ma mediante el método de separacién de variables, por ejemplo en el caso de un
dominio £ rectangular y D;; = J;;& (caso isétropo y coeficientes constantes).

Teorema 3.1 El problema (3.7)-(3.8)-(3-9) tiene solucion iinica.

Demostracion. Sean uy y up dos soluciones. it = uj — up verifica

di - 9 Ji
*_i;lg(%(x)a)—o Vx€Q, Vi e (0,7]
i(x,t)=0 sobrel’ >0

i(x,00=0 enQ

Multiplicando los términos de la ecuacién (3.7) por & e integrando por partes el
segundo término

1d [, ., d dii di |
EE/Q(u(x,t)) dx+Y /KZD,,TM—de_o

i,j=1

5E/Q(u(m)) dxta 'y /9(87,-) dx <0

ij=1
1d

EE/_(z(zZ(x,t))zde 0

integrando entre 0 y ¢
/ % (x,t) dx < / i*(x,0)dx =0
Qo Q

lo que implica
(x,t)=0 YxeQ, V>0
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3.2. Aproximacion mediante diferencias finitas

Consideraremos el caso en que 2 € R? es la unién de rectangulos (d = 2) o pa-
ralelepipedos (d = 3) con interior de interseccién vacia. Mds precisamente supon-
dremos que €2 se puede recubrir por una malla cuyas celdas son cuadrados (d = 2),
respectivamente cubos (d = 3) de lado de longitud /, como en la figura (3.1). Aso-

Figura 3.1 Malla de diferencias finitas en 2D

ciados a esta malla, consideramos los puntos nodales (a los que llamamos nodos) de
la forma

x=Pph=(Bih, ..., Bah)

donde B = (B, ..., B4) € Z¢ es un multientero. Designamos mediante £2;, el conjunto
de nodos interiores a £2 y designamos mediante I}, el conjunto de nodos sobre I". Al
conjunto de vecinos de un nodo lo designamos por x + 84, donde 6 = (dy,...,0y) €
74 con |8 =1i=1,...d y que estdn en £, UT},

Definicion 3.1 Definimos las siguientes diferencias divididas.

» j-ésima diferencia parcial progresiva:

Dy u(x) = u(x—i—he;;) —u(x)

= j-ésima diferencia parcial regresiva:
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o) = "X he)

donde e¢; = (0, ...,1,..,0) € RY donde el 1 ocupa el i-ésimo lugar.

Definicion 3.2 Sea el conjunto de nodos de 2, UI}, y el espacio vectorial RM donde
M es el cardinal del conjunto de nodos 2y, UTj,.
El producto escalar de dos vectores v = (v(x))req,un, ¥y W = (W(X))xeq,ur;, €n
RM es
(v,w) = h¢ Z v(x)w(x) (3.10)
x=Bhe,uUI;,

y la norma correspondiente

vl = (v»)'/? 3.11)

En el andlisis de los métodos de diferencias finitas que vamos a estudiar necesitare-
mos la siguiente férmula de suma por partes que es la generalizacién de (2.15).

Lema 3.1 Para vectores vy w en RM que se anulan en Ij, se tiene la siguiente
formula de suma por partes

(axivv W) = _(V7 ax-

i

W) (3.12)

Demostracion. La demostracion es andloga a la del caso de dimension 1 dada en el

lema (2.1) B

Para simplificar la descripcion de los métodos en diferencias finitas que siguen in-
troduciremos el siguiente operador en diferencias A; que aproxima el operador en
derivadas parciales A definido por

49 d
Z (Di(x) a—Z) (.13)

X

La aproximacion en Diferencias Finitas que consideraremos es

d
AhV: - Z ax,- (Dl‘jéij) (314)
i,j=1

En particular para vectores v € RY que se anulan sobre Ij, tenemos la siguiente
propiedad

d -
(Ahv, V) = — Z (8xl. (D,-jaxjv),v)
ij=1
d _ _ d
= Z (D,-jé’xjv7 Oy, V) > OCZ ||(9xl.v|\2 (3.15)
i, J i=1

i,j=1

Ejemplo: En el caso particular en el que el operador —A es el operador Laplaciano,
por ejemplo en dimensién 2
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A:—A:—(

32

82
ﬁ*a*yz)

el operador Aj, estd representado, en una malla como la de la figura (3.2)), por la

4-1 0-1 0 0...]
-1 4—-1 0-1 O...
1 0-1 4 0 0-1...
Ay=—1|—-1 0 0 4—-1 0...
h2
0-1 0-—-1 4-1...
0 0-1 0-1 4...
5
2 1 3

Figura 3.2 Esquema de 5 puntos

3.2.1. Meétodo general de un paso

Para 0 < 6 <1 el método general de un paso se escribe

" + OAu" T + (1 — 0)Apu = "0 enQy, n>0 (3.17)
=0 enl;;n>0 (3.18)
u®(Bh) = v(Bh) para Bh € (3.19)

y donde f"+9(x) = f(x,t, + 0k) para cada x € ,.
En cada paso n dado u” calculamos u"*! resolviendo el sistema lineal algebraico
de ecuaciones siguiente

(T+kOA,)u" ™ = (I— (1 — 0)kA,)u" +kf"+°

Como A, es definida positiva, I+ k60A, también lo es y el problema anterior tiene
solucién Unica.
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Teorema 3.2 El esquema anterior (3.17)-(3.18)-(3.19) es consistente de orden

1
T=0(h*+k) 510 # 5

1
T=0(h +k?) 510 =2

Demostracion. La demostracion es analoga al caso en dimensién 1. B

Vamos a estudiar la estabilidad en los distintos casos segun el valor de 6. En el
siguiente teorema obtenemos la estabilidad en el caso 6 = 1.

Teorema 3.3 Sea 6 = 1. En el caso homogéneo, es decir f =0 el esquema (3.17)-

] < Ja]] V>0

El el caso general con f #0
0 n
"] < |le’|| +& Y (1] Yn>0
I=1

El método es por lo tanto incondicionalmente estable.

Demostracion. Supongamos primero f = 0. Multiplicamos escalarmente los térmi-

nos de (3.17) por u"+1.
(atun,un—kl) + (Ahun+17un+1) -0

como por una parte, gracias al lema (2:3) con 6 = 1
n n+l 1 n2 1 ni2 1 n2
(G, u™ ") = S o[ [u"[|” + S k||| = 5 [ [u"]

y por otra parte la propiedad (3.15))

(A" ™) > ol |2 > 0

resulta

||un+1H2 n||2

< ||u

y finalmente tomando la raiz cuadrada positiva y aplicando recursivamente la des-
igualdad paran =0, 1, ... obtenemos el resultado buscado.
En el caso f # 0 podemos escribir el esquema como

W' =Tu" + kT

donde T = (I+kA;)~!. De la demostracién de la estabilidad en el caso homogéneo
deducimos ||T|| < 1. Tomando normas y mayorando en la expresién anterior obte-
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nemos

[P < {2+ Kl
y aplicando recursivamente esta desigualdad obtenemos el resultado buscado. B

Vamos a estudiar el caso general, distinguiendo el caso con 6 > 1/2 y el caso 6 = 0.
El caso 0 < 6 < 1/2 no tiene interés préctico. Para ello necesitaremos la siguiente
desigualdad de tipo “desigualdad de Poincaré”.

Lema 3.2 Para todo v € R™ donde M es el cardinal del conjunto de nodos 2, U1},
con v = 0 sobre I}, existe una constante C independiente de vy de h tal que

d
v <cC leax 212 (3.20)

Demostracion. La demostracion es la generalizacion a dimension d de la demostra-
cion del lema (2.4). Separamos explicitamente la componente d-ésima de las prime-
ras d — 1-componentes. Denotemos los puntos nodales de la forma

B ezi!
ﬁ = (B7ﬁd) € Zd
Bh = (Bh,Bah)

En la figura (3.3) se representa en el eje de abcisas las d — 1 primeras coordenadas
y en el eje de ordenadas la d-ésima coordenada. Para v € RY

Bh,lh) —v(Bh, (I —1
Z(ﬁ ) (13( )h)

=1

v(x) = v(Bh, Bah) =

Para los puntos nodales x = (%) que no forman parte del mallado extendemos v
mediante el valor cero. Tomando valores absolutos y mayorando

B 3 _
o1 4§ BRI B 0= )

Z\ v(Bh,1h) — (B (1—1))”1/2&12)1/2
=1

elevando al cuadrado
2 fe o 5 2
v(x)|> < (hY 10, v(Bh,1h)|*).(hBa)
=1

Multiplicando por 24! y sumando para todos los € Z4~!
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Xd

(L+Mh

Lh

%2

Figura 3.3 Malla en dimension d

WY P <k (Y (05, v(BR)P) (hBa) = 110:,vI*hBa

Bezd-1 Bezd

Multiplicando por &y sumando para f8; = 1,..., L, teniendo en cuenta que v(f31) =0
en los puntos que no pertenecen a €2,

- L - L(L+1
WY WP < 13l Y B < (13 HE
Begy, Ba

llamando S = (L + 1)A, que es una cota superior de la longitud del dominio 2 en la
direccién x; tenemos

2<‘Sj 9 2<i2 < é 2
V1P < 219 < 2 Y [1]|
2 23
< (f|\9x,-v||2)‘/2

\/E i=1

obtenemos el resultado buscado con C = S/ V2.1

Observacion: Observar que la aplicacion
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RM 5 R (3.21)

d —_
= (Y (10 (3.22)
j=1

es una norma en el subespacio R de vectores v = (v(x))yeq,ur; que se anulan sobre
. = 1/2 .
I;. En efecto, si (Z?:l \|8va‘|2) 2 _ 0,parai=1,...,d

VBt Bity s Ba) — V(Brs s (B — D)y sBa) =0 VB =1,..Li+ 1
V(ﬁ],...,ﬁih,...,ﬁd):V(ﬁ],-..,(ﬁ,’*l)/’l,...,ﬁd) Vﬁ,’:1,...L,‘+1

siendo L; + 1 el nimero de nodos en la direccién i. como v(...,0h,...) = 0 resulta
v(...,Bih,...) =0 para todo §; = 1,...,L; + 1. Como esto es cierto para todo i, v=0.
Las otras propiedades de norma se deducen de las propiedades de la norma euclidea

Teorema 3.4 La solucion de - para 0 > 1/2 verifica el siguiente
resultado de estabilidad

|J"[|> < Hu°||2+k Z Vaadlh (3.23)

donde C es la constante del lema (3.2)

Demostracién. Multiplicamos por 1"+ los términos de la ecuacién (3.17) y apli-
cando el lema 2:4)

1 n n
SO+ ( 9—*)*H<9zu”|\2 + (A0 w0y = (10 U0

Minorando el primer miembro, mayorando el segundo miembro aplicando la des-
igualdad de Cauchy-Schwarz y aplicando el lema (3.2)

1 2 . 0 2 [*] 2 0112
SO [P+ oy flou 0" < ||f"+ 1"+ || "
i=1

1 Cle & -
o2 402
Sg”fn I +7§,||axi”n I

1
SO+ ( a—f Z WO < L o

- 2¢

Elegimos € de modo que (ot — CTZE) > 0 por ejemplo € = é—‘%‘ y resulta finalmente

1412 2 0
[P < | +k IIf"+ |
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Aplicando recursivamente la estimacién anterior paran = 0,1, ...,n — 1 obtenemos
(3:23). El método es pues incondicionalmente estable. Il

Vamos a estudiar la estabilidad en el caso 6 = 0. Para ello necesitaremos la siguiente
desigualdad inversa que es una generalizacion al caso multidimensional del lema

2.3).
Lema 3.3 Para cada todo v € RM donde donde M es el cardinal del conjunto de

nodos £, U1}, con v =0 sobre I}, existe una constante C = 2 independiente de v y
de h tal que se verifica la siguiente desigualdad inversa

c
19Vl < [l (3.24)

Demostracion. Podemos suponer sin perder generalidad, ampliando el dominio,
que el dominio es un rectdngulo (en dimensién 2) o un ortoedro (en dimensién
3) o un hiperparalelepipedo rectingulo en dimensién mayor que 3. Prolongamos el
vector v con el valor O en los nodos fuera del dominio. En la direccién i-ésima sea
L; el ndmero de intervalos del dominio ampliado. Sea 3; =0, ...,L; + 1.

(X hdZ V(B (Bi + 1)h, ﬁ;zl)—v(ﬁl, ,ﬁih,...,Bd))z

hdzz (Bt s (Bi+ D .e; Ba) = v(Br-es Bihs . Ba) )

Li L
<Y 23 (Bre, (Bi+ Dy Ba) + Y, 2V (Brees Bih . Ba))

B,':O ﬁi:()
L; L
=< hdﬁz( Z 2v2([31...,ﬁ,~h,...[3d) + Z 2V2(ﬁ1...,ﬁ,’]’l,...ﬁd))
Bi=1 Bi=1
4 L
ﬁhd ([sx_:l (ﬁl~~~,ﬁih,~~~ﬁd))

hd(%:vz(ﬁh))z

donde el dltimo sumatorio se extiende a todos los nodos B4 € £, UI},. Extrayendo
la raiz cuadrada obtenemos el resultado buscado. B

En el siguiente teorema obtenemos el resultado de estabilidad para 6 = 0.
Teorema 3.5 El método (3.17)-(3-18){3-19) para 6 = 0 es condicionalmente esta-

ble, es decir, el método es estable si se verifica la condicion de estabilidad

2
k< 7201‘2 - (3.25)
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siendo Y = max{D;;(x); x € Q; i,j = 1,...,d}. Mds precisamente se tiene para la
solucion u" el siguiente resultado de estabilidad

n—1
(| < (1] +k Y (1]
1=0

Demostracion. Primeramente observemos que basta estudiar el caso homogéneo,
es decir, cuando f = 0. En efecto, el esquema numérico se puede escribir

W™ = (T— kA" + kf"

llamando T = (I— kA, y aplicando la férmula anterior recursivamente

n—1
un — TnuO +k Z Tlfn—l—l
=0

Si demostramos que ||T|| < 1 siendo aqui la norma ||.|| la norma matricial inducida
por la norma vectorial (3.17)) tendremos

n—1
0 —1-1
[ [| < 11l +k Y 1]
=0

Para ver que ||T|| < 1 basta ver que ||u""!|| < ||u"|| en el caso f* =0, que es el caso
homogéneo. Estudiemos pues la estabilidad para la ecuacién en diferencias finitas

du" +Au" =0

Multiplicando escalarmente por u”, aplicando el lema (2.3) con 6 = 0, minorando
el término eliptico y reordenando términos, resulta

1 k

fz\lu"\lz*E\Iaru"||2+(Ahu”7u"):0

1 n2 d s ni2 k n2 k ni2

EgtH” IP+a ) [|0nu]] §§||3t” I :EHAW I
i=1

y aplicando el lema (3.3)
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A" =1] Z Oy, (Dyj0;u")|| < Z 105, (Dijdu)|
hj=1 i,j=1
2 d 3 2y 5
<5 X 123l < 50 B 119
i,j=1 i,j=1
2yd ¢ Zi’d 12 d
< == Y 19l < == wa, / (X1
Jj=1 j=1
2ydVd | & 1/2
= (X 112um)2) "

Reuniendo los resultados anteriores

k 4y2d

9 Hu"\|2+062\|9x, u"|[? <

ZI@, u"[[?

y agrupando términos
1 ny|2 k 3 L5 ny|2
S|P+ (= 2527a) Y [13gu |2 <0
Jj=1
Si elegimos k y & de modo que

(o — —27/251*

es decir, si se verifica la condicion de estabilidad (3.25) tendremos
[l ] <[]

y por tanto ||T|| < 1 N

3.3. Otros métodos: Splitting y direcciones alternadas

Consideraremos el problema modelo siguiente:
En Q € R? con I la frontera de Q, hallar u tal que

ou ,d*u  du
o Gat o)
u(x,t)=0 sobrel’, >0
u(x,0=v(x) enQ

=f enQ,t>0

Si utilizamos diferencias centrales para aproximar el operador

1/2

(3.26)

(3.27)
(3.28)
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?  9?

A= Ge Ty

escribimos

Ahu(xay) = Alu(xay) +A2M()€,y)

7M()C*h,y) 72u(x,y) +M(X+h,y)

Alu('x7y): h2
u(x,y—nh)—2u(x,y)+ulx,y+h
Asu(x,y) = — (x,y—h) ;zy) (x,y+h)

3.3.1. Splitting

La técnica del “Splitting” consiste en descomponer en dos ecuaciones la aproxi-
macién temporal

un+1/2 _n
- + A2 =0 (3.29)

un+l _ un+l/2
k

u

+ A"t = (3.30)
que con notacién matricial se escribe

(I+kA1)un+1/2 ="
(T kA" = w12k f"

eliminando " +1/2

(T4 kA = (T4 kA ;) " 1u + kf™
u = (T4 kA) (T4 kA ) " + k(T -+ KAL)~ "

En cada paso resolvemos sistemas andlogos a los del caso 1-dimensional, donde
A1 y A, son matrices tridiagonales. Veamos en la practica como se organizan los
calculos. Consideremos un mallado como el de la figura (3.4), con M puntos nodales
en las direccion segin el eje x, y L puntos nodales en las direccién segtn el eje y. El
algoritmo de “Splitting” se escribe de la siguiente manera

n+1/2 n+1/2

n+1/2 n n+1/2
pj o —u; Uy +2u Uiy .
' =+ = =0 i=1,.Mj=1,..L
k 3 /
ntl _  n+l1/2 Wl n+1 n+1
T — +2ui T —uy
i,j i,j lj 1 i,j+1 . .
. —|— h2 =f; i=1L,.Mj=1,.,L
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Yo

Y1

Xm X

Figura 3.4 Mallado de diferencias finitas en un splitting

El ndmero de incégnitas es L x M. Veamos la complejidad algoritmica:

En el primer paso resolvemos L sistemas tridiagonales de M ecuaciones.

En el segundo paso resolvemos M sistemas tridiagonales de L ecuaciones.

En total resolvemos :

L sistemas tridiagonales de M ecuaciones lo que implica CL x M operaciones.
donde C es una constante independiente de L y de M.

M sistemas tridiagonales de L ecuaciones lo que implica CM x L operaciones.

En definitiva el nimero de operaciones totales es 2CL x M = C'L x M operacio-
nes. Es decir el nimero de operaciones en cada paso es proporcional al nimero de
incdgnitas.

Estudiamos a continuacion la consistencia y estabilidad del método (3.29)-(3.30).

Consistencia

Teorema 3.6 El esquema (3.29)-(3.30) es consistente de orden 1 en la variable t y
de orden 2 en la variable x, es decir que el error de consistencia es

" =0k+h) Yi=1,.,LxMYn>0

Demostracion. Dada una matriz A, si k||A|| < 1 tenemos
(T+kA™") =T— kA +K*A%...

En nuestro caso si elegimos para k suficientemente pequeiio, de manera que k||A || <
1y k||Az|| < 1 resulta
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(T+kA)) ") =T—kA| +K2AZ...
(T+kAy) 1) =T— kA, +K°A3...

de donde

uh = (LKA ) (T4 AT )" + k(T+ KA ) 1

I—kAy + kA3 — ) (1— kA + KA — )"
+k(I—kAy +k*A3— ) f"

k(A1 +A2) + O ()" + kf" + O (k)
L+ kA u" +kf" + O (k%)

—~

(I-
(

es decir que el esquema tiene el mismo orden de consistencia que el método de
Euler explicito, por tanto el error de consistencia es /' = O (k + /SN |

Estabilidad

Estudiemos la estabilidad. Para ello necesitaremos el siguiente resultado previo.

Lema 3.4 Si A es semidefinida positiva, es decir (Av,v) > 0 para todo v, entonces

JT+kA) [ <1 VE>0

Demostracion.
I+4kA)"!
H(I—&—kA)*]H:su H( + ) VH
V0 V]
poniendo @ = (I+kA)~!
IX+,A) WP loll?
[[v[? [T+ kA) ]|
lolP 1

= <
ll]>+k((A+A)p,0)+K2[|Ap[]>
]

Teorema 3.7 El esquema ([3.29)-(3.30) es estable y se verifica
n
0 [—1
|| < ][+ Y (1]
=1

Demostracion. El esquema anterior es de la forma

L =Tu" kS /"
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donde
T=(1+kAy) '(I+kA))™!

S=(I+kAy)"!
Aplicando recursivamente la relacién anterior tendremos

n
un — TnMO +kZ Tn—lsfl—l
=1

Bastard ver que ||S|| < 1y ||T|| < 1. En efecto, S verifica ||S|| < 1 gracias al lema
anterior. Por otra parte

T[] < I+ kAL DT+ kAT < 1

aplicando de nuevo el lema anterior. l

3.3.2. Meétodo de Splitting basado en el método de
Cranc-Nicolson

Veamos un método de “Splitting” construido a partir del método de Cranc-
Nicolson en dimensidén 1. Supondremos:

= Caso homogéneo, es decir f =0
m A=A;+Ar;conAA; = ArA
= Ay A, definidas positivas.

El esquema es el siguiente:

Mn+1/2_un un+1/2+un
A =0 3.31
k 1 5 (3.31)
n+l _ n+1/2 n+1 n-+1/2
u k“ LAY +2” -0 (3.32)

Eliminando «"*'/2 se puede escribir

urz—‘rl:Tun
con k k k k
T=00+-A)""TI=ZA)T+=-A) 'I=-=A
(+2 2) ( 5 2)(+2 1) ( 3 1)

La disposicion practica de los cdlculos es la siguiente:

1. Célculo explicito:
k
un+1/4 _ (I* 5Al)un
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2. Resolucioén de L sistemas tridiagonales con M incdgnitas:
(I+ EAI)MnJrI/Z _ Mn+l/4
2

3. Célculo explicito:
k
un+3/4 (I 2A2)un+1/2

4. Resolucién de M sistemas tridiagonales con L incdgnitas:

I+ gAz)u"+1 — "3

Estudiemos la consistencia y estabilidad del método con respecto a la variable ¢.
Observemos que el método es aplicable a cualesquiera que sean las matrices A y Aj
con tal de que cumplan las propiedades requeridas de positividad y conmutatividad.

Consistencia

Teorema 3.8 El esquema ([3.31)-(3.32)) es consistente de orden 2 en la variable t.

Demostracion. Para valores de k tales que 4[|A1|| < 1y 4[|As|| < 1 tendremos

k K2 k k K k
T=I--Ar+—AA+.)I—=A)).(I—=A;+—AjA;+..)I-=A
(22+422+)(22)(21+411+)(21)
k k k2 k*
= (I— iAz — EAZ"— ZAzAz—i— ZAzAz + )
k k K? K2
(d—-=A1—=A —AA —AA+...
( SAI—5 1+4 1 1+4 1A1+..)

Si A| y A, conmutan

k2

T=(1—kA+ ?(A%+2A1A2+A%) +..)
k2

T=(1—kA+ ?A2+...)

El esquema puede representarse de la forma
k2
W= — kAW + ?Azu" +...

o bien

n

1
o FA KA ) =0

Sustituyendo la expresién kAu" de la anterior
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n+l _ .n 1 k2
- z - +A(u”+§(u”+l—u”)—ZAzu”—i—...):O
Mn+l —u" un+l Tyt k2
A ——AW"+.)=0
Tt ( 5 A+ )

Comparando la iteracién anterior con la iteraciéon de Cranc-Nicolson concluimos
que este esquema es también de orden 2. l

Estabilidad

Para el estudio de la estabilidad utilizaremos las siguientes propiedades:

Lema 3.5 Sea A una matriz semidefinida positiva, es decir, (Av,v) > 0 para todo
vector v, y G un niimero no negativo, entonces

|I—cA)I+0A) || <1
Demostracion. Pongamos
T=(I-0cA)I+0cA)"!

tenemos 1
1] = sup 1A= 0A)T+04) ]

v£0 (vl

Llamemos ¢ = (I+cA)~!v. Tendremos

|T—cA)X+0A)"W]> _[[X-0cA)e|]
[Iv[[2 [T+ ocA)el]?

_ el —20(A9. @)+ o?[|Agl* _ |
lo|>+20(Ag, )+ c?||Ag|> —

Lema 3.6 Sea 6 y A tal que ||GA|| < 1|| de modo que 1+ CA tiene inversa, enton-
ces
(I+0A) '(I-0A)=(I-0cA)I+0A)!

Demostracion. Primero veamos que I+ cA y I — cA conmutan.
(I+0A)(I—06A)=1-02A> = (I—GA)(I+0cA)
Finalmente

(I+06A) '(I-0A) = (I+0A) ' I-cA)I1+0A)(1+0A)™!
=(1+0A) ' (I+06A)I-0cA)(I+0A) ' = (1-cA)(I+0cA)"!
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Podemos ahora demostrar la estabilidad del método.
Teorema 3.9 El esquema - es estable.

Demostracion. Basta demostrar que ||T|| < 1 donde

ke k ko k
T=(I+5A2)" (I-5A2)(I+5A1)" (I 5A1)

Tomando normas y aplicando los dos lemas anteriores

ko -k koo k
< - — = . Z _Z
1T < NI(T+ 5A2)7 (I= SA)[L|(T+ FA1) " (T= FA)]|

k ko _ k k.o _
= [|(1= ZA2) (T4 S A2) M [I(1= SAN T+ A [ <1

3.3.3. Meétodos de direcciones alternadas

El punto de partida serd el sistema semidiscreto siguiente,

d
d—b; FAu=f dondeA,—=A;+A, (3.33)
u(0) = up (3.34)

donde A y A, son las matrices correspondientes a una aproximacién de opera-
dores en derivadas parciales. Por ejemplo como en que llevara asociado las
correspondientes condiciones de contorno. Aqui estudiaremos la aproximacién de
la , es decir la semidiscretizacién con respecto a la variable ¢, utilizando la
descomposicién de A;, como la suma de A| y Aj.

El método que se describe a continuacidon se conoce como el método de Douglas,
Peaceman y Rachford. En cada paso de la variable ¢, que en la mayor parte de las
aplicaciones representa el tiempo, dividimos el intervalo [t,,#,+1] en 2 pasos:

un+l/2_un
K2 AT 4 A = U (3.35)
e _un+1/2
k/z +A1u"+1/2 +A2Mn+1 :fn+1/2 (336)

o bien multiplicando por 1/2
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n+1/2 _ .n 1 1

u - u i E(Alu’ﬁ_l/z +A2un) _ 5fn—&-l/Z (3.37)
n+l _  n+1/2 1 1

: ku + Q(Alunﬂ/z + A = anﬂ/z (3.38)

Vamos a estudiar la consistencia y estabilidad del método anterior.

Consistencia

Teorema 3.10 El método (3.37)-(3.38) es consistente de orden 2
Demostracién. Sumando (3:37) y (3.38) obtenemos

n+l _ n n+1 n
%—!—Alu"“/z +A2(%) = frtl/2 (3.39)

restando (3:37) de (3:38)) obtenemos
un+1 72un+1/2+un un+1 —u"
k

)=0 (3.40)
reordenando (3:40)

un+1 _Zun+1/2 +u" —|—kA2(u7

n+1 n

nprjg _ W AUk uT —ut

u >—+> 2(
n+1 n n+1 n
+u k Wt —u
A2 = A (T A A (T
u =)+ 5A1A(———)

y sustituyendo en (3.39)

como
—u"  du k
— = —(ta+ )+ O
k 5t (T 3) + o)
hemos obtenido el método de Cranc-Nicolson perturbado por un término de orden
o) m
Estabilidad

Empezamos observando que un paso del método (3.33)-(3.36) se puede escribir
de la forma



3.3 Otros métodos: Splitting y direcciones alternadas 69

k k k k

ntl — I+-A 11— ZA I+-A ! I--A)u"
u ( ) 2) ( ) 1)( ) 1) ( ) 2)“
k k k k k
—(I+=A -1 I+-A Lpnt/2 4 = I+-A 1 pnt1/2
+2(+2 2) (+2 l) f +2(—|—2 2) f

Puesto que ||(I+4A;)71|| < W para i = 1,2 basta demostrar la estabilidad
en el caso homogéneo, es decir, cuando f = 0. Si f = 0 un paso de este método de
direcciones alternadas se escribe 1! = Tu" donde

o k -1 k k -1 k
T*(IJFEAZ) (I*EAI)(IJFEAI) (I*EAZ)

Veremos que ||u"*!||c < ||u"||c para una determinada norma ||.||c.
Teorema 3.11 Sea u"*' = Tu" solucion de — con f =0, es decir,

k k k k
T=0+-A)""T=—-AI+-A)"T=-ZA
(+2 2)" ( 5 1)(+2 1) ( 5 2)

entonces
1" le < [ule

donde ||v||c = (Cv,v)'/? para C = (I+ 5AL)(1+£A,).

Demostracion. Hagamos el cambio de variable siguiente

k
wh=(I+ EAg)u" para todo n

tendremos

k k k k
n+1 _ q_ " i -1qg_ % ~ -1, n
W= (1 2A1)(I+ 2A1) (I 2A2)(I+ 2A2) w

Para la norma ||.|| tenemos aplicando el lema (3.5))
[ < [lw ]
de donde finalmente
k k
Hun+1|‘% — (Cun+1’un+1) — ((I—|— EAz)unJrl’ ([+ EAZ)un+1)
= (W) = P <P

k k
= (T4 A", (T + S A0)u") = (Cu", ") = ||
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Ejercicios

1. Estudiar el método de factorizacién aproximada obtenido a partir del método de
Euler implicito

+Aun+l :fnJrl

o bien
(I+ kA" = u" + kfH!
Supongamos que A = A + A, y aproximemos (I+kA) de la forma
(T+kA) = (T+k(A1 +A2)) =~ (T+kA) (T +kAs) = (I+ kA +K*A1A)

El error cometido al sustituir (I4kA) por (I4+kA)(I4+kA;) es del mismo orden
que el error de consistencia en el método de Euler. Estudiar el error de consisten-
ciay la estabilidad del método

(T+ kA ) (T4 kA)u"™ = u" ke f™!

2. Estudiar el siguiente método de estabilizacion del método de Euler explicito: el
método

n+1 _ n
%JFAW"JFAW" =0
u(0)=v
lo sustituimos por
k k MnJrl —u"
(I—‘r EAl)(I—I— EAQ)T + A"+ A" =0

u(0)=v

Demostrar que el nuevo método tiene orden 2 y es incondicionalmente estable.



Capitulo 4
Problemas elipticos de segundo orden

Resumen

En este capitulo se estudia el método de Diferencias Finitas para resolver problemas
elipticos de segundo orden que aparecen tipicamente en problemas estacionarios de
difusién. Realizamos el andlisis de estabilidad en la norma de la energia y también
utilizamos el principio del maximo, que permite obtener resultados de estabilidad en
la norma del maximo. Finalmente vemos como el método de direcciones alternadas
se puede considerar aqui lo que en definitiva en este contexto es un método iterativo
para resolver el sistema de ecuaciones algebraico correspondiente.

4.1. Problema de contorno eliptico de segundo orden

El marco general de este capitulo es:

» 2 serd un abierto, acotado y conexo de RY.T la frontera de Q.
» D;;:(Q)—=R ij=1,...d funciones de clase C' (Q) verificando la siguiente
condicidn de elipticidad: Existe & > 0 tal que

d
Vé S Rd Z D,-j(x)‘g','éj > (XZ&ZZ Vx e Q 4.1
ij=1
= f:Q — R una funcién continua.

El problema de contorno con condiciones de Dirichlet homogéneas es:
Hallar u : Q — R de clase C?(Q) verificando

d 9 du
=, aixl(DlJij) = f en Q (42)
u=0 sobrel’ 4.3)

71
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La existencia de solucién de este problema estd fuera del &mbito de este curso. En
determinados casos se pueden calcular soluciones a este problema mediante el méto-
do de separacion de variables, por ejemplo en el caso de un dominio €2 rectangular
y Djj = &;jo (caso is6tropo y coeficientes constantes). Sin embargo es fécil obtener
la unicidad de solucién del problema con técnicas elementales.

Teorema 4.1 Si existe una solucion u de clase C*(Q) del problema -, esta

es unica.

Demostracion. Sean u; y up dos soluciones de (4.2)-(.3). Llamemos w = u; — up
a la diferencia entre las dos. La diferencia de soluciones w verifica

9 ow
- —(Dij=—)=0 enQ
i,jZ=1 8xl- Y (9)6]
w=0 sobrel’
Multiplicando por w e integrando en £2 con respecto a la medida dx = dxy,...,dxy

d 9
-y /Q(a—xi(Dijg))wdx: 0

=

ow
J

Integrando por partes
d dw dw
Djj=—=—dx=0
h;l /9 ! 9xi dx;
utilizando la elipticidad (4.1

d aw 2

a —1)7dx<0
;/Q(axj) t=
j=

lo que implica

P)
0 en@ j=1,..,d
ax]‘

por tanto w es una funcién constante y continua en todo €, como w = 0 sobre I"
implicaquew=0en 2 W
4.2. Un método de diferencias finitas

Recubrimos £ con una malla de tamafio caracteristico 2 y consideramos los
conjuntos de puntos, que llamamos nodos, siguientes:
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Q= {x=Bh=(Bih,...,Bsh), B2 xc Q}
I, ={x=Bh=(Bih,....Bsh), B Z!x e}

Supondremos que € tiene las propiedades necesarias para que una descripcién co-
mo la anterior sea posible, de manera que todos los vecinos de un punto de €, sean
o bien nodos de £, o bien de I};,. Observemos que estas condiciones son realmente
restrictivas. Dominios £2 admisibles en este sentido serian por ejemplo un dominio
como el de la figura (3:1).

El método en diferencias se escribe:

Ajup(x) = f(x) x€ (4.4)
up(x) =0 x€lIj (4.5)
donde
d -
Ahuh (x) = - Z axl. (D,‘jaxjuh(x))
ij=1

Primero veamos que el problema (&.4)-(@.3) tiene solucién tnica.

Teorema 4.2 El problema ({#.4)-([@.3) tiene solucion nica.

Demostracion. Sea M el cardinal del conjunto €. El problema (@.4)-([@.5) es un
sistema de M ecuaciones con M incdgnitas, cuya matriz asociada Ay es definida
positiva, en efecto gracias a la propiedad (@.I)) y su versién discreta (3.13)

d
(Apv,v) > o Z ||8xjv||2
=1
|

Vamos a estudiar la convergencia del método. Para ello observemos que el método
es consistente de orden 2 pues segiin se ha visto en la seccion 2.2) y el teorema
(3-2) del capitulo anterior tenemos,

Apup(x) = Aulx)+1(x) Vxe

con 7(x) = O(h?). Solo resta estudiar la estabilidad. Estudiaremos la estabilidad de
la solucién con respecto a la norma (3.22))

d
v— (Y 119avI?) 2
j=1

Teorema 4.3 El método en Diferencias Finitas (#.4)-[{.3) verifica
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d
1 2 C
;wxuz/ ~lifl
Demostracién. Multiplicando escalarmente por uy, en (@.4)
(Antn,upn) = (f,un)

d
3 12
a Y |10l [ < [1F1]. ]
=
como gracias al lema (3.2))

d —_
lun| < € (Y |[uuenl ) 2
i=1

con C una constante independiente de 4 resulta

d_ 5 d 1/2
a Y [10xun|* < ClIf]l- Z |0yt )
j=1

simplificando y reordenando obtenemos el resultado buscado. Bl

Observacién: En el caso que la matriz A, es simétrica la aplicacién

d _
— (Y |9l P)'? (4.6)
i=1

es una norma equivalente a la norma discreta de la energia, definida por
1/2
- (AhV,V)

Estamos en disposiciéon de demostrar el siguiente teorema de convergencia:

Teorema 4.4 Sea e(x) = u(x) — uy(x) la diferencia entre la solucién u de (4.2))-
H#3) y la solucion uy de [@FA) y [#-3) en los puntos x € €. Tenemos la siguiente
estimacion del error

C
(X leel)"” < el = 0107

7 Mg

donde 7 es el error de consistenacia.
Demostracion. Tenemos para todo x € £,
Aje(x) = Apu(x) — Apup(x)
= Au(x) +7(x) — Apuy(x) = f(x) +7(x) — f(x) = 7(x)

es decir
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Ape(x) = 1(x)

y aplicamos el resultado de estabilidad del teorema (4.3) a la anterior ecuacién. l

4.3. Analisis numérico basado en el principio del maximo

En esta seccidn utilizaremos el principio del mdximo para el andlisis numérico
del método de diferencias finitas. Para simplificar los desarrollos nos limitaremos a
la ecuacién de Poisson en dimensi6n 2: Sea  un abierto acotado de R? de frontera
I' y consideramos el problema

—Au=f enQ 4.7
u=0 sobrel’ 4.8)

4.3.1. Principio del mdximo

Teorema 4.5 Sea u € CZ(Q) continua en Q y f < 0 en Q. Entonces u alcanza el
mdximo V en algiin punto de la frontera I de 2.

Demostracion. Razonamos por reduccion al absurdo: Suponamos que u alcanza el
méaximo en un punto interior de €2, es decir, en un punto x* € Q. En este punto
tendremos

du, . du, .
a(x)—a*y(x)—o
7 . .
E(X)SO TyZ(x)SO

de modo que en este punto si u es solucion de
—Au(x*) >0
en contradiccién con
—Au=f<0
]

Deseamos extender esta conclusion al caso f < 0. En particular se aplicard a la
ecuacién de Laplace —A = 0.

Teorema 4.6 Supongamos que f < 0 en Q verificando la ecuacion {.7) en Q.
Entonces u alcanza el mdximo V en algiin punto de la frontera I de 2.
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Demostracion. Supongamos que u <V en I" demostraremos que # <V en Q. Con-
sideremos la funcién auxiliar

v(x,y) =x>+y* >0

que verifica

%y 9%y
Av(x,y) = ) + Tyz

=242=4>0
Para todo € > 0, la funcién
2(x,y) = u+ev=u+e(*+y*)

verifica

Az=Au+€eAv=Au+4e >0
—Az<0

y aplicando el teorema (@.5)) z alcanza su maximo sobre I', es decir,

ry) < mix {z(xy} <V+ eR’} V(x,y) €Q
x,y)e

siendo R el radio de un circulo que contiene a Q. Puesto que
u=z—e(x>*+y*) <z

resulta para todo (x,y) €

u(x,y) < z(x,y) <V+eR* Ve>0
pasando al limite cuando € — 0 resulta

ulx,y) <V V(x,y) €
|
Corolario 4.1 Si u es solucion de
Au=0

entonces u alcanza su mdximo y su minimo sobre I.

Demostracion. Podemos aplicar el principio del mdximo a u y a la funcién —u.
Encontramos entonces que si

Vinin < u < Vipsx sobre I”

entonces
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Vinin S < Vingx  en

Corolario 4.2 La solucion del problema

—Au=f enQ 4.9)
u=ug sobrel’ 4.10)

es unica.

Demostracion. Sean u; y uy dos soluciones de (#.9)-(4.10). w = u; — uy verifica

—Aw=0 enQ
w=0 sobrel’

lo que implica utilizando el corolario (#.I) w = 0 en todo

El siguiente corolario permite establecer la continuidad de la solucién con respecto
a los datos del problema.

Corolario 4.3 La solucién u de (#.9)-(#-10) verifica

R2
[ulleo.2 < [[utoleo.r + [ fll.0 (4.11)
donde para v € C(Q)
V|w.o = max |v(x, 4.12
IVl = i o) @.12)
V|| = max |v(x, 4.13
[Vllee.r (WHI (x,y)l (4.13)

y R es el radio del circulo minimo que contiene a Q
Demostracion. Pongamos V = ||f|[w o = méxXy ) ecq | f(x,y)]. La funcién
Vv
v=ut o (8 +yY)

verificav > u, y
—Av=—-Au-V=f-V <0

de donde

) Via, 2
u<v< max (u(x,y)+-—x"+
< *(x,y>er(( M)+ 7@ +y)

Vo2
< max u(x,y)+ —R
T (xy)er (x.7) 4

1.
< méx up(x,y)+ —R° max X,
< méx. () + 5 (X’y)eglf( y)l
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Aplicando a —u el mismo razonamiento

1
—u < méx (—up(x,y)) +-R> méix |f(x,y

(x,y)GF( ®.3) 4 (X-,y)69| @)l
es decir,

RZ
[ulleo.2 < [[uto]leor + [ fll.0

4.3.2. Anadlisis numérico del Método de Diferencias Finitas
utilizando el principio del mdximo

Sea como anteriormente los conjunto €2, y I;,. Para los puntos P = (x,y) € £,
consideremos el operador en diferencias

v(x—h,y) = 2v(x,y) +v(x+h,y) n v(x,y —h) —2v(x,y) +v(x,y+h)

Ahv(xa)’) = 2 h2

Vamos a estudiar la version discreta del principio del méximo visto en la subsecciéon
anterior.

Teorema 4.7 Supongamos u definida en los puntos de €, UI};, y f una funcion
definida en Qy, tal que f(x,y) < 0 para todo (x,y) € . Si u verifica

—Ahu = f cn .Qh
entonces u alcanza el valor mdximo en I},

Demostracion. Razonamos por reduccién al absurdo. Supongamos que u alcanza
su valor mdximo V en algdn punto Py = (xp,yo) de €. Escribamos la ecuacién
en diferencias correspondiente al punto P. Con las notaciones de la figura (4.1)) la
ecuacion en Py es

—Apu(Ry) = f(R)

y llamando
= (x0+h,y0)
Pz = (xo —h,y0)
= (x0,y0+h)
P4 = (x0,y0 —h)

tendremos
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V= uB) = P+ ) Py () + )

1 h?
< (VHVHVEV)) + - f(R) <V

y llegamos a una contradiccién. Por tanto u alcanza su maximo en I;, B

P3

P2 Po P1

Pa

Figura 4.1 Molécula de 5 puntos

Extendemos el resultado anterior al caso en que f < 0.

Teorema 4.8 Supongamos u definida en los puntos de £, UI}; y f una funcion
definida en Qy, tal que f(x,y) < 0 para todo (x,y) € £;,. Si u verifica

7Ahu = f €n .Qh

entonces u alcanza el valor mdximo en I},
Demostracion. Demostraremos que si u <V en I}, entonces u <V en £2y,. Para ello
utilizamos, igual que en el caso continuo, la funcién auxiliar
v(x,y) =x>+y* >0
definida en los puntos (x,y) € €. Tendremos
(x=h)*+y* =202 +y%) + (x+h)> +?
h2

A4 (y—h)? =22+ + 22+ (y+h)?
+ B =

AhV(X,y) =

4

Consideremos ahora la funcién, definida para todo € > 0
z(x,y) = u(x,y) +€v(x,y) > u(x,y)
tenemos

—AhZ(X,y) = _Ahu(xvy) - SAhV(X,y) = f('x7y) —4e <0
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Por el teorema anterior, sabemos que z alcanza el maximo en I;, de modo que para
todo (x,y) € &y,

2xy) < mix (u(xy) +e(+)%) <V +eR®
(el

siendo R el radio de un circulo que contenga a Qj, UT},. Como para todo (x,y) € £,
M()C,y) = Z(X,y) - E(XZ +y2) < Z(X,y)
u(x,y) <V+eR* Ve>0

y pasando al limite cuando € — 0, u(x,y) <V para todo (x,y) € Q, l

Andlogamente al caso continuo tenemos las consecuencias siguientes:

Corolario 4.4 Sea u solucion de
—Ahu =0
Si
Viin Su < Vinax enlj
entonces
Vinin Su < Viax  en €y
Demostracion. Aplicamos el principio del maximo, teorema auya—u B

El principio del mdximo nos permite obtener ficilmente la unicidad de solucién y
al tratarse de un problema en dimensidn finita también la existencia de solucion del
problema discreto.

Corolario 4.5 Unicidad y existencia de solucion del problema

7Ahl/t:f Cth
u=uy enly

Demostracion. Sean u; y uy dos soluciones y sea w = uj; — up su diferencia. w
verifica

—Apw=0 engy
w=0 enly

Aplicando el corolario (.4)) anterior resulta w = 0 en £, , de ahf la unicidad.
La existencia se deduce de la unicidad al tratarse de un sistema de M ecuaciones
con M incégnitas donde M es el cardinal de €;,. B

Del principio del maximo se deduce también la estabilidad, en efecto,
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Corolario 4.6 La solucion de

—Ahu = f €n .Qh (4.14)
u=uy enly 4.15)

verifica

1
2o, < ltol oo, + 3 R 112,
donde para v definida en ), UI},
V][, , = mdx |v(x,y)|
Ml (x.y) €2y,

|[V[|eo,, = méx [v(x,y)]
x.y)€I,

y R es el radio del circulo minimo que contenga €25, UI},

Demostracion. La demostracion es idéntica al la del corolario (4.3) sustituyendo €2
yI porQ,yI;. 1

La convergencia es ahora una consecuencia de la consistencia (3.2) y de la estabili-
dad (corolario [4.6).

Teorema 4.9 Sea u la solucion de (#.9)-H10) y uy, la solucion de

—Ahuh = f en .Qh (4.16)
up,=up enl 4.17)

el error e = u— uy, definido en los puntos de £, UI}, verifica

CR?
el < =4

siendo C una constante independiente de h

Demostracion. Segin se ha visto en la seccién (2.2) y el teorema (3.2) para una
constante C independiente de &

— A= —Au+Ch* en &,
—Ape = —Apu+ Apuy, = —Au+Ch2 + Apuy,
=f+Ch*—f=Ch*> en&,

de donde

—Ape = Ch* en Q,
e=0 sobrel}
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y aplicando el resultado de estabilidad del corolario obtenemos el resultado
buscado. H

Ejercicio

En este ejercicio se estudia la velocidad de convergencia del método S.O.R. cuan-
do se utiliza para resolver el sistema de ecuaciones correspondiente al problema
modelo siguiente: Sea 2 = [0,1] x [0,1] y I su frontera.

—Au=f enQ
u=0 sobrel”
mediante el método de diferencias finitas centrales definido por el esquema de 5

puntos como en la figura (4.1) y una malla de N x N cuadrados, con 4= 1/N.
La matriz A, del sistema correspondiente de ecuaciones es:

G-I...... 0
. -1 G-I 0
Ah_h7
—1I
0 0 -1 G
donde G es

4 —1 ... ... 0
-1 4-1 0

G= .
-1
0 0...—-1 4

1. Demostrar que la matriz Aj, de (N — 1)? filas x (N — 1)? columnas tiene los
siguientes valores propios

4
n2

ih ih
(sin2(1)+sin2(%)) 1<ij<N—1

l,'j = 2

no siendo todos diferentes.
Indicacion: 4;; es el valor propio correspondiente al vector propio

(eij)uv = 2hsin(ihva)sin(jhun) 1<i,j,v,u <N-1 (4.18)

2. Observar que para i = j = 1 se obtiene el valor propio minimo y para i = j =
N — 1 el correspondiente valor propio maximo, y que son
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8 Th
2 sin? (= 3 )

8 h
zfméx hz Cos ( 2 )

A'mfn

En particular deducir que A, es definida positiva.
3. Demostrar que los vectores {e"/} dados por (4.18)) son ortonormales para el pro-
ducto escalar

l
(e, eM Zewev#

j
Indicacién: Observar que evu =el vey donde

(eF)y = V2hsin(khvr)

son los vectores propios del correspondiente caso unidimensional.
4. Comprobar que los vectores propios de Ay, son vectores propios de

y calcular los correspondientes valores propios.
Solucién:

2
n (2 —cosih)

5. Hallar los valores propios de la matriz de iteracién de Jacobi

J=1-D'A,
y hallar su radio espectral p(J)
Solucién:
~__cos(jmh)
Y 2 —cos(imh)
cosTh
= —— = 1-mr+ont
pU) 2 —coshm +OW)

6. Recordando que el radio espectral de la matriz .Z;;(G) del método de relajacién
por bloques con parametro éptimo @* viene dado por

1—/1-p2(J)

1++/1-p%J)

P(ZL6(G)) =
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demostrar que

p(Z:(G)) ~ 1 —27hv/2+ O(h?)

4.4. Método de direcciones alternadas para resolver problemas
elipticos

El método de direcciones alternadas descrito en la subseccién (3.3.3) se puede
utilizar para resolver problemas del tipo (@.7)-(.8) para los cuales la matriz aso-
ciada al esquema en diferencias finitas es de la forma A, = A| + A,. En efecto,
supongamos que queremos resolver un sistema lineal de ecuaciones

Au=f (4.19)

y que A admite una descomposicién de la forma A = A; 4+ Ay. Sea p > 0 un
pardmetro que elegiremos adecuadamente. Podemos escribir el sistema de ecua-
ciones (4.19) de cualquiera de las dos formas

(A1 +phu=f+ (pI—Ar)u
(A +phu= f+(pl—Aj)u

Esta descomposicién de las ecuaciones sugiere el siguiente método iterativo para
resolver el sistema de ecuaciones

(Ay+ pDu™12 = f 4+ (pI — A" (4.20)
(Ao +pDu"™™ = £+ (pL—Ap)u"t1/? (4.21)

que son las mismas la ecuaciones y para p = 2/k. Aqui n significa
el nimero de la iteracién. En definitiva buscamos la solucién de (3.33)-(3.34) pa-
ra d—'t‘ = 0 haciendo ¢ — oo. Si ¢ representa la variable tiempo, estamos buscando
la solucion estacionaria de (3.33)-(3.34). Estudiemos en primer lugar un resultado
general de convergencia. Aqui nos referimos a la convergencia del método iterativo
para resolver el sistema algebraico de ecuaciones y no a la convergencia del método

de diferencias finitas con respecto a la solucién del problema continuo.

Teorema 4.10 Sea A = A| + A, dos matrices simétricas y definidas positivas, en-
tonces el método de direcciones alternadas definido por ({{.20)-(#-21) converge para
todo valor de p > 0. El método es también convergente aunque una de las matrices
sea solo semidefinida positiva.

Demostracion. Llamemos " = u”" — u el error en la iteracion n. Restando Au = f
de la dos ecuaciones (@.20)-(&.21)) obtenemos

(A —|—pI)e”+1/2 = (pI—Ay)e"
(A2 +pl)en+l — (pI_Al)enJrl/Z
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n+1/2

eliminando de las ecuaciones e se obtiene

& =G(p)e"
donde
G(p) = (A2 +pI) ' (pI—A1)(Ar+pI) ' (pI—Ay)

Demostraremos que p(G(p)) < 1 lo que implica la convergencia. G(p) es semejante
a

G'(p) = (A2 +p)G(p)(Az+pI)™
= (pI—A1)(Ar+pI) ' (pI— A2) (A +pI) !

Tenemos pues que los radios espectrales de p(G(p)) y de p(G’(p)) son iguales. y
para la norma euclidea tendremos,

p(G'(p)) <[IG"(P))I] < [|(PX— A1) (Ar+pD) ™ []|(p1— Az)(Az+pD) ']

Admitamos provisionalmente el lema (4.1), que dice que si A; es simétrica, (pI —
A1)(A1 +pI)~! también es simétrica. Entonces,

P—/li(Al)’

[1(PL— A1) (A1 +pD) [ = p((PL— A1) (A +pI) ') = mix P+ A(Ar)

l

Para p > 0, como todos los valores propios A;(A) son estrictamente positivos ten-
dremos

) )‘
ma. <1
> p+Ai(Ay)

p—Ai(Aq
(

Andlogamente para la matriz A,

max
]

p—Ai(A)
_ 1
p+2i(Az) ‘ =

y finalmente p(G’(p)) < 1. Si una de las dos matrices A o A; es tnicamente semi-
definida positiva, por ejemplo si la matriz A; es solo semidefinida positiva

P —Ai(A2)
p+Ai(Az)

max
]

-

pero si A| es definida positiva seguiremos teniendo p(G’(p)) <1l
Demostremos ahora que (pI — A)(A + pI)~! es simétrica.

Lema 4.1 Sea A una matriz simétrica y definida positiva de modo que A=' y (A +
pI)~! para p > 0 existen, entonces (pI — A)(A+ pI)~! es simétrica.

Demostracién. Primeramente veamos que A y (A +1)~! conmutan. En efecto,
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AA+D ' = AN A+D) T = (A+DA D) T = @+A !
A+DTA=1+A) A )T = (A (A+D ) = @+AT) !
Del mismo modo demostramos que A y (A + pI)~! conmutan. Finalmente veamos

que (pI —A)(A+pI)~! es simétrica. Para ello veamos que coincide con su trans-
puesta.

(PL—A)(A+pD) ") = (A+pD) " (pI-A) = p(A+pI) ' — (A+pD)~'A
=p(A+pD) " —AA+pI) ! = (pI—A)(A+pI)~!

puesto que si A es simétrica y tambien lo es (A4 pI)~!. W

Ejercicio

En este ejercicio se estudia la velocidad de convergencia del método de direccio-
nes alternadas cuando se utiliza para resolver el sistema de ecuaciones correspon-
diente al problema siguiente: Sea 2 = [0,1] x [0,1] y I su frontera.

—Au=f enQ
u=0 sobrel’

lo que permite compararlo con la velocidad de convergencia del método S.O.R. con
pardmetro 6ptimo. Considerar una malla de N X N cuadrados, con 2 = 1 /N y sean
Ay A; definidas para cada (x,y) € €, UI}, y un vector v(x,y) yy)cq,ur, POT

v(x—h,y) = 2v(x,y) +v(x+hy)

Apv(x,y)=— 2 para y fijo
—h)—2 h
Agv(x,y) = _ vy =h) V;xz»y) VY ER) o fjo

1. Obtener los valores propios de A y Aj.
Solucién: Los valores propios de A que son iguales a los de A, son

4

. o, ihw
Ai= n sin’(—

5)

2. Calcular el valor propio minimo Ay, y el valor propio maximo Ay, de Aj y A
matrices asociadas al método de direcciones alternadas.

Solucién:
4 Tth
Anin = A1 = ﬁ sin’ 7
4 h
Amix = Ay_1 = — cos? =



4.4 Método de direcciones alternadas para resolver problemas elipticos 87

3. Deducir que el radio espectral de la matriz G asociada al método de direcciones
alternadas es

P—A

P+

G:méx‘
l

donde 4; son los valores propios de A| que son iguales a los de Aj.
Indicacién: En este caso las matrices A; y A, conmutan y tienen los mismos
vectores propios.
4. Hallar el valor 6ptimo de p = pgp;.
Solucién: El valor 6ptimo de p es aquel que minimiza la funcién

ip) = mix(| 2L |7 L)y

Considerar las graficas de las funciones

)Lmin_p
— | —_
p—v(p) I)mefp\
y
/Iméxfp

p=ylp)=l7 )

Obtener el minimo buscando el punto de intersecion de las dos graficas. El resul-

tado es Popt =/ lmfna'mé»
5. Deducir que el radio espectral de la matriz G asociada al método de direcciones
alternadas es para p = pg; €s

P(G(pop)) =1 —2mh+O(K*)






Capitulo 5
Ecuaciones hiperbdlicas

Resumen

En este capitulo se estudia el Método de Diferencias Finitas para resolver proble-
mas hiperbdlicos. Se estudiardn brevemente aspectos generales de las ecuaciones
hiperbdlicas de primer orden lineales. En una subseccion estudiamos la resolucién
numérica mediante el Método de Diferencias Finitas de la ecuacion de ondas, que
es un ejemplo de problema hiperbdlico de segundo orden. Nos limitamos también a
analizar un método explicito. La parte principal de este capitulo se dedica a los pro-
blemas hiperbélicos de primer orden no lineales. En particular se requiere introducir
la nocién de solucién débil y algunos resultados de existencia y unicidad de estas
soluciones. Notablemente el problema de valor inicial asociado a una ecuacién hi-
perbdlica no lineal no tiene solucidn tinica requiriendo condiciones adicionales para
asegurar la unicidad, como es la condicién de entropia. Entre todas las soluciones
matematicamente posibles la solucidn entrdpica serd la fisicamente aceptable. Los
métodos numéricos tendrdn que adaptarse a esta situacion y asegurarse que las so-
luciones numéricas obtenidas convergen a la solucién entrdpica.

5.1. Ecuaciones hiperbdlicas lineales de primer orden

Nos limitaremos a ecuaciones en dimension 1 espacial (variable x).

Problema con coeficiente constante

El problema de Cauchy o de valor inicial asociado a una ecuacién hiperbélica de
primer orden lineal con coeficiente constante es : Seaa € R, up : R — R una funcién
dada de variable real a valores reales.

89
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du du
E—i—agzo x€ER, >0 (5.1
u(x,0) =up(x) xeR (5.2)

Vamos a buscar soluciones a este problema. Probamos soluciones de la forma

u(x,t) = v(x—at)

tendremos
%(x,t) =V (x—at).(—a)
%(x,t) =V (x—at)

Si

v:R—>R
¢ —v(&)

es una funcion derivable, entonces cualquier funcién de la forma (x,¢) — v(x — at)
es solucion de la ecuacion diferencial. En efecto,

Vi(x—at)(—a)+av (x—at) =0

Impongamos ahora la condicién inicial: Parat = 0, v(x) = u(x,0) = up(x) VxeR.
De modo que tenemos v = ug. Es decir finalmente

u(x,t) = up(x— at)

es una solucién del problema de Cauchy (5.1)-(5.2), de hecho es la tinica soluci6n.
Vamos a interpretar graficamente esta solucién. Introducimos la nocién de curvas
caracteristicas ( recta en este caso) como las soluciones de la ecuacién diferencial

x:t—x(r)
“_,
dr

Integrando, en este caso como a €s una constante,
x = at + Constante

Las curvas caracteristicas son pues en este caso rectas en el plano x — ¢ de pen-
diente 1/a. Observemos que sobre las caracteristicas la solucién u(x,t) de la ecua-
ci6n diferencial es constante, en efecto, si t — x(f) es la caracteristica la funcién
t — v(t) = u(x(z),t) verifica
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t

u=uo(-1) u=uo(0) u=uo(1) u=uo(2)

x-at=-1

x-at=0
x-at=1

x-at=2

Figura 5.1 Rectas Caracteristicas

dv_8u+3udx_3u+ 814_0
dr ot oxdr  or  Yox

por tanto v(z) = Constante. Esto es algo que podemos también observar directamen-
te a partir de la solucién u(x,7) = ug(x — at).

Problema con coeficiente variable

Consideremos ahora una ecuacién con coeficiente variable. Sea a : x — a(x) € R
una funcién suficientemente regular. El problema de Cauchy se escribe:

u 0

u
EJra(X)E_O xeR, >0 (5.3)
u(x,0) =up(x) xeR (5.4

Introduciendo las curvas caracteristicas,

x:t—x(r)
dx
5= = a(x)

Sobre estas curvas caracteristicas la solucion es constante, en efecto,
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Sobre t — v(t) = u(x(t),t)
di ot Loxdi ot o T

La solucién se puede calcular siguiendo las curvas caracteristicas.

u=uo(-1) u=uo(0) u=uo(1) u=uo(2)

Figura 5.2 Curvas Caracteristicas

Problema con coeficiente variable en forma conservativa

De manera mds general podemos considerar la ecuacién con coeficiente variable
en forma conservativa, es decir, el coeficiente estd bajo el signo de derivacién. El
problema de Cauchy se escribe:

%+%(a(x)u)=o xeER, >0 (5.5)
u(x,0) =up(x) xR (5.6)

Derivando la ecuacién se puede escribir de la forma ,

u du

E —I—a(x)g =—d (x)u
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Si introducimos la nocién de curva caracteristica como las soluciones ¢ — v(t) =
u(x(t),t) de

dx
& aletr)
x(0) = xo

resulta que t — v(r) = u(x(t),t) verifica
dv_ou duds
dt  Jt  Jxdt
du du
= —d' (x(t)u(x(t),1)

En este caso la solucién no es constante sobre las caracteristicas pero puede deter-
minarse resolviendo el sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias siguiente:

dx

RN

x(0) =xo

dv ,
)0

v(0) = uo(xo)

En los tres casos anteriores se observa que la solucién u(x,f) en cualquier punto
(x,7) depende del valor de la solucién inicial up en un dnico punto Xy que serd el
punto de arranque de la caracteristica que pasa por (%,7). Si cambiamos el dato
inicial up, en otros puntos distintos al punto xo pero dejamos fijo uo(xp), la solucién
en (X,7) seguird siendo la misma. El conjunto

D(f,t_) = {XO}

se llama dominio de dependencia del punto (%, 7).

Discontinuidad de los datos, ley de conservacion y solucion
generalizada

En los célculos anteriores asumimos la diferenciabilidad de la solucién u(x,t).
Sin embargo de la observacién realizada segiin la cual la solucién a lo largo de las
curvas caracteristicas depende solo del dnico valor up(xp), resulta claro que la regu-
laridad de u con respecto a la variable x no es imprescindible para la construccién
de u(x,t) a partir de ug(x). Podemos definir una “solucién” de la Ecuacién en De-
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(x,1)

Figura 5.3 Construccion de la solucion sobre la caracteristica

rivadas Parciales aunque uo(x) no sea una funcién regular. En efecto, si ug(x) tiene
una singularidad en algtin punto xp, por ejemplo una discontinuidad en xy o una
discontinuidad de su derivada, resulta que u(x, ) tendré una singularidad del mismo
orden a lo largo de la caracteristica que arranca de x(, pero permanecerd regular a lo
largo de las caracteristicas que arranquen de zonas donde i es regular. Esta es una
propiedad fundamental de las ecuaciones hiperbélicas lineales: Las singularidades
se propagan a lo largo de las caracteristicas

u(x,t)

/

x-at = cte

Figura 5.4 Solucién Generalizada
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Si ug no es diferenciable en algiin punto, entonces u(x,) no es una solucién de
la Ecuacién en Derivadas Parciales, en el sentido cldsico. Sin embargo, esta funcion
satisface la forma integral de la ley de conservacidn de la que proviene y que tie-
ne sentido con datos no regulares. Recordemos que la forma integral tiene mayor
sentido fisico que la propia ecuacién diferencial, la cual ha sido deducida a partir
de la correspondiente ley de conservacion. Tiene pues sentido aceptar esta solucién
de la ley de conservacién como solucién generalizada de la Ecuacién en Derivadas
Parciales. A partir de la Ecuacién en Derivadas Parciales podemos recuperar la ley
de conservacion. En efecto, integrando entre x; y x, en la ecuacién

Ju d

-“ .2 _ R
8t+8x(a(x)u) 0 paraxeR, >0

obtenemos

2 8ud 2 g
X1 8t X1 ax
XD

Exl

;jt/x:cz u(x,t)dx = a(x;)u(xy,t) —a(x)u(xz,t)

(a(x)u)dx=0

u(x,t)dx+a(x)u(xp,t) —alx)u(x;,t) =0

También integrando entre 7] y £,

XD X2 5] o)
/x u(x,tg)dxz/ u(x,tl)dx—k/tl a(x])u(x],z‘)dz‘—/t1 a(xp)u(xy,t)dt (5.7)

1 X1

que se interpreta como la conservacién de una magnitud fisica de la que u(x,7) es
la densidad lineal (cantidad por unidad de longitud) y a(x) es la velocidad de la
materia en cuyo seno se halla la magnitud fisica considerada.

Ejercicio

Sea a(x) = a = constante independiente de x y sea ug(x) una funcién integrable.
Verificar que la funcién u(x,t) = up(x — at) satisface la forma integral de la ley de

conservacion (5.7)).

Solucién
Si llamamos Uy a una primitiva cualquiera de ug, tenemos poniendo y = x — at,

X2 Yo =xp—aty
/ uo(xfatz)dx:/ uo(y)dy
X

1 yi=x1—aty
= UQ(X2 —al‘z) — Uo(x1 —atz)

y también poniendo y = x — afy
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XD Yo =Xy —ary
/ uo(x—atl)dx:/ up(y)dy
X

1 yi=x1—at
=Up(xz —aty) — Up(x; —aty)

y por otra parte poniendo T = x| —at, dT = —adt

Ty=x1—arp

) 15)
/ aup(x) —at)dt = a/ uo(x; —at)dt = 7/ up(t)de
gl

n T1=Xx]—at|

= —U()(X] —atz) +U()(X1 —al‘1)

poniendo T = x, —at, dT = —adt

%) 15 Ty=xp—aty
7/ aug(xy —at)dt = fa/ uo(xz—at)dt:/ uop(t)dt
I

1 Ti=xy—ar
= U()(XQ — al‘z) — Uo(xZ — atl)

y por tanto verificamos

Up(xp — aty) — Up(x; —aty)
= U()(XQ —at]) —U()()Cl —atl) —U()(X] —(llz)+Uo(X1 —at1)+Uo(x2—at2) —UQ(XQ—all)

5.2. Métodos numéricos para problemas hiperbdélicos lineales

Introducimos un mallado en el plano x — ¢ eligiendo un paso 4 segtin la coorde-
nada x que representard habitualmente el espacio y un paso k segtin la coordenada ¢
que normalmente representard el tiempo. Con las notaciones siguientes

xj=jh j=..-101,2,..
th=nk n=0,1,2,..

También resultara util definir

h o1
Xjip =Xj+5 = (j+ E)h
El método de diferencias finitas proporcionara aproximaciones u" de la solucién
u(x;j,t,) en los nodos de la malla. En el desarrollo y estudio de los diferentes méto-
dos para leyes de conservaci6n es preferible interpretar i; como una aproximacion
del valor medio de u(x;,t,) en el intervalo [x;_; /2, X4 2], es decir,

X
S 1 j+1/2

[ u(x,t,)dx

Xj-1/2

Esta interpretacion es natural pues si escribimos la ley de conservacién en forma
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t

tn

t

Figura 5.5 Malla de diferencias finitas

Xj-1/2 Xj+1/2

Figura 5.6 Detalle de la malla en x

integral este término es el que aparece. En efecto, integrando entre [x;_ /2% 41 /2]

du du

E‘Faa =0

resulta

d [*ji+12
E/ u(x,t)dx+alu(xjy,t) —u(xj_1/2,t)] =0
Xj—1/2

dividiendo por &
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d 1 [%ji+1)2
dt“h Jy,

j—1/2

M(Xj+1/2,t) —M(Xj,l/z,[)

=0
h

u(x,t)dx) +a

Como valores iniciales, a partir de ug(x) definiremos u(j’ tomando valores puntuales
up(x;) o mejor valores medios

MQ:l Xjt1/2
I h xi
j—1/2

uo(x)dx

Es también conveniente considerar la aproximacién definida en todos los puntos del
plano x —¢,

upr(x,t) =uj V(x,1) € [x;j_1/2,Xj41/2] X [tnstn41]

En la préctica tendremos que trabajar en un intervalo acotado [¢,d] C R y necesita-
remos condiciones de contorno apropiadas en ¢ y/o d. Un caso sencillo se presenta
cuando imponemos condiciones de contorno periddicas,

u(e,t) =u(d,t) t>0

Este caso es equivalente a un problema de Cauchy con condicién inicial periddica.
Como la solucién permanece periddica solo necesitaremos calcular lo que ocurre en
un periodo.

Uo(X)

Figura 5.7 Valor Inicial Periddico

5.2.1. Métodos Numéricos para Problemas hiperbdélicos lineales
de primer orden

Consideraremos primero el problema de Cauchy en dimensién uno espacial
G.D-G2
du  du
—+a—=0 xeR,t>0
g a0 !
u(x,0) =up(x) xeR

Algunos ejemplos de esquemas numéricos explicitos para este problema son:
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= Euler Central

k
W =l = (]~ ) (5.8)

L

Figura 5.8 Molécula del método de Euler Central

Este método es inestable.
» Euler descentrado a izquierda.

k
oy =) alul i) (5.9)

Figura 5.9 Molécula del método de Euler Descentrado a izquierda

= Euler descentrado a derecha.

uit =uli— —a(u}yy —uf) (5.10)
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Figura 5.10 Molécula del método de Euler Descentrado a derecha

= Lax-Friedrichs.

“j+1 - 5(”1—1 +uf ) — ﬂa(“m — 1) G.11)

N\

Figura 5.11 Molécula del método de Lax-Friedrichs

= Leapfrog.

k n
uit =uf _Ea("‘?ﬂ_”;—l) (5.12)

Figura 5.12 Molécula del método Leapfrog

= Lax-Wendroff
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2
+1 __ 2
uit =~ ﬂa(u'}ﬂ —u} )+ 22 (g —2u+uf_y) (5.13)
Figura 5.13 Molécula del método de Lax-Wendroff
= Beam-Warming
k2

k
Wttt =y — Sra(Bu; —4ui_ +uf_,) +

] 17 2n @ (=2t +uf ) (5.14)

202

]

Figura 5.14 Molécula del método Beam-Warming

Los métodos anteriores salvo el método Leapfrog son métodos de un paso que se

pueden escribir de la forma

un+l _ H(Mn)
donde u"*! representa el vector (1474rl ) j=..,—1,0,1,... de los valores aproximados en el
instante #, ;. Mas precisamente podemos escribirlos de la forma

W = H )
por ejemplo, para el método de Lax-Friedrichs
H(unv J) = H(ul}—lv u’}a u’]'+1)
que es un método de 3 puntos explicito.

Definicion 5.1 Un método de 21 + 1 puntos, de 1 paso, explicito es un método que
se puede escribir de la forma

W =HW ) n>0 jET (5.15)
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donde H : R**1 — R es una funcién continua de 21 + 1 variables.
O bien utilizando funciones constantes a trozos

u(x,t +k)=H(u(x—1h,t),...,u(x+1h,1)) (5.16)
Definicion 5.2 Un método numérico de la forma es lineal si verifica
H(ou" + pv') = aH ")+ BH(u") (5.17)
es decir, de la forma

i=l
n+l __ N .
u; —.E Cillj n>0,jeZ

i=—1

Los métodos anteriores son todos lineales. Si nos limitamos a un intervalo acotado
de R (completando el problema con adecuadas condiciones de contorno) un método
lineal lo podemos expresar de la forma

unJrl = Hu"

donde H es una matriz. Por ejemplo en el caso del método de Lax-Friedrichs tene-
mos

i 1 0 07

1 ak 1 ak
3t 02—% 0

_ 1 k 1 k

H= R (U
1 k 1 k
0 s+5 05-%
0 o 1]

donde hemos tenido en cuenta que en la practica se trabaja en un intervalo acotado
de R de modo que el indice j € [Jmi,Jmix]- En la matriz anterior la primera fila
y la ultima corresponden a las condiciones de contorno en x; .y en x; .y que
dependeran de cada problema concreto.

Designaremos mediante

e’}:u(xj,t,l)—u? (5.18)

al error puntual o bien utilizando funciones constantes a trozos
Eppn(x,1) = u(x,t) — ug p(x,1) (5.19)

El error global se medira utilizando diversas normas, p.e., para el error puntual

le"|ly =hY_e]]
J
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donde el sumatorio estd limitado en la practica a un ndmero finito de valores de ;.
Para errores utilizando funciones constantes a trozos

Wl = [ wolax

con la norma |[.||; el error se expresa

[Exn (1)1 :[ |Epen(x,1)| dx

o bien podremos utilizar otras normas como,

Wl =( vo)Rdn /2

» = Max
¥/l = méx ()

aunque esta tltima puede dar indicaciones erréneas acerca de la validez de los méto-
dos.
A continuacién supondremos siempre que A = k/h = Constante.

Definicion 5.3 Un método es de orden p si existe una constante C independiente de
k (y por lo tanto también de h) tal que

E(,0)]] < CK
Definicion 5.4 Para un esquema de la forma
u(x,t +k)=H(u(x—1h,t),...,u(x+1h,1))
el error de consistencia es

WALQ:%WQJ+@7H@@7Hmme@+MﬁH (5.20)

Diremos que el método es consistente si para una determinada norma ||.||, se tiene

[T n(,2)]] =0
cuando h,k — 0 para todo valor de t

Ya que elegimos % y k de manera que A = h/k es constante, bastard poner || (.,#)|| —
0 cuando k — 0 para todo ¢.

Definicion 5.5 Diremos que un método es estable si para cada T existe una cons-
tante C > 0y un valor ky > 0 tal que

H||<C Vnk<T k<ko (5.21)
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mds precisamente, existe &¢ > 0 tal que y un valor ky > 0 tal que

|H||<1+ok VYrk<T k<ko (5.22)
Si un método verifica (5.22)), entonces

[[H"|] < (1+ k)" < e < 0T

para todo k y n. Para el andlisis de los métodos lineales seguimos el procedimiento
utilizado en los capitulos anteriores para los problemas parabdlicos y elipticos. Re-
tomemos aquel marco en el contexto de los problemas hiperbdlicos. Los problemas
hiperbdlicos requieren, como veremos, un andlisis diferenciado cuando se trata de
problemas lineales o de problemas no lineales. Consideramos en esta subseccion los
problemas hiperbdlicos lineales. Precisemos algunos conceptos.

La convergencia es el resultado del siguiente teorema de convergencia, conocido
habitualmente como teorema de Lax, que hemos venido utilizando en los capitulos
anteriores.

Teorema 5.1 Un método lineal y consistente es estable si y solo si es convergente.

Demostracion. Demostraremos que si un método lineal y consistente es estable en-
tonces es convergente. Tenemos

= Hu' + kTt

Llamemos &" = (...u(x — h,ty),u(x,t,),u(x+ h,ty),...u(x + jh,t,),...) al vector co-
rrespondiente a la solucion exacta en el instante #,,, y ¢” = " — u" al error en el paso
n. Tendremos si el método es consistente con error de consistencia " en el paso n

en+1 :Hen +kT"
aplicando recursivamente la anterior relacién paran=1,...n—1
n—1
el = HneO e Z anlfll.l
1=0
tomando normas y mayorando

n—1

0 —1-1 )

™| < [IE |1l +k Y [1E" 7]
1=0

< T[]+ Te*" mix||2'|| = e*T[|e’||  cuando k — 0

Finalmente si ||e°|| — 0 cuando h = k/A — 0, tendremos

[le"|| =0 cuandok — 0
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Vamos a estudiar la convergencia de alguno de los métodos anteriores.

Andlisis Numérico del método de Lax-Friedrichs para problemas
lineales

Consistencia

Suponemos A = k/h = Constante. El esquema de Lax-Friedrichs (5.11)) se puede
escribir de la forma

1 1 1
2 (”7“ - 5(”?71 + ”?H)) + ﬂa(”?H —uj)=0

reemplazando por la solucién exacta

%(u(x,t—i—k) - %(u(x—h,t)+u(x+h,t))) a(u(+ht) —u(x— 1)) = 7 (x,1)

1
2h

Desarrollando cada término en serie de Taylor en un entorno de u(x,?)

TR
—%(u—hg”+h—;§—:—§g33+ﬁ(h4)+ +h? }122322—5—}53334-6”(}14)))
?; + ’; gt;‘ o(2) - %23%‘ +ont) +aa%‘ )

donde hemos tenido en cuenta que A = k/h es constante. En consecuencia el error
de consistencia es

(1) = 2((9;2 o2

)Jrﬁ(kz) —0 cuandok —0

Estabilidad

Una condicién necesaria y suficiente de estabilidad para el método de Lax-
Friedrichs es

|%k\ <1 (5.23)

Esta condicién se conoce como la condiciéon C.F.L. (Courant-Friedrichs-Lewy).
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Demostremos la suficiencia. Utilizaremos la norma ||.||;. Tomando normas en
(5-11) y mayorando
1 ak

"“H—hZWHw—mz g 214 Ly
h
§(Z| j+1|+Z| /—1|)

Si |%| <l1,-1< % < 1, entonces

ak

1+—>0
+h
ak
1-—>0
h

y los términos entre paréntesis pueden salir del valor absoluto y del sumatorio que-
dando

h
< 3 (-5 ZmHH1+ Zmu)
1 ak ak
=ja—ﬁwmwu+;wmgzwm

Convergencia

Si se cumple la condici6n de estabilidad (5.23) el método de Lax-Friedrichs es
convergente de orden p = 1. En efecto, el error ¢} = u(xj,tn) — u'j verifica

1 k
n 1
,+ 2( Toitei) — h a(el, ) —e}_y) +kt}

donde hemos puesto T}’ = Ti(x;,1,). El anterior resultado de estabilidad proporciona
para el error la estimacion

lle"Hln < [le” |11+l

Aplicando recursivamente esta expresion, y para n tal que kn < T

n—1
eIl < 1l +k Y N7l < [l + 7 max [|7']];
=0 [=0,...,n—1

Si el error inicial ||e°||; — 0 cuando & = k/A — 0
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lle" [ §\|eo||1+Tl 5na’1x 1\|17[H1—>0 cuando k — 0
=U,..,n—

Ejemplo
Aplicamos el método de Lax-Friedrichs al problema (5.1)-(5.2)

du  Jdu

A R
at+“ax 0 xeR, >0
u(x,0) =up(x) xeR

1 si x<0
uo(x)z{ )

con ugy dado por

0 si x>0

Los datos sona =1, h=0.01 y k = 0.001. De modo que A = 0.1. Se ha resuelto el
problema en x € [—2.5,2.5] de modo que los valores en los extremos no se ven afec-
tados por la solucién para ¢ € [0, 1]. La solucidn para distintos tiempos se representa

en la figura (5.13)
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Solution

0.9 -

0.8 -

0.6 - q

04 q

0.3 b

0.1 b

Figura 5.15 Solucién numérica con el método de Lax-Friedrichs en distintos tiempos
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1 Exact Solution vs Numerical Solution
T T T T T

Exact Solution
Lax-Friedrics Solution

0.9 -

0.8 - q

0.7 + Exact and Numerical solution i
at time t=0.5

04 q

0.3 b

0.2 B

-25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

Figura 5.16 Solucidn exacta vs solucion obtenida con el método de Lax-Friedrichs
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En la figura (5.16) comparamos la solucién exacta u(.,0.5) en el instante t=0.5
con la solucién numérica obtenida mediante el método de Lax-Friedrichs 1>%.
Vamos a estudiar més detalladamente el error de consistencia en el método de
Lax-Friedrichs. Derivando con respecto al tiempo la ecuacién (5.1)
0%u 2%u d du, 0%u

= =—as—=—=—a=(=")=a
o012 dtox 3x( ot ) ox?
Podemos escribir el error de consistencia como

k 0%u K2 0%
)= \—%— ——= 7 k2
Tk(xv ) 2(81‘2 2 &x2)+ ( )
k, , h d%u )
=—(a"— =)=+ 0k
2(a k2)3x2+ ()
W okra? %u 5
= —(— — ] _—
2k( h? >8x2 +O(k)
Si consideramos la ecuacion modificada

ou  du K kKa® 9%u
S tas = (1= —5)55 =0

ot ox 2k h? 7 ox

podemos observar que el esqema de Lax-Friedrichs es una aproximacion de ésta con

un error de consistencia de orden p = 2. De hecho la solucién de

@—F Q DLZM_O
o Yox Toe T

con s ) 5
h k“a
D=5=7%)

esta bien definida si D > 0. Precisamente ésta es la condicion de estabilidad.

Ejercicio

1. Aplicar el método de Lax-Friedrichs al problema (5.1)-(5.2) con la condicién

inicial u( dada por

Lt()(x) — e(fxz/0.0l)
y parametros del problema dados pora =1, 7= 0.01 y k = 0.001. De modo que
A =0.1.

2. Con la misma solucioén inicial que en el apartdao anterior pero con los pardmetros
pardmetros del problema dados por a =1, h = 0.001 y k = 0.001. De modo que
A=1

3. Interpretar los resultados en los dos casos anteriores. ;Porqué, salvo errores de
redondeo, se obtiene la soluciéon exactaen el caso A = 1?
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Resultados numéricos

Solution
1 T
— =0
— 1=0.2
09 t=0.4 ||
— t=0.6
— 1=0.8
0.8 - =1 |
0.7 - B
0.6 B
D051 i
0.4+ B
0.3 B
0.2 4
0.1 B
o ! ! ! ! . .
25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25
X

Figura 5.17 Solucién numérica con el método de Lax-Friedrichs en distintos tiempos, A = 0.1
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Solution

1 T —=

t=0.4
— 1=0.6
e 10,8

e =1,

0.7 - b

0.6 - q

04 q

0.1 b

-25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

Figura 5.18 Solucién numérica con el método de Lax-Friedrichs en distintos tiempos, A = 1
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Andlisis Numérico del método de Lax-Wendroff para problemas
lineales

Consistencia
Vamos a probar que el método de Lax-Wendroff es consistente de orden 2 con la
ecuacion

ou  ou
ot “ox

y es consistente de orden 3 con la ecuacién

a Yox "6 29

El método de Lax-Wendroff estd basado en el desarrollo de Taylor

w(x, 0 +k) = ule, 1) ko (x,0) + Sk =g
y en la observacion segtn la cual de
al/{ u
Mot =—aZl(xt
o 1) = mag D)
se deduce
%u 9%u 9 ou,

El desarrollo de Taylor anterior se transforma en

du 1
u(x,t +k) = u(x,1) —ka— (x,1) + =k*a®> = + ...
(1 4+K) = ulxyr) — ka5 () + 5K S
El esquema de Lax-Wendroff se obtiene al retener los tres primeros términos y uti-
lizar diferencias centrales para aproximar las derivadas respecto a x.
El error de consistencia es:
_u(x,t+k)—u(xt) a

T(x,7) = . —I—E(u(x—&-hJ)—u(x—h,t))

— (u(x+h,t) = 2u(x,t) + u(x— h,t)) (5.25)

El desarrollo de Taylor de estos términos nos proporciona los restos
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W) ulen) _u kP B
k - at (xat)+2 atz (x’t)+ 6 8t3 (xat)+ﬁ(k)
u(x+h,t) —u(u(x—h,t du h* d3u
b e ht) 9y B )+ o)
u(x+h,t)—2ulx,t) +u(u(x—nh,t %u h? 9*u
D Z B D) Tl T )+ o)
Sustituyendo en (5.23))
U= T T 29 T g s
+ﬁ873u( ,),ﬂai“( ,),azkhziu( )
6 o VT T 9 T T 9
+O0(K) + O0(h*)+ O (h*)

teniendo en cuenta (5.24) y que la solucién exacta verifica la ecuacién

k2 9%u ah? d3u

‘L'(x,t) = gw(x,t)‘i'?ﬁ(.x,t)‘f'ﬁ(khz)

Derivando una vez mds con respecto al tiempo en (5.24)
u _ 2 92 (@) P u
ar dx2" ot ox3
de modo que podemos expresar el error de consistencia como

2 212 53
ah ak ﬂ+ﬁ(k3)

T(x,t) = ?( - 7)8)63

Por lo tanto el esquema de Lax-Wendroff es consistente de orden 2 con la ecuacion

ou  ou
ot Yox

y es consistente de orden 3 con la ecuacién

du N du N ahz( a*k? ) u
R Wl ) Bt Yo
ot dx 6 h? 7 9x3
Las ecuaciones del tipo
du  du u

o Thox THoa

se llaman dispersivas y la solucién presenta oscilaciones.
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Estabilidad

Utilizaremos el método de Von-Neumann. Resultara cémodo trabajar con fun-
ciones constantes a trozos en L?>(R) y analizar la estabilidad en la norma

W= ([ peoPax'?

Con funciones constantes a trozos un paso del esquema de Lax-Wendroff se escribe
poniendo A = %“

2

"™ (x) = (x) — %(u”(x—kh) —u"(x—h))—!—%(u”(x—kh) —2u"(x)+u"(x—h))

La condicién de estabilidad es

lu"||l2 < Cllu’ll2 ¥n>0

Ahora la transformada de Fourier en L?(R) definida por

3(E) = — .wefixgvx X
(6= = [ e

es una isometria de L>(R) en L*(R), es decir ||9||» = | |v||». Aplicado la transformada
de Fourier a los términos del esquema de Lax-Wendroff resulta

(&) = G(E)" (&)
donde G(&) es
6E) = 1= (e =)~ T (o )
= 1—2%(1—cos(h&) — iAsin(hé)

G(&) es el llamado factor de amplificacién y la condicién de estabilidad conocida
como condicién de Von-Neumann es

GEE)| <1 VEER (5.26)

En el caso del esquema de Lax-Wendroff (5.13) tendremos

Teorema 5.2 El esquema de Lax-Wendroff es L* (R)-estable si y solo si se verifica
la condicion

A="1
h<

Demostracién. En efecto, calculemos |G(&)|?.
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G(E)]2 = (1—/12(1—cos(hg))2+/12sin2(h<§)
= 1—-222(1 —cos(h&)) + A* (1 —cos(h&))” + A2(1 — cos? (hE))
=1-2A%+2A%cos(h&) +A*(1 —cos(hE))? + A2 — A% cos? (h&)
=1—2A%(1—2cos(h&)+cos*(hE)) + A*(1 —cos(h&))?
=1—2A2(1—cos(h&))* + A*(1 —cos(hé))?
=1-A%(1-A%)(1 —cos(h&))* >0

Finalmente la condicién de estabilidad (5.26) se traduce en

1-A2>0 < A:%"gl

que es la condicién C.FL..

Hasta aqui se ha probado que la condicién es suficiente para la estabilidad.
Para ver que la condicién es necesaria para la estabilidad basta ver que si no
se cumple la condicién C.E.L., es decir si A = k,—f > 1 entonces |[u"||; — oo para
algtin valor inicial u°, o lo que es lo mismo, ||i#"||, — oo para algtin valor inicial °.
Supongamos pues A = %‘* > 1,

" = G (&)
y tomando mddulos
" = |G(&)["]a°|
Para h& # 2mm, m = 0,1,2,..., |G(E)]?> = 1 — A%(1 — A?)(1 —cos(hE))? > 1 si
A > 1. Eligiendo #° de modo que su soporte no contenga a 2mm, m = 0,1,2, ...

tendremos

G(&)] = (J1 = A7(1=2%)(1 —cos(h§))*|)!* = n > 1

y finalmente en los puntos & del soporte de #°
|@"(§)| = G(E)["a°(§)| =n" = o cuandon — e
de donde tomando la norma en L2(R)

~n

[|#"||2 = e cuandon — oo
y por tanto

[|u"||2 — e cuandon — o
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Convergencia

La convergencia es consecuencia inmediata del teorema de Lax.

Ejercicio
Aplicar el método de Lax-Wendroff para resolver el problema (5.1)-(5.2) con ug

dado por
) 1 si x<0
up(x) =
0 0 si x>0

Solucion

Los datos sona =1, h=0.01 y k = 0.001. De modo que A = 0.1. Se ha resuel-
to el problema en x € [—2.5,2.5] de modo que los valores en los extremos no se
ven afectados por la solucién para ¢ € [0, 1]. La solucién para distintos tiempos se
representa en la figura (5.19)
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Solution
1.4 T

0.6 - b

04r B

02 4

-2.5 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

Figura 5.19 Solucién numérica con el método de Lax-Wendroff en distintos tiempos

En la figura (5.20) comparamos la solucién exacta u(.,0.5) en el instante t=0.5
con la solucién numérica obtenida mediante el método de Lax-Wendroff 7%,
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Exact Solution vs Numerical Solution
T T T T T

14

Exact Solution
Lax-Wendroff Solution

1.2 B

0.8 - b

=) Exact and Numerical Solution
at time 0.5
0.6 B

-2.5 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

x

Figura 5.20 Solucidn exacta vs solucion obtenida con el método de Lax-Wendroff

Ejercicio

1. Aplicar el método de Lax-Wendroff al problema (5.1)-(3.2) con la condicién
inicial u(y dada por
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2
uo ()C) _ e(*)» /0.01)

y pardmetros del problema dados por a =1, h =0.01 y k = 0.001. De modo que
A =0.1.

2. Con la misma solucién inicial que en el apartado anterior pero con los pardmetros
parametros del problema dados por a =1, h = 0.001 y £ = 0.001. De modo que
A=1

3. Interpretar los resultados en los dos caso anteriores.

Ejercicio

1. Demostrar que el método de Euler central es inestable.
Indicacién
Analizar la estabilidad en L?(R) mediante el método de Fourier y el criterio de
Von-Neumann.

2. Analizar la consistencia y estabilidad de los métodos de Euler descentrados.

5.2.2. Meétodos Numéricos para Problemas hiperbolicos lineales
de segundo orden

El ejemplo mds inmediato de un problema hiperbdlico de segundo orden es la
ecuacion de una cuerda vibrante. Si suponemos esta cuerda sujeta por sus extremos,
como por ejemplo la cuerda de un violin el problema que los describe es

Pu_ 0

T (5.27)
u(0,t) =u(1,t) =0 parar€[0,T] (5.28)
u(x,0) =f(x) enxe(0,1) (5.29)
%(x,O) =g(x) enxe(0,1) (5.30)

Hemos supuesto sin perder generalidad que la longitud de la cuerda es L = 1. Para
una cuerda de longitud finita es preciso dar las condiciones en los extremos de la
cuerda (condiciones de contorno). Puesto que la ecuacién es de segundo orden en
la variable ¢ (tiempo) se necesitan dos condiciones iniciales para tener determinado
la solucién, por lo que suponemos conocido el valor de u(.,0) (desplazamiento ini-
cial) y el de %(.,0) (velocidad inicial). La ecuacion, las condiciones de contorno
y las condiciones iniciales permiten asegurar la existencia y unicidad de solucién
del problema. c es un parametro fisico, relacionado con las propiedades fisicas de
la cuerda, concretamente ¢ = 2 donde © es la tension de la cuerda y p la densidad

)
longitudinal de la misma.
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Vamos a construir un Método de Diferencias Finitas para resolver (3.27)-(5.28)-
(5-29)-(5-30). Consideramos como en la seccién (I.2) en el plano x — ¢ un rectdngu-
lo [0,1] X [0,T] y una malla de diferencias finitas como la de la figura con
los pardmetros i y k correspondientes representando el tamafio de la malla en las
direcciones x y ¢ respectivamente. Con las mismas notaciones de la seccién (T.2)),
u"t representard una aproximacion del valor exacto de la solucién u del problema
- en este punto, es decir u} ~ u(x;,#,) conx; = jhy t, = nk. Para
cada valor de n tenemos definido un vector u" = (uf,uj, ...,u};) € RM en el espacio
euclideo M-dimensional. Un Método de Diferencias Finitas para resolver el proble-
ma anterior es

0O} = P(A)u} j=1,...M:n>0 (5.31)
uy=upy, 1 =0 n>0 (5.32)
W =f(x;) j=1,...M (5.33)
u}—u;l )

=8y j=1..M (5.34)

La ecuacion (5.31)) desarrollada se escribe

W 2u + u;kl

no g
j _ 2t 2uj+

k2 h?

(5.35)

La ecuaci6n (5.34) necesita una aclaracién. En principio la solucién exacta no
estd definida para ¢t < 0 de modo que debemos aclarar como determinar el valor de
u;l. Para aproximar la condicién inicial (5.34) extendemos la solucién para valores
t < 0. Al imponer las condiciones iniciales mediante (5.33) y (5.34) obtenemos un
sistema de dos ecuaciones con tres incognitas ujfl, u(J) y u} La ecuacién en diferen-
cias finitas (5.33)) proporciona una tercera ecuacion

272

., Ck
;! +?(u(}+1 —2uf+ul ) (5.36)

El término u;l se puede eliminar de lb y ll y podemos obtener u} ya que

conocemos u?. El valor de u} es

1 _ 0
uj—2uj u

1 0 Ky 0, 0

De esta manera la aproximacién (5.34) de la condicién inicial (5.30) es consistente
de orden & (k*) como se indica a continuacién.
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Consistencia

Sustituyendo en los términos de la expresién la solucion exacta de (5.27)-
(5.28)-(5.29)-(5.30) y utilizando el desarrollo de Taylor vemos que el error de con-
sistencia es del orden ¢&'(h?) + € (k?). Del mismo modo sustituyendo la solucién
exacta en (5.34) tenemos también que el orden de consistencia con respecto a la
ecuacion es también de orden &' (k?).

Estabilidad 1

Una vez obtenido u;l y u(} la solucion u’; para n = 1,2, ... se obtiene aplicando
recursivamente

n+1
J

AN n—1 2 n n n
que podemos expresar matricialmente de la forma

=2 = — AW (5.37)

272 . T
donde u* = Ch—]z‘ y A es la matriz tridiagonal

2-1... ... 0
-1 2... .. 0
A=
-1
0 0...-1 2

Sean (B, wp), p =1,...,M los correspondiente pares de valores propios y vec-
tores propios de A. Expresando «"*!, u" y u"~! en funcién de la base ortogonal de
vectores propios tenemos

unJrl _ Zpl(JnJrl)WP

P
no__ (n)
W'=Y p," " wp

p

un_l = Zpl(,n_l)wp
P

Au = Zp,(,n)ﬁpwp
P

la expresion (5.37) se escribe
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(n+1) . (n) (n—1) 2 (n)
Yoo wp=2Y 0 W= Y P Wy — 1Y By W
p p p p

y teniendo en cuenta que la ortogonalidad de la base de vectores propios resulta para
cada valor de p

n+1 n n—1 n
pyt =2p5" —pir Y — 2B,y (5.38)
La ecuacién (5.38)) es una ecuacion en diferencias homogénea para cada p. Buscare-
i5.38

mos soluciones del tipo pz(,") = r". Entonces sustituyendo en (
por r

) y multiplicando

P—(Q2-u*B)r+1=0
Las soluciones son

_2-p?ByE /(22— pBy)* -4

r4 3

Llamando o, = —u?B,

24+0,+/(2+0,)°—4
:t:

> (5.39)

La solucién general de la ecuacion en diferencias es una combinacion lineal de r4
yr_.

Soluciones complejas conjugadas

Si —2 <2+ 0, < 2 las dos soluciones son complejas conjugadas y por tanto del
mismo mdédulo cuyo valor es la unidad, en efecto

(2+0,)? N 4—(2+0,)?

-1
4 4

y tenemos estabilidad. La condicién de estabilidad se traduce en
—2<2-u*B,<2 Vp=1,..M
es decir
0<p’B,<4 Vp=1,..M

La primera desigualdad se cumple siempre pues 3, > 0. Teniendo en cuenta que
By =2(1 —cos(hpr)), el mayor valor de B, corresponde a By para el cual tenemos
Bum < 4, de modo que la condicién de estabilidad es

pr<1

es decir
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que es la condiciéon C.F.L.

Soluciones reales simples Si2 <2+ 0, < —2, las raices son reales con producto
igual a 1. De modo que una de ellas serd mayor que 1 en valor absoluto dando lugar
a un comportamiento inestable.

Solucién real doble

Este caso no se puede dar. En efecto, si 6, +2 = 2, deberia ocurrir que — u? By =
0 pero esto no sucede ya que 8, >0 Vp.

Ejercicio

Calcular la solucién de (5.31)-(5.32)-(5.33)-(5.34).

Solucion

La solucion general de la ecuacion en diferencias para dos raices complejas con-
jugadas del polinomio caracteristico son (el médulo hemos visto que es igual 1)

p;") =Apcos(nd,) + B,sin(nd,)

v/ (2+0,)2—4 .y P
donde ¥, = arctan <7"). La solucién en el paso n serd
p 2+Gp

u' = Zp,(,”)wp =Y (A, cos(n®,) +B,sin(nd,)) w,
P P

Para calcular A, y B), utilizamos las condiciones de contorno, es decir los valores
de u® y u'. Tendremos por una parte para n = 0

W =)y = (FE) L =Y Apwp
D

Multiplicando escalarmente por w,

1
(”Oawq) = ZAP(Wqu) = EAq
P

de donde
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Ay = 2(u®, wg) = ZhZu?wq,j = ZhZu(} sin(jhng)
J J
=21 f(x;)sin(jhnq)
J

Por otra parte para calcular B, utilizamos u'

u = (u;)jjwzl

(', wq) =Y ((Apcos®, + B, sind,)wp, wy)
p

1 1
= EAq cos ¥y + EBq sin ¥,

Sustituyendo el valor de A,

(u' —uPcosVy,w,)  2h T o
B,=2 Y == 5 zj:(uj — ujcos ¥y sin(jhnq)

2
23 (7)1~ cos 0y) k() + o (F(eyo) 27 (5) + £xj 1)) ) sinjhmg)
J

sin v,

Estabilidad 11 y Convergencia

Con el objetivo de demostrar la convergencia del método necesitamos realizar un
andlisis de la estabilidad del problema no homogéneo. Para ello serd util reformu-
lar el problema (5.27)-(5.28)-(5.29)-(5.30) como un sistema de primer orden en la
variable ¢ de la siguiente forma

du

s (5.40)
82 o zazu

o (5.41)
u(0,t) =u(1,t) =0 parar€[0,T] (5.42)
u(x,0) = f(x) enxe(0,1) (5.43)
z(x,0) =g(x) enxe (0,1) (5.44)

Mediante el desarrollo de Taylor, teniendo en cuenta (5.27))



126 5 Ecuaciones hiperbdlicas

u(xj,ty+k)—u(xj,t,) Ju c*k  0%u 2

/ k / :E(xjatn)—’— (a 2(xjatn))+ﬁ(k )

du Glulxj—h,ty) —2u(x;,t,) +u(x; +h,t,
:E(xjﬁn)‘i‘j & ) (hJZ ) ul; )+ﬁ(k2)+ﬁ(kh2)

Por otra parte desarrollando en serie Taylor z(x,7, + k) en un entorno de (x,,) y
z(x,t,) en un entorno de z(x,#, + k) y restando se obtiene

2(xj,tn+k) —z(xj,te) 102 dz,
k 72(8t(x””+k) 8t(x”t”))

5 5
(555 Cxivta) = 523 (ita+ 1)) + OG%)

(‘; (ot +K) + gt (xj,1)) + O (k)

2 ru(x;—hoty +k) — 2u(xj by + k) +u(x;+ hyty +k)
3( 2
u(xj—h,ty) —2u(xj,t,) +u(xj+h,t,)

h2

+

= B

[

+

)+ o)+ o)

En consecuencia el esquema numérico se escribe

Wy ey —2uj+ul
o - S = hz It (5.45)
1 1 1
Z:’H z';“ _ é ;‘ 1 72u +u L u;‘fl —2u;5+ +u;5jr”l (5.46)
k 2 h2 h? '
uy = py 1 =0 547
u) = f(x;) (5.48)
0 =g(x)) (5.49)
(5.50)
Observando que u =2+ U= it —un) u ~1) y utilizando

(ut —
(5-46) obtenemos el esquema m m m m

Poniendo u" = (u J)j, j=1.My7" =(z J)j, j=1,...,M el esquema anterior
se escribe con notacion matricial y reordenando términos

k2
un+] :u”—EAhu"—ﬁ-an (551)
k
Zn+1 — E(AhurHrl + Apu) (5.52)
W = () =1 (5:33)

2= (g(x})j=1,..m (5.54)
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donde aqui A, es la matriz

2-1... ...
2 2 -1 2.....
0 0...-1

Consideremos ahora los errores € = u(x;,t,) —u'} y d} = z(x;,1y) —
(e;?)j, j=1.Myd"' = (d}?)j, j=1,...,M tendremos

2

k
M= — EAhe” +kd" + Ke"

k2
A"l =d"— = (A" + Ape”) + k"

127

z’}. Para ¢" =

donde €7 y n;‘ son términos de orden @ (k> 4 h*) que son errores de consistencia.

Utilizando los valores propios y los vectores propios de Ay, B, =

hzﬁn _ZC (

cos(277:p)) y wp (que son los mismos vectores propios de A) podemos expresar los
vectores anteriores en funcion de sus componentes en la base de los vectores propios

wp. Para p=1,...,M llamemos a estas componentes

p

el =el — ﬁhpe + kd}y + K€}

dz+l — d; _ E(ﬁ/’l,pen+l +ﬁh,pen) +k77;

sustituyendo en la seguna ecuacién el valor de eﬁ“

k2
+1 __ 2
eyt = (1= Bup)ey +kdy + ke
kzﬁhp

e, = (€', wp), dy = (d",wp), &, = (", wp), M, =

P
KBy
d;l)—Fl — 7th7p(1 _ T’p

Poniendo 6, = /Byk

+1 62
¢ 1-2) 8 %
dn+1 — d"
)4 62 62 p

VBl [me0-2) -2 [VB

Utilizando la siguiente notacién vectorial

)+ (1= —L)dy —
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o 6,
. . p (1- 7) 6p
Xt=| d | B(6,)= , ,
62 02
V/Bnp —6p(1-—) (1-+)
10 ke
D,(6,) = 0, E; = n,’Z

la relacion de recurrencia se escribe
X;‘H =B(6,)X, +kD(6,)E, p=1,..M
y aplicando recursivamente la expresion anterior
0., % pimi-1 I
X! =B"(6,)X) +kY BN (6,)D(6,)E, p=1,...M
1=0
de donde

n—1
X5 < [[B"(6,)[|-1Xp | +& Y [B"'~"(6,)[|.ID(B)I.IE,| p=1..sM
1=0

Aqui |.| es la norma euclidea en R? y ||.|| la correspondiente norma matricial
euclidea. Tomando ahora la norma euclidea en RM

M 12 M n1/2
(X X177 < sup [IB"(6,)[1(} 1X)1°)
p=0 1<p<Mm p=0

n—1 M
+k Y (sup (BB LIDEIN (X ER)) (559
1=0 ‘1<p<M p=0

Por otra parte tenemos,

|dlp1|2 ) 1/2
Bh,p

y también existe un constante ¢; > 0 independiente de # tal que

2
lep| < X5 = (lejI* +

Brp > Bui > c*A >0

L. . 2 L, .
donde A, es el minimo valor propio del operador — 57 Mais precisamente en el caso
de la matriz A, tenemos

¢ 2 2 4
Bri = 2]17(1 —cos(mh)) = 2}7((”;1) B (Zh’)

+0(h°)) > *a* >0
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para 0 < h < 1. De donde existe una constante c¢; independiente de & tal que
2 241/2
Xp| < ci(lep?+1dy )"

y finalmente para la norma euclidea
M
12 1 12
le"l| = hz| <3 (3, P <l +llal)

donde hemos utilizado que para la norma euclidea de un vector v, si (v,), son las
componentes en la base de vectores propios {w,},

HVH2 ):vap»quwq Z q)z)(wqawq) = %Z(Vq)z
q q

Del mismo modo tenemos también
1 nj2y1/2 n n
5 Z|E ) < enklle]|+ Il

Obtenemos finalmente utilizando (5.53))

[le"[| < e (( sup |B"(6,)I1) (I1€°]|+ 1d°]])
1<p<M

n—1
+k Y ( sup. 1B+ 6p)I1ID(8,)I1) ) (kIIE'| |+ IIn'l1))  (5.56)

[=0 “1<p<M

Definicion 5.6 Con las notaciones anteriores diremos que el método -(.52)-
- es estable si existe una constante C independiente de p tal que

IB(6),)l| <C (5.57)

Vamos a estimar |[B(6,)|| y ||D(6,)|| donde la norma es la norma matricial su-
bordinada a la norma euclidea en R2. Para asegurar la estabilidad necesitamos tener
[|B(6))|] < C con la constante C independiente de p. Empezamos estudiando el
radio espectral p(B(6,)) de B(6,). Como

P"(B(6))) = p(B"(6,)) < [[B"(6)))]l

una condicion necesaria de estabilidad es p(B(6,)) < 1. Calculemos las raices p
del polinomio

det[B(6,) — ul)] =

es decir las soluciones de
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pr—2—o)u+1=0

donde hemos puesto o = 63. Las soluciones son

_2—oaty/a(a—4)
B 2

H+

Si o < 4 tenemos dos soluciones complejas conjugadas de producto igual a 1. De
modo que

P(B(6,)) =1
Si o0 = 4 tenemos una raiz doble u, = g = —1. Si @ > 4 entonces al menos
una de las raices tiene médulo mayor que 1 y el radio espectral p(B(6,,)) > 1y el

método no es estable.
Una condicidn necesaria de estabilidad es entonces o < 4, es decir

212

c°k
o= 9;3 :kzﬁh‘,p = hTﬁp <4 Vp=1,..M

Con By =2(1 —cos(hM ) < 4 obtenemos la condicién necesaria de estabilidad

ck
=<1
h
Para demostrar que la condicién de estabilidad anterior es suficiente buscaremos

una matriz G(6)) tal que
G(6,)B(6,)G™'(6,)

sea una matriz normal. Recordemos que una matriz normal es aquella que conmuta

con su adjunta (traspuesta en el caso de matrices reales). Recordemos también para

una matriz normal la norma euclidea de la matriz coincide con su radio espectral.
Poniendo

B(6))
B"(6,)

G_l(eﬁ
G 1(6,)(G(6,)B(6,)G'(6,))"G(6,)
resulta
IB"(6p)I] < [IG™(6,)I1-11(G(6,)B(8,)G " (6,))"[].[|G(6,)]]
=11G7(6,)I-IG(6,)[|p"(G(6,)B(6,)G " (6,))
= IG™'(6,)1]11G(6,)[Ip(B"(6)))

Lema 5.1 Una matriz real 2 x 2, A = (a; j)1<i j<2 es normal si 'y solo si o bien la
matriz es simétrica o bien se verifica aj| = ax, ajy = —ax)

Demostracion. A es normal siy solo si A’/A = AA’. Identificando términos
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a%l = a%z
(a2 —azi)(ain —axn) =0

de donde aip» = +ay;. Si ajp = ap; entonces la matriz es simétrica. Si ajp = —as;
entonces aj; = az;. W

Para encontrar G(6,,) podemos buscar una matriz de la forma

Tenemos

» 10
G (GP) = _s(6p) 1
1(6p) 1(6p)

Calculando GBG~! e imponiendo las condiciones del lema se obtiene

1 0
G(6,) = 1 2
-%
G'(6,) 1 0
= 2
P 0 __%

Por otra parte como tenemos para una matriz que la norma euclidea estd mayorada
por la norma de Frobenius

1 8—02
HG||2S 1+ 2 = .
1= 46
62 8-62
Gl[P<1+1--L= L

6P 1+1- L =22

Finalmente como p(B(6,)) < 1 resulta
8—02

[1B"(6)1] < |G~ (8)I1.|G(8))l| < —==
2,/4— 913

La condicidn suficiente de estabilidad serd 0 < 63 < 4. Si esta se cumple, existe &
talque 0 < & < 1y 62 =4(1—¢&). Entonces

|IB"(6,) =C(5) (5.58)

14§
Hg\/g
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Eligiendo el valor mds desfavorable para p que es p = M, el valor de & es & =
— %(1 —cos(Mnh)) y en funcién de u = ck/h < 1 tendremos 1 — u? < £ < 1.
Para la convergencia necesitamos estimar ||D(6,)||. Tendremos

2 2
ID(6,)[]* < 1+1+7" :2+7"

IID(6,)]| < V3 (5.60)

<3 (5.59)

donde de nuevo hemos tenido en cuenta la condicién 63 < 4.
Estamos en condiciones de enunciar el siguiente teorema de convergencia:

Teorema 5.3 Con la condicion de estabilidad

ck

— <1
n S
existe una constante C > 0 independiente de h y de k tal que el error del método
3.317)-(5.32)-(5.33)-(3.54) verifica
0 0 (S I
el SC(IIe [+ 11l +& Y (k[[e']| +[n H)) (5.61)
=0

y en consecuencia el método es convergente de orden O (k*) + O (h?).

Demostracion. La estimacion (3.61) se deduce de forma inmediata de (5.36) y de
las estimaciones (5.58) y (5.60). La convergencia y el orden de convergencia se
deduce de (5.61)) y del error de consistencia poniendo

n—1 n—1
kY (kI ||+ [1n"]]) Sk(ksgp\lsl\lﬂl;p\lnlll) )1
=0 =0

n—1 n—1
< T(ksup| e[| +-sup|n']]) = O (&) + £ ()

siendo 7 =nk W

Ejercicio

1. Aplicar el método (5.31)-(5.32)-(5.33)-(5.34) en el intervalo x € [—1,1] y para
un tiempo entre 7 € [0, 1] con las condiciones de contorno ,

u(—1,0)=u(l,r)=0 t€]0,1]
y la condiciones iniciales

flx) = (721001 y e [-1,1]
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yg(x) =0 x¢€[~1,1]. y los pardmetros ¢> = 1, h = 0.001 y k = 0.001. De
modo que u = 1.

2. Con la misma solucién inicial que en el apartado anterior pero con los pardmetros
¢ =5,h=0.001yk=0.001. De modo que u = 0.5.

3. Interpretar los resultados en los dos casos anteriores. Particularmente observar
que las ondas al rebotar se invierten en la frontera.
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Resultados numéricos

Solution between t=0 and t=1

1 T T T T
— =0
— 1=0.2
L t=0.4 i
08 — 1=0.6
e 1=0.8
e =]
0.6 - b
D 04 4
0.2 b
0 o -
0.2 I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.21 Solucién numéricaent € [0, 1]
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Solution between t=1.2 and t=2
T T T T T

0.2

0.8 1

Figura 5.22 Solucién numéricaenz € [1.2,2] parac? =1, u =1
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Solution between t=1.2 and t=2
T

0.5 T T T T
— =12
04 t=1.4
t=1.6
L —t=1.8
0.3 —_—0

0.2

0.1

Figura 5.23 Solucién numérica en ¢ € [1.2,2] para ¢? = 0.5, u = /0.5
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Ejercicio
En este ejercicio se estudiard como ejemplo de ecuacion hiperbdlica de segundo

orden en dimensién 2 la ecuacién de ondas. Sea £2 un conjunto abierto y acotado de
R? y T su frontera. En este ejercicio se supondrd que 2 = [0,1] x [0, 1].

Pu 5, 0*u J%u

W—C (W—’_Tyz) xeQ [€(O,T) (5.62)
u(x,t) =u(x,t)=0 xeI parate[0,T] (5.63)
u(x,0)=f(x) xeQ (5.64)
%(X,O) =gx) xeQ (5.65)

Con las mismas notaciones que en la seccién (3.2)) considerar el esquema en dife-
rencias finitas siguiente

()" = A" en Qp, n>0 (5.66)
u"=0 enl;,n>0 (5.67)
W(x) = f(x) Vxe, (5.68)

1,1
w —g(x) VreQ, (5.69)
(5.70)

Analizar la consistencia, estabilidad y convergencia el método anterior.

Indicacion

Seguir los pasos del caso unidimensional, utilizando la descomposicién espectral
del operador en diferencias finitas A,

5.3. Ecuaciones hiperbdlicas no lineales

5.3.1. Introduccion

Consideramos en esta seccion la ecuacion no lineal escalar y el problema de valor
inicial asociado

ot ox
u(x,0) =up(x) xeR (5.72)

du W) o Ler 1>0 (5.71)
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donde f es una funcién no lineal de u.
En general, aunque la solucidn inicial uo(x) sea una funcién regular, el problema

(5.71)-(5.72) puede no tener soluciones cldsicas u € C!(Q7) UC’(Qr) donde Qr =

R x (0,T) paratodo T > 0. En efecto, las discontinuidades pueden aparecer para un
tiempo T finito. La ecuacién (5.71) la podemos escribir de la forma:
du du
— — =0 xeR, >0
5 +a(u) P X
donde a(u) = f'(u).
Consideremos las curvas caracteristicas

x:t—x(r)

dx
=~ auu)

Si el valor de la solucién u(x,t) sobre las caracteristicas es t — v(t) = u(x(t),t)
resulta,

dv_ du n Ju dx
dt ot Oxdt
u u
=——+4a(u)=—=0
ot () ox
es decir, la solucidn es constante sobre las caracteristicas. Volviendo a la ecuacion
de las caracteristicas

dx
5= = a(u(x,t))

si buscamos la caracteristica que pasa por el punto (x;,0), es decir, x(0) = x;, ten-
dremos que resolver el problema de valor inicial

dx
= a(u(x,t)) = a(u(xo))
x(0) =x;

puesto que u es constante sobre la caracteristica. Por tanto las caracteristicas son
rectas. La caracteristica que pasa por el punto (x;,0) tendrd por ecuacién

x=a(uo(x;))t+x;

La pendiente de la recta es
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t

X - a(uo(xi)) t = xi

Xi X

Figura 5.24 Caracteristica de una hiperbdlica no lineal

Supongamos que ag, ug, X1, X2 sean tales que x; < xp y a(uo(x1)) > a(uo(xz)), por
tanto

1 < 1
a(uo(x1)) ~ a(uo(x2))

A lo largo de la caracteristica nacida del punto (x;,0) la solucién serd ug(x;). Por
tanto en el punto de corte P de las dos caractersticas la solucion no puede ser conti-
nua. Este hecho es por otra parte independiente de la regularidad de las funciones g
y f. Consideremos el caso de la ecuacién de Burgers que corresponde a f(u) = u? /2

mp = =my

ou 1du?
z - R .
8t+28x 0 xeR, t>0 (5.73)
que podemos escribir
du du
—tu—= R 74
a;*”ax 0 xeR, t>0 5.74)

Supongamos que la condicién inicial
u(x,0) = up(x)

es tal que x — up(x) es decreciente, por tanto si x; < x; entonces ug(xy) > uo(x2) y
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X1 X2

Figura 5.25 Generacion de una discontinuidad

1 1
my = < =mp
uo(x1)  wuo(x2)
y aparecerd una discontinuidad en tiempo finito.
Ejercicio
Demostrar que la solucién de

ou 19u?

—+-—=0 eR, t>0

o 2ax Y

u(x,0) = up(x)

donde u((x) es negativa en algtin punto, entonces la solucién presentard una discon-

tinuidad en el instante

—1
Iy=—F——F—
minycR ug(x)

Solucién

Se trata de ver en qué instante du/dx se hace o sobre la caracteristica. Derivando

la ecuacién (5.74) respecto a x
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d du du, Ju
E(a)"‘r(a) +Mﬁ—0 (5.75)
Llamemos
_ du

1) = — 1)t
e introduciendo la derivada total

dg 0 du 9%u dx

AR M A

d (814) N d%u
= —\ — Mi
ot dx ox?
sustituyendo en (5.75)
dq |
— =0
dt T4
du
4(0) = 5 (x(0),0)
Integrando
d
—g = —dt
q
1
——+C=—t
q

donde C es la constante de integracién cuyo valor es C = 1/¢(0) de donde

_ q(0)
q(t) = 1+14(0)

Si ¢(0) es negativo, es decir,

2 (+(0),0) = h(x(0)) <0

para t,, = —1/¢(0), g(¢) se hace infinito. Es decir el primer instante en el que apa-
recera la discontinuidad sera
—1

fp =mint, = ————
min,cg g (x)
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i

uo(x)

Figura 5.26 Ejemplo de generacién de una discontinuidad en la ecuacién de Burgers

5.3.2. Soluciones débiles de una ley de conservacion

Segtin hemos visto aunque la solucién inicial ug sea una funcién regular, el pro-
blema - no admite siempre una solucién cldsica u € C!'(Qr) N C(Qr),
con Or =R x (0,T) para todo tiempo T > 0. En efecto, hemos visto que pueden
aparecer discontinuidades al cabo de un tiempo finito #,; < oo.

Conviene pues introducir la nocién de solucién débil o generalizada del proble-
ma (3.71)-(3.72). Una idea es formular directamente la ley de conservacién en su
forma integral de la que proviene (5.71)). Otra idea consiste en considerar la solucién
(5.71)-(53.72) como el limite de soluciones de un problema con viscosidad cuando
esta viscosidad tiene como limite cero. Una tercera posibilidad es la siguiente:

Observemos que si u es solucion clasica de (3.71)-(5.72) y ¢ es una funcién de
clase C! y soporte compacto en R x [0,), es decir, ¢ € Cj (R x [0,)) tendremos
multiplicando ambos miembros de la ecuacién por @ e integrando por partes

/ / (2 x))(pdxdt

// a(p)d dr — /:u(x,())cp(x,O)dx:o

asi que la solucién u de @-@) verifica

// 7+f d’“’“F/ u(x,0)p(x,0)dx =0 (5.76)

para todo @ € C} (R x [0,0))
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Soporte de la funcion (l,_;

Figura 5.27 Soporte de la funcién ¢

Observemos que (5.76) tiene sentido siempre que u € L}, (R x [0,0)). Daremos
la siguiente definicion:

Definicién 5.7 Diremos que u € L}, (R x [0,00)) es una solucion débil del problema

- si u(x,t) € Q ctp. y verifica (@) para toda funcion
¢ € CJ(R x [0,00)).
En la definicién anterior 2 es el conjunto de estados. Enel casod =1, 2 =R o
Q =R,

Por construccién, una solucién clésica de (3.71)-(3.72) es también una solucién
débil. Reciprocamente, si u es solucién de y verifica

ue C'(R x (0,00)) NCO(R x [0,00))

es de hecho una solucion clésica.
Si en (5.76) tomamos ¢ € C7'(R x (0,20)), resulta

/0 /700(“87? + f(u) a(p)dxdt =0 V¢ eCi(Rx(0,00)) (5.77)

x
Si u verifica (5.77) decimos que u verifica la ecuacién en derivadas parciales

du n af(u)

ot O

en el sentido de las distribuciones.

5.3.3.  Soluciones de clase C' “a trozos”

Consideremos ahora las posibles soluciones de (5.76) que son de clase C!, ex-
cepto en determinadas lineas de discontinuidad x = y/(¢) del plano x — . Sea pues
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I" una linea de discontinuidad de clase C', en la cual u admite una discontinuidad
de primera especie situada en el semi-plano R x (0, )

Figura 5.28 Lineas de discontinuidad

Sea M un punto de I' y D un disco de centro M contenido en R X (0,0). Desig-
nemos D (resp. D7) laregién del disco D situada a la derecha (resp. a la izquierda)
de la curva I" y llamemos:

u" = limite por la derecha de u sobre I

u~ = limite por la izquierda de u sobre I

Sea ¢ € Ci’(D) (funcién de clase C* y soporte compacto en D). Si u es solucion

débil de (5.71)-(.72), u verifica y por lo tanto
0= / / a—"’) dxdi
- / / a—(p)dxdt
+f / 7 (p)dxdt

como las funciones u y @ son regulares en D™ se obtiene por aplicacién de la férmu-
la de Green,
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// a—q))dxdt
//D+ 3 )(pdxdt

[t edy
rnp+

donde n™ = (n",n;") es la normal a I dirigida hacia el exterior de D.
Andlogamente se obtiene

// —+f a—q))dxdt
// o )(pdxdt

+f ,(u*n; + 1 )pdy
rnp

donde n= = —n" es la normal a I dirigida hacia el exterior de D™.
Deducimos que, para toda funcién ¢ € C;’ (D) tenemos

//D+ o )(pd dt
// (2 )god dt

+ (W+—M7Mf+%fw+%—fW7MfD¢dY

JI'ND

en particular tomando ¢ con soporte, sop ¢ C Dt (resp. sop @ C D™ obtenemos

du n af(u)

ot ox

=0 enD'(resp.D")

y donde las derivadas en la anterior expresion son derivadas en el sentido clésico.
Finalmente sustituyendo en la expresion anterior,

[ (a4 (F) = £l ) gy =0 (579)
Inb

para toda funcién ¢ € C3 (D).
Vamos a interpretar esta condicién:
Sea

R — R?
t — (x(1),1)

la ecuacion de la curva I” en el plano x —¢. El campo tangente a la curva I” viene

dado por t = (i,’l‘, 1)". El vector normal unitario n serd



146 5 Ecuaciones hiperbdlicas

de manera que introduciendo los saltos, [u] = u™ —u~ y [f(u)] = f(ut) — f(u")

podemos escribir
[ @+ [f@in)ody=0 Vo e Gy (D)
rnp
es decir
[uln; + [f(u)]ny =0 sobre I

y sustitutendo los valores de n, y n;

d
W=~ [f(u)] =0 sobreT"
dt
Introduciendo la velocidad de propagacién de la discontinuidad, s = % obtenemos

la siguiente condicién para toda solucién u sobre las lineas de discontinuidad:

su] = [f ()] (5.79)

llamada condicién de Rankine-Hugoniot, que es una condicidn necesaria que debe
satisfacer toda solucién débil de (5.71)-(5.72) sobre las discontinuidades.

Tenemos también un reciproco de la conclusidn anterior, de hecho podemos
enunciar el siguiente teorema:

Teorema 5.4 Una funcion u=u(x,t), C' “atrozos” verifica , es decir verifica
la Ecuacion en Derivadas Parciales (3.71) en el sentido de las distribuciones si y
solo si las dos condiciones siguientes se satisfacen:

1. u es solucion cldsica de (5.71)) en los dominios de regularidad de u.
2. u verifica la condicion de Rankine-Hugoniot sobre las lineas de disconti-
nuidad.

Demostracion. Ya se ha demostrado que las condiciones (1) y (2) del enunciado del
teorema son necesarias. Reciprocamente, si u de clase C! “a trozos” verifica (1) y
(2) demostraremos que u es solucién de (3.77).

Sea ¢ € Cy (R x (0,00).
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t

Figura 5.29 Dominio y lineas de discontinuidad

Descomponemos el soporte de ¢ en partes &; cuyas fronteras son las lineas de
discontinuidad de u. Tendremos,

/ / —+ fu )d dt
) / / (Z(p)dxdt
utilizando la férmula de Green
/ / - —|—f )dxdt
_ Z / / 8u

+Z/ (u'n} + n)ody

)(pd dt

donde u' es el limite de u sobre d 0; para valores interiores de &; y n' = (n,ni)" es la
normal exterior sobre d 0; de ;. Debido a la condicién (1) se anulan las integrales

en 0; y debido a la condicién (2) se anulan las integrales sobre las fronteras de &;.
[ |
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Ejemplos

Veamos algunos ejemplos y las correspondientes soluciones débiles de la ecua-
cién de Burgers para distintas condiciones iniciales.

Ejemplo 1

u du
—4+u—=0 R, >0
or Ty =D rER
con la condicién inicial
1 si x<0
u(x,0) =up(x) = l—x si 0<x<1
0 si 1>x
A
Uo
1 X

Figura 5.30 Condici6n inicial

Como u es decreciente en una parte de R, la solucién se hard discontinua en un
tiempo finito, concretamente en

—1 -1

- ==
mineeg up(x)  —1

M =
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En una discontinuidad se debera cumplir la condicién de Rankine-Hugoniot. En este
caso f(u) = %u2 y la condicién de Rankine-Hugoniot es

1 -
st —uT) = ()= ()?)

Para construir una solucion utilizaremos el método de las caracteristicas:
La caracteristica que pasa por (xp,0) serd la solucién de

d
d—: = up(xp)

x(0) = xo

donde

1 si x<0

up(xo) =< 1—x si 0<x<1

0 si 1>x
Las caracteristicas son las rectas

x(t)=xp+t si x <0

x=xo+tux)t =< x(t)=xo+(l—=xp)t si 0<x <1
x(t)=xp si 1>x

Figura 5.31 Rectas Caracteristicas

Para r < 1, las caracteristicas no se cortan y tenemos una solucién continua.
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Para calcular la solucién u(x,t) en un punto genérico (x,t), buscaremos el pie de
la caracteristica que pasa por este punto (x,7), es decir despejamos x( de la ecuacién
de la caracteristica:

x=xo+t =xp=x—1t si x—t<0=x<t¢
xX—t . xX—t
x=x(t)=<x=x0+ (1 —xo)t =xo=— i Ogl—t:>t§x§1

xX=x9 =xp=x si 1>x = 1<x
de donde 1a solucidn u(x,t) vendra dada por

up(x—1t) si x<t
x—t

— i r<x<Il1
l—t) si X

u(x,t) = uo(xo) = 4 uo(

es decir,
1 si x<t
x—t 1—x
u(x,t) =up(xo) =< 11— — = si t<x<1
1—t 1-—t
0 si 1>x
Si representamos la solucién para distintos tiempos #
u(x,t)
u(x,1/2)
1
u(x,0) / u(x,1)
»
t
1 X

Figura 5.32 Solucién para distintos valores de ¢

Por ejemplo, parat =1/2
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1 <1
si x< =
-2
L 1
ux, ) = 2(1—x) si nggl
0 si 1>x

Para r = 1, aparece una discontinuidad. La condicién de Rankine-Hugoniot deter-

mina como se propagard esta discontinuidad. La velocidad s de propagacién de la
discontinuidad vendra dada por

V=@ )? 1, . . 1
S= 3 a2 ) =3
La linea de discontinuidad sera
dx 1 1
o s 3 =X > +

comoparat=1,x=1,resultal = % + C, de donde la constante C = % y finalmente
tendremos

o bien
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t t=2x-1

Figura 5.33 Ejemplo de linea de discontinuidad en la ecuacién de Burgers

Ejemplo 2

u u
— — =0 R, >0
8t+u8x XeER, 1>

con la condicién inicial

a si x<0

u(x, 0) = uo(x) = b si x>0
Veremos que en ciertos casos se pueden construir varias soluciones débiles del pro-
blema anterior. Es decir, la solucién puede no ser tnica.

Casoa>b

En este caso las rectas caracteristicas se cortan de manera que la solucién es
necesariamente discontinua.
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t

Figura 5.34 Caracteristicas en el ejemplo 2. Caso a > b

Veamos que la solucién

. a+b
a s1 x< )

I/l(.x,t): a_|_b
b si x> >

t

t

153

es una solucién débil del problema considerado. La condicién de Rankine-Hugoniot

se satisface con

1 b
s = E(u+ +u*) — a—;
La ecuacion de la linea de discontinuidad es
dx
2y
dt
x(0)=0
de donde
a+b
X =
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x=(a+b)t/2

Figura 5.35 Caracteristicas y linea de discontinuidad en el ejemplo 2

Evidentemente, fuera de la linea de discontinuidad la solucién u = constante es

solucidn clasica.
Casoa<b

En este caso las caracteristicas no se cortan. La solucion anterior (discontinua)

sigue siendo solucién débil

a si x<
u(x,t) =
b si x>

a+b
2
a+b

t

t
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x=(a+b)t/2

u=b

Figura 5.36 Caracteristicas y linea de discontinuidad en el ejemplo 2. Caso a < b

Sin embargo como las caracteristicas no se cortan podemos tratar de buscar una
solucioén continua. Primero observemos que toda funcion de la forma u(x,t) = v(7)
es solucion clésica en las zonas de regularidad, en efecto,

X

5=V

N Y FR IR
de donde

V’G):o = v()tﬁ):constante

Frini=o =

Teniendo en cuenta la condicidn inicial, resulta
si x<at

u(x,t) = si ar<x<bt

S l= o

si bt <x



156 5 Ecuaciones hiperbdlicas

u(x,t)=x/t

u(x,t)=a

u(x,t)=b

Figura 5.37 Solucién continua en el ejemplo 2. Caso a < b

Esta solucion es continua, salvo en t = 0. La discontinuidad desaparece para
t>0.

Uo(x)

Uo=b

Figura 5.38 Solucién inicial en el ejemplo 2.

En el instante r = 1 la solucién viene dada por
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u(x,1)

u=b

Figura 5.39 Solucidn en el instante = 1 en el ejemplo 2.

5.3.4. Nocion de Entropia

En el ejemplo anterior hemos visto que podemos encontrar varias soluciones
débiles para el mismo problema de valor inicial. Es decir que no podemos asegurar
la unicidad de solucién. Este hecho nos estd diciendo que nuestro modelo es in-
completo. Utilizando el lenguaje de la fisica, para que el problema tenga solucién
Unica necesitamos afiadir alguna ecuacién o condicién mas que nos permita elegir
entre todas las soluciones matemdticamente posibles aquella que elige la fisica del
problema. La nocién de Entropia permite resolver esta cuestion. A continuacidn tra-
taremos de responder a la siguiente pregunta: Dada una solucion clésica de
nos preguntamos si esta solucién satisface una ley de conservacién adicional de la
forma

=0 (5.80)

ot ox

donde U y F son funciones regulares de {2 C R” — R donde £ es el conjunto donde
estd u. Aqui p = 1 pues estamos en el caso de una ley de conservacion escalar. Para
un sistema de leyes de conservacién p > 1 . Veamos que este es el caso si U y F
verifican

F'(u) =U'(u).f (u) (5.81)

En efecto, si u es solucion de (5.71) y si F' y U verifican la relacion (5.81]) entonces

aU , L du
o Uy
IF _ du du

5, = Pl 5 =U'w)f'(u) 5=
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y se verifica (5.80). De forma mds rigurosa la siguiente definicién define la nocién
de Entropia en sentido matemético:

Definicion 5.8 Sea Q C R” un conjunto convexo. Una funcion convexa
U:Q—R

se llama Entropia para un sistema de leyes de conservacion si existe una
funcion

F:Q—R
llamada Flujo de Entropia tal que la relacion
F'(u) =U"(u).f'(u)

tiene lugar.

Notemos que esta nocién se aplica a un sistema de leyes de conservacion y no solo a
una ley de conservacién escalar que es la que estamos considerando en estos apun-
tes. En el caso p = 1 toda funcién convexa U es una Entropia. Basta tomar para F
una primitiva de U’ f’. Una familia (de un pardmetro) particular de entropias es

Uu)=|u—k| keR (5.82)

La familia de flujos de Entropia correspondiente es

Fu) = sgn(u—k)(f(u) — £ (K)) (5.83)
En efecto,
F'(w) = sgn(u— k)£ (u)
U'(u) = sgn(u—k)
entonces
F'(u) = U' (). (u)
Comentario

Si consideramos ahora soluciones débiles y efectuamos a partir de (5.80) cdlculos
analogos a los efectuados con (5.71)) encontraremos sobre las discontinuidades una
condicién de la forma

Normalmente esta condicidn resulta ser incompatible con la condicién de Rankine-
Hugoniot. En general pues, si u no es una funcién regular, para una Entropia U y
Flujo de Entropia F no se cumple (5.80) en el sentido de las distribuciones. La pre-
gunta es ;Cuales son las soluciones fisicamente admisibles? Admitiremos que estas
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son las llamadas soluciones viscosas, es decir, aquellas que son el limite cuando
€ — 0 en un sentido a precisar de las soluciones de

dug 9 f(ug) 0%u,

o T Tox  fon

=0 (5.84)

Queremos ahora relacionar las llamadas soluciones viscosas con alguna condicién
de Entropia. El siguiente teorema responde a esta cuestion.

Teorema 5.5 Supongamos que admite una Entropia U con Flujo de Entropia
F. Sea (ug)e una sucesion de funciones regulares solucion de (W) tales que

1) |[ue]|=(mx[0,)) < C independiente de €

2) wue—u cuandog -0 c.t.p.enR x[0,00)

Entonces u es solucion de en el sentido de las distribuciones y satisface la
condicion de Entropia siguiente

AU (u)  OF ()

ot T ox

<0 (5.85)

en el sentido de las distribuciones sobre R x [0,0), es decir, para toda funcion
¢ € C7 (R x (0,00)), tal que ¢ >0

/ / —+F( )%f)dxdt>0 (5.86)

Demostracion. En primer lugar veamos que u satisface (5.71)) en el sentido de las
distribuciones. Multiplicando la ecuacién (5.84) por ¢ € C5'(R x (0,0)) e integran-
do por partes tenemos

e 99 I 2’ _
/0 /7w(ue§+f(ug)g—Sugﬁ)dxdtfo (5.87)

Aplicando el teorema de la convergencia dominada, como ||ug||.~ < C tendremos
para toda funcién ¢ € C3'(R x (0,00)) y llamando K al soporte de ¢

/ ue@dxdr — / updxdt cuando € — 0

/ Ug %(P dxdt — / dxdt cuando € — 0
K

02
/ Eug (g dxdt —0 cuandoe — 0
K ox

o9
/Kf(ug)gdxdt%/l(f(u)a cuando € — 0

En la ecuacién haciendo € — 0, obtenemos para toda funcién
¢ € Cy(Rx(0,00))
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e[ 09 ¢
— — )dxdt =
/0 [w(u dt + /() 8x) *
Es decir, u verifica (5.71]) en el sentido de las distribuciones.

Pasemos ahora a la Entropia. Sea U una funcién de Entropia de clase C2, es decir
que verifica

Multiplicando (5.84) por U’ (u)

aug ’ af(ug) ’ azl/{g o
oU(ug)  OF(ue) 0%u,
e ra LA CO e
Ahora bien
22U (ue) 0 dU(ue), 9, , due
Bt i At e CHCO )
’ du %u
=U"(ug) (50)" +U'(ue) 5
de donde
’u 92U (ue) due \2
eU’ (ue) ang =€ 8x2g —sU”(ug)(a—xg)
Como U es convexa, U” > 0y por lo tanto
OU(ug)  OF(ug) . . 9%ue
TR Fa LA CO e
92U (ug)
=€ ang

Sea ¢ € C5(R x (0,00)) con ¢ > 0. Multiplicando la anterior expresién por ¢ e
integrando por partes

2

_/OW/;(U(MS)%(PJFF( )3‘p)dxdt<g// Uue?}fdxdr
[ 0w r 2@y axar= e [~ [ 0SS asar

pasando al limite cuando € — 0

/ / —+F( )(Z()f)dxdtzo

para toda funcion ¢ € C5'(R x (0,0)) con ¢ > 0. W



5.3 Ecuaciones hiperbdlicas no lineales 161

Recopilamos los anteriores resultados y los completamos en el siguiente teorema:

Teorema 5.6 Siu es una solucion débil de de clase C' “a trozos”, u satisface
la condicion de entropia

| [ ww

para toda funcion ¢ € C3 (R x (0,00)) con ¢ >0, si 'y solo si

+F(u)a—(p)dxdt20

X
ot ox

1. u es solucion cldsica en los dominios de regularidad de u.
2. u satisface en las lineas de discontinuidad la condicion de Rankine-Hugoniot y
la condicion de entropia
S[U @) = [F(w) (5.88)

donde s es la velocidad de propagacion de la discontinuidad.

Demostracion. La demostracion es andloga a la del teorema (5.4) utilizando la re-
lacién (5.86) en lugar de la forma débil de la ley de conservacién (5.77). B

Condicion de Oleinik

Vamos ahora a expresar la condicién de entropia anterior de una forma mas facil
de utilizar. Es la llamada condicién de Oleinik.

Teorema 5.7 La condicion de entropia
s[U (u)] = [F(u)]

con s = [f(u)]/[u] puede escribirse de una de las dos formas siguientes y equiva-
lentes

) _

Mgs Vk entreu” yu"
ut —k

MZS Vk entreu” yu"
u— —

Demostracion. Consideremos la funcién de Entropia y Flujo de Entropia siguiente
Ulu) = u—k|  F(u) = sgn(u—k)(f(u) - f(k)) Vk

La condicidén de entropia se escribe

S(ju” —k| = [u” —k|) > sgn(u’ —k)(f(u") = f(k)) —sgn(u” —k)(f(u™) — f(k))

Supongamos u™ > u~, primero observemos que para k > u" > u~ junto con k <
u~ < u" obtenemos la condicién de Rankine-Hugoniot. En efecto, para k > u™ > u~

Vk
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lut —k| =k—u"

lu™ —k|=k—u"
de donde

Ut —k|—|u —k|=k—u" —k+u =u —u"

y también

sgn(u™ —k) = —1

sgn(u™ —k)=-1
de donde

s —u") = =(f (") = f(R) +(f(u™) = f(k) = fu™) = f(u")

Por otra parte para k < u~ < u™

lut —kl=u"—k

lu=—kl=u"—k
sgn(ut —k) =1
sgn(u™ —k) =1

s —u”) = fu™) — fu”)

que junto con la anterior proporciona

que es la relacion de Rankine-Hugoniot.
Casou” <k<u"

lut —kl=u"—k

lu” —k|=k—u"

sgn(ut —k) =1
sgn(u™ —k)=-1

La condicidén de entropia se escribe
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s(ju” —k| = [u” —k[) > sgn(u’ —k)(f(u") = f(k)) = sgn(u” —k)(f(u") — f(k))
s +um —2k) = (f(u") = (k) + (f(u™) = f(k) = f(u") + f(u") = 2 (k)

Sumando esta dltima con la condicién de Rankine-Hugoniot

obtenemos
25t =) 2 2(( (") - 1)
es decir
o2 1010

y restandole la condicién de Rankine-Hugoniot obtenemos
2s(u” —k) = 2((f(u") — f(k))
es decir ( al dividir por un nimero negativo cambia el sentido de la desigualdad)

fu™) = f(k)

s <
- u-—k

Casout <k<u~

lut —k| =k—u"

lu=—k|=u"—k

sgn(ut —k) =—1
sgn(u” —k)=1

La condicién de entropia se escribe
s(k—u" —u) = 2f (k) = f(u") — f(u")
Sumando a esta expresion la condicién de Rankine-Hugoniot
25(k—u") > 2f(k) = 2f(u”)
de donde

fu™) = f(k)

s <
- u-—k

y restdndole la condicién de Rankine-Hugoniot
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Vamos ahora a considerar un caso particular.

Caso en que f es estrictamente convexa

En este caso la condicién de entropia se escribe

ut<u

Figura 5.40 Condicion de Oleinik en el caso en que f es estrictamente convexa

En efecto, consideremos por el contrario que u~ < u™
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f(u)

u
u k ut
Figura 5.41 Caso no entrépico
Para todo k entre u~ y u™ tendremos
S = f) _ o fwh) = f(K)
ut —u~ - ut—k
que es el caso excluido. Por el contrario si u™ > u™
f(u)
u
u + k u
Figura 5.42 Caso entrépico
S = f0) __ f) — fR)
ut—u~ - u —k

que es el caso admisible.
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5.3.5. Resolucion del problema de Riemann

La idea bdsica de partida de muchos métodos numéricos para resolver problemas
hiperbdlicos no lineales de primer orden es la solucién del problema de Riemann.
El problema de Riemann asociado a la ecuacién (5.71)) es el siguiente:

du df(u)
~ tg =0 xeR, >0 (5.89)
a si x<0
= = 5.90
u(x,t) = uo(x) {b G x>0 (5.90)

Nos limitaremos al caso en que f es estrictamente convexa.

1. Sia=b,lasolucién u(x,t) = a = b es evidentemente una solucién entrépica.
2. Si a > b, la discontinuidad es admisible y se propagard segiin una linea de dis-
continuidad determinada por la condicién de Rankine-Hugoniot.

) —flum) _ f(b)—fla)
ut—u~ b—a
Uo(x) 1
Uo=a
Uo=b
X,

Figura 5.43 Condicion inicial del problema de Riemann en el caso a > b
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uix,t) =a

167

t=x/s

ulx,t) =b

Figura 5.44 Solucién del problema de Riemann en el caso a > b

3. Si a < b, la discontinuidad no es admisible y no se propagard. Probamos una
solucidn de la forma u(x,t) = v( Jt—‘) Esta es una solucién cldsica en las zonas de

regularidad, en efecto,

du X ;X
o = et
9f (u)

du df(u)
E_F dx

t t

de donde

O (Fr0G)

20— r (v()) 17 ().

X X

ﬁvl(;)+f/ Vv

X ):0
t

v/(;):O = v(?):constante

£ =

% :>v({

) =00 ()

f es estrictamente convexa lo que implica que f es creciente y la ecuacién

f'(v(&)) =& tiene solucion tnica y u(¥) = (f')~' (%) para & € [f'(a), f'(b)].

Teniendo en cuenta la condicion inicial, resulta
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donde, poniendo & = ¥

wr(6,a:b) =4 (f)7H(E) st flla)<E<f(b)

Uo(x)

Uo=b

Uo=a

Figura 5.45 Condicion inicial del problema de Riemann en el caso a < b
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a<=x/t<=b

b )=(F" (/1)

x/t <= a

u(x,t)

a

Figura 5.46 Solucion continua en el problema de Riemann. Caso a < b

Esta solucién es continua , salvo en # = 0. La discontinuidad desaparece para
t>0.

5.3.6. Resultados de existencia y unicidad

Terminaremos esta seccién dando los resultados de existencia y unicidad de so-
lucién débil del problema (5.71)-(5.72) que son imprescindibles para entender los
métodos numéricos que se abordarédn en la seccion siguiente.

Empezamos por introducir el espacio BV (R) de funciones de variacién acotada.
Recordemos que una medida p sobre R es una forma lineal continua sobre Cyp(R),
espacio de funciones continuas de soporte compacto. Dada una funcién v € L}(}C(R)
se define la variacidn total de v mediante

Vi) =sup{ [ o2, 9 e ChR), llglli=ey < 1) (5.91)
en general tenemos TV (v) = 0. Tenemos entonces la siguiente definicién
BV(R) = {v € Lj,.(R); TV(g) < o} (5.92)

Si una funcién v pertenece al espacio de Sobolev W'+ (R) tenemos
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e dv
TV(v) = / —|dx < oo
V=] 17

y por tanto W1 (R) C BV (R).
Siv € BV(R) entonces % es una medida de Radon y TV (v) es la masa total que

se designa habitualmente c?));no
= dv
/700 | dx
Tenemos el siguiente resultado de existencia de solucion:
Si ug € L*(R) NL*(R) N BV (R), el problema - admite al menos una
solucién entrépica u € C(0,00; L}, (R)) tal que u(.,t) € BV (R) para todo . Ademds

()= (r) < luol|1=(m) (5.93)
TV (u(.,t)) < TV (uo) (5.94)

Finalmente se puede demostrar el siguiente resultado debido a Kruzkov que im-
plica la unicidad:

Consideremos la familia de Entropias-Flujo de Entropias (5.82)-(5.83) verifican-
do la condici6n de entropia (5.86). Sean

u,v € L2(R x (0,00) NC(0,00; L. (R)

dos soluciones débiles entrdpicas de (5.71)) correspondientes a las condiciones ini-
ciales uq y vo respectivamente. Si

M= sup ()]

&1 <max{[uo ||z Ivollz=}

Tenemos para todo a > 0y para todo ¢t > 0

/” |u(x,t)—v(x,t)|dx§/aJert\uo(x)—vo(xﬂdx

—a —a—

5.4. Métodos Numéricos para Problemas hiperbélicos no
lineales

Como en el caso lineal introducimos un mallado en el plano x — ¢ eligiendo un
paso & segun la coordenada x que representard habitualmente el espacio y un paso
k segin la coordenada ¢ que normalmente representard el tiempo. Con las mismas
notaciones

xj=jh j=..,-1012,..
th=nk n=0,1,2,...
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y también resultard 1til definir

h 1
Xjr1p=Xj+ 5 = (Jj+ E)h
El método de diferencias finitas proporcionard aproximaciones u’]’ de la solucién
u(xj,t,) en los nodos de la malla. Del mismo modo que en el caso lineal en el desa-
rrollo y estudio de los diferentes métodos para leyes de conservacion es preferible
interpretar u; como una aproximacion del valor medio de u(x;j,t,) en el intervalo
[Xj—1/2,%j11/2], es decir,
1 [Xj+1/2

Ui~ B u(x,t,)dx

Xj—1/2

Esta interpretacion es natural pues si escribimos la ley de conservaciéon en forma
integral este término es el que aparece. En efecto, integrando entre [x; /25X 11 /2]

du n af(u)

ot ox

=0
resulta

d [Yit1)2
E(/x / u(x,t)dx+ f(u(xji1/2,1)) — f(u(xj_12,2)) =0

J=1/2

Como valores iniciales, a partir de u((x) definiremos u? tomando valores puntuales
up(x;) o mejor valores medios

1 [Xj+1/2
u(j)- =- / uo(x)dx
h. Xj-1/2

Es también conveniente considerar la aproximacién definida en todos los puntos del
plano x —¢,

up(x,t) =uj V(x,1) € [x;j_1/2,Xj41/2] X [tnstn41]

En la practica tendremos que trabajar en un intervalo acotado de R. En la figura se
representa el caso de un problema de Riemann con condicién inicial peridédica con
discontinuidad no admisible.
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u O(X)

T Ly A

7/

u(x,ti)

Figura 5.47 Valor Inicial Periédico con discontinuidad no admisible: ™ < u™

5.4.1. Introduccion: Definiciones y resultados generales

Los problemas hiperbdlicos no lineales tienen, como se ha visto en la seccién
(5.3) propiedades cualitativas muy diferentes a los problemas lineales. En conse-
cuencia los métodos numéricos para estos problemas no lineales se deben adaptar
a esta circustancia. Un método puede presentar inestabilidad no lineal aunque sea
estable en su version lineal. También un método puede converger a una soluciéon que
no es una solucién débil del problema original o converger hacia una solucién no
entrépica. Veamos un ejemplo:

Si consideramos la ecuacién de Burgers

u u

ot tug =0

Un método bastante natural seria

n+l __ nik nen_n
w;m = uj huj(u- ujfl)
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Sin embargo este método que es apropiado para el cdlculo de soluciones cldsicas, no
converge en general hacia soluciones débiles discontinuas. En efecto, consideremos
la condicién inicial

I si x<0

o () = 0 si x>0

La condicién inicial para el problema discreto sera

o 1 si j<o
7700 si j>0

u ,:ugl—%u 1 (u 1—u92):1—%1(1—1):1
uozug—gug(uo—u(ll)20—20(0—1):0
u{:u?—%ul(ul—u8)20—%0(0—0)20
es decir
u}-:ul(])- vj
u?:u? Vj, Vn

Cuando i — 0, la funcién converge claramente hacia la funcién u(x,t) = up(x) que
no es la solucién débil del problema.

Con otros datos iniciales podemos obtener resultados que pueden parecer a pri-
mera vista plausibles y que sin embargo son incorrectos. Por ejemplo con

- 12 si x<0
W =V04 si x>0

obtenemos una solucién que viaja a una velocidad inadecuada.
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U A
exacta
1.2 — ——— numérica
AN
\
\
0.4 \

v

Figura 5.48 Solucién numérica con velocidad no correcta

Con el fin de evitar estos efectos indeseados nos limitaremos a los llamados méto-
dos conservativos que responden de forma natural a las leyes de conservacion de
la que provienen las ecuaciones. Empezaremos definiendo lo que entendemos por
método conservativo.

Definicion 5.9 Dado un método de 21 + 1 puntos
u;”'l =H(Uj_},....;u})

diremos que se puede poner en forma conservativa, o mds brevemente, que es un
método conservativo si existe una funcion continua de 21 variables g : R 5 R,
llamada funcion de flujo numérico tal que

H(Vj_l, ...,Vj_H) =Vy— A (g(V_H_I, ...,vl) - g(V_l, ...,V1_1)> (595)
es decir, el esquema numérico correspondiente se expresa de la forma

"""1*”,)(’ (n n )7(n n )
uj —uj g Mj_l+1,...,uj+l g Mj_l,...,uj+l_1

0 con notacion abreviada

e :u?—l(g?+1/2—g?71/2) (5.96)

En el caso de un esquema de tres puntos tenemos
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== 2 (gl ) — (gl .18

La forma conservativa es muy natural si consideramos u’; como una aproximacion
del valor medio de u(x},#,) en la celda correspondiente. Si u(x, ) satisface la ley de
conservacion

ot ox

8u+8f(u) _0

una forma integral de esta ley es
Xj+1/2 Xj+1/2
/ u(x,t,,H)dx:/ u(x,t,)dx
Xj-1/2 Xj—1/2

Tnt1 tht1
([ e = [ flutejy o)) di)

In
Dividiendo por & y llamando

1 [*j+1/2
i(xj,ty) = 7/ a u(x,t,)dx

Xj-1/2

Int1

1

Tnt1
(i) = 8x00) =3 (| S0 = [ ) di)

La funcion flujo numérico juega pues el papel del flujo a través de x; 1/, (resp.
Xj_1/2 ) en el intervalo [fn, tnt1]-
Veamos un primer ejemplo de método conservativo: El esquema de Lax-Friedrichs.

n n
R R ey

it = L S ()~ f)

que se puede escribir de la forma

A 1
W =ity = 2 () = )+ 5 0 =20 4] )

y que corresponde a la funcién de flujo numérico

& ) = 3 (F@) +£0)) — 57 (=)

En efecto,
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Wt =ty 2 (g () — g ()

=ty 5 (PG + ) = 760 - )

(61— =i 448 ,)
n A{ n n 1 n n n
=u;— E(f(”j+l) _f(ujfl)) + E(ujﬂ = 2uj+uj )

En el marco de los métodos numéricos conservativos la nocion de consistencia toma
una forma muy sencilla. En efecto, tenemos la siguiente propiedad:

Propiedad 5.1 Un método conservativo es consistente con la ley de conservacion
y es al menos de orden 1, si se verifica

glv,..,v)=f(v) W (5.97)
Demostracion. Pongamos

G(x,t) = g(u(x—1h,t),...;u((x+ (I —1)h,t)

u(x,t+k])€fu(x,t) n G(x+h,t})lfG(x,t) _ %(x,t)—kﬁ(k)—kaa—f(x,t)—&-ﬁ(h)
du

= S e+ ?Tf(x,z) +0(k)

donde tenemos en cuenta que A = k/h = constante. Consideremos ahora la relacién
y derivemos en el punto u. Para ello observemos que f = goV donde

g:RZl—HR

VR R¥

v—= (v, v)

Tenemos por la regla de la cadena

f'w) =g (V(u)oV'(u)

= (018, -, 0ug) (u; ..., u).

2
= Zaig(u,...,u)
i=1

de donde
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% za,g 02 (x.)+ (k)

9f( )

—f() +ﬁ() (k)

y finalmente

u(x,t+k)—u(x,t) G(x+h,t)—G(x,t)
K +

du G
= E(xat)_k g(xﬂ)_'_ ﬁ(k)

= %)+ 2 ey 4 00 = 010

De forma inmediata obtenemos

Corolario 5.1 El esquema de Lax-Friedrichs es consistente de orden 1

Demostracion.

& () = 3 (£ + 1) — g (v—1)
y por lo tanto

g (u,v) = f(u)
]

El siguiente teorema nos proporciona una caracterizacén de los métodos de orden
2.

Teorema 5.8 Sea un método numérico para resolver (3.71)-(5.72) de la forma
(5:16) consistente y que puede ponerse en forma conservativa (3.96) y en el que
H es de clase C3. Entonces para una solucién u de suficientemente regular, y
con A = k/h = constante, el error de consistencia se puede expresar de la siguiente
forma

% (u(x,t—i—k) —H (u(x—1h,t), ...,u(x—l—lh,t)))
- fk% (5@,1)%@,0) O (5.98)

donde




178 5 Ecuaciones hiperbdlicas

Para simplificar la demostracién desglosaremos la misma mediante algunos lemas
previos.

Lema 5.2 Sea g: R* — R tal que g(u, ...,u) = f(u). Entonces

£ (u) :Z(?jg(u,...,u) (5.99)
J

Demostracion. Ver la demostracion de la propiedad (5.1). B
Lema 5.3 Sea H:R**!' - Ryg:R¥? - Rcon
Hv_j,....;vi) =vo— ),(g(v,lﬂ s V) —8(v_y, ...,vl,]))
la derivada parcial j-ésima de H viene dada por
JjH = 5]0 —A (8j,]g — 8jg)

Demostracion. Para la demostracion resultard mas comodo trabajar con indices j
tales que 1 < j < 2[+ 1. Introducimos las aplicaciones auxiliares

T . RZlJrl — RZI

(Viseesvars1) = (V2 v2i1)'

]V-v :R21+1 _>R21

(Vl,...,V21+1)t — (V],...,sz)l

E:R¥ SR

(V15 esv2r1)" = vig
Podemos escribir
Hv1,.var1) = E(vi5 s v2141) — A (g(T(V1~~,V21+1) *g(T(Vl ) ~~~,V21+1))
Aplicando la regla de la cadena, la matriz jacobiana de H es
H —E - A7 —¢.T)
Tenemos por una parte
E'=(0,...,1,....,0) dondeel 1 ocupaellugar [+ 1

por otra parte
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01 0... 0
. 00 1...0
A= @geing. | D0 T D = 00120
0 0 0... 1
y también
1 0 0... 0
Y 010
g1 =(dig,...,028). o = (018, .-, 028,0)
0 0... 10
y como
0
JH=H]|1
0

iH = ((o,.., 1,.,0)— (0 — dyg, alg_azg,...,a,-,lg_a,.g,...,az,g_O).). 1| (lugar j)
0
De modo que podemos escribir para j =1,...,2/ 4+ 1
OH =8 = A(9j-18 - 9;g)
donde adoptamos las extensiones dopg =0y dy;1 12 =0

Demostracion del teorema

Desarrollaremos en serie de Taylor, en un entorno de u(x,f) por una parte —
u(x,t+k)y por otra H(u(x—Ih,t),...,u(x+1h,t)). Para u(x,t + k) tenemos, escri-
biendo eventualmente para simplificar la escritura u en lugar de u(x,) y lo mismo
para otros términos evaluados en el punto (x,f)

du K d%u 3
u(x,t+k) —u+k§+gw+ﬁ(k )
como u es solucién de
du  df(u) du

ot ox —f'w) dx
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y también derivando

Pu 9 ,df(u)
oz 81‘( dx )
9 Of(w), 9, ., \,0u
=—5: (55 ) = (P W1 g)
de manera que
2
u(x,t +k) =u—kf'(u )g“+k2 ;x((f (u))zgu)+ﬁ(k3) (5.100)

Pasemos al desarrollo de Taylor de H. Como el método es conservativo

y desarrolando en un entorno de (i, ...,u)

!
H(u(x—1Ih,t),...;u(x+1ht)) =u+ Z 9iH (u,...,u) (u(x+ jh,t) —u(x,1))
=1

+ 2_18 ) ((u(x+ ihyt) —u(x,1)) (u(x+ jh,t) — u(x,1)) + O(h*)

De nuevo, mediante el desarrollo de Taylor

" 252
u(x+ jh,t) —u(x,t) = h% (2) %—}—ﬁ( )

de donde
(u(x+ih,t) —u(x,1)) (u(x+ jh,t) —u(x,r)) = z;hz(g V24O

Por lo tanto

!
H(u(x—1h,t),...;u(x+1ht))=u+h Z j8jH(u,...,u)%
=1
32 du .,
2 3
(]_z_lj OjH (ty ) 55 + ]Z,_IU tye)(52)2) + ()

Vamos a evaluar cada uno de los términos del este desarrollo.

= Primero teniendo en cuenta que el método es conservativo y el lema (5.3)), renu-
merando el indice j entre —/ y [

AiH = 50~ A(9j-18 — jg)
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De donde deducimos

] !
Z JOH (u,...;u) = —A Z J(0j-18(u,....u) — 9;g(u,...,u))

j=—1 j=1
Observando
I

l
Y 018wy = Y (4 1350, w)

j==1 J==
resulta

1 I
Z j(;jH(uv"'vu)(u""vu> =-A Z ((j+1) _j)a/g(u>“'7u)

j=—1 j=—1

=—Af(u) (5.101)
= Evaluamos ahora los términos en derivadas segundas de H. Derivando de nuevo

81'2,;1'1 = _Maiz—l,j—hg - ai?jg)

]
Y (i—j)*0}H(u,....u)

i,j=—I
! ]
= A( L (=P = Y (= )00, )
i,j=—1 ij=—

cambiando en el primer sumando los indices i, j por i+ 1, j+ 1 como

(i+D)=(+1)=i—j
1
Y (i—))?07H(u,....u) =0 (5.102)

ij=—

= Vamos a transformar los términos en 42, Tenemos,
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,zi_, Poytn L+ E_lu (22

_ i(j_zl:ljzaHj(u7...,u)§Z) ~( _i j28fjH(u,...,u)(%)z)
+wilija,%jﬂ< Wy

- % (jiljzafH(u,...,u)gZ) Jriﬁjil(ijj2)8fjH(u,...,u)(3';)2

Por la desigualdad de Schwarz de las derivadas cruzadas
Z 12 82 Z ]2 82 )
ij==1 hj==1
y podemos escribir

/

Y (ij— )0} H (u,....u)

i,j=—I
%( Z 21] Z ]232 Z 12&2 ))
i,j=—1 ==l =
]

ij=1
donde hemos tenido en cuenta (5.102).

Finalmente el desarrollo de H se puede escribir

H(u(x—1h,t),...,u(x+1h,))
2
= u—Ahf ()5 ou hzg (Z j20;H (u, )‘3“)+ﬁ(h3) (5.103)

Restando (5.103)) de (5.100) y teniendo en cuenta que h = k/A

w(e,t + k) — H(u(x—h,t), ..., u(x+ lh,1))

k* 9 2 0H u
: ))

l
—m(<f'<u>>2jzlﬂax<u, T+ OW)

dividiendo por k y reordenando términos obtenemos
[

De forma inmediata obtenemos,



5.4 Métodos Numéricos para Problemas hiperbdlicos no lineales 183
Corolario 5.2 Si f(u,A) # 0 el esquema
u(x,t+k)=H(u(x—1ht),...,u(x+1h,t)

es de orden 1 con respecto a la ecuacion v de orden 2 para la ecuacion

du  df(u) J duy _
S+ P58 A= (B(u,2) 55 ) =0 (5.104)

En el marco de los problemas no lineales la nocidn de estabilidad hay que adap-
tarla. Las apropiadas condiciones de estabilidad junto con la consistencia permitiran
demostrar la convergencia. Un primer resultado de convergencia es el siguiente teo-
rema de Lax-Wendroff.

Teorema 5.9 Consideremos sucesiones (k)i y (h);, de pardmetros k,h — 0.

1. u(x,1) la solucion aproximada correspondiente para cada k (resp. h, A = h/k)
generada por el método conservativo .

2. El método verifica g(v,...,v) = f(v) Vv, es decir el método es consistente.

3. Supongamos que uy converge hacia u cuando k — 0 en el sentido de la topologia
Ll (R x [0,0)), es decir, para todo Q = [a,b] x [0,T] en el plano x —t tenemos

T rb
Huk—qu_Q:/ / g (x,1) — u(x,1)| dxdi — 0 cuandok—0  (5.105)
’ 0 Ja

y también
up(x,t) = u(x,z) c.t.p. (5.106)

4. Supondremos ademds que se verifica la condicion de estabilidad siguiente: Exis-
te una constante C > 0 tal que

||| = (R x (0,00) < C (5.107)

Entonces u es solucién débil del problema (5.71), es decir, verifica que es

/0 ./700 (uy —I—f(u)g) dxdt = [mu(x,0)¢(x,0) dx
para todo ¢ € C}(R x [0,inf))
Demostracion. Sea ¢ € CL(R x [0,inf)) y multipliquemos los términos de la expre-
sion (5.96) por @(x;,t,) = @}

W =g = A (5002~ 8-12) ) 9]

sumando obtenemos
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Y Y @t -uei+a Y Y (gip—g512))9) =0
n=0 j=—o0 n=0 j=—o0

y realizando las siguientes sumas por partes

Y —u)ef == Y ui(of —9; ) —ulle)

n>0 n>1

y también

Z (g;!+1/2 _g’}—l/z)‘l’;’ == Z g’}+1/2(‘l’7+1 —0j)
JEZ JEZ

podemos escribir

Y, Y Wi (@ =0 ) +k Y Y gt (@ — @) +h Y uje) =0

n>1jez n>0jeZ JEZ

Utilizando las extensiones a todo el plano x — ¢ mediante funciones constantes a
trozos

we(x,t) =u} xXj_1pp <X <Xjyyp <t <tpp

Ge(x,t) =@ x; 1 <x<Xjr1n b <t <typ
grx,t) =g X Sx<xjp ta <t <ty

uk(x,t)

@k(x,t)

>

Xj-1 Xj Xj+1 Xj+2

Figura 5.49 Extension a funciones constantes a trozos
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gk(x,t)

Xj-1 Xj Xj+1 Xj+2

Figura 5.50 Extension a funciones constantes a trozos

Los anteriores sumatorios se interpretan como integrales observando

hz M(J)(P? = /_ uy (x,0) @ (x,0) dx

JEZ

y andlogamente para los otros sumatorios dobles

/ / e <kaf) Z’k(xvt_k) drdit

//g QRO OCI2D e [ (6,0 gu(x,0)x =0

h

Pasemos al limite cuando k — O (resp. 2 — 0), tendremos

O — @
(Pk(xat—’_k)_(pk(x»t) _)(97([)

k ot
Pu(x+h/2,1) — pulx—h/2,1)  I@

h ax

uniformemente. Por otra parte
up —u enL) (Rx[0,))yc.tp.

por lo tanto

// ukxtq)k)”) (Pk( dxdt%/w/wu%—(fdxdt
0 J-o

/_ uy (x,0) @ (x,0) dx%/ uo(x)@(x,0)dx
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Finalmente estudiemos el paso al limite en el término

//gk (pkx+h/2t)h (x—h/Z,t)dxdt

Tenemos gi(x,1) = g(ug(x — (I — 1)k,t),...,ux(x + lk,7)). Vamos a demostrar que
gk(x,t) = f(u(x,t)) cuando k — 0. Andlogamente por la propiedades (5.103) y
(5.106) y la propiedad de consistencia, como g es continua se puede demostrar que

gk(x,t) = f(u) c.tp.
y gracias a (5.107) y el teorema de convergencia dominada de Lebesgue
gi(x.1) = f(u) en Lie(R x [0,%0))

y pasando al limite y obtenemos

//g (pkx-l-h/Zt) o(x— hﬂtddt%//f 9

El teorema de Lax-Wendroff nos indica en qué condiciones la solucién dada por
un esquema numérico converge a una solucién débil del problema de partida. En la
demostracién ha sido necesario suponer que el esquema numérico sea conservativo
para poder pasar al limite. En el caso no conservativo, no es posible en general
demostrar que el limite « es una solucién débil del problema.

Queda todavia por estudiar si la solucién limite débil es entrépica. Supongamos
pues (U, F) es la pareja de entropia U asociada al flujo de entropia F'. Sabemos que
la solucién entrépica u satisface lo que justifica la siguiente definicion.

Definicion 5.10 Diremos que un método numérico en diferencias finitas es con-
sistente con la condicion de entropia si existe una funcion G continua de
R% — R llamada flujo de entropia numérico, verificando

para la cual se tiene la desigualdad
n+1 n n
U™ U =G0 = Glap)
donde

Uy =U)

n . n n
Gj+1/2 = G(ijl+1a-~-avj+l)

Diremos entonces que el método numérico es entrépico si es consistente con toda
condicion de entropia.
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Estamos en condiciones de precisar el teorema (5.9).

Teorema 5.10 Supongamos que se verifican las hipdtesis del teorema (5.9) y con-
sideremos un método de diferencias finitas consistente con la condicion de entropia

([B-83). Entonces el limite u es una solucion débil del problema (5.71)-(5.72) que ve-
rifica la condicion de entropia (5.85). Si el método de diferencias finitas es entrdpico

entonces u es la solucion entropica de -

Demostracion. La demostracién es andloga a la del teorema (5.9). W

En el caso de ecuaciones no lineales no disponemos de un método general para
estudiar la estabilidad de los métodos numéricos correspondientes. La estabilidad
de los métodos lineales aplicados a la ecuacidn linealizada no es suficiente para
determinar la estabilidad global del esquema numérico. Una idea general a la ho-
ra de construir métodos numéricos para problemas no lineales es buscar métodos
cuyas soluciones conserven en la medida de lo posible algunas propiedades de la
solucién exacta. En particular en los problemas hiperbdlicos no lineales queremos
que la solucién numérica obtenida converja hacia una solucién débil del proble-
ma y ademds converja hacia la solucién fisicamente admisible, es decir la solucién
entrépica. Buscaremos pues criterios que nos aseguren que el esquema numérico en
cuestion converge.

5.4.2. Esquemas Monétonos

Las soluciones débiles del problema (5.71) entrépicas verifican la siguiente pro-
piedad: Si u;(x,t) es la solucién correspondiente al valor inicial u;(x,0) = vi(x) y
u(x,y) la solucién correspondiente al valor inicial u;(x,0) = v2(x) de manera que

vi(x) = va(x)
en casi todos los puntos x € R entonces
uy (x,1) > up(x,1)

en casi totos los puntos x € R. Esta propiedad da lugar a la siguiente definicién de
esquema mondtono:

Definicion 5.11 Diremos que un esquema numérico de la forma

n+l _ n n
uim =H .. uy)

es mondtono si la funcion H es una funcion creciente de sus argumentos, es decir,
Para todo j€Z

Vj Z W] jH(V;!fly -.-’v?+l) Z H(W?il,...yw;{‘»[)
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de modo que tendremos
We>w=v">uw" Vn>0
i=" i="j =

Veremos a continuacién algunos ejemplos de esquemas monotonos.

Método de Lax-Friedrichs

Vamos a estudiar en que condiciones el método de Lax-Friedrichs es mondtono.
El flujo numérico del método de Lax-Friedrichs es

u,v) =

M (

1 1
S (W) + £0) = 57—
y el método es

H(v_1,v0,v1) =vo— A(g"" (vo,v1) — g (v_1,v0))
_V1-|—V_1 A

5 E(f(vl)—f(v—l))

Para que el método sea mondtono es necesario y suficiente que
gH>0 [=-1,0,—1

Tendremos pues,

1 A
J-1H = §+§f/(v_1)
doH =0

oA,
81H:E—§f(\/1)

Por lo tanto el esquema de Lax-Friedrichs serd monétono si

'(vj41) >0 VjeZ

+
| > | >
~ ~

'(vji-1) >0 VjeZ

N = N =

es decir si

—1<Af'(v;) <1< Améx
J

FopI<l

que es la condicién de Courant-Friedrichs-Lewy (C.F.L.)
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Método de Godunov

El método de Godunov se basa en la resolucién de problemas locales de Rie-
mann. Recordemos que la dnica solucién entrépica del problema de Riemann

(-39-(G.90) es:

1. Sia=b,lasolucién u(x,t) = a = b es evidentemente una solucién entrépica.
2. Si a > b, la discontinuidad es admisible y se propagard segiin una linea de dis-
continuidad determinada por la condicién de Rankine-Hugoniot.

fW)—fu™) _ f()—fla)

s = =
ut —u— b—a

3. Sia < b, la discontinuidad no es admisible y no se propagard. Es una solucién
clasica en las zonas de regularidad, teniendo en cuenta la condicién inicial, re-
sulta N

u(x,r) = WR(;,a,b)
X

donde, poniendo & = ¥

wr(§,a,b) =< (f)71(E) si fla)<E<f(b)

Esta solucién es continua, salvo en r = 0. La discontinuidad desaparece para
t>0.

Supongamos ahora que tenemos una aproximacion u” = (u;') jez de la solucién

n+1

en el tiempo #,. El esquema de Godunov consiste en construir "™ como sigue

Figura 5.51 Construccién del Método de Godunov. Problemas de Riemann locales
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I T th+1
/

| / : | /W |

| / | |

| | | th

Figura 5.52 Construccién del Método de Godunov. Solucién de los problemas de Riemann locales

= Primer paso:
Se resuelve exactamente el problema
dw  df(w

w , 9f(w)

ot ox
w(x,ty) = v(x,t)

=0 xR 1€ (ty,lnt1]

donde
v(x,t,) = u’] X € (Xj_1/2:%j412) JEZL

La funcién v pertenece a L (RR) y este problema tiene una dnica solucién entrépi-
ca que podemos calcular explicitamente al menos para valores del paso k sufi-
cientemente pequefio. En consecuencia consideramos los problemas de Riemann
locales centrados en los puntos x|, para j € Z

du N af(u)

ot dx

=0 xeR r€(0,k

uj st x<xjpip

J
u(x,0)=4 ]
Mj+1 S1 x>xj‘+1/2

Dos problemas de Riemann vecinos no interaccionan con tal que la condicién
e .
Amax{|fW)l;veurult <5 jel

se cumpla. De hecho esta condicién asegura que la onda que parte del punto
Xj_1/2 no alcanzara las lineas x = x;_; y x = x; antes del tiempo .
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th+1

T
I
I
|

tn

Xj-1 Xj-1/2 Xj Xj+1/2 Xj+1

Figura 5.53 Problemas de Riemann locales

Las solucidn sera una superposicioén de los problemas de Riemann locales.

u(x,tar1) = wr((x—x;_1 ) /b, ulfy)  x € (xj,xj01] JEZ

= Segundo paso:

u;?“ se define tomando el valor medio de la solucion anterior en el intervalo

(xj71/27xj+1/2>

1 [Yi+12

1

it = = WR(X,tat1) dx
’ Xj_1/2

es decir, suponiendo que la condicién C.F.L. se cumple obtenemos

w1 L2
U :Z(/() wr(x/kiuj, dx+/ R(x/Kuf g, u J)dx)

+1

Para calcular el valor medio u;f resulta préctico recurrir a la forma integral de

la ley de conservaci6n. Integrando en el rectdngulo [x;_/2,% ;11 /2] X [tn,tn+1]

n /+1/2 9u df(u)
/tn/ e ) dxdt

Xj—1/2

7//“/2 xk 7u(x0 dx+/ j+l/2 Ovt)if(u(xj*lﬂ‘i»o’t)) di

Xj-1/2

— (T — ) k(O )~ S (O] .a8)) =0

El esquema de Godunov se puede escribir

W = —A(f(wR(O—;u;f,u;fH) — FwR(0+3!_yu ,))
El esquema de Godunov es pues conservativo. Ademas

fwr(0=;a,b)) = f(wr(0+;a,b)) = f(wr(0;a,b))
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en efecto, la funcién & — f(wg(&;a,b)) es continua en & = 0 pues la velocidad
de propagacion de la discontinuidad s = dx/dr = & es igualaO en £ =0 y por la
condicién de Rankine-Hugoniot [f(wg(0)] =0

fwr(0—:a,b)) = f(wg(0+:a,b))

de modo que el flujo numérico correspondiente al método de Godunov es

g%(u,v) = f(wr(O;u,v))

El célculo anterior es correcto siempre que las ondas que parten de x;_1/, no inter-
seccionan con de x = x| 5 y reciprocamente. Por lo tanto el esquema de Godunov
es valido con la condicién

AfWpl<1

que es la condicién C.F.L. Con esta condicion el esquema de Godunov es monétono
pues es el resultado de dos pasos, cada uno de ellos monétono.

Cuando f es lineal, es decir f'(v) = a = constante 0o mds generalmente si f
es estrictamente convexa, en las regiones en que f es mondtona, el esquema de
Godunov tiene una expresion sencilla. Tenemos,

u si f>0
v osi f<0

wr(0;u,v) = {

de modo que
G _J f(u) s >0
g () = {f(v) i /<0

que es el método conocido como método “upwind”.

Meétodo de Engquist-Osher

El método de Godunov necesita resolver exactamente los problemas de Riemann
locales en cada punto x; |/, de la malla. Esto puede ser relativamente costoso en
las aplicaciones. Vamos a introducir un método préximo al esquema de Godunov
pero que no necesita resolver explicitamente el problema de Riemann. El método
de Engquist-Osher se escribe

G == S0 @) + 5 ([ @l - [T 1re)lag)

(5.108)
que corresponde a la funcién de flujo numérico

1 1,
§0(u) = 5 (£l +£0)) = 5 [ 1(©)] g
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El método de Engquist-Osher es mondtono si se verifica la condicién C.F.L.. En
efecto, si

—1<Af'(vj) < 1eAmix|f' (V)| <1
J

tenemos

n n n A’ / / n
ale(Vj717Vj7Vj+l):§(f (vji—1) +1f (ijl)D =0

doH (Vi_1,V, Vi) = 177L|f’(v?| >0
n no.n ﬁ, n n
AHH Vi1,V Vi) = §(|f/("j)+1|—f/(”j+1)) >0

Consideremos el caso particular importante en el que la funcién f es estrictamente
convexa. Si introducimos el punto i € R en el que f/(iZ) = 0 pongamos

de manera que

FO) =) +f-(v) - f(@)
W= F0)=fL0)

f(v) f4(v)

cl

Figura 5.54 Griéficas de f+ y de f—

Tendremos pues,
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&0 () = 5 (£ +£09) — 5 (£ ) — F1 @) = (£-0) — £-))

2
= S (f@)+ fr () = f- () + f0) = [+ (V) + F-(v))
= fi(u)+f-(v) - f(@)

Como el flujo numérico g estd definido salvo una constante, podemos tomar en el
caso estrictamente convexo

g0 (uv) = fi(u) + f-(v)

— N

[\S]

lo que da el esquema
= A (- V) = S0+ (F 00) = £:0%) )

Si consideramos por ejemplo la ecuacién de Burgers, es decir f(u) = %uz y (2 =0),
tendremos

de manera que

1
gEO(u,v): v’ si u,v<0

N =

—( 2—|—v2) si u>0v<0

Ejercicio

Aplicar el método de Engquist-Osher para resolver el problema (5.71) donde
flu) = %uz y con la condicién inicial uy dada por

1 si x<-—1.25
up(x) =405 si —1.25<x<0
1 si 0<x

1. Comparar los resultados para distintos valores de A = % y explicar los resultados.
2. Comparar los resultados con los que se obtienen utilizando el método de Lax-
Friedrichs.
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Solucion

Con los datos son 2 =0.01 y k = 0.001. De modo que A = 0.1. La solucién para
distintos tiempos se representa en la figura

Solution
T T T T T T
} —w
1=0.2
0.95 |- t=0.4 |7

0.9 b

08 B

D075 b

0.7 - 4

0.65 b

0.55 [ \ B
I I L I I I L

0.5
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

Figura 5.55 Solucién numérica con el método de Engquist-Osher en distintos tiempos
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La monotonia es una propiedad muy fuerte y los esquemas monétonos tienen
una importante limitacién. En particular los métodos conservativos mon6tonos son
a lo sumo de ordenl. Para ver esto necesitamos el teorema (5.8) de caracterizacién
de los esquemas de orden 2.

Vamos a demostraresta limitacion de los esquemas mondtonos.

Teorema 5.11 Sea un método numérico para resolver - de la forma
([B-16) consistente y que puede ponerse en forma conservativa 'y en el que H es de
clase C3. Si el esquema es mondtono es como mdximo de orden 1.

Demostracién. Con las notaciones del teorema (5.8) demostraremos que si un es-
quema numérico en diferencias finitas es monétono tenemos que B(u,A) >0y
B(u,A) =0 solo en el caso trivial. Si el esquema es monétono d;H > 0, y pode-
mos escribir teniendo en cuenta (5.101))

/

l
Afw) =Y joH, . u)=Y j\/8jH(u,...,u)\/8jH(u,...,u)
j=—1

=t

y utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz
! !
Af )<Y jfoH(u,...u) Y 0;H(u,...,u)
j==1 j==1

Ahora si derivamos la relacién respecto a u

obtenemos
!

Z diH (u,...,u) =1

j=—1
de modo que

!
Af'w)* < Y j9;H(u,...,u) (5.109)
j=—1

por lo que

=l 2
Y PO H 1) (f ()2
) == - >0
Por otra parte tenemos que f3(u,A) = 0si y solo la desigualdad (5.109) es una igual-
dad y esto esto ocurre si y solo en la desigualdad de Cauchy-Schwarz los vectores
son proporcionales, es decir en nuestro caso, si para todo j

J20;H (u,...,u)
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es proporcional a
d;H (u,...,u)
para todo j y para todo u, es decir, si y solamente si
diH (u,...,u) =0

salvo a lo sumo para un j = jy. Se deduce que

!
1= 0;H(u,...,u) = dj,H(u,...,u)

j==l

y
!
—Af'(u) = Z JOH (u,...;u) = jodjoH (u,...,u) = jo
=1
Estamos pues en un caso lineal, f'(«) = a = constante con A = —jo/a, jo = —ak/h
y

H(I/t_l, ...,u[) = Uj,

el esquema es simplemente

n+l _ n
Uy =Ujtj

Este esquema numérico es exacto, en efecto el error de consistencia es igual a 0
pues si u(x,t) es la solucién exacta en (x,7)

u(x,t+k)—H(u(x—h,t),...;u(x+1h,1)) = u(x,t + k) — u(x+ joh,t)
=up(x—a(t+k)) —uo(x+ joh—ar) =0

Para terminar este apartado, observemos que si un esquema es monétono, la ecua-
cion (5.104) es una ecuacién parabélica. El término de perturbacién

—lh%(ﬁ(u,l)%)

aparece como un término de viscosidad. Es por lo tanto de esperar que la solucién
obtenida mediante un método mondtono tenga como limite la solucién entrépica.

5.4.3. [Esquemas de Variacion Total Decreciente (T.V.D.)

La monotonia es una propiedad muy fuerte. Se pueden considerar métodos con
propiedades no tan restrictivas y que son suficientes para asegurar la convergencia
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de los métodos hacia una solucién entrépica. Una clase importante son los métodos
de Variacién Total Decreciente (en inglés “Total Variation Diminishing”). Por otra
parte la aplicacién del teorema de convergencia (5.9) necesita la verificacion de
la consistencia y las propiedades de estabilidad suficientes que permitan ademas
asegurar la convergencia de la sucesion generada por el método. Las propiedades de
estabilidad mediante el apropiado razonamiento de compacidad permitird obtener
subsucesiones convergentes hacia la solucién buscada. Empezaremos considerando
diferentes normas asociadas a una sucesién v = (v;) jez.

1. Norma L!
Wl =hY vl
jez
2. Norma L~

V||z» = max|v;
¥ = méx v

3. Variacién Total de v = (v;) jez
TV(v) =) [vi+1 =]
jez
A continuacion cuando escribamos H(v) donde v = (v;) jez, entendemos que es la
sucesion (H(v) ;) jez = (H(vj-s, ...,Vj_;,_l))jez

Definicion 5.12 Diremos que que un esquema en diferencias finitas (5.15)

Wi = Hujgs e uj)

es de Variacion Total Decreciente (T.V.D. ) si verifica
TV(H(v)) <TV(v) Yv=(vj)jez (5.110)

Segtin la definicién son métodos de variacion total no creciente. Lamentablemente,
también los métodos T.V.D. conservativos de 3 puntos son a lo sumo de ordenl,
aunque a diferencia de los métodos monétonos se pueden construir métodos T.V.D.
de orden 2 de 5 puntos. La utilidad de esta nocién es que a partir de ella se pueden
deducir propiedades de estabilidad requeridas en los teoremas de convergencia.

Definicién 5.13 Diremos que un método en diferencias finitas (5.13)) es L™ estable
si existe una constante C > 0 independiente de n y de k tal que la sucesion u"
generada por el método verifica

W= <C Vn>0 (5.111)

Vamos a ver que relacién existe entre esquemas monétonos, esquemas T.V.D. y
estabilidad L. Empezaremos con el lema de Crandall-Tartar
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Lema 5.4 (Crandall-Tartar). Sea (22, L) un espacio de medidad y C un subconjun-
to deL' (Q) tal que

f,g€C=mix(f,g) €eC (5.112)

» Sea T una aplicacion T : C — L' (Q) que satisface

/T(f)dyz/fdu Viec (5.113)
Q Q

Entonces las tres propiedades siguientes son equivalentes

1. T preserva el orden, es decir,

f,g€Ccon f<gectp = T(f)<T(g) ctp.
2.

[ a-1@) dus [ (1-gdu Vrgec
Q Q

L) -r@ldu< [ If-gldu vrigec
Demostracion. w 1 = 2. Como max(f,g) € Cy T preserva el orden

T (max(f,g)) > T(g)

y igualmente

T(mix(f,g)) = T(f)

restando 7'(g) de ambos lados

T(mix(f,8))—=T(g) =0
T(mix(f,8)) =T(8) = T(f)—T(g)

y por lo tanto
T(mix(f,g)) —T(g) > max(T(f) —T(g),0)

es decir
T(max(f,8))—T(g) = (T(f)—T(g))+

Utilizando (5.112)
[T =T()s du < [ Tmax(f,6) T () du
Q Q

— [ (max(£.)) ~ ¢) d
Q
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y finalmente teniendo en cuenta que

mix(f,g) =g+ (f—g)+

Lrn-1@)du< [ (r-g)s du
Q Jo
= 2 = 3 Utilizando la identidad
f=8l=(f—8)++ (= f)+
tenemos
LI -T@ldu= | (1)~ T(@)+ du+ [ (T(6)~T (1)) du
Q Q Q
< (=g du+ [ (s=pdu= | |1—slau
= 3= 1. En la practica demostraremos 3 = 2 = 1. Aplicando la identidad
(f=8)+=(If—8l+(f-8)/2
y la propiedad
1
[ @ -T@)sdn=3 [ (T(H-T()+T(H)-T(e)) du
Q Q
<3 [(r—gl+r—g)du= [ (7—g)- du

Si suponemos ahora que f < g c.t.p., tendremos (f — g)+ = 0 de modo que

| r()=T(e)- du <0

lo que implica T'(f) < T(g) c.t.p.
[ |

Veremos ahora que la monotonia implica la estabilidad L™, la estabilidad L', la
propiedad T.V.D. asi como que la aplicacién H es una contraccién en L.

Teorema 5.12 Supongamos que el método es conservativo y mondtono. En-
tonces es L= estable, H es una contraccion en L! yes T.V.D. Mds precisamente,

1. Estabilidad L :
||| = <[] | (5.114)
2. Estabilidad L':

e[ <[] (5.115)
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3. Para cada par de sucesiones (u;) jcz, (v;)jcz, tenemos
[1E () = HO) Iy < vl
4. Estabilidad de la Variacion Total:
TV (") < TV (u°)
Demostracion. Empezamos verificando que (propiedad del tipo méximo)

min ;< (H(u)); < mix u;

JI<i<j+ T jI<i<jtH
Esto implicara la estabilidad L™. En efecto, sea w la sucesion constante

wj=mixu;=c VjeZ

i€Z
Como el esquema es conservativo
(H(w))j=c
y como el método es monétono
H(u) < H(w)

201

(5.116)

(5.117)

(5.118)

Como H (u) solo depende de 2/ + 1 variables obtenemos la segunda desigualdad de

(5-118). Andlogamente, si elegimos w la sucesién
wj:riréiznui:c VjieZ
y como el método es mondtono
H(w) <H(u)

que es la primera desigualdad de (5.118). (5.118) implica

Hu | < 4 .
[H )| < max [l

y por lo tanto
[H ()]~ < [[ul]z=

de donde recursivamente obtenemos (3.114).

Para demostrar que H es una contraccién en L! utilizamos el lema (5.4). Tendre-

mos teniendo en cuenta (5.118))
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J+
<  max <
;< i el < Y Jud

|H@)||p =k Y, [Hu),| < 2L+1)RY fuj| = 21+ 1)][ul| 1
JEZ JEZ

De modo que H es una aplicacién de L! en L! y ademds como para un método con-
servativo Y. ;cz H(ujj,...,uj11) = ¥ jez U, es decir H preserva la 1ntegral Como el
esquema es monétono, u < v = H(u) < H(v) y gracias al lema (5.4) esta propiedad

es equivalente a (5.116).

Ahora como H(0) = 0 deducimos primeramente

[H ()| < a1

y obtenemos (5.115)). Por otra parte podemos escribir

= ¥ 1H ()11~ Ha) = 11O ~ H@)ll

JEZ

donde w = (w;) jez, con w; = u; 1. Finalmente se obtiene gracias a (5.116)

1
TV(H(u)) < o llw—ul[p = Y lujer —uj| =TV ()
=

y tenemos (5.117). &

Hemos visto que un esquema mondétono es T.V.D. La reciproca no es en general
cierto, sin embargo podemos demostrar que los esquemas T.V.D. preservan la mono-
tonia, lo que en la prictica quiere decir que no producen nuevos extremos relativos.
Vamos a precisar esto:

Definicién 5.14 Diremos que el método preserva la monotonia si para toda
sucesion (v;) j mondtona la sucesion (H(v) ;) ; es mondtona.

Vamos a verificar que todo esquema T.V.D. preserva la monotonia. En efecto, sea
(v;); una sucesién monétona tal que TV (v) < eo. Como el esquema es de 2/ + 1
puntos basta considerar una sucesién

v J<J—
vij{mondtona J_ < j<Jy
vg Jj>J+
de manera que
TV (V) = |vg— v

Razonando por reduccién al absurdo supongamos que w = H(v) no sea una suce-
siéon mondtona, de manera que exista un minimo local v, y un maximo local vy,.
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tendremos
TV(w) > |[vag —vil + v —vim| > TV (V)

lo que es una contradiccién.

Vd

Vd

Vm

Vm

Figura 5.56 Demostracion de que un método TVD preserva la monotonia

Tenemos pues las implicaciones siguientes

Esquema monétono = Esquema T.V.D. = Esquema que preserva la monotonia.

Los esquemas T.V.D. son pues menos restrictivos que los esquemas mon4tonos.
Vamos a ver que con alguna hipétesis adicional los esquemas T.V.D. permiten ob-
tener las propiedades de estabilidad suficientes para asegurar la convergencia de
los mismos. El siguiente teorema proporciona para los métodos T.V.D. el resultado
andlogo al del teorema (5.12) para un método que sea monétono.

Teorema 5.13 Supongamos que el esquema es conservativo y que la funcion
de flujo numérico asociada g es localmente lipschitziana. Entonces si el esquema
es TV.D. y L”- estable, existe una constante C > 0 que depende tinicamente de la
constante de estabilidad L™ tal que
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1.
VGO < (0 +CTTV((.,0) 0<t<T (5.119)

2.
TV (v(.,t) < TV(v(.,0) (5.120)

3.
V(1) =v(,9)l[p S C(t—s[+K)TV(v(.,0)) (5.121)

Demostracion. Primero observemos que (5.120) no es més que la propiedad del
método T.V.D., pues

TV(H(u)) <TV(u)=TV(H"(u)) <TV(u)
Verifiquemos la estimacién (5.119). Pongamos
i = mss

lullr =h Y [vil

Jjez
Podemos escribir
H(u)j—uj=—A(gjs1/2—8j-1/2)
donde recordemos
8j+1/2 = g(“j71+1,---7uj+1)
8j-1/2 = gujpyesttjyr1)
Puesto que g es localmente lipschitziana, tenemos
\H(u)j—uj| < AC(|tj—r1 —uji| + o+ ujr — uji-1])
donde Cy = Cy (g, ||u||r=). Asi pues
[|H(u) —ul|) <21C kTV(v)
Si suponemos que ||H' (u)||z= < C, para todo [, se obtiene
[|H Y (u) — H (u)]| ;1 <21CkTV (H' (1)) < C3kTV (u)

de donde

n—1

1H" () —ullp < Y NH () = H' ()] < C3nkTV ()
=0

es decir,
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H @[ < lullp +CTTV () 0<8, <T

y obtenemos (5.119). Para demostrar (5.121)), observemos que si ,, <5 < fyi1 y
t, <t <t,41 tenemos
|ty —tm| < |t — 5| +k

en efecto, podemos poner,con 0 < a < 1y0<f <1
s=ty+ok t=t,+Pk
de donde
lth —tm| =t —Bk—s+akl=|t—s+(a—B)k| < |t—s|+|a—Blk<|t—s|+k
también pues v es constante a trozos
V(1) =v(.y8) = (o) — V(oo tm)

Si por ejemplo, n > m,

H"(v)—H"(u) = Z (HIH(M) —Hl(u))

I=m
de donde
[|H" (u) — H™ (u)||1 < C3(n—m)kTV (u) = C3(ty —t,n)TV (u)
< G([t —s[+K)TV (u)
|

Veamos la estabilidad L= de los esquemas T.V.D. Lo demostraremos para u® de
soporte compacto. Esté claro que #” es también de soporte compacto. Para una su-
cesion de soporte compacto tenemos

uj = iuj —Uji
j=i
de donde
el |z < TV (u)
de manera que si el esquema es T.V.D.
(-, 0)[|= < TV (uf.,0)
Se puede demostrar que para un esquema T.V.D. con u’ € BV (R) se tiene

o= < tminfJuf] + TV ()
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Como consecuencia de los anteriores resultados obtenemos el siguiente resul-
tado de convergencia para esquema T.V.D. que completa el resultado general del

teorema(3.9).
Teorema 5.14 Sea u una solucién débil del problema -B-72)). Sea un

método de diferencias finitas T.V.D. y L™ estable que satisface las hipotesis del teo-
rema . Designamos mediante uy, la funcion definida en todo (0,T) x R por

up(x,t) = ui Y (x,1) € iy /2, X541 2] X [ty tas1]

y donde A = k/h = constante
Entonces existe una sucesion de valores k, con k — 0 tal que la correspondiente
sucesion de soluciones (uy )y verifica

ug —u enL”(0,T;L),.(R))

para todo T > 0. Si ademds el método es entrdpico la sucesion (uy)y es vnica y
converge hacia la tinica solucion entropica.

Demostracién. Sea T > 0. La inclusién canénica de BV (R) NL!(R) es compacta.
De las estimaciones obtenidas en el teorema (5.13)) y de la demostracién del teorema
de Ascoli se deduce que se puede extraer una subsucesion de (ux)x que designare-
mos también mediante (uy ), tal que

uy—u enlL” (O, T;L}OC(R))
y podemos suponer también que
Uy —u ct.p.

La estabilidad L™ permite aplicar el teorema (5.9) de donde se deduce que u es

solucién débil del problema (5.71)-(5.72).

Si el método es ademads entrépico se deduce del teorema (5.10) que el limite u es
la solucién entrépica. Finalmente (i), admite un dnico punto de acumulacién y es

toda la sucesion la que converge hacia u en L™ (O, T;Lllo C(R)) [ |

5.4.4. Esquemas Entropicos

Hemos visto en el teorema (5.12)) que los esquemas monétonos son T.V.D. Vamos
a verificar que también son entrépicos.

Teorema 5.15 Un esquema mondtono y consistente es entropico.

Demostracion. Hemos visto que basta considerar entropias de la forma

U(u)=lu—r|, F(u)=sgn(u—r)(f(u)—f(r)
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Se trata ahora de encontrar una funcién flujo de entropia numérica tal que

G(u,u,...,u) = sgn(u—r) (f(u) —f(r))

y
|“?+1 —r| =} —r[+A(Gjs12—Gj_12) <0
Pongamos,
aVb=méx(a,b), aAb=min(a,b)
y definimos

Gupyyyeot) = gu_j Vg V) — gu_jp g Ay up AT)
y veamos que este flujo numérico verifica las condiciones requeridas. Calculamos
Gi12=Gj1p=8Wj 111 Vryuj Vr) —gluj— V. uj 1 Vr)
_g(uj—l+l AT, sy Ujyl /\I") +g(uj—1 AT, s Ujpl—1 /\V)
De la definicién de método conservativo ([5.95) obtenemos
—A(Gj+1/2—Gj,1/2) :H(uj,g\/r,...,u]grz\/r)—uj\/r
—Huj_ Ary.ujg Ar)+ujAr

y observando que
uiNr—ujAr=|uj—r|

obtenemos la igualdad

|uj —r| —A(Gj+1/2 _Gj—1/2) = H(uj,l VI Ujyg \/r) —H(uj,l ATy, Ujyg /\r)
(5.122)

Ahora, para un método monétono y teniendo en cuenta la consistencia (de modo
que H(r,...,r) =)
1
H(uj_ N r.ujqVr)>Hujg,...ouj ) VH(r, ... r) > u?+ Vr

y andlogamente

Huj g Aryeujg Ar) <Huj—g,uj) NH(r 1) < u?*l Ar

que junto con (5.122) nos proporciona
|u?+l —r| =} [+ A(Gj112—Gj_12) <0

Finalmente la consistencia se verifica facilmente, en efecto se tiene
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G(u,...,u) =g(uNVr..,uVr)—guAr .. unr)=fuVvr)— f(unr)
= sgn(u—r)(f(u) = f(r))

5.4.5. Comentarios adicionales

En esta seccion nos hemos limitado a métodos de diferencias finitas explicitos
aplicados a leyes de conservacion escalares y en dimensién 1. Hay muchas referen-
cias en la bibliografia donde se tratan métodos semidiscretos, métodos implicitos o
métodos con mallados adaptativos, asi como la extensioén a problemas en dimensién
mayor que 1. Estas notas deben pues considerarse simplemente como el punto de
partida basico que proporcionrd los conocimientos minimos necesarios para abor-
dar el problema general de los métodos numeéricos para problemas hiperbdlicos no
lineales en toda su extension. Se ha hecho asi pues, atn en el caso de una ley de
conservacion escalar y en dimensién 1, aparecen ya la problemadtica ligada a los
problemas hiperbdlicos como es la falta de regularidad de las soluciones, y de ahi la
necesidad de introducir el concepto de solucién débil, y en el caso no lineal, la falta
de unicidad, siendo necesario completar la ley de conservacién con alguna condi-
cién adicional, como la condicién de entropia que permite al modelo matemético
elegir la solucién fisicamente admisible. Estas condiciones se deben reflejar de al-
guna manera plausible en el método numérico.

Aunque se ha tomado como punto de partida un esquema numérico bastante ge-
neral, hemos limitado el andlisis numérico a métodos monétonos y métodos T.V.D.
En particular un método monétono es T.V.D. La propiedad T.V.D. es algo menos
restrictiva que la monotonia pero permite obtener los resultados de estabilidad su-
ficientes para poder asegurar la convergencia de la soluciéon numérica. Se ha visto
que un método monotono tiene la limitacién de ser a lo sumo de orden 1. Asimismo
un método T.V.D. de 3 puntos también tiene esta limitacion. Para construir méto-
dos T.V.D. de orden superior a 1 es preciso acudir a métodos de al menos 5 puntos.
También se ha introducido la nocién de método entrépico que asegura que la solu-
cién numérica converge hacia la solucién entrépica. En particular se ha visto que un
método mondtono es entrépico.

Una manera de construir métodos de segundo orden es, siguiendo la idea del
método de Godunov, utilizar una aproximacion lineal a trozos en lugar de una apro-
ximacién constante a trozos. Estos métodos se sustentan en la forma integral de
la ley de conservacion e involucra la solucidn exacta o aproximada de problemas
de Riemann locales. Otras extensiones son el método P.P.M. (“piecewise parabolic
method”) y E.N.O. (“Essentially non-oscilatory method”) que son esquemas de tipo
Godunov de alto orden. Una caracteristica comtn de los métodos T.V.D. es un pro-
cedimiento de limitadores de flujo para conservar la propiedad T.V.D. Ello implica
que la precisién de segundo orden en las regiones de regularidad suficiente se obvia
en las zonas donde no existe esta regularidad.



Referencias 209

Referencias

1. Thomée, V., Finite difference methods for linear parabolic equations, Handbook of Numeri-
cal Analysis Volume I, Pages 5-196. Ciarlet, P.G. , Lions J.L ( Editors), Ed. North-Holland,
(1990)

2. Marchuk, V., Splitting and alternating direction methods, Handbook of Numerical Analysis
Volume I, Pages 197-462. Ciarlet, P.G. , Lions J.L ( Editors), Ed. North-Holland, (1990)

3. Godlewski, E., Raviart, P.A.: Hyperbolic systems of conservations laws. Ed. Elllipses (1984)

4. Ames W.F.: Numerical methods for Partial Diffferential Equations. Ed. Academic Press,
(1975)

5. Godunov S.K.: Ecuaciones de la FSica Matematica. Ed. Mir (1984)






	Problemas parabólicos en dimensión 1 espacial. Introducción
	Aspectos generales del análisis numérico del Método de Diferencias Finitas
	Métodos de Euler 
	Método de Euler explícito
	Método de Euler implícito

	Método matricial de análisis de la estabilidad

	Problemas parabólicos en dimensión 1 espacial. Coeficientes variables
	Problema con coeficientes variables
	Aproximación mediante diferencias finitas
	Método general de un paso
	Estabilidad en la norma de la energía
	Acotación del error en la norma de la energía y en la norma del máximo

	Problemas con condiciones de contorno de Neuman

	Problemas parabólicos en dimensión espacial mayor que 1
	Formulación del problema de contorno y valor inicial y propiedad de unicidad
	Aproximación mediante diferencias finitas
	Método general de un paso

	Otros métodos: Splitting y direcciones alternadas
	Splitting
	Método de Splitting basado en el método de Cranc-Nicolson
	Métodos de direcciones alternadas


	Problemas elípticos de segundo orden
	Problema de contorno elíptico de segundo orden
	Un método de diferencias finitas 
	Análisis numérico basado en el principio del máximo
	Principio del máximo
	Análisis numérico del Método de Diferencias Finitas utilizando el principio del máximo

	Método de direcciones alternadas para resolver problemas elípticos 

	Ecuaciones hiperbólicas
	Ecuaciones hiperbólicas lineales de primer orden
	Métodos numéricos para problemas hiperbólicos lineales
	Métodos Numéricos para Problemas hiperbólicos lineales de primer orden
	Métodos Numéricos para Problemas hiperbólicos lineales de segundo orden

	Ecuaciones hiperbólicas no lineales
	Introducción
	Soluciones débiles de una ley de conservación
	Soluciones de clase C1 ``a trozos''
	Noción de Entropía
	Resolución del problema de Riemann
	Resultados de existencia y unicidad

	Métodos Numéricos para Problemas hiperbólicos no lineales
	Introducción: Definiciones y resultados generales
	Esquemas Monótonos
	Esquemas de Variación Total Decreciente (T.V.D.)
	Esquemas Entrópicos
	Comentarios adicionales

	Referencias


