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Introducción

El Efecto Hall Cuántico

Historia del Efecto Hall Cuántico. Breve descripción exper-

imental

En 1880 Edwin Herbert Hall estudió el comportamiento de una corriente, en una

lámina de material conductor y bajo la influencia de un campo magnético perpen-

dicular a la misma. Este experimento es conocido desde entonces como el Efecto

Hall [53]. Cien años más tarde, K.von Klitzing, G.Dorda y M.Pepper, [72], des-

cubrieron que el Efecto Hall, en condiciones de temperatura muy baja y campos

magnéticos intensos, manifestaba caracteŕısticas diferentes a las observadas por

Hall, que lo identificaban como un fenómeno claramente cuántico. La trascenden-

cia de este hallazgo fue reconocida, tan solo cinco años después, con la concesión

del Premio Nobel de F́ısica de 1985 a Klaus von Klitzing.

- El Efecto Hall ordinario se produce al aplicar un campo magnético perpendi-

cular a una lámina conductora en la que tenemos un flujo de corriente. Se crea

entonces un campo eléctrico perpendicular a ambos, ver Figura 0.1, [12]

Este campo, habitualmente denominado campo Hall, mantiene la dirección

inicial de la corriente. Sobre cada electrón actúa la fuerza de Lorentz debida a la

presencia del campo magnético constante, uniforme y perpendicular a la dirección

del flujo; se produce de esta forma una acumulación de carga negativa en uno de los

bordes de la lámina, y se crea, aśı, un campo eléctrico en la dirección perpendicular

al flujo. La resistencia Hall se define como el cociente entre la tensión Hall, entre

los bordes de la lámina, y la intensidad de corriente en la dirección perpendicular.

La fuerza de Lorentz que actúa sobre cada part́ıcula cargada es:

m
d~v

dt
= −e

(
~E +

~v

c
× ~B

)
(1)

1



2 INTRODUCCION

Figura 1: [12]. Efecto Hall ordinario: la muestra es una fina lámina metálica de anchura
δ. El campo magnético, ~B, es uniforme y perpendicular a la lámina. La densidad de
corriente, ~j, paralela al eje OX, es estacionaria. El campo magnético desplaza las cargas
creándose un campo eléctrico ~E en la dirección OY . El voltaje Hall se mide en la
dirección OY .

y la ley de Ohm (para procesos disipativos) resulta:

~j = σ0

(
~E +

~v

c
× ~B

)
= σ0

(
~E − 1

nec
~j × ~B

)
(2)

donde hemos utilizado ~j = −ne~v, n es la densidad de electrones y σ0 la conductivi-

dad para el vaćıo [132]. Cuando los campos eléctrico y magnético son constantes,

y nos restringimos al plano perpendicular a ~B, encontramos que el tensor de re-

sistividad viene dado por:

ρ =


 ρ0

B
nec

− B
nec

ρ0


 (3)

El tensor de conductividad es el inverso, σ = ρ−1, y sus componentes son, por

tanto,

σxx =
σ0

1 +
(

σ0B
nec

)2 , σxy = −σyx =
σ0B
nec

1 +
(

σ0B
nec

)2 (4)

La resistencia Hall depende de la densidad de portadores, de la intensidad del

campo magnético y de la anchura de la lámina (δ):

RH =
ρH

δ
=

B

necδ
(5)

donde ρH = ρxy:

ρH =
B

nec
(6)
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La observación del efecto Hall ordinario requiere que la lámina de material

conductor sea muy delgada, por este motivo fue tan dif́ıcil de observar hasta el

experimento de E. H. Hall. La aplicación más importante de este efecto ha sido la

determinación de la densidad de portadores de carga en materiales semiconductores

[12].

- El efecto Hall Cuántico, sin embargo, se observa bajo condiciones muy dis-

tintas. La muestra es de material semiconductor; y en particular, en el primer

experimento, se utilizaron transistores de efecto de campo de silicio (MOSFET o

Si-MOSFET) [72], en los cuales es posible conseguir un gas bidimensional de elec-

trones. Esta muestra se sometió a un campo magnético muy intenso (del orden de

15 T), perpendicular, y a temperaturas muy bajas (por debajo de los 2K). Bajo

estas condiciones K.von Klitzing y sus colaboradores observaron que la resistivi-

dad Hall no variaba linealmente con el campo magnético, como se espera de la

expresión (6), sino que aparecen una serie de mesetas en las cuales la resistividad

es constante, e independiente de las caracteŕısticas del experimento. Además, se

observó que la conductividad longitudinal, en la dirección del flujo de corriente, se

anula precisamente en los intervalos correspondientes a estas mesetas. En defini-

tiva, la conductividad Hall aparećıa cuantizada como un múltiplo entero de e2

h
,

donde q = −e, (e > 0) es la carga del electrón y h la constante de Planck. Las

mesetas están separadas por intervalos de comportamiento normal, ver Figura 0.2,

[107, 18]:

En los intervalos correspondientes a las mesetas el tensor de conductividad es:

σ =


 0 −i e2

h

i e2

h
0


 , i = 1, 2, · · · (7)

Y la resistencia Hall (que para una muestra bidimensional (δ → 0) coincide

con la resistividad) medida con una precisión mayor que 10−8 es [107, 72]:

RH ≡ ρH =
h

ie2
≈ 25812.80Ω

i
, i = 1, 2, 3, · · · (8)

Este resultado, observado experimentalmente, es sorprendente si tenemos en

cuenta que la medida se realiza directamente sobre el material macroscópico, con

toda la complejidad que ello implica. Hasta el descubrimiento de este efecto se

pensaba que tanto la conductividad como la resistividad eran magnitudes que de-

pend́ıan de las caracteŕısticas del material, aśı como de la temperatura, campo

magnético, etc. En particular, la conductancia y la resistencia, que son las mag-

nitudes medibles, depend́ıan además de la geometŕıa y del tamaño de la muestra
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Figura 2: Representación de VH y Vx frente a B para una heteroestructura enfriada a
1.2K. La corriente es de 25.5µA y la densidad de portadores n = 5.6 1011electrones/cm2.
[18].

[18]. Sin embargo, bajo las condiciones expuestas para la observación del Efecto

Hall Cuántico, esta dependencia desaparece dando lugar a cantidades constantes

y cuantizadas. Se trata, pues, de un fenómeno universal.

Las muestras utilizadas en los experimentos del Efecto Hall Cuántico pertenecen

a dos categoŕıas diferentes. La primera está formada por los transistores de efecto

de campo de metal-óxido de silicio, denominados MOSFET. En este dispositivo se

consigue una fina lámina de electrones de conducción en la separación entre silicio

dopado y óxido de silicio, que es un aislante. Esta muestra fué muy utilizada a

principios de los ochenta, en particular en el experimento realizado por K. von

Klitzing et al. La otra categoŕıa está formada por las heterouniones. En este

caso, la lámina de electrones se consigue en la separación entre arseniato de Galio,

GaAs, y una aleación de arseniato de aluminio, AlxGa1−xAs. Estas muestras son

las utilizadas en los experimentos que se realizan hoy en d́ıa sobre el Efecto Hall

Cuántico. La diferencia esencial entre ambas muestras es que los electrones tienen

mucha más movilidad en las heterouniones, aunque, en ambos tipos de muestras,

hay muchas fuentes de defectos que producen desorden microscópico, [107, 12].

Una de las aplicaciones inmediatas de este efecto es la determinación de la

constante de estructura fina con una exactitud mayor que la obtenida en deter-

minaciones anteriores [120]. La constante de estructura fina puede expresarse en

términos de h/e2 y, por tanto, está directamente relacionada con la resistencia Hall
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(8):

α =
µ0c

2

e2

h
=

µ0c

2

1

iRH(i)
(9)

donde la permeabilidad del vaćıo es µ0 = 4π10−7H/m y la velocidad de la luz

c = 294792458m/s, [18].

En resumen, la observación de las mesetas en el Efecto Hall Cuántico requiere

varias condiciones:

• Crear un gas de electrones bidimensional.

• Temperaturas muy bajas, del orden de muy pocos grados Kelvin.

• Cierto grado de desorden producido por las impurezas.

• Una muestra suficientemente grande.

• Campos eléctricos poco intensos para producir la corriente en la muestra.

- En 1982, D.C. Tsui, H.L. Störmer y A.C. Gossard, [125], descubrieron algo aún

más sorprendente. Repitiendo el experimento en heteroestructuras, GaAs− Alx
Ga1−xAs, de alta calidad (con pocas impurezas), sometidas a campos magnéticos

muy intensos y a temperaturas muy bajas, observaron una meseta para σHh
e2 = 1

3
,

[125], con el correspondiente mı́nimo en la conductividad longitudinal. Aparece

aśı el Efecto Hall Cuántico Fraccionario (el descubierto por Klitzing pasó a de-

nominarse Efecto Hall Cuántico Entero). Posteriores experimentos mostraron la

presencia de mesetas, en la conductividad Hall, para diferentes múltiplos frac-

cionarios de e2

h
. Algunos resultados experimentales pueden observarse en la Figura

0.3. 178-179 QHE o la de Jain

Los resultados más importantes relacionados con el Efecto Hall Cuántico Frac-

cionario son:

• El Efecto Hall Cuántico Fraccionarioha sido observado para muchas frac-

ciones: σHh
e2 = p

q
, con p y q enteros primos entre śı. Para todas ellas el deno-

minador es impar. Recientemente se han observado algunas desviaciones de

esta regla, que se asocian a la presencia de electrones con esṕın no polarizado

[94].

• La observación de este efecto requiere muestras muy limpias (prácticamente

sin impurezas), a diferencia del Efecto Entero, favorecido experimentalmente

por la abundancia de impurezas hasta un ĺımite en el que el efecto se destruye.
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Figura 3: Representación de los resultados del experimento del Efecto Hall Cuántico,
[66]. La geometŕıa de la muestra puede verse en la gráfica. Las diferentes resistencias
se definen de la forma: Resistencia Hall, Rxy = V26/I14; resistencia longitudinal, Rxx =
V23/I14; y resistencia no local RNL = V26/I35. Vjk denota la diferencia de potencial
entre los lados j y k, e Iij la corriente de i a j. El experimento fue realizado a 40 mK.

• Las mesetas aparecen en un orden definido a medida que se disminuye la tem-

peratura, siendo más estables aquellas mesetas correspondientes a fracciones

con denominador pequeño, esto permite establecer una “jerarqúıa”para las

diferentes series de fracciones.

• En todas las muestras, la precisión en la medida de la conductividad Hall

sobre las mesetas es mucho menor para valores fraccionarios, (10−5), que

enteros, (10−8).

Problemas teóricos a resolver

Hemos visto las principales caracteŕısticas tanto del Efecto Hall ordinario como del

Efecto Hall Cuántico Entero y Fraccionario. Si comparamos la expresión obtenida

para la resistividad Hall, (6), en el efecto ordinario con la determinada experimen-

talmente en el Efecto Cuántico Entero, (8), resulta:

ρH =
B

nec
≡ h

ie2
=⇒ i =

n(
eB
hc

) (10)
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o bien, en general para ambos efectos:

ρH =
B

nec
≡ h

fe2
=⇒ f =

n(
eB
hc

) (11)

aqúı f será: f = i = 1, 2, · · · para el entero; f = p
q
, p y q enteros primos entre

śı, q impar, para el fraccionario. Para poder interpretar este resultado debemos

recurrir a la Mecánica Cuántica. El espectro continuo de una part́ıcula cargada

libre, en presencia de un campo magnético constante, da lugar a una serie de

niveles de enerǵıa, igualmente espaciados y altamente degenerados, que son los

conocidos niveles de Landau [76]. La densidad de estados posibles para cada nivel

de Landau, por unidad de área, y por esṕın, es, precisamente:

nB =
eB

hc
(12)

Definimos el factor de llenado f como el cociente entre la densidad de electrones

y la densidad de estados cuánticos posibles en la muestra. Es decir:

f =
n

nB

(13)

Esto conduce a una interpretación simple de i como el factor de llenado de

los niveles de Landau. Es decir, cuando la densidad de electrones coincide exacta-

mente con n = inB, resulta que σH = ie2

h
, y σxx = 0, para el problema estacionario,

resultado que se deduce de la expresión ordinaria del tensor de conductividad. Esta

expresión se obtiene suponiendo un sistema ideal, perfectamente homogéneo, sin

imperfeciones, y sin procesos de scattering de ningún tipo. Lógicamente, en las

muestras reales esto no sucede, y experimentalmente se observa que la conductivi-

dad Hall toma el mismo valor ideal no sólo para f = i sino en todo un rango del

factor de llenado f ≈ i, [107].

En la Figura 0.4 representamos la conductividad Hall en unidades de e2

h
frente

al factor de llenado f reproduciendo las observaciones experimentales del Efecto

Hall Cuántico Entero.

De la observación de esta gráfica (Figura 0.4) podemos deducir que los princi-

pales problemas teóricos a resolver son:

• Por qué las mesetas aparecen exactamente para valores enteros del factor de

llenado.

• Cómo aparecen las mesetas. Es decir, por qué la conductividad Hall mantiene

su valor constante e igual a un múltiplo entero de e2

h
mientras vaŕıa el factor
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Figura 4: Representación esquemática de las observaciones en el Efecto Hall Cuántico
Entero. La conductividad Hall está representada en unidades de e2

h frente al factor
de llenado ν. La ĺınea de puntos muestra la conductividad Hall para un sistema sin
desorden. La conductividad directa se muestra en unidades arbitrarias. [12].

de llenado al variar la densidad de portadores, o la intensidad del campo

magnético externo.

• Por qué la aparición de las mesetas está vinculada al hecho de que para esos

valores del factor de llenado pueda producirse un flujo de corriente en la

muestra sin pérdida disipativa. Es decir, la anulación de la conductividad

longitudinal en el ĺımite de temperatura cero correspondiente a cada meseta.

Por otro lado, el Efecto Hall Cuántico Fraccionariodebe contemplarse en un

contexto diferente. La interpretación del factor de llenado como el número de

niveles de Landau ocupados no tiene sentido cuando tenemos un valor fraccionario

del mismo, en ese caso tendŕıamos que hablar de la ocupación fraccionaria del

primer nivel de Landau, que resulta ser altamente degenerado. En consecuencia,

este fenómeno debe observarse como una manifestación del comportamiento pe-

culiar de un sistema bidimensional cargado, en un campo magnético, donde se

forma un nuevo tipo de estado fundamental de muchas part́ıculas, como resultado

de la interacción entre las mismas [81]. Para ciertos factores de llenado, el estado

fundamental es un fluido incompresible mostrándose aśı la interacción repulsiva

entre las part́ıculas.

En resumen, para este efecto los problemas teóricos planteados son esencial-
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mente los vistos para el entero, es decir,

• Por qué aparecen las mesetas para valores fraccionarios del factor de llenado.

• Cómo aparecen las mesetas cuando f ≈ p
q
.

• Por qué se produce el mı́nimo en la conductividad longitudinal correspon-

diente a cada meseta.

Electrodinámica Cuántica Bidimensional

Electrodinámica Cuántica Bidimensional: Anomaĺıas, el Efecto

Hall Cuántico y Fenómenos no perturbativos

En este trabajo abordaremos el estudio del Efecto Hall Cuántico en el contexto

de la Electrodinámica Cuántica Bidimensional. Como elemento novedoso respecto

de la mayoŕıa de las teoŕıas microscópicas sobre este efecto, nos centraremos en

el estudio de la teoŕıa relativista que describe la interacción entre el campo elec-

tromagnético y un campo fermiónico, sin masa, en (2 + 1) dimensiones. Este tipo

de teoŕıas gauge, para fermiones sin masa, confinados a un plano, en presencia de

un campo gauge externo, presentan anomaĺıas relacionadas con las divergencias

infrarrojas propias de la teoŕıa. Como han propuesto algunos autores, R. Jackiw

y K. Johnson, [62, 70], existe una relación entre la anomaĺıa encontrada para esta

teoŕıa y el efecto Hall Cuántico Entero y Fraccionario. Analizaremos esta relación

pasando al problema en Segunda Cuantización tanto en el formalismo de Feynman

como en el formalismo Hamiltoniano.

Aunque el Efecto Hall Cuántico es un fenómeno no-relativista, en este trabajo

tomaremos un punto de vista relativista ya que los problemas teóricos fundamen-

tales se explican igualmente en una teoŕıa basada en la ecuación de Dirac, cuya

Segunda Cuantificación lleva a la Electrodinámica Cuántica en (2+1) dimensiones,

como partiendo de la ecuación de Schrödinger, ruta utilizada por los f́ısicos de la

materia condensada. Por supuesto, ellos obtienen las relaciones de dispersión co-

rrectas experimentalmente de las excitaciones colectivas en el sistema. Las venta-

jas de usar la versión relativista son de dos tipos:

• Habida cuenta que tanto la cuantificación de la conductividad Hall, como

la existencia de mesetas tienen su origen en aspectos no perturbativos de

naturaleza topológica, el uso del operador de Dirac permite utilizar el cuerpo
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de doctrina elaborado por los f́ısicos y matemáticos en los últimos veinticinco

años en torno a los teoremas del ı́ndice y sus diversas materializaciones en

la f́ısica de las teoŕıas gauge. El operador de Schrödinger por el contrario no

ha sido objeto de tanta atención por la comunidad f́ısico-matemática.

• El punto de vista de atacar el problema planteado por el Efecto Hall Cuántico

tanto Entero como Fraccionario desde la teoŕıa relativista fue propuesto por

R. Jackiw y K. Johnson [62, 70], quedándose en el aspecto más espectacular,

el de la cuantificación de la conductividad Hall, pero en cierto modo más

asequible. Dejaron aśı un terreno abierto que es el que nos proponemos

explorar en esta memoria.

Para explicar fenómenos perturbativos, como la relación de dispersión de las

excitaciones colectivas, bastará tomar en nuestro análisis el ĺımite no-relativista.

Dedicaremos especial atención al formalismo Hamiltoniano que basaremos en

el análisis detallado del operador de Dirac para una part́ıcula cargada, sin masa, en

presencia de un campo magnético uniforme. El estudio del operador de Dirac como

base fundamental en nuestro trabajo permitirá la conexión con ideas matemáticas

altamente sofisticadas (fibrados espinoriales, teoremas del ı́ndice, etc), aśı como

analizar, en Segunda Cuantización, las simetŕıas discretas como paridad, inversión

temporal y conjugación de carga, [59], con las peculiaridades propias de un sistema

en (2 + 1) dimensiones que no aparecen en el problema más conocido en (3 + 1)

dimensiones.

Abordaremos también en este contexto el problema crucial en la comprensión

del Efecto Hall Cuántico Entero: la localización [107]. Estudiaremos, por tanto, el

problema relativista en presencia de impurezas, descritas por potenciales de corto

o de largo alcance, para explicar desde la electrodinámica cuántica la formación

de las mesetas en el Efecto Hall Cuántico. En este punto, es conveniente analizar

la conexión entre el problema de la localización y el origen topológico de la cuanti-

zación de la conductividad Hall, desarrollado por algunos autores como Thouless

[124], etc. Daremos con precisión la estructura matemática subyacente a la pro-

puesta de Thouless. De esta forma, encontraremos un punto de encuentro entre

áreas de la Matemática Moderna, Topoloǵıa Diferencial y Geometŕıa Algebraica,

y el marco teórico de sistemas electrónicos bidimensionales.

Por otro lado, el estudio de las simetŕıas propias del sistema, para una part́ıcula,

y en general, para muchas part́ıculas, pone de manifiesto también el importante

papel que juegan las álgebras infinito-dimensionales del tipo W en la comprensión
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del efecto, como un fenómeno resultante del comportamiento colectivo de las

part́ıculas.

El elemento clave de la inteligencia del Efecto Hall Cuántico Fraccionario es

un peculiar estado fundamental, de tipo variacional, consecuencia de una brillante

inspiración de R. B. Laughlin [80]. Uno de los objetivos fundamentales de este

trabajo es la identificación en Segunda Cuantización de dicho estado. Su naturaleza

resulta aśı menos misteriosa, y la especial combinación de determinantes de Slater

que en Teoŕıa de Muchos Cuerpos obedece al estado de Laughlin, resulta más

transparente en la formulación que se sigue de la Teoŕıa Cuántica de Campos.

La interpretación sugerida en los trabajos de Girvin y McDonald, y Read, [46],

acerca del estado de Laughlin como un nuevo tipo de fase, con analoǵıas al confi-

namiento oblicuo que ha sido propuesto en teoŕıas gauge por Cardy, Rabinovici y

t’Hooft, [21, 121, 122], es altamente sugerente. Propuesto por los autores citados

en primer lugar, sin utilizar los avances en el estudio de aspectos no perturbativos

en Teoŕıa Cuántica de Campos, que se sigue del segundo grupo de autores, en esta

memoria continuaremos el trabajo iniciado por Girvin y MacDonald en el contexto

riguroso desarrollado en Teoŕıas Gauge. Encontraremos de esta forma que la in-

teligencia de este efecto requiere del estudio de una teoŕıa topológica de campos

de tipo Chern-Simons-Dirac, en la cual se pueden estudiar objetos con estad́ıstica

“aniónica” presentes en las teoŕıas sobre el Efecto Hall Cuántico Fraccionario.

El Efecto Hall Cuántico Fraccionariotiene también un origen topológico que

debe abordarse en un contexto que requiere una fuerte componente geométrico-

algebraica. Utilizaremos para este análisis la maquinaria completa que tenemos a

nuestra disposición sobre superficies de Riemann y la Geometŕıa Algebraica, dando

aśı una detallada formulación matemática del problema de Landau sobre curvas

eĺıpticas y variedades algebraicas. De esta forma estudiaremos el papel que juegan

los fibrados estables sobre variedades abelianas en conexión con el problema f́ısico

de la localización.

Alcanzaremos aśı el conocimiento de la conductividad Hall como la pendiente

de un fibrado y por tanto, como un invariante topológico, según las ideas de Varn-

hagen [127], pero con much́ısima más precisión, para poner en pie de igualdad el

Efecto Hall Cuántico Fraccionario con el Entero, en el que la conductividad Hall

es identificada como un invariante topológico por Thouless.

Por último, los resultados obtenidos en este contexto de electrodinámica cuánti-

ca bidimensional relativista deben compararse con aquellos que se conocen a partir

de la teoŕıa más común sobre este efecto, desarrollada en el marco de la f́ısica de
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la materia condensada; para ello analizaremos el ĺımite no-relativista de nuestra

teoŕıa.

Plan del Trabajo

La organización de esta memoria es la siguiente:

Parte I: Teoŕıa Cuántica de Campos del Efecto Hall Cuántico: Geometŕıa plana.

Abordaremos en esta Parte el estudio de la Electrodinámica Cuántica en el

plano, estructurada en tres Caṕıtulos:

• En el primero de ellos analizaremos el problema de Landau y Landau-Dirac

para una part́ıcula en un campo magnético constante. Estableceremos, al

mismo tiempo, la notación que se utilizará a lo largo de la memoria.

Determinaremos el espectro y las funciones de onda tanto para el operador

de Schrödingercomo para el de Dirac. Estudiaremos asimismo las simetŕıas

propias del sistema en el marco señalado.

• En el segundo Caṕıtulo desarrollaremos la Electrodinámica Cuántica en el

plano, tanto en el Formalismo de Feynman como en el Formalismo Hamil-

toniano. Obtendremos, de esta forma, las expresiones de la conductividad

Hall cuantizada para los Efectos Entero y Fraccionario, ampliando las ideas

sugeridas en [70].

Completaremos el Caṕıtulo con un análisis detallado del problema de la loca-

lización, auténtica piedra angular de la inteligencia del Efecto Hall Cuántico.

• Finalizaremos la primera Parte con un Caṕıtulo dedicado a la Teoŕıa de mu-

chos cuerpos. Conectaremos el formalismo de Segunda Cuantificación y la

conocida Teoŕıa de R. B. Laughlin para el Efecto Fraccionario [81]. Pre-

sentaremos una novedosa deducción de las funciones de Laughlin mediante

un método variacional expĺıcito para el caso de pocas part́ıculas.

Relacionada con la localización, estudiada en el Caṕıtulo anterior para el

Efecto Entero, será la interpretación topológica, que desarrollará y ampliará

las ideas de Thouless [124].

Por último, revisaremos el problema de la estad́ıstica fraccionaria carac-

teŕıstica del Efecto Fraccionario, con especial énfasis en el problema de la

jerarqúıa.
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Parte II: Teoŕıa Cuántica de Campos del Efecto Hall Cuántico: Superficies de

Riemann.

Abordaremos en esta Parte el estudio de la Electrodinámica Cuántica sobre

Geometŕıas no triviales.

• En el Caṕıtulo cuatro analizaremos la teoŕıa de Jain [69], según la cual el

Efecto Hall Cuántico Fraccionariono es sino Efecto Hall Cuántico Enterode

fermiones compuestos, electrones compuestos con “fluxones”, donde enten-

demos por “fluxones”, cuantos de campo magnético singulares con un flujo

que es un múltiplo entero de Φ0 = hc
e
. Determinaremos el espectro y los

estados propios para una part́ıcula en presencia de “fluxones” en los casos

relativista y no-relativista, aśı como las simetŕıas de este sistema.

• En el siguiente Caṕıtulo desarrollaremos la electrodinámica cuántica sobre

el plano con puntos marcados, alĺı donde hay “fluxones”. Repetiremos aśı el

esquema de la primera Parte para los fermiones compuestos.

Terminaremos el Caṕıtulo definiendo de modo riguroso el operador de creación

de éstos siguiendo los trabajos de t’Hooft y Wilson. Trataremos asimismo

las diversas teoŕıas de campos que dan lugar a estos objetos de estad́ıstica

“aniónica”.

• Por último, dedicaremos el Caṕıtulo sexto a conseguir una fórmula que per-

mita expresar la conductividad Hall como un invariante topológico, de ma-

nera análoga a la fórmula de Kubo-Thouless del Efecto Entero. Esto re-

querirá estudiar el fenómeno en una red periódica. Plantearemos, por tanto,

un estudio detallado de la electrodinámica cuántica sobre el toro, con un

fuerte componente geométrico algebraico. Este será el marco natural del es-

tudio del problema de muchas part́ıculas que generaliza la teoŕıa de Laughlin.

Se han incluido dos apéndices en la presente memoria. En el primero de ellos se

detalla el mecanismo de extensión central en el tratamiento matemático clásico de

las traslaciones en presencia de un campo magnético. En el segundo, se explicitan

las soluciones de la ecuación de Dirac en presencia de diversos potenciales y del

campo magnético, aśı como las diferentes técnicas de resolución de la misma.

En lo que respecta a las referencias bibliográficas, nos hemos decidido por in-

cluir, al final de esta memoria, aquellas a las que hemos hecho referencia expĺıcita

en el desarrollo de la misma, y que constituyen tan sólo una parte de la abun-

dant́ısima literatura cient́ıfica que existe sobre este tema.
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Parte I

TEORIA CUANTICA DE

CAMPOS DEL EFECTO HALL

CUANTICO: GEOMETRIA

PLANA
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Caṕıtulo 1

Mecánica Cuántica de un electrón

en un Campo Magnético

Homogéneo

1.1 Ecuación de Schrödinger y Niveles de Lan-

dau

El Efecto Hall Cuántico ocurre sin ningún género de dudas cuando un gas de elec-

trones se encuentra en presencia de un campo magnético transversal a la dirección

de su movimiento en las circunstancias de bidimensionalidad, temperatura e inten-

sidad del campo magnético explicadas en la Introducción. Mientras que la alt́ısima

degeneración de los niveles de Landau dan lugar al Efecto Hall Cuántico Enteroya

para un gas libre de electrones, el Efecto Hall Cuántico Fraccionarioocurre cuando

el gas de electrones incluye las interacciones Coulombianas a dos cuerpos. Antes

de abordar el problema del sistema de muchas part́ıculas es conveniente el estudio

de cada uno de los componentes en estas circunstancias.

Comenzaremos, pues, con el problema de una part́ıcula cargada en un campo

magnético constante y uniforme. En esta situación y teniendo en cuenta que el

campo magnético debe ser intenso para la observación del Efecto Hall Cuántico,

supondremos que el esṕın tiene un papel conceptualmente menor; todo lo que

ocurre es que cada nivel de enerǵıa sufre un desdoblamiento Zeeman de manera

que se dobla el número de niveles de Landau, en particular se supone una perfecta

polarización del esṕın para los niveles de Landau [107].

Tomemos el campo magnético homogéneo constante en la dirección perpendi-

17
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cular al plano X1−X2, ~B = −B~k, siendo B la intensidad del campo y ~k un versor

unitario en la dirección X3.

El Hamiltoniano de Schödinger para una part́ıcula cargada, sin esṕın, en pre-

sencia de este campo magnético, es

H =
1

2 m

(
~p +

e

c
~A
)2

(1.1)

donde ~p es el momento canónico en el plano, y ~A el potencial vector, tal que,

B = ∂2A1 − ∂1A2 (1.2)

Dado que el campo magnético es constante y uniforme, el potencial vector será

de la forma:

Ai = εij∂jχ , i, j = 1, 2 con χ(x1, x2) =
B

4
(x2

1 + x2
2) (1.3)

Este es el gauge compacto o simétrico, rotacionalmente invariante. Por otro

lado, el potencial vector puede elegirse también de la forma:

Ãi = εij∂jχ + ∂iφ , i, j = 1, 2 (1.4)

siendo

χ(x1, x2) =
B

4
(x2

1 + x2
2) y φ =

B

2
x1x2

Este es el gauge de Landau, que difiere del simétrico en el gradiente de la

función escalar φ(x1, x2). Ambos gauges cumplen la condición de Coulomb, [77],

∇ ~A = 0.

Este apartado permitirá establecer la notación que utilizaremos a lo largo de

la memoria. En él plantearemos el cálculo del espectro y funciones de onda para

el problema de una part́ıcula en un campo magnético uniforme, en los dos gauges,

simétrico y de Landau. Este problema, por otro lado, es bien conocido y fue

resuelto por L.D. Landau en 1930, [76], pero nos interesa analizarlo en detalle por

la importancia que tiene para el análisis posterior sobre el Efecto Hall Cuántico

Entero y Fraccionario. Estudiaremos, también, las simetŕıas del sistema, es decir,

las traslaciones magnéticas, aśı como la simetŕıa W∞ presente en este sistema, y

su conexión con la simetŕıa clásica w∞ [19, 74].

1.1.1 Espectro y funciones de onda en el Gauge Simétrico

Hemos visto que el Hamiltoniano de un electrón en un campo magnético constante

y homogéneo viene dado por (1.1), donde ~p es el momento canónico, relacionado
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con el momento cinético por

~p = m~v − e

c
~A (1.5)

tal que

[xi, xj] = [pi, pj] = 0 , [xi, pj] = i h̄ δij i, j = 1, 2

Si elegimos el gauge simétrico, el potencial vector en componentes será:

A1 =
B

2
x2 , A2 = −B

2
x1 (1.6)

y de la condición de Coulomb resulta ~p · ~A = ~A · ~p , de forma que

H =
~p2

2m
+

e

mc
~p · ~A +

e2

2mc2
~A2

que, en coordenadas

H =
1

2m
(p2

1 + p2
2) +

e2B2

8mc2
(x2

1 + x2
2)−

eB

2mc
L3 (1.7)

donde

L3 = x1 p2 − x2 p1 (1.8)

es la componente del momento angular en la dirección X3 [32]. Puede verse

fácilmente de esta expresión que el operador L3 conmuta con el Hamiltoniano;

en particular, podemos separar el Hamiltoniano en dos partes, el término que con-

tiene el operador L3, y los dos primeros sumandos que representan el movimiento

en el plano X1−X2. Nótese que esta última parte no es más que el Hamiltoniano

de un oscilador armónico simple, en dos dimensiones, de frecuencia w = eB
2mc

y que,

por tanto, su enerǵıa será la suma de las enerǵıas de los dos osciladores armónicos

(desacoplados) en cada una de las direcciones, X1 y X2.

El espectro y las funciones de onda propias, para el problema estacionario, se

deducen de la generalización de la ecuación de Schrödinger para el caso en que

existe un campo magnético, aśı

HΨλ = EλΨλ

siendo H el operador (1.7).

Llevaremos a cabo el estudio del espectro y funciones de onda utilizando el

método de operadores de Dirac que será apropiado para este sistema en el cual
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aparecen términos en el Hamiltoniano del tipo oscilador armónico, [114]. Es con-

veniente, previamente, introducir coordenadas complejas en el plano, adecuadas

en este gauge debido a la simetŕıa rotacional, de esta forma:

z = x1 + ix2 ;
∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x1

− i
∂

∂x2

)

z̄ = x1 − ix2 ;
∂

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂x1

+ i
∂

∂x2

)
(1.9)

si definimos

pz̄ =
1

2
(p1 + ip2) ; A = A1 + iA2

pz =
1

2
(p1 − ip2) ; Ā = A1 − iA2 (1.10)

tales que

[z, z̄] = [pz, pz̄] = 0 = [z, pz̄] = [z̄, pz] ;

[z, pz] = [z̄, pz̄] = ih̄

el campo magnético será

B = i(
∂

∂z
A− ∂

∂z̄
Ā)

y el operador momento angular en la dirección de éste

L3 = h̄(z
∂

∂z
− z̄

∂

∂z̄
)

Introducimos los operadores de creación y destrucción en el plano

ai =
1√
2l

(
xi + l2

∂

∂xi

)

a†i =
1√
2l

(
xi − l2

∂

∂xi

)
, i = 1, 2 (1.11)

tales que

[ai, a
†
j] = δij

[ai, aj] = [a†i , a
†
j] = 0 , i, j = 1, 2 (1.12)

donde l2 = h̄
mw

es la longitud magnética para la frecuencia w = eB
2mc

, y es la escala

de longitud fundamental asociada al problema.
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En función de estos operadores podemos definir el operador número total, N , y

el operador asociado a la tercera componente del momento angular, L, (L3 = h̄L),

N = a†1a1 + a†2a2

L = i(a†1a2 − a†2a1) (1.13)

se deduce fácilmente que el operador Hamiltoniano es

H = h̄w(N − L + 1) (1.14)

Tomando como observables N y L, que claramente conmutan entre śı, podemos

encontrar una base de estados propios de ambos en la cual calcularemos el espectro

para el Hamiltoniano, aśı, sea: {|n,m〉, 〈n′, m′|n,m〉 = δnn′δmm′ ∀ n , m }, una

base ortonormal de estados propios, tal que

N |n,m〉 = n |n, m〉
L |n,m〉 = m |n,m〉 (1.15)

Para analizar qué valores pueden tomar los números cuánticos n y m es con-

veniente introducir los operadores escalera:

L+
+ = a†1 + ia†2 , L+

− = a†1 − ia†2

L−− = a1 − ia2 , L−+ = a1 + ia2 (1.16)

tales que

[L−−, L+
+] = [L−+, L+

−] = 2

y los demás conmutadores cero. En función de estos operadores

N =
1

2

(
L+

+L−− + L+
−L−+

)

L =
1

2

(
L+

+L−− − L+
−L−+

)

que sobre la base tomada actúan de la forma

L+
+ |n,m〉 =

√
n + m + 2 |n + 1,m + 1〉

L−− |n,m〉 =
√

n + m |n− 1,m− 1〉
L+
− |n,m〉 =

√
n−m + 2 |n + 1,m− 1〉

L−+ |n,m〉 =
√

n−m |n− 1,m + 1〉 (1.17)
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Se deduce de estas relaciones que L−− y L−+ actúan como operadores de des-

trucción, y aśı n ≥ m y n ≥ −m, por tanto, n es un entero no negativo, y m

puede tomar cualquier valor entero con la codición n ≥ |m|. Por otro lado, L+
+ y

L+
− son operadores de creación, y en general, resulta que n−m = 2k, con k entero

no negativo.

En definitiva, en función de estos operadores el Hamiltoniano será

H = h̄w(L+
−L−+ + 1) (1.18)

y los niveles de enerǵıa vendrán caracterizados por los números cuánticos n y m.

Es decir, el espectro será

Enm = h̄w(n−m + 1) , n = 0, 1, 2, ... ; |m| ≤ n (1.19)

Si representamos los valores propios de L frente a los de N tenemos todos los

estados posibles en esta representación. Podemos ver claramente cómo cada nivel

de enerǵıa, que caracterizaremos por k (n −m = 2k), está degenerado y además

observamos cómo los operadores L+
+ y L−− actúan en un mismo nivel de enerǵıa,

mientras que L+
− y L−+ pasan de uno a otro, ver Figura 1.1:

Figura 1.1: Estados de Landau en el gauge simétrico. Los estados |n, n〉 corresponden
al primer nivel de Landau, k = 0. Los operadores L+

+ y L−− actúan dentro del mismo
nivel de Landau, mientras que L+

− y L−+ pasan de un nivel de Landau a otro.

Una vez determinado el espectro pasemos al cálculo de las funciones de onda.

Comencemos con el primer nivel de Landau o nivel fundamental; el estado |0, 0〉
es aniquilado por L−+|0, 0〉 = 0 y L−−|0, 0〉 = 0. Expresando los operadores escalera

en representación de coordenadas



ECUACION DE SCHÖDINGER Y NIVELES DE LANDAU 23

L+
+ =

1√
2l

(
z − 2l2

∂

∂z̄

)
L+
− =

1√
2l

(
z̄ − 2l2

∂

∂z

)

L−− =
1√
2l

(
z̄ + 2l2

∂

∂z

)
L−+ =

1√
2l

(
z + 2l2

∂

∂z̄

)
(1.20)

resulta la ecuación diferencial

〈z, z̄|L−+|0, 0〉 = 0

1√
2l

(
z + 2l2

∂

∂z̄

)
Ψ00(z, z̄) = 0 (1.21)

y la función de onda normalizada será, por tanto,

Ψ00(z, z̄) =
1

l
√

π
e−

1
2l2

zz̄ (1.22)

con E00 = h̄w. Todos los estados que se obtienen a partir de éste aplicando

el operador de creación L+
+ sucesivamente tienen exactamente la misma enerǵıa,

luego vemos que el estado fundamental está degenerado, y además la degeneración

es infinita; en particular, todos los estados de la forma

|m,m〉 =
1√

2mm!
(L+

+)m|0, 0〉

tienen la misma enerǵıa E0m = h̄w. En representación de coordenadas las funciones

de onda normalizadas para el estado fundamental, caracterizadas por el momento

angular m = 0, 1, 2, ..., son

Ψ0m(z, z̄) =
1

lm+1
√

πm!
zme−

1
2l2

zz̄ (1.23)

Los demás niveles de Landau se calculan de forma similar; aśı, a partir del

estado fundamental, tenemos

|n′,m′〉 ≡ |m + n,m− n〉 =
1√
2nn!

(L+
−)n|0, m〉

con En′m′ = h̄w(2n + 1), que en representación de coordenadas será

Ψn′m′(z, z̄) =
1

ln+m+12n
√

πn!m!

(
z̄ − 2l2

∂

∂z

)n

zme−
1

2l2
zz̄ (1.24)

∫ dzdz̄

2i
Ψ∗

nm(z, z̄)Ψn′m′(z, z̄) = δnn′δmm′ (1.25)
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Tenemos aśı un conjunto completo de funciones de onda normalizadas y ortog-

onales, que describen completamente el sistema. Además, al igual que el primer

nivel de Landau, todos los demás niveles están degenerados.

Una representación equivalente a la estudiada se utiliza a menudo en este gauge

y nos será de utilidad más adelante. Si definimos los operadores a y a† de la forma

a =
1

2l

(
z + 2l2

∂

∂z̄

)

a† =
1

2l

(
z̄ − 2l2

∂

∂z

)
(1.26)

con [a, a†] = 1, resultará

H = h̄w(2a†a + 1) ≡ h̄wc(a
†a +

1

2
) (1.27)

donde wc = eB
mc

es la frecuencia ciclotrón para un oscilador armónico unidimen-

sional. Es decir, se trata del Hamiltoniano de un oscilador armónico unidimen-

sional, de frecuencia wc, que puede expresarse en función del operador número:

N̄ = a†a.

El operador asociado al momento angular en la dirección X3 en esta repre-

sentación viene dado por:

L = b†b− a†a (1.28)

donde los operadores b y b† se definen

b† =
1

2l

(
z − 2l2

∂

∂z̄

)

b =
1

2l

(
z̄ + 2l2

∂

∂z

)
(1.29)

con [b, b†] = 1. Claramente [H, L] = 0.

Estos operadores, a, a† y b, b†, no son más que una reparametrización de los

operadores escalera introducidos. Si tomamos como observables N̄ y L pode-

mos encontrar una base ortonormal de estados propios {|k,m〉 , 〈k′,m′|k, m〉 =

δkkδmm′ , ∀k, m}, de forma que (ver Figura 1.2)

a |k, m〉 =
√

k |k − 1,m + 1〉
a† |k, m〉 =

√
k + 1 |k + 1,m− 1〉

b |k,m〉 =
√

k + m |k, m− 1〉
b† |k,m〉 =

√
k + m + 1 |k, m + 1〉 (1.30)
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Figura 1.2: Estados de Landau en el gauge simétrico. Los estados |0, m〉 corresponden
al primer nivel de Landau, k = 0. Los operadores b y b† actúan dentro del mismo nivel
de Landau, mientras que a y a† pasan de un nivel de Landau a otro.

El espectro vendrá determinado por los números cuánticos k y m, donde k es

un entero no negativo, y m es un entero, tal que, k ≥ −m,

Ekm = h̄w(2k + 1) ≡ h̄wc(k +
1

2
) (1.31)

En representación de coordenadas las funciones de onda ortonormales son

Ψkm(z, z̄) = 〈z, z̄| 1√
k!(k + m)!

a†
k
b†

k+m|0, 0〉

Ψkm(z, z̄) =
(−1)k

lm+1

√
k!

π(m + k)!
zmLk

m
(

zz̄

l2

)
e−

1
2l2

zz̄ (1.32)

donde Lk
m(x) son los polinomios generalizados de Laguerre, [1].

Tenemos, por tanto, que el espectro para el problema de Landau está formado

por niveles de enerǵıa degenerados, llamados niveles de Landau. Esta degeneración

es infinita, y está determinada por el número cuántico m, que toma todos los

valores enteros con m ≥ −k para cada nivel de enerǵıa k.

La densidad de estados posibles para el primer nivel de Landau puede calcularse

a partir de la densidad de probabilidad para cada estado degenerado en la enerǵıa,

aśı ∞∑

m=0

Ψ∗
0m(z, z̄)Ψ0m(z, z̄) =

eB

hc
(1.33)
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En general, para cualquier nivel de Landau, puede comprobarse fácilmente que

∞∑

m=−k

Ψ∗
km(z, z̄)Ψkm(z, z̄) =

eB

hc
(1.34)

En definitiva, el número de estados posibles, por unidad de área y por esṕın,

para cada nivel de Landau es constante y proporcional a la intensidad del campo

magnético:

nB =
eB

hc
(1.35)

1.1.2 Espectro y funciones de onda en el Gauge de Landau

En el gauge de Landau el potencial vector es

A1 = Bx2 , A2 = 0 (1.36)

y el Hamiltoniano para una part́ıcula cargada en un campo magnético constante

y homogéneo B, en coordenadas, será

H =
1

2m

(
p1 +

eB

c
x2

)2

+
1

2m
p2

2 (1.37)

donde pi = mẋi− e
c
Ai es el momento canónico, tal que, [xi, pj] = ih̄δij , i, j = 1, 2.

El operador p1 conmuta con el Hamiltoniano, y por tanto, la componente en

la dirección X1 del momento lineal generalizado (momento canónico) se conserva.

En el estudio del problema espectral

HΦλ = EλΦλ

buscamos funciones de onda propias del Hamiltoniano y del operador p1 que formen

un sistema completo de observables compatibles para este sistema. Siguiendo pa-

ralelamente el estudio realizado en el gauge simétrico, introducimos los operadores

de creación y destrucción

ã = i

√
mwc

2h̄

(
x2 +

i

mwc

(p2 − ip1)
)

ã† = −i

√
mwc

2h̄

(
x2 − i

mwc

(p2 + ip1)
)

(1.38)

[ã, ã†] = 1
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donde wc = eB
mc

es la frecuencia ciclotrón para un oscilador armónico unidimen-

sional.

El Hamiltoniano en esta representación será

H = h̄wc(ã
†ã +

1

2
) (1.39)

Los observables para este sistema en el gauge de Landau son el operador número

Ñ = ã†ã y p1 . Si tomamos una base ortonormal de estados propios de ambos

{|ñ, p1〉 , 〈ñ, p1|ñ′, p1
′〉 = δññ′δ(p1 − p′1) ∀ ñ , p1} ,

Ñ |ñ, p1〉 = ñ|ñ, p1〉
p1|ñ, p1〉 = p1|ñ, p1〉 (1.40)

el espectro será

Eñp1 = h̄wc(ñ +
1

2
) (1.41)

donde ñ es un entero no negativo, y p1 es un número real que puede tomar cualquier

valor en el rango −∞ < p1 < ∞. La enerǵıa para cada nivel de Landau no depende

de p1 lo cual refleja la degeneración infinita caracteŕıstica de este sistema cuántico.

Veamos cuáles son las funciones de onda en este gauge. Para el primer nivel

de Landau tenemos ã|0, p1〉 = 0 que en coordenadas

〈x1, x2| ã |0, p1〉 = 0

1√
2lc

(
x2 + l2c

(
∂

∂x2

− i
∂

∂x1

))
Φ0p1(x1, x2) = 0 (1.42)

con l2c = h̄
mwc

la longitud magnética caracteŕıstica de un oscilador armónico uni-

dimensional de frecuencia wc. Para resolver esta ecuación diferencial, puesto que

Φ0p1(x1, x2) es propia de p1, tomamos

Φ0p1(x1, x2) =
1√
2π

ei
p1
h̄

x1φ0p1(x2)

y la ecuación diferencial en x2 es
(
x2 + k1l

2
c + l2c

∂

∂x2

)
φ0k1(x2) = 0

donde k1 = p1

h̄
.

Luego, φ0k1(x2), no es más que el estado fundamental para el Hamiltoniano de

un oscilador armónico en la dirección X2, de frecuencia wc, y desplazado del origen

a x20 = −k1l
2
c , es decir,

Hk1 =
p2

2

2m
+

1

2
mw2

c (x2 + k1l
2
c)

2 (1.43)
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que puede expresarse

Hk1 = h̄ωc

(
ã†2ã2 +

1

2

)
(1.44)

con

ã2 =
1√
2lc

(
(x2 + k1l

2
c) + l2c

∂

∂x2

)

ã†2 =
1√
2lc

(
(x2 + k1l

2
c)− l2c

∂

∂x2

)
(1.45)

El espectro para este operador es el calculado, y las funciones de onda norma-

lizadas son:

φ0k1(x2) =
1

π1/4
√

lc
e
− 1

2l2c
(x2+k1l2c)2

(1.46)

φñk1(x2) =
1√
ñ!

(
ã†2

)ñ
φ0k1(x2)

φñk1(x2) =
1

π1/4
√

2ñlcñ!
Hñ

(
x2 + k1l

2
c

lc

)
e
− 1

2l2c
(x2+k1l2c)2

(1.47)

donde Hñ(x) es el polinomio de Hermite de grado ñ, [115].

Resulta, pues, para el primer nivel de Landau que la función de onda norma-

lizada es,

Φ0k1(x1, x2) =
1

π1/4
√

2πlc
eik1x1e

− 1

2l2c
(x2+k1l2c)2

(1.48)

con E0k1 = h̄wc

2
. El estado fundamental está degenerado, y la degeneración viene

determinada ahora por k1 que toma valores en el continuo, −∞ < k1 < ∞.

Los demás niveles de Landau se obtienen a partir del fundamental, y aśı,

Φñk1(x1, x2) =
1

π1/4
√

2ñ+1πlcñ!
eik1x1Hñ

(
x2 + k1l

2
c

lc

)
e
− 1

2l2c
(x2

2+k1l2c)2

(1.49)

Cada nivel de Landau está degenerado, igual que vimos en el gauge simétrico,

aunque con la diferencia esencial de que en el gauge de Landau esta degeneración,

infinita, es la del continuo, mientras que en el simétrico es una degeneración infinita

pero discreta y numerable.

No obstante, la degeneración (en este gauge) se convierte en discreta si suponemos

que el movimiento en el plano está limitado a una superficie suficientemente grande,

pero de área finita A = L1L2, e imponemos condiciones de periodicidad en la di-

rección X1, resultará aśı que los valores posibles de k1 son k1 = 2πq
L1

, con q ∈ Z,

[89].
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Además, serán posibles sólo aquellos valores de k1 para los cuales 0 < k1l
2
c < L2,

es decir, el número de estados posibles para cada nivel de Landau será: L1L2

2πl2c
, y

por tanto, la densidad de estados, por unidad de área y por esṕın, es

nB =
1

2πl2c
=

eB

hc

exactamente la expresión obtenida en el gauge simétrico (1.35). Luego, la intensi-

dad del campo magnético aplicado de alguna manera controla el número de estados

posibles para cada nivel de Landau como si se tratara de una presión externa.

Hemos estudiado el espectro y las funciones de onda para el problema de una

part́ıcula cargada en presencia de un campo magnético uniforme en los dos gauges,

simétrico y de Landau. La conexión entre ambos es inmediata si tenemos en cuenta

que el potencial vector en el gauge de Landau puede obtenerse a partir del simétrico

por la transformación,

Ãi = Ai + ∂iφ

Ai =
B

2
εijxj , i, j = 1, 2 , φ(x1, x2) =

B

2
x1x2 (1.50)

Esta transformación gauge para el potencial vector se traduce en una transfor-

mación sobre las funciones de onda dada por el operador unitario, [114],

G = e−i e
h̄c

φ(x1,x2) = e−i eB
2h̄c

x1x2 (1.51)

de manera que

Ψ̃(x1, x2) = GΨ(x1, x2) (1.52)

El espectro en ambos gauges es el mismo, pues el Hamiltoniano es invariante

gauge, sin embargo, la degeneración de cada nivel de enerǵıa viene caracterizada

en cada caso por los autovalores de un operador, que en el gauge simétrico es la

componente del momento angular en la dirección del campo magnético, mientras

que en el de Landau se trata del momento canónico en una de las direcciones del

plano, estos operadores no son invariantes bajo esta transformación.

Los operadores a y a† se transforman de la forma,

ã = GaG† =
1√
2lc

(
iIm(z) + 2l2c

∂

∂z̄

)

ã† = Ga†G† =
1√
2lc

(
−iIm(z)− 2l2c

∂

∂z

)
(1.53)
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y aśı, el Hamiltoniano

H̃ = GHG† = h̄wc(ã
†ã + 1/2)

que como vemos es invariante bajo esta transformación.

Por otro lado, los operadores b y b† se transforman en

b̃ = GbG† =
1√
2lc

(
Re(z) + 2l2c

∂

∂z

)

b̃† = Gb̃†G† =
1√
2lc

(
Re(z)− 2l2c

∂

∂z̄

)
(1.54)

en función de los cuales no es posible expresar el momento angular canónico, que

no es una simetŕıa en el nuevo gauge. Sin embargo, como veremos en la siguiente

Sección, estos operadores son los generadores infinitesimales de las traslaciones

magnéticas para el gauge de Landau, que representan la simetŕıa caracteŕıstica de

este sistema.

Estudiaremos a continuación cómo pasar de una base de estados ortonormal

del problema de Landau de un gauge al otro. Consideremos, en primer lugar, la

función de onda para el primer nivel de Landau en el gauge simétrico, Ψ0m(z, z̄),

la función de onda transformada será, por tanto,

Ψ̃0m(z, z̄) = e
−i 1

2l2c
x1x2

Ψ0m(z, z̄) (1.55)

que puede expresarse

Ψ̃0m(z, z̄) =
1

lc
m+1

√
2m+1πm!

zm e
− 1

4lc2 z2

e
− 1

2l2c
(Imz)2

(1.56)

Esta función de onda está parametrizada por m, y no es propia del operador p1,

pero puede expresarse en función de la base de estados propios del Hamiltoniano

y el momento canónico p1, que calculamos en el gauge de Landau. Para el estado

fundamental tenemos aśı:

Ψ̃0m(z, z̄) =
1

2π

∫
dk1 ck1(m) Φ0k1(z, z̄) (1.57)

donde

Φ0k1(z, z̄) =
1

π1/4
√

2πlc
eik1z e−

k1
2l2c
2 e

− 1

2l2c
(Imz)2

(1.58)

Es decir, Ψ̃0m(z, z̄) puede expresarse como la transformada de Fourier:

Ψ̃0m(x1, x2) ≡ 1

2π

∫
dk1 eik1x1

(
ck1(m)

φ0k1(x2)√
2π

)

=⇒ ck1(m)
φ0k1(x2)√

2π
=

∫
dx1 e−ik1x1 Ψ̃0m(x1, x2) (1.59)
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resulta

ck1(m) =
1

π1/4
√

2m+1l2m+1
c πm!

e−
k2
1l2c
2

m∑

a=0

(
m

a

)
(−i2k1l

2
c)

m−a(2lc)
a+1Γ

[
a + 1

2

]

≡ C(m, k1, lc) (1.60)

Y para los demás niveles de Landau es inmediato que

Ψ̃km(z, z̄) =
(ã†)k

√
k!

Ψ̃0m(z, z̄)

donde ã† = Ga†G†.
También podemos estudiar la transformación inversa. Consideremos ahora la

función de onda para el estado fundamental, Φ0k1(x1, x2), en el gauge de Landau,

su transformada será:

Φ̃0k1(x1, x2) = G†Φ0k1(x1, x2) (1.61)

o bien

Φ̃0k1(z, z̄) =
1

π1/4
√

πl
e−

1
2l2

zz̄ e

(
1

2l2
z2+ik1z− k1

2l2

4

)
≡ e−

1
2l2

zz̄gk1(z) (1.62)

Esta función de onda parametrizada por k1 no es propia del operador L3, pero

puede expresarse como una combinación lineal de las funciones propias para el

estado fundamental en el gauge simétrico, Φ0m(z, z̄), de la forma:

Φ̃0k1(z, z̄) =
∞∑

m=0

cm(k1)Ψ0m(z, z̄)

= e−
1

2l2
zz̄

∞∑

m=0

1

lm+1
√

πm!
cm(k1) zm (1.63)

si desarrollamos en serie de Taylor gk1(z) resulta

cm(k1) = lm+1
√

πm!

(
dmgk1(z)

dzm

)

z=0

(1.64)

y en general

Φ̃ñk1(z, z̄) =
(a†)ñ

√
ñ!

Φ̃0k1(z, z̄)

donde a† = G†ã†G.

Hemos visto, por tanto, la equivalencia entre los dos gauges utilizados en el

estudio del problema de Landau. La caracteŕıstica esencial de este problema en
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ambos gauges es la degeneración infinita asociada con cada nivel de enerǵıa, aunque

esta degeneración sea numerable en el gauge simétrico y continua en el de Landau,

al considerar el sistema limitado a una superficie suficientemente grande, pero de

área finita, la densidad de estados en ambos gauges es la misma. Esta propiedad

del problema de Landau veremos que es esencial a la hora de estudiar el Efecto

Hall Cuántico.

1.1.3 Traslaciones magnéticas. Simetŕıas w∞ y W∞

Las traslaciones magnéticas representan la simetŕıa caracteŕıstica del problema de

Landau. Como es bien conocido el Hamiltoniano para una part́ıcula cargada en

presencia de un campo magnético uniforme no es invariante bajo traslaciones en

el plano, como consecuencia de la ruptura de simetŕıa producida por el poten-

cial vector, sin embargo, śı es invariante bajo la acción del grupo de las trasla-

ciones magnéticas. Es conveniente, no obstante, clarificar el origen clásico de esta

simetŕıa que no será sino una transformación canónica en el espacio de fases que

deja invariante el Hamiltoniano. Junto con esta simetŕıa surgen además en el

problema de Landau un conjunto de infinitas transformaciones canónicas que rep-

resentan infinitas simetŕıas del sistema y satisfacen el álgebra clásica w∞. Todo

esto puede implementarse a nivel cuántico donde tenemos como simetŕıa las trasla-

ciones magnéticas, y tambien toda una serie infinita de operadores sujetos a unas

reglas de conmutación que reciben comunmente el nombre de álgebras W∞, que es

la versión cuántica de una simetŕıa canónica del Hamiltoniano clásico.

Traslaciones magnéticas en el gauge simétrico

El Hamiltoniano clásico puede escribirse en el gauge simétrico como

H =
1

2m

((
p1 +

eB

2c
x2

)2

+
(
p2 − eB

2c
x1

)2
)

(1.65)

donde tenemos un espacio de fases de dimensión cuatro (x1, x2, p1, p2) con la es-

tructura canónica natural {xi, pj} = δij , {xi, xj} = {pi, pj} = 0 , i, j = 1, 2, donde

{, } es el paréntesis de Poisson.

Introducimos nuevas variables (α, α∗, β, β∗)

α =
1

2

[
−

(
p2 − eB

2c
x1

)
+ i

(
p1 +

eB

2c
x2

)]

β =
1

2

[(
p2 +

eB

2c
x1

)
+ i

(
p1 − eB

2c
x2

)]
(1.66)
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en función de las cuales el Hamiltoniano será

H =
1

m
(αα∗ + α∗α)

con {α, α∗} = −i
(

eB
2c

)
, {β, β∗} = −i

(
eB
2c

)
. Tenemos, pues, que el Hamiltoniano

no depende de β y β∗ y, por tanto, generarán simetŕıas del sistema Hamiltoniano.

Para ver el tipo de simetŕıa que generan estudiemos la acción del grupo de

traslaciones en el plano sobre el espacio de fases

xi → xi + ai

pi → pi − eB

2c
εijaj , i, j = 1, 2 (1.67)

Es decir, estrictamente hablando las traslaciones no son una verdadera simetŕıa

del problema hamiltoniano planteado sino que es el grupo de las traslaciones

magnéticas el que lo deja invariante, y los generadores infinitesimales de esta

simetŕıa no son más que: β1 = p1 − eB
2c

x2 y β2 = p2 + eB
2c

x1 , y en defini-

tiva β y β∗. Por otro lado, la función generatriz infinitesimal de las traslaciones

magnéticas puede verse como una transformación canónica infinitesimal del espa-

cio de fases del sistema con la propiedad crucial de que deja invariante α y α∗, es

decir,

δ(p1 +
eB

2c
x2) = 0 , δ(p2 − eB

2c
x1) = 0

por tanto, actúan de manera no trivial sólo en un subespacio bidimensional del

espacio de fases total caracterizado por su enerǵıa constante [19].

Por exponenciación tenemos la función que genera las traslaciones magnéticas

finitas:

ta1a2 = e i(a1β1+a2β2) (1.68)

o bien, en coordenadas complejas, (1.66),

taā = e(aβ−āβ∗) (1.69)

con a = a1 + ia2. El álgebra que satisfacen estas transformaciones es:

{ta1a2 , tc1c2} =
eB

c
(a1c2 − c1a2)ta1+c1,a2+c2 (1.70)

es decir, el álgebra clásica w∞.

Pasemos ahora al problema cuántico siguiendo el formalismo de cuantización

canónica habitual. Tenemos pues, el Hamiltoniano del sistema en el gauge simétrico

(1.65), donde xi y pi, i, j = 1, 2, son los operadores coordenada y momento
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canónico, que verifican las relaciones de conmutación usuales, [xi, pj] = ih̄δij ,

[xi, xj] = [pi, pj] = 0 , i, j = 1, 2. Si introducimos, como hemos visto en la Sección

anterior, los operadores {a, a†, b, b†}, (1.26,1.29), con las reglas de conmutación:

[a, a†] = 1 , [b, b†] = 1, el Hamiltoniano y el momento angular se expresan:

H = h̄w(aa† + a†a) con w =
eB

2mc
(1.71)

L = b†b− a†a (1.72)

Los operadores b y b† son los generadores infinitesimales de las traslaciones

magnéticas, y [b, H] = [b†, H] = 0. El operador que genera las traslaciones

magnéticas finitas es:

Tcc̄ = e(cb−c̄b†) (1.73)

donde c = c1 + ic2. Estos operadores verifican que1:

Tcc̄ Tdd̄ = e(
1
2
(c̄d−cd̄)) Tc+d c̄+d̄ (1.74)

Tomando 2b = b2 + ib1 resulta:

Tc1c2 = e i(c1b1+c2b2)

de donde se deduce fácilmente que las relaciones de conmutación para estos ope-

radores son

[Tc1c2 , Td1d2 ] = 2i sen(c1d2 − d1c2)Tc1+d1c2+d2 (1.75)

cuyo ĺımite clásico dará el álgebra clásica ω∞,(1.70).

Los operadores Tcc̄, si expresamos {b, b†} en representación de coordenadas,

darán una representación proyectiva del grupo de traslaciones magnéticas; y sobre

las funciones de onda actúan de la forma:

Tcc̄Ψ(z, z̄) = e
1
2l

(cz̄−c̄z)Ψ(z + cl, z̄ + c̄l) (1.76)

Si consideramos clásicamente las transformaciones canónicas, actuando sobre el

espacio de fases del problema de Landau, cuánticamente dichas transformaciones

1Utilizamos la fórmula de Campbell-Haussdorf-Baker:

eAeB = eC

C = A + B +
1
2
[A,B] + · · ·
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mezclan los diferentes niveles de Landau. Sin embargo, como hemos visto existe un

subgrupo especial de transformaciones canónicas, que actúan sólo en el subespacio

de fases generado por las variables que conmutan con el Hamiltoniano, esto significa

a nivel cuántico que estas transformaciones actúan independientemente en cada

nivel de Landau [74].

Traslaciones magnéticas en el gauge de Landau

La forma expĺıcita de los generadores infinitesimales de las traslaciones magnéticas

depende del gauge que tomemos, no obstante como veremos las relaciones de con-

mutación serán independientes del gauge elegido.

Comencemos con el problema clásico en el gauge de Landau. El Hamiltoniano

en este gauge es

H =
1

2m

((
p1 +

eB

c
x2

)2

+ p2
2

)
(1.77)

que en función de las nuevas variables (α̃, α̃∗, β̃, β̃∗)

α̃ =
1

2

[
−p2 + i

(
p1 +

eB

c
x2

)]

β̃ =
1

2

[(
p2 +

eB

c
x1

)
+ ip1

]
(1.78)

será

H =
1

m
(α̃α̃∗ + α̃∗α̃)

donde {α̃, α̃∗} = −i
(

eB
2c

)
; {β̃, β̃∗} = −i

(
eB
2c

)
. Los nuevos generadores infinitesi-

males de las traslaciones magnéticas son: β̃1 = p1 y β̃2 = p2 + eB
c

x1 . La función

que genera esta simetŕıa es:

ta1a2 = e i[a1β̃1+a2β̃2] (1.79)

que satisfacen

{ta1a2 , tc1c2} =
eB

c
(a1c2 − c1a2)ta1+c1,a2+c2 (1.80)

es decir, satisfacen el álgebra clásica w∞ como suced́ıa en el otro gauge.

Cuánticamente tenemos los operadores {ã, ã†, b̃, b̃†}, en función de los cuales

H = h̄wc(ãã† + ã†ã) con wc =
eB

mc

y, por tanto,

Tcc̄ = e[cb̃−c̄b̃†] (1.81)
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será el operador que genera las traslaciones magnéticas en este gauge, con c =

c1 + ic2, y [b̃, b̃†] = 1. Si tomamos 2b̃ = b̃2 + ib̃1 resultará

Tc1c2 = e i(c1b̃1+c2b̃2)

Estos operadores verifican las siguientes relaciones de conmutación:

[Tc1c2 , Td1d2 ] = 2i sen(c1d2 − d1c2)Tc1+d1c2+d2 (1.82)

luego, el álgebra de las traslaciones magnéticas no depende del gauge elegido.

Lo que śı diferencia un gauge del otro es la forma de actuar de estos operadores

sobre las funciones de onda cuando tomamos representación de coordenadas, en

particular, en este gauge tenemos

Tc1c2Φ(x1, x2) = ei
c1c2

2 ei
c2
lc

x1Φ(x1 + c1lc, x2 + c2lc) (1.83)

Hemos visto, por tanto, que existe invariancia gauge en lo que respecta a las

relaciones de conmutación para los generadores infinitesimales de esta simetŕıa,

aśı como para los operadores que representan las traslaciones magnéticas tanto a

nivel clásico como cuántico.

Simetŕıa infinita. Algebra W∞

En el estudio que hemos realizado acerca de las simetŕıas del problema de Lan-

dau hemos visto que los operadores infinitesimales asociados a las traslaciones

magnéticas conmutan con el Hamiltoniano, pero no conmutan entre śı, sino que

[b, b†] = 1. Esta peculiaridad ausente en el caso de las traslaciones ordinarias, está

relacionada de algún modo con la degeneración infinita de los niveles de Landau

en el plano, de hecho los operadores b y b† pueden verse como operadores escalera

que pasan de un estado a otro dentro de cada nivel de Landau sin mezclar distintos

niveles de enerǵıa. Consecuencia inmediata de este hecho es que, en general, ten-

dremos infinitos operadores que conmutan con el Hamiltoniano, y que satisfacen

un álgebra que recibe comunmenmte el nombre de álgebra W∞.

Estudiemos esta simetŕıa infinita presente en el problema de Landau comen-

zando con la teoŕıa clásica. En el gauge simétrico consideremos el espacio de fases

de dimensión cuatro tomando como variables (α, α∗, β, β∗), hemos visto que la

función generadora de las traslaciones magnéticas clásicamente es

taā = e−āβ∗eaβ
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si desarrollamos en serie la exponencial tenemos

taā =
∞∑

n,m=0

(−1)n ānam

n!m!
(β∗)nβm

Luego la transformación canónica más general, que deja invariante el Hamilto-

niano clásico, estará generada por, [19],

L(cl)
nm(x,p) = (β∗)n+1βm+1 (1.84)

δH = {H,L(cl)
nm} = 0

El corchete de Poisson, para dos cualesquiera de tales generadores, nos dará

una representación del álgebra clásica w∞:

{L(cl)
nm,L(cl)

kl } = i
(

eB

2c

)
((n + 1)(l + 1)− (m + 1)(k + 1))L(cl)

n+k,m+l (1.85)

Es decir, tenemos infinitas transformaciones canónicas que actúan de manera

no trivial no en todo el espacio de fases sino únicamente en un subespacio de

dimensión dos, que admite una estructura simpléctica en términos de β y β∗. En

particular, si tomamos α = α∗ = 0, el espacio de fases reducido será:

β = i2pz ≡
(

eB

2c

)
z̄ , β∗ =

(
eB

2c

)
z

con {z, 2pz} = 1.

Esta reducción del espacio de fases puede obtenerse también tomando el ĺımite

topológico, m → 0, en la acción:

S =
∫

dt
(

1

2
mv2 − e

c
v ·A

)
(1.86)

S̄ = lim
m→0

S =
eB

2c

∫
dt(x1ẋ2 − x2ẋ1) (1.87)

La acción S̄ (“mecánica de Chern-Simons”) describe clásicamente el grado de

libertad residual en cada nivel de Landau. Dado que S̄ es de primer orden en las

derivadas temporales, la estructura simpléctica es evidente, e implica que sólo una

de las coordenadas originales permanece como cooordenada en el sentido Hamil-

toniano, y la otra será el momento conjugado, es decir, ω = dx1 ∧ dx2 ≡ dβ ∧ dβ∗.
Esta es la reducción del espacio de fases inducida por el campo magnético externo.

Cómo H̄ = 0, las simetŕıas del Hamiltoniano serán todas las transformaciones

canónicas del espacio de fases reducido. Equivalentemente, las simetŕıas de la
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acción S̄ son los difeomorfismos que preservan el área del espacio de coordenadas

[74].

Pasemos ahora al problema cuántico, los operadores (cuyo ĺımite clásico nos

lleva a L(cl)
nm) se calculan fácilmente a partir de la función que genera las traslacio

nes magnéticas (en el gauge simétrico), aśı

Tcc̄ = e−
cc̄
2 e−c̄b†ecb

Tcc̄ = e−
cc̄
2

∞∑
nm

(−1)n c̄ncm

n!m!
(b†)nbm

si definimos Lnm de la forma

Lnm = (b†)n+1(b)m+1 , n, m ≥ −1 (1.88)

[H,Lnm] = 0

Tenemos un conjunto de infinitos operadores que caracterizan la simetŕıa in-

finita del sistema relacionada con la degeneración infinita de cada nivel de enerǵıa

propia del problema de Landau. Las relaciones de conmutación para estos ope-

radores son:

[Lnm,Lkl] = h̄((m + 1)(k + 1)− (n + 1)(l + 1))Ln+k,m+l + O(h̄2) (1.89)

donde hemos reescalado b y b† de forma que [b, b†] = h̄. A primer orden en h̄

tenemos el ĺımite clásico, y recuperamos aśı el álgebra clásica w∞ (1.85)2. Las

deformaciones cuánticas de este álgebra reciben el nombre de álgebras W∞. Si

tomamos los operadores sin reescalar ([b, b†] = 1) podemos determinar el conmu-

tador completo y, por tanto, el álgebra W∞ completa es:

[Lnm,Lkl] =
Min(m,k)∑

s=0

(m+1)!(k+1)!
(m−s)!(k−s)!(s+1)!

Ln+k−s,m+l−s

−(m ↔ l, n ↔ k) (1.90)

Estos operadores, en representación de coordenadas, genéricamente contienen

potencias de las derivadas mayores que uno y, por tanto, no generan transforma-

ciones de coordenadas locales sobre las funciones de onda, son operadores cuasi-

locales [19]. Esto salvo las traslaciones magnéticas, L0−1, L−10, y las rotaciones

generadas por (L00 − a†a).

2Donde es necesario reescalar β y β∗ de manera que {β, β∗} = −i, y aśı

{L(cl)
nm ,L(cl)

kl } = i((n + 1)(l + 1)− (m + 1)(k + 1))L(cl)
n+k,m+l
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En esta representación los operadores a, a†, b, b† son

a =
1

2l

(
z + 2l2

∂

∂z̄

)
a† =

1

2l

(
z̄ − 2l2

∂

∂z

)

b =
1

2l

(
z̄ + 2l2

∂

∂z

)
b† =

1

2l

(
z − 2l2

∂

∂z̄

)
(1.91)

Como hemos visto, la reducción al espacio de fases bidimensional es equivalente

a tomar el ĺımite topológico en la acción clásica S (1.86), de manera que la acción

resultante describe clásicamente el grado de libertad residual dentro de cada nivel

de Landau. Esto cuánticamente significa que nos quedamos en el primer nivel de

Landau, es decir, en este ĺımite si a ≡ a† = 0 y, por tanto, b = 2l ∂
∂z
≡ z̄

l
y b† = z

l
,

con [2 ∂
∂z

, z] = 1, estos operadores serán la coordenada y el momento conjugado en

el espacio reducido. En este espacio los generadores de simetŕıa serán

Lnm = 2n+1ln−mzm+1

(
∂

∂z

)n+1

(1.92)

En resumen, el problema de una part́ıcula cargada en un campo magnético

uniforme presenta desde el punto de vista clásico y cuántico una simetŕıa infinita.

Clásicamente esta simetŕıa viene caracterizada por un subgrupo especial de las

transformaciones canónicas, que actúan sobre el subespacio de fases caracterizado

por la enerǵıa constante, estas transformaciones están sujetas al álgebra w∞ ca-

racteŕıstica de un sistema con un espacio de fases bidimensional. Cuánticamente

esto se traduce en un conjunto infinito de operadores que actúan sólo dentro de

cada nivel de Landau, y están sujetos a las relaciones de conmutación propias del

álgebra cuántica W∞.

1.2 Ecuación de Dirac

Como hemos visto en la Introducción el efecto Hall cuántico se observa en sistemas

semiconductores tales como transistores de efecto de campo (Si-MOSFET), y en

heterouniones (GaAs/Al GaAs). Ambos sistemas tienen en común que mantienen

los electrones portadores de corriente en una fińısima lámina de cristal semiconduc-

tor. La producción de un gas bidimensional de electrones es una de las condiciones

necesarias para la observación del efecto Hall cuántico, junto con la presencia de

un campo magnético intenso perpendicular a la lámina y temperaturas muy bajas.

En este tipo de muestras se busca que la movilidad de los portadores sea suficien-

temente alta, mientras que la masa efectiva de los mismos debe ser suficientemente
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pequeña [18, 47]. Por otro lado, la masa efectiva del electrón en un semiconductor

depende de la estructura de bandas del material, a temperaturas muy bajas, y

como consecuencia de la proximidad entre las bandas de valencia y de conducción,

puede suponerse que la masa efectiva es muy próxima a cero [98].

Suponemos, por tanto, como proponen Jackiw y Johnson [62, 70], que el com-

portamiento de los electrones en el material puede describirse por la ecuación de

Dirac para fermiones sin masa, en presencia de un campo magnético externo. En

(2 + 1) dimensiones

γµ
(
pµ +

e

c
Aµ

)
ψ(x) = 0 (1.93)

con pµ = ih̄ ∂
∂xµ , x ≡ xµ = (x0, x1, x2), y la métrica gµν = diag(1,−1,−1).

En esta ecuación, ψ(x) es un espinor de dos componentes, y Aµ = (A0, ~A) es el

potencial vector asociado al campo gauge. Las matrices γµ , µ = 0, 1, 2, son las

matrices de Dirac (2× 2), que tomaremos en la representación 3

γ0 = σ3 =


 1 0

0 −1




γ1 = iσ1 =


 0 i

i 0




γ2 = iσ2 =


 0 1

−1 0


 (1.94)

Para campos estáticos, en el gauge de Weyl A0 = 0, el Hamiltoniano de Dirac

será:

H0
D = ~α (c ~p + e ~A) (1.95)

donde las matrices α1 y α2 son:

α1 = −σ2 =


 0 i

−i 0




α2 = σ1 =


 0 1

1 0


 (1.96)

y la matriz β, que apareceŕıa si tuviesemos un término de masa, la tomamos

β = σ3 =


 1 0

0 −1


 (1.97)

3Las matrices σ1 , σ2 y σ3 son las matrices de Pauli.
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Es importante tener en cuenta que la estructura matricial de este Hamiltoniano

no se debe al esṕın. Este juega un papel secundario como consecuencia de la

presencia de un campo magnético muy intenso que lo polariza en la dirección

del mismo, y por tanto, los autoestados para este Hamiltoniano, ψ(x), tienen

únicamente dos componentes [63].

Para un campo magnético constante y uniforme, ~B = −B~k , los dos gauges fun-

damentales son los introducidos en la Sección anterior, es decir, el gauge simétrico

(1.6) y el gauge de Landau (1.36), para los cuales: B = ∂2A1 − ∂1A2 .

Calcularemos el espectro y los espinores propios del Hamiltoniano de Dirac en

ambos gauges. Analizaremos la existencia de modos cero como consecuencia de

la simetŕıa de conjugación del Hamiltoniano de Dirac sin masa. Estudiaremos,

también, la asimetŕıa espectral producida por la ruptura de dicha simetŕıa cuando

se introduce un término de masa, y relacionaremos este hecho con el flujo espectral.

Por último, estudiaremos el ĺımite no-relativista de esta teoŕıa cuando conside-

ramos un término de masa, llegando aśı al Hamiltoniano de Pauli para part́ıculas

con esṕın. Este Hamiltoniano puede expresarse en función del Hamiltoniano de

Dirac para masa cero, y ello está relacionado con la supersimetŕıa.

1.2.1 Espectro y funciones de onda en los gauge simétrico

y de Landau

El Hamiltoniano de Dirac para un electrón sin masa, en un campo magnético

constante y homogéneo es (1.95), donde ~p es el momento canónico, tal que

[xi, xj] = [pi, pj] = 0 , [xi, pj] = ih̄δij i, j = 1, 2

En forma matricial el operador de Dirac será

H0
D =


 0 D

D† 0


 (1.98)

Los operadores D y D†, tomando el potencial vector en el gauge simétrico, se

definen

D = (cp2 + eA2) + i(cp1 + eA1)

D† = (cp2 + eA2)− i(cp1 + eA1) (1.99)

Estudiaremos el problema estacionario, y determinaremos el espectro y los

estados propios del operador de Dirac:

H0
Dψλ = Eλψλ
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Veremos que este problema puede reducirse formalmente al problema no-rela-

tivista estudiado ya. Utilizaremos coordenadas complejas en función de las cuales

los operadores D y D† se expresan

D = −eB

2
z̄ + i2c pz

D† = −eB

2
z − i2c pz̄

Y en el formalismo de operadores introducido en la Sección anterior resulta:

D = −
√

2eBh̄c a†

D† = −
√

2eBh̄c a (1.100)

de forma que el Hamiltoniano de Dirac será:

H0
D = −

√
2eBh̄c


 0 a†

a 0


 (1.101)

Para las componentes del espinor |ψ〉 tenemos dos ecuaciones acopladas

D|ψ2〉 = E|ψ1〉
D†|ψ1〉 = E|ψ2〉

Este sistema de ecuaciones, puede reducirse a una ecuación para una de las dos

componentes, que es matemáticamente equivalente a la ecuación de Schrödingerpara

el problema no-relativista, es decir,

|ψ2〉 = −
√

2eBh̄c

E
a |ψ1〉 (1.102)

a†a |ψ1〉 =
E2

2eBh̄c
|ψ1〉 (1.103)

La ecuación de autovalores para la primera componente, |ψ1〉, queda en función

del operador número: N̄ = a†a. Si tomamos la base de estados propios de los

operadores N̄ y L: {|ψ1〉 ≡ |k, m〉}, resultará

N̄ |k, m〉 = k|k, m〉 =

(
E2

2eBh̄c

)
|k, m〉

Y el espectro para el operador de Dirac será

Ek = ±
√

2k eBh̄c (1.104)
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con k = 0, 1, 2, ....

La segunda componente del espinor se calcula fácilmente a partir de la primera

(1.102). Teniendo en cuenta que a es un operador de destrucción, resulta:

a|k, m〉 =
√

k |k − 1,m + 1〉 , k 6= 0 ⇒ |ψ±2 〉 = ∓|k − 1,m + 1〉
a|0,m〉 = 0 ⇒ |ψ0

2〉 = 0 (1.105)

En definitiva, el espectro para el operador de Dirac es discreto, y está caracteri-

zado por el número cuántico k, que es un entero no negativo, ver Figura 1.3:

Figura 1.3: Espectro del operador de Dirac para una part́ıcula con masa cero.

Cada nivel de enerǵıa, k, está infinitamente degenerado, esta degeneración

viene caracterizada por el entero m, tal que m ≥ −k, que como veremos estará

relacionado con la conservación del momento angular total en la dirección del

campo externo. Como era de esperar, tenemos soluciones de enerǵıa positiva y de

enerǵıa negativa, pero además, hay soluciones con enerǵıa cero, que denominare-

mos modos cero, cuyo origen está en la simetŕıa de conjugación propia de este

sistema que analizaremos más adelante.

La base ortonormal de estados propios está formada por los espinores

|ψ±km〉 =
1√
2


 |k, m〉
∓|k − 1,m + 1〉


 k 6= 0

|ψ0m〉 =


 |0,m〉

0
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tal que

〈ψ±km|ψ±k′,m′〉 = δkk′δmm′ , 〈ψ0m|ψ0,m′〉 = δmm′

〈ψ±km|ψ∓k′,m′〉 = 0 , 〈ψ±km|ψ0,m′〉 = 0

La degeneración caracteŕıstica de los niveles de Landau en el problema no-re-

lativista estaba determinada por la simetŕıa de rotación del sistema en el gauge

simétrico. Como consecuencia de esta simetŕıa los estados propios del Hamiltoni-

ano de Schrödinger eran también propios del operador momento angular L3, cuyo

autovalor caracterizaba la degeneración de cada nivel de enerǵıa. Sin embargo, en

el problema relativista este operador no conmuta con el Hamiltoniano de Dirac,

sino que:

[H0
D, L3] = −ih̄

(
α1(cp2 − eB

2
x1)− α2(cp1 +

eB

2
x2)

)

es decir, no es una simetŕıa del sistema, y aśı, no es posible encontrar una base de

estados propios de estos operadores [113].

Por otro lado, si definimos el operador de esṕın S3 en la dirección perpendicular

al plano como

S3 =
h̄

2
Σ3

donde Σ3 en función de las matrices γ es

Σ3 =
1

2i
[γ2, γ1] = σ3

es fácil comprobar que tampoco conmuta con el Hamiltoniano de Dirac, pues

[H0
D, S3] = ih̄

(
α1(cp2 − eB

2
x1)− α2(cp1 +

eB

2
x2)

)

Sin embargo, consideremos el momento angular total en la dirección ”OX3”:

J3 = L3 + S3 , resulta

[H0
D, J3] = 0

Es decir, la cantidad conservada en el problema relativista es la componente

del momento angular total en la dirección del campo externo. Esto será cierto sólo

en este gauge.

Tomando como observables en esta teoŕıa H0
D y J3 , una base de estados propios

para ambos operadores es la calculada, y

J3|ψkm〉 = h̄
(
m +

1

2

)
|ψkm〉 , k 6= 0 , m ≥ −k

J3|ψ0m〉 = h̄
(
m +

1

2

)
|ψ0m〉 , m ≥ 0 (1.106)
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La degeneración de cada nivel de enerǵıa viene caracterizada por el autovalor

de J3. En particular, notemos que la elección del campo magnético determina

la polarización del esṕın en la dirección del mismo. Esto para los modos cero es

evidente, pues son los únicos estados propios de S3 y L3 al tiempo.

Los estados pueden expresarse fácilmente en representación de coordenadas

puesto que sus componentes son las soluciones de la ecuación de Schrödinger.

Para los modos cero tenemos:

ψ0m(z, z̄) =


 Ψ0m(z, z̄)

0


 (1.107)

donde Ψ0m(z, z̄) es la función de onda para el primer nivel de Landau en el pro-

blema no-relativista, (1.23), y

∫ dzdz̄

2i
ψ†0m(z, z̄)ψ0m′(z, z̄) = δmm′

Para los demás niveles de enerǵıa

ψ±km(z, z̄) =
1√
2


 Ψkm(z, z̄)

∓Ψk−1m+1(z, z̄)


 (1.108)

donde Ψ±
km(z, z̄) son las funciones de onda para el problema no-relativista, (1.24).

En este caso distinguimos entre las soluciones de enerǵıa positiva, ψ+
km(z, z̄), y

negativa, ψ−km(z, z̄), en cada nivel de enerǵıa, y

∫ dzdz̄

2i
ψ±km

†
(z, z̄)ψ±k′m′(z, z̄) = δkk′ δmm′

∫ dzdz̄

2i
ψ±km

†
(z, z̄)ψ∓k′m′(z, z̄) = 0

∫ dzdz̄

2i
ψ±km

†
(z, z̄)ψ0m′(z, z̄) = 0

Cada nivel de enerǵıa está infinitamente degenerado pero la densidad de estados

posibles será finita e igual a:

∞∑

m=0

ψ†0m(z, z̄) ψ0m(z, z̄) =
eB

hc
(1.109)

y
∞∑

m=−k

ψ±km
†
(z, z̄) ψ±km(z, z̄) =

eB

hc
(1.110)

Es decir, la densidad de estados, por unidad de área y por esṕın, es finita, y

proporcional a la intensidad del campo magnético; resultado que coincide con el

obtenido en el problema no-relativista (1.35).
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Si elegimos el gauge de Landau el operador de Dirac en forma matricial será

H0
D =


 0 D̃

D̃† 0




Los operadores D̃ y D̃† son los transformados gauge de D y D†, es decir,

D̃ = GDG† = cp2 + i(cp1 + eBx2)

D̃† = GD†G† = cp2 − i(cp1 + eBx2)

donde G es el operador unitario (1.51). O bien,

D̃ = −
√

2eBh̄c ã†

D̃† = −
√

2eBh̄c ã (1.111)

Los operadores ã y ã† son los introducidos en la representación número para el

problema de Landau (1.53). El Hamiltoniano será entonces

H0
D = −

√
2eBh̄c


 0 ã†

ã 0




El problema espectral puede reducirse al problema no relativista de Landau

como en el gauge simétrico; aśı, el espectro vendrá dado por

Eñ = ±
√

2ñ (eBh̄c) , ñ = 0, 1, 2, · · · (1.112)

Y una base ortonormal en representación de coordenadas será

φ±ñk1
(x1, x2) =

1√
2


 Φñk1(x1, x2)

∓Φñ−1k1(x1, x2)


 , ñ 6= 0 (1.113)

donde Φñk1(x1, x2) son las funciones de onda propias del Hamiltoniano de Schrödinger,

y del operador p1, en el gauge de Landau, (1.49).

Para los modos cero, tenemos

φ0k1(x1, x2) =


 Φ0k1(x1, x2)

0


 (1.114)

con Φ0k1(x1, x2) dadas por (1.48). Como en el gauge simétrico, tenemos soluciones

de enerǵıa positiva φ+
ñk1

, negativa φ−ñk1
, y los modos cero φ0k1(x1, x2).
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En el gauge de Landau, a diferencia del gauge simétrico, el Hamiltoniano no

conmuta con la componente del momento angular total en la dirección del campo

magnético, sino que [H0
D, p1] = 0; luego, los observables para este gauge son H0

D

y p1. Los estados propios del Hamiltoniano son propios del operador momento

canónico p1, con autovalor p1 = h̄k1. Cada nivel de enerǵıa está infinitamente

degenerado, y la degeneración viene caracterizada por k1, que toma valores en el

continuo −∞ < k1 < ∞. Estos estados no son propios de J3 ni de S3, salvo los

modos cero que son propios de σ3, y por tanto, son estados con esṕın definido.

Siguiendo el razonamiento que vimos para el problema no-relativista, en una

superficie de área finita aunque suficientemente grande, imponeniendo condiciones

periódicas para las funciones de onda, podemos calcular la densidad de estados

para cada nivel de enerǵıa, que será:

nB =
eB

hc

En resumen, en el estudio que hemos realizado sobre el espectro del operador de

Dirac para una part́ıcula sin masa, en un campo magnético homogéneo y perpen-

dicular al plano, hemos encontrado como caracteŕıstica fundamental la existencia

de soluciones de enerǵıa cero (modos cero) junto con las soluciones esperadas de

enerǵıa positiva y negativa. Tanto para los modos cero como para el resto existe,

como es propio de este sistema, una degeneración infinita para cada nivel de e-

nerǵıa, que dará lugar a una densidad finita de estados posibles si consideramos

el sistema en una región finita del plano. Como veremos, estas dos propiedades

fundamentales tendrán un significado importante al estudiar el problema en el

contexto de la Teoŕıa Cuántica de Campos.

1.2.2 Simetŕıa de conjugación y modos cero. Masa: Asi-

metŕıa y Flujo espectral

El Hamiltoniano de Dirac estudiado posee una simetŕıa de conjugación que rela-

ciona las soluciones de enerǵıa negativa con las de enerǵıa positiva. Es decir, existe

una matriz unitaria C, tal que

{H0
D, C} = 0

CψE = ψ−E (1.115)

Teniendo en cuenta la forma del Hamiltoniano en la representación elegida para

las matrices de Dirac, es fácil comprobar que la matriz unitaria en este caso es
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C = σ3, y por tanto, {H0
D, σ3} = 0. El espectro es totalmente simétrico bajo esta

transformación en el sentido:

σ3ψE = ψ−E E 6= 0 (1.116)

σ3ψ0 = ψ0 (1.117)

y los modos cero son autoconjugados [57, 63]

La existencia de modos cero autoconjugados es un fenómeno reminiscente de

propiedades topológicas. Sobre una variedad bidimensional, diferenciable, com-

pacta y orientada, los campos de Dirac son secciones de un fibrado spinorial que

descompone en suma directa de dos de acuerdo con los autoestados de σ3. El

operador de Dirac lleva de unos a otros y es Fredholm: su núcleo y su co-núcleo

son de dimensión finita. Fibrados equivalentes se caracterizan por la primera clase

de Chern, que de acuerdo con la teoŕıa de Chern-Weyl, es la integral normalizada

de la curvatura de la conexión U(1), el flujo magnético en términos f́ısicos. El teo-

rema del ı́ndice identifica el número de modos cero con la primera clase de Chern,

y aśı, son inevitables en fibrados no triviales.

En nuestro caso, el efecto Hall sobre el plano, la variedad aunque topológica-

mente trivial puede entenderse como el ĺımite de volumen infinito de una esfera

o cuando los ciclos que generan la homoloǵıa en una superficie de Riemann de

género g > 0 devienen en rectas. El operador de Dirac deja de ser Fredholm pero

mantiene un núcleo infinito como consecuencia de este proceso de ĺımite. Desa-

rrollaremos con precisión estas ideas en la Parte II de esta memoria; de momento

constataremos cómo el número fermiónico del estado de vaćıo de nuestro operador

en Segunda Cuantificación, cuyo cálculo se llevará a cabo en el Caṕıtulo 2 tanto

en el formalismo de Feynman como Hamiltoniano, proporciona como resultado el

Teorema del Indice.

Al pasar del problema de una part́ıcula al problema en Segunda Cuantificación

consideramos que el estado vaćıo es aquél en el cual todos los niveles de enerǵıa

negativa están ocupados, y los niveles de enerǵıa positiva vaćıos. Es posible, en-

tonces, determinar el número fermiónico del estado vaćıo, que representa el número

de estados de enerǵıa negativa ocupados, utilizando simplemente las propiedades

del operador de Dirac, es decir, la simetŕıa bajo conjugación y la existencia de

modos cero [99]. Como veremos más adelante solamente los modos cero dan una

contribución al número fermiónico, y aśı:

N = +
1

2
(#modos cero ocupados)− 1

2
(#modos cero no ocupados) (1.118)
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donde

N =
1

2

∫
〈0|[ψ†(x), ψ(x)]|0〉 (1.119)

y ψ(x) es el campo fermiónico.

Desde el punto de vista matemático el Teorema del Indice nos proporciona el

número de modos cero como el ı́ndice del operador de Dirac para una part́ıcula,

IndiceH0
D = DimKerD† −DimKerD (1.120)

en nuetro caso, DimKerD = 0 , y por tanto, el ı́ndice cuenta el número total

de modos cero determinando aśı completamente los posibles valores del número

fermiónico. La existencia de modos cero induce la presencia de estados cuánticos

con un número fermiónico fraccionario [58, 99].

Resulta interesante estudiar qué sucede cuando en el Hamiltoniano de Dirac

introducimos un término de masa:

Hm
D = H0

D + βmc2 =


 mc2 D

D† −mc2


 (1.121)

El espectro para el nuevo operador se deduce fácilmente del ya calculado te-

niendo en cuenta que (Hm
D )2 = (H0

D)2+m2c4. Aśı, en el gauge simétrico, los niveles

de enerǵıa serán ahora:

Ek = ±
√

2k(eBh̄c) + m2c4 , k = 0, 1, 2, · · · (1.122)

y las funciones de onda normalizadas (propias de J3):

ψ±km(z, z̄) =

√√√√ |Ek|±mc2

2|Ek|


 Ψk m(z, z̄)

− |E0
k|

±|Ek|+mc2
Ψk−1 m+1(z, z̄)


 , k 6= 0 (1.123)

donde E0
k es la enerǵıa para el caso de masa cero ya estudiado (1.104).

Por otro lado, los estados de la forma

ψ0m(z, z̄) =


 Ψ0m(z, z̄)

0


 (1.124)

tienen enerǵıa E0 = +mc2. La degeneración sigue siendo infinita para cada nivel

de enerǵıa como consecuencia de la simetŕıa de rotación propia de este gauge.

El espectro de este operador ya no es simétrico, ver Figura 1.4, como suced́ıa en

el caso de masa cero, sino que ahora tenemos una asimetŕıa espectral producida por
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los modos cero que pasan a ser propios de este Hamiltoniano4 con enerǵıa positiva,

sin que el correspondiente autovalor negativo aparezca en el espectro. Es decir,

para los estados correspondientes a niveles de enerǵıa k 6= 0 tenemos una solución

de enerǵıa positiva ψ+
km y la correspondiente de enerǵıa negativa ψ−km, que ahora no

se pueden relacionar por medio de una matriz de conjugación; y para los estados

con k = 0, sólo la solución con enerǵıa positiva es posible en la representación que

hemos tomado para las matrices de Dirac, y con el sentido elegido para el campo

externo.

Figura 1.4: Espectro del operador de Dirac para una part́ıcula con masa distinta de
cero.

En Segunda Cuantificación es posible calcular el número fermiónico en el estado

vaćıo y encontramos que es proporcional al flujo del campo magnético, [99]:

N = −sig(m)
1

2

e

hc

∫
d2x B

Si suponemos que el sistema está en una superficie finita de área A, el número

fermiónico será proporcional a la densidad de modos cero, que como sabemos es

finita, aśı:

N = −sig(m)
1

2

Φ

Φ0

donde Φ = BA es el flujo del campo magnético y Φ0 = hc
e

es el cuanto de flujo. El

número fermiónico depende del signo de la masa, ya que en el ĺımite de masa cero

4El Hamiltoniano Hm
D no tiene modos cero pues (Hm

D )2 = (H0
D)2 + m2c4 ≥ m2c4.
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será positivo o negativo dependiendo de que la asimetŕıa producida en el espectro

al introducir el término de masa esté por encima o por debajo del cero. En nuestro

caso resulta:

lim
m→0

N = −1

2

Φ

Φ0

(1.125)

encontramos la expresión (1.118) cuando todos los modos cero están desocupados.

En definitiva, la asimetŕıa espectral esta directamente relacionada con la exis-

tencia de modos cero para el operador de Dirac, H0
D, y es el ı́ndice de este ope-

rador el que caracteriza el número total de dichos modos, y por tanto, el número

fermiónico para el estado fundamental (vaćıo) en los dos sistemas: m = 0 y m 6= 0.

Por último, veamos la relación entre la asimetŕıa espectral asociada al término

de masa y el flujo espectral en esta teoŕıa. Para ello consideremos una familia

uniparamétrica de Hamiltonianos de Dirac, H
m(τ)
D , donde τ ∈ (−∞,∞), en un

campo magnético uniforme, y con un término de masa que depende del parámetro

τ .

El Hamiltoniano para cada τ será, por tanto,

H
m(τ)
D = H0

D + σ3m(τ)c2

Si tomamos

m(τ) = m
(
f(τ)− 1

2

)
(1.126)

f(τ) =
1

1 + e−τ

y suponemos que el Hamiltoniano es una función adiabática del parámentro τ , es

fácil comprobar que5

lim
τ→−∞H

m(τ)
D = H

−m
2

D , lim
τ→+∞H

m(τ)
D = H

m
2

D

En −∞ y +∞ el Hamiltoniano posee una asimetŕıa espectral, y la enerǵıa de

los modos cero para estos operadores será: E0 = −m
2

y E0 = +m
2
, respectivamente.

Dado un valor de τ , el espectro para el Hamiltoniano de Dirac es lógicamente:

(E
m(τ)
k )2 = (E0

k)
2 + (m(τ))2

Para k 6= 0 vemos que |Em(τ)
k | > |m(τ)|, entonces al variar el parámetro los

autovalores positivos continuan siendo positivos, y los negativos siguen siendo ne-

gativos, para toda la familia de Hamiltonianos. Sin embargo, para k = 0, resulta

que E
m(τ)
0 = m(τ), y al variar el parámetro puede tomar todos los valores desde

5Tomamos h̄ = c = 1
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−m
2

hasta +m
2

pasando por el cero, ver Figura 1.5,

Figura 1.5: Espectro del operador de Dirac para una part́ıcula con masa m(τ)
parametrizada por τ .

En esta situación encontramos que la diferencia entre el número fermiónico

para el estado fundamental en los dos ĺımites asintóticos viene dada por el flujo

espectral de la familia de operadores Hτ
D:

N∞ −N−∞ = flujo espectral

El flujo espectral, por otro lado, puede determinarse como el ı́ndice de un

operador de Dirac, [99], definido en una dimensión más:

HL
D =

(
0 DL

D†
L 0

)

donde

DL = iσ3∂τ + iσ3H
m(τ)
D

Si buscamos las soluciones a la ecuación

(iσ3∂τ + iσ3H
m(τ)
D )Φ(x, τ) = 0

en la aproximación adiabática: Φ(x, τ) = f(τ)φτ (x), donde

H
m(τ)
D φτ (x) = E(τ)φτ (x)
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que sustituyendo en la ecuación resulta:

∂f(τ)

∂τ
= −E(τ)f(τ)

y aśı

f(τ) = f(0)e−
∫ τ

0
dτ ′E(τ ′) (1.127)

Pero f(τ) es normalizable sólo si E(τ) es positiva para τ → ∞ y negativa

para τ → −∞. Esto es cierto únicamente para los modos cero pues su enerǵıa es

E0(τ) = m(τ). Luego el flujo espectral viene dado por el ı́ndice del operador HL
D,

es el número de modos cero de éste y coincide exactamente con el ı́ndice de H0
D.

Por otro lado, el número fermiónico para el estado fundamental en ±∞ puede

calcularse como hemos visto ya, y resulta aśı:

N−∞ = −sig(−m

2
)

Φ

2Φ0

=⇒ lim
m→0

N−∞ = +
1

2

Φ

Φ0

N+∞ = −sig(
m

2
)

Φ

2Φ0

=⇒ lim
m→0

N+∞ = −1

2

Φ

Φ0

la diferencia entre ambos es

N∞ −N−∞ = −2
1

2

Φ

Φ0

≡ −IndiceHL
D ≡ −IndiceH0

D ≡ flujo espectral (1.128)

En resumen, la conexión entre los diferentes casos que hemos planteado será:

• El problema de una part́ıcula descrito por H0
D cuando se analiza en Segunda

Cuantificación, y como consecuencia de la presencia de modos cero y la

simetŕıa de conjugación, implica que el estado fundamental o vaćıo fermiónico

de Fock tiene un número fermiónico no trivial, que es proporcional al número

de modos cero, y por tanto, proporcional al ı́ndice del operador de Dirac.

• El problema de una part́ıcula con masa distinta de cero descrito por Hm
D

estudiado en Segunda Cuantificación presenta una asimetŕıa espectral aso-

ciada con los modos cero, que pueden ser estados propios con enerǵıa positiva

o negativa, esta ambigüedad en el signo se ve reflejada a la hora de calcular

el número fermiónico para el estado fundamental, y pasar al ĺımite de masa

cero. En cualquier caso, tenemos de nuevo que este número cuántico no

trivial es proporcional al número total de modos cero, y por tanto, al ı́ndice

de H0
D.
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• Por último, si tenemos una familia de sistemas de una part́ıcula descritos

por H
m(τ)
D donde m(τ) vaŕıa adiabáticamente con el parámetro τ , en Se-

gunda Cuantificación podemos verificar la existencia de un flujo espectral

relacionado con aquellos autovalores que pasan de enerǵıa negativa en −∞,

a enerǵıa positiva en ∞, pasando por el cero. Son los modos cero los que dan

una contribución no trivial al flujo espectral que puede determinarse como el

ı́ndice de un nuevo operador de Dirac, definido en una dimensión más, que

será igual al ı́ndice de H0
D.

1.2.3 Supersimetŕıa

Otra forma de comprender la existencia de autoestados de enerǵıa cero es con-

siderar el cuadrado del operador H0
D que coincide con el Hamiltoniano de Pauli,

tenemos aśı un ejemplo de Mecánica Cuántica Supersimétrica [133, 29].

Antes de comenzar a analizar esta propiedad del sistema estudiaremos el ĺımite

no-relativista de la ecuación de Dirac. Consideremos la ecuación de Dirac para una

part́ıcula con masa, en un campo magnético uniforme, en ( 2 + 1 ) dimensiones:

[~α(c~p + e ~A) + βmc2] ψ(x) = Eψ(x) (1.129)

Expresando esta ecuación matricialmente

 mc2 D

D† −mc2





 ψ1

ψ2


 = E


 ψ1

ψ2




Tenemos las siguientes ecuaciones acopladas para las componentes del espinor

D ψ2 = (E −mc2) ψ1

D† ψ1 = (E + mc2) ψ2 (1.130)

si despejamos ψ2 en (1.130), la ecuación resultante para ψ1 es

ψ2 =
1

E + mc2
D†ψ1 =⇒ 1

E + mc2
DD†ψ1 = (E −mc2)ψ1

Si definimos ENR = E −mc2 resulta:

(
D

c

)
1

2m

[
2mc2

ENR + 2mc2

] (
D†

c

)
ψ1 = ENRψ1

ψ2 =
1

2mc

2mc2

ENR + 2mc2

(
D†

c

)
ψ1
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En el ĺımite no-relativista, E ≈ mc2, si nos quedamos a orden cero en (v
c
)2,

entonces:

DD†

2mc2
ψ1 = ENRψ1 (1.131)

ψ2 =
1

2mc2
D†ψ1 (1.132)

En este ĺımite, la segunda componente del espinor, ψ2, es de orden uno en (v
c
),

y por tanto, es la componente pequeña respecto de la primera, ψ2 << ψ1 [113].

De la expresión de los operadores D y D† en cualquiera de los gauges estudiados

se deduce

HS =
1

4mc2
(DD† + D†D) con [D†, D] = 2eBh̄c

donde HS es el Hamiltoniano de Schrödinger. Aśı, la ecuación resultante para la

primera componente del espinor será
[

1

2m

(
~p +

e

c
~A
)2

− h̄
eB

2mc

]
ψ1(~x) = ENRψ1(~x) (1.133)

Resulta, por tanto, la ecuación en mecánica cuántica no-relativista de

Schrödinger-Pauli para un espinor de dos componentes, ψ(~x),

[
1

2m

(
~p +

e

c
~A
)2

I − h̄
eB

2mc
σ3

]
ψ(~x) = ENRψ(~x) (1.134)

que en particular para ψ1 se reduce a (1.133). Es decir, en el ĺımite no- relativista

tenemos el Hamiltoniano de Pauli dado por

HP = HSI +
eh̄

2mc
~σ · ~B (1.135)

donde I es la matriz identidad, (2×2), y ~σ = (σ1, σ2, σ3) son las matrices de Pauli.

El espectro y las funciones de onda (normalizadas) propias de este operador en

el gauge simétrico son:

ψkm(z, z̄) =


 Ψkm(z, z̄)

− |E0
k|

2mc2
Ψk−1m+1(z, z̄)


 , Ek

NR =
(E0

k)
2

2mc2
(1.136)

para ENR 6= 0; y para ENR = 0

ψ0m =


 Ψ0m(z, z̄)

0


 (1.137)
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donde Ψkm(z, z̄) y Ψ0m(z, z̄) son (1.23) y (1.24) respectivamente. El estado funda-

mental para el Hamiltoniano de Pauli tiene enerǵıa cero, esto contrasta con el pro-

blema de Schrödinger, en el cual la enerǵıa del estado fundamental es proporcional

a B, y por tanto, aumenta linealmente con la intensidad del campo magnético,

ver Figura 1.6. En consecuencia, en el problema de Schrödinger no es posible con-

seguir que la enerǵıa del estado fundamental se aproxime a cero arbitrariamente.

Es, precisamente, el término de esṕın que se introduce en la ecuación de Pauli,

el que desdobla los niveles de Schrödinger produciendo automáticamente un es-

tado fundamental de enerǵıa cero independientemente de la intensidad del campo

magnético. Esta propiedad, por otra parte, es extensible al cualquier Hamiltoni-

ano de Dirac, en el cual el estado fundamental dependa únicamente de la masa de

la part́ıcula, de esta forma en el caso de masa cero la enerǵıa de dicho estado es

nula [134].

Figura 1.6: Niveles de Landau para el operador de Schrödinger frente a los correspon-
dientes del operador de Pauli.

Es interesante estudiar la estructura supersimétrica presente en esta teoŕıa.

Consideremos, por tanto, el Hamiltoniano de Pauli definido en un espacio de

Hilbert H. De la expresión matricial del operador de Dirac para part́ıculas sin

masa, (1.98), vemos que:

HP =
1

2mc2
(H0

D)2 =
1

2mc2


 DD† 0

0 D†D


 (1.138)

Por otro lado, en esta teoŕıa tenemos un operador de conjugación, C, que
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satisface (1.115). Este operador es autoadjunto y C2 = 1, luego tendrá solamente

los autovalores 1 y −1. Los subespacios del espacio de Hilbert de autoestados de

este operador pueden denotarse por:

Hf = {ψ ∈ H | Cψ = −ψ} (1.139)

Hb = {ψ ∈ H | Cψ = ψ} (1.140)

y tenemos la descomposición H = Hf ⊕Hb. Es decir, el espacio de Hilbert puede

descomponerse en suma directa de dos subespacios, cada uno formado por estados

que llamaremos bosónicos y fermiónicos respectivamente [29].

Esto nos indica que en esta teoŕıa tenemos supersimetŕıa, en particular, se trata

de la representación supersimetrica para dimensión espacial cero introducida por

Witten [134, 133].

Para constatar este hecho, definamos los operadores Q y Q† de la forma:

Q =
1 + σ3

2
H0

D =


 0 D

0 0


 (1.141)

Q† =
1− σ3

2
H0

D =


 0 0

D† 0


 (1.142)

resulta que

{Q,Q} = {Q†, Q†} = 0

{Q,Q†} = (2mc2)HP (1.143)

y, por tanto,

[Q,HP ] = 0 , [Q†, HP ] = 0

Los operadores Q y Q† aśı definidos generan una simetŕıa del operador de Pauli,

y puesto que Q2 = Q†2 = 0, se trata de una supersimetŕıa.

Sobre los estados propios del operador de Pauli con enerǵıa distinta de cero Q

y Q† actúan de la forma

Q


 |B, k〉
|F, k〉


 =

√
(2mc2)Ek

P


 |B, k〉

0


 ⇔ D|F, k〉 = |E0

k | |B, k〉

(1.144)

Q†

 |B, k〉
|F, k〉


 =

√
(2mc2)Ek

P


 0

|F, k〉


 ⇔ D†|B, k〉 = |E0

k | |F, k〉
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donde

Ek
P =

E0
k
2

2mc2

y las componentes del espinor las denotamos por:

|Ψ1〉 = |B, k〉 , |Ψ2〉 = |F, k〉 (1.145)

tal que 〈Ψ1|Ψ1〉 = 〈Ψ2|Ψ2〉 = 1.

Vemos en (1.144) que el operador D pasa de estados fermiónicos, |F, k〉, a

bosónicos, |B, k〉, y D† de bosónicos, |B, k〉, a fermiónicos, |F, k〉 y, en definitiva,

el operador de Dirac, H0
D, conecta estados bosónicos con estados fermiónicos.

Consideremos un estado bosónico, |B〉, y un estado fermiónico, |F 〉, con mo-

mento angular entero o semientero. Definimos el operador, [133]:

(−1)F ≡ e−2πij3 (1.146)

que permite distinguir estos estados, pues

(−1)F |B〉 = |B〉 , (−1)F |F 〉 = −|F 〉

Este operador satisface:

(−1)F Q + Q(−1)F = 0

(−1)F Q† + Q†(−1)F = 0

y matricialmente puede representarse por: (−1)F = σ3; por tanto, coincide con

el operador de conjugación, C, que anticonmuta con el Hamiltoniano de Dirac, y

permite aśı distiguir entre las componentes bosónicas y fermiónicas de un espinor

con enerǵıa distinta de cero.

Aunque los estados de enerǵıa distinta de cero forman pares bose-fermi, como

se deduce de la ecuación espectral para Q y Q†, esto no es cierto para los estados

con enerǵıa cero. Cualquier estado de enerǵıa cero, bosón o fermión, es aniquilado

por Q y Q†:
Q|B, 0〉 = Q†|F, 0〉 = 0

Los estados de enerǵıa cero son, por tanto, singletes, es decir, representaciones

unidimensionales de la supersimetŕıa [133]. Sin embargo, en el sistema que estamos

estudiando6 los únicos estados de enerǵıa cero son de la forma: |Ψ1〉 = |0,m〉 y

|Ψ2〉 = 0; es decir, son estados bosónicos. Este caracter bosónico o fermiónico de

6En la representación elegida para las matrices de Dirac (1.94).
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los estados de enerǵıa cero viene determinado, bien por el sentido elegido para el

campo magnético perpendicular al plano, ~B = ±B~k, bien por el signo de la carga

de los portadores, q = ±e, e > 0.

En definitiva, la forma general del espectro de una Teoŕıa Supersimétrica es

la siguiente: los estados de enerǵıa distinta de cero forman siempre pares bose-

fermi, los estados de enerǵıa cero no están apareados, pues cada uno es aniquilado

separadamente por Q y Q†, de manera que no tienen por qué ser iguales en número.

La diferencia entre el número de estados de enerǵıa cero bosónicos y fermiónicos

es:

nF
0 − nB

0 ≡ Tr(−1)F

está relacionada formalmente con la traza del operador (−1)F . En particular, si el

espacio de Hilbert para los modos cero está formado solamente por los autovectores

del tipo bosónico, como sucede en nuestro caso, nF
0 = 0, y, por tanto, la traza

Tr(−1)F nos da el número total de modos cero. Se cierra aśı el ćırculo entre modos

cero, asimetŕıa espectral, flujo espectral y supersimetŕıa; caracteŕısticas de nuestro

sistema que tienen su origen en la topoloǵıa no trivial inducida por la presencia

del campo magnético.
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Caṕıtulo 2

Electrodinámica Cuántica en el

plano

2.1 Formalismo de Feynman: Anomaĺıas

En el formalismo de integral funcional de Feynman calcularemos la acción efectiva

para la electrodinámica cuántica bidimensional. La acción asociada al campo elec-

tromagnético, interaccionando con un campo fermiónico en (2+1) dimensiones, es

invariante gauge e invariante bajo simetŕıas discretas: paridad e inversión temporal

(para fermiones sin masa). Sin embargo, la acción efectiva resultante al integrar

en las variables fermiónicas viola una de estas dos simetŕıas. Si mantenemos la

invariancia gauge como simetŕıa al regularizar, en el cálculo de la acción efectiva,

encontramos que en ésta aparece un término anómalo que no es invariante bajo

paridad, y que coincide exactamente con la segunda clase caracteŕıstica de Chern.

Utilizaremos dos métodos para determinar la anomaĺıa presente en esta teoŕıa.

En primer lugar, calcularemos la acción efectiva para un campo fermiónico con

masa utilizando el método de regularización de Pauli-Villars, el término de la

anomaĺıa depende únicamente del signo de la masa, y por tanto, aparecerá in-

cluso para fermiones sin masa [110]. En segundo lugar, teniendo en cuenta la

analoǵıa entre la anomaĺıa en tres dimensiones y la anomaĺıa axial, caracteŕıstica

de las teoŕıas gauge en cuatro dimensiones, estudiaremos la anomaĺıa de paridad

y determinaremos, utilizando el método de Fujikawa [41], cómo se modifica el Ja-

cobiano para la medida fermiónica bajo una transformación U(1) (relacionada con

las transformaciones discretas de paridad e inversión temporal) para encontrar el

término anómalo de la acción efectiva.

61



62 CAPITULO 2

Consideremos la integral funcional para la acción S dada por:

S =
∫

d3xL

=
∫

d3x
{
−1

4
FµνF

µν + cψ̄
[
γµ(ih̄∂µ +

e

c
Aµ(x))−mc

]
ψ

}
(2.1)

donde Aµ(x) = (A0(x), ~A(x)) es el tripotencial vector asociado al campo electro-

magnético, ψ(x) es el campo fermiónico, con1 ψ̄(x) = ψ†(x)γ0, y F µν es el tensor

electromagnético:

F µν = ∂µAν − ∂νAµ

F 12 = B, F 0k = −Ek , k = 1, 2 (2.2)

resulta por tanto:2

Z =
∫

[DAµ][Dψ̄][Dψ]eiS (2.3)

La integración funcional en los campos de Fermi produce:

Z =
∫

[DAµ]eiSef

=
∫

[DAµ]e
i
[
−1

4
FµνF

µν + Ief [A]
]

(2.4)

La acción efectiva Ief [A] corresponde a:

eiIef [A] =
∫

[Dψ̄][Dψ]e
i
∫

d3xψ̄[iγµ(∂µ − ieAµ)−m]ψ

= Det[−i[iγµ(∂µ − ieAµ)−m]] (2.5)

En ausencia de campos externos la integral funcional debe estar normalizada,

por lo que debemos dividir este resultado formal por el determinante del operador

de Dirac libre, aśı [105, 16]:

Det[i(1
i
γµ(∂µ − ieAµ) + m)]

Det[i(1
i
γµ∂µ + m)]

= Det

[
1 +

eγµAµ

iγµ∂µ −m

]
(2.6)

Expresando el determinante en función de la traza del logaritmo encontramos:

Ief [A] = −iTr ln

[
1 +

eγµAµ

iγµ∂µ −m

]
(2.7)

1Las matrices de Dirac(2× 2) las tomamos en la representación: γ0 = σ3, γ1 = iσ1, γ2 = iσ2

2Tomamos h̄ = c = 1
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donde Tr es la traza del operador diferencial que actúa en el espacio de espinores.

Teniendo en cuenta que solamente las potencias pares de Aµ están presentes

en Tr ln
[
1 + eγµAµ

iγµ∂µ−m

]
resulta:

Tr ln

[
1 +

eγµAµ

iγµ∂µ −m

]

= −
∞∑

n=1

e2n

2n

∫
tr G(x1 − x2)γ

µAµ(x2) · · ·G(x2n − x1)γ
νAν(x1)d

3x1 · · · d3x2n

= −e2

2

∫
d3x1d

3x2K
µν(x1 − x2)Aµ(x1)Aν(x2)

− e4

4!

∫
d3x1 · · · d3x4K

µ1µ2µ3µ4(x1, x2, x3, x4)Aµ1(x1)Aµ2(x2)Aµ3(x3)Aµ4(x4)

− · · · (2.8)

donde

Kµν(x1 − x2) = tr G(x1 − x2)γ
µG(x2 − x1)γ

ν

Kµ1µ2µ3µ4(x1, x2, x3, x4) = tr G(x1 − x2)γ
µ2G(x2 − x3)γ

µ3G(x3 − x4)

γµ4G(x4 − x1)γ
µ1

+ perms. (2.9)

Aqúı, Kµ1µ2µ3µ4(x1, x2, x3, x4) es completamente simétrico bajo el intercambio

de los ı́ndices (µa, xa) ↔ (µb, xb), y por tanto, es una combinación simétrica de

todas las posibles permutaciones. En estas expresiones la traza está definida sobre

el espacio de las matrices gamma de Dirac; y G(x1 − x2), es la función de Green

para el operador de Dirac libre:

G(x1 − x2) =
∫ d3p

(2π)3

eip(x1−x2)

γµpµ −m
(2.10)

Esta expansión de la traza del logaritmo se corresponde con los gráficos de

Feynman que se muestran en la Figura 2.1. Es decir, es la suma de todos los

gráficos con un único lazo y con un número par de fotones externos [16].

El primer gráfico representa la polarización del vaćıo, y da la primera cor-

reción al propagador del fotón. El siguiente gráfico, con cuatro fotones externos,

representa el scattering luz-luz en el vaćıo, y aśı, sucesivamente.
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Figura 2.1: Gráficos que contribuyen a la acción efectiva Ief [A].

Por otro lado, la integral funcional de Fermi que produce esta suma de gráficos

define la funcional generatriz para las funciones de correlación corriente-corriente

en el vaćıo [16], y aśı

exp

[
Tr ln

(
1 +

eγµAµ

iγµ∂µ −m

)]
= 〈eie

∫
jµAµd

3x〉 (2.11)

donde jµ = ψ̄γµψ. Si desarrollamos esta expresión en Aµ encontramos:

Kµν(x1 − x2) = 〈Tjµ(x1)j
ν(x2)〉 (2.12)

Quedándonos solamente con la función de correlación a dos puntos vamos a

determinar la acción efectiva calculando la primera corrección al propagador del

fotón, es decir, evaluando el tensor de polarización del vaćıo. Consideremos el

diagrama de polarización del vaćıo representado en la Figura 2.2.

Figura 2.2: Diagrama de polarización del vaćıo.

La amplitud asociada a este gráfico es:

Πµν(k) = −
∫ d3p

(2π)3
tr

[
(ieγµ)

i

γµ(p− k)µ −m
(ieγν)

i

γµpµ −m

]
(2.13)
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Es fácil comprobar que Πµν es linealmente divergente. Para evitar esta di-

vergencia ultravioleta debemos utilizar un método de regularización que respete

tanto la invariancia Lorentz como la invariancia gauge de la teoŕıa. En particu-

lar, es conveniente utilizar para este problema tridimensional el método de Pauli-

Villars [23, 110]. El esquema de regularización consiste en calcular el tensor de

polarización regularizado asociado a la densidad Lagrangiana:

Lreg = −1

4
FµνF

µν + ψ̄[iγµ(∂µ − ieAµ)−m]ψ

−C1ψ̄1[iγ
µ(∂µ − ieAµ)−M1]ψ1 − C2ψ̄2[iγ

µ(∂µ − ieAµ)−M2]ψ2 (2.14)

donde ψ1 y ψ2 son campos fermiónicos ficticios con masas M1 y M2.

El tensor de polarización regularizado será por tanto:

ΠR
µν(k) ≡ Πµν(k,m)−

2∑

j=1

CjΠµν(k, Mj) (2.15)

donde las constantes Ci se eligen de manera que la integración en k sea convergente,

aśı,

C1 + C2 = 1

C1M
2
1 + C2M

2
2 = m2 (2.16)

En definitiva, la integral a calcular será:

ΠR
µν(k) = −e2

∫ d3p

(2π)3

{
tr[γµ(γα(p− k)α + m)γν(γβpβ + m)]

((p− k)2 −m2)(p2 −m2)

−terminos reguladores} (2.17)

Introducimos la representación paramétrica de Feynman [128]. Haciendo el

cambio de variable, p′ = p− kx, el denominador será una función de p′2, y aśı:3

3Donde hemos utilizado:

[γµ, γν ] = −2iεµναγα

tr[numero impar de matrices gamma] 6= 0

tr[γµγν ] = 2gµν

tr[γµγνγλγδ] = 2[gµνgλδ − gµλgνδ + gµδgνλ]
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ΠR
µν(k) = −2e2

∫ 1

0
dx

∫ d3p′

(2π)3

{−1
3
gµνp

′2 − 2x(1− x)kµkν + x(1− x)gµνk
2 + m2gµν + 2imεµνβkβx

(p′2 + x(1− x)k2 −m2)2

−terminos reguladores} (2.18)

Mediante una rotación de Wick pasamos al espacio Eucĺıdeo p′0 = ip′3:

ΠR
µν(k) = −ie2

π2

∫ 1

0
dx

∫ ∞

0
p′2dp′

{
1
3
gµνp

′2 − 2x(1− x)kµkν + x(1− x)gµνk
2 + m2gµν + 2imεµνβkβx

(p′2 + m2 − x(1− x)k2)2

−terminos reguladores} (2.19)

Las integrales resultantes para el problema tridimensional son:
∫ Λ

0

p′4dp′

(p′2 + a2)2
= Λ +

a2

2

Λ

(Λ2 + a2)
− 3a

2
arctan

Λ

a
∫ Λ

0

p′2dp′

(p′2 + a2)2
= −1

2

Λ

(Λ2 + a2)
+

1

2a
arctan

Λ

a
(2.20)

donde a2 = m2 − x(1− x)k2.

En la primera integral aparece la divergencia lineal presente en esta teoŕıa.

Comparando este resultado con el que se obtiene en dimensión cuatro, [23], puede

observarse que las divergencias disminuyen en una dimensión, de forma que pasamos

de una divergencia cuadrática y logaŕıtmica, presente en D = 4, a una divergen-

cia lineal y un término convergente (arcotangente) en D = 3. El método de

regularización en ambos casos permite eliminar la divergencia cuadrática y lineal

respectivamente, y aśı, en nuestro caso la teoŕıa es super-renormalizable.

En definitiva, el término lineal Λ se cancela con los términos reguladores te-

niendo en cuenta las condiciones (2.16) para los coeficientes C1, C2, y el tensor de

polarización regularizado es:

ΠR
µν(k) = (kµkν − gµνk

2)ΠR
1 (k2) + 2imεµνρk

ρΠR
2 (k2) (2.21)

con

ΠR
1 (k2) = − ie2

12πM
+

ie2

2π

[
(k2 + 4m2)

8k3
ln

(
2|m|+ k

2|m| − k

)
− |m|

2k2

]

ΠR
2 (k2) =

ie2

8πM
− ie2

4π

[
1

2k
ln

(
2|m|+ k

2|m| − k

)]
(2.22)



FORMALISMO DE FEYNMAN: ANOMALIAS 67

donde hemos tomado el ĺımite Λ → ∞, y hemos tenido en cuenta que M1
2 >>

m2, M2
2 >> m2, de tal forma que podemos simplificar la dependencia en las masas

y constantes asociadas al campo regulador definiendo 1
M

= C1

M1
+ C2

M2
. Tenemos aśı

el tensor de polarización del vaćıo regularizado en función de M en el cual tanto ΠR
1

como ΠR
2 son cantidades finitas. Algunos autores, Fradkin, Redlich, Lykken, etc,

han obtenido el mismo resultado aunque en contextos diferentes al aqúı planteado

[39, 110, 87].

Es posible expresar la acción efectiva en función del tensor de polarización, es

decir

iIef [A] =
1

2

∫
d3x1d

3x2Πµν(x1 − x2)A
µ(x1)A

ν(x2) + · · · (2.23)

Su transformada de Fourier:

ΠR
µν(x1 − x2) =

∫ d3k

(2π)3
eik(x1−x2)ΠR

µν(k) (2.24)

La acción efectiva asociada a la electrodinámica cuántica tridimensinal será por

tanto:

iIef [A] =
∫

d3x
{
−1

4
FµνF

µνΠR
1 (0)−mΠR

2 (0)Aµ ∗Fµ

}

Ief [A] =
∫

d3x

{
−1

4
FµνF

µν e2

12π|m| +
m

|m|
e2

8π
Aµ ∗Fµ

}
(2.25)

donde hemos tomado el ĺımite M →∞.

En definitiva, la integral funcional en el campo gauge que resulta de integrar

en los campos fermiónicos cuando nos quedamos con la contribución a un lazo es:

Z =
∫

[DAµ]eiSef

=
∫

[DAµ]e
i
∫

d3x

{
−1

4
FµνF

µν

(
1 +

e2

12π|m|

)
+

m

|m|
e2

8π
Aµ ∗Fµ

}

(2.26)

En la acción efectiva para el campo gauge aparece un término topológico de tipo

Chern-Simons inducido por la presencia del campo fermiónico. Esto sigue siendo

cierto cuando la masa del campo fermiónico es cero, en cuyo caso aparece una

ambigüedad en el signo asociada al método de regularización utilizado. El término

de masa topológico garantiza la invariancia gauge de la acción efectiva aunque

rompe la simetŕıa discreta de paridad de la teoŕıa para fermiones sin masa.

En el cálculo de la acción efectiva hemos tenido en cuenta los gráficos con un

sólo lazo fermiónico, y un número par de ĺıneas de fotón externas. Las posibles
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correcciones a orden superior, ver Figura 2.3, no contribuyen al cálculo de la acción

efectiva, tal y como demuestran Coleman y Hill [26], y aśı, la correción radiativa

al término de masa topológico se debe sólo al gráfico de un lazo. Este término de

masa en nuestro caso es:

θR =
1

4π
e2
0

m

|m| (2.27)

donde e0 es la constante de acoplamiento electromagnética desnuda.

Figura 2.3: Correciones de orden superior para el diagrama de polarización del vaćıo.

Para encontrar las expresiones de la constante de acoplamiento, y de la masa

topológica, renormalizadas en esta teoŕıa, consideremos la densidad Lagrangiana

efectiva en la forma:

Lef = −1

4

(
1

e2
0

+ Π̃1(0)

)
FµνF

µν +
1

2
Π̃2(0)Aµ ∗Fµ (2.28)

donde

Π̃1(0) =
1

12π

[
1

|m| −
1

M

]

Π̃2(0) =
1

4π

[
m

|m| −
m

M

]
(2.29)

La carga renormalizada será, por tanto,

1

e2
R(M)

=
1

e2
0

+
1

12π

[
1

|m| −
1

M

]
(2.30)

y si tenemos dos reguladores de masas M y M ′ resultará:

1

e2
R(M)

− 1

e2
R(M ′)

=
1

12π

[
1

M ′ −
1

M

]
(2.31)

En cuanto a la masa topológica del fotón tenemos:

θR(M)

e2
0

=
1

4π

[
m

|m| −
m

M

]
(2.32)
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y con dos reguladores resultará

θR(M)

e2
0

− θR(M ′)
e2
0

=
1

4π

[
m

M ′ −
m

M

]
(2.33)

En el ĺımite M →∞ encontramos en ambos casos:

1

e2
R

=
1

e2
0

+
1

12π|m|
θR

e2
0

=
m

4π|m| (2.34)

Si ahora tomamos el ĺımite, m → 0, el término de la anomaĺıa no cambia, pero

el primer sumando presenta una divergencia lineal infrarroja que debe eliminarse

utilizando algún método de regularización. En cualquier caso, para el término de

masa de Chern-Simons tenemos en este ĺımite:

θR = ± 1

4π
e2
0 (2.35)

Nos interesa ahora relacionar esta anomaĺıa con el Efecto Hall Cuántico. Para

ello debemos considerar el caso particular en el que tenemos un campo fermiónico

en el plano, en presencia de un campo magnético constante, en la dirección per-

pendicular al mismo, y de una corriente en el plano.

A partir de la acción efectiva que hemos calculado podemos determinar el valor

esperado de la densidad de corriente, Jµ = −eψ̄γµψ, en el vaćıo, y aśı,

〈Jµ(x)〉 = − δIR
ef [A]

δAµ(x)
= − m

|m|
e2

4π
∗F µ (2.36)

Para µ = 0 resulta

〈J0〉 = − m

2|m|
e2

2π
B (2.37)

es decir, la densidad de carga en el vaćıo, o bien, puede interpretarse como la den-

sidad para el número fermiónico, que analizamos al estudiar la asimetŕıa espectral,

y el flujo espectral, presentes en esta teoŕıa basada en el operador de Dirac, para

una part́ıcula cargada en un campo gauge externo. Suponiendo que el sistema se

encuentra en una superficie de área finita, A, encontramos la expresión para el

número fermiónico:

N = −sig(m)
1

2

Φ

Φ0

donde Φ = BA y Φ0 = 2π
e

.
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Si consideramos ahora los ı́ndices espaciales, µ = 1, 2 resulta:

〈Jk〉 = − m

2|m|
e2

2π
εkjEj (2.38)

es decir, la corriente inducida es perpendicular al campo eléctrico como es carac-

teŕıstico del efecto Hall [62, 110]. Si tomamos el ĺımite de masa cero encontramos:

〈Jk〉 = ±1

2

e2

2π
εkjEj (2.39)

Aparece una ambigüedad en el signo, que como hemos visto en la Sección 1.2,

está relacionada con la presencia de modos cero propia de sistemas con fermiones

sin masa. Por otro lado, la existencia de modos cero está directamente relacionada

con la anomaĺıa, a través de los teoremas del ı́ndice, como vimos ya, y como ponen

de manifiesto algunos autores, Alvarez-Gaumé, Redlich, etc. [99, 4, 110].

La conductividad Hall cuantizada que corresponde a la primera meseta en el

Efecto Hall Cuántico Entero es proporcional a la masa topológica de Chern-Simons,

y aśı, en unidades naturales, tenemos:

σH =
e2

2π
(2.40)

Formalmente, podemos expresar este coeficiente en función del tensor de pola-

rización, que como hemos visto en representación de coordenadas coincide con

el valor esperado en el vaćıo del término de correlación corriente-corriente, [39],

resulta aśı:

σH = lim
k→0

2
εµνρkρ

k2
Πµν(k) =

e2

2π
(2.41)

Las anomaĺıas en Teoŕıa Cuántica de Campos ocurren cuando el procedimiento

de cuantificación no respeta alguna de las simetŕıas exhibidas por la Teoŕıa Clásica

correspondiente. En el método de cuantificación por integral funcional o de Feyn-

man, la medida de integración puede no ser invariante respecto de una transfor-

mación, que es una simetŕıa de la acción clásica. Si el determinante Jacobiano que

resulta no es suceptible de ser absorbido en la normalización, la acción cuántica

no es invariante respecto de dicha transformación como uno esperaŕıa de una lec-

tura puramente clásica: diremos que la corriente Nöther asociada es anómala

[41, 42, 43].

Nos proponemos a continuación computar el determinante Jacobiano, que apa-

rece en la medida de integración fermiónica, en Electrodinámica Cuántica en (2+1)

dimensiones, a resultas de realizar la transformación ψ′(x) = eiασk
ψ(x). Dichas
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transformaciones de tipo U(1) global están relacionadas con la transformación

discreta de paridad, y son simetŕıas de la acción clásicas. Seguimos un método

análogo al aplicado por K. Fujikawa al estudio de la transformación U(1) chiral, en

Cromodinámica Cuántica en (3+1) dimensiones, que es novedoso en la más dificil

situación de espacio-tiempo de dimensión impar.

Partiremos de la densidad Lagrangiana:

L = −1

4
FµνF

µν + ψ̄ [iγµ(∂µ − ieAµ)−m] ψ (2.42)

y analizaremos las simetŕıas discretas de esta teoŕıa en particular cuando consi-

deramos fermiones con masa cero. Como proponen R. Jackiw et al, [30, 61], puede

verificarse que la teoŕıa es invariante bajo paridad e inversión temporal, si:

Pψ(~x, t)P−1 = σ1ψ(~x′, t) , PA0(~x, t)P−1 = A0(~x′, t)

PA1(~x, t)P−1 = −A1(~x′, t) , PA2(~x, t)P−1 = A2(~x′, t)

Tψ(~x, t)T−1 = σ2ψ(~x,−t)

TA0(~x, t)T−1 = A0(~x,−t) , T ~A(~x, t)T−1 = − ~A(~x,−t) (2.43)

con ~x = (x1, x2) y ~x′ = (−x1, x2). Si en L hay un término de masa, éste es impar

bajo cualquiera de estas simetŕıas. Incluso con masa cero, si el procedimiento de

regularización requiere introducir un término de masa, como sucede con la regu-

larización de Pauli-Villars, se produce una ruptura de simetŕıa que se ve reflejada

en el resultado final de la acción efectiva,

Z =
∫

[Dψ̄][Dψ][DAµ]ei
∫

d3xL (2.44)

a través de la modificación de la medida fermiónica:

dµ(ψ) =
∏
x

[Dψ̄][Dψ] (2.45)

cuando hacemos una transformación infinitesimal de tipo U(1) sobre las variables

fermiónicas, caracterizada por el parámetro α,

ψ(x) −→ ψ′(x) = eiασk

ψ(x)

ψ̄(x) −→ ψ̄′(x) = ψ̄(x)eiασk

, k = 1, 2, 3 (2.46)

El cambio en la densidad Lagrangiana asociado a esta transformación infinite-

simal es:

δLE = 2i(δα)ψ̄(∂k − ieAk)ψ − 2im(δα)ψ̄σkψ (2.47)
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donde hemos tomado como matrices gamma (2 × 2), las matrices antihermı́ticas,

γ1 = iσ1, γ2 = iσ2, γ3 = iσ3, y hemos hecho una rotación de Wick.

Si suponemos que la medida de integración fermiónica permanece invariante

bajo esta transformación debe cumplirse

∫
dµ(ψ)e−SE(ψ) ≡

∫
dµ(ψ′)e−SE(ψ′) =

∫
dµ(ψ)e−SE(ψ′) (2.48)

y, por tanto, se obtiene la identidad

2i〈ψ̄(∂k − ieAk)ψ〉 − 2im〈ψ̄σkψ〉 = 0 (2.49)

Sin embargo, como veremos, la medida de integración cambia como consecuen-

cia de esta transformación infinitesimal, y el Jacobiano de la misma coincide con

la anomaĺıa presente en la acción efectiva.

Para evaluar el Jacobiano de esta transformación es conveniente expresar las

variables fermiónicas de la forma:

ψ(x) =
∑
n

an ψn(x)

ψ̄(x) =
∑
n

b̄nψ
†
n(x) (2.50)

donde γµDµψn(x) = λnψn(x) y
∫

ψ†m(x)ψn(x)d3x = δnm. Los coeficientes an y b̄n

son elementos del álgebra de Grassmann. La medida de integración en función de

estos coeficientes es:

dµ(ψ) =
∏
n

dandb̄n (2.51)

donde el Jacobiano es uno por ser γµDµ = γµ(∂µ − ieAµ) hermı́tico.

Sobre los coeficientes an y b̄n la transformación infinitesimal produce:

a′m =
∑
n

∫
d3xψ†m(x) eiασk ψn(x) an

b̄′m =
∑
n

∫
d3xψ†n(x) eiασk ψm(x) b̄n (2.52)

y aśı

∏
n

da′ndb̄′n = exp

[
−2i

∑
n

∫
d3xψ†n(x) α σk ψn(x)

] ∏
n

dandb̄n (2.53)

Dado que α es constante podemos sumar la serie que nos aparece en esta

expresión. Suponiendo que los autovalores del operador de Dirac, γµDµ, son
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pequeños comparados con el parámetro M , y pasando al ĺımite M →∞:

∑
n

ψ†n(x) σk ψn(x) ≡ lim
M→∞

∑
n

ψ†n(x) σk e−
λ2

n
M2 ψn(x)

≡ lim
M→∞

tr
∑
n

ψ†n(x) σk e
−(γµDµ)2

M2 ψn(x) (2.54)

Tomemos una base de ondas planas, en representación de interacción, resulta:

lim
M→∞

tr
∫ d3k

(2π)3
e−ikx σk e−

(γµDµ)2

M2 eikx (2.55)

= lim
M→∞

tr
∫ d3k

(2π)3
σk e

[
− kµkµ

M2 +2e
kµAµ

M2 −e2 AµAµ

M2 + ie
4M2 [γµ,γν ]Fµν

]

donde hemos pasado al espacio Eucĺıdeo, en el cual,

(γµDµ)2 = −DµDµ − ie

4
[γµ, γν ]Fµν (2.56)

Para calcular esta integral reescalamos, kµ → Mkµ, y desarrollamos en 1/M .

Contemplaremos dos situaciones diferentes: por un lado, consideramos las ondas

planas con k ≥ 0, y al final del cálculo tomamos el ĺımite M → ∞; por otro

lado, consideramos ondas planas con k < 0, y al final tomamos el ĺımite M →
−∞. La razón de estudiar por separado estas situaciones está relacionada con la

ruptura de paridad de la teoŕıa en presencia de un término de masa, de manera

que dependiendo del signo del regulador (en este caso M) tendremos un resultado o

el opuesto. Aparece aśı la ambigüedad en el signo que observamos ya en el cálculo

directo de la anomaĺıa.

En definitiva, sólo un sumando dará una contribución finita, los demás serán

nulos, bien porque aparece la traza de un número impar de matrices gamma,

bien porque se anulan al tomar el ĺımite en M ; salvo un sumando que da lugar

a una divergencia lineal correspondiente a: ie
4
σk[γµ, γν ]Fµν

1
M2 . Este término di-

vergente tiene un origen topológico. En variedades de dimensión cuatro expresa

caracteŕısticas provenientes de 2-ciclos. Si Fujikawa hubiese computado en [41]

la variación de la medida de Berezin respecto de transformaciones U(n) hubiera

encontrado una contribución análoga, esencialmente la primera clase de Chern

multiplicada por el volumen de otro 2-ciclo. En R3 obtenemos, v́ıa el teorema

de Stokes, un término de la forma
∮
∞ Akdxk multiplicado por el volumen de R,

de ah́ı la divergencia. Si excluimos ĺıneas de Wilson, prescindiendo por tanto de

su contribución, el resultado alcanzado por el método de Fujikawa coincide con el

perturbativo.
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Es decir, para k ≥ 0, resulta:

lim
M→∞

trM3
∫ d3k

(2π)3
σk

2ekµAµ

M

ie

4M2
[γρ, γδ]Fρδ e−kµkµ

=
1

16π2
e2Aµ

1

2
εµρδFρδ (2.57)

y para k < 0, tendŕıamos el mismo resultado con el signo opuesto.

El Jacobiano asociado a esta transformación infinitesimal, en el espacio de

Minkowski, y con α = π, es:

∏
n

da′ndb̄′n = exp

[
±i

∫
d3x

e2

8π
Aµ

∗F µ

] ∏
n

dandb̄n (2.58)

La acción efectiva que resulta al integrar en las variables fermiónicas está for-

mada por dos sumandos, uno de ellos relacionado con la anomaĺıa (el factor Jaco-

biano calculado), y otro invariante bajo paridad.

IR
ef [A] = Ief [A]± i

∫
d3x

e2

8π
Aµ

∗F µ (2.59)

La densidad de carga en el vaćıo vendrá dada en función de este término de

anomaĺıa de manera que:

〈Jµ〉 = ± e2

4π
∗F µ (2.60)

resultado idéntico al obtenido de forma directa en (2.36).

El cálculo de la anomaĺıa por el método de Fujikawa puede generalizarse en

el sentido propuesto por L. Alvarez-Gaumé, [3]. Esta generalización se basa en

utilizar la mecánica cuántica supersimétrica para calcular la traza que aparece en

el Jacobiano, asociado a la medida fermiónica, cuando hacemos una transformación

infinitesimal de tipo U(1) sobre las variables fermiónicas. Como hemos visto este

Jacobiano es de la forma:

∏
n

da′ndb̄′n = exp

[
−2i

∑
n

∫
d3xψ†n(x) α σk ψn(x)

] ∏
n

dandb̄n (2.61)

Determinaremos la anomaĺıa por el método planteado por Alvarez-Gaumé

adaptado al problema más complejo de dimensión impar. Para determinar el Ja-

cobiano elegimos α constante de tal forma que el cálculo de la anomaĺıa se reduce

a calcular la traza en (2.61), o mejor dicho su forma regularizada:

lim
β→0

∫
d3x

∑
n

ψ†n(x) σk ψn(x)e−β
λ2

n
2 = lim

β→0
Tr σk e−β

(γµDµ)2

2 (2.62)
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Para evaluar esta traza consideremos una teoŕıa supersimétrica definida por el

Lagrangiano:

L =
1

2

d~x

dt

d~x

dt
+

i

2
~f
d~f

dt
+ ic∗

(
dc

dt
− ie

d~x

dt
~A(~x)c

)

+
ie

2
c∗cfifjFij(~x) (2.63)

con la supercarga:

S = ~f
d~x

dt
(2.64)

esto es equivalente a lo propuesto por Alvarez-Gaumé para (3 + 1) dimensiones

pero con las diferencias que veremos a continuación. Las xi con i = 1, 2, 3 son las

coordenadas en R3, y representan los campos bosónicos en esta teoŕıa, las f i con

i = 1, 2, 3 son funciones reales grassman (una por cada xi), es decir, los campos

fermiónicos, y por último, c y c∗ son funciones grassman complejas asociadas al

campo gauge. La cuantización canónica de esta teoŕıa se lleva a cabo considerando:

pi = −i
∂

∂xi

⇒ [xi, pj] = iδij

fi =
γi√
2

⇒ {fi, fj} = δij

c, c∗ ⇒ {c, c∗} = 1 (2.65)

donde las variables canónicas son:

pi =
dxi

dt
+ eAi(~x)c∗c

pfi
=

i

2
fi

pc = ic∗ (2.66)

Entonces la supercarga será:

S = −i
γi

√
2

(
∂

∂xi

− ieAi(~x)

)
(2.67)

es decir, equivalente al operador de Dirac, y aśı, H = S2 = (γiDi)
2

2
.

Sin embargo, a diferencia del problema en dimensión cuatro, el algebra de las

matrices gamma en dimensión tres tiene las siguientes propiedades:

{γi, γj} = 2δij , [γi, γj] = −2iεijkγk , i, j, k = 1, 2, 3 (2.68)
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es decir, tenemos solamente cuatro matrices (2×2) linealmente independientes: la

identidad, y las tres matrices gamma γi; mientras que en dimensión cuatro tenemos

en total dieciseis matrices (4 × 4) independientes. Esta peculiaridad de la teoŕıa

tridimensional se traduce en el hecho de que podemos considerar un Lagrangiano

supersimétrico, que es básicamente el dado en (2.63), pero al que le hemos añadido

un término nulo, a nivel clásico, de la forma:

L =
1

2

d~x

dt

d~x

dt
+

i

2
~f
d~f

dt
+ ic∗

(
dc

dt
− ie

d~x

dt
~A(~x)c

)

+
ie

2
c∗cfifjFij(~x)± e2

4
fiAi(~x)fjfkFjk(~x)c∗c (2.69)

la supercarga asociada sigue siendo la misma, y H = S2. Este término como

veremos a nivel cuántico śı que tiene una contribución no nula que es, precisamente,

la anomaĺıa.

Para calcular la traza de σke
−βH debemos tener en cuenta que la matriz σk

puede identificarse con el operador número fermiónico para las variables grassman
~f , (−1)F , dependiendo de la representación de las matrices gamma que tomemos,

en particular, como vimos en la Sección 1.1.2, para una representación concreta de

las matrices de Dirac tenemos (−1)F ≡ σ3, pero en general (−1)F ≡ σk. Nótese

que la elección de σ3 depende del sistema de referencia; es la tercera componente de

un vector, y las transformaciones de Lorentz no lo dejan invariante. Teniendo en

cuenta esto, resulta que Tr(−1)F e−βH es precisamente la función de partición para

un sistema con temperatura, β−1, descrito por la matriz densidad ρ = (−1)F e−βH ,

y aśı:

lim
β→0

∫
d3x

∑
n

ψ†n(x) σk ψn(x)e−β
λ2

n
2

= lim
β→0

Tr(−1)F e−β
(γµDµ)2

2

= lim
β→0

∫
d3~x0

∫ ”

d3 ~f 0
∫

[d~x(t)][d~f(t)][dc(t)][dc∗(t)]e−SE(~x,~f,c,c∗) (2.70)
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donde4

SE(~x, ~f, c, c∗) =
∫ β

0
dt





1

2

d~x

dt

d~x

dt
+

i

2
~f
d~f

dt
+ ic∗

(
dc

dt
− ie

d~x

dt
~A(~x)c

)

+
ie

2
c∗cf if jFij(~x)± e2

4
f iAi(~x)f jfkFjk(~x)c∗c

}
(2.71)

La presencia de (−1)F en la traza implica que ambos, los campos bosónicos y

los campos fermiónicos, deben integrarse con condiciones de contorno periódicas:

~x(0) = ~x(β) = ~x0

~f(0) = ~f(β) = ~f 0 (2.72)

mientras que los c-fermiones deben integrarse con condiciones de contorno an-

tiperiódicas:

c(0) = 0 = −c(β) (2.73)

En el ĺımite β → ∞ podemos desarrollar ~x(t) y ~f(t) en torno a las configura-

ciones constantes:

~x(t) = ~x0 + ~y(t) , ~y(0) = ~y(β) = 0

~f(t) = ~f 0 + ~h(t) , ~h(0) = ~h(β) = 0 (2.74)

y como las c se integran sobre condiciones antiperiódicas, la única configuración

constante es c = 0. A segundo orden tenemos el Lagrangiano:

L(2) =
1

2

d~y

dt

d~y

dt
+

i

2
~h

d~h

dt
+ ic∗

dc

dt
+

ie

2
c∗cf 0

i f 0
j Fij(~x

0)

± e2

4
f 0

i Ai(~x
0)f 0

j f 0
kFjk(~x

0)c∗c (2.75)

En definitiva, computando las fluctuaciones gaussianas alrededor de (~x0, ~f 0, c =

0) encontramos:

lim
β→0

∫
d3x

∑
n

ψ†n(x) σk ψn(x)e−β
(γµDµ)2

2

=
1

(2π)3

∫
d3~x0

∫ ”

d3 ~f 0eF̃ (2.76)

4La integración en las variables grassman ~f0, señada con ”, es la caracteŕıstica integración de
Berezin, tal que, ∫

dfi = 0 , i = 1, 2, 3
∫

dfifi = 1 , i = 1, 2, 3
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donde

F̃ =
ie

2
f 0

i f 0
j Fij(~x

0)± e2

4
f 0

i Ai(~x
0)f 0

j f 0
kFjk(~x

0) (2.77)

Al integrar en las variables fermiónicas sólo uno de estos sumandos dará una

contribución no nula, y aśı:

lim
β→0

∫
d3x

∑
n

ψ†n(x) σk ψn(x)e−β
(γµDµ)2

2

=
1

(2π)3

∫
d3~x0

∫ ”

d3 ~f 0F̃

= ± e2

16π3

∫
d3~x0Ai(~x

0)
1

2
εijkFjk(~x

0) (2.78)

El Jacobiano asociado a la transformación infinitesimal, en el espacio de Minkowski,

es:
∏
n

da′ndb̄′n = exp

[
±i

∫
d3x

e2

8π
Aµ

∗F µ

] ∏
n

dandb̄n (2.79)

donde tenemos el término asociado a la anomaĺıa. En este cálculo basado en la

teoŕıa supersimétrica no aparece la divergencia lineal que teńıamos al aplicar el

método de Fujikawa sino solamente el término de la anomaĺıa.

2.2 Formalismo Hamiltoniano

En este apartado estudiaremos el problema en Segunda Cuantificación de un campo

fermiónico en presencia de un campo magnético externo, constante y uniforme, en

(2 + 1) dimensiones. Para ello seguiremos el formalismo Hamiltoniano, cuanti-

zaremos el campo fermiónico expresándolo en función de los estados propios de la

ecuación de Dirac para una part́ıcula de masa cero.

Siguiendo el esquema planteado por K.Johnson [70] calcularemos la densidad

de carga para el estado fundamental, y para estados excitados correspondientes

a factores de llenado enteros, esto nos permitirá llegar a una expresión para el

tensor conductividad para el Efecto Hall Cuántico Entero. No obstante para una

verdadera comprensión de este efecto será necesario introducir la teoŕıa de la lo-

calización y considerar la presencia de impurezas en el material.

En el Efecto Hall Cuántico Fraccionario sólo el estado de mı́nima enerǵıa dará

una contribución a la densidad de carga por ser un efecto que se observa para

campos magnéticos muy intensos. Cuando el estado fundamental (infinitamente

degenerado) está parcialmente ocupado, todos los estados posibles con el mismo

factor de llenado fraccionario darán una contribución promedio a la densidad de
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carga, se obtiene aśı la conductividad Hall en Segunda Cuantificación para este

Efecto.

En esta Sección desarrollaremos en primer lugar una breve descripción del

problema de un campo fermiónico en un campo magnético homogéneo externo

en (2 + 1) dimensiones. Analizaremos propiedades de simetŕıa interesantes como

la paridad, inversión temporal y conjugación de carga. Veremos que considerar

un término de masa para el campo fermiónico da lugar a la ruptura espontánea

de estas simetŕıas discretas, y por tanto, hace conveniente tratar electrones sin

masa si queremos desarrollar una teoŕıa de campos que sea invariante gauge e

invariante bajo paridad. Pasaremos, a continuacción, al cálculo expĺıcito de la

densidad de carga para estados con un factor de llenado entero, es decir, esta-

dos con un número entero de niveles de Landau ocupados por part́ıculas o por

antipart́ıculas. Llegamos aśı a la expresión de la conductividad Hall cuantizada

para el Efecto Hall Cuántico Entero. Posteriormente calcularemos la densidad de

carga para estados con el primer nivel de Landau parcialmente ocupado. Como

resultado llegamos a la expresión para la conductividad Hall para el Efecto Hall

Cuántico Fraccionario. Por último, abordaremos el problema de la localización.

Estudiaremos el espectro del operador de Dirac, en un campo magnético uniforme,

y en presencia de impurezas simuladas por un potencial de corto alcance de tipo

pozo esférico. Basándonos en este espectro de part́ıcula daremos una descripción

de la formación de las “mesetas” en el Efecto Hall Entero.

2.2.1 Cuantificación Canónica. Análisis de simetŕıas

Hemos estudiado ya el problema de una part́ıcula fermiónica, sin masa, que se

mueve en el plano en presencia de un campo magnético uniforme perpendicular

al mismo, según la ecuación de Dirac en (2 + 1) dimensiones (1.93). Encon-

tramos para el problema estacionario fundamentalmente tres tipos de soluciones:

de enerǵıa positiva, de enerǵıa negativa y de enerǵıa cero (modos cero). En el for-

malismo de primera cuantización la existencia de soluciones con enerǵıa negativa

fué explicada por la teoŕıa de huecos de Dirac. En esta teoŕıa se supone que todos

los estados de enerǵıa negativa - “mar de Dirac”- están completamente llenos, y

la ausencia de una part́ıcula de enerǵıa negativa o hueco en el “mar de Dirac”

representa una antipart́ıcula. Esto pone de manifiesto que la ecuación de Dirac

no es adecuada para describir una sola part́ıcula sino que debe entenderse como la

ecuación de un campo, el campo de Dirac, que además es un campo cuántico sin

análogo clásico [113, 112].
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Tenemos, por tanto, el campo fermiónico, ψ(~x, t), y su conjugado, que defini-

mos, ψ̄(~x, t) = ψ†(~x, t)γ0. Las ecuaciones para estos campos pueden deducirse de

la densidad Lagrangiana

L = c ψ̄(x) γµ (ih̄∂µ +
e

c
Aµ) ψ(x) (2.80)

El campo canónico conjugado para ψ(x) es:

π(x) =
∂L

∂ψ̇(x)
= i h̄ ψ†(x)

y la densidad Hamiltoniana, en el gauge de Weyl A0 = 0,

H = ψ†(~x, t) ~α (c ~p + e ~A) ψ(~x, t) (2.81)

Para cuantizar el campo de Dirac imponemos relaciones de anticonmutación

para los campos a igual tiempo (Jordan y Wigner (1928)), es decir

{ψα(~x, t), ψ†β(~x′, t)} = δαβ δ2(~x− ~x′)

{ψα(~x, t), ψβ(~x′, t)} = {ψ†α(~x, t), ψ†β(~x′, t)} = 0 (2.82)

Siempre es posible expresar el campo de Dirac, ψ(~x, t), para cualquier instante

de tiempo, como combinación lineal de una base ortonormal de espinores propios

del Hamiltoniano de Dirac para una part́ıcula. Si consideramos soluciones de la

forma

ψ(~x, t) = u(~x) e−i E
h̄

t

ψ(~x, t) = v(~x) ei E
h̄

t (2.83)

es decir, soluciones de enerǵıa positiva y negativa respectivamente. La ecuación

de Dirac (1.93) resultará

~α(c~p + e ~A)u(~x) = Eu(~x)

~α(c~p + e ~A)v(~x) = −Ev(~x) con E > 0

El espectro y las funciones de onda propias de esta ecuación son conocidos, no

obstante, es conveniente detenernos en este punto y analizar detalladamente estas

soluciones. Aśı pues, estudiemos simultáneamente la ecuación de Dirac en el gauge

simétrico para una part́ıcula con carga q = −e y q = e, de masa cero:

~α(c~p + e ~A)ψ(~x) = Eψ(~x) (2.84)

~α(c~p− e ~A)ψ(~x) = Eψ(~x) (2.85)
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Tomando la misma representación para las matrices de Dirac (2 × 2), que

introdućıamos en el Caṕıtulo anterior, estas ecuaciones pueden expresarse en forma

matricial como: 
 0 D

D† 0


 ψ(~x) = Eψ(~x)

donde ψ(~x) es un espinor de dos componentes, que en función de los operadores

{a, a†, b, b†}, (1.26), (1.29), resulta

D = −
√

2eBh̄c a† , D† = −
√

2eBh̄c a , q = −e (2.86)

D =
√

2eBh̄c b , D† =
√

2eBh̄c b† , q = e (2.87)

Es importante resaltar la diferencia entre estos dos sistemas. Para part́ıculas

con carga, q = −e, el Hamiltoniano de Dirac se expresa en función de los operadores

a y a†, los otros dos operadores b y b† que aparecen en la teoŕıa, conmutan con el

Hamiltoniano y generan la simetŕıa responsable de la degeneración de cada nivel

de Dirac-Landau. Para part́ıculas con la carga opuesta, q = e, el Hamiltoniano de

Dirac viene dado en función de los operadores b y b†, y conmuta con a y a†, que

ahora son los responsables de la degeneración.

Es posible encontrar una base ortonormal de estados propios para cada una de

estas ecuaciones:

{ψ+
k m(~x), ψ−k m(~x), ψ0 m(~x)} , q = −e (2.88)

{ψ̃+
k,−m(~x), ψ̃−k,−m(~x), ψ̃0,−m(~x)} , q = e (2.89)

Además de las soluciones de enerǵıa positiva y negativa aparecen también solu-

ciones de enerǵıa cero. Estas soluciones están relacionadas entre śı por:

ψ̃±k,−m(~x) = σ1(ψ
∓
km(~x))∗ , ψ̃0,−m(~x) = σ1(ψ0m(~x))∗

De esta relación se deduce que los espinores, ψ±km(~x) y ψ̃∓k,−m(~x), son soluciones

de igual enerǵıa para la ecuación de Dirac con q = −e, pero con momento angular

total en la dirección perpendicular al plano diferente, es decir:

~α(c~p + e ~A) ψ±km(~x) = ±Ek ψ±km(~x)

~α(c~p + e ~A) ψ̃∓k,−m(~x) = ±Ek ψ̃∓k,−m(~x)

con Ek = +
√

2k(eBh̄c) , k = 1, 2, 3, · · ·, y

J3ψ
±
k m(~x) = h̄(m +

1

2
)ψ±k m(~x) , m ≥ −k

J3ψ̃
∓
k,−m(~x) = −h̄(m +

1

2
)ψ̃∓k,−m(~x) , m ≥ −k
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y lo mismo sucede para los modos cero

~α(c~p + e ~A)ψ0 m(~x) = 0

~α(c~p + e ~A)ψ̃0,−m(~x) = 0

J3ψ0 m(~x) = h̄(m +
1

2
)ψ0 m(~x) , m ≥ 0

J3ψ̃0,−m(~x) = −h̄(m +
1

2
)ψ̃0,−m(~x) , m ≥ 0

Igualmente, la ecuación de Dirac para part́ıculas con carga, q = e, tendrá

también soluciones de enerǵıa positiva, negativa y cero, con momento angular

total ±j3.

Aśı pues, las soluciones que hab́ıamos encontrado para la ecuación de Dirac de

una part́ıcula cargada q = −e, en un campo magnético constante y uniforme per-

pendicular al plano, no son las únicas; y la solución más general requiere considerar

las dos posibilidades para el momento angular total J3. Si nos quedamos con una

teoŕıa de dos componentes estamos seleccionando una polarización para el esṕın,

y la teoŕıa de campos resultante no será invariante bajo transformaciones discre-

tas como paridad, inversión temporal, y conjugación de carga. Esta situación es

análoga a la del problema libre en (3 + 1) dimensiones para part́ıculas de esṕın 1
2
,

sin masa, en ese caso los estados son propios del operador helicidad y del operador

chiral, es posible entonces desarrollar la teoŕıa como una teoŕıa de dos componentes

que representa part́ıculas con una helicidad definida [112].

Si queremos una teoŕıa de campos invariante bajo simetŕıas discretas debemos

considerar el campo fermiónico, ψ, como un espinor de cuatro componentes, con

ψ1 el doblete superior, y ψ2, el inferior,

ψ =


 ψ1

ψ2


 (2.90)

Esto equivale a considerar dos campos fermiónicos, y las matrices de Dirac

(4× 4), [59, 55]:

γ0 =


 σ3 0

0 −σ3




γ1 =


 iσ1 0

0 iσ1




γ2 =


 iσ2 0

0 iσ2
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El Hamiltoniano de Dirac en esta representación de las matrices γ será:

H =




0 D 0 0

D† 0 0 0

0 0 0 −D

0 0 −D† 0




(2.91)

donde D y D† vienen dados por (2.86).

El momento angular total J3 generalizado a esta teoŕıa con cuatro componentes

será:

J3 =


 J3I 0

0 J3I


 (2.92)

donde I es la matriz identidad (2 × 2). Claramente, [H,J3] = 0, y podemos

encontrar una base ortonormal de estados propios común a ambos operadores.

Esta base de estados estará formada por seis espinores de cuatro componentes, y

aśı

U1
km(~x) =


 ψ+

km(~x)

0


 V 1

km(~x) =


 ψ−km(~x)

0


 U1

0m(~x) =


 ψ0m(~x)

0




U2
k,−m(~x) =


 0

ψ̃+
k,−m(~x)


 V 2

k,−m(~x) =


 0

ψ̃−k,−m(~x)


 U2

0,−m(~x) =


 0

ψ̃0,−m(~x)




Tenemos, por tanto, dos espinores de enerǵıa positiva: U1
km(~x) y U2

k,−m(~x);

dos de enerǵıa negativa: V 1
km(~x) y V 2

k,−m(~x); y por último, los modos cero U1
0m(~x)

y U2
0,−m(~x)5. Estos espinores tienen un momento angular total: j3 = h̄(m + 1

2
)

y j3 = −h̄(m + 1
2
), para U1

km(~x), V 1
km(~x), U1

0m(~x) y U2
k,−m(~x), V 2

k,−m(~x), U2
0,−m(~x)

respectivamente.

Aśı, el campo fermiónico puede expresarse de la forma

ψ1(~x, t) =
∑

k 6=0

∑

m≥−k

(B1
km(t) U1

km(~x) + D2
km

†
(t) V 1

km(~x))

+
∑

m≥0

A1
m(t) U1

0m(~x) (2.93)

ψ2(~x, t) =
∑

k 6=0

∑

m≥−k

(B2
k,−m(t) U2

k,−m(~x) + D1
k,−m

†
(t) V 2

k,−m(~x))

+
∑

m≥0

A2
−m(t) U2

0,−m(~x) (2.94)

5La elección del espinor para los modos cero en principio es arbitraria por tratarse de soluciones
de enerǵıa cero. Sin embargo, si consideramos el Hamiltoniano de Dirac para una part́ıcula con
masa: Hm

D = H0
D +σ3mc2 los modos cero serán una solución de esta ecuación de enerǵıa positiva.
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Su hermı́tico conjugado será

ψ1
†(~x, t) =

∑

k 6=0

∑

m≥−k

(B1
km

†
(t) U1

km
†
(~x) + D2

km(t) V 1
km

†
(~x))

+
∑

m≥0

A1
m
†
(t) U1

0m
†
(~x) (2.95)

ψ2
†(~x, t) =

∑

k 6=0

∑

m≥−k

(B2
k,−m

†
(t) U2

k,−m
†
(~x) + D1

k,−m(t) V 2
k,−m

†
(~x))

+
∑

m≥0

A2
−m

†
(t) U2

0,−m
†
(~x) (2.96)

Donde B1
km

†
y B2

k,−m
†

son operadores de creación de electrones con enerǵıa

positiva, Ek, y momento angular total, j3 = ±h̄(m + 1
2
), respectivamente; D2

km
†
(t)

y D1
k,−m

†
(t) son operadores de creación de positrones con enerǵıa positiva, Ek, y

momento angular total, j3 = ∓h̄(m + 1
2
) respectivamente; y por último, A1

m
†
(t) y

A2
−m

†
(t) son operadores de creación de part́ıculas con enerǵıa cero, E0, y momento

angular total, j3 = ±h̄(m + 1
2
), respectivamente.

Estos coeficientes son, por tanto, operadores en el espacio de Hilbert, que

verifican las relaciones de anticonmutación:

{B1
km(t), B1

k′m′
†
(t)} = {D2

km(t), D2
k′m′

†
(t)} = δkk′ δmm′

{A1
m(t), A1

m′
†
(t)} = δmm′

{B2
k,−m(t), B2

k′,−m′
†
(t)} = {D1

k,−m(t), D1
k′,−m′

†
(t)} = δkk′ δmm′

{A2
−m(t), A2

−m′
†
(t)} = δmm′ (2.97)

todas las demás son cero.

Tenemos, de esta forma, dos campos fermiónicos, ψ1(x) y ψ2(x), que se diferen-

cian en que cada uno crea o destruye part́ıculas y antipart́ıculas con un momento

angular total opuesto. Si introducimos la matriz, γ3, definida γ3 = iγ0γ1γ2, es

fácil comprobar que: γ3 ψ1(x) = ψ1(x) y γ3ψ2(x) = −ψ2(x) ; es decir, hay una

simetŕıa chiral, pues [γ3,H] = 0. Esta simetŕıa no existe en la teoŕıa de dos com-

ponentes, ya que no es posible encontrar ninguna matriz (2× 2) que anticonmute

con todas las matrices de Pauli, pero, si existe en la teoŕıa de cuatro componentes,

y como sucede en (3 + 1) dimensiones, es posible estudiar independientemente la

teoŕıa con dos componentes para ψ1(x) ó ψ2(x). En particular el Hamiltoniano

puede expresarse de la forma:

Ĥ =
∫

d2xψ†(~x, t) H ψ(~x, t)
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=
∫

d2xψ†1(~x, t) ~α(−ih̄c~∇+ e ~A) ψ1(~x, t) +
∫

d2x ψ†2(~x, t)~α(ih̄c~∇− e ~A) ψ2(~x, t)

= Ĥ1 + Ĥ2 (2.98)

Este Hamiltoniano en función de los operadores de creación y destrucción será

Ĥ1 =
∑

k 6=0

∑

m≥−k

Ek (B1
km

†
B1

km −D2
km D2

km
†
)

=
∑

k 6=0

∑

m≥−k

Ek (B1
km

†
B1

km + D2
km

†
D2

km − 1) (2.99)

Ĥ2 =
∑

k 6=0

∑

m≥−k

Ek (B2
k,−m

†
B2

k,−m −D1
k,−m D1

k,−m
†
)

=
∑

k 6=0

∑

m≥−k

Ek (B2
k,−m

†
B2

k,−m + D1
k,−m

†
D1

k,−m − 1) (2.100)

donde, Ek > 0, es la enerǵıa para un nivel con k 6= 0. De la ecuación de Heisenberg

para los operadores Ba
km(t), Da

km(t), Aa
m(t) , y sus conjugados, se deduce que

Ba
km(t) = Ba

km(0) e−i
Ek
h̄

t

Da
km(t) = Da

km(0) e−i
Ek
h̄

t

Aa
m(t) = Aa

m(0) , a = 1, 2 (2.101)

Es interesante expresar otros operadores, como el momento angular total y la

carga total, en función de los operadores de creación y destrucción que hemos intro-

ducido. Estos operadores están asociados a simetŕıas del sistema como la simetŕıa

de rotación en el plano, caracteŕıstica en el gauge simétrico, y la simetŕıa unitaria

relativa a la conservación de la carga. Consideraremos además los operadores aso-

ciados a los generadores infinitesimales de las traslaciones magnéticas, que como

vimos en el problema de una part́ıcula, representan la simetŕıa más general del

problema. Estos operadores en función del campo fermiónico son:

Ĵ3 =
∫

d2x ψ†(~x)
(
L3 + h̄

1

2
σ3

)
ψ(~x) (2.102)

Q̂ = −e
∫

d2x ψ†(~x) ψ(~x) (2.103)

y para los generadores infinitesimales de las traslaciones magnéticas

b̂ =
∫

d2xψ†(~x) b ψ(~x)

b̂† =
∫

d2xψ†(~x) b† ψ(~x) (2.104)
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Los campos que aparecen en estas expresiones tienen solamente dos compo-

nentes, la generalización a cuatro componentes es inmediata, no obstante, como

hemos visto para el Hamiltoniano, su expresión en función de ψ1 o ψ2 es equi-

valente, y representa fijar una polarización concreta. Como consecuencia de la

simetŕıa chiral podemos elegir una polarización, y considerar el campo ψ(~x) ≡
ψ1(~x) o ψ(~x) ≡ ψ2(~x), desarrollaremos la teoŕıa para el primer caso, los resultados

son similares si tomamos la otra polarización.

Antes de sustituir la expresión de los campos en función de los operadores

de creación y destrucción será interesante dar una definición de orden normal.

Tomando como referencia el problema libre (B = 0) [113], podemos definir el

vaćıo como el estado en el cual los modos part́ıcula - antipart́ıcula k 6= 0, y los

modos cero k = 0, están vaćıos, o lo que es lo mismo, un estado en el cual el mar

de Dirac de enerǵıa negativa esta completamente lleno, es decir,

B1
km|0〉 = 0 , D2

km|0〉 = 0 , ∀k 6= 0 , m ≥ −k

A1
m|0〉 = 0 , ∀m ≥ 0 (2.105)

El orden normal se tomará respecto de este vaćıo, resultará (para la teoŕıa de

dos componentes)

Ĥ =
∫

d2x : ψ†(~x) ~α(c~p + e ~A) ψ(~x) :

=
∞∑

k=1

∞∑

m≥−k

Ek(B
1
km

†
B1

km + D2
km

†
D2

km) (2.106)

Ĵ3 =
∫

d2x : ψ†(~x) (L3 + S3) ψ(~x) : (2.107)

=
∞∑

k=1

∞∑

m≥−k

(m +
1

2
)(B1

km
†

B1
km −D2

km
†

D2
km) +

∞∑

m=0

(m +
1

2
)A1

m
†
A1

m

tal que

〈0|Ĥ|0〉 = 0 , 〈0|Ĵ3|0〉 = 0

Para el operador de carga tenemos:

Q̂ = −e
∫

d2x : ψ†(~x)ψ(~x) :≡ −e
∫

d2x
1

2
[ψ†(~x), ψ(~x)] (2.108)

y por tanto,

Q̂ = −e





∞∑

k=1

∞∑

m≥−k

(B1
km

†
B1

km − D2
km

†
D2

km) +
∞∑

m=0

(A1
m
†
A1

m −
1

2
)



 (2.109)
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La presencia de los modos cero induce que la carga del vaćıo no sea nula,

cuando tomamos orden normal, sino que cada modo cero contribuye con una

carga fraccionaria. Es decir, el vaćıo puede entenderse como un estado lleno de

“antipart́ıculas” con carga fraccionaria, q = e
2
, y aśı, la carga observable para un

estado cualquiera respecto de este vaćıo será: Qobs = Q−Qv, donde

Qv = 〈0|Q̂|0〉 = −e
∞∑

m=0

−1

2
(2.110)

Por último, la expresión de los operadores que generan las traslaciones

magnéticas en función de los operadores de creación y destrucción es

b̂ =
∫

d2x : ψ†(~x) b ψ(~x) : (2.111)

=
∞∑

k=1

∞∑

m≥−k

√
k + m

(
B1

k,m−1
†
B1

km −D2
km

†
D2

k,m−1

)
+

∞∑

m=0

√
mA1

m−1
†
A1

m

b̂† =
∫

d2x : ψ†(~x) b† ψ(~x) : (2.112)

=
∞∑

k=1

∞∑

m≥−k

√
k + m + 1

(
B1

k,m+1
†
B1

km −D2
km

†
D2

k,m+1

)

+
∞∑

m=0

√
m + 1A1

m+1
†
A1

m

estos operadores lógicamente conmutan con el Hamiltoniano, [Ĥ, b̂] = [Ĥ, b̂†] = 0.

En la Sección 3.1 estudiaremos la simetŕıa infinita presente en el problema de

muchas part́ıculas. Utilizaremos entonces estas expresiones que nos permitirán

deducir la expresión de los operadores, Lnm, en el formalismo de Segunda Cuan-

tificación.

Para la otra polarización, ψ2(x), los resultados son idénticos salvo en los ı́ndices

relativos al momento angular total en la dirección del campo externo, que cambiará

para part́ıcula, antipart́ıcula y modos cero, de una representación a otra.

Analizaremos a continuación las simetŕıas de esta Teoŕıa Cuántica de Campos

en ( 2 + 1) dimensiones:

• Se trata de una teoŕıa invariante bajo transformaciones gauge [31, 61]. Si

consideramos simultáneamnete la transformación gauge para el potencial

vector

Aµ → A′
µ = Aµ + ∂µΦ (2.113)

donde Φ(x) es una función arbitraria; y la transformación local de fase para

los campos

ψ(x) → ei e
h̄c

Φ(x)ψ(x) (2.114)
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ψ̄(x) → e−i e
h̄c

Φ(x)ψ̄(x) (2.115)

Se comprueba que la densidad Lagrangiana (2.80) es invariante gauge: L →
L′ = L.

• Esta teoŕıa es invariante también bajo el grupo de Poincaré [14, 109]. El

grupo de Poincaré tridimensional es el grupo de transformaciones reales:

xµ → Λµ
ν xν + aµ (2.116)

que deja invariante (x − y)2 = (x0 − y0)2 − (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2. La ley

del grupo es:

(a′, Λ′) ◦ (a, Λ) = (a′ + Λ′a, Λ′Λ) (2.117)

Es decir, puede expresarse como el producto semidirecto del grupo de trasla-

ciones en un espacio-tiempo tridimensional (a) , y el grupo de Lorentz (Λ).

El grupo de Lorentz, L, es el grupo de transformaciones: x → Λx, que dejan

invariante x2. Cada una de estas transformaciones se encuentra en uno de

los cuatro conjuntos disjuntos L↑+, L↑−, L↓+, L↓−:

L↑+ = {Λ ∈ L/ detΛ = +1 , Λ0
0 > 0}

L↑− = {Λ ∈ L/ detΛ = −1 , Λ0
0 > 0}

L↓+ = {Λ ∈ L/ detΛ = +1 , Λ0
0 < 0}

L↓− = {Λ ∈ L/ detΛ = −1 , Λ0
0 < 0} (2.118)

De los cuales, el subconjunto L↑+, que está formado por las rotaciones en el

plano, y las transformaciones espacio-tiempo (boost), es un subgrupo ya que

contiene la identidad. Todos los demás subconjuntos no son conexos a la

identidad, y contienen transformaciones discretas, en general, reflexiones de

los ejes espacio-temporales. Cuando elegimos un gauge concreto, en parti-

cular el gauge simétrico, la teoŕıa deja de ser covariante Lorentz.

• Por último, estudiaremos las simetŕıas discretas, paridad, inversión temporal

y conjugación de carga, basándonos en el problema libre en (3 + 1) dimen-

siones [84].

Es conveniente para ello establecer las siguientes relaciones entre los espinores

de dos componentes solución del problema de una part́ıcula. Tomemos la
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base ortonormal de estados {ψ+
km(~x), ψ−km(~x), ψ0m(~x)} solución de las ecua-

ciones:

~α(c~p + e ~A)ψ(~x) = Eψ(~x)

J3ψ(~x) = j3ψ(~x)

se verifica que:

– a

σ1
(
ψ±km(~x)

)∗
= ψ̃∓k,−m(~x)

σ1 (ψ0m(~x))∗ = ψ̃0,−m(~x) (2.119)

– b

σ1ψ±km(−x1, x2) = (−1)mψ̃±k,−m(x1, x2)

σ1ψ0m(−x1, x2) = (−1)mψ̃0,−m(x1, x2) (2.120)

– c

σ2
(
ψ±km(~x)

)∗
= iψ̃±k,−m(~x)

σ2 (ψ0m(~x))∗ = iψ̃0,−m(~x) (2.121)

Donde {ψ̃+
k,−m(~x), ψ̃−k,−m(~x), ψ̃0m(~x)} es una base ortonormal de estados

para las ecuaciones:

~α(c~p− e ~A)ψ̃(~x) = Eψ̃(~x)

J3ψ̃(~x) = −j3ψ̃(~x)

Para determinar estas relaciones hemos utilizado:

σ1 (αi)∗ σ1 = αi

σ1 αi σ1 = (−1)i αi

σ2 (αi)∗ σ2 = −αi , i = 1, 2 (2.122)

La generalización de estas relaciones para los espinores de cuatro compo-

nentes será:
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– a

ρ1
(
U1

km(~x)
)∗

= V 2
k,−m(~x)

ρ1
(
V 1

km(~x)
)∗

= U2
k,−m(~x)

ρ1
(
U1

0m(~x)
)∗

= U2
0,−m(~x) (2.123)

– b

ρ1U1
km(−x1, x2) = (−1)m U2

k,−m(x1, x2)

ρ1V 1
km(−x1, x2) = (−1)m V 2

k,−m(x1, x2)

ρ1U1
0m(−x1, x2) = (−1)mU2

0,−m(x1, x2) (2.124)

– c

ρ2
(
U1

km(~x)
)∗

= i U2
k,−m(~x)

ρ2
(
V 1

km(~x)
)∗

= i V 2
k,−m(~x)

ρ2
(
U1

0m(~x)
)∗

= i U2
0,−m(~x) (2.125)

Las matrices ρ1 y ρ2 son matrices 4× 4 dadas por

ρ1 =


 0 σ1

σ1 0


 , ρ2 =


 0 σ2

σ2 0


 (2.126)

El estudio de las simetŕıas discretas en electrodinámica cuántica bidimen-

sional fué abordado por primera vez por R.Jackiw y S.Templeton [59, 30].

Nuestro sistema difiere del analizado por estos autores pero es posible ge-

neralizar los resultados, y aśı tenemos:

– 1. Conjugación de carga. Sea C el operador unitario de conjugación de

carga (part́ıcula - antipart́ıcula), tal que:

Cψ(~x)C† = ηcψc(~x) , ψc(~x) = ρ1(ψ†(~x))T (2.127)

donde ηc es un factor de fase constante, |ηc| = 1.

El campo ψ(~x) es el espinor de cuatro componentes (2.90). La conju-

gación de carga intercambia las dos primeras con las segundas, es decir,

Cψ1(~x)C† = ηcσ
1(ψ2

†(~x))T (2.128)
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De la expresión general del campo en función de los modos propios del

problema de una part́ıcula, (2.94), se deduce cómo se transforman bajo

conjugación de carga los operadores de creación y destrucción:

CB1
kmC† = ηcD

1
k,−m

CD2
km

†
C† = ηcB

2
k,−m

†

CB2
k,−mC† = ηcD

2
km

CD1
k,−m

†
C† = ηcB

1
km

†

CA1
mC† = ηcA

2
−m

†

CA2
−mC† = ηcA

1
m
†

(2.129)

Por tanto, bajo conjugación de carga los operadores fermiónicos se

transforman como en la teoŕıa libre, es decir, los operadores de des-

trucción de part́ıculas pasan a operadores de destrucción de antipar-

t́ıculas con la misma proyección del momento angular total, e igual

para los operadores de creación.

No sucede lo mismo con los operadores asociados a los modos cero.

Bajo conjugación de carga a un operador de destrucción, para un modo

cero, con una polarización determinada, le corresponde un operador de

creación con la polarización opuesta. Como sabemos los modos cero

no describen ni part́ıculas ni antipart́ıculas pues son estados de enerǵıa

cero. Sin embargo, de las relaciones que hemos obtenido para estos

operadores podemos deducir que el estado con todos los modos cero

vaćıos puede interpretarse como un estado lleno de “antipart́ıculas”,

mientras que el estado con todos los modos cero llenos seŕıa un es-

tado de “part́ıculas”. Se establece aśı una dualidad entre part́ıcula -

antipart́ıcula, y estado vaćıo-lleno, para los modos cero.

Dado que el Hamiltoniano, y los demás operadores que hemos consi-

derado, vienen expresados en función de estos operadores es inmediato

comprobar que bajo conjugación de carga:

CĤC† = Ĥ , CĴ3C
† = Ĵ3

CQ̂C† = −Q̂ (2.130)
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donde Ĥ, Ĵ3, Q̂ representan el Hamiltoniano, el momento angular total

y la carga para el sistema formado por los dos campos fermiónicos,

es decir, para el sistema con espinores de cuatro componentes. Si nos

quedamos con el campo de dos componentes, la teoŕıa resultante no

será invariante bajo conjugación de carga, pues, como hemos visto C

intercambia los operadores de los dos campos ψ1 y ψ2.

– 2. Paridad. Sea P el operador unitario de paridad, tal que

Pψ(~x)P † = ηpψp(~x
′) , ψp(~x) = ρ1ψ(~x′) (2.131)

donde ~x′ = (−x1, x2) y ηp es un factor de fase constante |ηp| = 1.

Este operador también intercambia las dos componentes del campo

fermiónico:

Pψ1(~x)P † = ηpσ
1ψ2(~x

′) (2.132)

De la expresión general del campo se deduce cómo se transforman bajo

paridad los operadores de creación y destrucción:

PB1
kmP † = ηpB

2
k,−m

PD2
km

†
P † = ηpD

1
k,−m

†

PB2
k,−mP † = ηpB

1
km

PD1
k,−m

†
P † = ηpD

2
km

†

PA1
mP † = ηpA

2
−m

PA2
−mP † = ηpA

1
m (2.133)

Bajo paridad los operadores fermiónicos se transforman como en la

teoŕıa libre, es decir, los operadores de destrucción de part́ıculas con

una polarización pasan a operadores de destrucción de part́ıculas con

la polarización opuesta, igual para los operadores de creación de an-

tipart́ıculas y para los modos cero.

El Hamiltoniano, el momento angular total y la carga bajo paridad se

transforman:

P ĤP † = Ĥ , P Ĵ3P
† = −Ĵ3

P Q̂P † = Q̂ (2.134)
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Una vez más Ĥ, Ĵ3, Q̂ son el Hamiltoniano, momento angular total y

carga para el sistema con cuatriespinores. Quedándonos con un campo

de dos componentes la teoŕıa resultante no es invariante bajo paridad,

pues, como hemos visto P intercambia los operadores asociados a las

dos polarizaciones.

– 3. Inversión temporal. Sea T el operador de inversión temporal, tal que

Tψ(~x)T−1 = UT ψ∗(~x)U †
T = ηtψt(~x) , ψt(~x) = ρ2ψ(~x) (2.135)

donde ηt es un factor de fase constante con |ηt| = 1.

Una vez más la inversión temporal intercambia los dobletes del campo

fermiónico,

Tψ1(~x)T−1 = ηtσ
2ψ2(~x) (2.136)

De la expresión general del campo se deduce que bajo inversión temporal

los operadores de creación y destrucción:

TB1
kmT−1 = −iηtB

2
k,−m

TD2
km

†
T−1 = −i ηtD

1
k,−m

†

TB2
k,−mT−1 = i ηtB

1
km

TD1
k,−m

†
T−1 = i ηtD

2
km

†

TA1
mT−1 = −i ηtA

2
−m

TA2
−mT−1 = i ηtA

1
m (2.137)

Bajo inversión temporal, tanto los operadores fermiónicos, como los

asociados a los modos cero, se transforman de igual manera que bajo

paridad salvo una fase. El Hamiltoniano y los demás operadores bajo

inversión temporal se transforman:

T ĤT−1 = Ĥ , T Ĵ3T
−1 = −Ĵ3

T Q̂T−1 = Q̂ (2.138)

Quedándonos con un campo de dos componentes la teoŕıa resultante

no es invariante bajo inversión temporal, pues, como hemos visto, T

intercambia los operadores asociados a los dos campos ψ1 y ψ2.
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El comportamiento del sistema global bajo simetŕıas discretas es el es-

perado. Sin embargo, la teoŕıa de dos componentes no es invariante

bajo dichas simetŕıas, realmente éstas conectan las dos componentes

del campo, y por tanto, permiten pasar de una teoŕıa con una pola-

rización definida a la otra.

En las Secciones siguientes seleccionaremos una polarización concreta para el

campo. Esto es adecuado por tratarse de un sistema en el cual tenemos un campo

magnético muy intenso. Podemos suponer entonces que el esṕın está completa-

mente polarizado, y como consecuencia de la simetŕıa chiral, elegir una polarización

entre las dos posibles.

2.2.2 Determinación de la conductividad Hall para el

Efecto Hall Cuántico Entero

En esta Sección nuestro objetivo es determinar en Segunda Cuantificación el valor

esperado del operador densidad de carga, tanto en el estado fundamental, como

en los estados excitados correspondientes a factores de llenado enteros, para ello,

seguiremos el formalismo planteado por K. Johnson [70]. Como vimos en la Sección

anterior, el campo fermiónico puede expresarse en función de los modos propios de

la ecuación de Dirac tridimensional, para una part́ıcula cargada, con masa cero,

en un campo magnético constante y homogéneo perpendicular al plano. Es decir,

ψ(~x) =
∞∑

k=1

∞∑

m≥−k

(Bkm ψ+
km(~x) + D†

kmψ−km(~x)) +
∞∑

m=0

Am ψ0m(~x) (2.139)

donde, ψ+
km(~x), ψ−km(~x), y ψ0m(~x), forman una base ortonrmal de espinores propios

de dicha ecuación. Los operadores Bkm, Dkm, Am y sus conjugados verifican las

correspondientes reglas de anticonmutación, para cada modo {k, m}:

{Bkm, B†
k′m′} = δkk′δmm′

{Dkm, D†
k′m′} = δkk′δmm′

{Am, A†
m′} = δmm′ (2.140)

El espacio de Hilbert estará generado por el conjunto de vectores ortonormales:

|0〉, A†
m|0〉, A†

mA†
m′|0〉, B†

km|0〉, B†
kmB†

k′m′|0〉, D†
km|0〉,

D†
kmD†

k′m′ |0〉, B†
kmD†

km|0〉, · · · (2.141)
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donde el estado |0〉 satisface:

Am|0〉 = 0 , ∀m
Bkm|0〉 = 0 , ∀k, m

Dkm|0〉 = 0 , ∀k, m (2.142)

Analicemos detalladamente la estructura de este espacio de Hilbert. Tenemos

infinitos modos posibles para cada valor de k que es un entero positivo, y para

cada valor de m ≥ −k. Cada uno de estos modos tiene asociado un operador de

creación y destrucción, no obstante, es conveniente distinguir entre los modos cero

k = 0 y los modos “fermiónicos” k 6= 0.

Para los modos cero, tenemos los operadores Am y A†
m para cada valor de

m ≥ 0. Es decir, un conjunto infinito de operadores que satisfacen relaciones de

anticonmutación de forma que (Am)2 = (A†
m)2 = 0. Para cada modo introducimos

un operador número, Nm = A†
mAm cuyos autovalores serán 0 o 1. El conjunto de

todos los operadores número, {N0, N1, ..., Nm, ...}, que conmutan entre śı, permite

dar una base de vectores propios que generan un espacio de Hilbert de dimensión

infinita. Estos estados son : el vaćıo, |0〉, el estado de una part́ıcula, A†
m|0〉, el

estado con dos part́ıculas, A†
m A†

m′|0〉, etc. Todos estos estados se caracterizan por

que tienen la misma enerǵıa e igual a cero, es decir, el estado fundamental para este

sistema está infinitamente degenerado. Esto es consecuencia inmediata de suponer

que las part́ıculas no interaccionan entre śı y que tienen masa cero. Por otro lado,

se deduce de las relaciones de anticonmutación que: A†
mA†

m′|0〉 = −A†
m′A†

m|0〉, y

por tanto, estas part́ıculas obedecen la estad́ıstica de Fermi y satisfacen el principio

de exclusión de Pauli.

Para los modos que hemos denominado “fermiónicos” o modos correspon-

dientes a k 6= 0, tenemos fundamentalmente dos tipos de operadores: Bkm, B†
km

y Dkm, D†
km, según se trate de part́ıculas o antipart́ıculas. Al igual que para los

modos cero tenemos un conjunto infinito de operadores que satisfacen relaciones

de anticonmutación, y podemos definir, por tanto, un operador número asociado

a cada modo, para part́ıcula y antipart́ıcula: Nkm = B†
kmBkm y N̄km = D†

kmDkm.

El espacio de Hilbert será infinito, y una base de vectores que genera este es-

pacio es: |0〉 estado vaćıo, B†
km|0〉 estado de una part́ıcula, D†

km|0〉 estado de

una antipart́ıcula, B†
kmB†

k′m′|0〉 estado con dos part́ıculas, B†
kmD†

km|0〉, etc. Estas

part́ıculas obedecen la estad́ıstica de Fermi y satisfacen el principio de exclusión

de Pauli.

Como consecuencia de la existencia de modos cero es posible que estados con
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diferente número de ocupación tengan exactamente la misma enerǵıa, aśı, los esta-

dos que generan el espacio de Hilbert cuando consideramos únicamente los modos

cero tienen todos igual enerǵıa, y el estado fundamental está infinitamente dege-

nerado. Sin embargo, para los modos “fermiónicos” (k 6= 0) la situación es muy

diferente. Para un valor de k dado todos los estados de una part́ıcula, B†
km|0〉,

tienen la misma enerǵıa Ek, para los diferentes valores del momento angular total,

j3 = m+ 1
2
, con m ≥ −k; si consideramos estados con dos part́ıculas, B†

kmB†
km′|0〉,

cada una de ellas con enerǵıa Ek pero con m 6= m′, estos estados tienen la misma

enerǵıa 2Ek, para los diferentes valores de m y m′; existe pues degeneración. En

general, todos los estados con un número de part́ıculas N , cada una de ellas

en un nivel de enerǵıa k, pero con diferente momento angular, están degenera-

dos. Luego la diferencia esencial con los modos cero es que estados con diferente

número de ocupación no tienen la misma enerǵıa. Esto puede generalizarse para

antipart́ıculas, y para estados con part́ıculas y antipart́ıculas.

En definitiva, tanto para los modos cero como para los modos “fermiónicos”

existe degeneración siempre que un nivel de enerǵıa no esté completamente lleno.

Esto nos lleva a introducir el concepto de factor de llenado que permite caracterizar

los estados degenerados. Aśı, definimos el factor de llenado, f , como el número de

modos ocupados para un campo magnético dado:

f =
n

nB

(2.143)

donde n es la densidad de part́ıculas, y nB es la densidad de modos, por unidad

de área y por cada esṕın, correspondiente a cada nivel de enerǵıa. Si consideramos

una superficie de área finita A, el número total de modos será M = AnB, y el

número de part́ıculas N = An. El número de estados posibles de igual enerǵıa con

N part́ıculas en M modos es:
(

M
N

)
; y el número total de estados

∑M
N=0

(
M
N

)
= 2M ,

donde estamos considerando todos los posibles factores de llenado. En el ĺımite de

área infinita, tanto el número de modos como el de part́ıculas tienden a infinito,

mientras que las densidades correspondientes permanecen finitas, y determinan

exactamente el factor de llenado.

Si se llena completamente el primer nivel de Landau, el factor de llenado será

un entero f = 1, y por tanto, la densidad de part́ıculas coincide exactamente

con la densidad de modos. Por cada modo en el mismo nivel de enerǵıa tenemos

una part́ıcula, en este caso no existe degeneración, y el estado puede determinarse

de forma única. Sucede lo mismo si se siguen llenando paulatinamente todos los

niveles de Landau. Tenemos en general estados con factores de llenado enteros
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f = i con i = 1, 2, 3, ..., que serán los que interesan para el estudio del Efecto Hall

Cuántico Entero.

Antes de pasar al cálculo del valor esperado de la densidad de carga para

estos estados con factor de llenado entero, veamos cómo son en el formalismo de

Segunda Cuantificación. Comencemos con el estado correspondiente al factor de

llenado f = 1. Este factor de llenado nos indica que tenemos el primer nivel de

enerǵıa completamente lleno, este nivel de enerǵıa se corresponde con los modos

cero, o bien, con el estado fundamental para el Hamiltoniano de Pauli, es decir, el

primer nivel de Landau en el problema no-relativista. Este estado será:

|f = 1〉 ≡ |10, 11, · · · , 1m, · · ·〉 ≡ A†
0A

†
1 · · ·A†

m · · · |0〉

tal que

A†
m|f = 1〉 = 0 , ∀m ≥ 0

Bkm|f = 1〉 = 0 , ∀k 6= 0 , m ≥ −k

Dkm|f = 1〉 = 0 , ∀k 6= 0 , m ≥ −k (2.144)

Para el siguiente factor de llenado, f = 2, tenemos dos niveles de enerǵıa

completamente ocupados, el primer nivel como hemos visto se corresponde con los

modos cero, pero el segundo nivel estará asociado a los modos “fermiónicos”. En

este caso podemos distinguir entre part́ıculas y antipart́ıculas. Consideremos en

principio que todos los modos correspondientes al nivel de enerǵıa k = 1 6 están

ocupados por part́ıculas:

|f = 2〉 ≡ |10, 11, · · · , 1m, · · · ; 11,−1, 11,0, · · · , 11,m, · · ·〉
≡ A†

0A
†
1 · · ·A†

m · · ·B†
1,−1B

†
1,0 · · ·B†

1,m · · · |0〉 (2.145)

tal que

A†
m|f = 2〉 = 0 , ∀m ≥ 0

B†
1m|f = 2〉 = 0 , ∀m ≥ −1

Bkm|f = 2〉 = 0 , ∀k 6= 0, 1 , m ≥ −k

Dkm|f = 2〉 = 0 , ∀k 6= 0 , m ≥ −k (2.146)

6Este nivel se corresponderá con el primer estado excitado para el Hamiltoniano de Pauli, es
decir, con el segundo nivel de Landau.
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En general, para un factor de llenado f = i, i = 1, 2, 3, ..., tenemos ocupados

todos los niveles de enerǵıa desde k = 0 hasta k = i− 1, de forma que:

|f = i〉 ≡ |10, · · · , 1m, · · · ; 11,−1, · · · , 11,m, · · · ; 1i−1,−(i−1), · · · , 1i−1,m, · · ·〉
≡ A†

0 · · ·A†
m · · ·B†

1,−1 · · ·B†
1,m · · ·B†

i−1,−(i−1) · · ·B†
i−1,m · · · |0〉 (2.147)

tal que

A†
m|f = i〉 = 0 , ∀m ≥ 0

B†
km|f = i〉 = 0 , k = 0, 1, ..., i− 1 , ∀m ≥ −k

Bkm|f = i〉 = 0 , ∀k 6= 0, 1, ..., i− 1 , m ≥ −k

Dkm|f = i〉 = 0 , ∀k 6= 0 , m ≥ −k (2.148)

Luego para factores de llenado enteros los estados posibles son {|f = 1〉, |f =

2〉, ..., |f = i〉, ...}. Donde |f = 1〉 es el estado fundamental, y los demás serán

estados excitados para part́ıculas. Si queremos que cada nivel esté ocupado por

antipart́ıculas el procedimiento es idéntico aunque el vaćıo será el estado con todos

los modos cero desocupados.7

Definimos el operador densidad de carga en función del campo fermiónico de

manera que sea impar bajo conjugación de carga [92],

ρ = −e
[ψ†, ψ]

2
(2.149)

donde q = −e es la carga del electrón con e > 0. Sustituyendo la expresión del

campo en función de los modos propios de una part́ıcula, y teniendo en cuenta que

los espinores forman una base ortonormal, resultará:

ρ = −e





∞∑

k=1

∞∑

m≥−k

ψ†km(~x)ψkm(~x)
(
B†

kmBkm −D†
kmDkm

)

+
∞∑

m=0

ψ†0m(~x)ψ0m(~x)
(
A†

mAm − 1

2

)}
(2.150)

donde ψ†km(~x)ψkm(~x) ≡ (ψ+
km)†(~x)ψ+

km(~x) ≡ (ψ−km)†(~x)ψ−km(~x) en virtud de la

simetŕıa de conjugación.

Si calculamos el valor esperado de este operador en un estado con factor de

llenado entero, f = i, resultará

ρi = 〈f = i| ρ |f = i〉 = −e
(
i− 1

2

) (
eB

hc

)
(2.151)

7Esto se debe a la dualidad part́ıcula - antipart́ıcula y estado lleno - vaćıo que comentamos al
estudiar el comportamiento de este sistema bajo conjugación de carga.
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donde nB = eB
hc

es la densidad de modos para cada nivel de Landau. Sin embargo,

debemos tener en cuenta que el vaćıo para este sistema no es un estado con carga

cero, sino que:

ρv = 〈0| ρ |0〉 =
e

2

(
eB

hc

)
(2.152)

y por tanto, la densidad de carga para los electrones de conducción relativa a este

vaćıo será:

ρ = ρi − ρv = i (−e)
(

eB

hc

)
(2.153)

Para antipart́ıculas el valor esperado del operador densidad de carga en un

estado con factor de llenado entero, f̃ = i, es

ρi = 〈f̃ = i| ρ |f̃ = i〉 = +e
(
i− 1

2

) (
eB

hc

)
(2.154)

Teniendo en cuenta que el vaćıo para antipart́ıculas es el estado con los modos

cero ocupados, resulta

ρv = 〈0̃| ρ |0̃〉 = −e

2

(
eB

hc

)
(2.155)

Luego la densidad de carga para antipart́ıculas (huecos) relativa a este vaćıo,

es:

ρ = ρi − ρv = +e i
(

eB

hc

)
(2.156)

donde i es un entero que indica el número de niveles de Landau ocupados por an-

tipart́ıculas. Esta expresión se diferencia de la calculada para part́ıculas únicamente

en el signo de la carga.

Hemos calculado la densidad de carga para factores de llenado enteros, sin

embargo, la densidad de corriente ~j en el plano será nula al tener únicamente

campo magnético. Para observar el Efecto Hall Cuántico Enteroademás del campo

magnético perpendicular a la lámina de semiconductor es necesaria la presen-

cia de un campo eléctrico que produzca una corriente en la misma. Contemplar

esta situación más realista es posible si pasamos, mediante una transformación de

Lorentz, a un nuevo sistema de referencia en el que tenemos un campo magnético,

y un campo eléctrico [77]. Si pasamos a un sistema de referencia que se mueve

con velocidad, ~v = c
B2

~B × ~E, respecto del sistema inicial, aparecerá un campo

magnético ~B, igual al que teńıamos, y un campo eléctrico, perpendicular a ~B y ~v,
~E = 1

c
~v × ~B 8.

8Dado que | ~E| << | ~B|, condición necesaria para la observación del Efecto Hall Cuántico
Entero, resulta que |~v| << c, y podemos quedarnos a primer orden en los campos.
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De la densidad de carga para un estado con i niveles de Landau llenos para

part́ıculas, deducimos que la componente cero del trivector densidad de corriente

será:

j0 = − i
e2

h
B

Podemos expresar la densidad de corriente en forma covariante gauge pasando

al nuevo sistema de referencia, y aśı

jµ = −i
e2

h
∗F µ µ = 0, 1, 2 (2.157)

Donde ∗F µ es el tensor dual del tensor electromagnético, que en (2 + 1) di-

mensiones,

∗F µ =
1

2
εµαβFαβ

F µν = ∂µAν − ∂νAµ ν, µ = 0, 1, 2

F 12 = B , F 0j = −Ej , j = 1, 2 (2.158)

El tensor dual es un pseudovector, y por tanto, viola la conservación de paridad.

La expresión obtenida para la densidad de corriente en el vaćıo, en este formalismo,

coincide exactamente con la anomaĺıa, que determinamos en el formalismo de

Feynman desarrollado en la Sección 2.1.

En componentes:

j0 = −i
e2

h
B

j1 = i
e2

h
E2

j2 = −i
e2

2
E1 (2.159)

Luego la densidad de corriente en el plano ~j es transversal al campo eléctrico,

y el tensor de conductividad, que se deduce a partir de la relación jk =
2∑

j=1

σkjEj,

con k = 1, 2, será:

σ =


 0 i e2

h

−i e2

h
0


 , i = 1, 2, 3, · · · (2.160)

Las componentes diagonales son nulas, y por tanto, el sistema es no disipativo; y

las componentes no diagonales están cuantizadadas en función de una combinación

de constantes fundamentales, e2

h
.
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El signo de las componentes no diagonales depende, como sucede en el efecto

Hall ordinario, del signo de la carga de los portadores; aśı, considerando las an-

tipart́ıculas puede deducirse que el tensor conductividad es

σ =


 0 −i e2

h

i e2

h
0


 , i = 1, 2, 3, · · · (2.161)

Hemos llegado, por tanto, a la expresión para el tensor de conductividad que

encontraron K. von Klitzing, G. Dorda y M. Pepper en 1980, [72], para un sistema

bidimensional de electrones en un campo magnético, intenso, a bajas temperaturas.

La conductividad Hall cuantizada es:

σH = i
e2

h
(2.162)

Y la resistencia Hall, que en el plano coincide exactamente con la resistividad,

será:

RH =
h

ie2
(2.163)

En el caso ideal, en el que i niveles de Landau están completamente llenos, la

sustitución n = inB en la expresión clásica del tensor de resistividad nos permite

llegar a la misma expresión para el tensor de conductividad que hemos obtenido

en el contexto de Segunda Cuantificación. Esto significa que realmente no hemos

encontrado una condición de cuantización para la conductividad Hall sobre las

mesetas. Es decir, experimentalmente la conductividad Hall cuantizada es la de un

sistema ideal cuya densidad es inB, pero no únicamnete para factores de llenado

enteros, sino que también para f ≈ i. Aśı, en un sistema ideal en el que las

part́ıculas se mueven libremente en presencia de un campo magnético no aparece

el Efecto Hall Cuántico Entero. Será necesario tener en cuenta la presencia de

impurezas, que permiten la existencia de dos tipos de estados, extensos y localiza-

dos, [107], para dar una explicación de la cuantización de la conductividad Hall

en las mesetas caracteŕısticas de este efecto. Además, para estos valores de la

conductividad Hall, la resistividad longitudinal es nula. Por tanto, será necesario

estudiar el problema de localización en el contexto de Segunda Cuantificación para

llegar a la condición de cuantización para la condutividad Hall, como veremos en

la Sección 2.2.4.
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2.2.3 Estado fundamental y conductividad Hall para el

Efecto Hall Cuántico Fraccionario

Siguiendo el formalismo de K.Johnson hemos determinado la densidad de carga

para estados con un número entero de niveles de Landau ocupados. Esto puede

generalizarse para factores de llenado, tales que 0 < f < 1, es decir, cuando

tenemos ocupación fraccionaria del primer nivel de Landau.

La observación del Efecto Hall Cuántico Fraccionarioes posible si el campo

magnético aplicado es muy intenso, en general más que para el Entero; esto a

temperaturas muy bajas hace que todos los electrones pasen al primer nivel de

Landau. Cuando este nivel no está completamente ocupado tenemos un conjunto

de estados de enerǵıa cero infinitamente degenerados, puede deducirse entonces la

expresión para la densidad de carga, y por tanto, para la densidad de corriente

para factores de llenado no enteros.

Consideremos el campo fermiónico dado en (2.94), con los operadores Bkm,

Dkm, Am, y sus conjugados que verifican reglas de anticonmutación (2.140), para

cada modo {k, m}. El espacio de Hilbert esta generado por (2.141), con el vaćıo

definido por (2.142).

Nos interesa en particular la estructura del espacio de Hilbert para los modos

cero:

|0〉, A†
m|0〉, A†

mA†
m′|0〉, · · · (2.164)

Las part́ıculas que ocupan estos estados obedecen la estad́ıstica de Fermi y

satisfacen el principio de exclusión de Pauli. Todos estos estados tienen la misma

enerǵıa, y se diferencian únicamente en el número de ocupación, y en el momento

angular de cada part́ıcula. Para caracterizar esta degeneración introducimos el

factor de llenado que hemos definido como el número de modos ocupados. Si con-

sideramos una superficie de área finita A, el número de modos cero será finito e

igual a M = AnB, y el número de part́ıculas N = An, donde nB y n son respec-

tivamente la densidad de estados para el primer nivel de Landau, y la densidad

de part́ıculas9, el factor de llenado será entonces f = N
M

, que en el ĺımite A →∞
dará f = n

nB
.

Sea N ≤ M , en este caso el factor de llenado será una fracción, 0 ≤ f ≤ 1. Si

fijamos un valor de f , el número total de estados posibles es
(

M
N

)
, todos con el

mismo número de ocupación pero diferente momento angular para cada part́ıcula.

9Suponemos una distribución uniforme tanto para los modos cero como para las part́ıculas
en todo el plano.
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Sumando a todos los posibles factores de llenado tenemos el número total de

estados
M∑

N=0

(
M
N

)
= 2M , que en el ĺımite de área infinita será infinito. Por tanto,

si el primer nivel de Landau se llena parcialmente tenemos para cada factor de

llenado fraccionario infinitos estados degenerados, que son igualmente favorables

para describir el estado fundamental del sistema, y por tanto, darán la misma

contribución a la densidad de carga.

Antes de pasar al cálculo del valor esperado de la densidad de carga para

factores de llenado fraccionarios veamos cómo son los estados en el formalismo de

Segunda Cuantificación. Comencemos con el factor de llenado f = 0, todos los

modos cero, con momento angular m = 0, 1, 2, ..., M − 1, están vaćıos y tenemos

un único estado:

|0〉 ≡ |0, 0〉 ⊗ |0, 1〉 ⊗ · · · ⊗ |0,M − 1〉
Am|0〉 = 0 , ∀m ≥ 0 (2.165)

Para factor de llenado, f = 1
M

, tenemos M estados posibles:

|1; l〉 ≡ |0; 0〉 ⊗ · · · ⊗ |1; l〉 ⊗ · · · ⊗ |0; M − 1〉 ≡ A†
l |0〉

l = 0, 1, 2, ..., M − 1 (2.166)

Si el factor de llenado es f = 2
M

, tenemos M(M−1)
2

estados posibles:

|2; l, l′〉 ≡ A†
l A†

l′|0〉
l < l′ , l, l′ = 0, 1, 2, ..., M − 1 (2.167)

En general, para un factor de llenado, f = N
M

, la degeneración es
(

M
N

)
=

M !
N !(M−N)!

, y aśı

|N ; l1, l2, ..., lN〉 ≡ A†
l1

A†
l2
· · ·A†

lN
|0〉

l1 < l2 < · · · < lN , li = 0, 1, 2, ..., M − 1 (2.168)

Por último, si el factor de llenado es f = 1, tenemos un único estado con todos

los modos cero ocupados,

|M〉 ≡ |1; 0〉 ⊗ |1; 1〉 ⊗ · · · ⊗ |1; M − 1〉 (2.169)

Luego, para factores de llenado fraccionarios, f = N
M

, suponiendo que N y M

son finitos, los estados posibles son: {|0〉, · · · , |N ; l1, l2, ..., lN〉, ...}. Estos forman

una base ortonormal de estados fundamentales, sin excitaciones fermiónicas, pues

Bkm|0 ≤ f ≤ 1〉 = Dkm|0 ≤ f ≤ 1〉 = 0 , ∀k , m ≥ −k
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Recordemos que el operador densidad de carga en función del campo fermiónico

es

ρ = −e
[ψ†, ψ]

2
(2.170)

Para determinar la densidad de carga correspondiente a factores de llenado

fraccionarios, calcularemos el promedio del valor esperado de este operador en los

estados posibles para un factor de llenado dado. Comenzamos con el caso más

simple, para un factor de llenado f = 1
M

, el número total de estados posibles es(
M
1

)
= M , y la densidad de carga promedio será:

ρ̄(z, z̄) =

M−1∑

l=0

〈1; l| ρ |1; l〉
M−1∑

l=0

〈1; l|1; l〉

= −e
M−1∑

m,m′=0

ψ†0m(z, z̄)ψ0m′(z, z̄)




M−1∑

l=0

〈1; l|A†
mAm′|1; l〉

M−1∑

l=0

〈1; l|1; l〉
− 1

2
δmm′




= −e
M−1∑

m=0

ψ†0m(z, z̄)ψ0m(z, z̄)
(

1

M
− 1

2

)
(2.171)

Para el siguiente caso con f = 2
M

, el número total de estados es,
(

M
2

)
, y

entonces resulta:

ρ̄(z, z̄) =

M−1∑

l1<l2

〈2; l1, l2| ρ |2; l1, l2〉
M−1∑

l1<l2

〈2; l1, l2|2; l1, l2〉

= −e
M−1∑

m,m′=0

ψ†0m(z, z̄)ψ0m′(z, z̄)




M−1∑

l1=0

M−1∑

l2>l1

〈2; l1, l2|A†
mAm′|2; l1, l2〉

M−1∑

l1=0

M−1∑

l2>l1

〈2; l1, l2|2; l1, l2〉
− 1

2
δmm′




= −e
M−1∑

m,m′=0

ψ†0m(z, z̄)ψ0m′(z, z̄)


δmm′(M − 1)

M(M−1)
2

− 1

2
δmm′




= −e
M−1∑

m=0

ψ†0m(z, z̄)ψ0m(z, z̄)
(

2

M
− 1

2

)
(2.172)
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Por último, para el caso más general, con N part́ıculas en M modos cero, es

decir, para factor de llenado f = N
M

, el número total de estados de igual enerǵıa

es
(

M
N

)
, y resulta:

ρ̄(z, z̄) =

M−1∑

l1<l2<···<lN

〈N ; l1, l2, ..., lN | ρ |N ; l1, l2, ..., lN〉
M−1∑

l1<l2<···<lN

〈N ; l1, l2, ..., lN |N ; l1, l2, ..., lN〉

= −e
M−1∑

m,m′=0

ψ†0m(z, z̄)ψ0m′(z, z̄)




M−1∑

l1=0

M−1∑

l2>l1

· · ·
M−1∑

lN>lN−1

〈N ; l1, l2, ..., lN |A†
mAm′|N ; l1, l2, ..., lN〉

M−1∑

l1=0

M−1∑

l2>l1

· · ·
M−1∑

lN>lN−1

〈N ; l1, l2, ..., lN |N ; l1, l2, ..., lN〉

−1

2
δmm′

)

= −e
M−1∑

m,m′=0

ψ†0m(z, z̄)ψ0m′(z, z̄)


δmm′

(M−1)(M−2)···(M−(N−1))
(N−1)!

(M−1)(M−2)···(M−(N−1))
(N)!

− 1

2
δmm′




= −e
M−1∑

m=0

ψ†0m(z, z̄)ψ0m(z, z̄)
(

N

M
− 1

2

)
(2.173)

En definitiva, la función de distribución para la densidad de carga promedio

será por tanto

ρ̄(z, z̄) = −e
M−1∑

m=0

ψ†0m(z, z̄)ψ0m(z, z̄)
(

N

M
− 1

2

)
(2.174)

Si pasamos al ĺımite de área infinita: f = N
M
→ f = n

nB
, con 0 ≤ f ≤ 1, y

encontramos:

ρ̄f = −e
(

eB

hc

) (
f − 1

2

)
(2.175)

Esta expresión coincide esencialmente con la calculada para factores de llenado

enteros. Realmente es una generalización de la misma para cualquier valor del fac-

tor de llenado f , no necesariamente entero. En particular, los valores fraccionarios

de f , f = p
q
, con p y q primos entre śı y q impar, son los observados en el Efecto

Hall Cuántico Fraccionario [125].

La densidad de carga respecto de la del vaćıo, (2.155), es:

ρ = ρ̄f − ρv = −ef
(

eB

hc

)
(2.176)
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Mediante la transformación de Lorentz, como vimos en la Sección anterior,

encontramos la expresión covariante para la densidad de corriente, correspondiente

a los factores de llenado fraccionarios,

jµ = −f
e2

h
∗F µ , µ = 0, 1, 2 (2.177)

Que en componentes

j0 = −f
e2

h
B

j1 = f
e2

h
E2

j2 = −f
e2

2
E1 (2.178)

Una vez más, tenemos una densidad de corriente en el plano, ~j, transversal al

campo eléctrico, y por tanto, el tensor de conductividad será ahora

σ =


 0 f e2

h

−f e2

h
0


 , 0 ≤ f ≤ 1 (2.179)

Que coincide esencialmente con la expresión del tensor de conductividad cal-

culado para el entero, pero ahora las componentes no diagonales vienen dadas

por una fracción de la combinación de constantes fundamentales: e2

h
. Las compo-

nentes diagonales siguen siendo nulas manifestando el caracter disipativo. Como

en el entero, esto no resuelve totalmente el problema de la cuantización de la con-

ductividad Hall para factores de llenado fraccionarios. Sin embargo, a diferencia

del mismo, no es suficiente estudiar el problema de la localización para part́ıculas

libres, sino que es necesario abordar el estudio del problema, más complejo, de

muchas part́ıculas que interaccionan entre śı, y con las impurezas. Todo esto se

desarrollará fundamentalmente en la segunda parte de esta memoria.

2.2.4 Impurezas y estados ligados: Localización y Mesetas

En un sistema de electrones que se mueven libremente en un plano, en presen-

cia de un campo magnético perpendicular al mismo, hemos encontrado que la

conductividad Hall está cuantizada para un número entero de niveles de Landau

ocupados.

Este análisis, sin embargo, no explica totalmente los resultados experimentales

que aparecen en el Efecto Hall Cuántico Entero. En particular, los aspectos más

importantes no recogidos en este modelo son:
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• No es posible deducir la presencia de mesetas en la conductividad Hall cuan-

tizada.

• No se refleja de ninguna manera la influencia que pueden tener las impurezas

del material, cuando está experimentalmente comprobado que en muestras

con un cierto grado de desorden se manifiesta el Efecto Hall Cuántico Ente-

roclaramente.

• No se explica que la conductividad longitudinal se anule para aquellos valores

del factor de llenado para los cuales la conductividad Hall está cuantizada.

Efectivamente, siguiendo nuestro análisis, si se aumenta la densidad de part́ıcu-

las sin llegar a llenar un nivel de Landau completo, la conductividad Hall aumen-

taŕıa monotonamente hasta alcanzar el siguiente valor cuantizado correspondiente

a un nuevo nivel de Landau lleno y, por tanto, no apareceŕıan las mesetas ca-

racteŕısticas del Efecto Hall ni se produciŕıa simultáneamente la ausencia de disi-

pación.

Todo esto nos indica que el desorden va a jugar un papel fundamental en

la comprensión tanto del Efecto Entero como del Fraccionario. Y aśı, parece

razonable incorporar al modelo la influencia de las impurezas del material. Un

estudio detallado del efecto de las imperfecciones y el desorden sobre los estados

cuánticos de una part́ıcula, en presencia de un campo magnético y eléctrico en el

plano, es el realizado, entre otros, por R.E.Prange y R.Joynt [71]. La presencia

de desorden en el sistema se traducirá en la aparición de nuevos estados entre los

niveles de Landau, de estos estados algunos serán localizados y otros extensos,

proporcionando el marco necesario en el cual se puede explicar la aparición de

las mesetas en la conductividad Hall. El trabajo de Prange y Joynt se plantea en

Mecánica Cuántica no-relativista, nosotros abordaremos el problema en el contexto

de Segunda Cuantificación.

En primer lugar, estudiaremos el problema de una part́ıcula moviéndose en el

plano, en un campo magnético y eléctrico perpendiculares entre śı, descrito por la

ecuación de Dirac en (2 + 1) dimensiones:

[
γµ

(
pµ +

e

c
Aµ

)
−Mc

]
ψ(x) = 0 (2.180)

Tomaremos el gauge de Landau para el potencial vector, A1 = Bx2, A2 = 0, y

el potencial escalar para un campo eléctrico constante y uniforme en el plano, ~E =
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−E~j, será A0 = Ex2. El Hamiltoniano de Dirac puede expresarse matricialmente10

H =


 Mc2 − eEx2 D

D† −Mc2 − eEx2


 (2.181)

donde

D = cp2 + i(cp1 + eBx2) , D† = cp2 − i(cp1 + eBx2)

Este problema espectral ha sido ya resuelto en (3 + 1) dimensiones por M.M.

Nieto y P.L.Taylor [100]. Utilizando el método de reducción de Feynman-Gell-

Mann, propuesto por estos autores, encontramos que el espectro para el problema

estacionario en el plano es:

E±np1
=

cE

B
p1 ±

√√√√
(

1− E2

B2

) [
M2c4 + 2e

√
B2 − E2h̄c n

]
(2.182)

con n un entero no negativo, que caracteriza cada nivel de Landau; y p1, un número

real, que tomará valores discretos si el sistema se encuentra en una superficie de

área finita, e imponemos condiciones de periodicidad sobre los espinores, en la

dirección OX1.

Una base de estados propios es la generada por los espinores de dos com-

ponentes:

ψ±np1
(x1, x2) =

[
γµ(pµ +

e

c
Aµ) + Mc

]
φ±np1

(x1, x2) (2.183)

donde

Φ±
np1

(x1, x2) = Nnp1 ei
p1
h̄

x1Hn

(
x2 + x0

2

l̃

)
e−

1
2l̃2

(x2+x0
2)2


 1

iB−√B2−E2

E




aqui, Nnp1 , es una constante de normalización; Hn(x) es el polinomio de Hermite

de grado n [1], y

x0
2 =

cBp1 − E±np1
E

e(B2 − E2)

l̃2 =
h̄

Mw̃
=

h̄c

e
√

B2 − E2

Vemos, por un lado, que la degeneración de los niveles de Landau desaparece

completamente en presencia de campo eléctrico; y, por otro lado, que se recupera

10En la representación: γ0 = σ3, γ1 = iσ1 y γ2 = iσ2. M es la masa de la part́ıcula cargada
con q = −e.
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la simetŕıa espectral para el estado fundamental, que no teńıamos en el problema

de una part́ıcula con masa en un campo magnético. Además, los estados son

extensos en una de las direcciones del plano, siguiendo las ĺıneas de potencial

eléctrico constante, x2 = cte y, por tanto, conducen la corriente.

En ausencia de impurezas, como vimos en los apartados anteriores, una simple

transformación de Lorentz nos permite pasar de un sistema con campo magnético

constante a uno con campos magnético y eléctrico perpendiculares entre śı, y de-

terminar, aśı, la densidad de corriente covariante para factores de llenado enteros.

Sin embargo, como veremos esto no será posible al consider las impurezas.

En el ĺımite, | ~E| << | ~B|, y para E ≈ Mc2, si hacemos un desarrollo no-

relativista para la enerǵıa, a orden cero encontramos el espectro del Hamiltoniano

de Pauli,

ENR
np1

= h̄wcn +
cE

B
p1 − 1

2
M

(
cE

B

)2

(2.184)

Ya en este ĺımite no-relativista, vemos que la presencia de campo eléctrico

rompe completamente la degeneración infinita caracteŕıstica de los niveles de Lan-

dau, que pasan a formar una banda de estados con diferentes enerǵıas para cada

p1.

Consideremos ahora la ecuación de Dirac en presencia de una impureza simu-

lada por un potencial central [56, 13, 113]. Para estudiar este tipo de potenciales,

es conveniente elegir el gauge simétrico, en lugar del de Landau, y por tanto, estu-

diaremos el sistema en ausencia de campo eléctrico, para calcular el espectro y los

espinores propios del Hamiltoniano de Dirac.

Supongamos que tenemos una impureza simulada por un pozo esférico de la

forma:

V (r) =




−V0 si r ≤ a0

0 si r > a0

(2.185)

El Hamiltoniano de Dirac en (2 + 1) dimensiones para este sistema es:11

H = ~α(c~p + e ~A) + βMc2 + V (r)

H =


 Mc2 + V (r) D

D† −Mc2 + V (r)


 (2.186)

11En la representación: α1 = −σ2, α2 = σ1 y β = σ3. Donde M es la masa del electrón y
l2 = h̄

Mw la longitud magnética, con w = eB
2Mc
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Donde hemos tomado el gauge de Weyl (A0 = 0), y para el potencial vector el

gauge simétrico, que en coordenadas polares es: Ar = 0, Aϕ = −B
2
r . Aśı

D =

√
2eBh̄c

2l
e−iφ

(
l2

∂

∂r
− r − i

l2

r

∂

∂φ

)

D† =

√
2eBh̄c

2l
eiφ

(
−l2

∂

∂r
− r + i

l2

r

∂

∂φ

)
(2.187)

Queremos resolver el problema espectral HΨ = λΨ. Al tratarse de un potencial

central, el Hamiltoniano y el momento angular total en la dirección perpendicular

al plano conmutan, [H, J3] = 0. Tomando una base de espinores propios del

momento angular total, será posible separar la parte radial de la parte angular en

las ecuaciones de Dirac para las dos componentes, aśı

Ψm(r, φ) =


 eimφR1, m(r)

ei(m+1)φR2, m(r)


 (2.188)

tal que

J3Ψm(r, ϕ) = h̄
(
m +

1

2

)
Ψm(r, ϕ) , m ∈ Z (2.189)

El sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas para R1m(r)

y R2m(r) es:

l

2

dR2, m(r)

dr
+

1

2

(
(m + 1)l

r
− r

l

)
R2, m(r) =

E −Mc2 − V (r)√
2eBh̄c

R1, m(r)

− l

2

dR1, m(r)

dr
+

1

2

(
ml

r
− r

l

)
R1, m(r) =

E + Mc2 − V (r)√
2eBh̄c

R2m(r) (2.190)

Para resolver este sistema distinguiremos dos zonas: la zona I, para r < a0,

y la zona II, para r > a0; e impondremos condiciones de continuidad para los

espinores en r = a0. De estas condiciones de continuidad se puede determinar

completamente el espectro, y los espinores propios para el Hamiltoniano de Dirac,

ver Apéndice B.

El espectro es discreto, y está caracterizado por dos números cuánticos: nr =

0, 1, 2, · · ·, y m ∈ Z. En ausencia de potencial, los niveles de Dirac-Landau pueden

darse en función de estos números cuánticos, resolviendo el problema de Landau

en el plano en coordenadas polares (Apéndice B), y aśı, tenemos: k = nr + |m|−m
2

,

con k y nr enteros no negativos, y m un entero asociado al momento angular en

la dirección del campo magnético, m ≥ −k, que caracteriza la degeneración de los
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niveles de enerǵıa. El potencial asociado a la impureza produce sobre el espectro

del caso libre la ruptura de la degeneración en m.

Es interesante analizar algunas caracteŕısticas del espectro en presencia de la

impureza, aśı:

• En general se rompe la degeneración en m para cada nivel de Dirac-Landau.

Sin embargo, para niveles altos la degeneración no se rompe completamente,

y estados con diferente momento angular, m, pueden tener la misma enerǵıa

e igual a la del problema libre. Sin embargo, los niveles de baja enerǵıa śı

se ven más afectados por la impureza, y su enerǵıa depende de m. Este

comportamiento depende lógicamente de los parámetros caracteŕısticos del

pozo: profundidad y radio.

• En presencia de la impureza la asimetŕıa espectral del estado fundamental

sigue estando presente al igual que en el problema libre.

• Podemos distinguir fundamentalmente dos tipos de estados: con enerǵıa

|E| ≥ Mc2; y con |E| < Mc2. Estos últimos son estados ligados de part́ıcula

cuyo número dependerá de las caracteŕıticas del pozo. Los demás no son

estados ligados, y correspondeŕıan a los estados del continuo caracteŕısticos

de una teoŕıa libre, que en este caso son discretos como consecuencia de la

presencia del campo magnético uniforme en todo el plano.

La diferencia esencial entre estos dos tipos de estados puede observarse al in-

troducir un campo eléctrico. Los estados ligados en presencia del campo eléctrico

no conducen la corriente pues son estados en los que la part́ıcula se encuentra atra-

pada por la impureza, se trata pues de estados localizados. Por el contrario, los

demás estados (aparentemente localizados como consecuencia del gauge simétrico)

śı que pueden conducir la corriente, estos son los denominados estados extensos.

Antes de pasar a estudiar el sistema en Segunda Cuantificación es necesario

contemplar una situación más realista. Supongamos que tenemos 2P impurezas

distribuidas aleatoriamente en el plano. Cada impureza la caracterizamos por

el parámetro αj, con j = 1, · · · , P , que engloba las caracteŕısticas del potencial

como son la profundidad del pozo, el radio, y el punto en el cual está centrado, es

decir, αj ≡ {V j
0 , aj

0, z
j = xj

1 + ixj
2}. En esta nueva situación el número de estados

localizados aumentará por cada impureza, mientras que los estados extensos sólo

ven modificada su enerǵıa, pero no aumentan en número.

El campo fermiónico expresado en función de los modos propios de la ecuación

de Dirac para una part́ıcula cargada en presencia de una impureza, y del campo
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magnético, será:12

ψα(r, φ) =
∞∑

k=1

∞∑

m≥−k

(
B

(α)
kmψ

(+)
km (r, φ) + D

(α)
km

†
ψ

(−)
km (r, φ)

)
+

∞∑

m=0

A
(α)
0mψ0m(r, φ)

(2.191)

donde los espinores, {ψ(±)
km (r, φ), ψ0m(r, φ)}, forman una base ortonormal de estados

propios en presencia de la impureza.

Los operadores B
(α)
km , D

(α)
km y A

(α)
0m verifican las reglas de anticonmutación propias

de los operadores fermiónicos:

{B(α)
km , B

(α)
k′m′

†} = δkk′δmm′ , {D(α)
km, D

(α)
k′m′

†} = δkk′δmm′

{A(α)
0m, A

(α)
0m′

†} = δmm′ (2.192)

Supongamos ahora que el pozo tiene una profundidad y un radio tal que el

número de estados ligados de part́ıcula, correspondientes al estado fundamental

k = 0, es exactamente 2L+1. Es decir, los estados con k = 0 y m = 0, 1, 2, · · · , 2L,

son ligados; y todos los demás estados con k = 0 y m = 2L + 1, 2L + 2, · · ·,
son extensos. A diferencia de problema sin impureza tenemos que distinguir dos

tipos de operadores: para k = 0, Ã
(α)
0m con m = 0, 1, 2, · · · , 2L son operadores de

destrucción para part́ıculas en estados ligados; y A
(α)
0m con m = 2L + 1, · · · para

part́ıculas en estados extensos. Los demás operadores B
(α)
km yD

(α)
km son operadores

de destrucción para part́ıculas y antipart́ıculas en estados extensos equivalentes a

los del problema sin impurezas (libre).

El espacio de Hilbert estará generado por el conjunto de vectores ortonormales:

|0〉, Ã(α)
0m

†|0〉, Ã(α)
0m

†Ã(α)
0m′

†|0〉, · · · , A(α)
0m

†|0〉, A(α)
0m

†
A

(α)
0m′

†|0〉, · · · ,
B

(α)
km

†|0〉, D(α)
km

†|0〉 · · · (2.193)

donde el estado vaćıo |0〉 se define ahora:

Ã
(α)
0m|0〉 = 0 , m = 0, 1, · · · , 2L + 1

A
(α)
0m|0〉 = 0 , m = 2L + 1, · · ·

B
(α)
km |0〉 = 0 , D

(α)
km|0〉 = 0 , ∀k , m (2.194)

De estos estados que generan el espacio de Hilbert tenemos algunos estados

ligados de part́ıcula, y el resto son estados extensos, como veremos solamente

estos últimos contribuyen a la densidad de corriente.

12Donde consideramos una impureza en el origen : α ≡ {V0, a0}.
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Como en el caso libre, consideremos una superficie de área finita A. Cada nivel

de enerǵıa, k, está formado por M = AnB estados, donde nB = eB
hc

es la densidad

de estados por unidad de área y por esṕın de cada nivel de Dirac-Landau. Para

N = An part́ıculas el número total de estados posibles no degenerados es
(

M
N

)
.

Estos estados pueden caracterizarse por el factor de llenado que representa el

número de modos ocupados: f = densidad de particulas
densidad de modos posibles

, y que en el ĺımite de área

infinita tendrá un valor finito que puede ser entero o fraccionario. Estudiaremos

cómo cambia la densidad de carga, y en definitiva la densidad de corriente, cuando

cambiamos el factor de llenado en presencia de la impureza.

El operador densidad de carga en presencia de la impureza será:

ρα = −e





∞∑

k=1

∞∑

m≥−k

ψ†km(r, φ)ψkm(r, φ)
(
B

(α)
km

†
B

(α)
km −D

(α)
km

†
D

(α)
km

)

+
∞∑

m=0

ψ†0m(r, φ)ψ0m(r, φ)
(
A

(α)
0m

†
A

(α)
0m −

1

2

)}
(2.195)

Si consideramos 2P impurezas distribuidas aleatoriamente en el plano, en una

superficie de área finita A, tendremos 2P bandas de estados localizados de part́ıcula

con 2L+1 estados cada una. Si la densidad de estados localizados es nloc, el número

total de estados localizados es Mloc = 2PnlocA. Por otro lado, para el primer

nivel de Dirac-Landau tenemos únicamente una banda de estados extensos, si su

densidad es next, el número total de estados extensos será Mext = Anext.

El estado correspondiente a factor de llenado cero es el vaćıo. Para aumentar

el factor de llenado debemos ir ocupando los estados del primer nivel de enerǵıa,

formado por estados localizados y extensos, con una densidad total de modos igual

a: 2Pnloc + next. Supongamos que se llenan completamente P bandas de estados

localizados, el estado resultante tendrá un factor de llenado f = 1
2
, en el ĺımite de

área infinita, respecto de la densidad total de modos correspondiente a este nivel

de enerǵıa. Este estado será:

|f =
1

2
〉 = Ã

(α1)
00

† · · · Ã(α1)
0,L

† · · · Ã(αP )
00

† · · · Ã(αP )
0,L

†|0〉 (2.196)

Si calculamos el valor esperado de la densidad de carga en este estado encon-

tramos ρ̃ = −e1
2

(
eB
h̄c

)
, respecto de la densidad de carga del vaćıo ρv = + e

2

(
eB
h̄c

)
.

Sin embargo, a diferencia del problema libre, la presencia de impurezas rompe

la invariancia del sistema bajo transformaciones de Lorentz, y por tanto, no es

posible calcular a partir de la densidad de carga el valor esperado de la densidad

de corriente covariante, ni determinar, por tanto, la densidad de corriente aso-
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ciada al campo eléctrico en el plano. Esto está relacionado con el hecho de que

las part́ıculas que ocupan estados localizados están ligadas a la impureza, y por

tanto, no pueden conducir la corriente cuando aplicamos un campo eléctrico sobre

el sistema.

En definitiva, como consecuencia de la presencia de impurezas al aumentar el

factor de llenado desde f = 0 hasta f = 1
2

la densidad de corriente será nula, y aśı,

la conductividad Hall y la conductividad longitudinal para esos valores del factor

de llenado son nulas.

Una vez ocupados todos los estados localizados de momento angular más bajo,

las part́ıculas pueden ocupar los estados extensos próximos al primer nivel de

Dirac-Landau. A medida que se llenan los estados extensos, el factor de llenado

no cambia mucho respecto de f = 1
2
, pues en proporción tenemos muchos más

estados localizados que extensos. Sin embargo, los estados extensos śı conducen

la corriente, y por tanto, la conductividad longitudinal y Hall en este proceso de

llenado dejan de ser cero. En particular, la conductividad Hall aumentará hasta

alcanzar el valor cuantizado que corresponde a tener completamente ocupados

todos los estados extensos del primer nivel de Dirac-Landau. Es decir, el estado

para este factor de llenado es:

|f ≈ 1

2
〉 = A

(α)
0,2L+1

† · · ·A(α)
0,Mext−1

†|f =
1

2
〉 (2.197)

Respecto de la densidad de estados extensos, este estado tiene factor de llenado

uno, y en este sentido se corresponde exactamente con el estado de la teoŕıa libre

en el cual los modos cero están completamente llenos. El valor esperado de la

densidad de corriente en este estado será, por tanto,

j1 =
e2

h
E2

j2 = −e2

h
E1 (2.198)

Y el tensor de conductividad:

σ =


 0 e2

h

− e2

h
0


 (2.199)

A medida que las part́ıculas empiezan a ocupar los estados extensos comienza a

fluir la corriente, aparecen entonces efectos disipativos, y por tanto, la conductivi-

dad longitudinal irá aumentando desde cero hasta alcanzar un valor máximo para

volver a disminuir hasta cero cuando todos los estados extensos esten ocupados de
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nuevo. En este corto intervalo de variación del factor de llenado, entorno a f = 1
2
,

el sistema se comporta de manera normal, es decir, la conductividad Hall aumenta

linealmente al aumentar el factor de llenado, y la conductividad longitudinal es

distinta de cero. Cuando la banda de estados extensos está completamente llena

la conductividad Hall ha alcanzado el valor cuantizado σH = e2

h
, y la longitudinal

es cero una vez más. Comienza en este punto la primera meseta.

Los siguientes estados a ocupar son los localizados correspondientes a momentos

angulares altos. Si se ocupan P bandas de éstos, el factor de llenado aumentará

hasta alcanzar el valor f = 1, en el ĺımite A → ∞, respecto de la densidad total

de modos. En este intervalo, la conductividad Hall no cambia ya que estos estados

no conducen la corriente, y tampoco hay disipación por lo que la conductividad

longitudinal sigue siendo nula. El estado será:

|f = 1〉 = Ã
(α1)
0,L+1

† · · · Ã(α1)
0,2L

† · · · Ã(αP )
0,L+1

† · · · Ã(αP )
0,2L

†|f ≈ 1

2
〉 (2.200)

En definitiva, los estados correspondientes al primer nivel de Dirac-Landau

permiten explicar los resultados experimentales para la conductividad Hall y lon-

gitudinal cuando el factor de llenado toma valores en el rango 0 ≤ f ≤ 1.

Redefinendo el espectro de Dirac de forma que el siguiente nivel de enerǵıa pase

a ser el nuevo nivel fundamental (de manera análoga a la evolución del nivel de

Fermi en Mecánica Cuántica no-relativista), encontramos una situación idéntica

a la estudiada anteriormente con estados localizados y extensos originarios ahora

del segundo nivel de Dirac-Landau. Más adelante, veremos la relación que existe

entre este argumento y el flujo espectral que aparece en el espectro de part́ıculas de

Dirac, cuando consideramos, siguiendo el razonamiento de Thouless [124], un doble

efecto Arhanov-Bohm. Dos solenoides, cuyos flujos dependen del tiempo, pueden

producir una variación sobre las corrientes en el material, que adiabáticamente

modifican el espectro en el tiempo dando lugar al flujo espectral, esto permite

redefinir el espectro de Dirac.

En la nueva situación, los electrones ocuparán en primer lugar los estados

localizados de momento angular más bajo, y el factor de llenado aumentará hasta

alcanzar el valor f = 1
2

respecto de la nueva densidad total de modos.13 En este

proceso, la conductividad Hall cuantizada no cambia porque se trata de estados

localizados, y sigue siendo σH = e2

h
, la conductividad longitudinal es cero. Esta

es la primera meseta, que corresponde a ocupar los estados localizados de alta y

baja enerǵıa del primer y segundo nivel de Dirac-Landau respectivamente.

13El factor de llenado respecto del vaćıo es f = 1 + 1
2 .
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A continuación comienzan a ocuparse los estados extensos del segundo nivel

hasta que están completamente llenos, el factor de llenado no aumenta mucho

f ≈ 1
2

(o f ≈ 3
2

respecto del vaćıo), y se alcanza la siguiente meseta para la cual

σH = 2 e2

h
, pues están ocupados dos niveles completos de estados extensos. Por

último, se llenarán los estados localizados correspondientes a momentos angulares

más altos hasta que el factor de llenado es f = 2 (respecto del vaćıo), sin que

cambie la conductividad Hall cuantizada. Y aśı sucesivamente pueden reproducirse

totalmente los resultados experimentales para el Efecto Hall Cuántico Entero.

La localización, como hemos visto, juega un papel fundamental en la com-

prensión de Efecto Hall Cuántico Entero[78, 106, 39, 12]. El proceso de localización

que hemos analizado en presencia de un campo magnético muy intenso, sin em-

bargo, es muy distinto de la localización de Anderson [5, 37, 29], como señalan

R.E. Prange y R. Joynt [71]. La diferencia más importante es que los estados

localizados en este sistema están confinados a una región del espacio junto a la

impureza, mientras que la localización de Anderson se basa en una superposición

de estados de scattering que dan lugar a un estado localizado en una región am-

plia del espacio. En cualquier caso, es la existencia de estados localizados entre

cada banda de estados de Dirac-Landau la que permite que la conductividad Hall

permanezca cuantizada y constante mientras cambia el factor de llenado.



Caṕıtulo 3

Teoŕıa de Muchos Cuerpos

En el caṕıtulo anterior hemos estudiado tanto el Efecto Hall Cuántico Enterocomo

el Efecto Hall Cuántico Fraccionarioen el formalismo de Segunda Cuantización.

En este contexto de Segunda Cuantización expresábamos el campo fermiónico en

función de los modos propios de la ecuación de Dirac para una part́ıcula en el

plano, moviéndose en presencia de un campo magnético constante, sin considerar

en primera aproximación ni la interacción entre part́ıculas ni la interacción con las

impurezas del material. En esta aproximación de part́ıcula “libre” encontrábamos

que la conductividad Hall aparece cuantizada para valores enteros y fraccionarios

del factor de llenado. No obstante, para el Efecto Hall Cuántico Enteroera nece-

sario considerar la localización debida a las impurezas para explicar las mesetas

observadas experimentalmente, aunque sigue tratándose de un fenómeno en el que

las part́ıculas no interaccionan entre śı, es decir, son “independientes”.

El Efecto Hall Cuántico Fraccionario, en esta aproximación, presenta una pe-

culiaridad respecto al Entero que es la enorme degeneración que aparece cuando

un nivel de Landau está parcialmente ocupado. Tenemos aśı infinitos estados de

igual enerǵıa correspondientes al mismo factor de llenado y, por tanto, igualmente

probables. Si promediamos sobre todos los posibles estados para cada factor de

llenado llegamos a la expresión para la conductividad Hall cuantizada σH = f e2

h

para 0 ≤ f ≤ 1. Sin embargo, ningún factor de llenado parece más probable que

otro, a diferencia de lo observado experimentalmente.

Por otro lado, aunque ambos efectos son observados esencialmente en análogas

circunstancias (campos magnéticos intensos y bajas temperaturas) y el resultado

de las observaciones es el mismo (aparecen las mesetas de la conductividad Hall

y la conductividad longitudinal se anula), existen diferencias importantes entre

ambos fenómenos, como son: la conductividad Hall cuantizada para factores de

117
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llenado fraccionarios se observa en muestras muy puras en contraposición con el

Efecto Entero; la exactitud en la conductividad Hall cuantizada en las mesetas es

mucho menor en el Efecto Fraccionario que en el Entero [108, 66].

Todo esto nos lleva a considerar que el Efecto Hall Cuántico Fraccionariodebe

encuadrarse en un contexto diferente al descrito para el Efecto Hall Cuántico

Entero. Y, a diferencia de éste, es precisamente la correlación entre los electrones

debida a la interacción Coulombiana el origen del primero.

La mayoŕıa de las teoŕıas sobre el Efecto Fraccionario, [108, 66, 132], están

basadas en la célebre función de onda propuesta por R.B. Laughlin [79, 80, 81].

Esta función de onda describe el estado fundamental de un número finito de

part́ıculas N , en un volumen finito y correspondiente a un factor de llenado f = 1
m

,

con m impar. R.B. Laughlin propuso una función de onda variacional de tipo Jas-

trow basándose en los resultados numéricos obtenidos para pocas part́ıculas y en

su experiencia con sistemas de materia condensada como el Helio ĺıquido super-

fluido. Esta función de onda describe un nuevo estado fundamental de materia

condensada, un fluido incompresible, que juega el mismo papel en el Efecto Frac-

cionario que el estado fundamental correspondiente a un factor de llenado entero

en el Efecto Entero.

En la primera Sección de este Caṕıtulo estudiaremos la conexión entre nues-

tra teoŕıa en Segunda Cuantificación y la Teoŕıa de muchos cuerpos en la que se

desarrolla de manera natural la Teoŕıa de R.B. Laughlin. En la siguiente Sección

analizaremos, utilizando un método variacional, que la función de Laughlin des-

cribe el estado fundamental del sistema estudiado para pocas part́ıculas. A con-

tinuación, en la Sección 3.3, estudiaremos en profundidad la teoŕıa topológica

propuesta por Thouless, analizando la conexión con la teoŕıa de la localización

para el Efecto Entero. Por último, revisaremos brevemente la teoŕıa de Laughlin

para las cuasipart́ıculas en el Efecto Hall Cuántico Fraccionario.

3.1 Conexión entre el formalismo de Segunda

Cuantización y la Teoŕıa de R.B.Laughlin

para el Efecto Hall Cuántico Fraccionario.

El espacio de Hilbert de nuestra teoŕıa en Segunda Cuantificación coincide con el

espacio de Fock fermiónico dado por

F ≡ Λ(Γ+(S)⊕ Γ−(S)⊕ Γ0(S)) (3.1)



CONEXION ENTRE LOS FORMALISMOS DE K. JOHNSON Y R.B. LAUGHLIN 119

= Λ(Γ+(S))⊗ Λ(Γ−(S))⊗ Λ(Γ0(S))

= ⊕∞N+,N−,N0=0Λ
N+Γ+(S)⊗ ΛN−Γ−(S)⊗ ΛN0Γ0(S)

donde Γ+(S), Γ−(S) y Γ0(S) son los subespacios de espinores de cuadrado sumable

para una part́ıcula en el plano, en presencia de un campo magnético constante,

con enerǵıa positiva, negativa o cero. Es decir, el espacio de Hilbert del operador

de Dirac es H = Γ+(S)⊕ Γ−(S)⊕ Γ0(S), y está generado por la base ortonormal

{ψ+
km(z, z̄), ψ−km(z, z̄), ψ0m(z, z̄)}.
Los espacios ΛN+Γ+(S), ΛN−Γ−(S) y ΛN0Γ0(S) representan los espinores para

N+ part́ıculas, N− antipart́ıculas y N0 modos cero, construidos como un producto

tensorial antisimetrizado de espinores de una part́ıcula, antipart́ıcula o modo cero.

Si las part́ıculas no interaccionan entre śı siempre es posible expresar el espacio de

Hilbert, para N part́ıculas idénticas, como producto tensorial del espacio de Hilbert

de cada una, HN =

N︷ ︸︸ ︷
H⊗ · · · ⊗ H; esto será cierto para los tres tipos de part́ıculas

que estamos considerando. En particular, para los modos cero un espinor de HN0

será:

ψ0
N0

(z1, z̄1, · · · , zN0 , z̄N0) = ψ0m1(z1, z̄1)⊗ · · · ⊗ ψ0mN0
(zN0 , z̄N0)

Teniendo en cuenta las propiedades de simetŕıa bajo el intercambio de part́ıculas

idénticas [97, 76], debemos proyectar al subespacio fermiónico ΛN0Γ0(S), aśı

PF ψ0
N0

(z1, z̄1, · · · , zN0 , z̄N0) =
1

N !

∑

σ∈SN0

(−1)P (σ)ψ0mσ(1)(z1, z̄1)⊗· · ·⊗ψ0mσ(N0)(zN0 , z̄N0)

Una base ortonormal de espinores antisimetrizados para este subespacio nos

vendrá dada por los determinantes de Slater:

ψ0
0m1,···,0mN0

(z1, z̄1, · · · , zN0 , z̄N0) =

=
1√
N0!

∑

σ∈SN0

(−1)σψ0mσ(1)(z1, z̄1)⊗ · · · ⊗ ψ0mσ(N0)(zN0 , z̄N0)

=
1√
N0!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ0m1(z1, z̄1) ψ0m1(z2, z̄2) . . . ψ0m1(zN0 , z̄N0)

ψ0m2(z1, z̄1) ψ0m2(z2, z̄2) . . . ψ0m2(zN0 , z̄N0)
...

...
. . .

...

ψ0mN0
(z1, z̄1) ψ0mN0

(z2, z̄2) . . . ψ0mN0
(zN0 , z̄N0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(3.2)

Y, por tanto, la base ortonormal del espacio de Fock Fermiónico en repre-

sentación de coordenadas es:

{· · · , ψ0
0m1,···,0mN0

(z1, z̄1, · · · , zN0 , z̄N0)⊗ ψ+
k1m1,···,kN+

mN+
(z1, z̄1, · · · , zN+ , z̄N+)

⊗ψ−k1m1,···,kN−mN−
(z1, z̄1, · · · , zN− , z̄N−), · · ·} (3.3)
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El campo fermiónico en función de los modos propios de una part́ıcula es

ψ(z, z̄) = ψ(z, z̄)+ + ψ(z, z̄)− + ψ(z, z̄)0 (3.4)

=
∞∑

k=1

∞∑

m≥−k

Bkm ψ+
km(z, z̄) +

∞∑

k=1

∞∑

m≥−k

D†
kmψ−km(z, z̄) +

∞∑

m=0

Am ψ0m(z, z̄)

ψ†(z, z̄) = ψ†(z, z̄)+ + ψ†(z, z̄)− + ψ†(z, z̄)0 (3.5)

=
∞∑

k=1

∞∑

m≥−k

Dkm ψ†
−
km(z, z̄) +

∞∑

k=1

∞∑

m≥−k

B†
kmψ†

+

km(z, z̄) +
∞∑

m=0

A†
m ψ†0m(z, z̄)

Con relaciones canónicas de anticonmutación1:

{ψα(z, z̄), ψ†β(z′, z̄′)} = δαβ δ2(z − z′)

{ψα(z, z̄), ψβ(z′, z̄′)} = {ψ†α(z, z̄), ψ†β(z′, z̄′)} = 0 (3.6)

Definimos el vaćıo como el estado aniquilado por todos los operadores de

destrucción:

ψ(z, z̄)+|0〉 = ψ(z, z̄)0|0〉 = 0

ψ†(z, z̄)+|0〉 = 0 , ∀z, z̄ (3.7)

Un estado con un número determinado de part́ıculas, antipart́ıculas o modos

cero, en representación de coordenadas puede expresarse en función del estado

vaćıo [16],

|z1, z̄1, · · · , zN+ , z̄N+〉 = ψ†(z1, z̄1)
− · · ·ψ†(zN+ , z̄N+)−|0〉

|z1, z̄1, · · · , zN0 , z̄N0〉 = ψ†(z1, z̄1)
0 · · ·ψ†(zN0 , z̄N0)

0|0〉
|z1, z̄1, · · · , zN− , z̄N−〉 = ψ(z1, z̄1)

− · · ·ψ(zN− , z̄N−)−|0〉 (3.8)

La distribución singular, δ, que aparece en las relaciones de anticonmutación

muestra que los campos no son operadores valuados sobre las funciones de IR2.

Para estudiar cómo actúan sobre las funciones de onda en el espacio de Fock

debemos introducir los operadores ψ̂[f ] y ψ̂†[f ], dados formalmente por [40]:

ψ̂[f ] =
∫ dzdz̄

2πi
f(z, z̄) ψ(z, z̄)

ψ̂†[f ] =
∫ dzdz̄

2πi
f(z, z̄) ψ†(z, z̄) (3.9)

1Las relaciones de anticonmutación para los operadores Bkm, Dkm, Am y sus conjugados, que
actúan sobre el espacio de Fock cuando expresamos los estados en la representación número, se
deducen de éstas.
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donde f(z, z̄) es una función test con soporte compacto en C.2 De esta forma los

nuevos operadores están valuados sobre las distribuciones y los anticonmutadores

son:

{ψ̂α[f ], ψ̂†β[g]} = δαβ

∫ dzdz̄

2πi
f †(z, z̄)g(z, z̄) (3.10)

El operador ψ̂†[f ] actúa sobre el espacio de Fock creando part́ıculas en un

estado fermiónico o en los modos cero y aniquilando antipart́ıculas; mientras que

el adjunto ψ̂[f ] crea antipart́ıculas y aniquila part́ıculas fermiónicas y modos cero.

En particular, para los modos cero tenemos:

[
ψ̂†[f0mN0

]ψ
]
N0

=

=
1√
N0

N0∑

j=1

(−1)j+1f0mN0
(zj, z̄j)ψN0−1(z1, z̄1; · · · ;

︷ ︸︸ ︷
zj, z̄j; · · · ; zN0 , z̄N0)

[
ψ̂[f0mN0+1

]ψ
]
N0

=

=
√

N0 + 1
∫ dzdz̄

2πi
f0mN0+1

(z, z̄)ψN0+1(z, z̄; z1, z̄1; · · · ; zN0 , z̄N0) (3.11)

donde
︷ ︸︸ ︷
zj, z̄j significa que la coordenada j no aparece. Por tanto, el operador

de creación actúa sobre el espacio de Fock fermiónico pasando de ΛN0−1Γ0(S) a

ΛN0Γ0(S), y el de destrucción lo hace de ΛN0+1Γ0(S) a ΛN0Γ0(S). Esto puede

reproducirse para part́ıculas y antipart́ıculas sobre los subespacios ΛN+Γ+(S) y

ΛN−Γ−(S).

Todos los operadores que describen la teoŕıa de multipart́ıculas pueden expre-

sarse en función de los campos ψ y ψ†, esto nos permitirá pasar de la teoŕıa de cam-

pos a la de muchas part́ıculas [16]. Del operador Hamiltoniano en electrodinámica

cuántica en (2+1) dimensiones que introducimos en el caṕıtulo anterior podemos

pasar al Hamiltoniano de muchas part́ıculas, es decir, sea

H =
∫ dzdz̄

2πi
: ψ†(z, z̄)~α

(
−ich̄~∇+ e ~A(z, z̄)

)
ψ(z, z̄) : (3.12)

donde hemos definido el orden normal de forma que 〈0|H = 0. El conmutador de

este operador con los campos es:

[ψ(z, z̄), H] = ~α
(
−ich̄~∇+ e ~A(z, z̄)

)
ψ(z, z̄)

[ψ†(z, z̄), H] = −ψ†(z, z̄)~α
(
−ich̄~∇+ e ~A(z, z̄)

)
(3.13)

2f(z, z̄) es una función valuada en C2 infinitamente suave y cero fuera de algún intervalo
finito [136].
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Y su acción sobre un estado con N+ part́ıculas es:

〈z1, z̄1, · · · , zN+ , z̄N+ |H|Ψ〉 =

= 〈0|[ψ(z1, z̄1) · · ·ψ(zN+ , z̄N+) , H]|Ψ〉

=





N+∑

I=1

~α
(
−ich̄~∇I + e ~A(zI , z̄I)

)


 Ψ(z1, z̄1, · · · , zN+ , z̄N+) (3.14)

Mientras que para N− antipart́ıculas tenemos:

〈z1, z̄1, · · · , zN− , z̄N−|H|Ψ〉 =

= 〈0|[ψ†(z1, z̄1) · · ·ψ†(zN− , z̄N−) , H]|Ψ〉

= −Ψ(z1, z̄1, · · · , zN− , z̄N−)





N−∑

I=1

~α
(
−ich̄~∇I + e ~A(zI , z̄I)

)


 (3.15)

Para un sistema en el cual las part́ıculas interaccionan con un potencial externo

V1(z, z̄), y entre śı, con un potencial de interacción a dos part́ıculas V2(|z1 − z2|)
tenemos el Hamiltoniano

H =
∫ dzdz̄

2πi
: ψ†(z, z̄)

{
~α

(
−ich̄~∇+ e ~A(z, z̄)

)
+ V1(z, z̄)

}
ψ(z, z̄) : (3.16)

+
1

2

∫ dzdz̄

2πi

∫ dz′dz̄′

2πi
: ψ†(z, z̄)ψ†(z′, z̄′)V2(|z − z′|)ψ(z′, z̄′)ψ(z, z̄) : (3.17)

tal que

〈z1, z̄1, · · · , zN , z̄N |H|Ψ〉 =

{
N∑

I=1

{
~α

(
−ich̄~∇I + e ~A(zI , z̄I)

)
+ V1(zI , z̄I)

}

+
N∑

I<J

V2(|zI − zJ |)
}

Ψ(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) = EΨ(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) (3.18)

El resultado es la ecuación de Dirac en (2 + 1) dimensiones para N part́ıculas

que interaccionan entre śı, moviéndose en el plano en presencia de un campo

magnético constante y de un potencial externo, que comprende la interacción con

las impurezas. Esta ecuación da una descripción relativista de la Teoŕıa de R.B.

Laughlin.

Si despreciamos la interacción con las impurezas, V1(z, z̄) = 0, el sistema será

invariante bajo rotaciones, y el estado fundamental para muchas part́ıculas ha de

ser propio del Hamiltoniano y del momento angular total. El operador momento

angular total J3 para muchas part́ıculas es:

〈z1, z̄1, · · · , zN , z̄N |J3|Ψ〉 =

=
N∑

I=1

h̄

{(
zI

∂

∂zI

− z̄I
∂

∂z̄I

)
+

1

2
σ3

}
Ψ(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) (3.19)
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donde

J3 =
∫ dzdz̄

2πi
: ψ†(z, z̄) {L3 + S3}ψ(z, z̄) :

La idea de las teoŕıas desarrolladas por Laughlin, Haldane, Halperin y otros

[108], es que este estado fundamental debe describir un fluido cuántico incompresi-

ble para ciertos valores racionales del factor de llenado. Es decir, debido a la inter-

acción repulsiva entre los electrones, éstos asumen la configuración más simétrica

posible compatible con su densidad, de manera que su enerǵıa sea la mı́nima. La

propiedad de incompresibilidad del estado fundamental para ciertos factores de

llenado fraccionarios, como demuestran A.Cappelli et al. [19, 20], puede caracteri-

zarse geométricamente como consecuencia de una simetŕıa infinita presente en el

sistema. Plantearemos el estudio relativista de este problema, análogo al realizado

por A.Cappelli et al., para el caso no relativista.

Al estudiar las simetŕıas del problema de Landau para una part́ıcula, vimos

que el sistema era invariante bajo las traslaciones magnéticas, cuyos generadores

infinitesimales eran los operadores b y b†. Además, teńıamos infinitos operadores

Ln,m = (b†)n+1bm+1, n,m ≥ −1, que conmutan con el Hamiltoniano, y repre-

sentaban, por tanto, la simetŕıa infinita del sistema. Estos operadores satisfacen el

álgebra W∞ cuyo ĺımite clásico es el álgebra w∞ de difeomorfismos que preservan

el área.

Estudiaremos, en primer lugar, la simetŕıa infinita del Efecto Hall Cuántico

Enteroque nos dará una condición de incompresibilidad para el estado fundamen-

tal correspondiente a factores de llenado enteros. Para ello es conveniente dar una

representación de estos operadores en el espacio de Fock fermiónico, aśı consider-

emos:

Ln,m =
∫ dzdz̄

2πi
: ψ†(z, z̄) Ln,m ψ(z, z̄) :

que en función de los modos propios:

Ln,m =
∞∑

k′=0

Lk′
n,m

Lk′
n,m =

∞∑

m′≥m+1−k′

√
(k′ + m′)!(k′ + m′ + n−m)!

(k′ + m′ −m− 1)!

(
B†

k′,m′+n−mBk′,m′

−D†
k′,m′Dk′,m′+n−m

)
k′ 6= 0

L0
n,m =

∞∑

m′≥m+1

√
(m′)!(m′ + n−m)!

(m′ −m− 1)!
A†

m′+n−mAk′,m′ (3.20)
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donde hemos utilizado las expresiones obtenidas para los operadores b y b†, (2.111)

y (2.112), en función de los operadores de creación y destrucción de part́ıculas,

antipart́ıculas y modos cero.

Es decir, el operador Ln,m es la suma de términos correspondientes a cada nivel

de enerǵıa. Para un valor fijo de (n−m), el operador Lm+s,m desplaza electrones,

aumentando n−m > 0, o disminuyendo n−m < 0, su momento angular en cada

nivel de enerǵıa (B†
k′,m′+sBk′,m′ y A†

m′+sAm′); o positrones, disminuyendo n−m > 0,

o aumentando n−m < 0, su momento angular ( D†
k′,m′Dk′,m′+s). Es decir, actúan

como operadores escalera en cada nivel de enerǵıa, conectando estados fermiónicos

con el mismo factor de llenado y con la misma enerǵıa, pero diferente momento

angular total [19].

En el Efecto Hall Cuántico Enterotenemos un único estado para cada factor de

llenado:

|f = i〉 ≡ |10, · · · , 1m, · · · ; 11,−1, · · · , 11,m, · · · ; 1i−1,−(i−1), · · · , 1i−1,m, · · ·〉
≡ A†

0 · · ·A†
m · · ·B†

1,−1 · · ·B†
1,m · · ·B†

i−1,−(i−1) · · ·B†
i−1,m · · · |0〉

con

A†
m|f = i〉 = 0 , ∀m ≥ 0

B†
km|f = i〉 = 0 , k = 0, 1, ..., i− 1 , ∀m ≥ −k

Bkm|f = i〉 = 0 , ∀k 6= 0, 1, ..., i− 1 , m ≥ −k

Dkm|f = i〉 = 0 , ∀k 6= 0 , m ≥ −k (3.21)

El operador Ln′,m′ actuando sobre el estado fundamental para factor de llenado

f = 1 se anula para −1 ≤ n′ < m′:

Ln′,m′ |f = 1〉 ≡ L0
n′,m′

{
A†

0 · · ·A†
m · · · |0〉

}
= 0 (3.22)

Es decir, este operador actúa disminuyendo el momento angular para n′ < m′ y,
por tanto, se anula sobre el estado fundamental cuando está completamente lleno.

Además, no puede generar transiciones a niveles de enerǵıa más altos porque actúa

horizontalmente dentro de cada nivel de enerǵıa. En realidad, si fueran posibles

transiciones de una o más part́ıculas a niveles más altos se reduciŕıa el momento

angular, y por tanto, el fluido se comprimiŕıa.

En general, para cualquier factor de llenado entero resulta:

Ln′,m′ |f = i〉 = 0 , −1 ≤ n′ < m′ (3.23)
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Estas condiciones caracterizan la incompresibilidad del estado fundamental

para el efecto entero. Es decir, pueden interpretarse como las condiciones alge-

braicas de incompresibilidad ya que todas las transiciones que disminuyen el mo-

mento angular del estado fundamental (comprensiones) son imposibles. Esta

simetŕıa cuántica del estado fundamental para factores de llenado enteros, en el

ĺımite clásico representa que el área ocupada por el fluido permanece constante y

cualquier deformación cambiará su forma pero no el área que ocupa. Por tanto,

las diferentes configuraciones del fluido incompresible estarán relacionadas por los

difeomorfismos que preservan el área, cuyos generadores satisfacen el álgebra w∞.

Si el sistema se encuentra en una superficie de área finita A, el estado funda-

mental para factor de llenado f = 1, con N part́ıculas en N modos, será:

ψ0
f=1(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) =

1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ00(z1, z̄1) ψ00(z2, z̄2) . . . ψ00(zN , z̄N)

ψ01(z1, z̄1) ψ01(z2, z̄2) . . . ψ01(zN , z̄N)
...

...
. . .

...

ψ0N−1(z1, z̄1) ψ0N−1(z2, z̄2) . . . ψ0N−1(zN , z̄N)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Los generadores infinitesimales Ln′,m′ para un sistema de muchas part́ıculas

son

〈z1, z̄1, · · · , zN , z̄N | Ln′,m′ |ψf=1〉 =

= 〈0|[ψ(z1, z̄1) · · ·ψ(zN , z̄N),Ln′,m′ ]|ψ〉

=

{
N∑

I=1

(b†I)
n′+1bm′+1

I

}
ψf=1(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) (3.24)

Luego en primera cuantización la condición de incompresibilidad para el estado

fundamental es exactamente la misma,

Ln′,m′ ψf=1(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) = 0 , −1 ≤ n′ < m′ (3.25)

Esta propiedad de incompresibilidad del estado fundamental para factores de

llenado enteros puede implementarse para factores de llenado fraccionarios. Sin

embargo, no podemos describir el sistema en la aproximación de part́ıcula libre

para factores de llenado fraccionarios ya que no seŕıa posible encontrar un único

estado fundamental cuando se ocupa parcialmente el primer nivel de Dirac-Landau.

En realidad, para un número finito de part́ıculas, N , y de modos cero, M , tenemos

un total de
(

M
N

)
estados posibles, de igual enerǵıa y con el mismo factor de llenado

f = N
M
≤ 1,

|N ; l1, l2, ..., lN〉 ≡ A†
l1

A†
l2
· · ·A†

lN
|0〉

l1 < l2 < · · · < lN , li = 0, 1, 2, ..., M − 1 (3.26)
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En representación de coordenadas, para cada factor de llenado 0 ≤ f ≤ 1,

resultará:

ψ0
f= N

M
(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) =

1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ0l1(z1, z̄1) ψ0l1(z2, z̄2) . . . ψ0l1(zN , z̄N)

ψ0l2(z1, z̄1) ψ0l2(z2, z̄2) . . . ψ0l2(zN , z̄N)
...

...
. . .

...

ψ0lN (z1, z̄1) ψ0lN (z2, z̄2) . . . ψ0lN (zN , z̄N)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Si tenemos en cuenta la interacción coulombiana entre las part́ıculas, se rompe

la degeneración, dando lugar a un único estado fundamental para factores de

llenado fraccionarios. Siguiendo el planteamiento de R.B. Laughlin [81], supon-

gamos que este estado es una combinación lineal de determinantes de Slater de

N part́ıculas en M = Nm modos, es decir, un estado con factor de llenado

f = N
M

= 1
m

, con m es un entero impar, donde cada part́ıcula puede tener un

momento angular: l = 0, 1, · · · , Nm − 1. En función de los estados introducidos

en la Sección 2.2.3, para factores de llenado fraccionarios podemos construir un

estado equivalente al estado de Laughlin para N part́ıculas, como una combinación

lineal de los mismos, es decir:

|N, f =
1

m
〉 =

m∑

K(12),···,K(1N)=0

m∑

K(23),···,K(2N)=0

· · ·
m∑

K(N−1,N)=0

(−1)

N∑

I<J

K(IJ)

×
N∏

I<J

(
m

K(IJ)

)
A†

m1
· · ·A†

mN
|0〉

=
m∑

{K(IJ)=0}
∀I<J=1,···,N

N∏

I<J

(−1)K(IJ)

(
m

K(IJ)

)
N∏

I=1

A†
mI
|0〉 (3.27)

donde

mI = (N − I)m−
N∑

J=I+1

K(IJ) +
I−1∑

J=1

K(JI) (3.28)

tal que
N∑

I=1

mI =
N(N − 1)

2
m ≡ L (3.29)

L es el momento angular total (orbital) para las N part́ıculas en la dirección del

campo magnético.
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En representación de coordenadas el estado fundamental viene dado por:

ψN, 1
m

(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) =
m∑

{K(IJ)=0}
∀I<J=1,···,N

N∏

I<J

(−1)K(IJ)

(
m

K(IJ)

)
N∏

I=1

ψ0,mI
(zI , z̄I)

(3.30)

donde ψ0,mI
(zI , z̄I) es el espinor correspondiente al primer nivel de Dirac-Landau

o modos cero (1.107). La primera componente de este espinor para N part́ıculas,

con factor de llenado f = 1
m

, es:

ΨN, 1
m

(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) =
m∑

{K(IJ)=0}
∀I<J=1,···,N

N∏

I<J

(−1)K(IJ)

(
m

K(IJ)

)
N∏

I=1

Ψ0,mI
(zI , z̄I)

= N
N∏

I<J

(zI − zJ)m e
− 1

2l2

N∑

I=1

|zI |2

(3.31)

que coincide exactamente con la función de onda propuesta por R. B. Laughlin

para el problema no-relativista.

Este estado (3.30) es propio del momento angular total con autovalor: J =
N(N−1)

2
m + N 1

2
; y el momento angular de cada part́ıcula en él es siempre menor

que: (N − 1)m. Aśı,

J ψN, 1
m

(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) =

=
N∑

I=1

h̄

{(
zI

∂

∂zI

− z̄I
∂

∂z̄I

)
+

1

2
σ3

}
ψN, 1

m
(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N)

= h̄

(
N(N − 1)

2
m + N

1

2

)
ψN, 1

m
(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) (3.32)

Podemos calcular el valor esperado del operador densidad de carga, ρ, en este

estado:

〈ρ〉 = −e
1

A

∫ dzdz̄

2πi
n(z, z̄) (3.33)

donde

n(z, z̄) =
〈N, f = 1

m
| [ψ†(z,z̄),ψ(z,z̄)]

2
|N, f = 1

m
〉

〈N, f = 1
m
|N, f = 1

m
〉 (3.34)

Pasando al ĺımite de área infinita A → ∞, y suponiendo una distribución

uniforme de carga, resulta:

〈ρ〉 = −e
eB

hc

(
1

m
− 1

2

)
(3.35)
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Esta expresión coincide exactamente con la calculada en general para un factor

de llenado 0 ≤ f ≤ 1, (2.175), pero aplicada al caso: f = 1
m

. La densidad de carga

respecto del vaćıo será entonces:

ρ = ρ̄f − ρv = −e
1

m

(
eB

hc

)

ρv = 〈0|ρ|0〉 = +
e

2

(
eB

hc

)
(3.36)

La densidad de corriente covariante en este estado fundamental y en el ĺımite

de área infinita:

〈jµ〉 = −e2

h

1

m
∗F µ (3.37)

Y por tanto, el tensor de conductividad para este sistema es:

σ =


 0 1

m
e2

h

− 1
m

e2

h
0


 , f =

1

m
, m impar (3.38)

En definitiva, hemos visto que el estado fundamental de R.B. Laughlin puede

obtenerse en este contexto de Segunda Cuantificación si sobre el estado vaćıo apli-

camos una combinación lineal de operadores de creación de modos cero, con unos

coeficientes, que son productos de coeficientes binómicos, y dependen del inverso

del factor de llenado. Esta combinación lineal tan concreta tiene algunas carac-

teŕısticas importantes:

• Las part́ıculas en este estado están fuertemente correlacionadas entre śı, de

tal forma que para zI = zJ , I, J = 1, 2, · · · , N la función de onda se anula.

• Es un estado propio del momento angular total. En un sistema de N

part́ıculas fermionicas éste tiene un valor mı́nimo igual a: J = N(N−1)
2

+N 1
2
.

Si considerasemos una interacción repulsiva a dos cuerpos las part́ıculas

escapaŕıan al infinito de no estar confinadas a moverse en una superficie

finita. De esta forma, cuando suponemos una superficie de área finita, no

serán posibles todos valores del momento angular para cada part́ıcula; y

para que el momento angular total del estado fundamental sea exactamente:

h̄
(

N(N−1)
2

m + N 1
2

)
, necesariamente cada part́ıcula debe tener un momento

angular (orbital) menor o igual que: l = (N − 1)m, entre todos los posibles,

l = 0, 1, · · ·Nm− 1, para esa superficie.

• Se deduce, pues, que en el estado fundamental considerado, cuya primera

componente coincide con la función de onda variacional de R. B. Laughlin,
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el número total de modos (de una part́ıcula) ocupados por cada part́ıcula es

precisamente: (N−1)m+1 y, por tanto, el factor de llenado, para la función

de onda de Laughlin, es: f = N
(N−1)m+1

, que en el ĺımite termodinámico:

f = N
(N−1)m+1

≈ N
Nm

= 1
m

.

• El sistema aśı descrito puede verse como un fluido incompresible para un

número finito de part́ıculas. Como veremos más adelante, este estado veri-

fica las mismas condiciones de incompresibilidad que el estado fundamental

para factores de llenado enteros, como consecuencia también de una simetŕıa

infinita. Sin embargo, los generadores infinitesimales de dicha simetŕıa no

son exactamente los operadores Ln,m sino una proyección de los mismos sobre

el primer nivel de Landau para el problema con interacción.

• Este estado describe el Efecto Hall Cuántico Fraccionarioen el ĺımite de área

infinita. Para tomar este ĺımite debemos suponer que el fluido tiene una

densidad uniforme.

• Por último, como veremos en la siguiente Sección, se puede comprobar, para

sistemas con pocas part́ıculas, que esta combinación lineal de determinantes

de Slater es la que hace mı́nima la enerǵıa de interacción Coulombiana.

3.2 Método variacional

La teoŕıa libre de electrones de Dirac moviéndose en un campo magnético constante

puede verse como la aproximación a orden cero de la Electrodinámica Cuántica

en (2+1) dimensiones. En Electrodinámica Cuántica tridimensional tenemos la

acción:

S =
∫

d3x
{
cψ̄(x)γµ

(
ih̄∂µ +

e

c
Aµ(x)

)
ψ(x)

}
+

∫
d3x

{
−1

4
Fµν(x)F µν(x)

}

El potencial vector puede expresarse de la forma:

Aµ(x) = Aext
µ (x) + aµ(x) µ = 0, 1, 2

y el tensor electromagnético será, por tanto,

F ext
µν = ∂µA

ext
ν (x)− ∂νA

ext
µ (x)

fµν = ∂µaν(x)− ∂νaµ(x)

Fµν = F ext
µν + fµν (3.39)
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El campo externo en el gauge simétrico viene dado por:

Aext
0 = 0 , Aext

1 =
B

2
x2 , Aext

2 = −B

2
x1

F ext
0i = 0 , i = 1, 2 , F ext

12 = B (3.40)

Aśı pues, la densidad lagrangiana para los campos libres será

L0 = cψ̄(x)γµ
(
ih̄∂µ +

e

c
Aext

µ (x)
)

ψ(x)− 1

4
Fµν(x)F µν(x) (3.41)

y la densidad lagrangiana de interacción,

LI = eψ̄(x)γµaµ(x)ψ(x) ≡ −1

c
jµ(x)aµ(x) (3.42)

donde jµ(x) = −ecψ̄(x)γµψ(x) ≡ (cρ(x),~j(x)) es la densidad de corriente conser-

vada [92].

Pasando al sistema de unidades naturales, h̄ = c = 1, vemos que la carga ya

no es una magnitud adimensional, como sucede en electrodinámica cuántica en

(3+1) dimensiones, sino que tiene dimensiones: [ e ] = L−
1
2 . Como consecuencia de

esto, la constante de acoplamiento adimensional es ahora: λ = e2√
eB

, y no la cons-

tante de estructura fina, [70]. Nos interesa estudiar la teoŕıa hasta primer orden

en esta constante adimensional, y para ello, necesitamos conocer los propagadores

del fotón y del fermión.

Hemos estudiado ya la cuantización canónica del campo fermiónico en presencia

de un campo externo. La cuantización canónica para el campo electromagnético

libre en (2+1) dimensiones es equivalente al problema cuadrimensional. Aśı, en el

formalismo covariante de Gupta y Bleuler, [92], tenemos la densidad Lagrangiana

de Fermi:

L = −1

2
∂νaµ(x)∂νaµ(x) (3.43)

Los campos conjugados son: πµ(x) = −ȧµ(x), y las relaciones de conmutación

canónicas a igual tiempo:

[aµ(~x, t), aν(~y, t)] = [ȧµ(~x, t), ȧν(~y, t)] = 0

[aµ(~x, t), ȧν(~y, t)] = −i gµνδ2(~x− ~y) (3.44)

Las ecuaciones para los campos:

2 aµ(x) = 0 (3.45)
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que coinciden con las ecuaciones de Maxwell si imponemos la condición de Lorentz,

∂µa
µ(x) = 0. Podemos expresar los campos en función de un conjunto completo

de soluciones de estas ecuaciones (3.45):

aµ(x) =
∑

~k , r

1√
2Aω~k

[
εµ
r (~k)br(~k)e−ikx + εµ

r (~k)b†r(~k)eikx
]

(3.46)

donde k0 = ω~k = |~k|. Se suma a todos los vectores de onda permitidos por las

condiciones de contorno periódicas en una superficie de área A, y a todas las

polarizaciones independientes, r = 0, 1, 2. Los vectores de polarización, εµ
r (~k),

satisfacen las siguientes relaciones de ortonormalidad y completitud:

εr(~k)εs(~k) = −ξrδrs , r, s = 0, 1, 2
∑
r

ξrε
µ
r (~k)εν

r(
~k) = −gµν

ξ0 = −1 , ξ1 = ξ2 = 1 (3.47)

De las relaciones de conmutación covariantes se deduce que el propagador de

Feynman para el fotón es:

〈0|T {aµ(x)aν(x′)} |0〉 = iDµν
F (x− x′)

Dµν
F (x) =

1

(2π)3

∫
d3k

−gµν

k2 + iε
e−ikx (3.48)

Para una polarización concreta:

εµ
0(~k) = nµ = (1, 0, 0)

εµ
1(~k) = (0,~ε1(~k))

εµ
2(~k) = (0,

~k

|~k|) , ~k · ~ε1(~k) = 0 (3.49)

El propagador puede separarse en tres sumandos:

Dµν
F (k) = Dµν

FT (k) + Dµν
FC(k) + Dµν

FR(k)

Tenemos una contribución asociada a los fotones transversales, que en el plano

tienen sólo un grado de libertad, y el resto puede separarse en dos sumandos

si tomamos una combinación lineal concreta entre los fotones longitudinales y
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escalares. Es decir,

Dµν
FT (k) =

1

k2 + iε
εµ
1(~k)εν

1(
~k)

Dµν
FC(k) =

nµnν

(kn)2 − k2

Dµν
FR(k) =

1

k2 + iε

[
kµkν − (kn)(kµnν + kνnµ)

(kn)2 − k2

]
(3.50)

Para el campo fermiónico el propagador de Feynman en presencia de un campo

externo será:

〈0|T{ψα(x)ψ̄β(x′)}|0〉 =
∑

k,m

e−iEk(t−t′)
(
ψ+

km(~x)ψ−km
†
(~x′)

)
αβ

+ δα1 δβ1 g(~x− ~x′) si t > t′

〈0|T{ψα(x)ψ̄β(x′)}0〉 =
∑

k,m

(
ψ−km(~x)ψ+

km
†
(~x′)

)
αβ

e−iEk(t′−t) si t′ > t

(3.51)

donde g(~x− ~x′) es la función de correlación a dos puntos igual a:

g(~x− ~x′) =
∞∑

m=0

Ψ0m(~x)Ψ∗
0m(~x′) =

eB

2π
e−

eB
4
|~x−~x′|2ei eB

2
(x′1x2−x′2x1) (3.52)

Nos interesa estudiar los procesos de scattering entre part́ıculas cargadas, a

primer orden en el parámetro adimensional λ = e2√
eB

, es decir:

∫
d3x

∫
d3x′ j̃µ

1 (x)D̃Fµν(x− x′)j̃ν
2 (x′) (3.53)

donde denotamos por: j̃µ(x) = 1
(eB)1/4 jµ(x) y D̃Fµν(x− x′) =

√
eB DFµν(x− x′).

De los tres sumandos del propagador del fotón es inmediato que la contribución

de DFCµν(x − x′) corresponde a la interacción instantánea de Coulomb entre las

densidades de carga: ρ1(~x, t) y ρ2(~x
′, t), pues:

DFCµν(x− x′) = gµ0gν0
1

4π
ln

1

|~x− ~x′|δ(t− t′) (3.54)

El propagador transversal DFTµν(x− x′) dará la interacción electromagnética

entre ~j1(x) y ~j2(x
′). Y, por último, el término DFRµν(x − x′) dará cero como

consecuencia de la consevación de la densidad de corriente.
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Cuando tenemos ocupación fraccionaria de los modos cero hemos visto, en la

teoŕıa libre, que hay una degeneración infinita entre estados con el mismo factor

de llenado. Como los modos cero son autofunciones de γ0 resulta que γ1 y γ2

no pueden acoplarlos, y por tanto, las part́ıculas que ocupan los modos cero sólo

pueden interaccionar coulombianamente [70]. Aśı pues, para determinar el estado

fundamental con ocupación fraccionaria debemos considerar la interacción colom-

biana residual entre las part́ıculas en los modos cero. Esta interacción en el plano

viene dada por el potencial logaŕıtmico V (|~x− ~x′|) = e2 ln 1
|~x−~x′| . No obstante, en

el material semiconductor donde se observa el efecto Hall cuántico sólo los elec-

trones son bidimensionales. Si tenemos en cuenta la posibilidad de que los fotones

transversales tengan dos estados de polarización, uno en el plano y otro perpen-

dicular al mismo, la interacción Coulombiana entre los electrones vendrá dada por

el potencial V (|~x − ~x′|) = e2 1
|~x−~x′| . En definitiva, el problema es equivalente al

planteado por R. B. Laughlin en el caso no-relativista.

Todo esto nos lleva a considerar un Hamiltoniano efectivo, que para N part́ıculas

será:

HN =
N∑

I=1

{
~α

(
−ich̄~∇I + e ~A(zI , z̄I)

)}
+

N∑

I<J

e2 1

|zI − zJ | (3.55)

Utilizaremos el método variacional para determinar el estado fundamental del

sistema cuando ocupamos un número finito de modos cero tal que f = 1
m

, m impar .

El Hamiltoniano conmuta con el momento angular total, y por tanto, el estado

que buscamos debe ser propio de ambos operadores.

Supongamos que el estado buscado tiene un momento angular total deter-

minado, que en función del inverso del factor de llenado es: J = L + S =
N(N−1)

2
m + N 1

2
; y que el momento angular de cada part́ıcula no puede tomar

cualquier valor, sino que esta restringuido a: l ≤ (N − 1)m. Seleccionamos, aśı,

entre los
(

Nm
N

)
determinantes de Slater posibles, para N part́ıculas en M = Nm

modos distintos, un subespacio de estados en el cual buscaremos qué combinación

lineal hace mı́nima la enerǵıa de interacción Coulombiana.

Para el problema más simple de dos part́ıculas tenemos los determinantes de

Slater con factor de llenado f = 1
m

dados por:

ψl1,l2(z1, z̄1, z2, z̄2) =
1√
2!

∣∣∣∣∣
ψ0l1(z1, z̄1) ψ0l1(z2, z̄2)

ψ0l2(z1, z̄1) ψ0l2(z2, z̄2)

∣∣∣∣∣
l1, l2 = 0, 1, · · · , 2m− 1 , l1 < l2 (3.56)

Los subespacios con momento angular total: J = m + 1; y con, lI ≤ m,
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I = 1, 2, son:

m = 3 , {ψ0,3 , ψ1,2}
m = 5 , {ψ0,5 , ψ1,4 , ψ2,3}
m = 7 , {ψ0,7 , ψ1,6 , ψ2,5 , ψ3,4}

· · ·
m = 2k + 1 , {ψ0,m , ψ1,m−1 , · · · , ψk,k+1} (3.57)

El valor esperado del potencial de Coulomb en dos cualesquiera de estos es-

tados puede expresarse en función de los determinantes de Slater del problema

no-relativista equivalente, es decir:

〈ψl1,l2(zI , z̄I ; zJ , z̄J)| V (|zI − zJ |) |ψl′1,l′2(zI , z̄I ; zJ , z̄J)〉 =

=
∫ dzIdz̄I

2πi

∫ dzJdz̄J

2πi
ψ†l1,l2

(zI , z̄I ; zJ , z̄J)
e2

|zI − zJ | ψl′1,l′2(zI , z̄I ; zJ , z̄J)

=
∫ dzIdz̄I

2πi

∫ dzJdz̄J

2πi
Ψ∗

l1,l2
(zI , z̄I ; zJ , z̄J)

e2

|zI − zJ | Ψl′1,l′2(zI , z̄I ; zJ , z̄J)

Donde Ψl1,l2(zI , z̄I ; zJ , z̄J) es:

Ψl1,l2(z1, z̄1, z2, z̄2) =
1

πll1+l2+2
√

2! l1! l2!

∣∣∣∣∣∣∣

zl1
1 zl1

2

zl2
1 zl2

2

∣∣∣∣∣∣∣
e
− 1

2l2

2∑

I=1

|zI |2
(3.58)

Calculamos los elementos de matriz del potencial de Coulomb en cada uno de

estos subespacios, tenemos aśı una matriz (k + 1× k + 1) para cada m = 2k + 1,

que diagonalizamos. El autovalor de mı́nima enerǵıa para cada m es:

m = 3 , V ' e2

l
0.391661

m = 5 , V ' e2

l
0.308433

m = 7 , V ' e2

l
0.262535

m = 9 , V ' e2

l
0.232453

· · · (3.59)

y el autovector correspondiente:

m = 3 , Φ3(z, z̄) ' −0.5 Ψ03(z, z̄) + 0.866025 Ψ12(z, z̄)
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m = 5 , Φ5(z, z̄) ' 0.25 Ψ05(z, z̄)− 0.559017 Ψ14(z, z̄) + 0.790569 Ψ23(z, z̄)

m = 7 , Φ7(z, z̄) ' −0.125 Ψ07(z, z̄) + 0.330719 Ψ16(z, z̄)− 0.572822 Ψ25(z, z̄)

+0.73951Ψ34(z, z̄)

m = 9 , Φ9(z, z̄) ' 0.0625 Ψ09(z, z̄)− 0.1875 Ψ18(z, z̄) + 0.375 Ψ27(z, z̄)

−0.57282 Ψ36(z, z̄) + 0.70156 Ψ45(z, z̄)

· · · (3.60)

con (z, z̄) ≡ (z1, z̄1, z2, z̄2).

Encontramos que el estado de mı́nima enerǵıa coincide exactamente con la

función de onda variacional propuesta por R.B. Laughlin, [79], para el problema

de dos part́ıculas. Para cada m = 3, 5, 7, · · ·,:

Φm(z1, z̄1, z2, z̄2) ∝ Ψ 1
m

(z1, z̄1, z2, z̄2)

donde la función de onda de Laughlin es:

Ψ 1
m

(z1, z̄1, z2, z̄2) =
1

π lm+2
(z1 − z2)

m e−
1

2l2
(|z1|2+|z2|2) (3.61)

O lo que es lo mismo, si proyectamos el estado calculado sobre el estado pro-

puesto por R. B. Laughlin resulta que:

〈Φm|Ψ 1
m
〉

√
〈Φm|Φm〉〈Ψ 1

m
|Ψ 1

m
〉 = 1. , ∀ m = 2k + 1 (3.62)

En general, la enerǵıa Coulombiana para dos part́ıculas en el estado de R.B.

Laughlin, que coincide exactamente con el autovalor mı́nimo calculado para cada

m, es:

V =
e2

l

Γ[m + 1
2
]√

2 m!
(3.63)

Pasemos al problema de tres part́ıculas, tenemos para f = 1
m

los determinantes

de Slater:

ψl1,l2,l3(z1, z̄1, z2, z̄2, z3, z̄3) =
1√
3!

∣∣∣∣∣∣∣

ψ0l1(z1, z̄1) ψ0l1(z2, z̄2) ψ0l1(z3, z̄3)

ψ0l2(z1, z̄1) ψ0l2(z2, z̄2) ψ0l2(z3, z̄3)

ψ0l3(z1, z̄1) ψ0l3(z2, z̄2) ψ0l3(z3, z̄3)

∣∣∣∣∣∣∣
l1, l2, l3 = 0, 1, · · · , 3m− 1 , l1 < l2 < l3 (3.64)

Los subespacios con momento angular total: J = 3m + 3
2
; y con, lI ≤ 2m ,

I = 1, 2, 3, son:

m = 3 , {ψ0,3,6 ; ψ0,4,5 ; ψ1,2,6 ; ψ1,3,5 ; ψ2,3,4}
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m = 5 , {ψ0,5,10 ; ψ0,6,9 ; ψ0,7,8 ; ψ1,4,10 ; ψ1,5,9 ;

ψ1,6,8 ; ψ2,3,10 ; ψ2,4,9 ; ψ2,5,8 ; ψ2,6,7 ; ψ3,4,8 ; ψ3,5,7 ; ψ4,5,6}
· · · (3.65)

Puede observarse que para tres part́ıculas la dimensión de los subespacios au-

menta mucho para valores de m altos y, por tanto, nos quedaremos sólamente

con el caso más simple m = 3. Para calcular el valor esperado del potencial de

Coulomb podemos tomar los determinantes de Slater del problema no-relativista,

es decir,

Ψl1,l2,l3(z1, z̄1, z2, z̄2, z3, z̄3) =
1

π l12
√

π3!l1!l2!l3!

∣∣∣∣∣∣∣

zl1
1 zl1

2 zl1
3

zl2
1 zl2

2 zl2
3

zl3
1 zl3

2 zl3
3

∣∣∣∣∣∣∣
e
− 1

2l2

3∑

I=1

|zI |2

(3.66)

La matriz de Coulomb será una matriz (5× 5), y su autovalor mı́nimo es:

V =
e2

l
1.01437 (3.67)

El vector propio correspondiente es:

Φ3(z, z̄) ' −0.118154 Ψ036(z, z̄) + 0.358425 Ψ045(z, z̄) + 0.314257Ψ126(z, z̄)

−0.459525Ψ135(z, z̄) + 0.740034Ψ234(z, z̄) (3.68)

con (z, z̄) ≡ (z1, z̄1, z2, z̄2, z3, z̄3).

Proyectando este estado sobre el estado variacional propuesto por R.B. Laugh-

lin para tres part́ıculas con un factor de llenado f = 1
3

tenemos:

〈Φ3|Ψ 1
3
〉

√
〈Φ3|Φ3〉〈Ψ 1

3
|Ψ 1

3
〉 = 0.993606 (3.69)

La función de onda de Laughlin en este caso es:

Ψ 1
3
(z1, z̄1, z2, z̄2, z3, z̄3) =

1

π
√

π l12

3∏

I<J

(zI − zJ)3 e
− 1

2l2

3∑

I=1

|zI |2

Luego, para tres part́ıculas estos estados no coinciden exactamente aunque son

prácticamente iguales. Es decir, el estado variacional de Laughlin no es exacto,

para un número de part́ıculas mayor que dos, pero es el que mejor se aproxima a

la combinación lineal de determinantes de Slater que hace mı́nima la enerǵıa de

interacción Coulombiana [81]. Por tanto, se trata de una buena aproximación para

el estado fundamental del sistema cuando tenemos ocupación fraccionaria de los

modos cero.
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3.3 Interpretación Topológica

La cuantización de la conductividad Hall en múltiplos enteros de e2

h
es extremada-

mente precisa e independiente de la geometŕıa y caracteŕısticas del material. Esto

induce a pensar en un origen topológico del fenómeno. Tal y como han pro-

puesto D. J. Thouless, y otros autores, σH puede reconocerse como un invariante

topológico [75, 101, 123, 124]. Plantearemos en este apartado el análisis de Thou-

less en el marco de la teoŕıa relativista que hemos desarrollado en los caṕıtulos

anteriores [49].

Como propone D. J. Thouless, consideremos un doble efecto Aharanov-Bohm,

de forma que el dispositivo sobre el que se estudia el efecto Hall sea el mostrado

en la Figuras 3.1 y 3.2.

Figura 3.1: Dispositivo para medir la resistencia Hall, hay una corriente fija J que pasa
a través de las emplomaduras (A,C), y el voltaje se mide con el volt́ımetro V entre las
emplomaduras (B,D).

El Hamiltoniano de Dirac para una part́ıcula, sin masa, en este sistema puede

expresarse en función del potencial vector, ~a(t)3, asociado a los flujos de los

solenoides dependientes del tiempo Φ1(t) y Φ2(t). Es decir:

HD
1 (a1(t), a2(t)) = ~α

[
c~p + e( ~A + ~a(t))

]
+ V1(x1, x2) (3.70)

donde ~A es el potencial vector asociado al campo magnético constante B, que

tomaremos en el gauge simétrico; y V1(x1, x2) es la enerǵıa de interacción de la

part́ıcula con las impurezas, que en primera aproximación puede despreciarse.

3En el gauge de Weyl a0 = 0.
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Figura 3.2: Las emplomaduras de corriente y voltaje son reemplazadas por dos tiras de
material bidimensional, con dos solenoides pasando a través de cada lazo, cuyos flujos
son variables ΦJ y ΦV . El voltaje se genera al variar el flujo que pasa a través de uno
de los solenoides, mientras que el otro se utiliza para medir la corriente a través del lazo
de corriente. La topoloǵıa de este sistema es la de un toro. [124]

La f́ısica es periódica en los flujos Φ1 y Φ2, ya que las part́ıculas no sienten

la presencia del campo magnético cuando el flujo esta cuantizado [114]: Φ1, Φ2 ∈
[0, hc

e
]. Además, la variación de los flujos en el tiempo inducirá una variación en

las corrientes j1 y j2, que vendrán dadas por:

j1 = −c
∂HD

1

∂a1(t)
= −e c α1

j2 = −c
∂HD

1

∂a2(t)
= −e c α2 (3.71)

Queremos encontrar el espectro y los espinores para este Hamiltoniano de Dirac

dependiente del tiempo. Si suponemos una variación infinitesimal del potencial

vector δ~a(t), y en definitiva de los flujos, el Hamiltoniano será:

HD
1 (δa1(t), δa2(t)) = HD

1 (0, 0) +
∂HD

1

∂a1

δa1(t) +
∂HD

1

∂a2

δa2(t) (3.72)

Que matricialmente puede expresarse

HD
1 (δaz(t), δaz̄(t)) =


 0 D(δaz(t))

D†(δaz̄(t)) 0


 (3.73)

donde

D(δaz(t)) = D(0) + e δaz(t) δaz(t) = δa2(t) + iδa1(t) (3.74)

D†(δaz̄(t)) = D†(0) + e δaz̄(t) δaz̄(t) = δa2(t)− iδa1(t)
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con D(0) y D†(0) dados por (1.100). Es decir, tenemos:

HD
1 (δaz(t), δaz̄(t)) = HD

1 (0, 0) + V (δaz, δaz̄) = HD
1 (0, 0) + e


 0 δaz(t)

δaz̄(t) 0




(3.75)

Es posible determinar el espectro de este Hamiltoniano conocido el de HD
1 (0, 0).

Como vimos en el primer Caṕıtulo, los niveles de enerǵıa para el Hamiltoniano de

Dirac en un campo magnético constante están degenerados en el momento angu-

lar total, y podemos distinguir tres tipos de soluciones: los modos “fermiónicos”,

ψ+
km y ψ−km con k 6= 0, y los modos cero, ψ0m. Si aplicamos la teoŕıa de pertur-

baciones dependiente del tiempo, no degenerada 4, en la aproximación adiabática

(suponiendo que los autovalores y espinores propios cambian suavemente con el

tiempo), resulta:

a) Para los autovalores

Ek (δaz, δaz̄) = Ek(0, 0) +
∑
m

〈ψk,m|V (δaz, δaz̄)|ψk,m〉

+
∑

k′ 6=k
m′ 6=m

〈ψk,m|V (δaz, δaz̄)|ψk′,m′〉〈ψk′,m′|V (δaz, δaz̄)|ψk,m〉
Ek − Ek′

+ θ((δaz)
3, (δaz̄)

3) (3.76)

b) Para los espinores

|ψk,m(δaz, δaz̄)〉 = |ψk,m〉+
∑

k′ 6=k
m′ 6=m

|ψk′,m′〉〈ψk′,m′ |V (δaz, δaz̄)|ψk,m〉
Ek − Ek′

+ θ((δaz)
2, (δaz̄)

2) (3.77)

Recordemos que una base ortonormal de espinores para el problema sin flujos

es:

|ψ±k,m〉k 6=0 =
1√
2


 |Ψk,m〉
∓|Ψk−1,m+1〉


 , |ψ0,m〉 =


 |Ψ0,m〉

0




Si nos quedamos a primer orden en la perturbación, para la enerǵıa encon-

tramos:

〈ψ±k,m|V |ψ±k,m′〉 = 0 , 〈ψ0,m|V |ψ0,m′〉 = 0 , ∀m,m′ (3.78)

4Los elementos de matriz del Hamiltoniano de interacción, HD
I (t) = e~α ·δ~a(t), entre diferentes

estados de igual enerǵıa son nulos [103].
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puesto que

〈ψ±k,m|αi|ψ±k,m′〉 =
∫ dzdz̄

2πi
ψ±k,m

†
(z, z̄) αi ψ±k,m′(z, z̄) = 0 (3.79)

〈ψ0,m|αi|ψ0,m′〉 =
∫ dzdz̄

2πi
ψ0,m

†(z, z̄) αi ψ0,m′(z, z̄) = 0 , ∀m,m′

Es decir, la corrección a primer orden para la enerǵıa es nula y será necesario

ir al siguiente orden de aproximación. Sin embargo, para los espinores tenemos ya

a primer orden una corrección no nula.

Es posible, no obstante, encontrar una expresión para la enerǵıa y para los

espinores en el caso de una variación finita de los flujos Φ1 y Φ2. Para ello es

conveniente observar la analoǵıa existente entre este problema y el de un potencial

periódico unidimensional, en el que se utiliza la aproximación tight-binding [114,

9]. Esta aproximación se materializa en nuestro problema si despreciamos en el

desarrollo en teoŕıa de perturbaciones, para los términos de orden mayor que dos,

los sumandos que se refieren a la transición desde un nivel de enerǵıa dado, k, a

niveles con k > k + 1 o k < k − 1.

Es decir, consideremos el Hamiltoniano dependiente de los flujos (3.75), si

suponemos que los elementos de matriz diagonales de este operador, en la base

ortonormal de espinores {|ψ±k,m〉, |ψ0,m〉}, son:

〈ψ±k,m|HD
1 (δaz, δaz̄)|ψ±k,m〉 = E±

k , k 6= 0

〈ψ0,m|HD
1 (δaz, δaz̄)|ψ0,m〉 = E0 = 0 (3.80)

y, que los únicos elementos de matriz no diagonales distintos de cero vienen dados

por:

〈ψ±k+1,m−1|HD
1 (δaz, δaz̄)|ψ±k,m〉 = ∓∆

〈ψ±k−1,m+1|HD
1 (δaz, δaz̄)|ψ±k,m〉 = ∓∆

〈ψ±k+1,m−1|HD
1 (δaz, δaz̄)|ψ0,m〉 = ∓∆0 (3.81)

(con ∆ y ∆0 independientes de k y m), podremos expresar el Hamiltoniano en la

forma:

HD
1 (δaz, δaz̄)|ψ+

k,m〉 = E+
k |ψ+

k,m〉 −∆|ψ+
k+1,m−1〉 −∆|ψ+

k−1,m+1〉
HD

1 (δaz, δaz̄)|ψ−k,m〉 = E−
k |ψ−k,m〉+ ∆|ψ−k+1,m−1〉+ ∆|ψ−k−1,m+1〉 , k 6= 0

HD
1 (δaz, δaz̄)|ψ0,m〉 = E0|ψ0,m〉 −∆0|ψ+

1,m−1〉+ ∆0|ψ−1,m−1〉 (3.82)

Del mismo modo que en el problema de un potencial periódico unidimensional

[114], y teniendo en cuenta que Ek no depende de m, es posible encontrar una
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combinación lineal de los estados de la base que sea propia del Hamiltoniano en

esta aproximación, aśı

|θ〉±k =
∞∑

m≥−k

ei( k−m
2

)θ|ψ±k,m〉

|θ〉0 =
∞∑

m=0

e−i m
2

θ|ψ0,m〉 (3.83)

La variable angular θ depende de los flujos, θ = θ(θ1, θ2), donde θi = e
h̄c

Φi,

i = 1, 2, que toma valores en θ ∈ [0, 2π], cuando los flujos toman valores en

Φi ∈ [0, hc
e
]. La enerǵıa de este estado para cada valor de k es:

E+
k (θ) = E+

k − 2∆cosθ

E−
k (θ) = E−

k + 2∆cosθ

E0(θ) = E0 (3.84)

para los modos “fermiónicos” y los modos cero.

Encontramos, por tanto, que la enerǵıa depende del número cuántico k, que

determina el nivel del espectro de Dirac-Landau, y también de un parámentro real

θ que toma valores en el continuo. Cada nivel de enerǵıa, para ∆ finito, se separa

en una banda de niveles con valores entre E+
k − 2∆ y E+

k + 2∆ para part́ıculas, y

entre E−
k +2∆ y E−

k − 2∆ para antipart́ıculas. La ecuación (3.84) describe el flujo

espectral asociado a la variación (adiabática) del potencial vector, y en definitiva

a la variación de los flujos, caracterizada por los distintos valores de θ.

La degeneración en m desaparece y cada nivel de Dirac-Landau se separa en

una banda de niveles de enerǵıa equivalente a la zona de Brillouin del potencial

periódico unidimensional, en este caso seŕıa la zona de Brillouin magnética. Sin

embargo, se trata de una banda de estados posibles para el sistema cuando éste

evoluciona en el tiempo de forma adiabática, es decir, cuando variamos el campo

eléctrico, y por tanto, las corrientes en el material.

Por otro lado, los modos cero no sienten la presencia de los flujos y su enerǵıa

sigue siendo cero. El nivel de enerǵıa, k = 0, no se separará en una banda cuando

variamos los flujos. Este hecho es coherente con el análisis de la Sección anterior,

en el que véıamos que los modos cero sólo interaccionan coulombianamente, y no

a través de la corriente ~α, [70].

Analizado el problema de una part́ıcula pasemos al de muchas part́ıculas. El

Hamiltoniano en presencia de flujos es:

HD(a1(t), a2(t)) =
∫ dzdz̄

2πi
: ψ†(z, z̄)HD

1 (a1(t), a2(t))ψ(z, z̄) : (3.85)
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tal que

HD(a1(t), a2(t)) Ψ(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N ; a1, a2) =
N∑

I=1

HD
1 (zI , z̄I ; a1(t), a2(t)) Ψ(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N ; a1, a2) (3.86)

De manera análoga al problema de una part́ıcula, en primera aproximación

para el efecto Hall cuántico entero podemos despreciar el potencial de interacción

con las impurezas y el de interacción entre las part́ıculas.

Los operadores de corriente en el sistema de muchas part́ıculas vienen dados

por:

J1 =
∫ dzdz̄

2πi
: ψ†(z, z̄)j1ψ(z, z̄) := −ec

∫ dzdz̄

2πi
: ψ̄(z, z̄)α1ψ(z, z̄) :

J2 =
∫ dzdz̄

2πi
: ψ†(z, z̄)j2ψ(z, z̄) := −ec

∫ dzdz̄

2πi
: ψ̄(z, z̄)α2ψ(z, z̄) : (3.87)

La conductividad Hall se puede calcular a partir del valor esperado del operador

corriente en el estado fundamental del sistema de muchas part́ıculas, que depen-

derá de los flujos y de su variación en el tiempo. No obstante, no será necesario

especificar cómo es este estado, basta con estudiar la respuesta del sistema cuando

cambian suavemente en el tiempo los flujos magnéticos. Es decir, supongamos que

Φi(t) = Φi(0) + δΦi(t), o lo que es lo mismo, que el sistema interacciona con un

campo electromagnético externo muy débil, tal que δ~a(t) = −c ~E(t)t, donde ~E(t)

es el campo eléctrico débil [39]. En tal caso el Hamiltoniano de Dirac para muchas

part́ıculas puede expresarse:

HD(δa1(t), δa2(t)) = HD(a1(0), a2(0))− 1

c
δa1(t)J1 − 1

c
δa2(t)J2 (3.88)

La dependencia temporal del Hamiltoniano es pequeña, y además vaŕıa lenta-

mente con el tiempo. De esta forma la teoŕıa de perturbaciones puede aplicarse

en la aproximación adiabática [116].

Supongamos que el sistema se encuentra en el estado fundamental en el

instante t = 0: |Ψ0(a1(0), a2(0))〉, y que conocemos una base de estados ortonormal

{ |φ(a1(t), a2(t))〉} propios del Hamiltoniano de Dirac instantáneo 5 :

HD(t) |φ(a1(t), a2(t))〉 = E(t) |φ(a1(t), a2(t))〉 (3.89)

5Estos estados pueden expresarse como un producto antisimetrizado de los estados de una
part́ıcula.
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Queremos determinar el estado fundamental propio del Hamiltoniano de Dirac

cuando variamos los flujos en el tiempo, es decir, |Ψ0〉 tal que:

ih̄
∂

∂t
|Ψ0(ai(t))〉 = HD(t)|Ψ0(ai(t))〉

En la aproximación adiabática la corrección a primer orden para este estado

es:

|Ψ0(ai(t))〉 = e−
i
h̄

∫ t

0
E0(t′)dt′


|φ0(ai(t))〉+ ih̄

∑

E 6=E0

|φE(ai(t))〉〈φE(ai(t))|∂φ0(ai(t))
∂t

〉
E − E0




(3.90)

donde, para t = 0, |Ψ0(a1(0), a2(0))〉 ≡ |φ0(a1(0), a2(0))〉. Los estados |φE(ai(t))〉
son estados excitados del Hamiltoniano de Dirac instantáneo.

De la ecuación (3.89) se deduce que la variación del estado fundamental

|φ0(a1(t), a2(t))〉 en el tiempo viene dada por:

〈φE(t)|∂φ0(t)

∂t
〉 =

1

E0(t)− E(t)
〈φE(t)|∂HD

∂t
|φ0(t)〉 , E 6= E0 (3.91)

Teniendo en cuenta que el Hamiltoniano depende del tiempo a través del po-

tencial vector asociado con los flujos, tenemos:

∂HD

∂t
= E1(t)J1 + E2(t)J2 (3.92)

Si calculamos el valor esperado de los operadores de corriente J1 y J2 en el

estado fundamental del sistema |Ψ0〉, quedándonos a primer orden en la pertur-

bación, resulta:

〈Ψ0(ai)|J1|Ψ0(ai)〉 = 〈φ0(ai)|J1|φ0(ai)〉+ ih̄
∑

E 6=E0


〈φ0(ai)|∂HD

∂t
|φE(ai)〉〈φE(ai)|J1|φ0(ai)〉

(E − E0)2
− 〈φ0(ai)|J1|φE(ai)〉〈φE(ai)|∂HD

∂t
|φ0(ai)〉

(E − E0)2




(3.93)

〈Ψ0(ai)|J2|Ψ0(ai)〉 = 〈φ0(ai)|J2|φ0(ai)〉+ ih̄
∑

E 6=E0


〈φ0(ai)|∂HD

∂t
|φE(ai)〉〈φE(ai)|J2|φ0(ai)〉

(E − E0)2
− 〈φ0(ai)|J2|φE(ai)〉〈φE(ai)|∂HD

∂t
|φ0(ai)〉

(E − E0)2




(3.94)
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Sustituyendo (3.92) en estas expresiones:

∆〈J1〉0 = E1 ih̄
∑

E 6=E0

[〈φ0(ai)|J1|φE(ai)〉〈φE(ai)|J1|φ0(ai)〉
(E − E0)2

− 〈φ0(ai)|J1|φE(ai)〉〈φE(ai)|J1|φ0(ai)〉
(E − E0)2

]

+E2 ih̄
∑

E 6=E0

[〈φ0(ai)|J2|φE(ai)〉〈φE(ai)|J1|φ0(ai)〉
(E − E0)2

− 〈φ0(ai)|J1|φE(ai)〉〈φE(ai)|J2|φ0(ai)〉
(E − E0)2

]

(3.95)

∆〈J2〉0 = E1 ih̄
∑

E 6=E0

[〈φ0(ai)|J1|φE(ai)〉〈φE(ai)|J2|φ0(ai)〉
(E − E0)2

− 〈φ0(ai)|J2|φE(ai)〉〈φE(ai)|J1|φ0(ai)〉
(E − E0)2

]

+E2 ih̄
∑

E 6=E0

[〈φ0(ai)|J2|φE(ai)〉〈φE(ai)|J2|φ0(ai)〉
(E − E0)2

− 〈φ0(ai)|J2|φE(ai)〉〈φE(ai)|J2|φ0(ai)〉
(E − E0)2

]

(3.96)

Los coeficientes lineales en el campo eléctrico ~E(t), que suponemos constante y

uniforme, son precisamente la conductancia longitudinal y la conductancia transver-

sal o Hall. En definitiva, el valor esperado de la conductancia longitudinal y Hall

en el estado fundamental descrito, a primer orden en la perturbación y en la apro-

ximación adiabática, es:

〈σ12〉0 = −ih̄
∑

E 6=E0

[〈φ0|J1|φE〉〈φE|J2|φ0〉
(E − E0)2

− 〈φ0|J2|φE〉〈φE|J1|φ0〉
(E − E0)2

]

〈σ11〉0 = 〈σ22〉0 = 0 (3.97)

Esta es la fórmula de Kubo para la conductancia Hall. Da la respuesta lineal de

la corriente en la dirección perpendicular al campo eléctrico aplicado [39, 124, 75].
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Si el sistema de muchas part́ıculas se encuentra en una superficie de área finita

A = L1L2, y suponiendo que el campo eléctrico externo es muy débil y uniforme,

podemos determinar el flujo asociado:

Φ1(t) = −ctE1L1 , Φ2(t) = −ctE2L2

que en función de las variables angulares θi, i = 1, 2 será:

Φi(t) =
h̄c

e
θi(t) , i = 1, 2

Podemos calcular la variación del estado fundamental con los flujos:

∣∣∣∣∣
∂φ0

∂θi

〉
=

P
E0 −H

∂H

∂θi

|φ0〉 (3.98)

donde P representa que el estado fundamental queda excluido.

Esto nos permite expresar la conductividad Hall en función de las variables

angulares:

σH(θ1, θ2) =
e2

ih̄

[〈
∂φ0

∂θ1

∣∣∣∣∣
∂φ0

∂θ2

〉
−

〈
∂φ0

∂θ2

∣∣∣∣∣
∂φ0

∂θ1

〉]
(3.99)

esta es la fórmula de Kubo-Thouless para la conductividad Hall [101, 124].

Thouless argumenta que σH(θ1, θ2) no puede depender de las condiciones de

contorno, determinadas por los flujos Φ1 y Φ2, ya que los cambios en el borde de la

muestra no se sienten en el interior de la misma cuando las longitudes de correlación

de las part́ıculas, en el estado fundamental, son exponencialmente pequeñas. En

esta situación, es posible tomar como valor constante para la conductividad Hall

el promedio a todos los posibles valores de θ1 y θ2, es decir

σH =
1

2πi

e2

h

∫ 2π

0
dθ1

∫ 2π

0
dθ2

[〈
∂φ0

∂θ1

∣∣∣∣∣
∂φ0

∂θ2

〉
−

〈
∂φ0

∂θ2

∣∣∣∣∣
∂φ0

∂θ1

〉]
(3.100)

En ausencia de flujos y en la teoŕıa relativista, el estado fundamental de muchas

part́ıculas viene dado por: ψ0(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N), que es un elemento del espacio de

Fock fermiónico F (N)(Γ(S)). Γ(S) es el espacio de espinores de dos componentes de

cuadrado integrable para una part́ıcula en el plano; es decir, entendemos Γ(S) como

el espacio de secciones de cuadrado integrable del fibrado trivial R2 ×C2 → R2,

donde R2 es la base y C2 la fibra. C2 es el espacio en que se representa el grupo

spin(1, 2;R). De esta manera, Ψ0 será una sección del fibrado R2N ×C2 → R2N ,

donde es posible definir un producto inducido: 〈 | 〉 : F (N)∗ ⊗ F (N) → C, que da

lugar a una métrica hermı́tica en el fibrado espinorial.
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Si introducimos los flujos encontramos que el estado fundamental dependerá

también de dos variables angulares: φ0({zI , z̄I}; θ1, θ2). Es decir, será una sección

de un fibrado E definido sobre T 2×R2N , que localmente es T 2×R2N ×C2. Sobre

las secciones de este fibrado está definida de manera natural una métrica hermı́tica

[73]:

h(s1, s2) =
∫

T 2×R2N
s†1s2 d vT 2×R2N (3.101)

La integración en las coordenadas espaciales nos restringe h al subfibrado ET 2

de base T 2, de modo que para la sección s = |φ0({zI , z̄I}; θ1, θ2)〉 tenemos:

h(s, s) =
∫

T 2
〈φ0|φ0〉 dvT 2 (3.102)

donde

〈φ0|φ0〉 =
∫

R2N
φ†0({zI , z̄I}; θ1, θ2)φ0({zI , z̄I}; θ1, θ2) dvR2N (3.103)

Dada h(s, s) siempre le podemos asociar una conexión ω = h−1∂h. Si la sección

s es tal que |s| ≡ 〈φ0|φ0〉 = 1, es decir, suponiendo que el estado fundamental

está normalizado, la conexión sobre el fibrado restringido será de la forma, ω,

ω = ωθ1dθ1 + ωθ2dθ2, donde las componentes son:

ωθ1 = −i〈φ0|∂φ0

∂θ1

〉 = −ie−iΛ(θ1,θ2) ∂

∂θ1

eiΛ(θ1,θ2)

ωθ2 = −i〈φ0|∂φ0

∂θ2

〉 = −ie−iΛ(θ1,θ2) ∂

∂θ2

eiΛ(θ1,θ2) (3.104)

La conductividad Hall es precisamente la integral de la curvatura de esta

conexión en el toro, [39, 27, 24]:

σH =
e2

2πh

∫ 2π

0
dθ1

∫ 2π

0
dθ2 [∂θ1ωθ2 − ∂θ2ωθ1 ]

=
e2

h

1

2π

∫

γ

~∇Λ(θ1, θ2) · d~θ (3.105)

Y por tanto será, salvo un factor importante, la primera clase de Chern del

fibrado restringido, y por extensión del fibrado E, que es trivial sobre R2N :

σH ≡ e2

h
c1(E) (3.106)

En definitiva, la conductividad Hall es un invariante topológico. Esto explica

fundamentalmente dos cosas:
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• La cuantización de la conductividad Hall: σH sólo puede tomar valores en-

teros en unidades de e2

h
.

• La existencia de mesetas en el Efecto Hall Cuántico entero: hemos visto

que pequeñas variaciones en los flujos no inducen cambios importantes en

la conductividad, que puede determinarse como el promedio sobre las dis-

tintas condiciones de contorno. Por tanto, aunque se modifique el factor de

llenado del estado fundamental (variando los flujos) la conductividad Hall

permanecerá constante hasta alcanzar el siguiente valor cuantizado.

Hemos estudiado la cuantización y existencia de mesetas en el Efecto Hall

entero desde dos puntos de vista muy diferentes.

Por un lado, en la Sección 2.2.4 abordamos el problema de las impurezas en el

contexto de la Mecánica Cuántica relativista pasando a Segunda Cuantificación.

Conocido el espectro de una part́ıcula en el plano, en presencia de un campo

magnético uniforme y de una impureza, podemos distinguir dos tipos de estados:

extensos y localizados.

Este esquema se basaba esencialmente en dos puntos:

• El estado fundamental, para cada factor de llenado, es un estado en el cual

las part́ıculas van ocupando los estados localizados y extensos siguiendo la

estad́ıstica fermiónica. Es decir, el nivel de Fermi-Dirac es móvil, y pasa

a través de la banda de estados localizados y extensos, correspondiente al

primer nivel de Dirac-Landau, hasta que está totalmente ocupado.

Se trata, por tanto, de una situación estacionaria que se alcanza para cada

factor de llenado cuando cambia la densidad de part́ıculas o bien el campo

magnético externo. Esta teoŕıa permite reproducir el resultado experimen-

tal para la conductividad Hall correspondiente a la primera meseta, hasta

alcanzar el factor de llenado f = 1.

• En este punto, es necesario redefinir el nivel de Fermi-Dirac para alcanzar

el factor de llenado f = 2, y reproducir de nuevo el resultado experimental

para la siguiente meseta.

Por otro lado, en este apartado hemos desarrollado el argumento propuesto

por Thouless también en el contexto de la mecánica cuántica relativista. Hemos

estudiado, aśı, el problema de una part́ıcula en el plano en presencia de un campo

magnético uniforme y de dos solenoides cuyos flujos son variables en el tiempo.

En la aproximación adiabática, y teniendo en cuenta la periodicidad en los flujos
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(consecuencia del efecto Aharanov-Bohm), podemos determinar el flujo espectral

en el espectro de Dirac cuando éstos vaŕıan.

Pero nos interesa más el problema de muchas part́ıculas. Si suponemos que el

sistema se encuentra en el estado fundamental, podemos calcular a primer orden

en teoŕıa de perturbaciones el valor esperado de la corriente, y encontramos una

expresión para la conductividad Hall, la fórmula de Kubo-Thouless.

Dos aspectos fundamentan este análisis:

• Podemos determinar el coeficiente Hall conociendo simplemente cómo cambia

el estado fundamental con los flujos.

• La hipótesis de Thouless: el valor esperado de la conductividad Hall en el

estado fundamental es independiente de la variación en los flujos. Puede

calcularse aśı como el promedio sobre las condiciones de contorno posibles.

Encontramos que la conductividad Hall es un invariante topológico.

La hipótesis de Thouless tiene su fundamento en el fenómeno de la localización:

pequeños cambios en los flujos (en el factor de llenado) no afectan a la conductivi-

dad Hall porque las part́ıculas ocupan estados localizados.

Es posible conectar estos dos análisis:

Consideremos el problema de una part́ıcula en el plano en presencia de im-

purezas y de los flujos, descrito por la ecuación de Dirac. Aunque no es posible

determinar de manera exacta el espectro en esta situación, podemos suponer, en

la aproximación adiabática y teniendo en cuenta la periodicidad en los flujos, que

la enerǵıa de cada nivel de Dirac-Landau separa en una banda que depende del

valor de los flujos. Esto será cierto también para el primer nivel de Dirac-Landau,

correspondiente a los modos cero, ya que en presencia de impurezas estos estados

se verán afectados por los flujos a diferencia del caso libre.

El estado fundamental correspondiente a factor de llenado, f = 0, en Segunda

Cuantificación, es decir, el vaćıo, permite definir el mar de Dirac: todos los estados

con enerǵıa negativa están completamente ocupados.

Podemos definir también el nivel de Fermi-Dirac: nivel de enerǵıa situado entre

el mar de Dirac y el primer estado de part́ıcula no ocupado [93].

Cuando empieza a pasar corriente a través de la muestra las part́ıculas ocupan

los estados localizados de mı́nima enerǵıa. El nivel de Fermi-Dirac es ahora un nivel

móvil sobre la banda de estados localizados. El factor de llenado aumenta hasta

f ≈ 1/2 sin que se produzca disipación, y por tanto, sin contribuir a la conductivi-

dad Hall. A continuación se llenan los estados extensos y la conductividad Hall
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aumenta y alcanza el primer valor cuantizado: σH = e2

h
. Continúan llenándose los

estados localizados hasta completar el primer nivel de Dirac-Landau. El nivel de

Fermi-Dirac se encontrará ahora entre dos niveles de Dirac-Landau consecutivos.

Si sobre este estado fundamental aplicamos la teoŕıa de Thouless resulta que,

mientras que la conductividad Hall no cambia como consecuencia de la variación

de los flujos, en el espectro de una part́ıcula se produce un flujo espectral que

permite redefinir el mar de Dirac. Es decir, una vez ocupado completamente el

primer nivel de Dirac-Landau, se produce una variación adiabática en los flujos

de forma que el espectro se modifica: el primer nivel pasa a tener enerǵıa cero (es

decir, pasa al mar de Dirac), y el siguiente nivel de enerǵıa pasa a tener la enerǵıa

del primer nivel, y aśı sucesivamente para todos los niveles del espectro. El nivel

de Fermi-Dirac se encontrará ahora entre el nuevo mar de Dirac y el segundo nivel

de Dirac-Landau.

Además, dado que el sistema es invariante gauge, esta variación en los flujos

induce una fase sobre la función de onda del estado fundamental. Debemos iden-

tificar la fase del estado fundamental correspondiente a las superficies de Fermi

antes y después de producirse la variación en los flujos [93]. Esta fase está definida

salvo un factor 2πn como consecuencia del carácter angular de las variables θ1 y

θ2; n (número de vueltas), en este caso será n = 1, correspondiente a tener un

nivel completamente lleno.

Repetimos ahora el análisis partiendo del estado con factor de llenado uno

(nuevo vaćıo): comienzan a ocuparse los estados localizados y extensos de la

siguiente banda (correspondiente al segundo nivel de Dirac-Landau), el nivel de

Fermi-Dirac recorre dichos estados y alcanzamos aśı la siguiente meseta: σH = 2 e2

h
.

Cuando tenemos dos niveles completamente ocupados el nivel de Fermi-Dirac se en-

contrará de nuevo entre dos niveles de enerǵıa consecutivos y una pequeña variación

en los flujos permite, como consecuencia del flujo espectral, redefinir el mar de

Dirac y el nivel de Fermi. El cambio de fase en la función de onda corresponde

ahora a n = 2. Y aśı, sucesivamente.

3.4 Cuasipart́ıculas: El problema de la jerar-

qúıa

En la primera Sección de este caṕıtulo estudiamos la conexión entre la teoŕıa

de R.B. Laughlin para el Efecto Hall Cuántico Fraccionario y el formalismo de

Segunda Cuantificación desarrollado en el Caṕıtulo 2. Encontramos que el es-
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tado fundamental propuesto por Laughlin pod́ıa expresarse como una combinación

lineal de estados de una part́ıcula (correspondientes al primer nivel de Dirac-

Landau), y por tanto, era posible describir este estado en Segunda Cuantificación.

El valor esperado de la densidad de carga en este estado, en el ĺımite de área

infinita, nos llevaba al resultado esperado para la conductividad Hall correspondi-

ente a un factor de llenado fraccionario f = 1
m

con m impar. Sin embargo, esto

no permite explicar la presencia de mesetas para estos factores de llenado, ni tam-

poco para otros factores de llenado fraccionarios distintos que han sido observados

experimentalmente.

Las mesetas del efecto Hall fraccionario para f = 1
m

pueden explicarse con-

siderando la localización de las excitaciones del estado fundamental de Laughlin, es

decir, las cuasi-part́ıculas (cuasi-agujeros ó cuasi-electrones) [81, 82]. Estas excita-

ciones tienen carga y estad́ıstica fraccionara: son aniones. Halperin [54] y Haldane

[51], desde puntos de vista diferentes, proponen el esquema de la jerarqúıa para

explicar todos los factores de llenado fraccionarios observados experimentalmente.

En particular, Halperin desarrolla una teoŕıa en la que supone la condensación de

muchas cuasi-part́ıculas en estados correlacionados del mismo tipo que el estado de

Laughlin para electrones, pero con la diferencia de que en este caso las part́ıculas

tienen estad́ıstica fraccionaria.

En este apartado revisaremos brevemente la teoŕıa de Laughlin sobre las cuasi-

part́ıculas [82]. Demostraremos, utilizando el concepto de la fase de Berry, que

tienen carga y estad́ıstica fraccionaria basándonos en la aproximación utilizada

por D.P. Arovas et al [6]. Y por último, revisaremos la generalización de la teoŕıa

de R. B. Laughlin a toda una jerarqúıa de estados cuantizados con un factor de

llenado fraccionario, f = p
q
, con p y q primos entre śı, y q impar, tal que, 0 < f < 1.

El estado propuesto por Laughlin es el estado fundamental para un sistema de

N part́ıculas fuertemente correlacionadas entre śı. Es propio del momento angular

total con: J3 = h̄
(

N(N−1)
2

m + N 1
2

)
, donde m es el inverso del factor de llenado.

Se trata de un fluido incompresible para un número finito de part́ıculas, que en

el ĺımite de área infinita, y suponiendo que el fluido tiene una densidad uniforme,

describe el efecto Hall cuántico fraccionario para los factores de llendo f = 1
3
, 1

5
, · · ·.

Cualquier variación de la densidad de carga respecto de la del estado funda-

mental (para un factor de llenado f ≈ 1
m

) se traduce en la creacción de cuasi-

part́ıculas o excitaciones localizadas. Para obtener estas excitaciones supongamos,

como propone Laughlin, que en el estado fundamental introducimos un solenoide

infinitesimalmente fino en z0, a través del cual hacemos pasar adiabáticamente un
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cuanto de flujo φ0, de forma que el estado del sistema sigue siendo un autoestado

instantáneo del Hamiltoniano cambiante. Esta variación del flujo desde φ = 0

hasta φ = φ0 produce un campo eléctrico circular alrededor de z0 de forma que

las part́ıculas fluyen hacia dentro o hacia fuera (dependiendo del signo del flujo)

acumulándose una carga positiva o negativa alrededor de z0. Pero este cambio

en un cuanto de flujo puede compensarse con una transformación gauge, y aśı, el

estado resultante será un estado excitado del Hamiltoniano original [81, 85].

Las funciones de onda aproximadas propuestas por Laughlin para describir un

estado de factor de llenado f = 1
m

con un cuasi-agujero o un cuasi-electrón en z0

son:

Ψ
z+
0

N, 1
m

(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) =
N∏

I=1

(zI − z0)ΨN, 1
m

(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N)

Ψ
z−0
N, 1

m

(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) =
N∏

I=1

(l2
∂

∂zI

− z̄0)ΨN, 1
m

(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) (3.107)

donde ΨN, 1
m

(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N), (3.31), es la primera componente del espinor del

estado fundamental en la teoŕıa relativista de muchas part́ıculas desarrollada en

la Sección 3.1, que coincide exactamente con la función de onda de Laughlin del

problema no-relativista. En la función de onda para el cuasi-electrón los operadores

diferenciales no actúan sobre el factor exponencial de ΨN, 1
m

.

En el caso de que las cuasi-part́ıculas se encuentren en el origen podemos

determinar el momento angular total para este estado, (3.107), que será: J3 =

h̄
(

N(N−1)
2

m + N + N 1
2

)
y J3 = h̄

(
N(N−1)

2
m−N + N 1

2

)
para los cuasi-agujeros y

cuasi-electrones respectivamente. Es decir, se produce, como consecuencia de la

variación del flujo en el solenoide, un desplazamiento de las part́ıculas en el primer

nivel de Dirac-Landau aumentando o disminuyendo su momento angular orbital.

La carga y la estad́ıstica de las cuasipart́ıculas puede determinarse de forma

directa utilizando el concepto de la fase de Berry como proponen Arovas et al [6].

Estos autores, para determinar la carga de las cuasi-part́ıculas, calculan el cambio

en la fase de la función de onda propuesta por Laughlin cuando la posición de

la cuasi-part́ıcula z0 se mueve adiabáticamente describiendo un camino cerrado.

Como la fase que adquiere una part́ıcula cargada en un camino cerrado en presencia

de un campo magnético es de tipo Aharanov-Bohm, y por tanto, proporcional a

su carga, igualando estas fases puede determinarse la carga de la cuasipart́ıcula.

Antes de abordar este cálculo recordemos brevemente el concepto de la fase de

Berry. Se trata de un refinamiento del teorema adiabático de la mecánica cuántica.

El teorema adiabático establece que si variamos lentamente los parámetros del
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Hamiltoniano un estado que se encuentre en un nivel de enerǵıa dado permanecerá

en ese nivel [132]. Es decir, consideremos un Hamiltoniano dependiente del tiempo

H(t), si en un instante t0 el sistema se encuentra en un autoestado instantáneo

ψα(t0), tal que

H(t)ψα(t) = Eαψα(t)

En la aproxiamción adiabática, el sistema en un instante t se encontrará en el

estado:

Ψα(t) = e

[
− i

h̄

∫ t

t0
dt′Eα(t′)−iγα

]
ψα(t) (3.108)

donde la fase γα es:

γα = −i
∫ t

t0
dt′〈ψα(t′)|dψα(t′)

dt′
〉 (3.109)

La fase γα generalmente no es observable [116]. Sin embargo, como puso de

manifiesto Berry, si el Hamiltoniano resultante tras una transformación adiabática

vuelve a su forma original, este cambio en la fase de la función de onda śı es

observable en el ĺımite adiabático. Esta fase depende sólo de la geometŕıa del

camino descrito por la función de onda en el espacio de funciones, y no de la

parametrización. Es la fase geométrica de Berry.

La fase de Berry para la función de onda de un cuasi-agujero será, por tanto,

γ = −i
∫ t

t0
dt′〈Ψz+

0

N, 1
m

(t′)|
dΨ

z+
0

N, 1
m

(t′)

dt′
〉

= −i
∫ t

t0
dt′〈Ψz+

0

N, 1
m

(t′)|
N∑

I=1

d

dt′
ln(zI − z0(t

′))|Ψz+
0

N, 1
m

(t′)〉 (3.110)

donde la integral se evalúa desde el instante inicial t0 hasta el instante t en el cual

el cuasi-agujero vuelve a su posición inicial después de recorrer un camino cerrado

no trivial (donde se ha tomado el sentido antihorario).

Para evaluar esta integral utilizamos que la densidad de electrones en el estado

con un cuasi-agujero es:

n(z) = 〈Ψz+
0

N, 1
m

(t)|
N∑

I=1

δ(2)(z − zI)|Ψz+
0

N, 1
m

(t)〉 (3.111)

Esto equivale a considerar N part́ıculas puntuales no-relativistas localizadas en

los puntos zI [85]. Si pasamos al ĺımite no-relativista en nuestra teoŕıa encontramos

que tanto el estado fundamental como sus excitaciones vienen descritos por las

funciones de onda propuestas por Laughlin para el problema no-relativista. En

este ĺımite podemos considerar la densidad de part́ıculas (3.111).
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Sustituyendo la expresión (3.111) en (3.110), resulta:

γ = −i
∫ t

t0
dt′

∫
d2z

d

dt′
ln(z − z0(t

′)) n(z)

= −i
∫

d2z
∮

Γ
dz0

1

z0 − z
n(z) (3.112)

Es posible evaluar esta integral, suponiendo que n(z) es una función regular [6],

y teniendo en cuenta que la densidad de part́ıculas en este estado es esencialmente

la misma que en el estado fundamental (con factor de llenado f = 1
m

) salvo en una

pequeña región próxima al cuasi-agujero y en el borde de la muestra:

γ = 2π
∫

<Γ
d2z n(z) = 2πN ≡ 2π

1

m

eB

hc
A (3.113)

donde N = nA es el promedio de electrones que hay en el recinto limitado por

Γ, A es el área de este recinto, y se ha tomado n ≡ 1
m

eB
hc

. Tenemos aśı la fase de

Berry para la función de onda de un cuasi-agujero.

Por otro lado, es posible calcular la fase que adquiere la función de onda de una

part́ıcula de carga q que se mueve a lo largo de un camino cerrado Γ que encierra

un flujo φ. Como consecuencia del efecto Aharonov-Bohm resulta [114, 85]:

e
−i

q

h̄c

∫

Γ
d~r · ~A

= e
−i

q

h̄c

∫
d2r B

= e
−i

qφ

h̄c (3.114)

Igualando ambas fases: e−iγ y e−i qφ
h̄c , encontramos que la carga del cuasi-hueco

es:6

q =
e

m
(3.115)

La carga de un cuasi-agujero puede entenderse como la carga media por es-

tado, es decir, la carga de las cuasi-part́ıculas y la densidad de carga del estado

fundamental son esencialmente lo mismo [81].

El cálculo de la carga del cuasi-electrón es un poco más complicado aunque

requiere esencialmente las mismas hipótesis que hemos tenido en cuenta para de-

terminar la carga del cuasi-agujero [85]. Aśı, la fase de Berry para la función de

onda de un cuasi-electrón es:

γ = −i
∫ t

t0
dt′

∫
d2z

d

dt′
ln(z̄ − z̄0) n(z)

= −i
∫

d2z
∮

Γ
dz̄0

1

z̄0 − z̄
n(z)

= −2π
∫

<Γ
d2z n(z) = −2πN = −2π

1

m

eB

hc
A (3.116)

6Donde q = −e es la carga del electrón.
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Identificando esta fase con la fase Aharonov-Bohm resulta para la carga de un

cuasi-electrón:

q = − e

m
(3.117)

Este resultado, que hemos obtenido bajo la hipótesis adiabática y en el ĺımite

no-relativista, coincide con el resultado obtenido por Laughlin utilizando la ana-

loǵıa del plasma equivalente para estas funciones de onda [81].

Un cálculo muy similar puede llevarse a cabo para determinar qué estad́ıstica

satisfacen las cuasipart́ıculas. Para ello consideremos un estado con dos cuasi-

huecos localizados en za y zb, la función de onda que describe este estado excitado

es:

Ψ
z+
a ,z+

b

N, 1
m

(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) =
N∏

I=1

(zI − za)(zI − zb)ΨN, 1
m

(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) (3.118)

Supongamos que el cuasi-agujero situado en za se mueve adiabáticamente reco-

rriendo un camino cerrado Γ mientras que el otro cuasi-agujero permanece fijo en

zb. La función de onda adquiere una fase de Berry que será:

γ = −i
∫ t

t0
dt′〈Ψz+

a ,z+
b

N, 1
m

(t′)|
dΨ

z+
a ,z+

b

N, 1
m

(t′)

dt′
〉

= 2π
∫

<Γ
d2z n(z) (3.119)

donde

n(z) = 〈Ψz+
a ,z+

b

N, 1
m

(t)|
N∑

I=1

δ(2)(z − zI)|Ψz+
a ,z+

b

N, 1
m

(t)〉 (3.120)

Si en la región limitada por Γ no se encuentra el otro cuasi-agujero, el resultado

coincide exactamente con el obtenido, es decir γ = 2πN , donde N = nA. En el

caso contrario, con el cuasi-agujero zb interior a Γ, el camino es homotópicamente

no trivial, y resulta:

γ = 2π
∫

<Γ
d2z n(z) = 2π

(
N − 1

m

)
(3.121)

ya que el promedio de electrones interiores a Γ disminuye en una fracción 1
m

como

consecuencia de la presencia del cuasi-agujero situado en zb.

Cuando un cuasi-agujero (localizado en za) rodea a otro (localizado en zb) la

función de onda adquiere una fase extra que puede interpretarse como una fase

estad́ıstica [85]:

e−iγ = e
2πi

1

m (3.122)
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La fracción 1
m

está perfectamente definida como consecuencia de la incompresi-

bilidad del estado fundamental, en particular no depende de los detalles del camino

cerrado Γ sino sólo de su clase de homotoṕıa, de tal manera que la fase (3.122)

puede interpretarse como un efecto estad́ıstico. Hemos encontrado, por tanto, que

las cuasipart́ıculas satisfacen estad́ıstica fraccionaria 1
m

. Es decir, las excitaciones

del estado fundamental de Laughlin están caracterizadas por una estad́ıstica que

numéricamente coincide con el factor de llenado de ψN, 1
m

. Este hecho permitirá

deducir el esquema de jerarqúıa de Halperin [54] que describe de forma sistemática

las distintas fracciones observadas experimentalmente en el efecto Hall cuántico.

La hipótesis de Halperin para desarrollar este esquema jerárquico es suponer

que las excitaciones del estado fundamental de Laughlin, las cuasipart́ıculas, se

comportan de manera similar a los electrones en presencia de un campo magnético

uniforme. La diferencia está en la carga (q = e
m

) y la estad́ıstica ( 1
m

) de las

cuasipart́ıculas. Bajo esta hipótesis es natural suponer que la autofunción efectiva

para dos cuasi-huecos localizados en za y zb es:

Ψ+(za, zb) ≈ (za − zb)
m1e−

1
2ml2

(|za|2+|zb|2) (3.123)

donde m1 = 1
m

+ 2p1 con p1 un entero no negativo. El factor exponencial es

el adecuado para part́ıculas con carga e
m

en presencia de un campo magnético

uniforme, pues la longitud magnética será ahora l2q = ml2. Bajo el intercambio de

dos cuasi-huecos el factor (za− zb)
m1 produce la fase requerida, eiπm1 ≡ eiπ 1

m , para

part́ıculas de estad́ıstica 1
m

.

Esta función de onda efectiva para cuasi-huecos resulta de integrar ψ
z+
a ,z+

b

N, 1
m

en

las coordenadas zI de los electrones del estado fundamental sobre el que se forman

las cuasi-part́ıculas [85]. Siguiendo los mismos argumentos de Laughlin es posible

generalizar para un número arbitrario de cuasi-huecos y aśı:

Ψ+
M, 1

mm1

=
M∏

a<b

(za − zb)
m1e

− 1
2ml2

M∑

a=1

|za|2
(3.124)

Es decir, el estado ψ+
M, 1

mm1

describe un fluido incompresible de cuasi-huecos

con carga e
m

y estad́ıstica 1
m

. El factor de llenado para este estado se determina

de forma análoga al del estado de Laughlin, y se encuentra que es fq = 1
mm1

. La

carga total de cuasi-huecos es q1 = e
m

1
mm1

(en un área πl2), y por tanto, el factor
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de llenado para el sistema de electrones pasará de f = 1
m

a:

f1 = f − q1

e
=

1

m
− 1

m2m1

=
1

m +
1

2p1

(3.125)

donde − q1

e
es precisamente el número de electrones necesario para producir una

carga de cuasi-huecos q1. Este es el factor de llenado para electrones resultante

de la formación de un sistema incompresible de excitaciones tipo cuasi-agujero

sobre el estado fundamental de factor de llenado f = 1
m

. En particular, para

m = 3 y p1 = 1 resulta un estado con f1 = 2
7

que es una de las fracciones

observadas experimentalmente. Es importante tener en cuenta que la función de

onda efectiva que hemos considerado no describe un estado de electrones con factor

de llenado f1, sino que se trata de una autofunción de cuasi-huecos cuyo factor de

llenado está relacionado con el factor de llenado efectivo del sistema de electrones.

Además, es interesante observar que el factor de llenado de cuasi-huecos fq = 1
mm1

se corresponde con la estad́ıstica de estas part́ıculas, 1
m

, como el factor de llenado

del estado fundamental f = 1
m

con la estad́ıstica de Fermi de los electrones. Es

posible generalizar esta construcción a toda una jerarqúıa de estados considerando

excitaciones sobre excitaciones sucesivamente. Por ejemplo, podemos construir un

estado formado con excitaciones cuasi-agujero del estado ψM, 1
mm1

. La carga de

estas excitaciones será q′ = − e
mm1

y su estad́ıstica 1
m1

. La autofunción de onda

efectiva será:

Ψ++
M ′, 1

mm1m2

=
M ′∏

a′<b′
(z′a − z′b)

m2e
− 1

2mm1l2

M ′∑

a′=1

|z′a|2

(3.126)

con m2 = 1
m1

+ 2p2 y p2 un entero no negativo. Siguiendo el mismo procedimento

encontramos que el factor de llenado para el sistema de electrones será:

f2 = f − 1

m2m1

− 1

mm1

1

mm1m2

=
1

m +
1

2p1 +
1

2p2

(3.127)

En general, el factor de llenado para el sistema electrones en cualquier estado

de la jerarqúıa es [51]:

f =
1

m +
α1

2p1 +
α2

2p2 +
α3

2p3 + · · ·

(3.128)
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donde αi = +1 si la generación i-ésima es de cuasi-huecos o αi = −1 si es de cuasi-

electrones respecto del fluido fundamental de partida, el estado de Lauhghlin para

electrones. Esta jerarqúıa reproduce todas las fracciones observadas experimental-

mente.

En resumen:

• La teoŕıa de R. B. Laughlin para el Efecto Hall Fraccionario explica sólo

un pequeño número de factores de llenado comparado con los observados

experimentalmente.

• Halperin y Haldane proponen un esquema de jerarqúıa que permite explicar

otros factores de llenado.

El esquema de Halperin es una aproximación basada en la condensación

de cuasi-part́ıculas de estad́ıstica fraccionaria. La hipótesis básica de esta

aproximación es considerar que para ciertos factores de llenado las cuasi-

part́ıculas forman un estado correlacionado de tipo Laughlin. Las cuasi-

part́ıculas de este nuevo estado incompresible pueden formar de nuevo un

estado de Laughlin para otro factor de llenado, y aśı sucesivamente, se ob-

tienen los distintos niveles de la jerarqúıa. Tenemos, por tanto, estabilidad

para todos los factores de llenado racionales, 0 < p
q

< 1 con p y q son primos

entre śı y q impar. Para estos factores de llenado debe observarse el efecto

Hall fraccionario.

Un tratamiento alternativo de este problema ha sido propuesto por Jain [66].

Desde el punto de vista de Jain, la teoŕıa de Halperin presenta algunos problemas:

• A diferencia de la teoŕıa de Laughlin no existe una teoŕıa microscópica que

permita implementar las ideas de esta aproximación.

• Uno de los resultados básicos en los que se basa esta teoŕıa es que las cuasi-

part́ıculas obedecen estad́ıstica fraccionaria. Sin embargo, sólo si la distancia

entre cuasi-part́ıculas es grande comparada con su tamaño podemos hablar

de part́ıculas con estad́ıstica y carga definidas, es decir, cuando tenemos un

gas diluido de cuasipart́ıculas. Para formar un estado de tipo Laughlin se

necesita un gran número de cuasi-part́ıculas fuertemente correlacionadas, en

estas circustancias es posible que las cuasi-part́ıculas pierdan su identidad.

Esto lógicamente se complica a medida que avanzamos en la jerarqúıa.

• No todas las fracciones que aparecen en la jerarqúıa son observadas experi-

mentalmente. Y además, se observan fracciones correpondientes a un nivel de
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la jerarqúıa sin que todas las fracciones anteriores en principio más probables

hayan sido observadas.

• Por último, experimentalmente no parece existir ninguna diferencia cualita-

tiva entre la observación de distintas fracciones. Jain propone que el origen

f́ısico del Efecto Hall Entero y Fraccionario debe ser el mismo.

En la Segunda Parte de esta memoria analizaremos en detalle la teoŕıa pro-

puesta por J.K. Jain para explicar el Efecto Hall Cuántico Fraccionario. En contra-

posición al estado de Laughlin no es posible obtener los estados de cuasi-part́ıculas

y cuasi-hueco mediante la acción de operadores de creación y destrucción de elec-

trones. Para describir las cuasi-part́ıculas en Segunda Cuantificación será necesario

introducir operadores no locales, formalismo que desarrollaremos en la Sección 5.2.



Parte II

TEORIA CUANTICA DE

CAMPOS DEL EFECTO HALL

CUANTICO: SUPERFICIES DE

RIEMANN

159





Caṕıtulo 4

Inclusión de Fluxones

Un avance crucial en la comprensión del Efecto Hall Cuántico Fraccionariose debe

a la teoŕıa de Jain [66, 67, 68, 69]. Jain propone un esquema teórico que permite

entender los Efectos Entero y Fraccionario como dos manifestaciones diferentes de

la misma f́ısica subyacente. De forma que es posible estudiar el Efecto Fraccionario

de electrones como el Efecto Entero de fermiones compuestos, donde los fermiones

compuestos son estados ligados de un electrón y un número par de vórtices. En

este planteamiento hay esencialmente dos tipos de correlaciones para el Efecto

Hall Cuántico Fraccionario, por un lado, la formación de fermiones compuestos

que permite incorporar el efecto de las interacciones repulsivas, y, por otro lado,

la incompresibilidad de este sistema de fermiones compuestos, que está asociada a

la estad́ıstica de Fermi de las part́ıculas compuestas. Tenemos aśı los ingredientes

necesarios para describir el Efecto Hall Cuántico Fraccionariopara todas las frac-

ciones f = n
2mn+1

como el Efecto Hall Cuántico Enterode factor de llenado f ∗ = n

para los fermiones compuestos.

En las Secciones de este caṕıtulo desarrollaremos de forma general el estu-

dio de una part́ıcula fermiónica en presencia de un número arbitrario de fluxones

(solenoides infinitamente finos y largos con un número entero de cuantos de flujo).

Esto nos permitirá abordar en el siguiente Caṕıtulo el estudio en electrodinámica

cuántica del Efecto Hall Cuántico Enteropara los fermiones compuestos. Calcu-

laremos, pues, el espectro y las funciones de onda propias para el Hamiltoniano

de Schrödinger con fluxones. Analizaremos en detalle la transformación singular

que relaciona este problema con el problema libre (ausencia de fluxones). Estu-

diaremos también la simetŕıa infinita caracteŕıstica de este tipo de sistemas. Y

por último, estudiaremos el problema relativista descrito por el Hamiltoniano de

Dirac en (2+1)dimensiones para una part́ıcula sin masa en presencia de fluxones.

161



162 CAPITULO 4

Por último, daremos la generalización de esta teoŕıa al problema del Efecto Hall

Cuántico cuando consideramos más de una muestra de material o equivalente-

mente cuando consideramos varios niveles de Landau independientes al tiempo

[129, 130, 131, 135].

4.1 Ecuación de Schrödinger

El Hamiltoniano de Schrödinger para una part́ıcula cargada, en el plano, en pre-

sencia de un campo magnético constante y uniforme, B, perpendicular al mismo,

y en presencia de r fluxones situados en los puntos del plano zl′ , l
′ = 1, 2, · · · , r,

con 2p cuantos de flujo cada uno (p un entero), es

H̃ =
1

2m

[
~p +

e

c

(
~A + ~a)

)]2

(4.1)

donde ~A = (B
2
x2,−B

2
x1) es el potencial vector para el campo magnético externo

tomado en el gauge simétrico; y ~a = (a1, a2) es el potencial vector asociado a los

solenoides, que tomaremos:

a = a1 + ia2 = 0

ā = a1 − ia2 = i2pφ0
1

π

r∑

l′=1

1

z − zl′
(4.2)

El campo magnético asociado a este potencial vector complejo es:

b = i

(
∂

∂z
a− ∂

∂z̄
ā

)
= 2pφ0

r∑

l′=1

δ(2)(z − zl′) (4.3)

que representa la presencia de r solenoides con flujo 2pφ0 situados en los puntos

zl′ del plano.

Para encontrar el espectro y las funciones de onda propias de este Hamiltoniano

es conveniente introducir un conjunto de operadores análogos a los que teńıamos

en ausencia de fluxones, a, a†, b, b†, pero modificados de forma que incluyan la

presencia de los solenoides [35, 38]. Los nuevos operadores, que denotaremos por

Ã, Ã†, B̃, B̃†, son:

Ã =
i√

h̄mω

(
pz̄ +

e

2c
A

)
≡ a

Ã† =
−i√
h̄mω

(
pz +

e

2c
(Ā + ā)

)
≡ a† + 2pl

r∑

l′=1

1

z − zl′
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B̃ =
i√

h̄mω

(
pz − e

2c
(Ā + ā)

)
≡ b− 2pl

r∑

l′=1

1

z − zl′

B̃† =
−i√
h̄mω

(
pz̄ − e

2c
A

)
≡ b† (4.4)

donde

a =
1

2l

(
z + 2l2

∂

∂z̄

)
, a† =

1

2l

(
z̄ − 2l2

∂

∂z

)

b =
1

2l

(
z̄ + 2l2

∂

∂z

)
, b† =

1

2l

(
z − 2l2

∂

∂z̄

)
(4.5)

Los operadores B̃ y B̃†, aśı como Ã y Ã†, no son hermı́ticos conjugados, y sus

relaciones de conmutación contienen términos con una delta en cada uno de los

puntos donde se encuentran los solenoides:

[Ã, Ã†] = 1 + 2pπl2
r∑

l′=1

δ(2)(z − zl′)

[B̃, B̃†] = 1− 2pπl2
r∑

l′=1

δ(2)(z − zl′) (4.6)

El Hamiltoniano y el nuevo momento angular en la dirección perpendicular al

plano pueden expresarse en función de estos operadores:

H̃ = h̄ω(Ã†Ã + ÃÃ†)

L̃3 = h̄(B̃†B̃ − Ã†Ã) (4.7)

En representación de coordenadas estos operadores pueden expresarse como

H̃ = H + h̄ω4pl
r∑

l′=1

1

z − zl′
a + h̄ω2pπl2

r∑

l′=1

δ(2)(z − zl′)

L̃3 = L3 − h̄2p
r∑

l′=1

1

z − zl′
z + h̄2pπl2

r∑

l′=1

δ(2)(z − zl′) (4.8)

donde H y L3 son el Hamiltoniano y momento angular para el problema de Landau

en el plano.

Estos dos sistemas {H̃, L̃3} y {H, L3} están relacionados por una transfor-

mación gauge singular. Teniendo en cuenta que el potencial vector asociado a los

fluxones es un gauge puro resulta:

ā =
∂

∂z
α(z)

α(z) = i2p
φ0

π

r∑

l′=1

ln(z − zl′) (4.9)
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Tenemos aśı la trasformación gauge singular:

Gp(z) = eiλα(z) ≡
r∏

l′=1

(z − zl′)
2p (4.10)

que es singular siempre que la part́ıcula se acerca a alguno de los fluxones (z → zl′).

Se puede comprobar fácilmente que la relación entre los operadores de ambos

sistemas es, en general:

Õ = Gp(z)OG−1
p (z) (4.11)

donde Õ = {Ã, Ã†, B̃, B̃†, H̃, L̃3} y O = {a, a†, b, b†, H, L3}.
De esta manera, teniendo en cuenta que el problema de Landau en el plano está

completamente resuelto, y que conocemos tanto el espectro como las funciones de

onda normalizadas, conoceremos también el espectro y las funciones de onda para

el sistema de una part́ıcula con fluxones. De nuevo el espectro está formado por

los niveles de Landau infinitamente degenerados:

Ẽk ≡ Ek = h̄ω(2k + 1) , k = 0, 1, 2, · · · (4.12)

Las funciones de onda propias de H̃ vienen dadas por:

Ψ̃km(z, z̄) = Gp(z)Ψkm(z, z̄) =
r∏

l′=1

(z − zl′)
2pΨkm(z, z̄) (4.13)

y son propias también del operador L̃3 con autovalor l̃3 ≡ l3 = h̄m, donde m es un

entero tal que m ≥ −k, y caracteriza la degeneración de cada nivel de enerǵıa.

Por tanto, la inclusión de fluxones parece que no modifica esencialmente el

problema de Landau, salvo en dos puntos importantes: las funciones de onda para

este sistema se anulan en las posiciones de los solenoides, y, debemos introducir

una nueva medida de integración en el espacio de configuración que ortonormalice

la base de las funciones de onda, para que la teoŕıa que estamos describiendo sea

consistente [35, 38]. En consecuencia:

〈Ψ1|Ψ2〉 ≡
∫

Ψ†
1(z, z̄)µ(z, z̄)Ψ2(z, z̄)

dzdz̄

2i
(4.14)

donde

µ(z, z̄) =
r∏

l′=1

|z − zl′|−4p (4.15)

Con la nueva medida de integración µ(z, z̄)dzdz̄
2i

las funciones de onda verifican

∫
Ψ̃†

km(z, z̄)Ψ̃k′m′(z, z̄)µ(z, z̄)
dzdz̄

2i
= δkk′δmm′ (4.16)
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Como en el problema de Landau, los operadores {Ã, Ã†, B̃, B̃†} actúan sobre

los estados como operadores escalera, de forma que:

ÃΨ̃km(z, z̄) =
√

k Ψ̃k−1,m+1(z, z̄)

Ã†Ψ̃km(z, z̄) =
√

k + 1 Ψ̃k+1,m−1(z, z̄)

B̃Ψ̃km(z, z̄) =
√

k + m Ψ̃k,m−1(z, z̄)

B̃†Ψ̃km(z, z̄) =
√

k + m + 1 Ψ̃k,m+1(z, z̄) (4.17)

Es posible determinar también la densidad de estados posibles para cada nivel

de enerǵıa teniendo en cuenta la nueva medida de integración, y aśı, resultará:

∞∑

m=0

Ψ̃∗
0m(z, z̄)µ(z, z̄)Ψ̃0m(z, z̄) =

eB

hc
∞∑

m=−k

Ψ̃∗
km(z, z̄)µ(z, z̄)Ψ̃km(z, z̄) =

eB

hc
(4.18)

es decir, el número de estados posibles por unidad de área y por esṕın para cada

nivel de Landau es constante, proporcional al campo magnético externo, e idéntico

al que teńıamos en ausencia de fluxones.

Hemos visto, por tanto, que el problema de una part́ıcula cargada, en presencia

de un campo magnético externo uniforme y de fluxones con un número par de

cuantos de flujo, se reduce, por medio de una transformación gauge singular, al

problema de Landau. El precio que debemos pagar al eliminar de la teoŕıa el

potencial gauge complejo se traduce esencialmente en dos aspectos:

• Las funciones de onda modificadas contienen un prefactor que se anula

cuando la part́ıcula se aproxima a uno de los vórtices. Esto puede entenderse

como un efecto de la interacción repulsiva entre la part́ıcula y los solenoides.

Como veremos más adelante, al considerar el problema de muchas part́ıculas,

podremos interpretar este resultado suponiendo que la propia part́ıcula tiene

asociado un solenoide al igual que todas las demás. Aśı, será posible estudiar

el sistema de muchas part́ıculas compuestas (part́ıcula más vórtice) como un

problema libre en el cual la interacción entre las part́ıculas queda incluida

en la presencia de los vórtices asociados a cada part́ıcula [66].

Por otro lado, una part́ıcula en presencia de un solenoide en el plano puede

tener estad́ıstica aniónica [85]. En el problema de una part́ıcula no tiene

sentido hablar de la estad́ıstica, pero es posible calcular el cambio en la fase

de la función de onda, cuando la part́ıcula recorre un camino cerrado que



166 CAPITULO 4

contiene uno o más solenoides. Como consecuencia del efecto Aharonov-

Bohm la función de onda adquiere la fase:

exp
(
−i

e

h̄c

∫

Γ
d~x · ~A

)
= exp

(
−i

e

h̄c

∫

Γ
d2xB

)
= ei4πp (4.19)

si suponemos que Γ encierra un sólo solenoide. La fase, que puede calcularse

directamente a partir de la función de onda, depende del flujo que pasa a

través del solenoide, en este caso es un número par de cuantos de flujo, y por

tanto, la fase será trivial.

• La medida de integración en el espacio de Hilbert debe modificarse e in-

troducir una nueva medida que presenta una singularidad en los puntos en

los que se encuentran los solenoides. Con esta nueva medida, las funciones

de onda están normalizadas. Y, como veremos en la siguiente Sección, el

Hamiltoniano y el momento angular son operadores hermı́ticos conjugados

respecto de la misma.

Por último, plantearemos la generalización de esta teoŕıa al problema de muchas

capas o muestras donde es posible observar el Efecto Hall. Supongamos, pues, que

tenemos q muestras independientes, que denotaremos por i = 1, 2, · · · , q, estas

muestras son bidimensionales y están sometidas a un campo magnético uniforme

y perpendicular a todas ellas de intensidad B. Además, supongamos que en cada

una de las capas tenemos r solenoides (consideraremos, por simplicidad, el mismo

número de fluxones en cada capa aunque puede generalizarse y considerar un

número distinto de fluxones en cada una de ellas), cada uno con un número entero

y par de cuantos de flujo, de tal manera que una part́ıcula moviéndose en una de

las capas siente la presencia no sólo de los solenoindes situados en la misma capa

sino también la de los situados en las demás capas [130].

Esta situación podemos implementarla fácilmente considerando para la capa

i-ésima, en la que se encuantra la part́ıcula, junto con el potencial vector externo,

el potencial vector complejo asociado a los solenoides dado por:

ai = 0

āi =
Φ0

π



−

q∑

j 6=i

Aij

r∑

l′=1

1

zi − zj
l′
− Aii

r∑

l′=1

1

zi − zi
l′



 (4.20)

donde zi representa la coordenada de la part́ıcula en la capa i-ésima, zi
l′ es la

coordenada de uno de los r solenoides situados en la capa i-ésima con −Aii cuantos
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de flujo, y zj
l′ es la coordenada de uno de los r solenoides situados en la capa j-

ésima, con j 6= i, con un número de cuantos de flujo −Aij. Tenemos, pues, una

matriz A, q × q, cuyas componentes representan los cuantos de flujos asociados a

los solenoides de las q capas, como veremos en el problema de muchas part́ıculas

esta matriz necesariamente toma valores en los enteros, y además es de la forma

[38]:

A = −2p




1 · · · 1
...

. . .
...

1 · · · 1


 (4.21)

El campo magnético asociado a este potencial complejo es:

bi = −AiiΦ0

r∑

l′=1

δ(2)(zi − zi
l′)−

q∑

j 6=i

AijΦ0

r∑

l′=1

δ(2)(zi − zj
l′) (4.22)

Una vez más es posible relacionar por medio de una transformación gauge

singular este sistema con el problema libre de Landau, esta transformación singular

es ahora:

GA(zi) = eiλα(zi) ≡
q∏

i<j

r∏

l′=1

(zi − zj
l′)

2p
r∏

l′=1

(zi − zi
l′)

2p (4.23)

donde āi = ∂
∂zi α(zi). Y tenemos por tanto:

Õi = GA(zi)OiG−1
A (zi) (4.24)

donde Õi = {Ãi, Ãi†, B̃i, B̃i†, H̃ i, L̃i
3} y Oi = {ai, ai†, bi, bi†, H i, Li

3}. Que en par-

ticular para los operadores B̃i, B̃i† se traduce en:

B̃i = bi + l
q∑

j 6=i

Aij

r∑

l′

1

zi − zj
l′

+ lAii

r∑

l′

1

zi − zi
l′

B̃i† = bi† (4.25)

El espectro es el mismo (niveles de Landau infinitamente degenerados). Las

funciones de onda propias, sin embargo, adquieren un prefactor singular en cada

uno de los puntos donde se encuentran los solenoides, tanto en la misma capa

donde está la part́ıcula, como en cada una de las otras capas, aśı:

Ψ̃km(zi, z̄i) = GA(zi)Ψkm(zi, z̄i) =
q∏

i<j

r∏

l′=1

(zi−zj
l′)

2p
r∏

l′=1

(zi−zi
l′)

2pΨkm(zi, z̄i) (4.26)

donde Ψkm(zi, z̄i) es la función de onda para el problema libre.
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Es necesario introducir una nueva medida de integración µ(zi, z̄i)dzidz̄i

2i
de forma

que las funciones de onda satisfacen de nuevo:

∫
Ψ̃†

km(zi, z̄i)Ψ̃k′m′(zi, z̄i)µ(zi, z̄i)
dzidz̄i

2i
= δkk′δmm′ (4.27)

con

µ(zi, z̄i) =
q∏

i<j

r∏

l′=1

|zi − zj
l′|−4p

r∏

l′=1

|zi − zi
l′|−4p (4.28)

Esta generalización permite, como veremos en el siguiente Caṕıtulo, estudiar

el problema de Efecto Hall Fraccionario para muchas part́ıculas, en un sistema

Hall formado por q capas, como el Efecto Entero de fermiones compuestos en

este sistema de diferentes fluidos de tipo Hall independientes. Se obtiene de esta

forma el estado fundamental correspondiente a los factores de llenado f = q
2pq+1

,

formado únicamente por funciones de onda del primer nivel de Landau en cada

capa, y aparece un término de interacción entre capas debida únicamente a la

interacción de cada part́ıcula con los solenoides o fluxones de las demás capas.

4.2 Simetŕıas w∞ y W∞ con operadores singulares

En la Sección 4.1 hemos visto que tanto las funciones de onda, como los ope-

radores para el problema de Landau, en presencia y ausencia de fluxones, están

relacionados por una transformación singular:

Ψ̃(z, z̄) = Gp(z)Ψ(z, z̄)

Õ = Gp(z)OG−1
p (4.29)

donde

Gp(z) =
r∏

l′=1

(z − zl′)
2p (4.30)

Esta transformación gauge que relaciona ambos sistemas es singular cuando

z → zl′ , y por tanto, estará bien definida siempre que z 6= zl′ [35], condición

que está relacionada, como veremos en el problema de muchas part́ıculas, con la

estad́ıstica de Fermi de las part́ıculas compuestas. Por otro lado, se trata de una

transformación singular no unitaria, y aśı:

G†pGp =
r∏

l′=1

|z − zl′ |4p = µ(z, z̄)−1 (4.31)
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donde µ(z, z̄) es la medida de integración no trivial que introduciamos en la Sección

anterior. Esta medida de integración es necesaria además para que los nuevos

operadores B̃, B̃† y Ã, Ã† sean hermı́ticos conjugados entre śı [38]:

B̃† = µ(z, z̄)(B̃)†µ(z, z̄)−1 , B̃ = µ(z, z̄)(B̃†)†µ(z, z̄)−1

Ã† = µ(z, z̄)(Ã)†µ(z, z̄)−1 , Ã = µ(z, z̄)(Ã†)†µ(z, z̄)−1 (4.32)

Y por tanto, el Hamiltoniano y el momento angular verifican, como era de

esperar:

H̃† = µ(z, z̄)(H̃)†µ(z, z̄)−1 = H̃ L̃†3 = µ(z, z̄)(L̃3)
†µ(z, z̄)−1 = L̃3 (4.33)

En definitiva, la transformción singular no unitaria induce una medida de in-

tegración no trivial, tal que:

〈Ψ|Φ〉 =
∫

Ψ†µΦ

Õ† = µ(Õ)†µ−1 (4.34)

Dado que el sistema resultante, tras realizar esta transformación singular, es

esencialmente el problema de Landau, será conveniente estudiar las traslaciones

magnéticas y la simetŕıa infinita presentes en este sistema [19]. Comenzaremos

analizando la simetŕıa clásica para el problema de Landau con fluxones. En primer

lugar, notemos que el análogo clásico de la transformación singular no unitaria es

una transformación no canónica y compleja en el espacio de fases (complejo) tal

que:

z → z , z̄ → z̄

pz → pz + i2p

(
eφ0

2πc

)
r∑

l′=1

1

z − zl′
, pz̄ → pz̄ (4.35)

equivalente a introducir un potencial vector complejo no local ā (4.2).

Introducimos en el espacio de fases las nuevas variables (α̃, α̃∗, β̃, β̃∗):

α̃ = α

α̃∗ = α∗ + 2p

(
eφ0

2πc

)
r∑

l′=1

1

z − zl′

β̃ = β − 2p

(
eφ0

2πc

)
r∑

l′=1

1

z − zl′

β̃∗ = β∗ (4.36)
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donde (α, α∗, β, β∗) son las correspondientes al problema de Landau en ausencia

de fluxones (1.66).

En función de estas variables, el Hamiltoniano será:

H̃ =
1

m
(α̃α̃∗ + α̃∗α̃) (4.37)

tal que

{α̃, α̃∗} = −i
(

eB

2c

)
− i2p

(
eφ0

2c

)
r∑

l′=1

δ(2)(z − zl′)

{β̃, β̃∗} = −i
(

eB

2c

)
+ i2p

(
eφ0

2c

)
r∑

l′=1

δ(2)(z − zl′) (4.38)

donde aparecen las deltas asociadas a cada solenoide.

Las traslaciones magnéticas son la verdadera simetŕıa del nuevo Hamiltoniano

y están generadas por:

t̃c1,c2 = ei(c1β̃1+c2β̃2) (4.39)

donde β̃ = 1
2
(β̃1 + iβ̃2), o bien,

t̃c,c̄ = ecβ̃−c̄β̃∗ (4.40)

con c = c1 + ic2. Estos generadores satisfacen el álgebra clásica ω∞ modificada:

{t̃c1,c2 , t̃d1,d2} =
eB

c
(c1d2− c2d1)

(
1− 2p

(
φ0

B

)
r∑

l′=1

δ(2)(z − zl′)

)
t̃c1+d1,c2+d2 (4.41)

Si desarrollamos en serie la exponencial para t̃c,c̄ resulta:

t̃c,c̄ = e−c̄β̃∗ecβ̃ =
∞∑

n,m=0

(−1)n c̄ncm

n!m!
(β̃∗)nβ̃m (4.42)

tenemos, aśı, infinitas transformaciones canónicas generadas por

L̃nm = (β̃∗)n+1β̃m+1 (4.43)

que satisfacen el álgebra clásica w∞ modificada por las deltas:

{L̃nm, L̃kl} = i
eB

2c
[(n + 1)(l + 1)− (m + 1)(k + 1)]×

(
1− 2p

(
φ0

B

)
r∑

l′=1

δ(2)(z − zl′)

)
L̃n+k,m+l (4.44)
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Estas transformaciones actúan de manera no trivial en un subespacio bidi-

mensional del espacio de fases. Tomando α̃ = α̃∗ = 0 este subespacio será:

β̃ = 2i
(
pz + e

2c
ā
)
≡ eB

2c
z̄ y β̃∗ = eB

2c
z, donde ā es el potencial vector complejo

asociado a los solenoides. Las nuevas variables satisfacen el álgebra:

{z, 2
(
pz +

e

2c
ā
)
} = 1 (4.45)

es decir, en el espacio de fases reducido no aparecen las deltas en el álgebra de las

nuevas variables.

Si pasamos al problema cuántico, las variables α̃, α̃∗ y β̃, β̃∗ serán ahora ope-

radores que, reescalando, coinciden precisamente con los operadores (4.4) que in-

troduciamos en la Sección anterior, en función de los cuales:

H̃ = h̄ω(ÃÃ† + Ã†Ã) , ω =
eB

2mc
(4.46)

Estos operadores satisfacen las siguientes relaciones de conmutación:

[Ã, Ã†] = 1 + 2p(πl2)
r∑

l′=1

δ(2)(z − zl′)

[B̃, B̃†] = 1− 2p(πl2)
r∑

l′=1

δ(2)(z − zl′) (4.47)

Los operadores B̃, B̃† son los generadores infinitesimales de las traslaciones

magnéticas para este sistema de una part́ıcula en presencia de fluxones, ya que

[B̃, H̃] = [B̃†, H̃] = 0. El operador que genera las traslaciones magnéticas finitas,

es:

T̃cc̄ = e(cB̃−c̄B̃†) (4.48)

tal que

T̃cc̄T̃dd̄ = e
1
2
[B̃,B̃†](cd̄−dc̄)T̃c+d,c̄+d̄ (4.49)

O bien, si lo expresamos en la forma

T̃c1c2 = e(c1B̃1+c2B̃2) (4.50)

donde B̃ = 1
2
(B̃2 + iB̃1), encontramos que estos operadores satisfacen el álgebra

modificada:

[T̃c1c2 , T̃d1d2 ] = 2i sin
(
[B̃, B̃†](cd̄− d̄c)

)
T̃c1+d1,c2+d2 (4.51)

y en el ĺımite h̄ → 0 se recupera el álgebra clásica w∞ (4.41).
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Sobre las funciones de onda, estos operadores, expresados en representación de

coordenadas, actúan de la forma:

T̃cc̄Ψ̃(z, z̄) = e
1
2l

(cz̄−c̄z)Ψ̃(z + cl, z̄ + c̄l) (4.52)

Los operadores que generan la simetŕıa infinita se pueden calcular fácilmente

a partir del generador de las traslaciones magnéticas que podemos expresar1:

T̃cc̄ = e−
1
2
cc̄[B̃,B̃†]e−c̄B̃†ecB̃

T̃cc̄ = e−
1
2
cc̄[B̃,B̃†]

∞∑

n,m=1

(−1)n c̄ncm

n!m!
(B̃†)nB̃m (4.53)

Los operadores L̃nm, definidos de la forma

L̃nm = (B̃†)n+1B̃m+1 , n, m ≤ −1

[H̃, L̃nm] = 0 (4.54)

generan la simetŕıa infinita y satisfacen las relaciones de conmutación:

[L̃nm, L̃kl] = h̄[B̃, B̃†]((m + 1)(k + 1)− (n + 1)(l + 1))L̃n+k,m+l +O(h̄2) (4.55)

A primer orden en h̄ tenemos el álgebra clásica w∞, las deformaciones cuánticas

de este álgebra reciben el nombre de álgebra W∞, que en este caso aparece modi-

ficada por la presencia de términos que contienen deltas, debido a la presencia de

los fluxones.

Los operadores L̃0−1 y L̃−10 son los generadores infinitesimales de las trasla-

ciones magnéticas, y (L̃00 − Ã†Ã) es el generador de las rotaciones. Los demás

operadores generan transformaciones de coordenadas cuasi-locales [19].

Si elevamos al nivel cuántico la reducción del espacio de fases clásico, nos

quedaremos en uno de los niveles de Landau, concretamente en el primer nivel de

Landau. Si Ã = Ã† = 0, resultará:

B̃ = 2l

[
∂

∂z
− p

r∑

l′=1

1

z − zl′

]
≡ z̄

l
, B̃† =

z

l
(4.56)

y por tanto

[B̃, B̃†] = 1 (4.57)

1Donde hemos utilizado la fórmula de Campbell-Haussdorf-Baker.
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es decir, estos operadores satisfacen las mismas reglas de conmutación que los

operadores b y b† en ausencia de fluxones. Los generadores de simetŕıa en este

espacio reducido son

L̃nm = 2m+1lm−nzn+1

[
∂

∂z
− p

r∑

l′=1

1

z − zl′

]m+1

(4.58)

en cuyas relaciones de conmutación no aparecen las deltas.

En resumen, añadir un número arbitrario de fluxones equivale a realizar una

transformación singular que induce una nueva medida de integración en el espacio

de Hilbert.

Debido a esta equivalencia, el sistema presenta, como el problema de Landau,

una simetŕıa infinita, que clásicamente está caracterizada por un subgrupo de

transformaciones canónicas, que satisfacen el álgebra w∞ modificada a través de

términos que contienen deltas. Si nos quedamos en el espacio de fases reducido,

recuperamos totalmente el resultado del problema libre. Cuánticamente tenemos

un conjunto infinito de operadores que actúan de manera no trivial en cada nivel de

Landau, y que satisfacen las relaciones de conmutación propias del álgebra cuántica

W∞, una vez más con las modificaciones correspondientes a la presencia de los

solenoides, que desaparecerán si reducimos la teoŕıa al primer nivel de Landau.

Todo este estudio de las simetŕıas puede implementarse fácilmente al problema

más general en el que consideramos varias capas con una part́ıcula. En ese caso,

la singularidad no aparece sólamente en los puntos correspondientes al plano en

el que se mueve la part́ıcula, sino también en todos los puntos de las demás capas

donde tenemos fluxones, que interaccionan con la part́ıcula considerada.

4.3 Ecuación de Dirac

Supongamos que el comportamiento de las part́ıculas en el material puede des-

cribirse por la ecuación de Dirac para fermiones sin masa, en presencia de un

campo magnético constante externo, y en presencia también de los fluxones con

un número par de cuantos de flujo. Tenemos, en (2+1) dimensiones, la ecuación

matricial:

γµ
(
pµ +

e

c
(Aµ + aµ)

)
ψ(x) = 0 (4.59)

donde ψ(x) es un espinor de dos componentes, Aµ = (A0, ~A) es el potencial vector

asociado al campo gauge externo, y aµ = (a0,~a) es el potencial vector asociado
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a los solenoides en el plano. Las matrices de Dirac (2 × 2) las tomamos en la

representación (1.94).

En el gauge de Weyl, A0 = 0 y a0 = 0, el Hamiltoniano de Dirac es:

H̃0
D = ~α(c~p + e( ~A + ~a)) (4.60)

donde ~a es el potencial vector complejo (4.2), ~A es el potencial vector del campo

externo que tomaremos en el gauge simétrico, y las matrices ~α son α1 = −σ2 y

α2 = σ1.

En forma matricial tenemos:

H̃0
D =


 0 D̃

D̃† 0


 (4.61)

donde

D̃ = (cp2 + e(A2 + a2)) + i(cp1 + e(A1 + a1))

D̃† = (cp2 + e(A2 + a2))− i(cp1 + e(A1 + a1)) (4.62)

Estos operadores pueden expresarse en función de Ã y Ã† de la forma:

D̃ = −
√

2ecBh̄ Ã†

D̃† = −
√

2ecBh̄ Ã (4.63)

y aśı tenemos, en definitiva, que el Hamiltoniano de Dirac será:

H̃0
D = −

√
2ecBh̄


 0 Ã†

Ã 0


 (4.64)

Dado que el potencial vector complejo es un gauge puro, encontramos que el

Hamiltoniano de Dirac, para una part́ıcula sin masa en un campo externo y en

presencia de r fluxones, es el transformado por Gp(z) del Hamiltoniano libre, y aśı:

H̃0
D = Gp(z)H0

DG−1
p (z) (4.65)

Conocemos, por tanto, el espectro y los espinores propios para este problema,

que se obtienen a partir de los del problema de Dirac-Landau por la transformación

gauge, es decir,

Ẽk ≡ Ek = ±
√

2keBh̄c , k = 0, 1, 2, · · · (4.66)
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es el espectro, y una base de espinores propios será:

ψ̃±km(z, z̄) = Gp(z)ψ±km(z, z̄) =
r∏

l′=1

(z − zl′)
2pψ±km(z, z̄)

=
1√
2


 Ψ̃km(z, z̄)

∓Ψ̃k−1,m+1(z, z̄)


 , k 6= 0

ψ̃0m(z, z̄) = Gp(z)ψ0m(z, z̄) =
r∏

l′=1

(z − zl′)
2pψ0m(z, z̄)

=


 Ψ̃0m(z, z̄)

0


 , k = 0 (4.67)

donde Ψ̃km(z, z̄) y Ψ̃0m(z, z̄) son las funciones de onda propias del Hamiltoniano

de Schrödinger en presencia de fluxones (4.13).

Una vez más, cada nivel de enerǵıa está infinitamente degenerado, pero ahora

la degeneración viene caracterizada por el momento angular total, que en este

sistema no será sino el transformado gauge del momento angular para el problema

libre. Aśı,

J̃3 = Gp(z)J3G−1
p (z) (4.68)

donde J3 = L3 +S3, siendo S3 = h̄
2
σ3. En función de los operadores {Ã, Ã†, B̃, B̃†}

será:

J̃3 = h̄(B̃†B̃ − Ã†Ã)I +
h̄

2
σ3 (4.69)

con I la matriz identidad (2× 2).

Los espinores propios del Hamiltoniano son propios del momento angular total

transformado con autovalor:

J̃3ψ̃
±
km(z, z̄) = h̄

(
m +

1

2

)
ψ̃±km(z, z̄) , k 6= 0, m ≥ −k

J̃3ψ̃0m(z, z̄) = h̄
(
m +

1

2

)
ψ̃0m(z, z̄) , k = 0,m ≥ 0 (4.70)

Este sistema presenta, igualmente, la simetŕıa infinita que estudiamos para la

teoŕıa no-relativista. Aśı, tanto las traslaciones magnéticas como los operadores

Lnm que generan la simetŕıa W∞ conmutan con H̃0
D. Los generadores infinitesi-

males de esta simetŕıa, B̃† y B̃, sobre la base de espinores actúan de la forma:

B̃ ψ̃
(±)
km (z, z̄) =

√
k + m ψ̃

(±)
k,m−1(z, z̄)

B̃ ψ̃0m(z, z̄) =
√

m ψ̃0,m−1(z, z̄)

B̃† ψ̃
(±)
km (z, z̄) =

√
k + m + 1 ψ̃

(±)
k,m+1(z, z̄)

B̃† ψ̃0m(z, z̄) =
√

m + 1 ψ̃0,m+1(z, z̄) (4.71)
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Para que la base de espinores propios del Hamiltoniano de Dirac, en presencia

de fluxones, sea ortonormal, es necesario introducir la nueva medida de integración,

no trivial, en el espacio de espinores (análogamente a (4.2)). Aśı

∫
µ(z, z̄)

dzdz̄

2i
ψ̃±km

†(z, z̄)ψ̃±k′m′(z, z̄) = δkk′δmm′

∫
µ(z, z̄)

dzdz̄

2i
ψ̃†0m(z, z̄)ψ̃0m′(z, z̄) = δmm′

∫
µ(z, z̄)

dzdz̄

2i
ψ̃±km

†(z, z̄)ψ̃∓k′m′(z, z̄) = 0
∫

µ(z, z̄)
dzdz̄

2i
ψ̃±km

†(z, z̄)ψ̃0m′(z, z̄) = 0 (4.72)

donde µ(z, z̄) =
r∏

l′=1

|z − zl′ |−4p.

La densidad de estados posibles en cada nivel de enerǵıa infinitamente dege-

nerado es finita, e igual a:

∞∑

m=0

ψ̃†0m(z, z̄)µ(z, z̄)ψ̃0m(z, z̄) =
eB

hc
∞∑

m=−k

ψ̃±km
†(z, z̄)µ(z, z̄)ψ̃±km(z, z̄) =

eB

hc
(4.73)

Como suced́ıa en el problema libre de Dirac-Landau para fermiones sin masa,

junto con las soluciones de enerǵıa positiva y negativa aparecen soluciones de

enerǵıa cero o modos cero. Los modos cero son además autoconjugados respecto

de la matriz que representa la simetŕıa de conjugación propia de este sistema, es

decir, tenemos:

{H̃0
D, σ3} = 0 (4.74)

y por tanto

σ3ψ̃E = ψ̃−E E 6= 0

σ3ψ0 = ψ0 (4.75)

La existencia de modos cero autoconjugados, como vimos, es un fenómeno

reminiscente de propiedades topológicas, relacionado con el ı́ndice del operador de

Dirac.

El problema de Dirac-Landau para una part́ıcula en q capas, cada una de ellas

con r fluxones con 2p cuantos de flujo cada uno, se puede estudiar simplemente

como el transformado gauge del caso libre por GA(zi), (4.23), el espectro no cambia
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respecto del problema libre pero si los espinores propios que adquieren un prefactor

que comprende los términos de interacción con los fluxones de cada capa. También

es necesario introducir una nueva medida singular en cada una de las posiciones

de los fluxones para cada capa.
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Caṕıtulo 5

Electrodinámica Cuántica sobre

el plano con puntos marcados

El Efecto Hall Cuántico Fraccionariopuede entenderse como el Efecto Hall Cuántico

Enterode fermiones compuestos. En la primera Sección de este Caṕıtulo desa-

rrollaremos, siguiendo lo visto para el Efecto Hall Cuántico Enterode electrones,

el estudio en Segunda Cuantificación del problema de un fermión, sin masa, en

presencia de un campo magnético externo uniforme y de fluxones. Los estados

con factor de llenado entero de este sistema corresponden a estados electrónicos

con un factor de llenado fraccionario. En la Sección 5.3 estudiaremos en detalle la

aproximación de campo medio a esta situación donde los citados estados aparecen

como vórtices de una teoŕıa efectiva de tipo Chern-Simons.

En la teoŕıa de muchas part́ıculas, el estado fundamental para el Efecto Hall

Cuántico Enterode fermiones compuestos es, precisamente, el estado de Laugh-

lin con factor de llenado f = 1
2p+1

. Este estado es incompresible respecto de la

simetŕıa infinita presente en este sistema de muchas part́ıculas. Encontramos, aśı,

la misma condición de incompresibilidad que obtuvieron Cappelli et al.[19, 20] para

el Efecto Entero, y determinada por Flohr et al.[38] para el estado de Laughlin.

Esta condición puede generalizarse a otros estados con factores de llenado f = i
2pi+1

donde i es el factor de llenado para el estado correspondiente de part́ıculas com-

puestas.

Este problema de muchos fermiones compuestos puede relacionarse a través

de una transformación gauge singular con el de fermiones libres. Conocemos,

por tanto, el espectro y las propiedades de simetŕıa de este sistema a partir del

problema sin fluxones; no obstante, la transformación singular introduce una nueva

medida de integración no trivial en el espacio de configuración que representa, de

179
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alguna forma, la posible interacción entre las part́ıculas que no hemos considerado

en este estudio del Efecto Fraccionario.

En las dos últimas Secciones de este caṕıtulo estudiaremos la formulación en

teoŕıa cuántica de campos de la teoŕıa de Jain.

5.1 Estado fundamental para el Efecto Hall

Cuántico Entero de fermiones compuestos

El campo fermiónico en presencia de fluxones puede expresarse en función de los

modos propios de la ecuación de Dirac en (2+1) dimensiones para un fermión, sin

masa, en un campo magnético constante y uniforme perpendicular al plano, y en

presencia de un número arbitrario de fluxones, es decir

ψ̃(z, z̄) =
∞∑

k=0

∞∑

m≤−k

(
Bkmψ̃+

km(z, z̄) + D†
kmψ̃−km(z, z̄)

)
+

∞∑

m=0

Amψ̃0m(z, z̄) (5.1)

donde los operadores Bkm, Dkm, Am y sus conjugados verifican:

{Bkm, B†
k′m′} = δkk′δmm′ , {Dkm, D†

k′m′} = δkk′δmm′

{Am, A†
m′} = δmm′ (5.2)

El espacio de Hilbert está generado por el conjunto de estados ortonormales

|0〉, A†
m|0〉, A†

mA†
m′|0〉, B†

km|0〉, B†
kmB†

k′m′ |0〉,
D†

km|0〉, D†
kmD†

k′m′|0〉, D†
kmB†

km|0〉, · · · (5.3)

donde el estado vaćıo es tal que: Am|0〉 = 0 , ∀m; y Bkm|0〉 = Dkm|0〉 = 0 ,

∀k, m. Los demás son estados de una o más part́ıculas que ocupan los modos cero,

o bien, estados “fermiónicos” de part́ıculas o antipart́ıculas que ocupan los modos

fermiónicos en presencia de fluxones.

Definimos el factor de llenado f̃ como el número de modos ocupados para un

campo magnético dado, f̃ = ñ
ñB

, donde ñ es la densidad de part́ıculas en presencia

de fluxones, y ñB ≡ nB es la densidad de modos de cada nivel de enerǵıa, que

coincide exactamente con la del problema libre. Si suponemos una superficie de

área finita Ã, tenemos que Ñ = Ã ñ y M̃ = ÃnB son el número de part́ıculas

y de modos posibles respectivamente. Si tenemos un número finito de part́ıculas

podemos describir la teoŕıa de Jain de fermiones compuestos suponiendo que a cada

part́ıcula le asociamos un fluxón, de manera que cada una se mueve en presencia
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de Ñ−1 fluxones situados en las posiciones de las demás part́ıculas. En definitiva,

el número de estados posibles de igual enerǵıa con Ñ part́ıculas compuestas en M̃

modos será
(

M̃
Ñ

)
. De todos estos estados nos interesan únicamente aquellos que

corresponden a un factor de llenado entero, para los cuales no hay degeneración.

En esta situación podemos dar una interpretación alternativa del factor de

llenado, si lo expresamos en la forma:

f̃ =
Ñ

M̃
=

Ñ

Φ̃/Φ0

=
Ñ

ÑΦ

(5.4)

donde ÑΦ representa el número de cuantos de flujo correspondientes al campo B

en un área Ã, es decir, ÑΦ = Φ̃
Φ0

= ÃB
hc/e

. El factor de llenado es el inverso del

número de cuantos de flujo asociados a cada part́ıcula.

Supongamos que se llena completamente el primer nivel de enerǵıa (corres-

pondiente a los modos cero), el factor de llenado será f̃ = 1. Esto significa que la

densidad de part́ıculas compuestas coincide exactamente con la densidad de modos

posibles, de tal manera que no hay degeneración, es decir, por cada modo en el

mismo nivel de enerǵıa tenemos una part́ıcula compuesta, o bien, a cada part́ıcula

compuesta le corresponde un cuanto de flujo. Esto será cierto en general para

todos los estados con factor de llenado entero, f̃ = i, i = 1, 2, · · ·, que dan lugar al

Efecto Hall Cuántico Enteropara fermiones compuestos, en estos estados a cada

part́ıcula le corresponden i−1 cuantos de flujo.

El estado con factor de llenado uno será:

|f̃ = 1〉 ≡ |10, 11, · · · 1m, · · ·〉 ≡ A†
0A

†
1 · · ·A†

m · · · |0〉 (5.5)

tal que

A†
m|f̃ = 1〉 = 0 ∀m ≤ 0

Bkm|f̃ = 1〉 = Dkm|f̃ = 1〉 = 0 , ∀k 6= 0, m ≥ −k (5.6)

El operador densidad de carga en función del campo fermiónico, en presencia

de fluxones, está modificado respecto del operador para fermiones, pues debemos

incluir la medida de integración no trivial asociada a la transformación singular.

Tenemos por tanto:1

ρ̃ = −e

[
ψ̃†µ, ψ̃

]

2
(5.7)

1Recordemos que la carga del electrón es q = −e con e > 0.
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donde µ(z, z̄) depende de la posición de todos los solenoides presentes en la teoŕıa.

Sustituyendo el campo en función de los modos propios de una part́ıcula, re-

sultará:

ρ̃ = −e





∞∑

k=1

∞∑

m≤−k

ψ̃†km(z, z̄)µ(z, z̄)ψ̃km(z, z̄)
(
B†

kmBkm −D†
kmDkm

)

+ ψ̃†0m(z, z̄)µ(z, z̄)ψ̃0m(z, z̄)
(
A†

mAm − 1

2

)}
(5.8)

donde

ψ̃†km(z, z̄)µ(z, z̄)ψ̃km(z, z̄) ≡ (ψ̃+
km)†(z, z̄)µ(z, z̄)ψ̃+

km(z, z̄)

≡ (ψ̃−km)†(z, z̄)µ(z, z̄)ψ̃−km(z, z̄) (5.9)

como consecuencia de la simetŕıa de conjugación.

El valor esperado de este operador en el estado con factor de llenado uno es:

ρ̃1 = 〈f̃ = 1|ρ̃|f̃ = 1〉 = −e
(

1

2

) (
eB

hc

)
(5.10)

donde nB = eB
hc

es la densidad de modos para el primer nivel de enerǵıa. Este

resultado es idéntico al que obtuvimos para el Efecto Hall Cuántico Enterode

fermiones en un campo magnético uniforme, como era de esperar. Sin embargo,

como suced́ıa también en ese caso, debemos tener en cuenta que la densidad de

carga en el vaćıo no es nula debido a la presencia de los modos cero,

ρ̃v = 〈0|ρ̃|0〉 =
e

2

(
eB

hc

)
(5.11)

y por tanto, la densidad de carga para los fermiones compuestos relativa a este

vaćıo será

ρ̃ = ρ̃1 − ρ̃v = −e
(

eB

hc

)
(5.12)

En general, para un estado con factor de llenado f̃ = i, con i un entero,

resultará:

ρ̃ = ρ̃i − ρ̃v = i(−e)
(

eB

hc

)
(5.13)

Considerando estados de antipart́ıcula llegamos al mismo resultado salvo el

signo de la carga.

Encontramos, pues, que el sistema de fermiones compuestos, considerados como

part́ıculas libres, en presencia de un campo magnético uniforme externo, siente el

Efecto Hall Cuántico Enterode manera análoga al sistema de fermiones libres.
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Ambos sistemas están relacionados por la transformción gauge singular que, como

veremos, modifica la medida de integración, y, por tanto, el área que ocupan los

fermiones compuestos será distinta de la ocupada por los fermiones libres.

El valor esperado de la densidad de corriente en forma covariante, para los

estados con factor de llenado entero, será:

j̃µ = −i
e2

h
∗F µ , µ = 0, 1, 2 (5.14)

donde ∗F µ = 1
2
εµαβFαβ, y F µν = ∂µAν−∂νAµ, tal que, F 12 = B , F 0j = −Ej , j =

1, 2. La densidad de corriente en el plano ~̃j es transversal al campo eléctrico, y se

puede determinar el tensor de conductividad, cuyas componentes diagonales son

nulas, mientras que las no diagonales están cuantizadas, y aśı, la conductividad

Hall es σH = i e2

h
.

Este análisis es válido para el sistema de fermiones compuestos, cada uno de

ellos formado por un fermión y un solenoide de flujo 2pφ0. En una aproximación

de campo medio [66], suponiendo que el flujo gauge asociado a cada part́ıcula

se extiende dando lugar al campo magnético uniforme que suponemos constante,

encontramos las siguientes situaciones equivalentes:

• Supongamos que mantenemos constantes el campo externo B, y por tanto,

la densidad de modos posibles; y el número de fermiones compuestos, que

supondremos igual al número de fermiones libres: Ñ = N . En el estado co-

rrespondiente a factor de llenado uno, f̃ = 1, cada fermión compuesto tiene

asociado un cuanto de flujo; ya que, el inverso del factor de llenado, f̃−1 = 1,

representa el número de cuantos de flujo por part́ıcula, y en este caso es uno.

Pero en el sistema equivalente de fermiones libres a cada part́ıcula le corres-

ponderá no un cuanto de flujo sino (2p + 1) cuantos de flujo, y por tanto, el

factor de llenado del sistema fermiónico, cuyo inverso coincide con el número

de cuantos de flujo por part́ıcula (f−1 = 2p + 1), es precisamente: f = 1
2p+1

.

Es decir, una fracción con denominador impar que, como veremos al pasar al

sistema de muchas part́ıculas, es el factor de llenado del estado de Laughlin

para el Efecto Fraccionario. Este estado es simplemente el transformado

gauge del estado con factor de llenado uno de fermiones compuestos.

La equivalencia entre estos dos sistemas puede entenderse mejor gráficamente,

ver Figura 5.1. Estamos suponiendo que tanto el número de part́ıculas como

la intensidad del campo externo permanecen constantes, y aśı, lo único que

puede cambiar al considerar el sistema de fermiones compuestos o el sistema
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de fermiones libres es el área que ocupan. De esta forma es evidente que

los fermiones compuestos, con factor de llenado uno, ocupan un área más

pequeña que el sistema de fermiones libres, cada uno con 2p + 1 cuantos de

flujo, y la relación es precisamente: A = (2p + 1)Ã. Es decir, aumenta el

flujo asociado a cada part́ıcula aumentando el área que ocupan.

Figura 5.1: En este esquema, los puntos grandes representan fermiones compuestos y los
pequeños fermiones libres; las cruces son los cuantos de flujo asociados a cada part́ıcula.
El primer sistema representa fermiones compuestos con f̃ = 1, en un área Ã, a cada
part́ıcula le corresponde un cuanto de flujo. El sistema equivalente de fermiones libres
corresponde a un factor de llenado f = 1

3 , en un área A; en este caso cada part́ıcula tiene
asociados tres cuantos de flujo. El número de part́ıculas en ambos sistemas coincide, y
aśı, A = 3Ã.

• Supongamos ahora que mantenemos constantes el campo externo B, y el

área que ocupan ambos sistemas, el de fermiones compuestos y el equiva-

lente de fermiones libres. En este caso necesariamente tiene que cambiar el

número de part́ıculas de un sistema a otro. Si consideramos el sistema de

fermiones compuestos, Ñ , con factor de llenado uno, una vez más a cada

fermión compuesto le corresponderá un cuanto de flujo. Pero en el sistema

de fermiones libres, N , a cada part́ıcula le corresponden 2p + 1 cuantos de

flujo, de tal manera que el factor de llenado es f = 1
2p+1

. Esto significa

que hay menos part́ıculas libres que compuestas ocupando el mismo área, y

aśı, Ñ = (2p + 1)N . Es decir, aumenta el flujo asociado a cada part́ıcula

disminuyendo su número. Ver Figura 5.2, [88].

En cualquier caso, en esta aproximación de campo medio, encontramos la equi-
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Figura 5.2: Esquema equivalente al representado en la Figura 5.1. Ahora A = Ã, y por
tanto, Ñ = 3N , N número de fermiones libres.

valencia entre el Efecto Hall Cuántico Enteropara fermiones compuestos y el Efecto

Hall Cuántico Fraccionariopara fermiones.

En general, si consideramos un estado de fermiones compuestos con un factor

de llenado, f̃ = i, con i entero, a cada fermión compuesto le corresponde en dicho

estado i−1 cuantos de flujo. El flujo promedio para cada fermión será entonces:

f−1 = i−1 + 2p, y por tanto, el factor de llenado para el sistema de fermiones

equivalente es: f = i
2pi+1

. Tenemos aśı todos los factores de llenado fraccionarios

con denominador impar que se pueden obtener a partir del entero para fermiones

compuestos.

Es interesante estudiar la conexión entre este formalismo de Segunda Cuan-

tificación y la Teoŕıa de Muchas part́ıculas. Si suponemos que las part́ıculas no

interaccionan entre śı, es posible expresar el espacio de Hilbert para N part́ıculas

idénticas como el producto tensorial del espacio de Hilbert de cada una, HN =

H⊗ N· · · ⊗H, donde H = Γ+(S)⊕Γ−(S)⊕Γ0(S), generado por la base ortonormal

{ψ̃+
km(z, z̄), ψ̃−km(z, z̄), ψ̃0m(z, z̄)}, y Γ(S) es el subespacio de espinores de cuadrado

sumable propios del operador de Dirac para una part́ıcula cargada con fluxones en

un campo magnético uniforme.

Una base ortonormal de espinores antisimetrizados para HN vendrá dada por

el determinante de Slater:

ψ̃k1,m1;···;kNmN
(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) =
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=
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ̃k1m1(z1, z̄1) ψ̃k1m1(z2, z̄2) . . . ψ̃k1m1(zN , z̄N)

ψ̃k2m2(z1, z̄1) ψ̃k2m2(z2, z̄2) . . . ψ̃k2m2(zN , z̄N)
...

...
. . .

...

ψ̃kNmN
(z1, z̄1) ψ̃kNmN

(z2, z̄2) . . . ψ̃kNmN
(zN , z̄N)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(5.15)

En representación de coordenadas definimos el vaćıo como el estado tal que:

ψ̃(z, z̄)+|0〉 = ψ̃(z, z̄)0|0〉 = 0

ψ̃†(z, z̄)−|0〉 = 0 , ∀z, z̄ (5.16)

donde el campo fermiónico es:

ψ̃(z, z̄) = ψ̃(z, z̄)+ + ψ̃(z, z̄)− + ψ̃(z, z̄)0 (5.17)

=
∞∑

k=1

∞∑

m≥−k

Bkm ψ̃+
km(z, z̄) +

∞∑

k=1

∞∑

m≥−k

D†
kmψ̃−km(z, z̄) +

∞∑

m=0

Am ψ̃0m(z, z̄)

Aśı, un estado con un número finito de part́ıculas puede expresarse en función

del vaćıo,

|z1, z̄1, · · · , zN+ , z̄N+〉 = ψ̃†(z1, z̄1)
− · · · ψ̃†(zN+ , z̄N+)−|0〉

|z1, z̄1, · · · , zN0 , z̄N0〉 = ψ̃†(z1, z̄1)
0 · · · ψ̃†(zN0 , z̄N0)

0|0〉
|z1, z̄1, · · · , zN− , z̄N−〉 = ψ̃(z1, z̄1)

− · · · ψ̃(zN− , z̄N−)−|0〉 (5.18)

El Hamiltoniano para el problema de muchas part́ıculas será:

〈z1, z̄1, · · · , zN , z̄N |H̃|ψ̃〉 = (5.19)

= 〈0|[ψ̃(z1, z̄1) · · · ψ̃(zN , z̄N) , H̃]|ψ̃〉

=

{
N∑

I=1

~α
(
−ich̄~∇I + e( ~A(zI , z̄I) + ~a(zI , z̄I)

)}
ψ̃(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N)

que se deduce a partir del operador

H̃ =
∫ dzdz̄

2πi
: ψ̃†(z, z̄)µ(z, z̄)~α

(
−ich̄~∇+ e( ~A(z, z̄) + ~a(z, z̄)

)
ψ̃(z, z̄) : (5.20)

Este resultado debe ser equivalente a considerar el problema de N part́ıculas

en el plano, en presencia de un campo magnético uniforme, y en presencia de

un número arbitrario de solenoides. Pero es necesario hacer una hipótesis sobre el

número de fluxones presentes en la teoŕıa para describir un sistema de N fermiones

compuestos. La hipótesis es suponer que tenemos un número de solenoides igual

al número de part́ıculas, de tal manera que cada part́ıcula se mueve en presencia
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de N − 1 solenoides, que se encuentran situados exactamente en los puntos donde

están las demás part́ıculas. En esta situación el potencial vector complejo asociado

a los fluxones es:

aI = 0 , āI = i2p
φ0

π

N∑

J 6=I

1

zI − zJ

(5.21)

Cada fermión compuesto es una part́ıcula con un solenoide que lleva un flujo

2pφ0. Este potencial vector es un gauge puro y ahora la transformación singular

es:

Gp(zI) =
N∏

I<J

(zI − zJ)2p (5.22)

que depende de las coordenadas de las N part́ıculas.

En definitiva, el Hamiltoniano para N part́ıculas en representación de coorde-

nadas es:

H̃N = HN + h̄ω


4pl

N∑

J 6=I

aI

zI − zJ

+ 2p(πl2)
N∑

J 6=I

δ(2)(zI − zJ)


 (5.23)

donde HN es el Hamiltoniano en ausencia de fluxones, y aI es el operador a (4.5)

para la part́ıcula I. Podemos pasar de un sistema a otro simplemente a través de

la transformación no unitaria Gp de la forma

H̃N = Gp(z1, z2, · · · , zN) HN G−1
p (z1, z2, · · · , zN) (5.24)

Por otro lado, el estado fundamental del sistema correspondiente al factor de

llenado f̃ = 1, con N fermiones compuestos en el primer nivel de enerǵıa, será:

〈z1, z̄1, · · · , zN , z̄N |ψ̃〉 = ψ̃00,···,0N−1(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) =

=
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ̃00(z1, z̄1) ψ̃00(z2, z̄2) . . . ψ̃00(zN , z̄N)

ψ̃01(z1, z̄1) ψ̃01(z2, z̄2) . . . ψ̃01(zN , z̄N)
...

...
. . .

...

ψ̃0N−1(z1, z̄1) ψ̃0N−1(z2, z̄2) . . . ψ̃0N−1(zN , z̄N)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
N∏

J>1

(z1 − zJ)2p
N∏

J>2

(z2 − zJ)2p · · · (zN−1 − zN) ψ00,···,0N−1(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N)

=
N∏

I<J

(zI − zJ)2p ψ00,···,0N−1(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N)

= Gp(z1, · · · , zN) ψ00,···,0N−1(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) (5.25)
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Este estado es exactamente el estado transformado por Gp del estado fundamen-

tal para N fermiones libres con factor de llenado uno, ψ00,···,0N−1(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N),

que es el determinante de Slater para los espinores de Dirac-Landau correspon-

dientes al primer nivel de enerǵıa. La primera componente del espinor resultante

coincide exactamente con la función de onda propia del problema no-relativista de

muchas part́ıculas, de tal manera que,

Ψ̃f̃=1(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) =
N∏

I<J

(zI − zJ)2p Ψf=1(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) (5.26)

y, utilizando el desarrollo del determinante de Vandermonde, tenemos que

Ψf=1(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) = N
N∏

I<J

(zI − zJ) e−
1

2l2

∑N

I=1
|zI |2 (5.27)

donde N es una constante de normalización.

Es decir, el estado para fermiones equivalente al estado de N fermiones com-

puestos, con factor de llenado uno, es precisamente el estado fundamental pro-

puesto por R.B.Laughlin para el Efecto Hall Cuántico Fraccionariocorrespondi-

ente a los factores de llenado f = 1
2p+1

, y aśı, salvo la constante de normalización,

tenemos:

Ψ̃f̃=1(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) ≡ Ψf= 1
2p+1

(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N)

= N
N∏

I<J

(zI − zJ)2p+1e−
1

2l2

∑N

I=1
|zI |2 (5.28)

Este estado es también propio del momento angular total modificado por la

presencia de solenoides, que podemos determinar, para el sistema de muchas

part́ıculas, a partir del operador en Segunda Cuantificación:

J̃3 =
∫ dzdz̄

2πi
: ψ̃†(z, z̄)µ(z, z̄)

(
L̃3 + S3

)
ψ̃(z, z̄) : (5.29)

de donde se deduce que

〈z1, z̄1, · · · , zN , z̄N |J̃3|ψ̃〉 =

=
N∑

I=1

{
L̃3(I) +

1

2
σ3

}
ψ̃(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) (5.30)

Es decir, el momento angular total para el problema de N fermiones compuestos

en representación de coordenadas es:

J̃N
3 = JN

3 − h̄2p
N∑

J 6=I

zI

zI − zJ

+ h̄2p(πl2)
N∑

J 6=I

δ(2)(zI − zJ) (5.31)



ESTADO FUNDAMENTAL PARA FERMIONES COMPUESTOS 189

y, por tanto,

J̃N
3 = Gp(z1, z2, · · · , zN) JN

3 G−1
p (z1, z2, · · · , zN) (5.32)

El estado fundamental para factor de llenado uno es propio de este operador

con autovalor:

J̃N
3 ψ̃f̃=1(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) = h̄

{
N(N − 1)

2
+

N

2

}
ψ̃f̃=1(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) (5.33)

Además, el estado fermiónico equivalente es propio del momento angular total

JN
3 sin transformar:

JN
3 ψf= 1

2p+1
(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) =

h̄

{
(2p + 1)

N(N − 1)

2
+

N

2

}
ψf= 1

2p+1
(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) (5.34)

y el autovalor es proporcional, en la parte angular, al inverso del factor de llenado

para este estado.

En general, cualquier estado, con N part́ıculas compuestas y factor de llenado

entero f̃ = i, tiene su estado fermiónico equivalente, que será

ψ̃f̃=i(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) ≡ ψf= i
2pi+1

(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N)

= Gp(z1, · · · , zN)ψf=i(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) (5.35)

Analizaremos ahora la incompresibilidad del estado fundamental, para factores

de llenado fraccionarios, estudiando las propiedades de simetŕıa del problema con

fluxones, de manera análoga al estudio realizado por Cappelli et al. para el Efecto

Entero de fermiones libres. Los generadores infinitesimales de la simetŕıa infinita

W∞ como operadores en Segunda Cuantificación son:

L̃n,m =
∫ dzdz̄

2πi
: ψ̃†(z, z̄)µ(z, z̄) L̃n,m ψ̃(z, z̄) : (5.36)

que, en función de los modos propios:

L̃n,m =
∞∑

k′=0

L̃k′
n,m (5.37)

donde

L̃k′
n,m =

∞∑

m′≥m+1−k′

√
(k′ + m′)!(k′ + m′ + n−m)!

(k′ + m′ −m− 1)!

(
B†

k′,m′+n−mBk′,m′

−D†
k′,m′Dk′,m′+n−m

)
, k′ 6= 0

L̃0
n,m =

∞∑

m′≥m+1

√
(m′)!(m′ + n−m)!

(m′ −m− 1)!
A†

m′+n−mAm′ (5.38)
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Es decir, L̃n,m descompone en suma de términos de la forma L̃k′
m+s,m donde

s = n − m y k′ representa cada nivel de enerǵıa. Este operador actúa sobre un

estado aumentando (si s > 0) o disminuyendo (si s < 0) el momento angular

de cada part́ıcula, dentro de cada nivel de enerǵıa. En particular, si tenemos un

estado con factor de llenado f̃ = 1 que está completamente lleno, sucede que

L̃n′,m′ |f̃ = 1〉 ≡ L̃0
n′,m′

{
A†

0 · · ·A†
m · · · |0〉

}
= 0 (5.39)

donde −1 ≤ n′ < m′. Esta condición representa la incompresibilidad del es-

tado fundamental para el efecto entero de part́ıculas compuestas y, en definitiva,

caracteriza la incompresibilidad de un estado de fermiones con factor de llenado

fraccionario.

En el problema de muchas part́ıculas encontramos que el estado fundamental

propuesto por Laughlin es incompresible, como demuestran M. Flohr y R. Varn-

hagen, en la teoŕıa no-relativista [38]. En este caso resulta:

L̃n′,m′ ψ̃f̃=1(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) ≡ L̃(0)
n′,m′ ψf= 1

2p+1
(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) = 0 (5.40)

donde

〈z1, z̄1, · · · , zN , z̄N | L̃n′,m′ |ψ̃f̃=1〉

=

{
N∑

I=1

(B̃†
I)

n′+1B̃m′+1
I

}
ψ̃f̃=1(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) (5.41)

En general, la condición de incompresibilidad para el estado fundamental del

Efecto Hall Cuántico Fraccionarioes equivalente a la condición de incompresibi-

lidad del estado fundamental para el Efecto Hall Cuántico Enterode fermiones

compuestos.

Hemos encontrado, para el problema de un número finito de part́ıculas, que

tanto las funciones de onda como los operadores para un factor de llenado frac-

cionario f = i
2pi+1

, y entero f̃ = i, están relacionados por una transformación

singular, de tal manera que:

ψ̃p(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) = Gp(z1, · · · , zN)ψi(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N)

Õp = Gp(z1, · · · , zN)OG−1
p (z1, · · · , zN) (5.42)

donde O = {HN , JN
3 , bI , b

†
I , aI , a

†
I} y Õp = {H̃N , J̃N

3 , B̃I , B̃
†
I , ÃI , Ã

†
I} para I =

1, 2, · · ·N .
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Esta transformación, singular para zI → zJ , no es unitaria, pues:

G†pGp =
N∏

I<J

|zI − zJ |4p = µ−1(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) (5.43)

donde µ(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) es la nueva medida de integración en el espacio de

configuración para N part́ıculas, que depende de la posición de todas ellas.

Por último, estudiaremos en este contexto de muchas part́ıculas la genera-

lización al problema de q capas o muestras independientes, en cada una de las

cuales consideramos un número finito de part́ıculas (supondremos en principio

el mismo en cada capa), y un número equivalente de fluxones asociados a cada

part́ıcula. Aśı, cada part́ıcula ve N − 1 fluxones, que se encuentran en la misma

capa, y N fluxones correspondientes a las part́ıculas situadas en las demás capas.

Suponemos que las part́ıculas no pueden pasar de una capa a otra, de forma que

el movimiemto en cada capa es independiente de las demás, salvo por el hecho de

que los fluxones de unas capas śı inducen una interacción sobre las part́ıculas de

las otras [130].

En este sistema tenemos que considerar, además del potencial vector externo,

un potencial vector complejo asociado a los fluxones, dado por:

ai
I = 0 , āi

I = i
Φ0

π



−

q∑

j 6=i

Aij

N∑

J 6=I

1

zi
I − zj

J

− Aii

N∑

J 6=I

1

zi
I − zi

J



 (5.44)

donde I, J = 1, 2, · · · , N son ı́ndices asociados a las part́ıculas en cada capa, e

i, j = 1, 2, · · · , q son los ı́ndices asociados a cada capa. La transformación singular

será:

GK(zi
I) =

q∏

i<j

N∏

I≤J

(zi
I − zj

J)Kij

N∏

I<J

(zi
I − zi

J)Kii−1 (5.45)

donde K es una matriz q × q que en función de la matriz A (4.21) es K = I − A

con I la matriz identidad q × q [38]. Esta relación se deduce de la condición

de incompresibilidad para el estado fundamental caracterizada por los operadores

L̃nm dados por:

L̃nm =
q,N∑

i,I

(B̃i†
I )n+1(B̃i

I)
m+1 (5.46)

donde B̃i†
I y B̃i

I se pueden determinar como el transformado gauge de bi
I y bi

I .

En general, tenemos:

ψ̃K(zi
I , z̄

i
I) = GK(zi

I) ψ(zi
I , z̄

i
I)

ÕK = GK(zi
I)OG−1

K (zi
I) (5.47)
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donde O = {H i
N , JN,i

3 , bi
I , b

i†
I , ai

I , a
i†
I } y ÕK = {H̃ i

N , J̃ iN
3 , B̃i

I , B̃
i†
I , Ãi

I , Ã
i†
I } con I =

1, 2, · · ·N , para la capa i.

El estado fundamental correspondiente a factor de llenado f̃ = 1, con N

fermiones compuestos en el primer nivel de Dirac-Landau, para la capa i-ésima

es:

ψ̃(zi
I , z̄

i
I) =

q∏

i<j

N∏

I≤J

(zi
I − zj

J)Kij

N∏

I<J

(zi
I − zi

J)Kii−1ψ(zi
I , z̄

i
I) (5.48)

donde ψ(zi
I , z̄

i
I) es el determinante de Slater para los espinores de Dirac-Landau

correspondientes al primer nivel de enerǵıa en la capa i-ésima. La primera compo-

nente de este espinor coincide con la función de onda no-relativista, y desarrollando

el determinante de Vandermonde resulta:

Ψ̃f̃=1(z
i
I , z̄

i
I) = N

q∏

i<j

N∏

I≤J

(zi
I − zj

J)Kij

N∏

I<J

(zi
I − zi

J)Kii e
− 1

2l2

N∑

I=1

|zi
I |2

(5.49)

En definitiva, la función de onda para el estado fundamental del sistema com-

pleto, con Ni part́ıculas en cada capa i, y para las q capas, correspondiente al

factor de llenado uno para los fermiones compuestos es:

Ψ̃f̃=1(z
i
I , z̄

i
I) = N

q∏

i<j

Ni,Nj∏

I≤J

(zi
I − zj

J)Kij

q∏

i=1

Ni∏

I<J

(zi
I − zi

J)Kii e
− 1

2l2

q∑

i=1

Ni∑

I=1

|zi
I |2

(5.50)

Para determinar el factor de llenado del sistema de fermiones libres equivalente

calculamos el número total de cuantos de flujo, que vendrá dado por el número de

estados posibles para cada part́ıcula, o lo que es lo mismo, por la mayor potencia

de zi
I más uno, aśı[127]:

NΦ = 1 + Kii(Ni − 1) +
∑

j 6=i

KijNj =
q∑

j

KijNj −Kii + 1 (5.51)

para Ni grande resulta: NΦ ≈
q∑

j

KijNj. El número total de part́ıculas es N =

∑q
i=1 Ni, y, por tanto, el factor de llenado para este estado es:

fK =
q∑

i,j

(K−1)ij (5.52)

donde hemos utilizado que Ni =
∑

j(K
−1)ijNΦ.
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Este es el factor de llenado para la función de onda que generaliza la función

de Laughlin al problema de q capas o niveles de enerǵıa independientes:

Ψ̃f̃=1(z
i
I , z̄

i
I) ≡ ΨfK

(zi
I , z̄

i
I)

= N
q∏

i<j

Ni,Nj∏

I≤J

(zi
I − zj

J)Kij

q∏

i=1

Ni∏

I<J

(zi
I − zi

J)Kii e
− 1

2l2

q∑

i=1

Ni∑

I=1

|zi
I |2

(5.53)

Como consecuencia del principio de Pauli la matriz K debe ser simétrica, pos-

itiva, y valuada en los enteros, con la diagonal principal formada por enteros

impares. En particular si K es de la forma:

K =




2p + 1 2p · · · 2p

2p 2p + 1 · · · 2p
...

. . .
...

2p · · · 2p 2p + 1




(5.54)

el factor de llenado es: fK = q
2pq+1

. Es decir, el sistema de q capas independientes,

o bien q fluidos de tipo Hall, en el cual las part́ıculas compuestas por un fermión

y un fluxón con 2p cuantos de flujo, ocupan completamete en cada capa el primer

nivel de Landau, tiene el mismo factor de llenado que un sistema formado por

una sola capa pero en el cual los fermiones compuestos ocupan completamente q

niveles de Landau: f = q
2pq+1

.

En esta formulación para el Efecto Hall Cuántico Fraccionarioconsideramos

un Hamiltoniano sin interacción entre las part́ıculas, como en el entero, pero

describimos la interacción a través de una medida no trivial que, como veremos,

estará relacionada con la función de correlación de N puntos asociados a los cuan-

tos de flujo en una Teoŕıa Abeliana de Chern-Simons. Es decir, en la teoŕıa de

fermiones compuestos de Jain, se introduce un término de interacción en el Hamil-

toniano a través del potencial vector complejo, para describir la interacción entre

las part́ıculas cargadas y los solenoides que le asociamos a cada una. Esta inter-

acción es de tipo estad́ıstico con parámetro: ν = 2p, pero en este caso el potencial

vector que describe la presencia de fluxones es complejo, a diferencia del potencial

vector estad́ıstico como el introducido por Lerda, [85], para describir part́ıculas

con estad́ıstica aniónica, que es real. Como sucede en el estudio realizado por este

autor acerca de la estad́ıstica fraccionaria, es posible construir un sistema formado

por una part́ıcula cargada y un solenoide, denominado cyon, dando lugar a una

part́ıcula aniónica; sin embargo, la generalización de la estad́ıstica fraccionaria
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al problema de muchas part́ıculas se lleva a cabo utilizando un campo gauge de

Chern-Simons. Aśı, en una teoŕıa cuántica de campos de Chern-Simons la es-

tad́ıstica fraccionaria se implementa a través de un campo gauge no local, de largo

alcance, y abeliano en (2+1) dimensiones, cuya acción es precisamente la acción

de Chern-Simons. Lerda demuestra que al pasar al problema de muchas part́ıculas

aparece de forma natural el término que describe la interacción estad́ıstica. O lo

que es lo mismo, la dinámica de Chern-Simons automáticamente asocia carga y

flujo, y realiza de forma natural lo que se impone como un requerimiento externo

en el sistema del cyon. Esto mismo sucede en el estudio que estamos realizando

sobre el Efecto Hall Cuántico Fraccionario, el sistema de una part́ıcula en presen-

cia de fluxones seŕıa equivalente al problema del cyon, y será necesario formular

una teoŕıa cuántica de campos de tipo Chern-Simons-Dirac en la que los fermiones

compuestos resulten ser los cuantos fundamentales. Esto lo estudiaremos en las

siguientes Secciones de este Caṕıtulo.

5.2 Efecto Hall Cuántico Fraccionario: Pará- metro

de Orden y Confinamiento Oblicuo

El objetivo de esta Sección es la formulación de una teoŕıa cuántica de campos

en la que los fermiones compuestos de Jain, con el electrón ocupando un nivel

de Landau, resulten cuantos en sectores topológicamente distintos al vaćıo. El

operador de creación ha de ser necesariamente no local, del tipo introducido por

Mandelstam, [91], en la teoŕıa de Solitones y extendido por ’t Hooft, [122], a

las teoŕıas gauge de part́ıculas elementales. Se pretende aśı el desarrollo de los

trabajos de Girvin y McDonald, [46], y Read, [111, 83], en los que se estudia la

transición de fase que ocurre en el Efecto Hall Cuántico Fraccionario, de forma

que se encuadre en el poderoso marco de los aspectos no perturbativos en teoŕıa

cuántica de campos.

De acuerdo con el análisis de la Sección 2.1, el punto de partida natural, en-

tendemos que el régimen pertinente en la transición de fase es el de baja enerǵıa,

es la teoŕıa de Chern-Simons-Dirac determinada por la acción:

S =
∫

d3x
{
ψ̄(iγµDµ −m)ψ +

κ

2
εµνρA

µ∂νAρ
}

(5.55)

Tomamos unidades naturales donde la longitud magnética es l20 ≡ l2c = 2π
eB

. El

coeficiente del término de Chern-Simons será en general de la forma κ = m
l0

, con
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m un número racional. Es conveniente escribir la acción en la forma:

S =
∫

dt
∫

dx1dx2

{
κ

2
εµνρA

µ∂νAρ + ψ†
(
i
∂

∂t
+ i~α.~∇− βm

)
ψ

}

+ e
∫

dt
∫

dx1dx2

{
ψ†ψA0 − ψ†~αψ ~A

}

ψ̄ = ψ†γ0 ; γ0 = β , γ0~γ = ~α ; Aµ = (A0, ~A) , γµ = (γ0, ~γ)

pues permite identificar los elementos clave para cuantificar esta teoŕıa. En el

gauge de Weyl, A0 = 0, la acción de Chern-Simons

SCS =
κ

2

∫
dt

∫
dx1dx2 (A2Ȧ1 − A1Ȧ2) (5.56)

determina completamente la cuantificación del campo ~A pues estamos ante una

teoŕıa topológica de campos. El espacio de fases, antes de reducir tomando cociente

por el grupo gauge, es el formado por las componentes A1(~x, t) y A2(~x, t) de

la conexión; A1 es la coordenada y κA2, el momento. Cuantificación canónica

promueve A1 y A2 a operadores que satisfacen las relaciones de conmutación:

[Â1(~x, t), Â2(~y, t)] =
i

κ
δ(2)(~x− ~y) (5.57)

El Hamiltoniano fermiónico libre es de la forma convencional

Hf
0 =

∫
dx1dx2 ψ†(−i~α.~∇+ βm)ψ

y la cuantificación del campo de Dirac procede por anticonmutadores:

{ψ̂†(~x, t), ψ̂(~y, t)} = δ(2)(~x− ~y)

{ψ̂†(~x, t), ψ̂†(~y, t)} = {ψ̂(~x, t), ψ̂(~y, t)} = 0 (5.58)

El Hamiltoniano de interacción es

ĤI = e
∫

dx1dx2 ψ̂†~αψ̂ · ~̂A

y un elemento crucial es la ley de Gauss que debe imponerse como una condición

sobre los estados cuánticos:

[κB̂(~x, t) + eψ̂†(~x, t)ψ̂(~x, t)]|Ω〉 = 0 (5.59)

B̂(~x, t) = ∂x2Â1(~x, t)− ∂x1Â2(~x, t)
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La observación f́ısicamente más relevante es que (5.59) liga el operador de carga

eléctrica ψ̂†ψ̂ con el operador de campo magnético B̂, exactamente la situación

contraria a la que ocurre en electrodinámica cuántica donde es el operador de

campo eléctrico el determinado por el de carga eléctrica.

Para evitar la situación redundante de considerar estados |Ω〉 relacionados por

una transformación U(1) gauge, imponemos el gauge de Coulomb, à la Gupta-

Bleuler, como una condición adicional sobre los estados,

(
∂z̄Âz + ∂zÂz̄

)
|Ω〉 = 0 (5.60)

que permite resolver (5.59) sin ambigüedad. Hemos introducido coordenadas y

campos complejos,

z = x1 + ix2, z̄ = x1 − ix2, ∂z =
1

2
(∂x1 − i∂x2), ∂z̄ =

1

2
(∂x1 + i∂x2)

Âz = (Â1 − iÂ2), Âz̄ = (Â1 + iÂ2), B̂ = i(∂zÂz̄ − ∂z̄Âz)

En representación de configuración, polarización holomorfa, donde tomamos

como estados base los propios de Âz̄ y ψ̂†ψ̂,

Âz̄(z̄, z)|Az̄(z̄, z)〉 = Az̄(z̄, z)|Az̄(z̄, z)〉
: ψ̂†ψ̂ : |ρ(z, z̄)〉 = ρ(z, z̄)|ρ(z, z̄)〉

(5.59) y (5.60) devienen ecuaciones en derivadas funcionales para el funcional

Ω[Az̄; ρ] = 〈Az̄; ρ(z, z̄)|Ω〉 :
(
iκ∂zAz̄ − i∂z̄

δ

δAz̄

+ eρ

)
Ω[Az̄; ρ] = 0

(
∂zAz̄ +

1

κ
∂z̄

δ

δAz̄

)
Ω[Az̄; ρ] = 0

Los estados del sistema son pues de la forma:

Ω[Az̄; ρ] = N exp

{
−ie

4

∫ dz ∧ dz̄

2i
ρ(z, z̄)∂−1

z̄ Az̄(z, z̄)

}
(5.61)

que resuelven la ecuación:

2i∂z̄
δΩ

δAz̄

= eρΩ

En particular, el estado de vaćıo es Ω[0; 0] = 1.

Este formalismo general permite una descripción expĺıcita del operador de

creación de fermiones compuestos como un operador no local. Si escribimos
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|Ω〉 = |Σ〉 ⊗ |f〉 como el producto tensor de un estado del campo ~A por uno

fermiónico,

Ûm(z0)|Az ≡ 0〉 = |fluxón〉
el operador

Ûm(z0) = exp

{
i
κm

e

∫ dz ∧ dz̄

2i
F̂zz̄ ln

(
z − z0

l0

)}
(5.62)

crea un estado con m unidades de cuantos de flujo magnético localizados en z0,

que denominaremos fluxón. Es inmediato comprobar que:

Âz(z, z̄)|fluxón〉 = i
m

e
∂z ln

(
z − z0

l0

)
|fluxón〉

puesto que Âz̄ genera traslaciones en estados propios de Âz. De ah́ı,

〈fluxón|B̂(z, z̄)|fluxón〉 =
m

e
δ(2)

(
z − z0

l0

)
(5.63)

de acuerdo con lo antedicho. La ley de Gauss requiere que:

: ψ̂†ψ̂(z, z̄) : |f〉 = −κm

e2
δ(2)

(
z − z0

l0

)
|f〉 (5.64)

de modo que |f〉 es un estado de un electrón,

|f〉 =
κm

e2
Ψ̂†(z0)|0〉

si κ = e2

m
, creado desde el vaćıo por el operador de Fermi ψ̂†(z0). El estado que

satisface la ley de Gauss,

|a(z0)〉 = |fluxón〉 ⊗ |f〉 = â†m(z0)|0〉

con

â†m(z0) = Ûm(z0)⊗ κm

e2
Ψ̂†(z0)

que corresponde a un bosón, si m = 2p ± 1, y p es un entero, y está compuesto

por una unidad de carga eléctrica y m de flujo magnético localizadas en z0. Este

estado bosónico obedece pues a un fermión compuesto de Jain ocupando un nivel

de Landau.

Veamos que â†m(z) es un operador bosónico si m es impar. La relación de

conmutación

Ûm(z)ψ̂†(z) = e2πimψ̂†(z)Ûm(z)
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es debida a la fase Aharanov-Bohm adquirida por el electrón si se crea primero el

fluxón: en efecto

e{ie
∫

Âw dw}ψ̂†(z)

actuando sobre un estado de fluxón da lugar a una fase e2πim en el estado com-

puesto. El signo menos que ocurre si m es impar compensa el signo más de los

anti-conmutadores fermiónicos y

[â†m(w), â†m(z)] = 0

Siguiendo a ’t Hooft, en orden a estudiar la f́ısica de estos sectores no pertur-

bativos de la teoŕıa, introduciremos otro operador no local:

Ŵ (C) = exp
{
ie

∫

C
dzÂz(z, z̄)

}
=

= exp

{
ie

∫ 1

0
ds

dz(s)

ds

∫ dz ∧ dz̄

2i
Âz(z, z̄)δ(2)(z − z(s))

}
(5.65)

donde z(s), z(0) = z(1), determina una curva cerrada C en el plano parametrizada

por s ∈ [0, 1]. El operador de ĺınea de Wilson mide el flujo magnético encerrado

por la curva C.

Ŵ (C)|fluxón〉 = exp

(
m

∮

C

dz

z − z0

)
|fluxón〉 =





e2πim|fluxón〉, si z0 ∈ D

|fluxón〉, si z0 6∈ D

con ∂D = C. Ŵ (C) es en un sentido preciso dual a Û(z0). Sobre estados propios

de Âz̄ su acción da lugar a una traslación:

Ŵ (C)|Az̄(z, z̄)〉 = |Az̄(z, z̄) + eδ(2)(z − z(s))〉

El estado creado sobre el vaćıo corresponde aśı a una ĺınea de flujo a lo largo

de C:

|C〉 = Ŵ (C)|0〉
〈C|B̂(z)|C〉 = 2i∂zδ

(2)(z − z(s))

Para cumplir la ley de Gauss consideramos estados

|l(s)〉 = l̂(s)|0〉 = |C〉 ⊗ |f(s)〉

donde

l̂(s) =
2iκ

e
Ŵ (C)∂zψ̂

†(z(s))
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y el estado fermiónico asociado al vórtice satisface:

: ψ̂†ψ̂(z) : |f(s)〉 = −2iκ

e
∂zδ

(2)(z − z(s))|f(s)〉

En la teoŕıa de Chern-Simons, Ŵ (C) y Û(z0), más que duales, en el sen-

tido electromagnético son autoduales: ambos crean estados cargados eléctrica y

magnéticamente, bien sobre la curva C, bien en z0. En la electrodinámica de

Maxwell, Ŵ (C), por el contrario, crea ĺıneas de flujo eléctrico mientras que Û(z0)

da lugar a cargas magnéticas puntuales. En este último caso, Az, Az̄, son coorde-

nadas y los campos eléctricos, Ez, Ez̄, sus momentos conjugados.

Las relaciones de conmutación de Ûm(z0) y Ŵ (C) son peculiares, ver Figura

5.3.

Ûm(z0)Ŵ (C1) = e2πimŴ (C1)Ûm(z0)

Ûm(z0)Ŵ (C2) = Ŵ (C2)Ûm(z0) (5.66)

y conducen a un análisis cualitativo de las fases del sistema.

Figura 5.3: Curvas cerradas C1 y C2. Una de ellas rodea al punto z0.

Esencialmente hay dos posibilidades divididas en dos subcasos:

• I.

– a) Tomamos como parámetro de orden el operador densidad de carga

de los bosones/aniones compuestos, : â†m(zA)âm(zB) :.

Si el valor esperado del parámetro de orden en el estado fundamental

〈: â†m(zA)âm(zB) :〉 6= 0
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es distinto de cero existe condensación de carga magnética y eléctrica.

La simetŕıa U(1) es espontáneamente rota, y ello da lugar a solitones

con carga eléctrica y magnética asociados al primer grupo de homotoṕıa,

π1(U(1)) = Z; es decir, los fluxones resultan solitónicos. Esta es la fase

Higgs que, al igual que en superconductividad, da lugar al confinamiento

de cargas duales a las del condensado, en este caso magnético/eléctrica,

y por tanto, confinamiento oblicuo. En términos de los operadores Û y

Ŵ :

〈Ŵ (C)〉 = e−Longitud(C) , 〈Ûm(C)〉 = e−Area(C)

donde hemos extendido Ûm en la tercera dimensión.

– b) Consideremos como parámetro de orden, ahora, el operador de creación

de aniones compuestos. Si su valor esperado en el estado fundamental

〈â†m(z0)〉 6= 0

es distinto de cero estamos ante la fase de confinamiento en la que:

〈Ŵ (C)〉 = e−Area(C) , 〈Ûm(C)〉 = e−Longitud(C)

y se cumple el criterio de Wilson como en electrodinámica cuántica. En

este caso, sin embargo, es análogo a la fase Higgs porque ocurre también

confinamiento oblicuo.

El fenómeno de condensación de fermiones compuestos se analiza mejor en

la teoŕıa dual, en la que los estados creados por el operador no local, â†m(z),

resultan los cuantos fundamentales asociados a operadores locales. Esto lo

estudiaremos en detalle en la Sección 5.3, y adelantamos dos hechos perti-

nentes ahora:

1. La teoŕıa dual es una teoŕıa gauge abeliana, con grupo U(1)D, dual al de

partida.

2. El término cinético es de tipo Chern-Simons con coeficiente κ−1. La

ruptura de simetŕıa de U(1)D conlleva solitones, que son aniones compuestos

de carga dual, medida por ŴD(C) a través de las relaciones (5.66) para

los operadores ÛD, ŴD, definidos como Û , Ŵ en términos del potencial

vector ÂD
z , ÂD

z̄ . Aśı, 〈ŴD(C)〉 = e−Longitud(C), y es fácil ver que 〈Ŵ (C)〉 =

e−Area(C).

• II.
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– a) 〈: â†m(zA)âm(zB) :〉 = 0. Es la fase normal.

– b) 〈â†m〉 = 0. Fase normal dual.

El punto central de esta Sección es dilucidar cuál de las fases explicadas ante-

riormente ocurre en el Efecto Hall Cuántico Fraccionarioy determinar sus carac-

teŕısticas f́ısicas. Ello requiere describir el estado de Laughlin, estado fundamental

del sistema, en este formalismo y calcular los valores esperados de los parámetros

de orden alternativos en dicho estado. El estado de Laughlin es:

ΨL(z1, z̄1, z2, z̄2, · · · , zN , z̄N) = 〈z1, z̄1, z2, z̄2, · · · , zN , z̄N |Ω〉L =

=
N∏

i<j

〈1e−(zi), 1e−(zj); i
m

e
∂z ln[

(z − zi)

l0

(z − zj)

l0
]|â†m(zi)e

−ie
∫ zi

zj+l0
dz Âz

â†m(zj)|0〉

×e
− 1

4l2
0

N∑

i=0

|zi|2

(5.67)

donde los fermiones son creados en el primer nivel de Landau

ψ̂†(zi) =
∞∑

m=0

ψ†0m(zi)A
†
m , {A†

m′ , Am} = δm′m

toda vez que suponemos ~A la suma de un campo externo que produce el campo

magnético constante, ~Aext, y un campo gauge, ~a, gobernado por el Lagrangiano

de Chern-Simons que describe las fluctuaciones cuánticas. De (5.67) uno lee

ΨL(z1, z̄1, z2, z̄2, · · · , zN , z̄N) =
N∏

i<j

(
zi − zj

l0

)m

e
− 1

4l2
0

N∑

i=0

|zi|2

(5.68)

como debe ser, y la interpretación f́ısica que se deduce de la fórmula antedicha se

representa en la Figura 5.4 a), en cada punto zi hay un fermión compuesto de un

electrón y m cuantos de flujo, y ĺıneas de flujo de zi + l0 al fermión compuesto

situado en zj.

Los estados cuasi-part́ıcula, Figura 5.4 b), se obtienen del mismo modo:

〈z0, z̄0, z1, z̄1, z2, z̄2, · · · , zN , z̄N |Q〉L =
N∏

i=1

〈1e−(zi), 1e−(z0); i
1

e
ln[

(z − z0)

l0

(z − zi)

l0
] | â†1(zi) e

−ie
∫ zi

z0+l0
dz Âz

â†1(z0)|0〉

×e
− 1

4l2
0

|z0|2
ΨL(z1, z̄1, z2, z̄2, · · · , zN , z̄N) (5.69)
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Figura 5.4: a) Los fermiones compuestos están formados por un fermión, el punto, y tres
cuantos de flujo, #. Cada par de puntos zia y zja están relacionados, en el ĺımite εl0 → 0,
por una ĺınea de flujo, que une el fermión situado en zia + l0 con el fermión situado en
zja . b) Además de los pares de fermiones compuestos tenemos una cuasi-part́ıcula en z0.

El valor esperado del parámetro de orden en el estado de Laughlin es:

L〈Ω| : â†m(zB)e
−ie

∫ zB
zA+l0

dzÂz
âm(zA; l0) : |Ω〉L =

N

Z

∫
d2z2 · · · d2zN

∞∑

m′=0

ψ∗0m′(zB)ψ0m′(zA + l0)
N∏

i<j=2

[
(z∗B − z∗i )(zA − zj)

l20

]m

×
∣∣∣∣
zi − zj

l0

∣∣∣∣
2m

e
− 1

4l2
0

N∑

i=2

|zi|2

donde Z es una constante de normalización de los estados de bosones compuestos,

y âm(zA; l0) = Û †
m(zA)ψ̂(zA + l0). Este valor esperado viene dado por la integral

obtenida por Girvin y McDonald en primera cuantificación. Su cómputo, habida

cuenta de las rápidas oscilaciones de fase, produce el resultado

L〈Ω| : â†m(zB)e
−ie

∫ zB
zA+l0

dzÂz
âm(zA; l0) : |Ω〉L ∼= (5.70)

eB

2π

(
1

m
− 1

2

)
exp

{
− 1

4l20
|zB − zA − l0|2

}
exp

{
1

4l20
z∗B(zA + l0)− 1

4
zB(z∗A + l0)

}

con el factor −1
2

debido al orden normal. Que en el ĺımite zA + εl0 → zA resulta:

L〈Ω| : â†m(zB)e
−ie

∫ zB
zA+εl0

dzÂz
âm(zA; εl0) : |Ω〉L ∼=

eB

2π

(
1

m
− 1

2

)
exp

{
− 1

4l20
|zB − zA|2

}
exp

{
1

4l20
z∗B(zA)− 1

4
zB(z∗A)

}
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Hay pues condensación de carga magnética y eléctrica, por tanto, confinamiento

oblicuo aunque aqúı, siendo el sistema “autodual”, se realiza en la fase de Higgs.

Sin embargo, (5.70) implica un orden de corto alcance en contradicción con lo

observado ya que hay manifestaciones del campo ~a importantes a largas distancias,

que describiremos en la próxima Sección.

En realidad, si reemplazamos â†m(z) por

|â|†m(z) = exp

{
i
κm

e

∫ dw ∧ dw̄

2i
F̂ww̄ ln

∣∣∣∣
w − z

l0

∣∣∣∣
}

ψ̂†(z)

y definimos el estado de Laughlin a partir de |â|†m(z), obtenemos como valor es-

perado del parámetro de orden modificado el resultado siguiente:

L〈|Ω| | : |â|†m(zB) e
−ie

∫ zB
zA+l0

dzÂz |â|m(zA, l0) : | |Ω|〉L =

N

Z

∫
d2z2 · · · d2zN

∑

m′
ψ∗0m′(zB)ψ0m′(zA + l0)

N∏

i<j=2

[ |z∗B − z∗i | · |zA − zj|
l20

]m

×
∣∣∣∣
zi − zj

l0

∣∣∣∣
2m

e
− 1

4l2
0

N∑

i=2

|zi|2

En esta integral las oscilaciones de fase se han suprimido y el resultado de

Girvin y McDonald es:

L〈|Ω| | : |â|†m(zB) e
−ie

∫ zB
zA+l0

dzÂz |â|m(zA, l0) : | |Ω〉L ∼= eB

2π

(
1

m
− 1

2

) ∣∣∣∣
zA − zB

l0

∣∣∣∣
−m

2

que obedece a una fase con orden de largo alcance. Nótese que la sustitución de

â† por |â|† no es más que la transformación de gauge

g(w) = exp

{
−i

κm

e
Im ln

(w − z)

l0

}

actuando sobre Aw(z) que, aunque singular, lo es en los puntos ya singulares en

que se localizan los bosones compuestos. Desde el punto de vista de la mecánica

estad́ıstica la fase de Higgs de este sistema da lugar a un nuevo tipo de orden que

caracteriza un nuevo tipo de fase: hay condensación de cargas electro/magnéticas

pero largo alcance magnético. En el Efecto Hall Cuántico Fraccionario no hay

efecto Meissner, el flujo magnético no es expulsado.

La fase de confinamiento, dual de la de Higgs en las teoŕıas gauge ordinarias y

esencialmente similar en las de Chern-Simons, no ocurre en el estado de Laughlin:

L〈Ω|â†m(z)|Ω〉L = 0
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Un estado coherente,

|α〉m = eiα
∫

Û†m(z)dz|0〉
de resultar el estado fundamental, señalaŕıa la fase confinante

m〈α|â†m(z0)|α〉m = αδ(2)(z0)

v́ıa condensación de aniones compuestos.

Para caracterizar del todo esta fase es necesario estudiar no sólo ρ(zA, zB) sino

también la función de Green de dos part́ıculas, que en segunda cuantificación es:

g(|zA − zB|) = (5.71)

L〈Ω| : â†m(zA)e
−ie

∫ zA
zB+l0

dzÂz
âm(zB; l0)â

†
m(zB, l0)e

−ie
∫ zB+l0

zA
dzÂz

âm(zA) : |Ω〉L(
L〈Ω| : â†m(zA)e

−ie
∫ zA

zA+l0
dzÂz

âm(zA; l0) : |Ω〉L
)2 =

N(N − 1)

Z

∫
d2z3 · · · d2zNΨ∗

L(zA, zB + l0, z3, · · · , zN)ΨL(zA, zB + l0, z3, · · · , zN)

ρ2
L

Es decir, coincide con la función de Green de dos part́ıculas en primera cuan-

tificación que puede calcularse numéricamente para m = 3, 5, y de manera exacta

para m = 1 que correspondeŕıa al estado de Laughlin con factor de llenado uno

[81]. El análisis de la dependencia de g(|zA − zB|) en |zA−zB |
(2m)1/2 permite observar en

cada caso el comportamiento caracteŕıstico de un ĺıquido. Hay una región alrede-

dor del origen de la cual los electrones son excluidos y a continuación un rápido

crecimiento hasta un valor constante, como puede verse en la Figura 5.5. Las

desviaciones respecto de este valor constante para valores grandes de |zA−zB |
(2m)1/2 au-

mentan al aumentar m, esto significa que se producirá una transición de fase a

un cristal de Wigner, Figura 5.6. Los cálculos numéricos de Laughlin confirman

que ello ocurre para m grande, baja densidad de electrones, mientras que con

alta densidad el estado de Laughlin es un ĺıquido cuántico: no sólo la densidad

es homogénea en promedio sino que las interacciones obtenidas en términos de

g(|z1 − z2|), aparte de un núcleo duro, ocurren uniformemente en el condensado.

Como resumen de esta Sección resaltemos dos puntos:

• 1. La teoŕıa Chern-Simons-Dirac da cabida a los fermiones compuestos

de Jain sin necesidad de añadir potenciales singulares como hicimos en la

Sección anterior. Es necesario, sin embargo, introducir operadores no locales

en relación con estos cuantos compuestos.
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Figura 5.5: Comparación de la función de distribución radial, g(|zA − zB|), para la
función de onda de Laughlin, Ψf= 1

m
, con m = 3 (ĺınea de trazos), con la de un cristal de

Wigner (ĺınea sólida), para la misma densidad, representada frente a la variable reducida
|zA−zB |
(2m)1/2 . [81]

Figura 5.6: Función de distribución radial, g(|zA − zB|), para la función de onda de
Laughlin, Ψf= 1

m
, con m = 1 (ĺınea de puntos), m = 3 (ĺınea sólida), y m = 5 (ĺınea de

trazos) representada frente a la variable reducida |zA−zB |
(2m)1/2 . [81]
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• 2. El estado fundamental propuesto por Laughlin para el Efecto Hall Cuántico

Fraccionarioresulta natural en este formalismo. Equivale a un condensado de

pares de bosones compuestos que implica un nuevo tipo de orden. A pesar de

ser de largo alcance con penetración de flujo magnético, existe un gap: todas

las excitaciones fundamentales son de masa finita como corresponde al hecho

de que el estado de Laughlin describe un fluido incompresible. La dinámica

del campo gauge se debe a un término de Chern-Simons sin propagación

asociada de fotones.

5.3 Teoŕıa de Campos del Efecto Hall Cuántico:

Vórtices de Chern-Simons

El desarrollo de la Sección 5.2 muestra la conveniencia de un estudio más profundo

de la teoŕıa de campos pertinente al análisis teórico del Efecto Hall Cuántico Frac-

cionario, la teoŕıa de Chern-Simons-Dirac. Proponemos en esta Sección abordar

este problema partiendo del marco más amplio de Electrodinámica Cuántica con

término de Chern-Simons.

La acción es:

S =
∫

d3x
{
−1

4
FµνF

µν +
κ

4
εµνρAµFνρ + ψ̄(iγµDµ −m)ψ

}

con las condiciones de Secciones anteriores salvo el uso de unidades naturales.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange

∂µF
µν + κενρσFρσ = −eψ̄γµψ (5.72)

indican que ∗F µ = 1
2
εµνρFνρ satisface la ecuación de Klein-Gordon. Multiplicando

los dos miembros de la ecuación (5.72) por (ελαν∂
λ − κgαν) se obtiene:

(
22 + κ2

) ∗Fµ = Kµ (5.73)

donde Kµ = (ελµν∂
λ − κgµν)j

ν . La solución es

∗Fµ(x) = −
∫

d3x′G(x′ − x)Kµ(x′)

si G(x′ − x) es el resolvente del operador 22 + κ2.

La ley de Gauss queda modificada por la presencia del término de Chern-Simons

∂iF
i0 + κF12 = j0 ⇒ ~∇ · ~E − κB = ρ (5.74)
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y es un ingrediente crucial, puesto que implica una relación global entre el flujo

magnético y la carga total en cualquier solución de la teoŕıa. Vemos desde la

teoŕıa clásica, como en la Sección 5.2 fue establecido en un marco cuántico, que las

part́ıculas asociadas con el campo ψ transportan carga y originan flujo magnético.

El espectro de part́ıculas se lee fácilmente en la gauge de Lorentz/Feynman

∂µA
µ = 0. Además del fermión fundamental con propagador

S(p) =
1

γ.p + m

la solución en ondas planas

Aν(x) =
∫

d3p aν(p)eipx (5.75)

de la ecuación

22Aν + κεναβ∂αAβ = 0 (5.76)

requiere

Mλ
ν aν(p) = 0 (5.77)

si Mλ
ν (p) = −pµp

µδλ
ν + iκελα

νpα. Hay soluciones no triviales de (5.77) si y sólo si

det(Mλ
ν (p)) = (−pµp

µ)(−pµp
µ + κ2) = 0

La primera posibilidad pµp
µ = 0 implica pαaβ−pβaα = 0 que automáticamente

es trivial, Fαβ = 0. La segunda posibilidad pµp
µ = κ2 denota la existencia de un

bosón vectorial de masa κ v́ıa el propagador:

Dµν(p) = M−1
µν (p) =

1

p2 − κ2

[
gµν − iκεµνλ

pλ

p2

]

En cuanto al estudio de las posibles polarizaciones es conveniente tomar el sis-

tema de referencia del centro de masas: pµ = (κ, 0, 0). Entonces (5.77) equivale a:

a0 = 0 y a1 = ia2, es decir, sólo hay una polarización independiente. El problema

del esṕın del fermión de Dirac en el plano ha sido suficientemente estudiado en la

Sección 2.2.1.

La adición del término de Chern-Simons da lugar a una f́ısica más rica que la

que se deriva de un fermión con masa y un bosón vectorial también pesado, con

sólo una polarización, en el plano. Ello es patente en el ĺımite de baja enerǵıa,

κ →∞, donde el término de Chern-Simons domina sobre el término de Maxwell,

del que se puede prescindir, y la ecuación (5.73) deviene

κ2 ∗Fµ = Kµ ⇒ F 12 = −j0

κ
, κ2εijE

j = Ki (5.78)
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Es evidente que no hay propagación, y el Hamiltoniano que corresponde al

campo Ai es cero, pero existe un espacio de fases, el espacio de soluciones de

(5.78), y una forma simpléctica, la contribución a la acción del término de Chern-

Simons, que son los elementos necesarios para proceder a la cuantificación canónica

(geométrica).

Forma simpléctica:

SCS =
∫

dtdσ
∫

d2~xA′
1(~x)Ȧ2(~x)

donde el punto y la coma refieren a derivación respecto de t y σ respectiva-

mente. Nótese que A1 y A2 son coordenada y momento, y que la integración

en los parámetros resulta:

ωCS =
∫

d2~xA1(~x)A2(~x)

También define una estructura de Poisson en el modo usual,

{A1(~x, t), A2(~y, t)} =
1

κ
δ(2)(~x− ~y)

En la Sección 5.2 llevamos a cabo este procedimiento antes de tener en cuenta

la simetŕıa respecto del grupo gauge, que, usando la representación holomorfa, im-

pusimos sobre los estados. Es posible tomar cociente por el grupo Maps(R2, U(1))

antes de cuantificar. Resulta aśı que todo el problema equivale a una mecánica

cuántica topológica en el espacio interno del campo gauge. Se induce, por tanto,

que la teoŕıa cuántica del campo electromagnético en el plano con un término de

Chern-Simons contiene dos elementos:

• a) Un bosón vectorial con masa y una sola polarización.

• b) El problema “clásico ”de Landau, una part́ıcula clásica cargada eléctrica-

mente en presencia de un campo magnético constante, definido en el espacio

de configuraciones gauge planas. Estas últimas son triviales si el espacio-

tiempo es homotópicamente trivial, pero si el grupo de homotoṕıa no es la

identidad, da lugar a un espacio de configuración muy rico. En el caso de

puntos marcados constituye el espacio donde ocurre la interacción estad́ıstica.

En el caso de superficies de Riemann es esencialmente la Jacobiana de dicha

superficie.

En el ĺımite de baja enerǵıa sólo la mecánica cuántica topológica asociada a b)

sobrevive.
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En presencia de fuentes las cosas cambian ligeramente, y nuestro propósito

ahora es estudiar la teoŕıa de Chern-Simons-Dirac, ĺımite de baja enerǵıa de la

Electrodinámica Cuántica de Chern-Simons tridimensional, dada por la acción:

SCSD = SD + SCS

SD =
∫

d3x
{
ψ̄(iγµDµ −m)ψ +

∫
d3yψ̄(x)ψ̄(y)V (x, y)ψ(y)ψ(x)

}
(5.79)

SCS =
κ

2

∫
d3x {εµνρA

µ∂νAρ}
donde hemos incluido la interacción a dos cuerpos entre los electrones, dada por

V (x, y), para un tratamiento más fino del problema. La función de partición de la

teoŕıa cuántica es la integral funcional:

Z =
∫

[dψ̄][dψ][dAµ]eiSDeiSCS (5.80)

Como SD incluye términos cuárticos en los campos de Fermi uno trataŕıa de

abordar el problema del cálculo de Z en teoŕıa de perturbaciones en V . Es posible,

sin embargo, un tratamiento alternativo mediante el uso de un campo auxiliar. La

acción modificada será:

SM
D = SD (5.81)

−
∫

d3x
∫

d3y
[
ψ̄α(x)ψ̄β(y)− χ∗αβ(x, y)

]
V αβ

γδ (x, y)
[
ψγ(x)ψδ(y)− χγδ(x, y)

]

que da lugar a la función de partición cuántica

Z =
∫

[dψ̄][dψ][dχ∗][dχ][dAµ]eiSM
D eiSCS (5.82)

que es totalmente equivalente a (5.80) pues la integración en χ∗, χ del término

añadido a SD es gaussiana y puede ser absorbida en la normalización. De otro

lado SM
D es cuadrático en los campos ψ̄, ψ de modo que la integración fermiónica

puede ser computada:

I =
∫

[dψ̄][dψ]eiSM
D = eiΓef [Aµ,χ∗,χ]

y se obtiene el resultado exacto:

Γef [Aµ, χ
∗, χ] =

∫
d3x

∫
d3yχ∗αβ(x, y)V αβ

γδ (x, y)χγδ(x, y)

+ ln Det





 iγµDµ −m Φ

Φ∗ −iγµDµ −m





 iγµDµ −m 0

0 −iγµDµ −m







(5.83)
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donde

Φαβ(x) =
∫

d3yχγδ(x, y)V γβ
αβ (x, y)

El primer sumando da lugar a un gráfico (Figura 5.7). que describe la destru-

cción de un par de fermiones que componen el bosón χ, y la creación de otro, v́ıa

la interacción V a nivel árbol.

Figura 5.7: Vértice para los nuevos campos bosónicos χ, χ∗

Sustituye el vértice en los campos originales (Figura 5.8)

Figura 5.8: Vértice para los campos originales ψ, ψ̄

El otro sumando es similar a lo encontrado en la Sección 2.1, pero, aqúı el

operador diferencial contiene el campo Φ, además del campo Aµ; el logaritmo de

su determinante, cocientado por el operador de Dirac en el vaćıo, equivale a la

suma de los diagramas, Figura 5.9.

Nos quedamos aśı a orden un lazo en la expansión en h̄, que es suficiente habida

cuenta de que diagramas con más lazos sólo producen renormalizaciones finitas.

Como elementos novedosos, hemos incluido gráficos debidos a contratérminos que
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Figura 5.9: Diagramas que contribuyen al segundo sumando de la acción efectiva Γef .



212 CAPITULO 5

renormalizan los de la polarización del vaćıo del bosón vectorial Aµ y escalar Φ, los

únicos divergentes, que, como en la Sección 2.1 seŕıan tratados à la Pauli-Villars.

Para conseguir expresiones exactas consideramos interacciones de corto alcance

e independientes de las componentes del campo ψ:

V γδ
αβ (x, y) = λ2δαβδγδδ(3)(x− y)

En ese caso Φαβ(x) = χαβ(x) = δαβΦ(x), y de los gráficos arriba dibujados

procedemos a “leer”, como en la Sección 2.1, la acción efectiva:

• 1. En la primera ĺınea el gráfico pertinente es el de polarización del vaćıo.

Como en el Caṕıtulo 2, Parte I, induce una acción de la forma:

Lef = −1

4
Π̃1(0)FµνF

µν +
1

2
Π2(0)Aµ ∗Fµ

ver (2.28). El segundo término da lugar a una renormalización de κ.

• 2. Del gráfico de polarización del vaćıo del campo Φ, segunda ĺınea, y los

dos últimos de la tercera, se deduce:

Lef =
1

2
DµΦ∗DµΦ =

=
1

2
Π̃3(0)∂µΦ∗∂µΦ + iΠ4(0)AµΦ∗ ↔

∂µ Φ +
1

2
Π5(0)AµA

µΦ∗Φ

con adecuada renormalización de constantes de acoplamiento y función de

ondas.

Π̃3(0) viene del lazo fermiónico, renormalizado, del diagrama de polarización

del vaćıo; Π4(0) y Π5(0), finitos, de los lazos fermiónicos de los gráficos con

ĺıneas externas en Aµ y Φ, Φ∗, y pares de ĺıneas externas en Aµ y Φ, Φ∗.
Nótense los signos de las flechas.

• 3. Los gráficos con cuatro y seis ĺıneas externas bosónicas dan lugar a:

Lef = Π6(0) (Φ∗Φ)2 + Π7(0) (Φ∗Φ)3

con Π6 y Π7 debidos a los correspondientes lazos fermiónicos.

Con el criterio de respetar invarianza gauge, y renormalizabilidad, no hay más

términos inducidos por fluctuaciones cuánticas, y tenemos, aśı, la teoŕıa efectiva:

Sef =
∫

d3x
{

1

2
(DµΦ)∗DµΦ + µ2Φ∗Φ + α (Φ∗Φ)2 + β (Φ∗Φ)3

}

+
∫

d3x
{
−1

4
FµνF

µν +
κren

2
εµνρA

µ∂νAρ
}

(5.84)
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que es la bien conocida teoŕıa de Maxwell-Chern-Simons-Higgs.

Nos vemos, aśı, abocados al estudio de la teoŕıa de Chern-Simons-Higgs, el

ĺımite de baja enerǵıa de la acción efectiva (5.84), en orden a describir el Efecto Hall

Cuántico Fraccionario en el marco de la teoŕıa cuántica de campos. La situación

que corresponde a la transición de fase al orden de largo alcance implicado por el

estado de Laughlin ocurre cuando µ2, α y β son tales que (5.84) a baja enerǵıa es

de la forma:

SCSH =
∫

d3x
{

κ

2
εµνρA

µ∂νAρ +
1

2
(DµΦ)∗(DµΦ)− U(ΦΦ∗)

}
(5.85)

DµΦ = ∂µΦ + ieAµΦ ; U(ΦΦ∗) =
λ

8
ΦΦ∗(ΦΦ∗ − v2)2

donde, por supuesto, los campos y constantes de acoplamiento de (5.85) resultan

de las renormalizaciones pertinentes impĺıcitas en (5.84).

Resumimos las caracteŕısticas esenciales de acuerdo con el detallado trabajo de

Garćıa-Fuertes, [45, 44]. Las ecuaciones de Euler-Lagrange son

DµD
µΦ = −2

δU

δΦ∗

κεµαβFαβ = jµ

donde la corriente Nöther asociada al grupo de simetŕıa U(1) es:

jµ = (ρ,~j) =
ie

2
[Φ∗DµΦ− (DµΦ)∗Φ]

Particularmente importante es la ley de Gauss:

κF12 = j0 , B = −ρ

κ
(5.86)

que permite resolver la componente A0 del campo gauge:

A0 =
κB

e2|Φ|2 −
1

e
∂0argΦ (5.87)

Del tensor enerǵıa-momento,

T µν =
1

2
(DµΦ)∗DνΦ +

1

2
(DνΦ)∗DµΦ− gµν

[
1

2
(DαΦ)∗DαΦ− U(Φ)

]

al que no contribuye el término de Chern-Simons como su naturaleza topológica

prescribe, obtenemos la enerǵıa, el momento y el momento angular:

H = T 00 =
1

2
|D0Φ|2 +

1

2
(DiΦ)∗DiΦ + U(Φ)

P i = T 0i =
1

2
(D0Φ)∗DiΦ +

1

2
(DiΦ)∗D0Φ (5.88)

J = εijx
iPj =

1

2
(D0Φ)∗εijx

iDjΦ +
1

2
(DjΦ)∗εijx

iD0Φ
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La variedad de soluciones clásicas independientes del tiempo, y homogéneas, es

topológicamente la unión disjunta de una circunferencia y un punto, V = S1∪{·},

Φv = veiϕ ∪ Φ0 = 0 (5.89)

y determina la estructura del estado fundamental o de vaćıo de la teoŕıa cuántica

a través del hecho por el cual el valor esperado del campo cuántico en el estado

fundamental es de la forma (5.89).

Hay sectores desconectados en el espacio de Hilbert del sistema de dos tipos

según la elección de vaćıo ó estado fundamental.

• I. La elección de Φ0 = 0 no altera la simetŕıa U(1) y estamos en la fase

simétrica. El espectro de part́ıculas se lee de la expansión hasta el orden

cuadrático de la acción en torno a la configuración Φ0 = 0:

S
(2)
SIM(Φ) =

∫
d3x

[
1

2
∂µη

∗∂µη − λ

8
v4|η|2 +

κ

2
εαβγAαFβγ

]

si Φ(x) = Φ0 + η(x). S
(2)
SIM = S

(2)
A + S(2)

η , y en la fase simétrica las fluctua-

ciones cuánticas del sistema son dos part́ıculas escalares de masa
√

λv2

2
.

• II. La elección de un punto de S1, por ejemplo Φv = v, otro cualquiera lleva

a un nuevo sector desconectado completamente equivalente, da lugar a la

pérdida o ruptura de la simetŕıa U(1). En la fase asimétrica el espectro de

part́ıculas es prescrito por el mecanismo de Higgs: la expansión del campo

escalar Φ(x) = v+η(x) lleva a U(Φ) = λ
2
v4η2

1 +θ(η3) que identifica la parte

imaginaria de η, η(x) = η1(x) + iη2(x), como bosón de Goldstone. Uno

define un nuevo campo vectorial en la forma bµ = Aµ + 1
ev

∂µη2, de modo

que:

(DµΦ)∗DµΦ = ∂µη1∂
µη1 + e2v2bµb

µ + · · ·

S
(2)
ASIM =

∫
d3x

{
κ

2
εαβγbαGβγ +

1

2
∂µη1∂

µη1 +
1

2
e2v2bµb

µ − λ

2
v4η2

1

}

La ecuación para el campo bµ, que ha incorporado al bosón de Goldstone

como componente longitudinal, es:

κεµναGνα + e2v2bµ = 0

La descomposición de bµ en ondas planas da lugar a soluciones no triviales

si y sólo si pµp
µ =

[
e2v2

κ

]2
. Como anteriormente se puede ver que sólo una
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polarización es independiente y bµ describe una part́ıcula vectorial con masa

polarizada. En esta fase tenemos también un bosón de Higgs η1 con masa√
λv2.

El fenómeno crucial del modelo de Chern-Simons-Higgs que elucida la natu-

raleza del efecto Hall Cuántico Fraccionario es la existencia de solitones, con-

figuraciones estáticas de enerǵıa finita tanto topológicas como no topológicas, con

caracteŕısticas f́ısicas muy peculiares, que son soluciones de las ecuaciones clásicas.

Ello es aśı debido a que los estados cuánticos de solitón tienen exactamente las

caracteŕısticas f́ısicas de los bosones compuestos de la Sección 5.2 ocupando un

nivel de Landau, y no es necesario introducir tales entes como objetos extraños en

la teoŕıa, sino que ocurren de modo natural como solitones o vórtices, si uno tiene

en cuenta que el campo vectorial As
i es vorticial.

Para configuraciones estacionarias la ley de Gauss (5.87) deviene

A0 = κ
B

e2|Φ|2
y enerǵıa, momento lineal y momento angular resultan:

H =
1

4

κ2B2

e2|Φ|2 +
1

2
(DiΦ)∗DiΦ + U(Φ)

P i = −κ
B

e2|Φ|2 ji

J = −κ
B

e2|Φ|2 εilx
ijl

La parte estática de la enerǵıa

E =
∫

d2x

{
1

4

κ2

e2|Φ|2 FijFij +
1

2
(DiΦ)∗DiΦ + U(Φ)

}
(5.90)

es finita si se verifican las siguientes condiciones de contorno:

Fij||x|→∞ = 0, DiΦ||x|→∞ = 0, U(Φ)||x|→∞ = 0 (5.91)

Como es bien conocido en teoŕıa de solitones la homotoṕıa de Maps(∂R2 =

S1, V ) que clasifica topológicamente las diversas posibilidades admitidas por (5.91)

determina a su vez la topoloǵıa del espacio de configuración C:

C =
{Γ = (Φ, Ai)/ estacionaria y E < +∞}

Maps(R2, U(1))

En efecto, (5.91) se satisface en los dos casos siguientes:
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• 1. |Φ(∞, 0)| = v, o lo que es lo mismo:

Φ(∞, θ) = v g(θ) y Aθ(∞, θ) = − i

e
g−1(θ)∂θg(θ)

donde g : S1 → U(1). Aśı pues Cv =
⊔

n∈Z

Cv(n) y π0(Cv) = Z = π1(U(1)), la

partición en sectores disconexos debida a las posibles elecciones gn(θ) = einθ

homotópicamente distintas.

• 2. Φ(∞, θ) = 0 y Aθ(∞, 0) = −if−1(θ)∂θf(θ). Ahora (5.91) admite

fn(θ) = ei(n+α)θ, α ∈ [0, 1], puesto que DiΦ||x|→∞ = 0 automáticamente.

También C0 =
⊔

n∈Z

C0(n), π0(C0) = π1(U(1)).

En resumen, C = C0 t Cv =
⊔

n∈Z

C0(n) t ⊔

m∈Z

Cv(m) de acuerdo con π0(C) =

π0(V ) ⊗ π1(V ) = Z ⊗ Z. Es posible introducir un doblete de cargas topológicas,

absolutamente conservadas, que distinguen los distintos sectores desconectados de

C:

QT =


 QT

0

QT
1


 =


 |Φ(∞, 0)|

1
2π

∫
d2xF12


 ,

QT
0 [C0] = 0, QT

0 [Cv] = v, QT
1 [C0(n)] = n + α, QT

1 [Cv(n)] = n

Es de notar que QT
1 en los sectores C0 y garantizar la estabilidad de soluciones

con α 6= 0 requerirá la conservación de otras cargas.

Los solitones en que estamos interesados son los mı́nimos absolutos de E, por

tanto soluciones de las ecuaciones clásicas, en los distintos sectores. En orden a su

búsqueda observamos que si E se puede escribir en la forma de Bogomolny [15],

E =
∫

d2x





1

2
G2(|Φ|)

[
F12 ± e

2G(|Φ|)(v
2 − |Φ|2)

]2

+
1

2
|D1Φ± iD2Φ|2





∓1

2
ev2

∫
d2xF12

los mı́nimos absolutos, con enerǵıa E = πev2|Φ|, son soluciones de las ecuaciones

de primer orden:

F12 ∓ e

2G(|Φ|)(v
2 − |Φ|2) = 0

D1Φ± iD2Φ = 0

(5.90) es exactamente de esta forma en el valor cŕıtico λ = 2e4

κ4 con la elección de

G siguiente: G(|Φ|) = κ2

2e2|Φ|2 .



TEORÍA DE CAMPOS DEL EFECTO HALL CUANTICO: VÓRTICES DE CHERN-SIMONS 217

Nos contentamos, sin embargo, con las soluciones radiales de las ecuaciones

F12 ± 2πe3

κ2
|Φ|2(v2 − |Φ|2) = 0

D1Φ± iD2Φ = 0

que son los solitones del modelo en el valor cŕıtico. Es útil el uso de coordenadas

polares:

Ar = A1 cos θ + A2 sen θ, Aθ = −rA1 sen θ + rA2 cos θ

∂r = ∂1 cos θ + ∂2 sen θ, ∂θ = −r∂1 sen θ + r∂2 cos θ

DrΦ = ∂rΦ + ieArΦ, DθΦ = ∂θΦ + ieAθΦ

Frθ = ∂rAθ − ∂θAr, F12 = 1
r
Frθ = −B

D1 ± iD2 = eiθ(Dr ± i
r
Dθ)

Las ecuaciones de primer orden toman la forma:

e

r
Frθ = ∓m2

2

|Φ|2
v2

(
1− |Φ|2

v2

)

DrΦ ± i

r
DθΦ = 0 (5.92)

donde m = e2v2

κ
es la masa tanto de la part́ıcula vectorial como de la escalar: en

el punto cŕıtico λ = 2e4

κ4 coinciden, como en la transición de fase entre supercon-

ductores de tipo I y tipo II.

El ansatz encaminado al hallazgo de soluciones de (5.92) con simetŕıa radial,

consiste en suponer:

Φ(r, θ) = v g(r)einθ, Ar = 0, Aθ =
a(r)− n

e

Las ecuaciones en derivadas parciales (5.91) reducen el sistema de ecuaciones

diferenciales

1

r

da

dr
=

m2

2
g2(g2 − 1)

dg

dr
=

a g

r
(5.93)

que han de ser resueltas con las condiciones siguientes:

• 1. En los sectores Cv(n) las condiciones de contorno (5.91) requieren

g(∞) = 1 , a(∞) = 0
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Las condiciones

n g(0) = 0 , a(0) = n

aseguran que las soluciones, centradas en el origen, son regulares alĺı, de

modo que se garantiza la enerǵıa finita de soluciones de (5.93). La existencia

de soluciones de esta naturaleza se demuestra en el trabajo de Garćıa-Fuertes

[44] siguiendo las técnicas de Sprück y Yang, [118]. El modelo presenta pues

solitones topológicos, con flujo magnético cuantizado y densidad de enerǵıa

centrada alrededor del origen, que, a veces reciben el nombre de vórtices,

también, pues el flujo magnético es la vorticidad de Aθ.

• 2. En los sectores C0(n), las condiciones de contorno en el infinito y de

regularidad en el origen son:

g(∞) = 0, a(∞) = −α

n g(0) = 0, a(0) = n

Existen también soluciones, en este caso no topológicas pues el flujo magnético

no es cuantizado, que son por tanto de tipo solitón, o vórtice, si la parte en-

tera del flujo magnético en unidades de Φ0 es distinta de cero.

El flujo magnético y el momento angular de estas configuraciones clásicas que

son mı́nimos absolutos de la acción se deducen de las fórmulas:

Φ = −
∮

r=∞
dθ Aθ

J =
κ

2πe2

{∮

r=∞
−

∮

r=0

} {
r dθ

[
r

2

[(
Dr

Θ

2

)2

+
1

r2

(
Dθ

Θ

2

)2
]
−Dr

Θ

2

[
rDr

Θ

2

]]}

Aqúı, Φ(r, θ) = v g(r, θ)eiΘ
2

(r,θ), de modo que, para configuraciones con simetŕıa

radial g(r, θ) = g(r), Θ
2
(r, θ) = n θ, se tiene:

Dr
Θ

2
= ∂r(n θ) + eAr = 0, Dθ

Θ

2
= ∂θ(n θ) + eAθ = a(r)

Entonces,

Φ =
2π

e
[n− a(∞)], Q = − κ

2π
Φ

J =
κ

2e2

[
a2(∞)− a2(0)

]

y el flujo magnético, carga eléctrica y momento magnético de las soluciones solitónicas

en los distintos sectores valen:
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• 1. Cv(n):

Φ =
2π

e
n, Q = −n

e
κ, J = −κn2

2e2

El otro hecho de interés, la forma de las funciones g(r), a(r) y F12(r) para

las soluciones de este tipo es dibujada en la Figura 5.10.

Figura 5.10: Representación de g(r), a(r) y F12(r) v.s. r.

• 2. C0(n):

Φ =
2π

e
(n + α), Q = −(n + α)

e
κ, J = −κ(α2 − n2)

2e2

Figura 5.11: Representación de g(r), a(r) y F12(r) v.s. r.

Es bien conocido en teoŕıa de solitones que existen estados cuánticos genuinos,

autoestados del Hamiltoniano con autovalor real, tal que el flujo magnético, la

carga eléctrica y el momento angular en cuanto operadores dan valores esperados

en dichos estados idénticos a los calculados sobre las soluciones clásicas con tal de
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que las renormalizaciones habituales se tengan en cuenta. El punto crucial es el

siguiente:

Fijemos el valor de κ en la forma:

κ =
e2

m
(5.94)

• a. Estados cuánticos de solitón/vórtice topológico en el Sector Cv(m) de

la teoŕıa efectiva de Chern-Simons-Higgs son los fermiones compuestos ocu-

pando un nivel de Landau de Jain. El operador a†m(z0) de la Sección 5.2 es el

operador de creación de solitones/vórtices topológicos si se sustituye ∂z ln |z|
en el exponente de Ûm(0) por aT (r)−m, es decir, por una función sin singu-

laridades. Por tanto, en la teoŕıa efectiva los bosones compuestos aparecen

como solitones; no hay necesidad de transformaciones gauge singulares.

• b. Estados cuánticos de solitón/vórtice topológico en Sectores Cv(n) con

n 6= m dan lugar a cuasi-part́ıculas y cuasi-huecos. En efecto, la carga

eléctrica es fraccionaria, Q = − n
m

e, como se conoce que ocurre en las ex-

citaciones fundamentales del Efecto Hall Cuántico Fraccionario. Más aún,

automáticamente poseen estad́ıstica fraccionaria. El modo más elegante de

poner este hecho de manifiesto es seguir el tratamiento de Jackiw, [65]:

Consideremos dos solitones/vórtices topológicos de Chern-Simons cada uno

con carga Q y llevemos a cabo un test de la estad́ıstica transportando un

solitón alrededor del otro, un doble intercambio de las part́ıculas, a través

de un camino que transcurre en regiones donde la enerǵıa es practicamente

cero. La función de onda del solitón test adquiere una fase:

P exp
[
iQ

∫

C
Â

]

pero ∫

C
Â|solitón〉 =

∫

Σ
B|solitón〉 = −2πQ

κ
|solitón〉

La fase debida al simple intercambio de las dos part́ıculas es la mitad; el

factor estad́ıstico es, por tanto, −πQ2

κ
= π n2

m
, es decir, una estad́ıstica frac-

cionaria/aniónica tiene lugar. El teorema esṕın-estad́ıstica, sin embargo,

sobrevive pues uno verifica inmediatamente que para los solitones/vórtices

topológicos 2πJ = −πQ2

κ
.

Este análisis es tanto más exacto cuanto más concentrados estén los soli-

tones/vórtices. En el ĺımite singular coincide con el desarrollo de la Sección
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3.4. En rigor se trataŕıa de aplicar el refinamiento de Coleman, Goldhaber, y

otros [2], que extienden el estudio de la fase Aharanov-Bohm a distribuciones

extensas de carga eléctrica y campo magnético.

• c. Cabe pensar que los solitones/vórtices no topológicos en los Sectores C0(n)

dan lugar a estados excitados sobre los anteriores con estabilidad debida a

alguna ley de conservación, en este caso el momento angular.

En el ámbito de la f́ısica de la materia condensada el tratamiento del Efecto

Hall Cuántico Fraccionario en términos de teoŕıa cuántica de campos, [137, 138],

[86], es una versión no relativista del análisis realizado hasta el momento en esta

Sección, que pasamos a resumir brevemente.

El punto de partida es la acción de Chern-Simons-Schrödinger

SCSS =
∫

d3x
{

κ

2
εµνρa

µ∂νaρ + iΨ∗DtΨ− 1

2m
(DiΨ)∗DiΨ

}

−1

2

∫
d3x

∫
d3x′ {Ψ∗(x)Ψ∗(x′)V (x− x′)Ψ(x′)Ψ(x)} (5.95)

Ψ se entiende como un campo escalar, mientras que el tetravector potencial se

escribe, Aµ = A(e)
µ +aµ, como la suma de un término externo y otro tetravector aµ

cuya dinámica es determinada por el Lagrangiano de Chern-Simons. Las derivadas

covariantes son de la forma

DtΨ = ∂tΨ + ieA
(e)
0 Ψ + iea0Ψ, DiΨ = ∂iΨ + ieA

(e)
i Ψ + iaiΨ

y la resolución de la ligadura de Chern-Simons

ai =
2π

κ
εij∂

j
∫

d2~x′G(~x− ~x′)Ψ∗(~x′)Ψ(~x′)

=
2πe2

m
εij

∫
d2~x′

xi − x′j
|~x− ~x′|Ψ

∗(~x)Ψ(~x′)

indica que aµ tiene únicamente implicaciones globales, es decir, si m es impar los

cuantos asociados a Ψ satisfacen estad́ıstica de Fermi, son electrones con relación

de dispersión no relativista.

Computamos a continuación la acción efectiva por el método de integraciones

sucesivas sobre variables rápidas y lentas [104]. Ello consiste en lo siguiente: con-

sideremos los campos Ψ y aµ como la suma de dos términos

Ψ(x) = Ψl(x) + Ψr(x) , aµ(x) = al
µ(x) + ar

µ(x)
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donde Ψl y al
µ incluyen los términos del desarrollo de Fourier con frecuencias por

debajo de una referencia. Son las variables “lentas”; ar
µ y Ψr, por el contrario,

son “rápidas”, responden a las fluctuaciones de alta enerǵıa. La acción efectiva

Wilsoniana se define como:

e
iΓW

[
A

(e)
µ ,Ψ∗l ,Ψl,a

l
µ

]
=

∫
[dar

µ][dΨ∗
r][dΨr]e

iSCSS [Aµ,Ψ∗,Ψ] (5.96)

que no se diferencia de la ordinaria si no hay variables lentas, todos los cuantos

tienen masas por encima de la frecuencia de referencia.

ΓW determina aśı el comportamiento del sistema a baja enerǵıa, el régimen en el

que el Efecto Hall Cuántico Fraccionario ocurre, mientras que las contribuciones de

alta enerǵıa son subsumidas en la renormalización de los parámetros y los campos

que aparecen en ΓW . Sin realizar el cálculo de (5.96), muy similar al cómputo de

(5.83), escribimos el resultado:

ΓW

[
A(e)

µ , Ψ∗, Ψ, aµ

]
=

∫
d3x

{
κ

4π
εµνρa

µ∂νaρ + iΨ∗DtΨ− 1

2m
(DiΨ)∗DiΨ

}

+
∫

d3x

{
µ2

2
Ψ∗Ψ +

λ

4
(Ψ∗Ψ)2

}
(5.97)

El ı́ndice l en (5.97) ha sido suprimido pero ha de entenderse que los campos

en ΓW son “lentos”. Conviene aclarar los siguientes puntos:

• a). En ΓW , salvo el campo externo, todos los campos que aparecen están

renormalizados. Aśımismo los parámetros λ, m, e y µ son los renormalizados

por las fluctuaciones de alta frecuencia.

• b). Debemos elegir el coeficiente de Chern-Simons desnudo κ0 de modo que el

renormalizado sea κ = e2

m
para que (5.97) de lugar a la estad́ıstica adecuada.

• c). Tomando la frecuencia de referencia que selecciona variables lentas por

debajo de |µ|, el término µ2Ψ∗Ψ no entraŕıa en (5.97).

• d). En el cómputo de ΓW hemos supuesto que V es una interacción local y

tenido en cuenta los diagramas pertinentes. Hay que advertir que aparecen

nuevos vértices, no existentes a priori en SCSS, debido a la descomposición

Ψ = Ψl + Ψr.

• e). El término de Maxwell está prohibido pues daŕıa lugar a un bosón con

masa. Eligiendo adecuadamente la frecuencia de referencia queda excluido.
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Del Lagrangiano Wilsoniano en el ĺımite µ2 = 0

LW = iΨ∗Ψ̇ + κa1ȧ2 − 1

2m
(DiΨ)∗DiΨ +

λ

4
|Ψ|4 + a0(κ−Ψ∗Ψ)

se lee inmediatamente el Hamiltoniano efectivo:

HW =
∫

d2~x

(
1

2m
(DiΨ)∗DiΨ− λ

4
(Ψ∗Ψ)2

)
(5.98)

Los mı́nimos absolutos de HW son configuraciones “autoduales”. Ello quiere

decir lo siguiente, [64]: si A
(e)
i = 0,

DiΨ
∗DiΨ = |(D1 − iD2)Ψ|2 − bΨ∗Ψ−m~∇∧~j

donde b = e2

κ
Ψ∗Ψ. Existe un valor cŕıtico de los parámetro, pues si λ = e2

mκ
,

HW =
∫

d2~x
1

2m
|(D1 − iD2)Ψ|2

que es cero si y sólo si se satisfacen la ecuación de autodualidad:

(D1 − iD2)Ψ = 0 (5.99)

junto con la condición de ligadura

b = ~∇∧ ~a = −e2

κ
Ψ∗Ψ (5.100)

que constituyen un sistema de ecuaciones de primer orden. La resolución del

sistema (5.99, 5.100), a1 − ia2 = − i
e
(∂1 − i∂2) ln Ψ, equivale a la resolución de la

ecuación de Liouville

∇2 ln ρ = −e2

κ
ρ (5.101)

si ρ = Ψ∗Ψ. Existen soluciones con simetŕıa radial de (5.101)

ρ(r) =
4κ

e
· N2

r2

{(
r0

r

)N

+
(

r

r0

)N
}−2

donde r0 es una constante y N un número entero; para eludir las posibles singu-

laridades en el cero de ρ, cuando r → 0, uno debe imponer

ai(r)
r→0−→ ∂iχ− 1

2
εij

xj

r2
(N − 1)
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donde χ es la fase de Ψ = heiχ, h = ρ1/2. Si φ = arctan x2

x1
ello implica χ =

(1−N)φ y soluciones regulares auto-duales con N ≥ 1 son de la forma:

Ψ(r) = 2

√
κ

e
· N

r

{(
r0

r

)N

+
(

r

r0

)N
}−1

ei(1−N)φ (5.102)

Su flujo magnético asociado es

Φ = −πe2

κ

∫
d2~xρ(r) = −2π(2N)

en principio como el de las cuasi-part́ıculas o cuasi-huecos de la teoŕıa no rela-

tivista. Esa interpretación no se sostiene por dos razones: 1). Son de enerǵıa cero.

2). Dependen de un parámetro de escala, HW es invariante conforme, y el flujo

magnético no está concentrado en el espacio.

En realidad las soluciones (5.102) aparecen exactamente como el ĺımite no

relativista de los solitones no topológicos de la acción de Chern-Simons-Higgs. En

efecto, el ĺımite no relativista de

SH =
∫

d3x

{
1

2
(DµΦ)∗DµΦ− πe2

2c4κ2
|Φ|2(|Φ|2 − v2)2

}
(5.103)

donde se ha reintroducido la velocidad de la luz c, se analiza mediante la separación

de la enerǵıa en reposo [34],

Φ =
1√
2m

e−imc2tΨ

La densidad Lagrangiana de materia de orden 1
c

deviene

LNR
H = iΨ∗

(
∂t +

ie

c
A0

)
Ψ− 1

2m
|(~∇+

ie

c
~A)Ψ|2 +

πe2

4mc|κ| |Ψ|
4

nótese que el término de orden sexto en el potencial −πe2

16m3c4κ2 |Ψ|6 desaparece en el

ĺımite no relativista, precisamente la acción que da lugar a HW .

Por ello los solitones/vórtices a interpretar como cuasi-part́ıculas del Efecto

Hall Cuántico Fraccionario en el ĺımite no relativista necesitan de un término

µ2Ψ∗Ψ en la acción efectiva de Zhang et al. Aunque la adición de dicho término,

además de romper la invariancia conforme, impide la existencia de soluciones

exactas autoduales, un análisis numérico desvela soluciones aproximadas que, con

el signo adecuado de µ2, presentan flujo concentrado, densidad de enerǵıa finita

y estabilidad topológica, como se requiere para ser interpretadas como cuasi-

part́ıculas [28]. Es interesante en este momento comentar que tanto los solitones
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topológicos autoduales del modelo relativista como las soluciones numéricas del no

relativista son soluciones también fuera de los valores cŕıticos. La diferencia estriba

en que para valores no cŕıticos de los parámetros dos solitones/vórtices topológicos

desplazados interaccionan atractiva o repulsivamente, de modo independiente de

la interacción debida a su carga electro/magnética.

5.4 Teoŕıa de Ginzburg-Landau y Dualidad

Una vez obtenida la acción efectiva de tipo Chern-Simons-Higgs puede ser in-

terpretada como la teoŕıa de Ginzburg-Landau, fenomenológica, del Efecto Hall

Cuántico Fraccionario. En una teoŕıa de campo medio uno integra sobre las va-

riables fermiónicas y procede a cuantificar la acción efectiva resultante por medio

de la aproximación de la fase estacionaria contentándose con la primera corrección

cuántica. Las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange de la acción efectiva

son los ingredientes centrales y sus propiedades determinan el valor esperado de

los operadores en los estados cuánticos. Esperamos aśı leer de los mı́nimos de la

acción

SCSH =
∫

d3x
{

κ

4π
εµνρa

µ∂νaρ +
1

2
(DµΦ)∗(DµΦ)− U(Φ)

}

DµΦ = ∂µΦ + ieA(e)
µ Φ + ieaµΦ , U(Φ) =

λ

8
|Φ|2(|Φ|2 − v2)2

las caracteŕısticas esenciales del Efecto Hall Cuántico Fraccionario. En un análisis

paralelo al realizado por Zhang et al en el modelo no relativista, estudiaremos las

soluciones y sus propiedades en tres niveles de complejidad:

• 1). Las condiciones de Efecto Hall Cuántico son tales que:

A
(e)
0 = 0 , εij∂iA

(e)
j = −B = cte.

El mı́nimo absoluto de SCSH con estas condiciones y ∂µΦ es:

~a = − ~A(e) y |Φ| = v ó |Φ| = 0

La ley de Gauss −B = −2π e
κ
|Φ|2 implica que la primera solución requiere:

v2
B =

κB

2πe
=

eB

2πm
(5.104)

|Φ| = vB es la solución de campo medio que corresponde al estado funda-

mental del Efecto Hall Cuántico Fraccionario.
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• 2). Como antes consideremos

~∇∧ ~A(e) = −B , ~a = − ~A(e) y ∂µΦ = 0

pero contemplemos un campo eléctrico inducido ∂iA
(e)
0 = −Ei. La corriente

se define como

ji =
δSCSH

δA
(e)
i

= −δSH

δai

=
δSCS

δai

=
κ

2π
εij(∂0aj − ∂ja0)

que en la solución |Φ| = vB, ai = −A
(e)
i , a0 = −A

(e)
0 resulta

ji =
e2

2πm
εijEj = σH ijEj

y la conductividad Hall es:

σH ij =
e2

2πm
εij

como debe ser.

• 3). Finalmente analizaremos qué ocurre si |Φ|2 = v2 para v 6= vB en alguna

región del plano. De B =
(

2π
e

)
mv2

B pasaŕıamos a B′ =
(

2π
e

)
mv2. Como

δB =
(

2π
e

)
mδv2 se requiere una enerǵıa magnética

δE =
(

2π

e

)
mBδv2

Es pues una situación de mayor enerǵıa que la del estado fundamental. Da sin

embargo lugar a mı́nimos absolutos de la acción, soluciones de las ecuaciones

de campo estables, cuando δv2 se diferencia de v2
B en las zonas en que se

concentra la enerǵıa del solitón/vórtice. Las cuasi-part́ıculas y cuasi-huecos

corresponden también a soluciones de campo medio, cuando κ = e2

m
.

Sea en el marco de la teoŕıa cuántica de campos, sea por medio de una apro-

ximación fenomenológica à la Ginzburg-Landau, la conclusión esencial es que las

cuasi-part́ıculas y cuasi-huecos, excitaciones sobre el estado fundamental en el

Efecto Hall Cuántico Fraccionario, son los vórtices de una teoŕıa efectiva de tipo

Chern-Simons-Higgs. El modelo en teoŕıa de campos que describe directamente

el Efecto Hall Cuántico Fraccionario resulta aśı un modelo en que los vórtices de

Chern-Simons-Higgs son los cuantos fundamentales. Una idea de gran actualidad,

la de dualidad, incorporada de la f́ısica estad́ıstica a la teoŕıa cuántica de campos
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por Coleman, Mandelstam, Olive y otros [25, 90, 102], es la gúıa para descubrir

dicho modelo. Cerraremos el ćırculo de ideas presentado en las Secciones 5.2 y 5.3,

y con ello completaremos esta última, aplicando la transformación de dualidad al

modelo Chern-Simons-Higgs.

Partimos de la acción

SCSH =
∫

d3x
{

κ

4π
εµνρA

µF νρ +
1

2
∂µh∂µh− U(h)

}

+
∫

d3x
{

1

2
h2(∂µχ + eAµ)(∂µχ + eAµ)

}

donde hemos tomado el campo de Higgs como Φ(x) = h(x)eiχ(x), h(x) = ρ1/2(x),

y el potencial U(h) de modo que admita vórtices autoduales. Recordemos que el

espectro de part́ıculas está formado por un bosón de Higgs y un bosón vectorial

con masa y una sola polarización aśı como una plétora de vórtices topológicos y

no topológicos. De la corriente eléctrica

jµ = ρ2(∂µχ + eAµ)

y la corriente topológica

Kµ =
1

2π
εµνρ∂ν∂ρχ

extraemos la información sobre las propiedades f́ısicas de part́ıculas y solitones.

En particular, sólo los vórtices tienen carga eléctrica

Q =
∫

d2xρ2(·χ + eA0)

y topológica, esencialmente magnética,

QT =
1

2π

∫
d2xεij∂i∂jχ

distinta de cero.

Nos planteamos el cómputo de la “acción” cuántica

Z =
∫

[hdh][dχ][dAµ] eiSCSH

e incluimos en la integral funcional el efecto de los vórtices topológicos mediante

el cambio de variables

χ(x) = χV (x) + ξ(x)

donde χV es fijado de acuerdo con la solución general, no necesariamente radial-

mente simétrica, [44] de las ecuaciones vorticiales:

ΦV (x) = hV (x)eiχV (x) (5.105)
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χV (x) =
n∑

a=1

arg [~x− ~xa(t)] , hV (x)
~x→~xa≈ (~x− ~xa(t)) , hV (x)

|~x|→∞≈ e−α|~x|2

Aparte de un Jacobiano, que absorberemos en la normalización de la integral

funcional, se produce el siguiente cambio en la medida de integración

[dχ] = [dχV ][dξ] = [d~xa(t)][dξ]

Para calcular

Z[~xa(t)] =
∫

[hdh][dξ][dAµ] exp
{
i
∫

d3x
κ

4π
εµνρA

µF νρ
}

· exp
{
i
∫

d3x
[
1

2
∂µh∂µh− U(h)

]}

· exp

{
i
∫

d3x
h2

2
(∂µχV + ∂µξ + eAµ)(∂µχV + ∂µξ + eAµ)

}

nos servimos de un campo que no altera nada y permite una mejor manipulación

del término en ∂µχ:

∫
[dCµ][hdh] exp

{
i
∫

d3x
[
− 1

2h2
CµC

µ + Cµ(∂µχV + ∂µξ + eAµ)
]}

=
∫

[h2dh] exp
{
i
∫ [

1

2
h2(∂µχ + eAµ)(∂µχ + eAµ)

]}

La identidad anterior resulta de integración funcional Gaussiana.

Procedemos a integrar la variable ξ
∫

[dξ] exp
{
i
∫

d3xCµ∂
µξ

}
= δ(∂µCµ)

con el resultado de incluir una delta de Dirac funcional en Z[~xa(t)]. Ello sugiere

un nuevo campo vectorial auxiliar:
∫

[dCµ]δ(∂µCµ) =
∫

[dCµ][dvµ]δ(Cµ − e

2π
εµνρ∂νvρ)

que convierte en inmediata la integral en Cµ,

Z[~xa(t)] =
∫

[h2dh][dvµ][dAµ] exp
{
i
∫

d3x
κ

4π
εµνρA

µF νρ
}

· exp
{
i
∫

d3x
[
1

2
∂µh∂µh− U(h)

]}

· exp

{
i
∫

d3x

[
− e2

8π2
· 1

h2
εµνρ∂νvρεµαβ∂αvβ

]}

· exp
{
i
∫

d3x
e

2π
εµνρ∂νvρ(∂µχV + eAµ)

}
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Resta únicamente integrar en Aµ

∫
[dAµ] exp

{
i
∫

d3x

(
κ

2π
Aµε

µνρ∂νAρ +
e2

2π
Aµε

µνρ∂νvρ

)}

= exp

{
i
∫

d3x
e4

2πκ
εµνρv

µ∂νvρ

}

donde, como en la anterior integración gaussiana, el “factor” π
√

2
κ
· Det−1/2(∗∂)

se absorbe en la normalización, para obtener:

Z[~xa(t)] =
∫

[h2dh][dvµ] · exp
{
i
∫

d3x
[
1

2
∂µh∂µh− U(h)

]}

· exp

{
i
∫

d3x

[
− e2

16π2

(
fµνf

µν

h2
− 8πe2

κ
εµνρv

µ∂νvρ

)]}

· exp
{
− i

2π
e

∫
d3xvρε

µνρ∂ν∂µχV

}
(5.106)

fµν = ∂µvν − ∂νvµ

En esta versión de Z[~xa(t)] el campo gauge es vµ en vez de Aµ y la acción es

de tipo Maxwell-Chern-Simons en el nuevo potencial vector. La relación de vµ con

Aµ se establece a través del siguiente hecho:

• 1). La corriente eléctrica jµ = ρ2(∂µχ + eAµ) en las variables originales Aµ,

∂µχ pasa a ser la corriente topológica en las nuevas variables vµ: 1
2
∗ fµ =

1
2π

εµνρ∂νvρ. La carga eléctrica Q =
∫

d2x{ρ2(χ̇ + eA0)} pasa a ser la carga

magnética/topológica M = 1
2π

∫
d2xf12.

vµ ve carga eléctrica donde Aµ ve magnética y viceversa. El campo vµ es el

campo gauge respecto del grupo U(1)d, dual del electromagnético U(1)EM

que acopla v́ıa carga magnética.

• 2). Si en el modo de partida hubiéramos incluido un término − 1
4e2 FµνF

µν el

resultado de la transformación de dualidad seŕıa el mismo que (5.106) con la

adición de un término e4

(2π)2
vµv

µ. Observamos la siguiente situación:

– a). El ĺımite de acoplamiento fuerte de la acción original es el ĺımite de

acoplamiento débil del modelo dual. Nótese el factor e2

16π2 en el término

cinético dual fµν
fµν

h2 .

– b). Los bosones de “masa” topológica ligera proporcional a κ en la

formulación electro-magnética resultan de “masa” topológica pesada,

un factor 1
κ
, en la dual.
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– c). La masa, enerǵıa en reposo, de los vórtices es de la forma MV =(
2π
e

)
v2n ∝

(
2π
e

) (
n
m

)
1
e
, de modo que devienen ligeros en el ĺımite de

acoplamiento fuerte, donde los bosones vectoriales son muy pesados.

• 3). El término en el Lagrangiano dual de la forma

e

2π
vµK

µ
V =

e

2π
vµε

µνρ∂ν∂ρχV

indica el acoplamiento del campo vµ con la corriente “magnética”, en este

caso considerada como una fuente externa debida a los vórtices.

En el ĺımite de acoplamiento fuerte, sin embargo, los vórtices son ligeros

y susceptibles de ser creados y destruidos en procesos de alta enerǵıa. En

contraposición a los cuantos fundamentales del modelo original que en este

régimen son muy pesados, deben ser descritos por variables de campo: no

son fuentes externas. Elegimos la identificación

QD

e
Ψ̄V γµΨV = εµνρ∂ν∂ρχV (5.107)

y promovemos a los campos de Dirac ΨV a verdaderos campos cuánticos

que crean y destruyen vórtices. El modelo dual efectivo en el ĺımite de

acoplamiento fuerte corresponde a la acción:

ZD =
∫

[dΨ̄V ][dΨV ][dvµ]

· exp

{
i
∫

d3x

[
− e2

16π2

(
fµνf

µν

h2
− 8πe2

κ
εµνρv

µ∂νvρ

)]}

· exp
{
−iQD

∫
d3xvµΨ̄V γµΨV

}

· exp
{
i
∫

d3xΨ̄V (γµ∂µ + MS)ΨV

}
(5.108)

QD determina la carga “dual” de los vórtices ligeros y su acoplamiento a

vµ. Si cuantificamos ΨV como un campo de Fermi debemos elegir QD de tal

manera que el factor estad́ıstico inducido por el término de Chern-Simons en

(5.108) sea exactamente −πn2

m
. Esto demuestra que ZD es el sistema en teoŕıa

cuántica de campos que ocurre en el Efecto Hall Cuántico Fraccionario.



Caṕıtulo 6

Electrodinámica Cuántica sobre

el Toro

En este caṕıtulo abordaremos el estudio del Efecto Hall Cuántico en una red

periódica con el fin de expresar la conductividad Hall, para el Efecto Fraccionario,

como un invariante topológico, de manera análoga al análisis de Thouless [124] para

el Efecto Entero. Comenzaremos con el problema de Landau para una part́ıcula en

una superficie de Riemann, en este caso el toro, que será resuelto en términos de las

funciones Theta de Riemann [96]. A continuación, determinaremos el espectro y los

espinores propios del operador de Dirac para una part́ıcula sin masa sobre el toro,

donde encontraremos nuevas estructuras de esṕın que no aparecen en el plano,

que serán de interés al abordar el problema de muchas part́ıculas. Por último,

consideraremos esta teoŕıa en presencia de fluxones, generalizando aśı la teoŕıa de

Jain [69]; y estudiaremos también la generalización al problema de muchas capas

o muestras Hall.

En la segunda Sección analizaremos en detalle la acción de los operadores

de Mumford sobre los estados de Landau. Caracterizaremos aśı la degeneración

asociada a cada nivel de enerǵıa, y encontraremos la relación entre estos operadores

y los generadores de las traslaciones magnéticas en el toro. La interpretación f́ısica

de dicha acción nos conducirá a las trasformaciones de Galileo. Estudiaremos

también la extensión del grupo de traslaciones al grupo de Heisenberg.

Una vez analizado el problema de una part́ıcula, y en la ĺınea que hemos seguido

a lo largo de este trabajo, pasaremos a calcular, en el contexto de la electrodinámica

cuántica sobre el toro, la conductividad Hall tanto para el Efecto Entero como

para el Efecto Fraccionario. En las dos últimas secciones analizaremos la teoŕıa de

Haldane-Rezayi [52], para muchas part́ıculas, que generaliza la teoŕıa de Laughlin

231
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para una red periódica. Llegaremos a un resultado equivalente al de Thouless en

el Efecto Entero para el problema más complejo del Efecto Hall Cuántico Frac-

cionario.

6.1 Problema de Landau, operador de Dirac y

funciones Θ. Fluxones.

El espacio de configuración de un electrón moviéndose en una red periódica bidi-

mensional es el toro, T 2
τ = C

Z⊕τZ
, que se obtiene en el plano complejo C cuando

identificamos los puntos relacionados por el grupo de traslaciones discretas: Γ :

z → z + n1 + n2τ, n1, n2 ∈ Z. Hemos tomado z = x1 + ix2 como coordenada local

adimensional en C, para ello se define: x1 = x̃1

L1
, x2 = x̃2

L1
. Pasamos, de esta forma,

de unas periodicidades, L1 y L2e
iθ, para las variables {x̃1, x̃2}, a otras 1 y τ para

{x1, x2}. τ = L2eiθ

L1
es el parámetro modular del toro, y pertenece al semiplano

superior complejo H con Imτ > 0.

Por simplicidad tomaremos en primer lugar τ = i, es decir, consideraremos una

red cuya celda principal es cuadrada y de área uno, como se muestra en la Figura

6.1.

Figura 6.1: Celda cuadrada correpondiente a un toro T 2
i .

Un campo magnético constante viene descrito como la curvatura de un fibrado

de ĺınea Lk sobre T 2
i con conexión:

A = 2πkx2dx1 ⇒ FA = 2πkdx2dx1 (6.1)
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El grado de este fibrado, su primera clase de Chern, es:

c1(Lk) =
1

2π

∫

T 2
i

FA = −k ∈ Z (6.2)

Como veremos a continuación, c1(Lk) está relacionado con el campo magnético

externo debido a la condición de cuantificación topológica del flujo magnético en

el toro. Consideremos un lazo cerrado γ sobre el toro, que encierra una superficie

D, como se muestra en la Figura 6.2.

Figura 6.2: γ es una curva cerrada que encierra un recinto D sobre el toro.

El flujo asociado al campo magnético constante externo, como consecuencia

del efecto Aharanov-Bohm, induce sobre la función de onda una fase, y, utilizando

el teorema de Gauss, resulta:

Ψ(x1, x2) = e
i e
h̄c

∮
γ

A
Ψ(x1, x2)

= ei e
h̄c

∫
D

FA Ψ(x1, x2)

= e
−i e

h̄c

∫
T2/D

FA Ψ(x1, x2) (6.3)

por tanto:

e
i e
h̄c

∫
T2/DuD

FA = 1 =⇒ e

h̄c

∫

T 2/DuD
FA = 2πk , k ∈ Z (6.4)

Luego la relación entre el grado del fibrado de ĺınea sobre el toro y el campo

magnético externo es:

2πk =
eB

h̄c
L1L2 ≡ eB

h̄c
L2

1 (6.5)

El espacio cuántico de estados de este sistema es el espacio de secciones L2-

integrables en Γ(T 2
i ,Lk). La dinámica cuántica viene determinada esencialmente
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por el laplaciano actuando sobre este espacio. En términos de los operadores de

“creación” y “destrucción”,

ã =
1

2
√

πk

(
∂

∂x1

+ i
∂

∂x2

+ i2πkx2

)
≡ 1√

πk

(
∂

∂z̄
+ iπkImz

)

ã† =
1

2
√

πk

(
− ∂

∂x1

+ i
∂

∂x2

− i2πkx2

)
≡ − 1√

πk

(
∂

∂z
+ iπkImz

)
(6.6)

con [ã, ã†] = 1. El Hamiltoniano es el operador diferencial

H = h̄ω̃c

[
ã†ã +

1

2

]
(6.7)

donde ω̃c = 2πkh̄
m

, y m es la masa efectiva del electrón. El espacio de secciones Γ(Lk)

descompone en suma directa de subespacios propios del operador Hamiltoniano:

Γ(T 2
i ,Lk) = ⊕Eñ

ΓEñ
(T 2

i ,Lk)

Las secciones que pertenecen a ΓEñ
(T 2

i ,Lk) pueden interpretarse como fun-

ciones que resuelven el problema espectral:

HΦñ = EñΦñ (6.8)

con las condiciones de periodicidad

Φñ(x1 + 1, x2) = Φñ(x1, x2)

Φñ(x1, x2 + 1) = e−i2πkx1 Φñ(x1, x2) (6.9)

Como el operador p1 = −ih̄ ∂
∂x1

conmuta con H poseen autofunciones comunes,

las de p1 satisfacen la primera condición de periodicidad si el momento es entero,

y es conveniente expresar Φñ mediante el desarrollo de Fourier:

Φñ(x1, x2) =
∑

n∈Z

ei2πnx1f ñ
n (x2) (6.10)

Φñ es propia de H si lo es de

ã†ã =
1

4πk

(
− ∂

∂x2

+ ax2

) (
∂

∂x2

+ ax2

)

donde ax2 = −i ∂
∂x1

+ 2πkx2, y el problema espectral quedará resuelto por las

soluciones de

a†nx2
anx2f

ñ
n (x2) = εñf ñ

n (x2) (6.11)
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con

anx2 =
1

2
√

πk

[
d

dx2

+ 2π(n + kx2)

]

a†nx2
=

1

2
√

πk

[
− d

dx2

+ 2π(n + kx2)

]
(6.12)

Como [anx2 , a
†
nx2

] = 1, esto no es más que un oscilador armónico, desplazado,

para cada n, con εñ = ñ, y buscamos los distintos “niveles” de modo recurrente.

El de autovalor más bajo, ε0 = 0, satisface la ecuación diferencial

df0
n(x2)

dx2

+ 2π(n + kx2)f
0
n(x2) = 0 (6.13)

cuya solución es

f 0
n(x2) = cne

−π
k
(n+kx2)2 (6.14)

Imponiendo la segunda de las condiciones de periodicidad, nótese que es natural

para la acción de operadores diferenciales que satisfacen ax2+1 = e−i2πkx1ax2e
i2πkx1

[11], sobre Φ0(x1, x2) encontramos:

cn = cn+k (6.15)

Esto implica que sólo f 0
n(x2, l) para l = 0, 1, · · · , k−1 son linealmente indepen-

dientes pues únicamente los k primeros coeficientes son arbitrarios. Pueden ser

fijados mediante normalización en la forma cn(l) = ei2πn l
k . Se sigue que la función

de onda del primer nivel de Landau, de enerǵıa,

E0 =
h̄ω̃c

2
=

h̄2πk

m
(6.16)

es k veces degenerada:

Φ0l(x1, x2) =
∑

n∈Z

ei2πn(x1+ l
k)e−

π
k
(n+kx2)2 (6.17)

Es posible reorganizar Φ0l, y escribirlo en términos de la variable compleja

z = x1 + ix2,

Φ0l(z, z̄) = e−πk(Imz)2Θ

[
0

l/k

]
(z|i/k) (6.18)

Aqui expresamos los estados del primer nivel de Landau en términos de las

funciones Theta de Riemann con caracteŕıstica [96]:

Θ
[
a

b

]
(z|τ) =

∑

n∈Z

e2πi[(n+a)(z+b)+ 1
2
(n+a)2τ] (6.19)
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Hubiera sido posible, y este punto de vista será conveniente cuando el parámetro

modular es arbitrario, buscar de entrada autofunciones que son el producto de una

función anaĺıtica por un prefactor:

Φ0(z, z̄) = e−πk(Imz)2f(z) (6.20)

Las condiciones de periodicidad sobre Φ0 devienen

f(z + 1) = f(z)

f(z + i) = e−2πik(z+ i
2)f(z) (6.21)

satisfechas automáticamente por las soluciones encontradas:

Φ0l(z, z̄) = e−πk(Imz)2fl(z|i/k)

fl(z|i/k) = Θ

[
0

l/k

]
(z|i/k)

Las funciones fl(z|i/k) forman una base en el espacio de secciones holomorfas

del fibrado Lk que denotaremos por H0(T 2
i ,Lk) ≡ ΓE0̃

.

En resumen, las condiciones de periodicidad provocan, de un lado, que el mo-

mento en la dirección de x1 esté cuantificado, n ∈ Z, a diferencia del problema

de Landau en el plano, y de otro lado, que la degeneración del primer nivel de

Landau no sea infinita sino finita e igual a k, el número total de cuantos de flujo

magnético que atraviesa el toro.

Los niveles de Landau más altos se obtienen por aplicación sucesiva del ope-

rador de creación:

f ñ
n (x2) =

1√
ñ!

(
anx2

†)ñ
f 0

n(x2)

f ñ
n (x2) = cn

1√
ñ!2ñ

Hñ

(√
2πk

(
x2 +

n

k

))
e−

π
k
(kx2+n)2 (6.22)

donde Hñ es el polinomio de Hermite de grado ñ. La condición de periodicidad

sobre Φñ requiere que

cn = cn+k

y las funciones de onda serán

Φñl(x1, x2) =
1√
ñ!2ñ

∑

n∈Z

ei2πn(x1+ l
k)Hñ

(√
2πk

(
x2 +

n

k

))
e−

π
k
(n+kx2)2 (6.23)

con enerǵıa

Eñ = h̄ω̃c

(
ñ +

1

2

)
=

h̄2πk

m
(2ñ + 1) (6.24)
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la degeneración de los niveles más altos coincide con la del estado fundamental,

y es igual a k. En el gauge de Landau, como veremos con más detalle en la si-

guiente Sección, la degeneración viene caracterizada por el autovalor del operador

momento lineal en la dirección de x1. Este autovalor es discreto, y está cuanti-

zado, como se deduce de las condiciones de periodicidad, y además puede tomar

para cada nivel de enerǵıa únicamente k valores enteros distintos. Sin embargo,

como en el plano, la degeneración no será la misma si elegimos el gauge simétrico.

En este gauge, la degeneración viene caracterizada por el autovalor del momento

angular en la dirección del campo magnético, esto junto con las correspondientes

condiciones de periodicidad conduce a que cada nivel de Landau está degenerado,

y la degeneración es finita pero igual a n+k, donde n representa el nivel de enerǵıa

En ≡ Eñ [8, 7].

Una vez que hemos resuelto completamente el problema de Landau en el caso

más simple de una celda cuadrada, plantearemos el problema en el caso más general

para estudiar la dependencia con el parámetro modular. Para ello, consideremos

una celda de área Imτ con τ = L2

L1
eiθ ∈ C e Imτ > 0 tal y como se muestra en la

Figura 6.3.

Figura 6.3: Celda correpondiente a un toro T 2
τ .

El campo magnético constante es la curvatura de la conexión en un fibrado de

ĺınea Lk sobre T 2
τ :

A =
2πk

Imτ
x2dx1
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FA =
2πk

Imτ
dx2dx1 (6.25)

El grado del fibrado es nuevamente c1(Lk) = 1
2π

∫

T 2
τ

FA = −k ∈ Z, y estará

relacionado con el campo magnético externo por:

2πk

Imτ
=

eB

h̄c

L1L2 sin θ

Imτ
≡ eB

h̄c
L2

1 (6.26)

Los operadores de “creación” y “destrucción” serán ahora:

ã =
1

2

√
Imτ

πk

(
∂

∂x1

+ i
∂

∂x2

+ i
2πk

Imτ
x2

)
≡

√
Imτ

πk

(
∂

∂z̄
+ i

πk

Imτ
Imz

)
(6.27)

ã† =
1

2

√
Imτ

πk

(
− ∂

∂x1

+ i
∂

∂x2

− i
2πk

Imτ
x2

)
≡ −

√
Imτ

πk

(
∂

∂z
+ i

πk

Imτ
Imz

)

con [ã, ã†] = 1, y el Hamiltoniano

H = h̄ω̃c

[
ã†ã +

1

2

]
, ω̃c =

h̄

m

2πk

Imτ
(6.28)

Para resolver el problema espectral busquemos en primer lugar qué condiciones

de periodicidad deben satisfacer las secciones en Γ(T 2
τ ,Lk). Conocido el espectro,

y las funciones de onda, para el problema de Landau en el plano en el gauge de

Landau; y en particular la función de onda para el primer nivel de Landau (1.48),

y teniendo en cuenta la condición de cuantización del flujo magnético en el toro,

que para L1 = 1 se traduce en B = hc
e

k
Imτ

con k ∈ Z, es apropiado asumir la

siguiente hipótesis para el primer nivel de Landau en el toro:

Φ(z, z̄) = e−
kπ
Imτ

(Imz)2 f(z) (6.29)

de tal manera que las condiciones de periodicidad serán:

Φ(z + 1, z̄ + 1) = Φ(z, z̄)

Φ(z + τ, z̄ + τ̄) = e−i2πkRe(z+ 1
2
τ) Φ(z, z̄) (6.30)

Es decir, la presencia del campo magnético producirá una transformación de

Galileo en la dirección x1, con velocidad k y tiempo propio Re τ . En la Sección

siguiente estudiaremos en detalle esta simetŕıa y su relación con las traslaciones

magnéticas.

Con estas condiciones de periodicidad podemos determinar exactamente la

función de onda para el primer nivel de Landau, siguiendo los mismos pasos que
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vimos para el problema más simple con τ = i. Tenemos, por tanto, para el

primer nivel de Landau: ãΦ0(x1, x2) = 0, y, tomando un desarrollo de Fourier:

Φ0(x1, x2) =
∑

n∈Z ei2πnx1fn(x2), resultará:

dfn(x2)

dx2

+ 2π

(
n +

kx2

Imτ

)
fn(x2) = 0 (6.31)

tal que

fn(x2) = cne−
πImτ

k ( kx2
Imτ

+n)
2

(6.32)

De la segunda condición de periodicidad sobre la parte anaĺıtica

f(z + 1) = f(z)

f(z + τ) = e−i2πk(z+ 1
2
τ)f(z) (6.33)

se deduce:

cne
i2πnReτ = cn+ke

−iπkReτ ⇒ cn = ei2πn l
k ei πn2

k
Reτ , l = 0, 1, · · · , k − 1 (6.34)

La función de onda para el primer nivel de Landau, en función del parámetro

modular, puede expresarse en función de la Theta de Riemman con caracteŕıstica:

Φ0,l(z, z̄) = e−
πk
Imτ

(Imz)2fl(z|τ/k)

fl(z|τ/k) = Θ

[
0

l/k

]
(z|τ/k) , l = 0, 1, · · · , k − 1 (6.35)

Las fl(z|τ/k) forman una base en H0(T 2
τ ,Lk). Una vez más encontramos, como

consecuencia de las condiciones de periodicidad, que la degeneración del primer

nivel de Landau es igual a k. Lo mismo sucederá para los demás niveles que se

obtienen a partir de éste sin más que aplicar sucesivamente el operador ã†:

Φñl(z, z̄) =
1√
ñ!

(
ã†

)ñ
Φ0l(z, z̄) (6.36)

Eñ = h̄ω̃c

(
ñ +

1

2

)
=

h̄2πk

mImτ
(2ñ + 1)

A continuación, pasaremos a estudiar el problema de una part́ıcula cargada (sin

masa), en una red periódica bidimensional, en presencia de un campo magnético

externo, donde la dinámica viene descrita por el operador de Dirac. El espacio

de configuración es exactamente el mismo que consideramos para el problema de

Landau. Es decir, el toro T 2
τ = C

Z⊕τZ
. A diferencia del problema de Landau,

tenemos que considerar ahora un fibrado espinorial S sobre T 2
τ , en el que la fibra
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ρ ∼= C2 es una representación de spin(2); el potencial vector vendrá dado por la

conexión (6.25), cuya curvatura nos dará el campo magnético sobre el toro, que

coincide con el grado del fibrado espinorial c1(S) = 1
2π

∫

T 2
τ

FA = −k ∈ Z, y su

relación con el campo magnético es (6.26). Estudiaremos directamente el caso

general con el parámetro modular τ .

El operador de Dirac puede expresarse en función de los operadores de creación

y destrucción dados en (6.28), tenemos aśı:

H0
D = −2h̄c

√
πk

Imτ


 0 ã†

ã 0


 (6.37)

El álgebra de Clifford está generada por las matrices de Dirac γ1 = iσ1 y

γ2 = iσ2; la matriz γ0 = σ3 no aparece pues estamos considerando una part́ıcula

sin masa.

El operador de Dirac actúa en el espacio de secciones L2-integrables, es decir,

el espacio de Hilbert Γ(S). Las secciones en este espacio satisfacen las condiciones

de periodicidad:

φ(z + 1, z̄ + 1) = φ(z, z̄)

φ(z + τ, z̄ + τ̄) = e−i2πkRe(z+ 1
2
τ)φ(z, z̄) (6.38)

Queremos encontrar el espectro para este operador:

−2h̄c
√

πk


 0 ã†

ã 0





 φ1

λ

φ2
λ


 = Eλ


 φ1

λ

φ2
λ




φλ(z, z̄) =


 φ1

λ(z, z̄)

φ2
λ(z, z̄)


 (6.39)

El problema espectral de Dirac puede reducirse formalmente al problema de

Schrödinger para la primera componente del espinor, aśı:

ã†ã φ1
λ(z, z̄) =

E2
λImτ

h̄2c24πk
φ1

λ(z, z̄)

φ2
λ(z, z̄) = −2h̄c

Eλ

√
πk

Imτ
ã φ1

λ(z, z̄) (6.40)

Para el primer nivel de Dirac-Landau resultará:

E0 = 0 ⇒ ã φ1
0(z, z̄) = 0 ; φ2

0(z, z̄) ≡ 0 (6.41)
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encontramos, por tanto, que la primera componente del espinor para el primer

nivel de Dirac-Landau coincide exactamente con la función de onda determinada

para el problema de Landau no-relativista, y aśı, φ1
0(z, z̄) ≡ Φ0(z, z̄), de forma que:

φ0l(z, z̄) =


 e−i πk

Imτ
(Imz)2fl(z)

0


 , E0 = 0 (6.42)

con

fl(z) = Θ

[
0

l/k

]
(z|τ/k) =

∑

n∈Z

ei2πn(z+ l
k)ei πn2

k
τ , l = 0, 1, · · · , k − 1

y la degeneración para este nivel es nuevamente k.

Para los demás niveles de Dirac-Landau tenemos:

φ±ñl(z, z̄) =
1√
2


 Φñl(z, z̄)

∓Φñ−1,l(z, z̄)


 , Eñ = ±

√
2πk

Imτ
2ñ , ñ > 0 (6.43)

donde Φñl vienen dadas por (6.36), y la degeneración de cada nivel de enerǵıa es una

vez más k. Tenemos soluciones de enerǵıa positiva y negativa como es caracteŕıstico

del problema de Dirac, junto con los modos cero, que aparecen como consecuencia

de la simetŕıa de conjugación propia de este sistema para una part́ıcula sin masa.

Por otro lado, es posible distinguir dos nuevas estructuras de esṕın sin analoǵıa

en el plano, que vendrán caracterizadas por:

fl(z + 1) = eiφ1fl(z)

fl(z + τ) = eiφ2e−i2πk(z+ 1
2
τ)fl(z) (6.44)

de tal manera que podemos elegir independientemente dos casos:

• Par: φ1 = φ2 = 0. Tal que:

f
(p)
l (z) = Θ

[
0

l/k

]
(z|τ/k) =

∑

n∈Z

ei2πn(z+ l
k)ei πn2

k
τ (6.45)

• Impar: φ1 = φ2 = π. Tal que:

f
(i)
l (z) = Θ

[
1/2

1/2 + l/k

]
(z|τ/k) =

∑

n∈Z

ei2π(n+ 1
2)(z+ 1

2
+ l

k)ei π
k (n+ 1

2)
2
τ (6.46)
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Veremos más adelante que esta última posibilidad es de gran interés al estudiar

el problema de muchas part́ıculas.

En la Sección 6.2 estudiaremos en detalle las propiedades de invarianza de las

funciones Theta de Riemann, que han aparecido tanto en el problema de Lan-

dau como en el de Dirac-Landau. No obstante, es interesante adelantar algunas

propiedades de estas funciones apropiadas al estudio cuántico del sistema. Consid-

eremos, por tanto, un espacio generado por las funciones fl(z|τ/k) = Θ
[

0
l/k

]
(z|τ/k)

con l = 0, 1, · · · , k − 1, que satisfacen:

• Propiedades de invarianza:

Θ

[
0

l/k

]
(z + 1|τ/k) = Θ

[
0

l/k

]
(z|τ/k)

Θ

[
0

l/k

]
(z + τ |τ/k) = e−i2πk(z+ 1

2
τ)Θ

[
0

l/k

]
(z|τ/k) (6.47)

• Ortonormalidad y completitud:

∫ dzdz̄

2i
e−2 πk

Imτ
(Imz)2 Θ∗

[
0

l/k

]
(z̄|τ̄ /k) Θ

[
0

l′/k

]
(z|τ/k) = δll′

k−1∑

l=0

e−
πk
Imτ

((Imz)2+(Imω)2) Θ∗
[

0

l/k

]
(z̄|τ̄ /k) Θ

[
0

l/k

]
(ω|τ/k) =

δ(z − ω)δ(z̄ − ω̄)

Hemos visto que las secciones del fibrado de ĺınea o fibrado espinorial de clase

de Chern −k en el T 2
τ son funciones que satisfacen las condiciones de periodicidad

dadas en (6.47). La segunda de estas condiciones es equivalente a:

Θ

[
0

l/k

]
(z + kτ̃ |τ/k) = e−i2π(kz+ 1

2
k2τ̃)Θ

[
0

l/k

]
(z|τ/k) , τ̃ =

τ

k

donde aparece el uno-cociclo ω1(z, k) = kz + 1
2
k2τ̃ . Este puede interpretarse como

una transformación que nos lleva de una celda de área Imτ
k

a una de área Imτ , y que

está relacionado con la transformación de Galileo asociada al campo magnético,

ver Figura 6.4.

Es interesante comprobar que cada función fl(z) tiene exactamente k ceros

localizados en la celda principal de área Imτ , tal y como demuestra Mumford [96],

se verifica que:
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Figura 6.4: Recinto γ = δ + δ∗ + σ + σ∗ para T 2
kτ .

• El número de ceros es:

# ceros de f =
1

2πi

∫

γ

f ′

f
dz = k (6.48)

donde γ es el recinto orientado que se muestra en la Fgura 6.4.

• La localización de los ceros en la celda principal es la siguiente:

- Para las funciones Θ pares los ceros se encuentran en los puntos:

z
(j)
0 =

(
j +

1

2

)
τ

k
+

(
l

k
+

1

2

)

con j = 0, 1, · · · , k − 1, tal que,

Θ

[
0

l/k

]
(z

(j)
0 |τ/k) = 0

ver Figura6.5.

- Para las funciones Θ impares los ceros se encuetran en:

z
(j)
0 = j

τ

k
+

l

k

con j = 0, 1, · · · , k − 1, tal que,

Θ

[
1/2

1/2 + l/k

]
(z

(j)
0 |τ/k) = 0

ver Figura 6.6.
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Figura 6.5: Ceros de la función Θ (impar) en la celda principal.

Figura 6.6: Ceros de la función Θ (par) en la celda principal.
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En cualquier caso, independientemente del tamaño de la celda fundamental,

el número de estados posibles para cada nivel de Landau o de Dirac-Landau no

depende del parámetro modular sino sólamnete del grado del fibrado sobre el toro.

Recordemos que el número de estados en cada nivel de Landau, para una superficie

de área finita, era M = AnB donde nB = eB
hc

. Teniendo en cuenta la relación

entre el campo magnético externo y el grado del fibrado: B = hc
e

k
Imτ

, resulta que:

# de estados = k. Es decir, para el primer nivel de Landau:

k−1∑

l=0

e−2 πk
Imτ

(Imz)2 Θ∗
[

0

l/k

]
(z̄|τ̄ /k) Θ

[
0

l/k

]
(z|τ/k) =

k

Imτ
(6.49)

que representa la densidad de estados por unidad de área para el problema de

Landau en el toro.

Estudiaremos a continuación la inclusión de fluxones para desarrollar la teoŕıa

de Jain en el Toro. Para ello será conveniente pasar del gauge de Landau que hemos

tomado para resolver el problema espectral, tanto para el operador de Schrödinger

como para el de Dirac, al gauge simétrico que es adecuado para el propósito men-

cionado.

Consideraremos el problema en T 2
τ , donde tenemos un fibrado de ĺınea Lk cuyo

grado coincide con el flujo cuantizado del campo magnético, la conexión en el

gauge de Landau veńıa dada por (6.25). Para pasar al gauge simétrico se aplica la

transformación gauge dada por el operador unitario: G = ei πk
Imτ

x1x2 , de forma que

la conexión en el gauge simétrico es:

AS =
πk

Imτ
(x2dx1 − x1dx2) (6.50)

Los estados cuánticos de este sistema son de nuevo las secciones L2- integrables

en Γ(T 2
τ ,Lk). La dinámica estará gobernada bien por el laplaciano actuando en

este espacio de secciones, bien por el operador de Dirac actuando en el espacio

de secciones del fibrado espinorial. En todo caso, ambos operadores diferenciales

pueden expresarse en función de los operadores de creación y destrucción. La

relación entre los operadores y estados cuánticos en ambos gauges viene dada por:

Ψ(x1, x2) = GΦ(x1, x2) , OS = GOLG† , GG† = 1 (6.51)

En definitiva, tenemos:

a =
1

2

√
Imτ

kπ

(
2

∂

∂z̄
+

πk

Imτ
z

)
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a† =
1

2

√
Imτ

kπ

(
−2

∂

∂z
+

πk

Imτ
z̄

)
[a, a†] = 1

H = h̄ω̃(2a†a + 1) , ω̃ =
h̄πk

mImτ
(6.52)

Las condiciones de periodicidad son ahora:

Ψ(z + 1, z̄ + 1) = ei πk
Imτ

(Imz)Ψ(z, z̄)

Ψ(z + τ, z̄ + τ̄) = e−i πk
Imτ

(Im(z̄τ))Ψ(z, z̄) (6.53)

El primer nivel de Landau puede expresarse en la forma:

Ψ0l(z, z̄) = e−
πk

2Imτ
|z|2Fl(z)

Fl(z) = e
πk

2Imτ
z2

fl(z) ≡ e
πk

2Imτ
z2

Θ

[
0

l/k

]
(z|τ/k) (6.54)

y, en general, para los demás niveles

Ψnl(z, z̄) =
1√
n!

(a†)nΨ0l(z, z̄) , En = h̄ω̃(2n + 1) (6.55)

En el caso del problema de Dirac tenemos:

H0
D = −2h̄c

√
πk

Imτ


 0 a†

a 0




ψ0l(z, z̄) =


 Ψ0l(z, z̄)

0


 , E0 = 0

ψnl(z, z̄) =
1√
2


 Ψnl(z, z̄)

∓Ψn−1l(z, z̄)


 , En = ±

√
2πk2n

Imτ
n > 0 (6.56)

donde los espinores satisfacen lógicamente las condiciones de periodicidad ya ex-

puestas en (6.53).

Dado que el espacio de configuración que estamos considerando es un toro T 2
τ ,

para incluir la presencia de fluxones debemos tener en cuenta la periodicidad de

la red. Por tanto, el campo magnético asociado a r solenoides con 2p cuantos de

flujo (p entero) vendrá dado por la curvatura de la conexión:

a = i2p
φ0

π

r∑

l′=1

Θ′
[

1/2
1/2

]
(z − zl′|τ/k)

Θ
[

1/2
1/2

]
(z − zl′ |τ/k)

dz (6.57)
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donde aparecen la derivada logaŕıtmica de la función Theta de Riemman con carac-

teŕıstica, que tomaremos en este caso impar1, de esta forma satisface las condiciones

de periodicidad de la red, y además presenta un polo en cada una de las posiciones

de los solenoides, como era de esperar. La curvatura y el campo magnético para

los solenoides son:

Fa = i2pφ0

r∑

l′=1

∑
n,m

δ(z − zl′ − n−mτ)dz̄dz

b = 2pφ0

r∑

l′=1

∑
n,m

δ(z − zl′ − n−mτ) (6.58)

Si consideramos al tiempo el campo magnético externo, que en representación

holomorfa viene dado por A = i πk
Imτ

(z̄dz − zdz̄), y el campo magnético asociado

a los fluxones, debemos modificar los operadores de creación y destrucción. En

general, todos los operadores de la teoŕıa y los estados cuánticos pueden obtenerse

fácilmente en este nuevo contexto si tenemos en cuenta la transformación singular,

dada por:

Gp(z) = eiλα(z) ≡
r∏

l′=1

Θ2p

[
1/2

1/2

]
(z − zl′|τ/k) , az =

∂

∂z
α(z) (6.59)

tal que

Õ = Gp(z)OG−1
p (z) , Ψ̃(z, z̄) = Gp(z)Ψ(z, z̄) (6.60)

Tenemos, por tanto, que los nuevos operadores Ã y Ã† en función de a y a†

(6.52), y sus relaciones de conmutación, son:

Ã = a , Ã† = a† + 2p

√
Imτ

πk

r∑

l′=1

Θ′
[

1/2
1/2

]
(z − zl′|τ/k)

Θ
[

1/2
1/2

]
(z − zl′|τ/k)

[Ã, Ã†] = 1 + 2p
Imτ

k

r∑

l′=1

∑
n,m

δ(z − zl′ − n−mτ) (6.61)

El Hamiltoniano de Landau es ahora:

H̃ = h̄ω̃(Ã†Ã + ÃÃ†) (6.62)

cuyo espectro y estados propios son:

Ψ̃nl(z, z̄) =
r∏

l′=1

Θ2p

[
1/2

1/2

]
(z − zl′ |τ/k) Ψnl(z, z̄)

En = h̄ω̃(2n + 1) , l = 0, 1, · · · , k − 1 (6.63)

1La elección de la Theta impar para introducir los fluxones está relacionada con la estad́ıstica
fermiónica de las part́ıculas como veremos más adelante en el problema de muchos cuerpos.
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la degeneración es k para cada nivel de enerǵıa.

Las funciones de onda se anulan en las posiciones de los solenoides, y además,

es necesario introducir una nueva medida de integración en el espacio de configu-

ración, relacionada con la no unitariedad de la transformación singular, aśı:

〈Ψ1|Ψ2〉 =
∫

Ψ†
1(z, z̄) µ(z, z̄) Ψ2(z, z̄)

dzdz̄

2i
(6.64)

µ(z, z̄) = (G†pGp)
−1 =

r∏

l′=1

(
Θ∗

[
1/2

1/2

]
(z̄ − z̄l′ |τ/k)Θ

[
1/2

1/2

]
(z − zl′|τ/k)

)−2p

Todo lo visto puede reproducirse para el problema de Dirac con fluxones, en-

contramos el mismo espectro y la misma degeneración, aunque los estados aparecen

modificados por un prefactor que satisface las condiciones de periodicidad propias

de este sistema, pero que representa la presencia de los fluxones. Dicho prefactor

nos permitirá conectar con la teoŕıa de Haldane-Rezayi [52] al pasar al problema

de muchas part́ıculas.

Por último, abordaremos el problema de una part́ıcula en una muestra Hall con

q capas independientes. El Efecto Hall Cuántico Fraccionarioha sido observado en

sistemas de electrones bidimensionales con multi-capas, [126]. El formalismo de

la matriz K, generalización de la teoŕıa de Laughlin, desarrollado por Zee y Wen

[130], puede implementarse en el caso de una red periódica cuando consideramos

el espacio de configuración como la variedad abeliana Aq = Cq

Zq⊗τZq , producto

cartesiano de q copias de T 2
τ .

Una vez más, tenemos un fibrado de ĺınea sobre T 2×q
τ cuya conexión es:

A =
iπ

Imτ




q∑

i=1

q∑

j=1

Kij z̄
jdzi −

q∑

i=1

q∑

j=1

Kijz
jdz̄i


 (6.65)

en el gauge simétrico. Donde K es una matriz q×q, positiva, valuada en los enteros,

simétrica, e impar en la diagonal principal; y zi = xi
1 + xi

2 son las coordenadas del

electrón en la capa i-ésima. La curvatura de A será:

FA = − 2πi

Imτ

q∑

i=1

q∑

j=1

Kijdzi ∧ dz̄j (6.66)

De la forma de Khäler

Φq = (
√−1)q q! |detK| dz1 ∧ dz̄1 ∧ dz2 ∧ dz̄2 ∧ · · · ∧ dzq ∧ dz̄q (6.67)

se deduce que la relación entre |detK| y el campo magnético externo es:

2π|detK|
Imτ

=
eB

h̄c

L1L2 sen θ

Imτ
=

eB

h̄c
L2

1 (6.68)
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Pasando al gauge de Landau, el problema espectral a resolver es HΦλ = EλΦλ,

con el Hamiltoniano

H =
h̄2

2m

(
~a†~a +

2πtrK

Imτ

)
(6.69)

~a =
∂

∂~x1

+ i
∂

∂~x2

+ i
2πK

Imτ
~x2

~a† = − ∂

∂~x1

+ i
∂

∂~x2

− i
2πK

Imτ
~x2 , [~a,~a†] =

4πtrK

Imτ
(6.70)

donde ~xa = (x1
a, · · · , xq

a) , a = 1, 2. Con las condiciones de periodicidad:

Φλ(~z + ~ei) = Φλ(~z)

Φλ(~z + τ~ei) = e
−i2π(~ei)

tKRe

(
~z+

~ei
2

τ

)
Φλ(~z) (6.71)

En el ĺımite topológico nos quedamos con el primer nivel de Landau generado

por:

Φ0~α(~z) = e−
π

Imτ
Im(~ztK~z)Θ

[
K−1~α

0

]
(K~z|Kτ) (6.72)

donde ~α es un q-vector que pertenece al cociente Zq

KZq , y las funciones theta son

q-dimensionales [96]:

Θ

[
~a
~b

]
(~z|Ω) =

∑

~n∈Zq

exp
[
i2π

{
(~n + ~a)t(~z +~b) +

1

2
(~n + ~a)tΩ(~n + ~a)

}]
(6.73)

Esto puede reproducirse de forma análoga para el problema relativista de Dirac,

en ese caso el Hamiltoniano para una part́ıcula sin masa vendŕıa dado también en

función de los operadores ~a y ~a† dados en (6.70), y en el ĺımite topológico, el

espinor correspondiente al primer nivel de Landau tiene una única componente

que coincide exactamente con la función de onda del problema no-relativista, y

por tanto, estará generada por las funciones (6.73).

La degeneración del primer nivel de Landau, o del primer nivel de Dirac-

Landau, es por tanto |detK|, y de nuevo las funciones Theta, de varias variables

con caracteŕıstica, forman una base de un subespacio de H0(Aq,Lk), el espacio de

secciones holomorfas del fibrado de ĺınea Lk sobre Aq de grado c1(Lk) ∨ c1(Lk) ∨
· · · ∨ c1(Lk) = c1(Lk)

∨q = |detK|.
Es posible observar una situación más general a la planteada, si tomamos

como espacio de configuración, en vez de T 2×r
τ , la variedad abeliana Aq = Cq

Zq⊕ΩZq ,

donde la matriz de periodos, Ω, es una matriz q × q compleja, simétrica, y con
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ImΩ > 0. En este espacio de configuración se tiene en cuenta la posibilidad de que

el electrón pase de una capa a otra, como consecuencia del efecto túnel, y aśı, es

f́ısicamente razonable tener diferentes periodicidades en las distintas capas, para

part́ıculas de distintos tipos q.

Las condiciones de periodicidad (6.71 ) deben generalizarse a:

Φλ(~z + ~ei) = Φλ(~z)

Φλ(~z + τ~ei) = e−i2π(~ei)
tKRe(~z+ 1

2
Ω~ei)Φλ(~z) (6.74)

y el Hamiltoniano es de la forma (6.69) pero con ~a dado por:

~a =
∂

∂~x1

+ i
∂

∂~x2

+ i
2πK

ImdetΩ
~x2 (6.75)

El primer nivel de Landau de acuerdo con (6.74) es:

Φ0~α(~z) = e−
π

Im detΩ
Im(~ztK~z)Θ

[
K−1~α

0

]
(K~z|Kτ) (6.76)

con la misma degeneración que antes. Las funciones Φ0~α(~z) generan un subespacio

del espacio H0(Aq,Lk), el espacio de secciones holomorfas del fibrado Lk sobre Aq

que es de grado c1(Lk)
∨q = |detK|.

6.2 F́ısica de los operadores de Mumford: trans-

formaciones de Galileo y grupo de Heisen-

berg

En esta Sección estudiaremos las transformaciones de simetŕıa para el ĺımite topo-

lógico del problema de Landau en el Toro T 2
τ = C

Z⊗τZ
. Introduciremos los o-

peradores de Mumford que generan el grupo de Heisenberg (extensión central del

grupo de traslaciones), estudiaremos las transformaciones unitarias de este grupo

en el espacio de Hilbert de las funciones holomorfas. La generalización de estos

generadores son las traslaciones magnéticas, analizaremos, por tanto, su relación

y en definitiva la interpretación f́ısica de los operadores de Mumford.

Comenzaremos con una breve revisión de la teoŕıa sobre los operadores de

Mumford expuesta en [96]. Dada una función holomorfa f(z), y dos números

reales cualesquiera a y b, consideremos las transformaciones:

(S(b)f)(z) = f(z + b)

(T (a)f)(z) = exp(iπa2τ + i2πaz)f(z + aτ) (6.77)
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con la ley de composición:

S(b1) ◦ S(b2) = S(b1 + b2) , T (a1) ◦ T (a2) = T (a1 + a2)

y tal que:

S(b) ◦ T (a) = ei2πabT (a) ◦ S(b) (6.78)

es decir, estas transformaciones no conmutan entre śı sino que aparece en su com-

posición un dos-cociclo: ω2(z; a, b) = ab.

El grupo de transformaciones generado por estos operadores es el grupo de

Heisenberg, GH = C∗
1 ⊗R⊗R, C∗

1 = {λ ∈ C/|λ| = 1}, con la ley de grupo:

(λ, a, b)(λ′, a′, b′) = (λλ′ei2πba′ , a + a′, b + b′) (6.79)

Una representación unitaria e irreducible de este grupo en el espacio de Hilbert,

H = {f / ||f ||2 < +∞}, con

||f ||2 =
∫

C
e−2 π

Imτ
(Imz)2 |f(z)| dzdz̄

2i
(6.80)

viene dada por:

U(λ, a, b)f(z) = λ(T (a) ◦ S(b)f)(z) = λeiπa2τ+i2πazf(z + aτ + b) (6.81)

Consideremos el subgrupo de GH , Γ1 = {(1, n1, n2) ∈ GH / n1, n2 ∈ Z}, y una

represenctación unitaria en el mismo, Γ̂11{U1,n1,n2}, tal que:

U1,n1,n2f(z) = (T (n1) ◦S(n2)f)(z) = exp(iπn1
2τ + i2πn1z)f(z +n1τ +n2) (6.82)

El subespacio del espacio de Hilbert H invariante bajo Γ̂11 es entonces:

HT 2
τ

11 = {f(z) ∈ H /U1,n1,n2f(z) = f(z) modulo cociclos} (6.83)

es decir, f(z) ∈ HT 2
τ

11, si y sólo si:

f(z + 1) = f(z)

f(z + τ) = e−i2πk(z+ τ
2
)f(z) (6.84)

Una base de este subespacio funcional es la formada por las funciones Theta

de Riemman con caracteŕıstica racional de la forma:

fl(z|τ/k) = Θ

[
0

l/k

]
(z|τ/k) , l = 0, 1, · · · , k − 1 (6.85)
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La acción de los operadores de Mumford sobre este subespacio viene dada por:

S(j/k)Θ

[
0

l/k

]
(z|τ/k) = Θ

[
0

(l + j)/k

]
(z|τ/k)

T (j/k)Θ

[
0

l/k

]
(z|τ/k) = e

−i2π
j

k

l

k Θ

[
j/k

l/k

]
(z|τ/k) (6.86)

de tal manera que las condiciones de invarianza se traducen simplemente en:

S(n1)Θ

[
0

l/k

]
(z|τ/k) = Θ

[
0

l/k

]
(z|τ/k) , n1, n2 ∈ Z

T (n2)Θ

[
0

l/k

]
(z|τ/k) = e

−i2πn2
l

k Θ

[
n2

l/k

]
(z|τ/k) = Θ

[
0

l/k

]
(z|τ/k)

donde hemos utilizado que Θ
[

n
l/k+m

]
(z|τ/k) = Θ

[
0

l/k

]
(z|τ/k) , ∀n,m ∈ Z.

Por último, estos operadores actuando sobre la base de HT 2
τ

11:

S(j/k)fl(z|τ/k) = fl+j(z) , modulo k

T (1)fl(z|τ/k) = e−i2π l
k fl(z)

La primera de estas expresiones tomando j = 1 permite caracterizar la dege-

neración del primer nivel de Landau, aśı, el operador S(1/k) añade una unidad

de momento (operador de creación), y S†(1/k) = S(−1/k) será el correspondiente

operador de destrucción, ambos actuando sobre el primer nivel de Landau. En

cuanto a T (1), puede interpretarse como el operador exponencial para el momento

lineal, de tal forma que T (1) ≡ ei2π
p1
k , y por tanto, p1fl(z|τ/k) = lfl(z|τ/k).

El significado f́ısico de estos operadores puede deducirse de su relación con los

generadores de las traslaciones magnéticas. A partir del problema de Landau en el

plano, podemos encontrar los operadores que generan las traslaciones magnéticas

en el toro. Aśı, pues, consideremos primeramente los generadores infinitesimales

de esta simetŕıa, que serán los operadores dados por:

b̃ =
1

2

√
Imτ

πk

(
∂

∂x1

− i
∂

∂x2

+
2πk

Imτ
x1

)
≡

√
Imτ

πk

(
∂

∂z
+

πk

Imτ
Rez

)
(6.87)

b̃† = −1

2

√
Imτ

πk

(
∂

∂x1

+ i
∂

∂x2

− 2πk

Imτ
x1

)
≡

√
Imτ

πk

(
− ∂

∂z̄
+

πk

Imτ
Rez

)

tal que [b̃, b̃†] = 1. Que reescalando tenemos: [b̂, b̂†] = πk
Imτ

y satisfacen [b̂, H] =

[b̂†, H] = 0.
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Los operadores que generan las traslaciones magnéticas en el gauge de Landau

serán, por tanto,

Tcc̄ = ecb̂−c̄b̂† (6.88)

donde c = c1+ic2 , c1, c2 ∈ R. Utilizando la fórmula de Campbell-Haussdorf-Baker

[128] puede comprobarse fácilmente que satisfacen el álgebra:

[Tcc̄, Tdd̄] = 2i sen

(
πk

Imτ
(c1d2 − d1c2)

)
Tc+d, ¯c+d (6.89)

Tomando c1, c2 y d1, d2 enteros encontramos el álgebra trigonométrica de Fairlie-

Flecher-Zachos [74].

Para analizar la relación de estos operadores con los operadores de Mumford,

es conveniente considerar separadamente las traslaciones en cada una de las direc-

ciones de la celda principal, en la red periódica bidimensional. Es decir, tomemos

los operadores:

t(c) = Tc,c = ecb̂−cb̂† ≡ e
b ∂

∂x1 , c ∈ R

t(aτ) = Taτ,aτ̄ = eaτ b̂−aτ̄ b̂† , a ∈ R (6.90)

donde τ = τ1 + iτ2 es el parámetro modular.

La acción de estos operadores en el primer nivel de Landau es:

t(c)Φ0l(z, z̄) = Φ0l(z + c, z̄ + c)

t(aτ)Φ0l(z, z̄) = ei2πk(aRe(z)+ 1
2
a2Re(τ))Φ0l(z + aτ, z̄ + aτ̄) (6.91)

Encontramos, por tanto, que el operador t(c) genera las traslaciones en la

dirección x1, mientras que el operador t(aτ), que actuando sobre Φ0l(z, z̄) produce

un 1-cociclo ω1(x1, a) = −(ax1 + 1
2
a2τ1), puede interpretarse f́ısicamente como una

transformación de Galileo, de velocidad a en la dirección x1 y con tiempo propio

τ1.

La relación con los operadores de Mumford se hace evidente si tenemos en

cuenta que en representación holomorfa pueden expresarse de la forma:

S(c) = ec ∂
∂z , c ∈ R

T (a) = eaτ ∂
∂z

+i2πkaz , a ∈ R (6.92)

Los generadores de las traslaciones magnéticas en términos de los operadores

de Mumford son:

t(c) = S(c)ec ∂
∂z̄

t(aτ) = T (a)e(aτ̄ ∂
∂z̄

+2πkaIm(z))eiπk a2

2
τ (6.93)
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tal que

t(c)t(aτ) = ei2πkcat(aτ)t(c) (6.94)

En definitiva, las simetŕıas del Hamiltoniano son las traslaciones magnéticas

para c y a enteros, de forma que:

t(
j

k
+ n1)Ht†(

j

k
+ n1) = H , j = 0, 1, · · · , k − 1, n1 ∈ Z

t(n2τ)Ht†(n2τ) = H , n2 ∈ Z (6.95)

Aunque los generadores de las traslaciones magnéticas t(c) y t(aτ) conmutan

con el Hamiltoniano H sus dominios de definición no son los mismos, sólo para

valores enteros de los parámetros c y a comparten el dominio de definición. Esto

está relacionado con el hecho de que los generadores infinitesimales de las trasla-

ciones magnéticas, b̃ y b̃† definen la estructura holomorfa natural en el espacio de

secciones del fibrado de ĺınea sobre el toro L−k, con primera clase de Chern k,

mientras que son los oparadores ã y ã† los que determinan la derivada covariante

en Lk. [8, 36]

Para el estado fundamental encontramos que:

t(n1)Φ0l(z, z̄) = Φ0(l+n1k)(z, z̄) = Φ0l(z, z̄)

t(n2τ)Φ0l(z, z̄) = Φ0l(z, z̄) (6.96)

Los operadores de creación y destrucción que actúan en cada nivel de Landau

serán, por tanto, t(1/k) y t†(1/k).

Un punto importante en el estudio de la naturaleza del estado fundamental,

de un gas bidimensional de electrones, es la reducción al subespacio de estados

correspondiente al primer nivel de Landau para el problema de un electrón. Esta

redución se puede llevar a cabo tomando el ĺımite topológico en la teoŕıa.

En este ĺımite, el espacio de estados cuánticos del problema de Landau reduce

a H0(T 2
τ ,Lk), es decir, el espacio de secciones holomorfas del fibrado de ĺınea de

grado c1(Lk) = −k. En definitiva, el subespacio del espacio de Hilbert, HT 2
τ

11,

que como hemos visto es el espacio de funciones holomorfas que satisfacen las

condiciones de periodicidad dadas en: (6.84), y está generado por las funciones

Theta: {Θ
[

0
l/k

]
(z|τ/k)}.

Teniendo en cuenta la siguiente relación para estas funciones:

Θ

[
0

i/k

]
(z|τ/k) =

k−1∑

j=0

e−i2π jl
k Θ

[
j/k

0

]
(kz|kτ) (6.97)
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es posible tomar como base de H0(T 2
τ ,Lk) las funciones: {Θ

[
j/k
0

]
(kz|kτ)}. Esto

puede interpretarse en el siguiente sentido, dado que cada función Theta en la

nueva base es una sección de un fibrado de ĺınea de grado uno sobre el toro T 2
kτ =

C
kZ⊗kτZ

; y el pull-back de este fibrado por el endomorfismo C: z → kz, es un

fibrado sobre T 2
τ de grado c1(k

∗L1) = −k, {Θ
[

j/k
0

]
(kz|kτ)} forman una base en

H0(T 2
τ , k∗L1).

En resumen, las traslaciones magnéticas representan la simetŕıa carateŕıstica

del problema de Landau. En particular, en una red periódica debemos considerar

aquellas traslaciones en las direcciones de la red con un parámetro entero, y como

consecuencia los generadores de esta simetŕıa satisfacen el álgebra trigonométrica

de Fairlie-Flecher-Zachos. La relación de estos operadores con los operadores de

Mumford es entonces inmediata y permite dar una interpretación f́ısica de los

mismos. Aśı, S(b) es el generador de las traslaciones en la dirección x1, en el ĺımite

topológico, y T (a) genera las transformaciones de Galileo complejas, en ese ĺımite,

con igual velocidad en ambas direcciones, y con el tiempo propio caracterizado por

el prámetro modular.

6.3 Cálculo de la conductividad Hall

En esta Sección determinaremos la conductividad Hall, para el Efecto Entero y

Fraccionario, en el marco de Segunda Cuantificación, utilizando el formalismo

desarrollado en la primera parte, para el problema equivalente en el plano [70].

Conocemos el espectro y las secciones correspondientes al problema de Dirac-

Landau en una red periódica bidimensional, podemos expresar el campo fermiónico

en función de los modos propios del operador de Dirac en (2+1) dimensiones, aśı:

φ(z, z̄) =
∞∑

n=1

k−1∑

l=0

(
Bnlφ

+
nl(z, z̄) + D†

nlφ
−
nl(z, z̄)

)
+

k−1∑

l=0

Alφ0l(z, z̄) (6.98)

donde {φ+
nl(z, z̄), φ−nl(z, z̄), φ0l(z, z̄)} forman una base ortonormal de espinores que

satisfacen condiciones de periodicidad. Los operadores Bnl, Dnl, Al y sus conjuga-

dos verifican las reglas de anticonmutación:

{Bnl, B
†
n′l′} = δnn′ δll′ = {Dnl, D

†
n′l′}

{Al, A
†
l′} = δll′ (6.99)

El espacio de Hilbert es el espacio de Fock fermiónico:

F ≡ Λ(Γ+(S)⊕ Γ−(S)⊕ Γ0(S))
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= Λ(Γ+(S))⊗ Λ(Γ−(S))⊗ Λ(Γ0(S))

= ⊕p,q,rΛ
p(Γ+(S))⊗ Λq(Γ−(S))⊗ Λr(Γ0(S)) (6.100)

generado por:

{
|1n1l1 , · · · , 1nplp ; 1m1l1 , · · · , 1mqlq ; 1l1 , · · · , 1lr〉

= B†
n1l1

· · ·B†
nplp

D†
m1l1

· · ·D†
mqlq

A†
l1
· · ·A†

lr
|0〉

}
(6.101)

donde el estado vaćıo,|0〉, satisface:

Al|0〉 = 0 , Bnl|0〉 = Dnl|0〉 = 0 , ∀n, l (6.102)

Tanto para los modos cero (Al, A
†
l ), como para los modos “fermiónicos” (Bnl,

Dnl), existe degeneración siempre que un nivel de enerǵıa no este completamente

ocupado. Esta degeneración, a diferencia del problema en el plano, es finita pues el

número de estados posibles en cada nivel de enerǵıa es finito, e igual a k, y depende

del flujo magnético que en el toro está cuantizado. Si definimos el factor de llenado

como el número de modos ocupados, para un campo magnético dado (o flujo),

tenemos f = n
nB

≡ j
k
, donde n = j

Imτ
es la densidad de part́ıculas, y nB = k

Imτ

la densidad de modos. El número de estados posibles, de igual enerǵıa, con j

part́ıculas y k modos es entonces:
(

k
j

)
. En el ĺımite, τ →∞ y k →∞, recuperamos

el resultado que teńıamos en el plano, donde f toma un valor finito, entero o

fraccionario, dependiendo de que cada nivel esté ocupado parcial o completamente.

En el Efecto Hall Cuántico Enterointervienen sólamente los estados correspon-

dientes a factores de llenado enteros, es decir, f = i , i = 1, 2, 3, · · ·. Estos estados

no están degenerados, y cada uno de ellos puede determinarse de forma única. Aśı,

tenemos estados de part́ıcula con f = i, dados por:

|f = i〉 ≡ |10, · · · , 1k−1; 11,0, · · · , 11,k−1, · · · , 1i−1,0, · · · , 1i−1,k−1〉
≡ A†

0 · · ·A†
k−1 · · ·B†

1,0 · · ·B†
1,k−1 · · ·B†

i−1,0 · · ·B†
i−1,k−1|0〉 (6.103)

tal que

A†
l |f = i〉 = 0 , B†

nl|f = i〉 = 0 , n = 0, 1, ..., i− 1 , l = 0, · · · , k − 1

Bnl|f = i〉 = 0 , ∀n 6= 0, 1, ..., i− 1 , l

Dnl|f = i〉 = 0 , ∀n 6= 0 , l (6.104)
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El estado, |f = 1〉, es el estado fundamental, en el cual todos los modos cero

están ocupados, y los demás serán, por tanto, estados excitados de part́ıcula.

El operador densidad de carga en función del campo fermiónico es:

ρ = −e
[φ†, φ]

2
(6.105)

Sustituyendo la expresión del campo en función de los modos propios de una

part́ıcula, y teniendo en cuenta que los espinores forman una base ortonormal,

resultará:

ρ = −e

{ ∞∑

n=1

k−1∑

l=0

φ†nl(z, z̄)φnl(z, z̄)
(
B†

nlBnl −D†
nlDnl

)

+
k−1∑

l=0

φ†0l(z, z̄)φ0l(z, z̄)
(
A†

l Al − 1

2

)}
(6.106)

El valor esperado en un estado con factor de llenado entero es:

ρi = 〈f = i|ρ|f = i〉 = −e
(
i− 1

2

) k−1∑

l=0

φ†0l(z, z̄)φ0l(z, z̄) (6.107)

que integrando a todo el espacio, y teniendo en cuenta la ortonormalidad de la

base, resulta: ∫ dzdz̄

2i
〈f = i|ρ|f = i〉 = −e

(
i− 1

2

)
k (6.108)

En definitiva, encontramos que el valor esperado del operador densidad de

carga, en un estado con factor de llenado entero, por unidad de área, Imτ , es:

ρ̃i = −e
(
i− 1

2

) (
k

Imτ

)
(6.109)

y en el ĺımite τ →∞, k →∞ recuperamos el resultado ya conocido:

ρi = −e
(
i− 1

2

) (
eB

hc

)
(6.110)

Teniendo en cuenta que la densidad de carga en el vaćıo no es nula, como

consecuencia de la presencia de los modos cero, podemos determinar la densidad

de carga de conducción y, aśı,

ρ̃ = i(−e)

(
k

Imτ

)
(6.111)

Por analoǵıa con el problema en el plano, con una transformación de Lorentz,

podemos pasar a un sistema de referencia en el cual tenemos campo magnético y
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eléctrico, ambos constantes y uniformes, perpendiculares entre śı. Sin embargo, al

considerar la red periódica, del mismo modo que el flujo magnético está cuantizado

deberá estarlo el flujo asociado al campo eléctrico. Entonces, el valor esperado de

la densidad de corriente covariante, en un estado con factor de llenado entero, será:

jµ = −i
e2

h
∗F µ µ = 0, 1, 2 (6.112)

donde

∗F 0 =
hc

e

k

Imτ
, ∗F 1 = −hc

e

k

Imτ

v1

c
, ∗F 2 =

hc

e

k

Imτ

v2

c
(6.113)

La densidad de corriente transversal al campo eléctrico permite determinar la

conductividad Hall, que está cuantizada, y,

σH = ±i
e2

h
(6.114)

El signo depende de que consideremos part́ıculas o antipart́ıculas. En esta

expresión, i, es un entero que determina el número de niveles de Dirac-Landau

que están completamente llenos por part́ıculas o antipart́ıculas.

Esta condición de cuantización, para la conductividad Hall en el Efecto Entero,

coincide esencialmente con el resultado que teńıamos en el plano. Como suced́ıa

entonces, no es suficiente que el valor de la conductividad Hall esté cuantizado

exactamente para valores enteros del factor de llenado, sino debe permanecer en

ese valor cuantizado cuando el factor de llenado se desv́ıa de ese valor entero.

Para estudiar este comportamiento es necesario ir al problema de la localización,

o bien, como vimos para el Efecto Entero en el plano, con la teoŕıa de Thouless

encontramos que la conductividad Hall es un invariante topológico y, por tanto,

toma un valor constante, aunque se modifiquen ligeramente las condiciones del

sistema.

Para deducir la conductividad Hall en el Efecto Fraccionario, seguiremos los

mismos pasos que para el Entero. Ahora, el factor de llenado toma valores en:

0 ≤ f ≤ 1, es decir, para este efecto, interviene únicamente el primer nivel

de Dirac-Landau, cuando está parcialmente ocupado. Como hemos visto, en

esta situación hay degeneración para cada factor de llenado, f = j
k

con j =

0, 1, 2, · · · , k − 1.

En general, el estado con j part́ıculas en k modos cero, correpondiente a un

factor de llenado fraccionario f = j
k
, presenta una degeneración,

(
k
j

)
= k!

j!(k−j)!
, y
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viene dado por:

|j; l1, l2, ..., lj〉 ≡ A†
l1

A†
l2
· · ·A†

lj
|0〉

l1 < l2 < · · · < lj , li = 0, 1, 2, ..., k − 1 (6.115)

Para determinar la densidad de carga, en estos estados, calculamos el promedio

del valor esperado del operador, (6.105), en los todos los estados posibles para un

factor de llenado dado. Aśı, para f = j
k

resultará:

ρ̄(z, z̄) =

k−1∑

l1<l2<···<lj

〈j; l1, l2, ..., lj| ρ |j; l1, l2, ..., lj〉
k−1∑

l1<l2<···<lj

〈j; l1, l2, ..., lj|j; l1, l2, ..., lj〉
(6.116)

y la función de distribución para la densidad de carga promedio será entonces:

ρ̄(z, z̄) = −e
(

j

k
− 1

2

) k−1∑

l=0

φ†0l(z, z̄)φ0l(z, z̄) (6.117)

que integrando a todo el espacio resulta:

∫ dzdz̄

2i
ρ̄(z, z̄) = −e

(
j

k
− 1

2

)
k (6.118)

Por tanto, la densidad de carga promedio por unidad de área será:

ρ̃ = −e
(

j

k
− 1

2

)
k

Imτ
(6.119)

que, en el ĺımite τ, k →∞, resulta:

ρ̄f = −e
(
f − 1

2

) (
eB

hc

)
(6.120)

La expresión, (6.119), generaliza para el Efecto Fraccionario el resultado que

hemos calculado para el Entero. Respecto de la densidad de carga del vaćıo

tenemos:

ρ̃ = f(−e)
k

Imτ
(6.121)

que, en forma covariante,

jµ = −f
e2

h
∗F µ (6.122)

donde ∗F µ viene dado por (6.113).
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La conductividad Hall aparece de nuevo cuantizada, pero ahora toma los va-

lores, σH = f e2

h
, para factores de llenado fraccionarios, f = j

k
. El Efecto Hall

Cuántico Fraccionariodifiere del Efecto Entero, esencialmente, en la degeneración

que aparece cuando tenemos un nivel de Dirac-Landau parcialmente ocupado. Esta

puede ser infinita, como sucede en el plano, o finita, en el toro. En consecuencia,

se entiende que considerar o no la interacción entre las part́ıculas es la diferencia

esencial entre ambos efectos. No obstante, pueden estudiarse ambos de una man-

era global, si entendemos el Efecto Fraccionario como el Entero para fermiones

compuestos, como vimos en los caṕıtulos 4 y 5. Sin embargo, una vez más nos

encontramos con el problema de demostrar que la conductividad Hall, no sólo está

cuantizada para ciertos valores fraccionarios del factor de llenado, sino que per-

manece en dicho valor cuando éste se modifica ligeramente. Para entender este

aspecto de la teoŕıa del Efecto Hall Cuántico Fraccionarioserá necesario generalizar

la teoŕıa de Thouless, éste será precisamente el objeto de las siguientes Secciones.

6.4 Estados de Haldane-Rezayi. Fórmulas de

adición

En esta sección abordaremos el estudio de la generalización de la teoŕıa de Laugh-

lin, [82, 81], para muchas part́ıculas, para el caso de una red periódica y para

sistemas bidimensionales formados por muchas capas en las que es posible obser-

var el Efecto Hall Cuántico Fraccionario. Estos son esencialmente los refinamientos

de la teoŕıa de Laughlin que permitirán la comprensión de la conductividad Hall

como una cantidad topológica en el Efecto Hall Cuántico Fraccionario:

• Por un lado, Haldane y Rezayi, [52], proponen un estado fundamental varia-

cional de tipo Laughlin cuando el Efecto Hall Cuántico Fraccionario se pro-

duce en una red periódica. La dinámica del centro de masas no es trivial

en este caso, a diferencia del problema en el plano, y como consecuencia el

estado fundamental es degenerado.

• Por otro lado, Wen y Zee, [130, 131], han desarrollado la teoŕıa de la matriz

K para describir los “órdenes topológicos” asociados con las mesetas en la

conductividad Hall cuando el fluido Hall cuántico está formado por q capas.

La generalización del estado de Laughlin, para esta teoŕıa con la matriz K,

a una red periódica ha sido propuesta por Wen y Keski-Vakkuri, [126].
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Comenzaremos, pues, considerando un fluido Hall, bidimensional, formado por

N part́ıculas, que se mueve en una red periódica, en presencia de un campo

magnético constante. El Hamiltoniano de muchos cuerpos puede determinarse a

partir del operador correspondiente expresado en función de los campos fermiónicos

φ y φ†, aśı

H =
∫ dzdz̄

2i
: φ†(z, z̄)H0

Dφ(z, z̄) : (6.123)

donde H0
D viene dado por (1.95), de tal manera que,

HN =
N∑

I=1

H0
D(I) = −2h̄c

√
πk

Imτ

N∑

I=1


 0 ãI

†

ãI 0


 (6.124)

con ãI el operador diferencial definido en (6.28) para el electrón I-ésimo. El estado

fundamental para este sistema, correspondiente al factor de llenado: f = N
k

= 1
m

,

con m impar, será un espinor con una sóla componente no nula, que de acuerdo

con la experiencia previa, deberá ser una función anaĺıtica de las coordenadas de

cada part́ıcula zI , además de un prefactor, en la forma:

φ(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) =




Φ(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N)

0




Φ(z1, z̄1, · · · , zN , z̄N) = F (z1, · · · , zN)e
− πk

Imτ

N∑

I=1

(ImzI)2

(6.125)

donde F (z1, · · · , zN) satisface las condiciones de periodicidad para cada part́ıcula:

F (z1, · · · , zI + 1, · · · , zN) = F (z1, · · · , zI , · · · , zN)

F (z1, · · · , zI + τ, · · · , zN) = e−i2πk(zI+ τ
2 )F (z1, · · · , zI , · · · , zN) (6.126)

que se deducen de:

Φ(zI + 1, z̄I + 1) = Φ(zI , z̄I) (6.127)

Φ(zI + τ, z̄I + τ̄) = e−i2πkRe(zI+ τ
2 )Φ(zI , z̄I)

La invariancia traslacional permite expresar la función de onda como producto

de un término que depende de la coordenada del centro de masas, Z =
N∑

I=1

zI , y

otro que dependerá sólo de las coordenadas relativas, zIJ = zI−zJ . De esta forma,
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y utilizando la hipótesis de Laughlin-Jastrow, Haldane y Rezayi, proponen que el

estado fundamental sea de la forma:

FHR(z1, · · · , zN) = Fcm(Z)
N∏

I<J

f(zIJ) (6.128)

Las funciones de onda relativas, para satisfacer la estad́ıstica de Fermi, deben

ser impares cuando cambiamos zIJ por zJI = −zIJ , y de las condiciones de perio-

dicidad para cada part́ıcula se deduce que debe cumplirse:

f(zIJ + 1) = η1f(zIJ)

f(zIJ + τ) = η2e
−i2πm(zIJ+ τ

2 )f(zIJ) (6.129)

donde η1 y η2 son fases constantes. La solución propuesta por Haldane y Rezayi

que satisface estas condiciones es:

f(zI − zJ) = Θm

[
1/2

1/2

]
(zI − zJ |τ) (6.130)

de tal manera que η1 = η2 = (−1)m. Es decir, se trata de una sección de un

fibrado de ĺınea L⊗m
1 sobre el toro parametrizado por las coordenadas relativas

zIJ , en H0(T 2
τ (IJ),L⊗m

1 ), donde:

c1(L⊗m
1 ) =

1

2πi

∫

T 2
τ (IJ)

f ′

f
= #de ceros de f = m (6.131)

y aśı, cada función f(zIJ) tiene un cero en la celda principal para zIJ = 0, donde

las part́ıculas coinciden, de multiplicidad m. Esta función en el ĺımite zIJ → 0

se aproxima a f(zIJ) ≈ (zI − zJ)m que es el comportamiento en el plano sin

condiciones de contorno.

De las condiciones de periodicidad para cada part́ıcula (6.126), y de (6.128),

junto con (6.129), se deduce que el término del centro de masas debe satisfacer:

Fcm(Z + 1) = (−1)(N−1)mFcm(Z)

Fcm(Z + τ) = (−1)(N−1)me−2iπm(Z+ τ
2 )Fcm(Z) (6.132)

Dependiendo de que (N − 1)m ≡ k −m sea par o impar podemos distinguir

dos tipos de soluciones para Fcm(Z):

F
(i)
j (Z) = Θ

[
1/2 + j/m

1/2

]
(mZ|mτ) , j = 0, 1, · · · ,m , N − 1 impar

F
(p)
j (Z) = Θ

[
j/m

0

]
(mZ|mτ) , j = 0, 1, · · · ,m , N − 1 par (6.133)
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que forman una base en el espacio de las secciones holomorfas en Lm . El punto

crucial f́ısicamente es el hecho de que el estado variacional de Haldane-Rezayi es m

veces degenerado. La degeneración se debe, como hemos visto, a la dinámica del

centro de masas que no es trivial cuando el espacio de configuración es compacto.

En definitiva:

FHR(z1, · · · , zN) = F
(i,p)
j (Z)

N∏

I<J

Θm

[
1/2

1/2

]
(zI − zJ |τ) (6.134)

que es una sección holomorfa de un fibrado de ĺınea sobre el producto cartesiano

N -ésimo de T 2
τ ,

FHR(z1, · · · , zN) ∈ H0(T 2×N
τ ,LN

k ) (6.135)

y el grado de LN
k es c1(LN

k )∨N = kN .

Como vimos en la Sección 3.1, en el caso del plano complejo es posible desa-

rrollar el estado de Laughlin, y expresarlo como una combinación complicada de

determinantes de Slater de funciones de onda de una part́ıcula, para ello utilizamos

la fórmula binomial sobre los monomios zl
I que generan el primer nivel de Landau

para el electrón I-ésimo. Además de identificar el elemento del espacio de Fock

fermiónico es posible calcular de esta forma el factor de llenado correspondiente al

estado variacional de Laughlin.

En orden a implementar el mismo procedimiento sobre el estado propuesto por

Haldane-Rezayi necesitaŕıamos expresar las secciones de un fibrado de ĺınea sobre

Σ×N de grado kN en términos de secciones de fibrados de ĺınea sobre Σ. Se requiere

un proceso en dos etapas: en primer lugar es necesario establecer isomorfismos

entre ciertos fibrados, a continuación se puede usar la fórmula de Künneth para

relacionar secciones en fibrados sobre la propia superficie de Riemann T 2
τ .

No es una tarea fácil; empezando en el caso N = 2, consideremos la aplicación

ξ : T 2
τ ×T 2

τ → T 2
τ [12]×T 2

τ (12) dada por: ξ(z1, z2) = (z1 + z2, z1− z2), y denotemos

la proyección de T 2
τ ×T 2

τ a cada componente por pa, pa(z1, z2) = za , a = 1, 2. Sea

L un fibrado de ĺınea sobre T 2
τ

Fórmula de adición, [96]:

ξ∗(p∗1L ⊗ p∗2L) = p∗1L2 ⊗ p∗2L2 (6.136)

donde p∗1L2 ⊗ p∗2L2 es el fibrado de ĺınea sobre T 2
τ (1) × T 2

τ (2) obtenido mediante

el pull-back de la proyección a cada componente de L2, el “cuadrado” del fibrado

L. La fórmula de adición establece el isomorfismo del pull-back v́ıa ξ de p∗1L⊗ p∗2L
con p∗1L2 ⊗ p∗2L2.



264 CAPITULO 6

La fórmula de Künneth

H0(T 2
τ (1)× T 2

τ (2), p∗1L2 ⊗ p∗2L2) = H0(T 2
τ (1),L2)⊗H0(T 2

τ (2),L2) (6.137)

permite expresar secciones en H0(T 2
τ (1) × T 2

τ (2), p∗1L2 ⊗ p∗2L2), como el proce-

dimiento de segunda cuantificación requiere, en términos de secciones en H0(T 2
τ ,L2).

Si c1(L) = 1 la fórmula de adición junto con la de Künnet implican las relaciones

entre las funciones Theta de Riemann, ver Mumford:

Θ

[
1/2

1/2

]
(z1 + z2|τ)Θ

[
1/2

1/2

]
(z1 − z2|τ)Θ2

[
0

0

]
(0|τ)

= Θ2

[
1/2

1/2

]
(z1|τ)Θ2

[
0

0

]
(z2|τ)−Θ2

[
0

0

]
(z1|τ)Θ2

[
1/2

1/2

]
(z2|τ) (6.138)

La aplicación de la fórmula de adición y la de Künnet a la función de onda de

Haldane-Rezayi resulta:

Θm

[
1/2

1/2

]
(z1 + z2|τ)Θm

[
1/2

1/2

]
(z1 − z2|τ)Θ2m

[
0

0

]
(0|τ)

=
m∑

r=0

(−1)r
(

m

r

)
Θ2(m−r)

[
1/2

1/2

]
(z1|τ)Θ2(m−r)

[
0

0

]
(z2|τ)Θ2r

[
1/2

1/2

]
(z2|τ)

·Θ2r
[
0

0

]
(z1|τ) (6.139)

En este caso el grado de L es c1(L) = m. Hemos tomado la función de onda del

centro de masas como Θm
[

1/2
1/2

]
(Z|τ) puesto que tanto Θm

[
1/2
1/2

]
(Z− l/m|τ) como

Θ
[

1/2
1/2−l/m

]
(Z|τ/m) son bases en H0(T 2

τ ,Lm) y tenemos la libertad de elegir.

La diferencia principal en el cómputo del factor de llenado correspondiente a

ΦHR con respecto al mismo cálculo en la función de onda de Laughlin es que el

número total de estados de una part́ıcula a ocupar por los electrones es 2k, frente a

k en el estado de Laughlin para un disco. Ello se debe a que el proceso de reducción

al centro de masas en una red periódica no es un simple cambio de coordenadas.

En el caso que nos ocupa N = 2 es una aplicación dos a uno en los puntos de

2-torsión. Esto se refleja en la conexión entre L y L2 impĺıcita en la fórmula de

adicción (6.136) y f́ısicamente requiere la consideración simultánea de los sectores

de Ramond y Neven-Schwartz fermiónicos para construir la sección del centro de

masas en términos de los estados de una part́ıcula.

En cualquier otro aspecto la cuenta de estados ocupados sigue el mismo es-

quema aplicable en el estado de Laughlin. Debido al hecho de que se puede ex-

presar Θ2m
[

ε
ε

]
(z|τ) , 2ε ∈ Zmod2, como una combinación lineal de los estados
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de una part́ıcula Θ
[

ε+l/2m
ε

]
(2mz|2mτ) = Θ

[
ε+l/k

ε

]
(kz|kτ), el examen del término

r = 0 del sumatorio en (6.139) indica que hay k = 2m estados ocupados por

part́ıcula; fHR = 1
k

= 1
2m

, la mitad del caso de Laughlin, debido a que hay dos

sectores espinoriales. Si uno interpreta un electrón como dos part́ıculas de acuerdo

con las dos estructuras de esṕın que puede elegir, recuérdese que son sectores des-

conectados topológicamente, el factor de llenado por estructura de esṕın, número

de estados ocupados por part́ıcula y estructura de esṕın, es f ε
HR = 1

m
y coincide

con la asignación habitual.

Para proceder al caso N = 3 consideremos las proyecciones pIJ : T 2
τ × T 2

τ ×
T 2

τ → T 2
τ (I) × T 2

τ (J) definidas por pIJ(z1, z2, z3) = zIJ . Denotemos por m :

T 2
τ (I) × T 2

τ (J) → T 2
τ [IJ ] el morfismo suma: m(zI , zJ) = zI + zJ . Sean mIJ :

T 2
τ × T 2

τ × T 2
τ → T 2

τ [IJ ] la composición m ◦ pIJ , M : T 2
τ × T 2

τ × T 2
τ → T 2

τ [123] el

morfismo suma total M(z1, z2, z3) = z1 + z2 + z3 y pI : T 2
τ × T 2

τ × T 2
τ → T 2

τ (I)

las proyecciones a cada componente, pI(z1, z2, z3) = zI . Sea L un fibrado de ĺınea

sobre T 2
τ .

Teorema: Fórmula del cubo

M∗L = m∗
12L ⊗m∗

13L ⊗m∗
23L ⊗ p∗1L−1 ⊗ p∗2L−1 ⊗ p∗3L−1 (6.140)

Enunciamos sin prueba el siguiente:

Teorema

M∗L ⊗ s∗12L ⊗ s∗13L ⊗ s∗23L = p∗1L3 ⊗ p∗2L3 ⊗ p∗3L3 (6.141)

Aqúı sIJ : T 2
τ × T 2

τ × T 2
τ → T 2

τ (IJ), sIJ(z1, z2, z3) = zI − zJ , es el morfismo

resta compuesto con la proyección pIJ .

La prueba, basada en la Fórmula del cubo, puede encontrarse en [50]. No

debe escapar su pertinencia respecto de la función de onda de Haldane-Rezayi

para N = 3. en realidad el segundo teorema establece un isomorfismo entre

fibrados y v́ıa la fórmula de Künneth la identidad siguiente entre secciones de

H0(T 2
τ × T 2

τ × T 2
τ , p∗1L3 ⊗ p∗2L3 ⊗ p∗3L3) y secciones de H0(T 2

τ ,L3) : si c1(L) = 1,

Θ
[
0

0

]
(z1 + z2 + z3|τ)Θ

[
1/2

1/2

]
(z1 − z2|τ)Θ

[
1/2

1/2

]
(z1 − z3|τ)

·Θ
[
1/2

1/2

]
(z2 − z3|τ) (6.142)

=
∑

r,s,t

λrstΘ

[
r/3

0

]
(3z1|3τ)Θ

[
s/3

0

]
(3z2|3τ)Θ

[
t/3

0

]
(3z3|3τ)
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donde λrst, r, s, t = 0, 1, 2, son coeficientes que dependen de las constantes Theta.

La disección de la sección de Haldane-Rezayi en estados de una part́ıcula se

consigue aśı reemplazando el fibrado de grado 1 en (6.141) por un fibrado de ĺınea

de grado m. El factor de llenado es fHR = 1
3m

= 1
k

y el factor de llenado por

caracteŕıstica, 3ε ∈ Zmod 3, es ahora f ε
HR = 1

m
. Nótese que en una situación

bidimensional, donde tanto el esṕın como la estad́ıstica son fraccionarios, cabe

pensar en estructuras de esṕın fraccionarias también.

La generalización a cualquier N , muy dificil matemáticamente, ver [50], sugiere

fHR = 1
Nm

= 1
k

y f ε
HR = 1

m
, Nε ∈ ZmodN .

La teoŕıa de Haldane-Rezayi puede generalizarse al problema de un fluido Hall

cuántico, bidimensional y periódico, formado por muchas capas, como ha sido

propuesto por Wen y Vakkuri [126]. Tomando como punto de partida la teoŕıa

de Laughlin, es lógico pensar que la función de onda variacional para el estado

fundamental de muchas part́ıculas en un sistema con muchas capas separe en una

parte holomorfa, y el correspondiente prefactor, de la forma:

Φ(zi
I) = F (zi

I)e

− πk
Imτ

q,Ni∑

i,I

(Imzi
I)2

(6.143)

donde i = 1, 2, · · · , q representa el número de capas independientes, e I = 1, 2, · · · ,
Ni el número de part́ıculas en la capa i-ésima. Si suponemos que en cada capa te-

nemos una red periódica, todas ellas de igual periodo, resulta que las condiciones

de periodicidad para cada part́ıcula, en cada capa, se traducen en las siguientes

condiciones sobre la parte holomorfa:

F (zi
I + 1) = F (zi

I)

F (zi
I + τ) = e−i2πk(zi

I+ τ
2 )F (zi

I) (6.144)

Tomando como referencia la función de onda generalizada para describir el

Efecto Hall Cuántico Fraccionarioen el plano en el problema de muchas capas,

que vimos en la Sección 5.1; y la función para muchas part́ıculas en una sóla

capa de Haldane-Rezayi; Wen y Vakkuri proponen una función en la cual la parte

holomorfa separa en un término que depende de las coordenadas de centro de

masas, y en otro que depende sólamente de las coordenadas relativas, pero de la

forma:

F (zi
I) = Fcm(Zi)

q∏

i=1

Ni∏

I<J

f(zi
I − zi

J)
q∏

i<j

Ni,Nj∏

I,J=1

f(zi
I − zj

J) (6.145)



ESTADOS DE HALDANE-REZAYI. FORMULAS DE ADICION 267

donde Zi = zi
1 + · · · + zi

Ni
. Reemplazando las funciones relativas por funciones

Theta de Riemann impares resulta:

f(zi
I − zi

J) = ΘPii

[
1/2

1/2

]
(zi

I − zi
J |τ)

f(zi
I − zj

J) = ΘPij

[
1/2

1/2

]
(zi

I − zj
J |τ) (6.146)

de donde se deduce, junto con (6.144), que la función del centro de masas satisface

las condiciones de periodicidad:

Fcm(Zi + 1) = (−1)

∑

j

PijNj−Pii

Fcm(Zi) (6.147)

Fcm(Zi + τ) = (−1)

∑

j

PijNj−Pii

exp


−i2π

∑

j

PijZ
j − iπPiiτ


 Fcm(Zi)

imponiendo para cada i = 1, 2, · · · , Ni la condición: k ≡ ∑

j

PijNj sobre el flujo

magnético cuantizado (los flujos a través de todas las capas son de igual tamaño).

Aqúı P es una matriz q × q, positiva, valuada en los enteros, simétrica y cuya

diagonal principal es impar.

Utilizando las funciones Theta para varias variables [96], y teniendo en cuenta

los posibles casos: k − Pii =
∑

j

PijNj − Pii par o impar; la función del centro de

masas será:

F (p)
cm (~Z) = Θ

[
P−1~α

0

]
(P ~Z|Pτ) (6.148)

F (i)
cm(~Z) = Θ

[
~ei/2 + P−1~α

~ei/2

]
(P ~Z|Pτ) (6.149)

tal que

Fcm(~Z + ~ei) = η1Fcm(~Z) (6.150)

Fcm(~Z + τ~ei) = η2e
−i2π(~ei)

tP

(
~Z+

~ei
2

τ

)
Fcm(~Z)

donde ~Z = (Z1, · · · , Zq), ~ei = (0, · · · , 1, · · · , 0) 2, y ~α pertenece al cociente Zq

PZq . Es

decir, se trata de una sección holomorfa de un fibrado de ĺınea LP sobre (T 2
τ )×q de

grado c1(LP )∨q = |detP |.
2La función de onda para el centro de masas no está degenerada en i, ya que, la expresión

(6.149) es válida para cualquier vector con q componentes de móduclo uno, en particular, pode-
mos tomar el vector ~ei.
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Es posible también expresar las funciones relativas como funciones Theta de

muchas variables, aśı:

f(~zij
IJ) = Θ

[
~ei/2

P j
D~ei/2

]
(P j

D~zj
IJ |P j

Dτ) (6.151)

donde ~zj
IJ = (z1

I − z1+j
J , z2

I − z2+j
J , · · · , zq

I − zq+j
J ), i + j mod q, con P j

D la matriz

diagonal dada por

P j
D =




P1,1+j 0 · · · 0

0 P2,2+j · · · 0

0 · · · . . . 0

0 · · · 0 Pq,q+j




(6.152)

El estado fundamental que incorpora el formalismo de la matriz P es, por tanto,

Φ
(p)
~α (~Z, ~zij

IJ) = Θ

[
P−1~α

0

]
(P ~Z|Pτ)

q∏

i=1

q−1∏

j=0

Ni∏
I=1
I≤J

Ni+j∏

J=1

Θ

[
~ei/2

P j
D~ei/2

]
(P j

D~zj
IJ |P j

Dτ)

×e

− πk
Imτ

q,Ni∑

i,I

(Imzi
I)2

(6.153)

la igualdad I = J debe ser excluida cuando j = 0 debido a la estad́ıstica de Fermi

de los electrones.

Se trata, por tanto, de secciones holomorfas de un fibrado de ĺınea sobre el

producto cartesiano qN -simo de T 2
τ : Φ

(i,p)
~α ∈ H0(T 2×qN

τ ,LN
K). El grado de LN

K es

por tanto c1(LN
K)∨qN = |detK|N .

El resultado anterior supone que las Fórmulas de Adición para fibrados sobre

superficies de Riemann se verifican también en el caso de variedades algebraicas.

si esto es cierto, la relación encontrada entre el grado del fibrado y el factor de

llenado en el caso q = 1 debe darse también en el caso presente, donde entran en

juego q capas. La comprobación de que esto es razonable se sigue de la elección

de la matriz K siguiente:

K =

(
N

q

) 1
q




2p + 1 2p · · · 2p

2p 2p + 1 · · · 2p
...

. . .
...

2p · · · 2p 2p + 1




(6.154)
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es decir, K =
(

N
q

) 1
q P , donde P es la matriz elegida en la literatura por razones

f́ısicas. Entonces,

detK =
N

q
(2pq + 1) =

N

f
(6.155)

el resultado obtenido en el caso τ = ∞, donde f = q
2pq+1

es el factor de llenado.

Obsérvese que hemos incluido q en el denominador como corresponde al caso en

que se determina la misma caracteŕıstica para todas las capas.

En el caso más general, si las part́ıculas por el efecto túnel pasan de una a otra

capa, debemos reemplazar la matriz de periodos, que hemos tomado diagonal e

igual a Ω = τIq×q, por una matriz cualquiera, de tal manera que:

Φ
(p)
~α (Ω)(~Z, ~zij

IJ) = Θ

[
P−1~α

0

]
(P ~Z|PΩ)

q∏

i=1

q−1∏

j=0

Ni∏
I=1
I≤J

Ni+j∏

J=1

Θ

[
~ei/2

P j
D~ei/2

]
(P j

D~zj
IJ |P j

DΩ)

×e

− πk
ImΩ

q,Ni∑

i,I

(Imzi
I)2

(6.156)

La función del centro de masas presenta la misma degeneración, |detP |, carac-

terizada por ~α, como antes, y son también posibles las dos paridades. No obstante,

las condiciones de periodicidad son más generales, y aśı:

Fcm(~Z + ~ei) = η1Fcm(~Z) (6.157)

Fcm(~Z + Ω~ei) = η2e
−i2π(~ei)

tP

(
~Z+Ω

~ei
2

)
Fcm(~Z)

donde η1 = η2 = ±1, dependiendo de que sea par o impar. Para la parte relativa

tenemos:

f(~zj
IJ + ~ei) = (−1)(~ei)

tP j
D~eif(~zj

IJ) (6.158)

f(~zj
IJ + Ω~ei) = (−1)(~ei)

tP j
D~eie

−i2π(~ei)
tP j

D

(
~zj

IJ+Ω
~ei
2

)
f(~zj

IJ) (6.159)

Una vez más, {Φ(p)
~α (Ω)} es una base de las secciones holomorfas de un fibrado

de ĺınea sobre el producto cartesiano de la variedad abeliana Aq de orden qN ,

Φ
(p)
~α (Ω) ∈ H0(A×qN

q ,LN
K). El grado de este fibrado es: c1(LN

K) = |detK|N , en la

hipótesis de la verificación de las fórmulas de adición.

El punto importante es que este estado fundamental es degenerado en la dinámica

del centro de masas, y la degeneración viene caracterizada por los diferentes valores

de ~α en el cociente Zq

PZq , que es precisamente |detP |. Por ejemplo,
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1) Si P =


 3 1

1 3


 resulta:

~α ∈
{(

0

0

)
,
(

1

1

)
,
(

1

2

)
,
(

2

1

)
,
(

2

2

)
,
(

2

3

)
,
(

3

2

)
,
(

3

3

)}
(6.160)

2) Si P =


 5 4

4 5


 resulta:

~α ∈
{(

0

0

)
,
(

1

1

)
,
(

2

2

)
,
(

3

3

)
,
(

4

4

)
,
(

5

5

)
,
(

6

6

)
,
(

7

7

)
,
(

8

8

)}
(6.161)

Ver Figura 6.7.

Figura 6.7:
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6.5 Fibrados estables y conductividad del Efecto

Hall Cuántico Fraccionario

Hemos estudiado en la Sección 6.4 la generalización del estado de Laughlin con

la matriz K a una red periódica debida a Wen y Keski-Vakkuri, [126]; éste es el

punto de partida de un interesante trabajo de Varnhagen, [127], donde σH aparece

de forma natural como la pendiente de un fibrado de rango r, relacionado con la

función de onda del centro de masas, y se demuestra que los fluidos Hall expe-

rimentalmente distinguidos corresponden a los fibrados estables. En esta Sección

analizaremos primeramente el origen de la dinámica del centro de masas, y su

relación con una teoŕıa de campos topológica de tipo Chern-Simons; en segundo

lugar nos centraremos en la identificación precisa del fibrado de Varnhagen, a fin

de esclarecer el papel jugado por el espacio de moduli de fibrados estables en

conexión con el problema f́ısico de la localización. Y para terminar conectaremos

con la fórmula de Thouless generalizada al problema del Efecto Hall Cuántico

Fraccionario.

6.5.1 Dinámica del centro de masas

Comenzaremos, pues, con el estudio de la dinámica del centro de masas que como

hemos visto, tanto en la teoŕıa con una sóla capa, como con varias, no es trivial

cuando consideramos una superficie de Riemann compacta. La degeneración aso-

ciada al centro de masas es crucial en la interpretación de la conductividad Hall en

el Efecto Hall Cuántico Fraccionariocomo un invariante topológico; es importante,

pues, estudiar cuál es el origen de esta degeneración. Como veremos, el origen del

subespacio de Hilbert que describe el comportamiento del centro de masas es una

teoŕıa topológica de campos de tipo Chern-Simons.

Consideremos una familia de conexiones U(1), parametrizada por R, en la

primera zona de Brillouin J0(T
2
τ ), matemáticamente el Jacobiano del toro original:

a(t) = a1(p1, p2; t)dp1 + a2(p1, p2; t)dp2 (6.162)

donde p1,p2 son coordenadas locales en J0(T
2
τ ). El grupo gauge actúa sobre a de

manera af́ın:

g · a = a + igdg−1

g · a = a + dω (6.163)
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si g(p1, p2) = exp
(
iω(p1,p2)

)
∈ Maps(J0(T

2
τ ), U(1)).

La acción de Chern-Simons es:

S =
m

2

∫

J0(T 2
τ )×R

a(t) ∧ d(3)a(t) (6.164)

donde d(3) = d + ∂tdt. Clásicamente hay una ecuación dinámica:

∂a

∂t
= 0 (6.165)

y una ecuación de ligadura:

∗da = 0 (6.166)

Para cuantizar el sistema tomamos cociente por el grupo gauge, imponiendo

el gauge de Coulomb: d∗a = 0, y reducimos el espacio de fases resolviendo las

ecuaciones de ligadura. El espacio de fases reducido es el moduli de las conexiones

planas gauge equivalentes, Fap = 0, [48]

ap =
1

2π
(c1dp1 + c2dp2) (6.167)

con la acción:

SR =
m

2Imτ

∫
dt(c1ċ2 − c2ċ1) (6.168)

Imponemos condiciones de periodicidad en p1 y p2, e incluimos el parámetro

modular en la estructura compleja. Los ca son entonces independientes de p1 y p2,

y toman valores en [0, 1].

La elección de polarización en el espacio de fases reducido, V = H1 (J0(T
2
τ )

, U(1)), donde c1 son las “coordenadas”, y c2 los “momentos”, permite llevar a

cabo la cuantización geométrica: el espacio de estados cuánticos del sistema es el

espacio de Hilbert de funciones L2(R) que satisfacen:

ψ(c1 + 1) = ε1ψ(c1)

ψ(c1)e
i2πmc1 = ε2ψ(c1) , εa = ±1 , a = 1, 2 (6.169)

Para las diferentes caracteŕısticas, εa, las soluciones son:

ε2 = 1 , ψl(c1) =
∑

n∈Z

εn
1δ

(
c1 +

l

m
− n

)

ε2 = −1 , ψl(c1) =
∑

n∈Z

εn
1δ

(
c1 +

l

m
− 1

2
− n

)
(6.170)
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donde l ∈ Zmodm. La dimensión del espacio de Hilbert es m, y en (6.170)

hemos elegido representación de “cooordenadas”: las {ψl(c1)} forman una base de

autofunciones del operador posición ĉ1 con autovalor l
m

.

Otra base vendrá dada en términos del conjunto de autofunciones del operador:

ĉ∂ = ∂c1 + i∂c2 + i2πm
Imτ

(c2)
2:

φl(C|τ) = Θ

[
l/m

0

]
(mC|mτ) (6.171)

Esto corresponde al primer nivel de Landau en el gauge de Landau. Reconocer

la función del centro de masas es inmediato identificando Z con c de la forma

Z = c1 + ic2.

En el caso más general de q capas, habida cuenta del formalismo de la matriz

P , la generalización es obvia:

La conexión es un elemento ahora de H1(J0(T
2
τ ), adP ), es decir, una uno-forma

en T ∗J0(T
2
τ ) con valores en el fibrado adjunto a un fibrado principal de grupo

U(1)⊗q:

~a(t) = ~a1(p1, p2; t)dp1 + ~a2(p1, p2; t)dp2 (6.172)

El grupo gauge actúa sobre ~a de manera af́ın:

g · ~et · ~a = ~et · ~a + igdg−1

g · ~a = ~a + d~ω (6.173)

si g(p1, p2) = exp
(
i~et · ~ω(p1,p2)

)
∈ Maps(J0(T

2
τ ), U(1)⊗q). La acción de Chern-

Simons es:

SP =
1

2

∫

J0(T 2
τ )×R

~a ∧ Pd(3)~a (6.174)

Al igual que antes, el procedimiento de redución simpléctica nos lleva a:

SP
R =

1

2Imτ

∫
dt

(
~c1P~̇c2 − ~c2P~̇c1

)
(6.175)

pero ahora los ~ca son equivalentes gauge, y deben identificarse para ~ca + P~e. El

espacio de Hilbert viene dado por las funciones L2(Rq) tales que:

ψ(~c1 + ~ei) = ε1ψ(~c1)

ψ(~c1)e
i2π(~ei)

tP~c1 = ε2ψ(~c1) , εa = ±1 , a = 1, 2 (6.176)

y una base en representación de coordenadas será:

ε2 = 1 , ψ~α(~c1) =
∑

~n∈Zq

ε
~et

i·~n
1 δ

(
~c1 + P−1~α− ~n

)

ε2 = −1 , ψ~α(~c1) =
∑

~n∈Zq

ε
~et

i·~n
1 δ

(
~c1 + P−1~α− ~ei

2
− ~n

)
(6.177)
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donde ~α ∈ Zq

PZq . Un cambio de base permite:

φ~α(~c|τ) = Θ

[
P−1~α

0

]
(P~c|Pτ) (6.178)

que son las funciones de onda que describen la degeneración, |detP |, del centro de

masas.

6.5.2 Conductividad Hall como pendiente de un fibrado

Es posible interpretar f́ısicamente el Jacobiano, no como la primera zona de Bri-

llouin, sino como el espacio parametrizado por los flujos de los solenoides del doble

efecto Aharanov-Bohm descrito en la Sección 3.3, en la que estudiamos la conduc-

tividad Hall como un invariante topológico para el Efecto Hall Cuántico Entero.

Incluiremos la presencia de los flujos, Φx1 , Φx2 ∈ [0, hc
e
], en el comportamiento

periódico de la contribución del centro de masas a la función de onda de Haldane-

Rezayi, o la generalización a varias capas, es decir, la función de onda de Wen, y

aśı:

Fcm(Z + 1) = ei2πΦ1Fcm(Z)

Fcm(Z + τ) = e−i2πΦ2e−i2πm(Z+ τ
2 )Fcm(Z) (6.179)

Fcm(~Z + ~ei) = ei2πΦ1Fcm(~Z)

Fcm(~Z + ~eiτ) = e−i2πΦ2e−i2π(P~ei)
t(~Z+~ei

τ
2 )Fcm(~Z) (6.180)

Los estados del centro de masas, degenerados, serán ahora:

F l,(p)
cm (Φ1, Φ2; Z|τ) = Θ

[
(l + Φ1)/m

Φ2

]
(mZ|mτ) (6.181)

o bien

F ~α,(p)
cm (Φ1, Φ2; ~Z|τ) = Θ

[
P−1(~α + Φ1~e)

Φ2~e

]
(P ~Z|Pτ) (6.182)

donde Φ1 = e
hc

Φx1 , Φ2 = e
hc

Φx2 son las coordenadas locales en la variedad Jaco-

biana de T 2
τ , l ∈ Z

mZ
y ~α ∈ Zq

PZq , ~e = (1, · · · , 1) ∈ Zq.

Consideremos el conjunto de funciones de Φ1 , Φ2 que resulta de tomar el centro

de masas en el origen Z = 0, ~Z = ~0, es decir,

fl(Φ1, Φ2|τ) = F l,(p)
cm (Φ1, Φ2; 0|τ) (6.183)

f~α(Φ1, Φ2|τ) = F ~α,(p)
cm (Φ1, Φ2;~0|τ) (6.184)
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Demostraremos que estas funciones forman una base ortonormal del espacio

de secciones holomorfas H0(J0(T
2
τ ), Em), o bien H0(J0(T

2
τ ), EP ), de un fibrado de

rango m, o |detP |, sobre la Jacobiana de T 2
τ . Encontraremos, además, que el grado

de este fibrado vectorial, para cada caso, es: c1(Em) = m ·fm, c1(EP ) = |detP | ·fP .

Aqúı fm = 1
m

es el factor de llenado por caracteŕıstica correspondiente al estado

de Haldane-Rezayi, y fP = q
|detP | es el factor de llenado por caracteŕıstica del

estado de Wen. Nótese, que para la matriz P de la forma reseñada en la Sección

6.4, fP coincide con el factor de llenado calculado en la Sección 5.1 en el caso de

considerar cada capa como el plano complejo: fP =
∑

i,j(P
−1)ij. Para otro tipo de

matriz P , es necesario relacionarla con la matriz K de una forma más complicada,

para hacer coincidir el factor de llenado por caracteŕıstica calculado a partir de la

generalización de la función de onda de Haldane-Rezayi con el obtenido a partir

de la generalización del estado de Laughlin.

De la definición de fl(Φ1, Φ2|τ) en términos de constantes Theta

fl(Φ1, Φ2|τ) = Θ

[
(l + Φ1)/m

Φ2

]
(0|mτ) (6.185)

se deducen las condiciones de periodicidad siguientes:

fl(Φ1, Φ2 + 1|τ) = fl(Φ1, Φ2|τ)

fl(Φ1 + 1, Φ2|τ) = fl+1(Φ1, Φ2|τ) (6.186)

Por otro lado, se tiene que:

fl(Φ1 + m, Φ2|τ) = fl+m(Φ1, Φ2|τ) ≡ fl(Φ1, Φ2|τ) (6.187)

habida cuenta que l ∈ Z
mZ

.

Entendiendo

~f1(Φ1, Φ2) =




f1(Φ1, Φ2)

0
...

0




, . . . , ~fm(Φ1, Φ2) =




0
...

0

fm(Φ1, Φ2)




(6.188)

como una base del espacio de funciones de una carta de J0(T
2
τ ) en un espacio vecto-

rial de dimensión compleja m la relación con otra base en una carta que garantice

un recubrimiento mı́nimo viene dictada por las condiciones de periodicidad (6.186)

junto con la identidad fl(Φ1 + m, Φ2|τ) = fl(Φ1, Φ2|τ) por medio de las funciones

de transición:

f
(J)
l ≡ ei2π

Φ1
m f

(I)
l (6.189)
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o, en términos matriciales:

MJI
m =




ei2π
Φ1
m 0 · · · 0

0 ei2π
Φ1
m · · · 0

...
. . .

...

0 · · · 0 ei2π
Φ1
m



≡




ei2πfmΦ1 0 · · · 0

0 ei2πfmΦ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0 ei2πfmΦ1




(6.190)

Nótese que ello equivale a una transformación “gauge”

G(Φ1, Φ2) = ei2π 1
m

Φ1Φ2Im×m (6.191)

en el centro de U(m) que, restringida a la zona de intersección cŕıtica, es

G(Φ1, 1) = MJI
m (Φ1) = ei2π

Φ1
m Im×m (6.192)

Es posible una verificación expĺıcita de lo antedicho sobre las funciones Theta.

La expresión de fl en la forma

fl(Φ1, Φ2|τ) = ei2π
Φ1Φ2

m Θ

[
l/m

0

]
(Φ2 + τΦ1|mτ) (6.193)

que viene de aplicar (6.77) en la forma

fl(Φ1, Φ2|τ) = T (
Φ1

m
)S(Φ2)Θ

[
l/m

0

]
(0|mτ) (6.194)

pone de manifiesto las funciones de transición (6.189) puesto que implica

fl(1, 1|τ) = ei2π 1
m e−i3πτfl(0, 1|τ) (6.195)

Las funciones fl forman aśı la base del espacio de secciones de un fibrado Em

de rango m. El grado del fibrado vectorial Em es: c1(Em) = m · fm ; dado que Mm

es diagonal en la base {~fl}. La pendiente de Em, el grado dividido por el rango,

viene dada por el factor de llenado fm:

µ(Em) =
c1(Em)

r
=

1

m
(6.196)

Un análisis paralelo discurre para el caso de q capas. De la definición de

f~α(Φ1, Φ2|τ) v́ıa constantes Theta

f~α(Φ1, Φ2|τ) = Θ

[
P−1(~α + Φ1~e)

Φ2

]
(0|Pτ) (6.197)
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se leen las condiciones de periodicidad

f~α(Φ1, Φ2 + 1|τ) = f~α(Φ1, Φ2|τ)

f~α(Φ1 + 1, Φ2|τ) = f~α+~e(Φ1, Φ2|τ) (6.198)

De otro lado:

f~α(Φ1 + (P−1~e)t~e, Φ2|τ) = f~α+
∑

i
~Pi
(Φ1, Φ2|τ) ≡ f~α(Φ1, Φ2|τ) (6.199)

puesto que ~Pi es un vector columna de la matriz P , y α está en el cociente Zq/PZq.

Definimos aśı un fibrado de rango |detP | mediante las matrices de transición:

MJI
P =




ei2πfP Φ1 0 · · · 0

0 ei2πfP Φ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0 ei2πfP Φ1




= ei2πfP Φ1I|detP |×|detP | (6.200)

en el centro de U(|detP |), que relacionan las funciones de la base {~f~α1 , · · · , ~f~α|detP |}
en las distintas cartas, en la forma

f
(J)
~α ≡ ei2π(P−1~e)t~eΦ1f

(I)
~α (6.201)

con fP = (P−1~e)t~e =
∑

i,j

(P−1)ij, para ser promovidas a secciones de este fibrado

que designaremos por EP .

La transformción gauge en este caso es

G(Φ1, Φ2) = ei2π(P−1~e)t~eΦ1Φ2I|detP |×|detP | (6.202)

que para Φ2 = 1 da:

MJI
P (Φ1) = G(Φ1, 1) = ei2π(P−1~e)t~eΦ1I|detP |×|detP | (6.203)

Es posible también en este caso, como en el de una capa, verificar que las

f~α definidas como constantes Theta efectivamente dan lugar a las matrices de

transición MJI
P (Φ1). Aśı,

f~α(Φ1, Φ2|τ) = ei2πΦ1(P−1~e)t~eΦ2Θ

[
P−1~α

0

]
((Φ2 + τΦ1)~e|Pτ) (6.204)

puesto que

f~α(Φ1, Φ2|τ) = T (P−1~eΦ1)S(~eΦ2)Θ

[
P−1~α

0

]
(0|Pτ) (6.205)
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Esto implica,

f~α(1, 1|τ) = ei2π
∑

i,j
(P−1)ije−i3πτf~α(0, 1|τ) (6.206)

Inmediatamente determinamos el grado del fibrado vectorial EP : c1(EP ) =

|detP |fP . La relación con el grado del fibrado en que la función de onda de Wen,

generalización de la de Haldane-Rezayi, es una función holomorfa es como sigue:

alli, c1(LN
K)∨N = |detK|N , mientras que los factores de llenado, ordinario y por

caracteŕıstica, son: fP = 1
|detK| y f ε

P = N
|detK| . Si P

P =




2p± 1 2p · · · 2p

2p 2p± 1 · · · 2p
...

. . .
...

2p · · · 2p 2p± 1




(6.207)

es de esta forma, sugerida por razones f́ısicas, para K =
(

N
q

)1/q
P coinciden el

factor de llenado calculado en forma directa f ε
P y la pendiente de EP :

µ(EP ) =
c1(EP )

rango EP

=
∑

i,j

(P−1)ij (6.208)

Es posible admitir matrices P más generales, eso si, simétricas, valoradas sobre

los enteros e impares en la diagonal principal, alcanzándose el mismo resultado con

tal que K y P estén relacionados en la forma:

|detK| = N∑
i,j(P−1)ij

(6.209)

La importancia f́ısica del hecho que f , el factor de llenado de estados exten-

sos que son aquellos que contribuyen a la conductividad Hall, sea un invariante

topológico, es enorme. La conductividad Hall asimismo es proporcional a la pen-

diente del fibrado:

σH =
e2

h
µ(EP ) (6.210)

los valores fraccionarios vienen de una cantidad topológica. De este modo, las

variaciones en el factor de llenado, f , que se producen como consecuencia de

cambios adiabáticos en Φ(t), están obligadas a ocurrir por ocupación de estados

localizados, que no contribuyen a σH , y esto explica las mesetas.

Los fibrados EP cuyo origen es la dinámica del centro de masas pueden ser

estables o no. Un fibrado vectorial E sobre una variedad compleja es estable,
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si para cualquier subfibrado F , las pendientes satisfacen la desigualdad: µ(F ) <

µ(E). Los fibrados estables no son descomponibles, es decir, no son de la forma

E = E1⊗E2, y tienen la propiedad de que dimCH0(Σ, EndE) = m.c.d(c1, r) = 1: el

espacio de secciones del fibrado de endomorfismos sobre una superficie de Riemann

es de dimensión compleja uno.

En orden a entender el tipo de fibrado vectorial a que pertenece EP es conve-

niente el punto de vista que resulta de la versión de Donaldson [33] de un teorema

de Narashiman y Seshachi: el espacio de moduli de fibrados de rango |detP | sobre

una curva eĺıptica, fibrados equivalentes módulo la acción del grupo de difeo-

morfismos, está en correspondencia uno a uno con el espacio de las conexiones

proyectivamente planas con holonomı́as globales en el centralizador del centro de

U(|detP |).
En el caso del fibrado EP la matriz de transición que lo define MJI

P (Φ1) obedece

a la conexión

ω(0, 0) =
1

2π
fP Φ1dΦ2I|detP |×|detP | (6.211)

y fibrados equivalentes, módulo automorfismos, corresponden a:

ω(c1, c2) =
1

2π
{(fP Φ1 + c2)dΦ2 + c1dΦ1)} I|detP |×|detP | (6.212)

donde c1, c2 ∈ [0, 2π] son constantes que parametrizan puntos (c1, c2) de la Jaco-

biana de J0(T
2
τ ). La curvatura para cualquier elemento del moduli es:

Rω =
1

2π
fP I|detP |×|detP |dΦ1 ∧ dΦ2 (6.213)

de modo que el grado del fibrado EP (c1, c2) es

c1(EP (c1, c2)) =
1

2π

∫

J0(T 2
τ )

TrRω = fP |detP | (6.214)

Contemplamos pues fibrados que son absolutamente estables en el sentido de

la teoŕıa de Yang-Mills sobre superficies de Riemann de Atiyah y Bott [10]. Son,

sin embargo, estables o semi-estables en el sentido de la Geometŕıa Invariante de

Mumford [95], según que su grado y su rango sean co-primos o no.

En el caso de EP , cuando P es de la forma experimentalmente preferida, la

matriz de transición es:

MJI
P (Φ1) =




ei2π q
2pq±1

Φ1 0 · · · 0

0 ei2π q
2pq±1

Φ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0 ei2π q
2pq±1

Φ1




(6.215)
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y |detP | = 2pq± 1 de modo que c1(EP ) = q mientras que la pendiente es µ(EP ) =
q

2pq±1
. Como m.c.d.(q, 2pq ± 1) = 1 el fibrado es estable.

Para identificar bien el caso semi-estable es conveniente expresar MP en la

forma MP = ei2piR donde R es una matriz diagonal (2pq ± 1) × (2pq ± 1). En el

caso anterior, Rαα = q
2pq±1

, α = 1, 2, · · · , 2pq ± 1 y Rαβ = 0 si α 6= β.

Consideremos dos ejemplos:

•
P =


 5 4

4 5


 (6.216)

q = 2, p = 2 y 2p + 1 = 5.

En este caso R = 2
9
I9×9. µ(EP ) = 2

9
, y m.c.d(c1, rango) = m.c.d(2, 9) = 1, y

el fibrado no tiene subfibrados. EP es estable.

•
P =


 3 1

1 3


 (6.217)

No es de la forma que ocurre f́ısicamente. Sin embargo, q = 2 y la matriz K

asociada es

K =

√
N

4


 3 1

1 3


 (6.218)

R = 1
2
I8×8 y m.c.d(4, 8) = 4. El subfibrado E

(1)
P definido por:

R1 =
1

2




I4×4
... 04×4

· · · · · · · · ·
04×4

... 04×4


 (6.219)

tiene como pendiente µ(E
(1)
P ) = 1

2
= µ(EP ). Se puede comprobar que lo

mismo ocurre para cualquiera de sus subfibrados de modo que EP es semi-

estable.

El punto f́ısicamente delicado con respecto al moduli es el siguiente: las varia-

ciones en el factor de llenado real fH , no en el topológico f que se deben únicamente

a la ocupación de estados extensos, requieren que estados localizados entren en la

función de onda del estado fundamental. Aportan fases que se traducen en las
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constantes c1 y c2 de la conexión. La respuesta del fluido Hall fraccionario a cam-

bios en el factor de llenado es precisamente moverse en el espacio de moduli del

fibrado vectorial estable. Este es el origen de la existencia de las mesetas.

Hemos visto, por tanto, que la conductividad Hall se debe esencialmente a la

dinámica del centro de masas. Para comprobar que este punto de vista es correcto

es posible aplicar la fórmula de Kubo-Thouless a la funcional generalizada de

Haldane-Rezayi:

σH =
e2

h
trΩ~α~β (6.220)

Ω~α~β = 〈∂Φα

∂Φ1

|∂Φβ

∂Φ2

〉 − 〈∂Φα

∂Φ2

|∂Φβ

∂Φ1

〉

El cálculo de trΩ~α~β es largo y tedioso ya que es necesario integrar sobre las

coordenadas de todas las part́ıculas {zi
I}. Varnhagen, [127], ha computado esta

expresión para el caso q = 1 y P = 2p + 1 y ha propuesto como extender este

cálculo para casos más generales. Su principal resultado es:

trΩ~α~β =
1

N

(2p+1)N−1∑

k=0

N∑

J=1

exp

(
− 2π

(2p + 1)N
(Φ1 + k + rJ)2

)
(6.221)

donde k, rJ son factores numéricos que aparecen en la integración. El punto

importante es que:

lim
N→∞

trΩ~α~β
∼= 2π(2p + 1) = 2πc1(Ep) (6.222)

es decir, en este ĺımite las fluctuaciones cuánticas debidas a Φ desaparecen. Un

fibrado vectorial de curvatura proyectivamente plana se define sobre el producto

cartesiano del Jacobiano por (T 2
τ )×N y σH aparece como la pendiente de este

fibrado genérico.

En el ĺımite de N → ∞ hay una teoŕıa de campo medio del tipo Chern-

Simons (abeliana) que describe la dinámica del centro de masas mientras que la

contribución de las coordenadas relativas a la conductividad Hall cancela.
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Conclusiones

Las conclusiones más importantes que hemos obtenido tras la realización de este

trabajo, poniendo énfasis en las aportaciones a lo ya conocido en la literatura sobre

el tema, son las siguientes:

1 Aplicación con éxito de la Electrodinámica Cuántica Bidimensional a la expli-

cación del fenómeno de cuantificación de la conductividad Hall, tanto en el Efecto

Hall Cuántico Enterocomo en el Fraccionario.

2 Interpretación en términos de la Electrodinámica Cuántica Bidimensional de la

aparición de mesetas. Ello ha requerido la resolución de la ecuación de Dirac plana

en presencia simultánea de un campo magnético constante y un pozo esférico.

El estudio en Segunda Cuantificación de esta situación, teniendo en cuenta la

presencia de estados localizados (ligados a las impurezas), implica la existencia de

mesetas.

Tanto la resolución espectral del operador de Dirac como el desarrollo posterior

son muy novedosos. El antecedente es el trabajo de R. Prange y Joynt [71], en

f́ısica de la materia condensada, conceptualmente similar, pero mucho más débil

anaĺıticamente, y basado en la ecuación de Schrödinger.

3 Se ha logrado un mejor conocimiento del estado propuesto por R.B.Laughlin

[81], a resultas del método variacional, como estado fundamental del Efecto Hall

Cuántico Fraccionario, mediante su descripción e identificación en Teoŕıa Cuántica

de Campos.

4 La clarificación de la versión de Thouless, [124], de la conductividad Hall en

el Efecto Hall Cuántico Enterocomo la primera clase de Chern de un fibrado, se

ha llevado a cabo mediante la determinación precisa, en términos matemáticos, de

dicho fibrado, con base una curva eĺıptica y fibra el espacio de Fock fermiónico.
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5 Se ha analizado el tipo de transición de fase que ocurre en el Efecto Hall

Cuántico Fraccionario. La aplicación de los potentes métodos en teoŕıa de cam-

pos, inventados fundamentalmente por ’t Hooft y Mandelstam, en conexión con

el problema del confinamineto de quarks en Cromodinámica Cuántica en (3+1)

dimensiones, ha permitido un análisis, mucho más riguroso que el de Girvin y Mc-

Donald, del orden de largo alcance que lleva al Efecto Hall Cuántico Fraccionario.

6 Tomando como modelo de partida la Electrodinámica Cuántica Bidimensional

se ha calculado la acción efectiva por el método de Hurbard-Stratonovich para dar

cuenta de la interacción a dos cuerpos. El resultado es la teoŕıa de Maxwell-Chern-

Simons-Higgs.

7 En el ĺımite de baja enerǵıa, el análisis de la teoŕıa de Chern-Simons-Higgs

ha conducido a una identificación rigurosa de las cuasi-part́ıculas y cuasi-huecos

del Efecto Hall Cuántico Fraccionariocomo los vórtices del modelo. Ello au-

tomáticamente implica la observada experimentalmente estad́ıstica fraccionaria.

8 La interpretación de la conductividad Hall como un invariante topológico, en

el Efecto Hall Cuántico Fraccionario, requiere estudiar el fenómeno en una red

periódica. Se ha procedido a la identificación de dicho invariante como la pendiente

de un fibrado vectorial sobre la Jacobiana de la curva eĺıptica que describe la red

periódica. La sugerencia de Varnhagen, [127], se ha precisado completamente

mediante el análisis del fibrado vectorial a que da lugar la función de onda del

centro de masas.



Apéndice A

Acción del Grupo de Heisenberg

Presentaremos en este apéndice un estudio detallado del Grupo de Heisenberg

H2+1 actuando como grupo de traslaciones en el plano. Dicho grupo aparece como

una extensión central natural del grupo ordinario de traslaciones bidimensionales,

R2, debida a la presencia del campo magnético. La extensión central (puramente

clásica) permite calcular rigurosamente las cargas Nöther conservadas y, por tanto,

la aplicación de las técnicas de reducción simpléctica.

Utilizando idéntica notación a la de la Sección (1.1), tomaremos el sistema

hamiltoniano (M,H, ω), siendo M = T ∗R2 el espacio de fases, con coordenadas

(globales) (x, p) ≡ (x1, x2, p1, p2), H el hamiltoniano de un electrón en el plano y

en presencia de un campo magnético constante B en la dirección perperdicular al

mismo que, como vimos, se expresa, en el gauge simétrico1:

H =
1

2m

((
p1 +

B

2
x2

)2

+
(
p2 +

B

2
x1

)2
)

(A.1)

y ω es la forma simpéctica natural: ω = dx1 ∧ dp1 + dx2 ∧ dp2.

La transformación de Legendre nos proporcionó previamente la expresión de

p1 y p2 en función de (x1, x2, ẋ1, ẋ2) (Sección 1.1):

p1 = mẋ1 − B

2
x2, p2 = mẋ2 +

B

2
x1 (A.2)

En un primer paso, plantearemos la acción de R2 sobre el sistema hamiltoniano

como grupo de traslaciones en el plano. Este análisis, como veremos, no es el

correcto, pues dicha acción no es de Poisson, y, por tanto, no es posible plantear

de manera correcta los mecanismos de la reducción simpléctica en el espacio de

fases (para más detalle, ver [22]).

1Consideraremos e = c = 1
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Sea, por tanto, G = R2 el grupo de transformaciones que actúa en el plano R2

como traslaciones:

Φ : R2 × R2 → R2

(s, x) → x + s ≡ (x1 + s1, x2 + s2) (A.3)

Aśı ∀s ∈ R2 tendremos:

Φs : R2 → R2

x → x + s (A.4)

con:

Φs ◦ Φr = Φs+r

El álgebra de Lie de G = R2 es isomorfo a R2 y estará formado por elementos

de la forma:

G ≡ LieR2 ≡ TeR
2 ≡ 〈 ∂

∂x1

,
∂

∂x2

〉 (A.5)

Evidentemente, se trata de un álgebra abeliana:

[a, b] = 0, ∀a, b ∈ G ≡ LieR2 (A.6)

Los campos fundamentales de esta acción coinciden con sus correspondientes

elementos del álgebra de Lie2:

a ∈ LieR2 ⇒ Xa = a1
∂

∂x1

+ a2
∂

∂x2

≡ a (A.7)

La acción inducida de Φ en T ∗R2 no es trivial debido a la presencia del campo

magnético. Efectivamente, al depender los momentos (p1, p2) de las coordenadas

(x1, x2), tendremos:

Φ̃ : R2 × T ∗R2 → T ∗R2

(s, (x, p)) → (x + s, p′), con p′ = (p1 − B

2
s2, p2 +

B

2
s1) (A.8)

2Recordemos:
a ∈ LieR2 ⇒ Xa ∈ X (R2)

tal que:

∀x ∈ R2, ∀f ∈ C∞(R2), (Xaf)(x) =
d

dt
f

(
eat(x)

)∣∣
t=0
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y calculando ahora los campos fundamentales:

a ≡ (a1, a2) ∈ LieR2 ⇒ XL
a = a1

(
∂

∂x1

+
B

2

∂

∂p2

)
+ a2

(
∂

∂x2

− B

2

∂

∂p1

)
(A.9)

Esta acción es una simetŕıa del sistema hamiltoniano, pues verifica:

• 1. ∀s ∈ R2, se verifica que Φ̃∗
s(H) = H de manera trivial.3.

• 2. LXL
a
ω = 04

Para calcular las cantidades conservadas utilizaremos el formalismo de la aplicación

co-momento y la aplicación momento [22].

La aplicación co-momento se define como la aplicación:

f : LieR2 → C∞(T ∗R2)

a → fa (A.10)

tal que:

iXL
a ω = dfa

En nuestro caso es fácil de calcular, obteniéndose:

fa(x, p) = a1(p1− B

2
x2)+a2(p2 +

B

2
x1) = (a1, a2) · (p1− B

2
x2, p2 +

B

2
x1) (A.11)

para todo (x, p) del espacio de fases.

Tal y como se detalla en [22], la acción de un grupo de simetŕıa se dice una

Acción de Poisson si la aplicación co-momento es un homomorfismo de álgebras,

lo cual equivale (si el grupo G es conexo) a que la aplicación momento sea equiv-

ariante, y aśı a la validez del Teorema de Nöther y la reducción simpléctica del

espacio de fases del sistema.

Tal y como comentamos en el inicio de la sección, va a ser necesaria una ex-

tensión central del grupo de transformaciones para conseguir este objetivo.

En efecto, LieR2 es un álgebra de Lie abeliana. C∞(T ∗R2) es un álgebra de

Poisson con el paréntesis usual (generado por la forma simpléctica en T ∗R2. De

esta forma, ∀a, b ∈ LieR2, [a, b] = 0, mientras que:

{fa, fb} = ω(XL
a , XL

b ) =
3∑

i=1

∂fa

∂xi

∂fb

∂pi

− ∂fb

∂xi

∂fa

∂pi

= B(b1a2 − a1b2)

3Φ̃∗s : C∞(T ∗R2) → C∞(T ∗R2), Φ̃∗sh(x, p) = h(Φ̃∗s(x, p))
4Trivial utilizando la fórmula de homotoṕıa: LXθ = d(iXθ) + iXdθ
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es decir, una función constante pero en general no nula.

Consideremos por tanto el grupo de Heisenberg H2+1, isomorfo a R2 × R. La

ley de grupo será:

(x, y, z) ◦ (x′, y′, z′) = (x + x′, y + y′, z + z′ + xy′)

El álgebra de Lie, LieH2+1, isomorfa igualmente a R2 × R, la tomaremos5:

LieH2+1 = 〈e1, e2, 1〉

con paréntesis6:

[e1, 1] = [e2, 1] = [e1, e1] = [e2, e2] = 0, [e1, e2] = −B · 1 (A.12)

La acción que consideramos ahora será completamente equivalente a la anterior,

(A.4)

Φ′ : H2+1 × R2 → R2 (A.13)

((s, z), x) → x + s = (x1 + s1, x2 + s2); Φ′
(s,z)(x) = x + s

que conduce a idénticos campos fundamentales:

(a, c) ∈ LieH2+1 ⇒ X(a,c) ≡ Xa = a1
∂

∂x1

+ a2
∂

∂x2

(A.14)

Análogamente, la acción inducida:

Φ̃(s,z)(x1, x2, p1, p2) = (x1 + s1, x2 + s2, p1 − B

2
s2, p2 +

B

2
s1) (A.15)

y los correspondientes campos serán iguales que los (A.9):

XL
(a,c) = XL

a

Dado que la acción de las constantes (de la extensión central) es trivial, la

aplicación co-momento será:

f : LieH2+1 → C∞(T ∗R2)

(a, c) → f(a,c)tal que iXL
(a,c)ω = df(a,c) (A.16)

5Son posibles diferentes realizaciones de este álgebra, por ejemplo:

e1 ≡ X =
∂

∂x
, e2 ≡ ∂

∂y
−Bx

∂

∂z
, 1 ≡ ∂

∂z

6La constante −B que introducimos es, lógicamente, arbitraria.
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pero XL
(a,c) = XL

a , luego f(a,c) será igual que fa,(A.11), salvo una constante ar-

bitraria, mientras que f(0,c) = c es también constante, por ser XL
(0,c) el campo

nulo.

En este caso, f es homomorfismo de álgebras. Efectivamente, teniendo en

cuenta (A.12):

∀(a, c), (b, c′) ∈ LieH2+1, (a, c) ≡ a1e1 + a2e2 + c · 1, (b, c′) ≡ b1e1 + b2e2 + c′ · 1

[(a, c), (b, c′)] = −B(a1b2 − a2b1) = (0,−B(a1b2 − a2b1)) (A.17)

De esta forma:

f[(a,c),(b,c′)] = −B(a1b2 − a2b1) = {fa, fb} = {f(a,c), f(b,c′)} (A.18)

y, en definitiva, f es un homomorfismo de álgebras.

Podemos definir ahora la aplicación momento asociada a esta acción de Poisson:

J : T ∗R2 → (LieH2+1)
∗

(x, p) → J(x, p) (A.19)

tal que:

〈J(x, p), (a, c)〉 = f(a,c)(x, p)

Teniendo en cuenta que 〈J(x, p), (a, c)〉 = f(a,c)(x, p) = fa(x, p), la constante

c no afectará a la acción de J .

Calculando, e identificando (LieH2+1)
∗ con R2 × R, tendremos:

J(x, p) ≡ (p1 − B

2
x2, p2 +

B

2
x1, cte) (A.20)

y, por tanto, las cantidades conservadas por esta simetŕıa serán:

(p1 − B

2
x2, p2 +

B

2
x1) (A.21)
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Apéndice B

Soluciones de la Ecuación de

Dirac en el plano

B.1 El potencial inverso

La ecuación de Dirac en (2+1) dimensiones para una part́ıcula cargada, con masa,

en pre- sencia de un potencial central V (r) es:

ih̄
∂ψ

∂t
=

[
c~α · ~p + βMc2 + V (r)

]
ψ (B.1)

donde α1 = −σ2, α2 = σ1 y β = σ3.

Queremos encontrar los estados ligados del Hamiltoniano de Dirac para el po-

tencial inverso V (r) = −a2

r
.

La componente del momento angular total en la dirección perpendicular al

plano, J3 = L3 + S3 con S3 = h̄
2
σ3, conmuta con el Hamiltoniano de Dirac en pre-

sencia de un potencial central, y por tanto, podemos encontrar una base completa

de estados propios de ambos operadores. Tomemos la base de estados propios de

J3:

ψm(r, φ) =


 R1(r) eimφ

R2(r) ei(m+1)φ


 (B.2)

J3ψm(r, φ) = h̄
(
m +

1

2

)
ψm(r, φ) (B.3)

Con las condiciones de periodicidad habituales, m, sólo tomará valores enteros.

El sistema de ecuaciones diferenciales acopladas que resulta para las compo-

nentes radiales R1(r) y R2(r) es:

dR2(r)

dr
+

m + 1

r
R2(r) =

E −Mc2 − V (r)

h̄c
R1(r)

291
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−dR1(r)

dr
+

m

r
R1(r) =

E + Mc2 − V (r)

h̄c
R2(r) (B.4)

En nuestro caso:

dR2(r)

dr
+

m + 1

r
R2(r) =

(
−λ2 +

γ

r

)
R1(r)

−dR1(r)

dr
+

m

r
R1(r) =

(
λ1 +

γ

r

)
R2(r) (B.5)

con las constantes:

λ1 =
E + Mc2

h̄c
, λ2 =

Mc2 − E

h̄c
, γ =

a2

h̄c

Hacemos el cambio de variable ρ =
√

λ1λ2r . Teniendo en cuenta el compor-

tamiento en el origen, y en el infinito, de R1 y R2, buscamos soluciones del tipo:

R1(ρ) = e−ρρs
∑

n=0

anρ
n

R2(ρ) = e−ρρs
∑

n=0

bnρ
n (B.6)

Sustituyendo en (B.5), e igualando los coeficientes con la misma potencia en ρ,

se obtienen las siguientes relaciones de recurrencia para los coeficientes:

(s + n + m + 1) bn − bn−1 +

√
λ2

λ1

an−1 − γ an = 0

(s + n−m) an − an−1 +

√
λ1

λ2

bn−1 + γ bn = 0 (B.7)

Dado que a0 y b0 son no nulos, las relaciones de recurrencia para n = 0, nos

proporcionan la expresión de s:

s = −1

2
±

√(
m +

1

2

)2

− γ2 (B.8)

s debe ser real, pues de lo contrario, tendŕıamos un caso de cáıda de la part́ıcula

al centro del potencial [13], en consecuencia:

(
m +

1

2

)2

− γ2 ≥ min
(
m +

1

2

)2

− γ2 =
1

4
− γ2

de donde se deduce que sólo potenciales con a2

h̄c
≤ 1

4
son adecuados a nuestra

situación. Por otro lado, para que
∫

ψ†ψd2x < ∞, será necesario tomar el signo

positivo en s, y por tanto, s debe ser s > −1
2
.



SOLUCIONES DE LA ECUACION DE DIRAC EN EL PLANO 293

Buscamos soluciones finitas en todo el espacio. Si la serie de potencias fuera

infinita, R1 y R2 divergeŕıan exponencialmente para ρ → ∞; por tanto, debemos

truncar las series, y lo haremos quedándonos con la misma potencia en ambas, es

decir, supongamos aq+1 = bq+1 = 0, y aq 6= 0, bq 6= 0, resulta:

aq =

√
β1

β2

bq (B.9)

[
β1(s + q + m + 1) + γ

√
β1β2

]
bq −

[
γβ1 −

√
β1β2(s + q −m)

]
aq = 0 (B.10)

Sustituyendo la primera expresión en la segunda determinamos el espectro para

los estados ligados de part́ıcula, es decir,

Eq,m =
Mc2

√
1 + γ2

q+

√
(m+ 1

2)
2−γ2

(B.11)

donde q = 0, 1, 2, . . ., y m ∈ Z.

Una base ortonormal de espinores que satisfacen las condiciones impuestas es:

ψq,m(r, φ) = Nq,me−
√

M2c4−E2

h̄c
r

(√
M2c4 − E2

h̄c
r

)s




eimφ
q∑

n=0

an(
√

M2c4−E2

h̄c
r)n

ei(m+1)φ
q∑

n=0

bn(
√

M2c4−E2

h̄c
r)n




(B.12)

Para comparar con la teoŕıa de Schrödinger tomaremos el ĺımite no-relativista.

El espectro correspondiente a los estados ligados, a orden cero, es:

En = −2M a4

h̄2

n2
(B.13)

donde n, es el número cuántico principal, que sólo puede tomar valores enteros

impares, pues, n = 2nr + 2|m| + 1. Aqui, nr, es el número cuántico radial, nr =

0, 1, 2, · · ·, y m es el numero cuántico asociado a la tercera componente del momento

angular. Para cada valor de n, tenemos una degeneración ya que m puede tomar

n valores diferentes: m = −n−1
2

, · · · , 0, · · · , n−1
2

.

En la teoŕıa relativista se rompe parcialmente la degeneración en m. Identif-

icando n ≡ 2q + 2|m + 1
2
|, para cada n, tendrán distinta enerǵıa los estados con

diferente momento angular total en módulo. Se mantiene, por tanto, una degen-

eración binaria. Por ejemplo, para n = 1, tenemos un sólo estado con j = 0 + 1
2

y

q = 0; para n = 3, tenemos tres niveles con: j = 0 + 1
2
, j = 1 + 1

2
y j = −1 + 1

2
, de



294 APENDICE B

los cuales el primero y el tercero tienen la misma enerǵıa, pues |j| = 1
2

y q = 1, en

ambos casos; y en general, para n = 2k + 1, tenemos n niveles de los cuales tienen

diferente enerǵıa k + 1 y los demás están degenerados dos a dos.

Si desarrollamos el espectro en γ2 = a4

h̄2c2
encontramos:

Eq,m = Mc2


1− 1

2
(
q + |m + 1

2
|
)2γ2

− 1

2
(
q + |m + 1

2
|
)3


 1

|m + 1
2
| −

3

4
(
q + |m + 1

2
|
)


 γ4 + · · ·




= Mc2

[
1− 1

2n2
γ2 − 4

n3

(
1

|m + 1
2
| −

3

2n

)
γ4 + · · ·

]
(B.14)

Quedándonos a primer orden en γ2 recuperamos el resultado no-relativista. Al

siguiente orden tenemos ya el desdoblamiento de los niveles con diferente momento

angular total en módulo.

Para obtener estos resultados estudiemos la aproximación no-relativista a primer

orden en (v/c)2 para la ecuación de Dirac. Aśı,

HD =


 Mc2 + V (r) D

D† −Mc2 + V (r)


 (B.15)

donde D = c(p2 + ip1) y D† = c(p2 − ip1). En el problema estacionario tenemos

dos ecuaciones acopladas para las dos componentes del espinor:

Dψ2 =
[
E −Mc2 − V (r)

]
ψ1

D†ψ1 =
[
E + Mc2 − V (r)

]
ψ2 (B.16)

Utilizando la segunda ecuación podemos eliminar ψ2 de la primera:

D
1

[E + Mc2 − V (r)]
D†ψ1 =

[
E −Mc2 − V (r)

]
ψ1 (B.17)

donde

ψ2 =
1

[E + Mc2 − V (r)]
D†ψ1 (B.18)

En la aproximación no-relativista suponemos que: E ≈ Mc2 y |V (r)| << Mc2.

Si definimos ENR = E −Mc2 podemos hacer el siguiente desarrollo en serie:

c2

[E + Mc2 − V (r)]
=

1

2M

[
2Mc2

ENR − V (r) + 2Mc2

]
=

1

2M

[
1− ENR − V (r)

2Mc2
+ · · ·

]
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Que puede observarse como un desarrollo en potencias de (v/c)2. A orden cero,

tenemos la ecuación de Schrödinger para una part́ıcula en un potencial central para

la primera componente. En esta aproximación la segunda componente es de orden

(v/c), y se trata, por tanto, de la componente pequeña. Al siguiente orden:

D
1

2Mc2

(
1− ENR − V (r)

2Mc2

)
D†ψ1 = ENRψ1 (B.19)

Para que esta ecuación pueda estudiarse como una ecuación de Schrödingerindependiente

del tiempo tenemos que introducir una nueva función de onda. Dado que
∫

(ψ†1ψ1 + ψ†2ψ2)d
2x = 1

y teniendo en cuenta que en esta aproxiamción

ψ2 =
1

2Mc2
D†ψ1 (B.20)

Si definimos Ψ:

Ψ =

(
1 +

DD†

8M2c4

)
ψ1

que esta normalizada hasta orden (v/c)2. La ecuación de Schrödingerresultante

para esta función de onda es:

[
~p2

2M
+ V (r)− ~p4

8M3c2
+

h̄

4M2c2

(
∂V (r)

∂x1

p2 − ∂V (r)

∂x2

p1

)

+
h̄2

8M2c2

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

)
V (r)

]
Ψ = ENRΨ (B.21)

El significado f́ısico de los diferentes sumandos que nos aparecen en esta ecuación

es el siguiente: los dos primeros representan evidentemente la aproximación a or-

den cero; el tercer sumando se debe a la correción relativista a la enerǵıa cinética

relativista; el cuarto representa la interacción esṕın-orbita para un potencial cen-

tral, es decir,

h̄

4M2c2

(
∂V (r)

∂x1

p2 − ∂V (r)

∂x2

p1

)
≡ 1

2M2c2

1

r

dV (r)

dr
S3 · L3 (B.22)

donde S3 = h̄
2
. Y el último sumando es el término de Darwin que para V (r) = −a2

r
:

h̄2

8M2c2

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

)
V (r) ≡ − h̄2

8M2c2

a2

r3
(B.23)
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pues

∇2V (r) = −a2

r3

La corrección en teoŕıa de perturbaciones a la enerǵıa del Hamiltoniano de

Schrödingerpara el potencial inverso cuando consideramos los tres sumandos que

aparecen a primer orden en la aproximación no-relativista es:

∆E = −4Ma4

h̄2

1

n3

(
1

|m + 1
2
| −

3

2n

)
(B.24)

La degeneración en m a este orden de aproximación se rompe para aquellos

niveles con diferente momento angular total en módulo [113, 76, 13].

B.2 Ecuación de Dirac con campo magnético y

un pozo esférico

Estudiaremos los estados ligados para una part́ıcula en el plano en presencia de

un campo magnético constante y de un potencial radial dado por:

V (r) =




−V0 si r ≤ a0

0 si r > a0

(B.25)

Para encontrar las soluciones de este problema nos basamos en el resultado ya

conocido para el problema de Dirac-Landau en ausencia de potencial. Recordemos

brevemente estos resultados en coordenadas polares en el plano. El Hamiltoniano

de Dirac para una part́ıcula cargada en presencia de un campo magnético uniforme,

de intensidad B, es:

HD =


 Mc2 D

D† −Mc2


 (B.26)

En el gauge simétrico y tomando coordenadas polares en el plano tenemos:

Ar = 0 , Aφ = −B

2
r

D = −
√

2eBh̄c

2l
e−iφ

[
−l2

∂

∂r
+ r + i

l2

r

∂

∂φ

]

D† = −
√

2eBh̄c

2l
eiφ

[
l2

∂

∂r
+ r + i

l2

r

∂

∂φ

]
(B.27)
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donde l2 = h̄
mω

es la longitud magnética con ω = eB
2mc

.

Este Hamiltoniano conmuta con el momento angular total en la dirección per-

pendicular al plano, [HD, J3] = 0. Tomaremos por tanto:

ψm(r, φ) =


 R1(r) eimφ

R2(r) ei(m+1)φ




J3ψm(r, φ) = h̄
(
m +

1

2

)
ψm(r, φ) (B.28)

Sustituyendo en HDψ(r, φ) = Eψ(r, φ), encontramos un sistema de ecuaciones

diferenciales, de primer orden, acopladas para R1 y R2. Despejando la segunda

componente encontramos para la primera la ecuación de segundo orden:

R′′
1 +

1

r
R′

1 +

[
E2 −M2c4

h̄2c2
+

2(m + 1)

l2
− m2

r2
− r2

l4

]
R1 = 0 (B.29)

donde R2:

R2 =

√
2eBh̄c

E + Mc2

(
− l

2
R′

1 +

(
ml

2r
− r

2l

)
R1

)
(B.30)

Si hacemos el cambio de variable u = r2

l2
, y tenemos en cuenta el compor-

tamiento de R1 en el origen, y en el infinito, podemos buscar soluciones del tipo:

R1(u) = e−
u
2 u

|m|
2 ω(u) (B.31)

La ecuación diferencial resultante para ω(u) es:

u ω′′ + (|m|+ 1− u) ω′ +

(
β − |m|+ 1

2

)
ω = 0 (B.32)

donde

β =
E2 −M2c4

2eBh̄c
+

m + 1

2
Las soluciones de está ecuación son las funciones hipergeométricas confluentes

[1]:

ω(u) = C 1F1

[ |m|+ 1

2
− β, |m|+ 1, u

]

La condición de cuantización para la enerǵıa se deduce al imponer que las

funciones de onda sean finitas cuando pasamos al ĺımite u → ∞, resultado que

sólo es posible si: |m|+1
2

− β = −nr, con nr un entero no negativo.

El espectro es:

Enr,m = ±
√√√√M2c4 + 2eBh̄c

(
nr +

|m| −m

2

)
(B.33)
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Para los modos cero, como consecuencia de la asimetŕıa espectral, la enerǵıa

es:

E0,m = Mc2 (B.34)

Identificando nr + |m|−m
2

= k, con k un entero no negativo que caracteriza los

niveles de Dirac-Landau, encontramos la degeneración infinita en m caracteŕıstica

de este sistema.

Una base ortonormal de espinores viene dada por:

ψ±nr,m(r, φ) =
1√
2




Ψnr,m(r, φ)

−
√

2eBh̄cnr

E±nr,m+Mc2
Ψnr−1,m+1(r, φ)


 , m ≥ 0

ψ±nr,m(r, φ) =
1√
2




Ψnr,m(r, φ)

√
2eBh̄c(nr−m)

E±nr,m+Mc2
Ψnr,m+1(r, φ)


 , m < 0 (B.35)

y para los modos cero, nr = 0 y m ≥ 0:

ψ0,m(r, φ) =


 Ψ0,m(r, φ)

0


 (B.36)

Donde Ψnr,m(r, φ) son las funciones de onda normalizadas propias del Hamil-

toniano de Schödinger para el problema no-relativista, es decir,1

Ψnr,m(r, φ) =
(−1)|m|

l|m|+1

√
nr!

π(nr + |m|)!e
imφr|m|L|m|nr

(
r2

l2

)
e−

r2

2l2 (B.37)

Consideremos ahora el potencial del pozo radial además del campo magnético

constante. El Hamiltoniano de Dirac en este caso es:

HD =


 Mc2 + V (r) D

D† −Mc2 + V (r)


 (B.38)

donde D y D† vienen dados por (0.25) en el gauge simétrico. Una vez más el

Hamiltoniano conmuta con J3, y por tanto, es apropiado tomar los espinores de la

forma (0.26). Es conveniente distinguir dos zonas:

1Hemos utilizado la relación entre las funciones hipergeométricas confluentes 1F1[−n, α+1, x]
y los polinomios generalizados de Laguerre Lα

n(x) [76].
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• Zona I: r ≤ a0, con:

l

2
R′

2(r) +

(
(m + 1)l

2r
− r

2l

)
R2(r) =

E −Mc2 + V0√
2eBh̄c

R1(r)

− l

2
R′

1(r) +

(
ml

2r
− r

2l

)
R1(r) =

E + Mc2 + V0√
2eBh̄c

R2(r) (B.39)

• Zona II: r > a0, con:

l

2
R′

2(r) +

(
(m + 1)l

2r
− r

2l

)
R2(r) =

E −Mc2

√
2eBh̄c

R1(r)

− l

2
R′

1(r) +

(
ml

2r
− r

2l

)
R1(r) =

E + Mc2

√
2eBh̄c

R2(r) (B.40)

Despejando la segunda componente se obtienen las ecuaciones diferenciales de

segundo orden para la primera componente:

R′′
1 +

1

r
R′

1 +

[
(E −Mc2 + V0)(E + Mc2 + V0)

h̄2c2
+

2(m + 1)

l2
− m2

r2
− r2

l4

]
R1 = 0

r ≤ a0 (B.41)

R′′
1 +

1

r
R′

1 +

[
E2 −M2c4

h̄2c2
+

2(m + 1)

l2
− m2

r2
− r2

l4

]
R1 = 0 , r > a0 (B.42)

Con el cambio u = r2

l2
, y buscando soluciones del tipo (B.31), resulta:

u ω′′ + (|m|+ 1− u) ω′ +

(
β2 − |m|+ 1

2

)
ω = 0 , u ≤ a2

0

l2
(B.43)

u ω′′ + (|m|+ 1− u) ω′ +

(
β1 − |m|+ 1

2

)
ω = 0 , u >

a2
0

l2
(B.44)

donde

β2 =
(E −Mc2 + V0)(E + Mc2 + V0)

2eBh̄c
+

(m + 1)

2

β1 =
E2 −M2c4

2eBh̄c
+

(m + 1)

2
(B.45)

La solución más general para estas ecuaciones es:

R1(u) = e−
u
2 u

|m|
2

(
C1 1F1

[ |m|+ 1

2
− β, |m|+ 1, u

]

+ C2 U

[ |m|+ 1

2
− β, |m|+ 1, u

])
(B.46)
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Teniendo en cuenta el comportamiento de las funciones hipergeométricas con-

fluentes en el origen, y en el infinito, debemos tomar como solución para R1 en

cada zona:

RI
1(u) = C1 e−

u
2 u

|m|
2 1F1

[ |m|+ 1

2
− β2, |m|+ 1, u

]
, u <

a2
0

l2

RII
1 (u) = C2 e−

u
2 u

|m|
2 U

[ |m|+ 1

2
− β1, |m|+ 1, u

]
, u >

a2
0

l2
(B.47)

La segunda componente se calcula a partir de la primera, y en cada zona:

RI
2(u) = −C1

√
2eBh̄c

E + Mc2 + V0

(
1

2
− β2

m + 1

)
e−

u
2 u

m+1
2

×1F1

[
m + 1

2
− β2 + 1,m + 2, u

]
, m ≥ 0

RI
2(u) = −C1

√
2eBh̄c

E + Mc2 + V0

(−m)e−
u
2 u

−(m+1)
2

×1F1

[
1−m

2
− β2,−m,u

]
, m < 0 (B.48)

RII
2 (u) = −C2

√
2eBh̄c

E + Mc2

(
β1 − m + 1

2

)
e−

u
2 u

m+1
2

×U
[
m + 1

2
− β1 + 1,m + 2, u

]
, m ≥ 0

RII
2 (u) = −C2

√
2eBh̄c

E + Mc2
(β1 − m + 1

2
)e−

u
2 u

−(m+1)
2

×U
[
1−m

2
− β1,−m,u

]
, m < 0 (B.49)

Imponiendo condiciones de continuidad para la solución en r = a0:

RI
1(u0) = RII

1 (u0) , RI
2(u0) = RII

2 (u0) (B.50)

donde u0 =
a2
0

l2
. Para eliminar la ambigüedad en las constantes podemos tomar

como condición el cociente entre estas expresiones, y aśı:

1F1[−(ε + µ + ν0)(ε− µ + ν0),m + 1, u0]

(ε− µ + ν0)1F1[1− (ε + µ + ν0)(ε− µ + ν0),m + 2, u0]
=

U [−(ε2 − µ2),m + 1, u0]

(µ− ε)U [1− (ε2 − µ2),m + 2, u0]
, m ≥ 0 (B.51)
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(ε + µ + ν0)1F1[−m− (ε + µ + ν0)(ε− µ + ν0), 1−m,u0]

m1F1[−m− (ε + µ + ν0)(ε− µ + ν0),−m,u0]
=

U [−m− (ε2 − µ2), 1−m,u0]

(µ− ε)U [−m− (ε2 − µ2),−m,u0]
, m < 0 (B.52)

donde hemos introducido las cantidades adimensionales:

ε =
E√

2eBh̄c
, ν0 =

V0√
2eBh̄c

, µ =
Mc2

√
2eBh̄c

Nos interesa estudiar la existencia de estados ligados para este potencial. En

el problema relativista descrito por la ecuación de Dirac, los estados ligados para

part́ıcula son aquellos cuya enerǵıa se encuentra en el intervalo −Mc2 < E < Mc2.

Para un pozo de profundidad V0 los posibles estados ligados están en el intervalo

−V0+Mc2 < E < Mc2, es decir, la profundidad máxima para el pozo debe ser V0 =

2Mc2. Si el pozo es muy profundo, V0 > 2Mc2, pueden aparecer estados ligados

de part́ıcula para enerǵıas inferiores a −Mc2, que daŕıan lugar a la formación

espontánea de pares part́ıcula-antipart́ıcula, y este proceso no puede estudiarse

en el contexto de la teoŕıa de una part́ıcula. Por tanto, en la teoŕıa relativista es

imposible considerar pozos de potencial demasiado profundos a diferencia de lo

que sucede en la teoŕıa de Schrödinger [13].

El espectro vendrá determinado por las soluciones de las ecuaciones (B.51) y

(B.52). Estas ecuaciones dependen de tres parámetros: la profundidad y el radio

del pozo, caracterizados por las variables adimensionales ν0 y u0, y el momento

angular m. Fijando estos parámetros las funciones resultantes dependen solamente

de la enerǵıa de la part́ıcula, caracterizada también por una variable adimensional:

ε.

Tomemos µ = 1, de forma que, tanto la enerǵıa como la profundidad del pozo

vienen dadas en unidades de Mc2. Representamos gráficamente los dos miembros

de la ecuación en función de ε, para diferentes profundidades del pozo, por ejemplo:

ν0 = 0.01, 0.1, 1, 2 (ν0 = 2 es el valor máximo que puede tomar); y para diferentes

radios, por ejemplo: u0 = 0.01, 0.1, 1, 2; y en cada caso tomando diferentes valores

de m.

Llegamos a las siguientes conclusiones:

• El espectro es discreto. Cada nivel de enerǵıa está caracterizado por dos

números cuánticos: nr y m. El número cuántico radial nr = 0, 1, 2, · · ·, y el

momento angular m ∈ Z.
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• A diferencia del problema libre no hay degeneración en m para cada nivel de

Dirac-Landau. Sin embargo, a medida que nos alejamos de |µ| = 1 (enerǵıa

de la part́ıcula libre en reposo), la enerǵıa para un mismo nivel de Dirac-

Landau (k = nr para m ≥ 0 y k = nr −m para m < 0) y para diferentes

valores del momento angular m, es prácticamente la misma e igual a la del

problema libre, tiende, por tanto, al caso degenerado.

• El espectro no es completamente simétrico entre las enerǵıas negativas y po-

sitivas cuando aparecen estados ligados para part́ıcula, pero para los estados

no ligados śı lo es. La asimetŕıa espectral propia de los modos cero sigue

existiendo en presencia de este potencial.

• Para pozos poco profundos, y con un radio pequeño, no hay estados ligados.

A medida que aumentamos la profundidad del pozo incluso para valores

pequeños del radio tenemos al menos un estado ligado correspondiente al

primer nivel de Dirac-Landau. Si aumentamos la profundidad hasta su valor

máximo, pueden aparecer estados ligados correspondientes al segundo nivel

de Dirac-Landau.

• Para un pozo de una profundidad concreta, a medida que aumentamos el

radio aparecen más estados ligados, y si el radio es suficientemente grande

pueden aparecer estados ligados del primer y segundo nivel de Dirac-Landau.

• Como ejemplo consideremos un pozo de profundidad ν0 = 1, y de achura

u0 = 0.1. Para el estado fundamental nr = 0 hay cuatro estados ligados

m = 0, 1, 2, 3, no degenerados en la enerǵıa. A medida que aumentamos m

la enerǵıa del estado ligado se aproxima a µ = 1 que es la enerǵıa del caso

libre, y para m > 3, ya no tenemos estados ligados. Cálculos numéricos nos

proporcionan las enerǵıas de los estados ligados:

m = 0 , ε = 0.8444

m = 1 , ε = 0.9873

m = 2 , ε = 0.9994

m = 3 , ε = 0.9999 (B.53)

Los espinores correspondietes se determinan sustituyendo los parámetros,

ν0, u0, µ y ε, en las expresiones (B.47), (B.48) y (B.49). De la condicón de

continuidad podemos determinar la constante C1 en función de C2, y esta

última se determina imponiendo la condición de normalización.
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Conocemos, por tanto, una base ortormal de espinores para cada nivel de

Dirac-Landau modificado ψnr,m(r, φ). Esta base está formada por estados

ligados, con nr = 0 y m = 0, 1, 2, 3, y estados extensos con nr = 0 y m > 3,

y nr = 1, 2, · · ·, para todos los posibles valores de m.

En las gráficas que exponemos a continuación pueden observarse las carac-

teŕısticas del espectro que acabamos de comentar.

1. Gráficas correspondientes a un valor fijo de la anchura (“a”). Figura B.1.

Figura B.1: p = profundidad del pozo, a = anchura del pozo, m = entero (autovalor
del momento angular). Represenctación gráfica de las expresiones (B.51) y (B.52) v.s. ε

(parámetro adimensional que representa la enerǵıa) para diferentes valores de p. Aparece
un estado ligado ya para p=1, y por tanto, para p=2, con 0 ≤ ε ≤ 1, cuyos números
cuánticos son nr = 0 y m = 0.

2. Gráficas correspondientes a un valor fijo de la profundidad (“p”). Figura

B.2.

3. Gráficas correspondientes a un valor fijo de la profundidad y de la anchura.

Figura B.3.
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Figura B.2: p = profundidad del pozo, a = anchura del pozo, m = entero (autovalor
del momento angular). Represenctación gráfica de las expresiones (B.51) y (B.52) v.s. ε

para diferentes valores de a. Aparece un estado ligado ya para a=0.1, y por tanto, para
a=1 y a=2, con 0 ≤ ε ≤ 1, cuyos números cuánticos son nr = 0 y m = 0.
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Figura B.3: p= profundidad del pozo, a = anchura del pozo, m = entero (autovalor
del momento angular). Represenctación gráfica de las expresiones (B.51) y (B.52) v.s. ε

para diferentes valores de m. Aparece un estado ligado para m = 0 y para m = 1, con
0 ≤ ε ≤ 1, pero no es ligado para m = 2 todos corresponden a nr = 0.
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B.3 Ecuación de Dirac con campo magnético y

potencial inverso

Estudiaremos ahora el espectro del Hamiltoniano de Dirac para una part́ıcula en

presencia de un campo magnético constante, y de un potencial central, V (r) =

−a2

r
:

HD =


 Mc2 − a2

r
D

D† −Mc2 − a2

r


 (B.54)

donde D y D†, en el gauge simétrico, y en coordenadas polares, son (B.27). Al

igual que en los casos anteriores [HD, J3] = 0, y por tanto, buscamos soluciones de

la forma:

ψm(r, φ) =


 R1(r) eimφ

R2(r) ei(m+1)φ


 (B.55)

El sistema de ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden para la parte

radial es:

l

2
R′

2(r) +

(
(m + 1)l

2r
− r

2l

)
R2(r) =

E −Mc2 + a2

r√
2eBh̄c

R1(r)

− l

2
R′

1(r) +

(
ml

2r
− r

2l

)
R1(r) =

E + Mc2 + a2

r√
2eBh̄c

R2(r) (B.56)

que en función de las constantes,

β1 =
E + Mc2

√
2eBh̄c

, β2 =
Mc2 − E√

2eBh̄c
, α =

a2

√
2eBh̄c

(B.57)

resulta

l

2
R′

2(r) +

(
(m + 1)l

2r
− r

2l

)
R2(r) =

(
−β2 +

α

r

)
R1(r)

− l

2
R′

1(r) +

(
ml

2r
− r

2l

)
R1(r) =

(
β1 +

α

r

)
R2(r) (B.58)

Teniendo en cuenta el comportamiento en el origen (dominado por el potencial

central) y en el infinito (dominado por el campo magnético constante), buscaremos

soluciones del tipo:

R1(r) = e−
r2

2l2 rs
∑

n=0

anr
n

R2(r) = e−
r2

2l2 rs
∑

n=0

bnr
n (B.59)
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Sustituyendo en (B.58), e igualando los coeficientes para la misma potencia en

r, llegamos a las siguientes relaciones de recurrencia para los coeficientes:

l

2
[s + n + m + 1]bn − 1

l
bn−2 + β2an−1 − αan = 0

l

2
[m− s− n]an − β1bn−1 − αbn = 0 (B.60)

Dado que a0 y b0 son no nulos, de las relaciones de recurrencia para n = 0 se

deduce:

s = −1

2
±

√(
m +

1

2

)2

− 4α2

l2

≡ −1

2
±

√(
m +

1

2

)2

− γ2 (B.61)

donde γ = a2

h̄c
. Es decir, encontramos el mismo resultado que teńıamos para el

problema del potencial inverso en ausencia de campo magnético. Como vimos

en el estudio del potencial inverso, es necesario tomar el signo positivo en s para

garantizar que las soluciones son de cuadrado integrable, y también, es necesario

que el parámetro del potencial sea tal que a2

h̄c
≤ 1

4
, para evitar la cáıda de la

part́ıcula al centro del potencial.

Por otro lado, para obtener soluciones finitas en todo el espacio suponemos que

una de las series termina en n = q: aq 6= 0 con aq+1 = 0, y entonces bq = 0 y

bq−1 6= 0. Para los coeficientes aq y bq−1 tenemos las relaciones:

l

2
(m− s− q) aq − β1bq−1 = 0

−1

l
bq−1 + β2aq = 0 (B.62)

Igualando ambas expresiones encontramos el espectro para este sistema:

Eq,m = ±
√√√√√M2c4 + eBh̄c


q −

(
m +

1

2

)
+

√(
m +

1

2

)2

− a4

h̄2c2


 (B.63)

donde q = 1, 2, 3, · · ·, y m ∈ Z.

El espectro viene caracterizado por dos números cuánticos, q y m, que pone de

manifiesto que el potencial central rompe la degeneración en m propia del problema

de Dirac-Landau. Sin embargo, no hay estados ligados como cab́ıa esperar de la

presencia del potencial atractivo que estamos estudiando, esto está relacionado
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con el tipo de soluciones que hemos buscado en las cuales el campo magnético es

muy dominante frente al potencial inverso que resulta muy débil.

En definitiva tenemos una base ortonormal de espinores que satisfacen las

condiciones impuestas:

ψq,m(r, φ) = Nq,me−
r2

2l2 rs




eimφ
q∑

n=0

anr
n

ei(m+1)φ
q−1∑

n=0

bnrn




(B.64)

Al pasar al ĺımite, a → 0, recuperamos las soluciones ya conocidas identifi-

cando: q ≡ 2nr, con nr = 0, 1, 2, · · ·, para m ≥ 0; y q ≡ 2nr + 1, para m < 0.
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Reverté. 1981.

[78] Laughlin, R. B. Phys. Rev. B23, 5632. 1981.

[79] Laughlin, R. B. Phys. Rev. Lett. 50, 1395. 1983.

[80] Laughlin, R. B. Phys. Rev. B27, 3383. 1983.
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