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RESUMEN 
 
 
 
 

En el presente trabajo se divide en cuatro capítulos. En los dos primeros se propone una 

alternativa al método disjoint principal component analysis, que consiste en un análisis de 

componentes principales con restricciones y permite determinar componentes disjuntas, 

que son combinaciones lineales de subconjuntos disjuntos de las variables consideradas en 

el problema. El nuevo método propuesto se denomina constrained binary optimization by 

particle swarm disjoint principal component analysis, debido a que está basado en la 

optimización por enjambre de partículas, notado por CBPSO DC. El nuevo método usa 

una optimización estocástica diseñada para encontrar soluciones de alta calidad, en 

situaciones de alta complejidad computacional. El algoritmo del nuevo método parte 

generando aleatoriamente una población de partículas que iterativamente evolucionan 

hasta alcanzar el óptimo global, que en este caso está dado en función de las componentes 

disjuntas. Se proporcionan resultados numéricos que confirman la calidad de las soluciones 

obtenidas por el nuevo método. 

 
En el tercer capítulo se realiza una adaptación de la optimización por enjambre de 

partículas al análisis HJ Biplot. Este nuevo método recibe el nombre de PSO DHJ Biplot. 

Además, se realiza una aplicación a datos sobre la evolución de la pandemia COVID-19. 

 
En el capítulo cuatro se presentan los contenidos teóricos necesarios para abordar la 

estadística de datos funcionales. Se realiza una exposición de los operadores lineales sobre 

espacios de Hilbert. La función de covarianzas de un conjunto de datos funcionales es un 

ejemplo de este tipo de operadores. A continuación, se enuncia el teorema de Mercer y el 

teorema de Karhunen-Loève que son los dos pilares en que se sustenta el análisis de 

componentes principales funcionales. Se definen las componentes principales funcionales 

y se detalla su forma de cálculo. Se aplica el algoritmo CBPSO DC para obtener las 

denominadas componentes principales funcionales disjuntas. 
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Este documento se organiza de la siguiente manera: 
 
 
 

INTRODUCCIÓN 
 

CAPÍTULO UNO: ANÁLISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES CLÁSICO 
 

Se presenta el desarrollo teórico del Análisis de Componentes Principales Clásico, desde 

un punto de vista algebraico estadístico en dimensión finita. Esta presentación es necesaria 

para entender cómo se va a modificar el método clásico en presencia de restricciones como 

las que se utilizan en las componentes disjuntas, y también para hacer una generalización 

a espacios funcionales que tienen dimensión infinita. 

 
 

CAPÍTULO DOS: METODOLOGÍA DEL ANÁLISIS DE COMPONENTES 

PRINCIPALES DISJUNTAS 

En este capítulo se realiza una descripción pormenorizada del método de obtención de las 

componentes principales disjuntas de la forma clásica. A la vez que se presenta un nuevo 

algoritmo de cálculo, en el que se aplica la denominada optimización por enjambre de 

partículas. A este nuevo algoritmo se lo denomina CBPSO DC. Para finalizar se realizan 

aplicaciones del nuevo algoritmo a diferentes problemas con datos reales. 

 
 

CAPÍTULO TRES: ANÁLISIS HJ BIPLOT DISJUNTO MEDIANTE 

OPTIMIZACIÓN POR ENJAMBRE DE PARTÍCULAS 

El algoritmo desarrollado en el capítulo dos, se adapta para permitir realizar el análisis HJ 

Biplot disjunto mediante la optimización por enjambre de partículas. Para lo cual se añade 

al algoritmo CBPSO DC el cálculo de la matriz de valores singulares en cada iteración del 

algoritmo CBPSO DC. Se realiza una aplicación a datos. 
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CAPÍTULO CUATRO: ANÁLISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES 

FUNCIONALES DISJUNTAS 

Se exhibe un algoritmo para simular datos que tengan una estructura cuyas componentes 

principales tengan naturaleza disjunta, para luego comprobar si el algoritmo presentado en 

el capítulo tres detecta esta estructura factorial. Luego se hacen aplicaciones a tres 

conjuntos de datos reales. Se presenta la teoría necesaria para entender el desarrollo del 

Análisis de Componentes Principales Funcionales. Para ello se realiza una revisión de los 

principales resultados teóricos tanto de las nociones de norma y distancia y de los espacios 

de Hilbert, que es el espacio vectorial donde se encuentra los objetos denominados datos 

funcionales. Se revisan los principales resultados que dan soporte a la descomposición 

espectral cuando se disponen de datos funcionales. Los funcionales lineales, que son 

funciones entre dos espacios vectoriales juegan el mismo papel que matrices de varianzas- 

covarianzas. Se presenta la generalización del método de las Componentes Principales 

Clásico al ambiente funcional. Luego se presenta la propuesta de cálculo de las 

componentes principales disjuntas mediante optimización por enjambre de partículas. Se 

presenta un ejemplo de aplicación. 
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La estadística multivariante es un área de la ciencia en rápido crecimiento y desarrollo. Sus 

distintos procedimientos permiten determinar la existencia de estructuras latentes en una 

masa de datos, estructuras que pueden ser indetectables a través de métodos univariantes 

(MacGregor et al., 2015). Posibilitan descubrir patrones, agrupaciones y tendencias, 

caracterizarlos mediante relaciones existentes entre los objetos o individuos y variables, 

viabilizando la construcción de modelos de comportamiento, de asociación, de forma, 

dentro de la estructura global permitiendo al investigador una mejor interpretación del 

evento analizado (Camacho et al., 2015). 

Uno de los métodos multivariantes clásico, para reducción de dimensión, es el denominado 

Análisis de Componentes Principales (PCA por sus siglas en inglés), desarrollado por 

Pearson (Pearson, 1901) y por Hotelling (Hotelling, 1933) de forma independiente en las 

primeras décadas del siglo pasado. Con el desarrollo de los métodos electrónicos de cálculo 

cobró gran importancia y hoy es el método multivariante no supervisado utilizado como 

primera línea en la investigación. 

Una de los desafíos que plantea PCA es la interpretación de los resultados. Esto es, el 

significado de los valores de las coordenadas de los vectores directores de los nuevos ejes 

proporcionados por el análisis de componentes principales, denominados cargas (o 

loadings). Existen diversos criterios para determinar la importancia de las variables en cada 

uno de los ejes principales, ver (I. T. Jolliffe, 1972) y (I. T. Jolliffe, 1973). Hay 

investigadores que consideran que las variables más importantes son aquellas que tienen 

mayor valor absoluto. Otros eligen un umbral, por lo general 0.5. Las variables cuyos 

valores absolutos superan el umbral fijado se consideran que son las que caracterizan el 

eje principal. El problema se vuelve complicado cuando los valores absolutos de las cargas 

tienen poca variabilidad, esto es, son bastante similares. En esta situación el PCA se puede 

convertir en un análisis irrelevante en cuanto a la interpretación de los nuevos ejes 

principales. 

Existen varias estrategias implementadas para paliar este inconveniente. Un resumen 

exhaustivo es presentado en el capítulo 2. Entre los principales métodos tenemos dos: Las 

componentes principales dispersas (Sparse PCA) y las componentes principales disjuntas 
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(Disjoint PCA). El núcleo de este capítulo es un nuevo método basado en la optimización 

por enjambre de partículas (PSO) (Kennedy & Eberhart, 1995) y (Eberhart & Yuhui, 2001) 

y en Disjoint PCA (Nieto-Librero, 2015). Este método original presenta un nuevo 

paradigma en cuanto a los métodos de optimización utilizados en el análisis multivariante, 

puesto que reemplaza al clásico algoritmo de los mínimos cuadrados alternantes (ALS) por 

un algoritmo evolutivo que impide caer en óptimos relativos encontrando el óptimo global 

con una frecuencia superior al ALS. Especialmente con matrices de datos de gran 

dimensión, tal como se muestra en los ejemplos del capítulo 2. En los ejemplos en el 

mostrados en el documento alcanza la solución óptima el 100% de las veces. Este 

algoritmo se denomina CBPSO DC. 

En el capítulo 3 se extiende el algoritmo CBPSO DC al análisis HJ Biplot (Galindo, 1986), 

obteniendo un HJ Biplot cuyas componentes tienen estructura disjunta. Este algoritmo se 

ha denominado Disjoint HJ Biplot. Se realiza una aplicación a datos sobre la evolución de 

la pandemia COVID-19 en Ecuador para demostrar su utilidad. 

En el capítulo 4 se realiza otra aplicación-extensión del algoritmo CBPSO DC al campo 

funcional. Puesto que el análisis de componentes principales funcionales trata con objetos 

que no son vectores de dimensión finita sino funciones definidas sobre espacios de 

dimensión infinita se hace necesario una introducción teórica para entender en primer lugar 

a los objetos matemáticos con los que se trata en el ámbito funcional (Hsing & Eubank, 

2013), y en segundo lugar explicar el proceso matemático para convertirlos en datos 

discretos para su tratamiento matricial (J. O. Ramsay & Silverman, 2005) y (Di Salvo et 

al., 2015). Para comprobar la efectividad del nuevo método se realiza una aplicación a 

datos de temperaturas de estaciones climatológicas de Canadá. 
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Capítulo 1 
 

ANÁLISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES 

CLÁSICO 
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En este capítulo se realiza una revisión de la teoría del Análisis de Componentes 

Principales. Para ello se recurre a la teoría algebraica de valores y vectores propios, además 

de los multiplicadores de Lagrange. Puesto que en este documento se van a presentar varios 

métodos para el cálculo de las denominadas componentes principales disjuntas, para 

diferenciar lo vamos a denominar Análisis de Componentes Principales Clásico (PCA 

clásico). 

El capítulo está distribuido de la siguiente manera: 
 

1.1 Introducción. 
 

1.2 Análisis de Componentes Principales Matricial. 
 

1.3 Descomposición en Valores Singulares. 
 
 
 

1.1 Introducción 
 

El PCA clásico se utiliza ampliamente en los estudios multivariantes como un método de 

reducción de la dimensionalidad de un conjunto de datos. Para ello se recurre a la 

representación espectral de la matriz de varianzas-covarianzas del conjunto de datos 

analizado. Las nuevas variables, que son combinación lineal de las variables originales, se 

denominan componentes principales, y corresponden a los vectores propios normalizados 

de la matriz de varianzas-covarianzas. El objetivo de este capítulo es el de proporcionar 

una síntesis del Análisis de Componentes Principales de una matriz de datos, notada por 

X , y de la descomposición en valores singulares (SVD) 

 
 

1.2 Análisis de componentes Principales Matricial. 
 

Los valores y vectores propios están en el núcleo de la estadística multivariante, de la 

ciencia de datos, aprendizaje automático y física, por citar algunas ramas del conocimiento. 
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n 

A = ∑λ v v  

 
 

Muchos problemas conducen a la expresión Av = λv , es decir, a encontrar un vector que 

al ser multiplicado por una matriz cuadrada A no altere su dirección, máxime su sentido. 
 

Definición 1.1.- Sea una matriz cuadrada A ∈ n×n . El número real o complejo λ se 

denomina valor propio de A si existe un vector diferente de cero v ∈ tal que: 
 

Av = λv 

El vector v se denomina vector propio de A correspondiente al valor propio λ . 

 
 

(1.2.1) 

 

Los resultados fundamentales sobre valores y vectores y propios que nos interesan en este 

trabajo son los siguientes: 
 

Teorema 1.1.- Toda matriz A simétrica real de tamaño  n × n 

ortogonalmente. 

es diagonalizable 

 

Teorema 1.2.- Si A es una matriz simétrica real de tamaño n × n , entonces 
 

a. Sus valores propios son positivos. 

b. Los vectores propios correspondientes a valores propios diferentes son ortogonales. 
 

Teorema 1.3.- (Teorema de descomposición espectral). Sea una matriz cuadrada simétrica 

real A de tamaño n × n . Si λ1 , son los valores propios de A con correspondientes 
 

vectores propios v1 , , vn , entonces: 
 

n 
t 

i  i  i 

 
(1.2.2) 

i=1 

, λn 
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n
 
 

[
 
 

 
 

1.2.1 La metodología PCA 
 

Se dispone de una muestra de n objetos o individuos y de p variables aleatorias centradas 

X1 , X 2 , , X p . Se desea obtener k ≤ p variables no correlacionadas Z1, Z2 , que 
 

sean combinación lineal de las variables originales 

parte de la variabilidad de las variables originales. 

X j de tal forma que expliquen la mayor 

La primera componente principal, al igual que las restantes, se expresa como combinación 

lineal de las variables X j de la forma: 
 

Z1i = u11 X1i + u12 X2i + (1.2.3) 
 

Matricialmente: 
 

 Z11   X11 X 21 X p1  u11   Z    X X X  u   
 12  =  12 22 p1  12  (1.2.4) 

      Z    X X X  u   
 1n   1n 

Z1 

2n pp  
X 

1 p  
u1 

 

Es decir, Z1 = Xu1 , calculando su valor esperado: 
 

E[Z1] = E[Xu1] = E[X]u1 = 0 
0 

 
La varianza Z1 está dada por: 

 
1 n 

2 1 † 

Var [Z1 ] = ∑ Z1i = Z1 Z1 
i=1 

= † X† X  
u1 n 

u1 

 
 

Puesto que 
X†X  

Var X = = V , se tiene: 
n 

, Zk 

+ u1p Xpi con i =1, 2, , n 
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1 1
  

X
 

X 

1  
 

1 

  
 

1 1 1  
 

1 

 
 

Var[Z ] = u†Vu (1.2.5) 
 

Además,  
tr [V] = σ 
2
 

 
 
+ σ 2  + 

2 

 
 

(1.2.6) 

 
La primera componente principal es la combinación lineal (1.2.3) que tiene la máxima 

varianza y tal que u1 = 1. 
 

El problema de optimización consiste en determinar la combinación lineal Z1 que tenga la 
 

máxima varianza, sujeto a la restricción u  = u†u = 1. 
 

Para resolver este problema tomamos el lagrangiano: 
 

L = u†Vu − λ (u†u −1) (1.2.7) 
 

Derivando (1.2.7) e igualando a cero: 
 

∂L 

 
 
= 2Vu − 2λu = 0 

 

∂u1 
1 1 

 
 
 

Vu1 = λu1 

 
 

(1.2.8) 
 

Lo que significa que u1 es el vector propio asociado al valor propio λ de la matriz V . 
 

V es una matriz simétrica semi-definida positiva por lo que tiene p valores propios λ j 

ordenados en forma decreciente λ1 ≥ λ2 ≥ ≥ λp ≥ 0 . 

Si a la ecuación (1.2.8) la multiplicamos por u† : 

u†Vu = λu†u 
1 1 1  1 

VarZ1 

+ σ 2 X p 
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1
 
 

1
 
 

1
 
 

 
 

Como u1 es unitario tenemos Var[Z1 ] = λ , como deseamos que la varianza de Z1 sea 

máxima tomamos λ = λ1 el mayor valor propio de V . 
 

Por tanto, los coeficientes de la combinación lineal 

del vector propio u1 asociado a λ1 : 

Z1 están dados por los componentes 

Z1 = Xu1 (1.2.9) 
 

Para determinar la segunda componente principal realizamos un procedimiento análogo al 

seguido para calcular la primera componente principal: 
 

Z2i = u21 X1i + u22 X2i + 
 

En formato matricial:  Z   = Xu  , donde  u   = (u   , u   , , u

 )† 
. 

(1.2.10) 

 
Además:  

E[Z2 

 
] = 0 y Var[Z 

 
] = u†Vu . 

 
El problema de optimización consiste en determinar la variable aleatoria Z2 tal que su 

 

varianza sea máxima, no esté correlacionada con Z1 y tal que el vector u2 sea unitario. 
 

Esto implica que:  
Cov(Z1, Z2 ) = Cov(Xu1, Xu2 ) = 0 

 
De donde:  

u† Cov(X, X)u = 0 

u† Var[X]u = 
0 

 
Por tanto: 

 

u†Vu = 0 (1.2.11) 

+ u2 p Xpi con i =1, 2, , n 
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1
 
 

2 2 1 2 2  
 

 
 

Si a Vu = λ u multiplicamos por u† : 
1 1 1 2 

 
u†Vu = λ u†u 

2 1 1  2 1 

 
Por (1.2.11) se tiene que λ u†u = 0 , es decir, u†u = 0 . En otras palabras, el hecho de 

1  2 1 2  1 
 

que Z1 y Z2 no estén correlacionadas implica que los vectores u1 y u2 son ortogonales. 
 

Así, el problema de optimización se puede expresar de la siguiente forma: 
 

Maximixar Var[Z ] = u†Vu , sujeta a las restricciones u†u = 1 y u†Vu = 0 . 
2 2 2 2  2 1 2 

 
El lagrangiano correspondiente es: 

 
L = u†Vu 

 
− µ (u†Vu 

 
) − λ (u†u 

 
−1) 

 

Derivando respecto a u : ∂L 
= 2Vu − µVu − 2λu = 0 

2 ∂u 2 1 2 

 
Vu − 

1 µ Vu − λu = 0 (1.2.12) 
 

2 2 1 2 

 
Multiplicando (1.2.12) por u† : u†Vu − 1 µ u†Vu − λ u†u = 0 

1 1 2 2 
0 

1 1 1  2 

0 
 

De donde: µ u†Vu = 0 , por (1.2.5) u†Vu ≠ 0 , entonces se concluye que µ = 0 . Así, 

(1.2.12) se reduce a: Vu2 − λu2 = 0 , lo que implica: 
 

Vu2 = λu2 

 

Es decir, u2 es el vector propio asociado al valor propio λ . 
 

Como se requiere que Var[Z2 ] sea máxima, basta tomar el mayor valor propio de V , 

puesto que λ 1 ya se tomó para la primera componente principal, se tiene que λ = λ 2 : 

2 
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k 

 
 

Vu2 = λ2u2 (1.2.13) 
 

Y por tanto:  
 

Z2 = Xu2 

 
 

(1.2.14) 
 

Se procede de la misma forma para las siguientes componentes principales: 
 

Vuk = λk uk con k = 1, 
2, 

(1.2.15) 

 

Zk = Xuk con k = 1, 2,, (1.2.16) 
 

Multiplicando (1.2.15) por u† obtenemos la varianza de las componentes principales: 
 

u†Vu = λ u†u 
k k k  k  k 

Var(Zk ) 
 

Lo que implica que:  
Var[Zk ] = λk 

 
Además: 

 
 

 

∑Var[Zk ] = ∑ λk = tr (V 
) 

(1.2.17) 

k =1 k =1 

 
Por otra parte, ya que V es simétrica existe una matriz ortogonal P tal que P†VP = D con 

D = diag(λ1, λ2, , λ p ) . Si tomamos la traza se tiene: 

tr (D) = tr (P†VP) 
= tr (VPP† 

) 
= tr (V ) 

(1.2.18) 

 
Reemplazando (1.2.17) en (1.2.18): 

p
 
 

, p 

, p 
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p p 

∑ λ = ∑σ 2 (1.2.19) 
k k 

k =1 k =1 

 
 
 

1.3 Descomposición en Valores Singulares 

Toda matriz cuadrada simétrica es diagonalizable ortogonalmente. ¿Qué sucede si la 

matriz no es cuadrada? En este caso se dispone de la denominada descomposición en 

valores singulares (SVD por sus siglas en inglés), teoría desarrollada por Beltrami, 

Jordan y Sylvester de forma independiente en la segunda mitad del siglo XIX. 
 

Teorema 1.4.- Sea una matriz A ∈ m×n , entonces existen dos matrices ortogonales 

U ∈ m×m , V ∈ y una matriz diagonal no negativa Λ ∈ tales que: 
 

A = UΛVT 

La expresión (1.3.1) es la denominada SVD. 
 

La demostración del teorema se puede consultar en (Yanai et al., 2011). 

Los elementos de la diagonal de Λ se denominan valores singulares de A . 

Las columnas de U son los vectores singulares izquierdos de A . 

Las columnas de V son los vectores singulares derechos de A . 
 

Por otro lado: 

(1.3.1) 

 

AAT = UΛVT (UΛVT ) = UΛVT VΛT UT 
= U(ΛΛT )UT 

 

AT A = (UΛVT )T UΛVT = VΛT UT UΛVT 
= V(ΛT Λ)VT 

n×n  m×n 
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Lo que indica que las columnas de U son los vectores propios de AAT , y las columnas de 

V son los vectores propios de AT A . Además, los valores propios de AAT y AT A (que son 

los mismos) son iguales a los valores singulares al cuadrado de A. 
 

En el caso de que A sea una matriz con componentes reales, las matrices AAT y AT A son 

simétricas y por ende sus valores propios van a ser reales, al igual que sus vectores propios 

van a tener componentes reales. 
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Capítulo 2 
 

METODOLOGÍA DEL ANÁLISIS DE 

COMPONENTES PRINCIPALES DISJUNTAS 
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En este capítulo se realiza una explicación del funcionamiento del método de optimización 

utilizado para obtener las denominadas componentes principales disjuntas mediante ALS. 

Este método se denominará DPCA (Disjoint Principal Component Analysis). Además, se 

expone la teoría de la Optimización por Enjambre de Partículas de manera general. Luego 

se muestra el algoritmo genérico correspondiente. A continuación, se presenta la 

implementación del PSO genérico a la optimización para el cálculo de las componentes 

principales disjuntas. Este algoritmo se denomina CBPSO DC (Constrained Binary 

Particle Swarm Optimization Disjoint Components). El método descrito calcula de manera 

directa la matriz A y a partir de ésta la matriz B sin recurrir a la matriz que contiene los 

valores propios. Estos valores propios se utilizan para determinar la varianza explicada por 

cada eje principal. En este caso, al no disponer de los valores singulares y por ende de los 

valores propios se propone un método para estimar estos porcentajes. 

Para mostrar las bondades del algoritmo CBPSO DC y la calidad de las soluciones que se 

pueden encontrar se utilizan dos clases de ejemplos. La primera clase considera dos 

ejemplos simulados, para ello se diseñó un simulador a partir de variables aleatorias que 

están uniformemente distribuidas. Se utiliza el método CBPSO DC para detectar la 

presencia de factores latentes, y luego se realiza una aplicación en la validación de 

cuestionarios. 

El capítulo está distribuido de la siguiente manera: 
 

2.1 Introducción 
 

2.2 La metodología del Análisis de Componentes Principales Disjuntas 
 

2.3 Metodología de la Optimización por Enjambre de Partículas. 
 

2.4 Ejemplos Numéricos 
 

2.5 Aplicación a validación de Cuestionarios 
 

2.6 Aplicación a datos de medio ambiente 
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2.1 Introducción 
 

La mayoría de procedimientos multivariantes se fundamenta en la descomposición en 

valores singulares (SVD) de la matriz de datos a analizar (I. Jolliffe, 2002). Esta 

descomposición permite encontrar un sistema referencial ortogonal, cuyos ejes se 

denominan ejes principales o factoriales y corresponden a las direcciones de máxima 

varianza (Beaton et al., 2014). Estos nuevos ejes (sus vectores directores) son 

combinaciones lineales de las variables originales y como tal son variables latentes, no 

observables directamente. 

A cada eje principal le corresponde un vector director y los valores de sus coordenadas o 

cargas permiten interpretar y nombrar a los ejes según el contexto de la investigación 

llevada a cabo (Hastie T et al., 2017). Tarea que puede convertirse en un problema si una 

gran cantidad de coordenadas tienen valores absolutos aproximadamente iguales, sin que 

existan cargas con valores absolutos claramente mayores a las demás que permitan 

caracterizar al eje correspondiente a la variable latente en cuestión. (Eriksson et al., 2006). 

Si cada uno de los ejes principales fuese combinación lineal de unas pocas variables 

originales se facilitaría la interpretación de éstos dentro del contexto de la investigación. 

Se han elaborado varios métodos multivariantes para conseguir este objetivo. Así, 

podemos citar el método propuesto en (Vines, 2000) que consiste en obtener direcciones 

que se puedan representar por vectores de números enteros con varias de sus coordenadas 

iguales a cero. Las componentes principales dispersas o Sparse PCA (Zou et al., 2004) que 

buscan ejes factoriales con pocas cargas diferentes de cero o la descomposición CUR 

(Mahoney & Drineas, 2009) que consiste en representar a la matriz de datos como un 

producto de matrices de bajo rango, que permite expresarla en función de un reducido 

número de columnas (variables) y/o filas (individuos u objetos). Otra propuesta es la de 

las componentes disjuntas (Disjoint Components), que a más de representar a una 

componente como combinación lineal de unas pocas variables originales, éstas no 

aparecen en las otras componentes, de allí el nombre de disjuntas. 
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El inicio de la evolución de la metodología de las componentes disjuntas se puede rastrear 

en Vigneau & Qannari, 2003, donde se propone un método que consiste en realizar un 

análisis de conglomerados jerárquico para luego asociar una variable latente a cada 

conglomerado previamente obtenido. Estas variables latentes resultan más fáciles de 

interpretar que las componentes principales clásicas. El procedimiento apunta a encontrar 

grupos de variables en torno a variables sintéticas o latentes mediante la maximización de 

las covarianzas entre las variables originales y las latentes. 

Vichi y Saporta, 2009 proporcionan un nuevo enfoque al trabajo de Vigneau y Qannari al 

determinar las variables latentes por medio del Análisis de Componentes Principales 

(Principal Component Analysis) (PCA). Así, se propone un método que consiste en aplicar 

de manera secuencial el Análisis de Conglomerados (Cluster Analysis) (CA) y el PCA. Se 

utiliza el CA para reducir el número de objetos, considerando los centroides, y PCA para 

reducir el número de variables al considerar las primeras componentes principales, 

buscando maximizar la desviación entre los conglomerados de las componentes en el 

espacio reducido a través de un algoritmo de mínimos cuadrados alternantes. La nueva 

metodología se llama Clustering and Disjoint Principal Component Analysis (CDPCA), 

porque se requiere encontrar componentes asociadas a clases de variables disjuntas. En 

(Macedo & Freitas, 2015) se propone un algoritmo de cálculo para la metodología CDPCA 

de Vichi y Saporta. También se tiene el Clustering and Disjoint HJ Biplot propuesto en (A. 

Nieto-Librero et al., 2017), donde se aplica el algoritmo propuesto en (Vichi & Saporta, 

2009) al HJ Biplot en lugar de PCA. 

Si se requieren componentes que faciliten la interpretación de los resultados, sin recurrir a 

la existencia de conglomerados para caracterizarlas, tenemos las denominadas 

componentes disjuntas (Disjoint Components). En (Ana Nieto-Librero, 2015) se presenta 

una técnica para realizar un biplot disjunto denominada Disjoint HJ Biplot y su algoritmo 

de cálculo está fundamentado en el método expuesto en (Vichi & Saporta, 2009) y en 

(Macedo & Freitas, 2015). Consiste basicamente de dos partes que se relacionan 

alternadamente: la primera es de construcción, se trata de obtener una matriz de particiones 

del conjunto de variables originales, y con estas particiones construir una matriz de cargas 



37 
 

 
 

y otra de scores, y a partir de éstas últimas se calcula una función de ajuste que busca 

minimizar el error de aproximación. La segunda parte consiste en un problema de 

optimización combinatoria que busca determinar la matriz de particiones que produzca el 

mejor ajuste posible. En (Ferrara et al., 2016) se presentan tres metodologías para obtener 

componentes disjuntas: Stepwise PCA, Restricted PCA y Disjoint PCA. La primera 

metodología consiste en realizar varios PCA iterados sobre Q componentes relevantes 

(valores propios mayores a uno) y eliminar en cada iteración a la variable que tenga la 

mayor carga en la última componente relevante. Este procedimiento se repite hasta obtener 

una sola componente, que va a definir un subconjunto de variables. Luego se repite el 

proceso sobre la matriz que contenga a las variables excluidas previamente, hasta que cada 

variable sea asociada a una sola componente. Restricted PCA consiste en detectar Q 

componentes relevantes para luego asignar una variable a la componente en la que tenga 

mayor peso. Los demás pesos para esta variable son igualados a cero. La tercera estrategia 

es Disjoint PCA y es una modificación del método propuesto en (Vichi & Saporta, 2009) 

y será utilizada para comparar con los resultados del algoritmo presentado en este trabajo. 

En adelante a este método lo vamos a denominar Disjoint PCA Clásico (Classic Disjoint 

PCA). En (Ferrara et al., 2018) se presenta una versión inferencial del Disjoint PCA basada 

en criterios de máxima verosimilitud. 

El presente trabajo está inspirado en el método Disjoint PCA arriba mencionado, 

mostrando un enfoque diferente a la forma en que se realiza el proceso de optimización. 

Para ello se exhibe un nuevo paradigma en la optimización de problemas estadísticos 

apuntando a resolver el problema de hallar el mínimo de la función objetivo mediante un 

algoritmo de la clase de enjambre o cúmulo de partículas, de tipo binario con restricciones. 

También se presenta una propuesta alternativa para obtener la matriz de valores propios a 

partir de las inercias de cada uno de los nuevos ejes encontrados, y con ello la construcción 

de indicadores de los porcentajes de explicación de cada eje disjunto obtenido. 

Para comprender la naturaleza de los cambios planteados a la forma de abordar y resolver 

el problema de optimización en el método propuesto hay que explicar con detalle como 

opera la técnica Classic Disjoint PCA. 
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En otro orden de ideas tenemos la Optimización por Enjambre de Partículas (PSO) una 

técnica emergente de la computación evolutiva desarrollada por James Kennedy y 

Russell Eberhart en 1995 (Kennedy & Eberhart, 1995), es un método de optimización 

estocástica inspirado en el comportamiento social de enjambres de insectos o bancos de 

peces. Para operar el algoritmo PSO es necesario definir una función objetivo a optimizar 

(maximizar o minimizar). Este algoritmo se inicia creando de forma aleatoria una 

población de partículas, que son las potenciales soluciones, y luego actúa de forma iterativa 

buscando el óptimo requerido en base a la actualización de la posición y velocidad de las 

partículas. PSO ha sido aplicado en muchas áreas del conocimiento tales como redes 

neuronales, sistemas de control, computación gráfica, robótica, minería de datos, 

optimización de funciones en espacios de alta dimensionalidad, etc. (Eberhart & Yuhui, 

2001), (Alatas & Akin, 2008), (Vasile & Buiu, 2011). 

En lo concerniente a las aplicaciones de PSO en el contexto del análisis multivariante 

podemos indicar: En (Voss, 2005) se expone una metodología para usar PCA con PSO en 

el que el sistema referencial se traslada junto al enjambre. Para determinar las direcciones 

de los ejes del sistema referencial en cada iteración se utiliza PCA. Los problemas de 

optimización con restricciones tienen espacios de búsqueda acotados contenidos dentro de 

un espacio vectorial en el que están definidas las variables utilizadas en el problema, puede 

ocurrir que el enjambre quede atrapado en la zona de soluciones no factibles del espacio 

vectorial. Para solventar este problema en (Chu et al., 2011) se presenta un método que 

utiliza PCA para el manejo de las cotas de la región factible del espacio. Bibo Ma & Haiyan 

Ji, 2012, utilizan PCA para reducir dimensiones y seleccionar las componentes principales 

más importantes para luego aplicar PSO. En forma parecida a la anterior Zhao, Lin, & 

Zhang, 2014 muestran un procedimiento que utiliza PCA para determinar direcciones 

eficientes para utilizar en PSO. Una aplicación a la regresión multivariante se tiene en 

(Peng et al., 2012), en este trabajo PSO se utiliza para seleccionar los componentes de 

frecuencia a través de transformaciones wavelets. Song et al., 2017 utilizan PSO para 

optimización global en presencia de discontinuidad. 

http://www.particleswarm.net/JK/
http://www.particleswarm.net/JK/
http://www.engr.iupui.edu/%7Eeberhart
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Otro rubro de aplicación de PSO en el contexto multivariante es en análisis de 

conglomerados. Uno de trabajos pioneros se describe en (Van Der Merwe & Engelbrecht, 

2003) en el cual se utiliza PSO para encontrar los centroides de un número específico de 

conglomerados. (Gajawada & Toshniwal, 2012) presentan el algoritmo PCPSO (Projected 

Clustering Particle Swarm Optimization) que consiste en hallar subespacios de los 

conglomerados presentes en el conjunto de datos. En (Esmin & Matwin, 2012) se da cuenta 

del algoritmo HPSOM (Hybrid Particle Swarm Optimization with Mutation) que utiliza 

PSO conjuntamente con la mutación de los algoritmos genéticos para determinar los 

centroides de un número de conglomerados especificado por el usuario . (Wang et al., 

2018) nos muestran el algoritmo denominado CSPSO (Chaotic Starling Particle Swarm 

Optimization) que utiliza las respuestas colectivas de una bandada de estorninos para 

mejorar la búsqueda global del óptimo e implementa una aplicación logística caótica para 

evitar que el proceso de búsqueda termine prematuramente. 

En los artículos citados anteriormente, a excepción de los trabajos sobre análisis de 

conglomerados, los métodos multivariantes se utilizan dentro de PSO para mejorar su 

funcionamiento o se los utiliza en etapas previas o posteriores a la aplicación de PSO. En 

el presente trabajo se hace una propuesta diferente: la utilización de PSO dentro de los 

métodos multivariantes, específicamente en la solución del problema de optimización 

inherente al cálculo de las componentes principales disjuntas. 

 
 

2.2 La metodología del Análisis de Componentes Principales Disjuntas 
 

DPCA se fundamenta en expresar a la matriz X de tamaño I × 𝐽𝐽 como el producto: 
 

X = ABT (2.1.1) 
 

Donde: 
 

A = ai j 
 

 

 
matriz de tamaño I × 𝑄𝑄 de las coordenadas de los individuos en el espacio 

reducido Q dimensional de las componentes disjuntas. 
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2 
X − ABT

 

∑b 

J 

∑
 

j
 

j
 

 
 

B = bi j 
 

matriz de tamaño 𝐽𝐽 × 𝑄𝑄 de las coordenadas de las J variables en el espacio 

reducido Q dimensional de las componentes disjuntas, y está sujeta a las siguientes 

restricciones: 
 

J 
2 = 1, q = 1, , Q 

j =1 
 

2. ∑(bjqbjr ) 
j =1 

 

= 
0, 

 

q = 1, , Q −1; 

 

r = q +1, , Q 

 
Q 

2 > 0, 
 

j = 1, , J 
q=1 

 
La primera restricción nos indica que cada columna es de norma unitaria y por ende no 

puede estar llena de ceros. La segunda restricción nos dice que dos columnas diferentes 

son ortogonales. Y la tercera, establece que ninguna fila está llena de ceros. 
 

Como se trata de una aproximación a bajo rango, tenemos: X = ABT + E , (2.1.2) 
 

donde E es el error de aproximación. De (2.1.2), tenemos: 
 

E = X − ABT (2.1.3) 
 

Minimizar la norma de Frobenius al cuadrado del error E es equivalente a minimizar la 
 

función objetivo F (A, B) = X − ABT que corresponde a la suma de cuadrados 
 

residuales. Se tiene el siguiente problema de minimización: 
 

   min F (A, B) = 
 

X − ABT  
(2.1.4) 

 s.t A, B como se describe arriba 
 

La matriz de datos X es una matriz conocida, por tanto, a lo largo del análisis X es 
 

constante, minimizar 2 es equivalente a minimizar 
X 

X − ABT 
2 

. Razón por la 

1
 

2 

3
 

2 

2 
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2 
X − ABT 


0 de otra forma 

 
 
 
 

cual vamos a utilizar 
 
F (A, B) = 2 , el error relativo, como función objetivo. F 

X 
 

mide el grado de ajuste (fitness) de la aproximación a bajo rango. 
 

A continuación, se presenta un algoritmo para minimizar F cuyo propósito es el de 

determinar Q componentes principales que generen un subespacio Q-dimensional, en el 

cual proyectar los datos originales, con la particularidad de que cada variable original 

contribuya a una sola componente y nada más que a una. Cabe recordar que estas 

componentes al ser disjuntas son ortogonales. 

Para alcanzar el mínimo global de la función objetivo se implementa el algoritmo descrito 

a continuación. 

2.2.1 Algoritmo DPCA 
 

Este algoritmo es una adaptación del método Disjoint HJ Biplot al cálculo de componentes 

principales disjuntas, es un algoritmo iterativo, para el que se necesita una inicialización o 

paso cero: 

Paso cero 
 

Se dispone de una matriz de datos X de tamaño I × J . Se elige Q el número de 

componentes disjuntas a considerar. 

Se genera la matriz binaria estocástica por filas 𝐕𝐕0 , de tamaño 𝐽𝐽 × 𝑄𝑄, en forma aleatoria, 

tal que: 
 

 
v jq = 

1 si la variable j contribuye a la componente q 

 

 
(2.1.5) 

 
que satisfaga las restricciones: 

 
 

 

∑vjq = 
1, 
q=1 

j = 1,..., 
J 

(2.1.6) 
Q 
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∑vjq > 0, 
j =1 

q =1, (2.1.7) 

 
(2.1.6) asegura que exista un “uno” y nada más que uno en cada fila. 

(2.1.7) verifica que no existan columnas llenas de “ceros” 

De (2.1.6) y (2.1.7) se tiene: 
 
 

 

∑vjqvjr = 
0, 
j =1 

q ≠ r (2.1.8) 

 
Lo que significa que las columnas son ortogonales. 

Así, por ejemplo, si J=5 y Q=3, 𝐕𝐕0 podría ser: 

 1 0 0  
 1 0 0  

V0 =  0 0 1  
 0 1 0  
 0 0 1  

 
𝐕𝐕0 es una matriz de particiones, puesto que indica de qué forma van a estar repartidas las 

variables originales en las componentes disjuntas seleccionadas. 

Se debe asegurar que ninguna componente tenga todas las cargas nulas. Si así sucede, la 

componente que tenga mayor número de variables asignadas se divide aleatoriamente en 

dos. Una de las mitades se pasa a la componente que tiene la columna de “ceros”. 

 
 

2.2.2 Construcción de la matriz de cargas B: 
 

Con X y 𝐕𝐕0 se calcula la matriz de cargas B0 , como se explica a continuación: 
 

Para cada componente q=1,...,Q, se genera una submatriz W0q de la matriz de datos X: 

J 

J 

, Q 
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W0q tiene I filas, al igual que X y tiene por columnas las correspondientes a las variables 

indicadas por los “unos” en la columna q de 𝐕𝐕0. 

En el ejemplo mencionado: 

X1 X 2 X 4 X3 X5 

 x11 x12   x14   x13 x15  
 x x   x   x x  
 21 22   24   23 25  W01 =  x31 x32 , W02 =  x34 , W03 =  x33 x35  
      
       x x   x   x x  
 I1 I 2   I 4   I 3 I 5  

 
 
 

Cada W0q se expresa mediante su SVD de la forma: 
 

W0q = RΛTT (2.1.9) 
 

En total se tienen Q SVD’s de la forma (2.1.9). Se construye la matriz B0 de la siguiente 
 

forma: La columna q de B0 es el vector singular derecho correspondiente al mayor valor 

singular de la q-ésima SVD. Esta columna contendrá las cargas correspondientes a las 

variables consideradas en la q-ésima columna de 𝐕𝐕0, con ceros en las posiciones que no 

están consideradas en dicha columna q. Puesto que se tienen Q SVD’s el número de 

columnas de B0 es Q. 
 

Con la matriz B0 , se obtienen las coordenadas para los objetos: 
 

A0 = XB0 (2.1.10) 
 

Por último, se calcula la función objetivo F0(A0, B0) 
 

Terminado el paso inicial, se inicia el proceso iterativo. 
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Paso k: 
 

Se supone que ya se han ejecutado k-1 pasos del algoritmo. Se dispone de las matrices 

Vk −1, Ak −1, Bk −1 y de Fk −1 . 
 

Comenzamos actualizando la matriz Vk : 
 

Sea la j-ésima fila, con j=1,...,J. En la q-ésima posición de esta fila (q=1,..., Q) se coloca 

un “uno” y “ceros” en el resto de la fila. Manteniendo sin cambio el resto de filas de la 

matriz Vk−1 , a esta matriz se la nota por V kq , con esta nueva matriz de particiones 
 

obtenemos las matrices W kq y las respectivas matrices Akq y B kq y se evalúa la función 
 

objetivo F kq (Akq , Bkq ) . A la posición en la que F kq (Akq , Bkq ) sea máxima se le asigna el 

“uno” de dicha fila. Se continua con este proceso de reubicación de los “unos” en todas las 

filas de Vk−1 . A la matriz resultante se la denomina Vk . Puesto que en cada fila la posición 

que contiene al “uno” recorre todas las Q entradas de la fila j, y que hay en total J filas, el 

número de descomposiciones en valores singulares para determinar Vk es JxQ. 
 

Si en el proceso se genera alguna columna de Vk con todos los elementos iguales a cero, 
 

se actúa de igual manera a la que se explicó en la construcción de V0 . 
 

Con la matriz de particiones Vk se obtienen las correspondientes matrices Wkq y a partir 
 

de éstas la matriz de cargas Bk , de la manera ya indicada, luego se evalúa la matriz de 
 

scores Ak : 
 

Ak = XBk (2.1.11) 
 

Por último, se calcula Fk (Ak , Bk ) 
 

Se verifica si se satisface el criterio de parada. 
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Condición de parada: 
 

Se fija un valor de tolerancia ε > 0 . Si 

 
 
Fk − Fk −1 

 
 
< ε se detiene el procedimiento. 

 
Si es así, se termina el proceso iterativo y se considera como solución la obtenida en este 

paso. Si no se satisfacen las condiciones de parada, se vuelve a iterar hasta que se cumplan 

las condiciones de parada. 

El siguiente algoritmo sintetiza los pasos necesarios para llevar a cabo el procedimiento de 

cálculo para realizar el DPCA, que lo llamamos clásico para diferenciarlo del algoritmo 

que utiliza PSO descrito más adelante: 

Algoritmo DPCA clásico 
 

1: Leer X, Q, nIter (número de iteraciones) 

2: Inicializar V0 , k = 0 

3: Inicio de iteraciones 

3.1 : Sea k = k +1 

3.2 : Actualizar Vk 
 

3.3 : Calcular la matriz de particiones 

 
 
 
 
 
Wkq 

 
 
 
 
 
para q = 1, 

 

3.4 : Calcular la SVD de Wkq para q = 1, 
 

3.5 : Obtener Bk , Ak 
 

3.6 : Actualizar Fk = F (Ak , Bk ) 
 

4: Repita las iteraciones hasta que k =nIter 
 

5: Mostrar los resultados Ak y Bk 

, Q 

, Q 
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La manera en que se construyen las matrices Vk no es flexible, puesto que a medida que 

se desciende por filas en la construcción de esta matriz las posiciones que contienen al 

“uno” de cada fila van quedando fijas y no se alteran. Para evidenciar esta situación 

recurrimos al siguiente ejemplo: 

Se han determinado los “unos” de las tres primeras filas, estas posiciones son inamovibles 

y se está determinando la posición del “uno” de la penúltima fila: 
 

 0 1 0  
 1 0 0  
 0 1 0  
  
  
 0 0 1  

 
si resulta que 

 
 0 1 0  
 1 0 0  
 
 0 1 0  

 
 0 0 1  
 0 0 1  

 
se pasa a determinar el “uno” de la última fila. 

 
Resultando la matriz Vk igual a 

 
 0 1 0  
 1 0 0  
 0 1 0  .  0 0 1  
 0 0  

 
Este procedimiento impide probar con matrices de la forma 
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1 

1 

1 

1  

 

 

0 

0 

 


 
 

 

 

 
 

 0 0  
  
 1 0 0  
 0 1 0  o 
 0 0 1  
 0 0  

 

 0 0  
  
 0 0  
 0 1  

 0 0 1  
 1 0  

 
pues los “unos” de las primeras filas están fijos, perdiéndose posibles particiones que 

mejoren la función objetivo. 

Otra opción sería tomar en cuenta a todas las posibles matrices binarias Vk , pero el número 

de posibles particiones es extraordinariamente alto, aun para valores pequeños de J y Q tal 

como se muestra en la siguiente sección, tabla 2.1. 

 
 

2.3 Metodología de la Optimización por Enjambre de Partículas. 
 

El método de optimización denominado “por enjambre de partículas” (Particle Swarm 

Optimization) (Kennedy & Eberhart, 1995), (Poli et al., 2007) se inspira en la conducta de 

sociedades biológicas (abejas, peces, aves) que comparten comportamientos individuales 

y sociales: 

• Las partículas o individuos son atraídos hacia la comida 

• En cualquier instante los individuos conocen su cercanía a la comida. La cercanía 

es estimada a través del denominado fitness y es el valor que asigna la función 

objetivo a la posición donde se encuentra la partícula. 
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• Cada partícula o individuo recuerda su posición más cercana a la comida. Es el 

conocimiento histórico individual. 

• Las partículas comparten información sobre cuál ha sido su posición más cercana 

a la comida con las partículas más próximas a ella. Es el conocimiento histórico de 

su vecindario. 

Mediante dos reglas de interacción los individuos adaptan su comportamiento al de los 

individuos con más éxito de su entorno (Imran et al., 2013). 

El objetivo del método PSO es que las partículas exploren el conjunto de soluciones 

factibles en busca del óptimo. La población inicial de partículas se mantiene constante a 

través del proceso de búsqueda (Eberhart & Yuhui, 2001). 
 

En cada momento t a cada partícula i le corresponde una posición xt , una velocidad t 
 

un valor de fitness F (xt ) con xt , vt ∈ n . 
 

El algoritmo PSO es iterativo y en cada instante del tiempo cada partícula “sabe”: 
 

• Cuál ha sido su mejor posición respecto al óptimo (personal best, p-best pi ). Es la 

posición donde alcanzó su mejor fitness. 

• Cuál ha sido la mejor posición de sus vecinos (global best, g-best 

posición donde su vecindario alcanzó el mejor fitness. 

Las partículas actualizan su posición de acuerdo a las ecuaciones: 

pg ). Es la 

 

xt+1 = xt + vt+1, donde (2.2.1) 
 

vt +1 = φ vt + φ r (p − xt ) + φ r (p − xt ) (2.2.2) 
i 0  i 1 1,t i i 2 2,t g i 

INERCIA INFORMACION LOCAL INFORMACION GLOBAL 

 
En estas ecuaciones se considera la siguiente información: 

 

xt : Posición de la partícula i al tiempo t 

y 
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vt : Velocidad de la partícula i al tiempo t, es el gradiente, o dirección en la cual se moverá 

la partícula: 

vt = xt − xt −1 (2.2.3) 
 

La inercia acelera o ralentiza a la partícula. Si la partícula se mueve muy rápido recorrerá 

en pocos pasos el conjunto de búsqueda S y eventualmente puede omitir regiones donde 

se encuentre el óptimo buscado (Poli et al., 2007). Si la partícula se mueve lentamente, la 

búsqueda será más minuciosa, pero a cambio el tiempo de cálculo puede incrementarse de 

forma notable. φ0 es el coeficiente de inercia y determina si el movimiento es lento o 
 

rápido. Para que no se den los extremos de movimientos muy rápidos o muy lentos es 

necesario fijar un mínimo y un máximo para este parámetro (Eberhart & Yuhui, 2001). 

Información Local o Componente Cognoscitivo: es la atracción a la posición de esa 

partícula que obtuvo el mejor ajuste (mejor personal) y depende de la distancia existente 

entre la posición de la mejor solución individual, hasta el instante t, 

actual al tiempo t , xt . φ  es la tasa de aprendizaje individual. 

pi ,  y la posición 

i 1 

Información Global o Componente Social: es la atracción a la posición de la partícula 

que haya obtenido el mejor ajuste a nivel general (mejor global) y depende de la distancia 

existente entre la posición de la mejor solución del vecindario, hasta el instante t, pg , y la 

posición actual al tiempo t , xt . φ  es la tasa de aprendizaje social. 
i 2 

r1,t , r2,t son números aleatorios entre cero y uno, representan perturbaciones locales y 

globales respectivamente. 

Se puede interpretar a t como la innovación de la partícula i al tiempo t. v 
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2.3.1 Algoritmo PSO genérico: 
 

De manera general el funcionamiento del algoritmo PSO se puede describir como un 

proceso iterativo y estocástico que se puede detallar de la siguiente manera: 

Inicio (algoritmo) 
 

Inicializar la posición y la velocidad de las partículas aleatoriamente. 
 

Mientras no se alcance la condición de parada y la partícula permanezca en el conjunto 

de soluciones factibles hacer 

1: Para cada partícula p = 1, hacer: 
 

1.1 : Actualizar su velocidad considerando (2.2.2) 

1.2: Actualizar la nueva posición de acuerdo a (2.2.1) 

1.3: Calcular el fitness de la partícula en la nueva posición 

1.4: Actualizar su mejor personal 

2: Actualizar el mejor global 

3: Devolver el mejor global 

Fin (algoritmo) 

Como criterio de parada se considera el número de iteraciones dado por el usuario. No se 

va a utilizar el procedimiento de fijar un ε > 0 y recurrir a la desigualdad Fk − Fk −1 < ε 
 

como condición de parada, ya que en un algoritmo evolutivo puede suceder que en dos 

iteraciones sucesivas no haya cambio de la función objetivo. 

En el algoritmo las partículas son matrices binarias de la forma V indicada en la sección 

2.2. En cada iteración, al actualizar la posición, la partícula abandona el conjunto de 

soluciones factibles, puesto que si bien la matriz de posiciones es binaria la matriz de 

velocidades no lo es. 

, P 
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Veamos un pequeño ejemplo, si en la etapa k tenemos una posición y una velocidad dadas 

respectivamente por: 
 

 1 0 0  
 1 0 0  
 0 0 1  y 
 0 1 0  
 0 0 1  

 

 −0.51 0.75 0.12  
 −0.33 0.24 0.68  
 −0.83 −0.45 0.53   0.71 0.58 0.91

 
   0.46 −0.79 0.64  
  

 

Las matrices de velocidad siempre tienen sus componentes en el intervalo [−1, 1], como 

se explica en la sección 2.3.2. Al actualizar la posición en la etapa k+1 tenemos una nueva 

posición que claramente no es una matriz binaria que satisface las restricciones requeridas: 
 

 0.49 0.75 0.12  
 −0.33 0.24 0.68  
 −0.83 0.55 0.53   0.71 0.58 0.09  
   0.46 −0.79 0.64  
  

 
La solución propuesta innovadora a este problema es la siguiente: 

 
1. En cada fila se elige la entrada de mayor valor absoluto. Estas posiciones serán 

ocupadas por “unos” el resto por “ceros”. Este procedimiento, a diferencia de elegir 

los “unos” aleatoriamente, permite conservar la memoria de la partícula. 

2. En el caso en que una columna resulte sólo con ceros, se elige la columna con 

mayor cantidad de “unos” localizamos el “uno” que provino del menor valor 
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1.64 

0.71 

−0.83 

0.68 

 


 
 

 
 


 
 

1 

 

 

 

  

 

 
 

absoluto, y lo cambiamos a la columna llena de ceros. La matriz así obtenida 

satisface las condiciones del conjunto de soluciones factibles. 

3. Si existieran dos columnas llenas de ceros, aplicamos el mismo procedimiento: 

elegimos los dos “unos” que provengan de los dos valores absolutos más pequeños 

y los pasamos a las columnas de ceros, un “uno” a cada columna. 

Para ejemplificar el procedimiento anterior vamos a suponer que luego de la 

actualización obtenemos la siguiente matriz de posición: 
 

 0.49 
 

0.12  
 

 −0.33 0.24  
  
 0.55 0.53  
 0.58 0.09  
 0.46 −0.79  

 
Las posiciones dentro de los recuadros serán ocupadas por “unos” el resto por “ceros”: 

 

 0 1 0  
 0 0 1  
 1 0 0  
 1 0 0  
 0 0 1  

 
Si resulta una columna sólo con ceros, como en el siguiente caso: 

 
 

Posición Velocidad Nueva posición 

 1 0 0   −0.51 0.75 0.12  
 
    
 0     

 0.49 
 

0.12  
 

0.68 

 0 1 0    0 0 1   0.71 0.51 −0.58 
−0.79 

−0.36   
−0.44  


 0.42 −0.36  

     0.51 0.56  
 

Obtendríamos una matriz binaria con una columna de ceros: 

−0.79 

0.71 

0.75 

0.75 

0 0   0.33 0.24 0.68    1.33  0.24  
          

0 1  +  −0.83 −0.45 0.53  =   
 −0.83 −0.45 

 
0.64  
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1 

1 


 
 

0  


 
 

 0 

 

 

 

 
 

 0 1 0  
 1 0 0  
 1 0 0  
  
 0 0  
 1 0  

 
Para paliar este problema elegimos la primera columna, que es la que tiene mayor cantidad 

de “unos”, ubicamos el “uno” que provino del menor valor absoluto, en el ejemplo, el 

“uno” de la cuarta fila. A este “uno” lo cambiamos a la tercera columna y obtenemos la 

matriz binaria: 
 

 0 1 0  
 1 0 0  
 1 0 0  
  
 0 0  
 0 1  

 
Dicha matriz satisface las condiciones del conjunto de soluciones factibles. 

 
Por último, que tal si hay un empate en los mayores valores absolutos de una fila. Por 

ejemplo: 
 

 0.49 
 

−0.33 
 −0.83 
 

 

0.24 
0.55 

 
 

0.68  
0.53  

 
 0.71 0.58 0.09   0.46 −0.79 0.64  
  

 
En esta situación se elige siempre el primero de ellos de izquierda a derecha. Dado que las 

entradas son números reales considerados como variable tipo “double", su representación 

va a tener un rango de entre -5x10-324 hasta 1.7x10308, por lo que la situación de dos 

entradas con valores absolutos iguales es muy poco probable. 

0.75 0.75 
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2.3.2 Método Constrained Binary PSO Disjoint Components (CBPSO 

DC) 

Sea X una matriz de datos con I objetos y J variables. El objetivo consiste en realizar 

una reducción de dimensiones para poder trabajar con Q componentes ( Q < J ) con la 

característica de que sean disjuntos (cada variable debe estar en una componente y sólo 

una, y todas las componentes deben tener al menos una variable). 

Para ello, en el método Disjoint PCA clásico se utiliza una codificación binaria en una 

matriz V que permite posteriormente la construcción de la matriz B de cargas en base a 

descomposiciones SVD como se detalla en (Ferrara et al., 2016), (Macedo & Freitas, 

2015)(Macedo & Freitas, 2015). Ambas matrices V y B son de tamaño JxQ . 

La matriz V es una matriz binaria de entradas: 
 

v jq ∈{0,1} 
 

donde v jq es una entrada cualquiera de la matriz V que satisfacen las restricciones dadas 

en (2.1.6), y (2.1.7) 
 

Sea S el conjunto de soluciones factibles, es decir, el conjunto de todas las matrices 

binarias V que satisfacen las restricciones mencionadas. Se plantea el siguiente modelo 

de optimización: 
 

min F (V ) = X − ABT 
2
 

 B = T (V ) and A = XB (2.2.4) 
s.t 
 

V ∈ S 

 
Donde T es un operador matricial que permite transformar la matriz binaria V en la matriz 

de cargas B de la forma descrita en “Construcción de la matriz de cargas B” en la sección 
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2.2.2. Es importante recalcar que para realizar el cálculo B = T (V ) el operador T realiza 
 

tantas descomposiciones SVD como componentes disjuntos Q se deseen tener. 
 
 
 

En el problema de optimización anterior se busca dentro del conjunto S aquella matriz 

binaria V * que minimiza la función objetivo F (esto es ∀ V ∈ S F (V *) ≤ F (V) ). En otras 

palabras, se desea aproximar la matriz de datos X lo mejor posible. Claramente se trata 

de un problema de optimización binario con restricciones. 

Para ilustrar la complejidad del problema, supongamos que el espacio de dimensión 

reducida deseado emplea únicamente dos componentes disjuntos. Con J variables, el 

conjunto S tiene 2 J − 2 soluciones factibles. Con tres componentes disjuntos y  J 

variables, S tiene 3J + 3 − 3 ⋅ 2 J soluciones factibles. En la tabla 3.1 se muestra la 

cardinalidad se S para diferentes valores de J y Q: 
 

 Q=2 Q=3 
J=10 1022 55980 
J=15 32766 14250606 
J=20 1048574 3483638676 
J=30 10737418 2.058879x10^14 

Tabla 2.1: Crecimiento exponencial de soluciones factibles 
 

Se trata de un problema de una alta complejidad computacional (NP-Hard) debido a la 

explosión combinatoria presente. En este trabajo se muestra el diseño de un algoritmo PSO 

binario con restricciones para resolver el problema de optimización combinatoria. 

 
 
 

Algoritmo CBPSO DC 
 

El primer paso del algoritmo es inicializar las partículas, lo que se traduce en que ellas se 

ubiquen en una posición inicial. El número de partículas P es un parámetro de entrada 
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2 
X − ABT 

 
 

importante en esta etapa. La posición inicial de cualquier partícula es una solución factible 

del problema, es decir, un elemento del conjunto S . 

La función fitness está dada por: 
 
 

2 (2.2.5) 
X 

 
y viene a representar el error cuadrático relativo en forma de tanto por uno. Como ya se 

mencionó en la sección 2, debido a que la norma de X es una constante a lo largo de la 

ejecución del programa minimizar (2.2.5) equivale a minimizar F (V ) = X − ABT 
2 

. Al 
 

ser una medida del error de aproximación se tiene que a menor valor de la función fitness 

mejor solución. 

En el algoritmo PSO existen dos tipos de variables, las de carácter individual y las 

colectivas o globales. En las individuales, cada partícula almacena sus propios valores. En 

las globales, los valores son compartidos por todas las partículas. 

 
 

Variables Individuales 
 

Para una partícula p en particular se almacena en memoria la siguiente información: 
 

Vp representa la matriz binaria V para la partícula p en la que se encuentra (posición 
 

actual binaria). 

Bp = T (V p ) es la matriz de cargas B para la partícula p en la que se encuentra (posición 

actual real). 

Fitp = F (Vp ) corresponde al valor de la función objetivo evaluada en la posición actual de 

la partícula p . 
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bestV p es la mejor matriz binaria V encontrada por la partícula p hasta el momento. 
 

bestB = T (bestV ) representa la mejor matriz de cargas B encontrada por la partícula p 

hasta el momento (personal best). 
 

bestFitp = F (bestVp 

) 

 
es el valor de la función objetivo evaluada en la mejor solución 

encontrada por la partícula p hasta el momento. 
 

Vel p Velocidad actual de la partícula p . Se usa para generar una perturbación sobre la 

posición actual de la partícula con la intención de ubicarla en una nueva posición. Por ende 

Vel p es una matriz de tamaño JxQ , y como parte del diseño del algoritmo, cada entrada 

de esta matriz se encuentra en el intervalo [−1,1] 
 
 
 
 

Variables Globales 
 

A nivel de todo el enjambre se recoge la siguiente información: 
 

bestV : es la mejor matriz binaria V encontrada por el cúmulo de partículas hasta el 

momento (global best). 

bestB = T (bestV) es la mejor matriz de cargas B encontrada por el cúmulo de partículas 

hasta el momento. 

bestFit = F (bestV 

) 

 
representa el valor de la función objetivo evaluada en la mejor 

 

solución encontrada por el cúmulo de partículas hasta el momento 
 

Paso 1: Inicialización 
 

Durante la inicialización de las partículas se realizan las siguientes tareas: 
 

1: Para cada partícula p , desde p = 1 hasta p = P 
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1.1 : Se genera aleatoriamente la matriz Vp 
 

 
1.2 : Se calcula 

 

1.3 : Se calcula 

B = T (V ) 

Fitp = F (Vp ) 
 

1.4 : bestV p = Vp 

 
1.5 : bestBp = Bp 

 
1.6 : bestFitp = Fit p 

 
1.7 : Se genera aleatoriamente Vel p (velocidad inicial) 

 
2: De entre todas las P partículas se busca la partícula con la mejor posición inicial binaria, 

que corresponde a la que tiene mejor fitness. Sea 

inicial. Entonces: 

2.1 : bestV = Vp* 

p * la partícula con la mejor posición 

 
2.2 : bestB = Bp* 

 
2.3 : bestFit = bestFitp* 

 
 
 
 

Paso 2: Proceso iterativo 
 

El segundo paso del algoritmo es el más importante porque corresponde a las iteraciones: 
 

En una iteración cualquiera todas las partículas deben moverse a una nueva posición. Cada 

posición es una solución factible para el problema, es decir, no le es permitido a una 

partícula ubicarse en la posición de una solución no factible. En esta etapa se tienen los 

siguientes parámetros: 
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nIter: número de veces que debe iterar el algoritmo. 
 

minIner: valor de inercia mínimo. Corresponde al valor de la inercia en la última iteración. 
 

maxIner: valor de inercia máximo. Corresponde al valor de la inercia en la primera 

iteración. 

wCognition: Peso cognitivo, sirve para controlar el componente cognitivo de la nueva 

velocidad. 

wSocial: Peso Social, sirve para controlar el componente social de la nueva velocidad. 
 
 
 

Para determinar la nueva posición de una partícula p se necesita calcular una nueva 

velocidad que depende de tres componentes: el primero de ellos es la velocidad en la 

iteración anterior que se controla con la inercia (esta inercia es en sentido físico, nada tiene 

que ver con el concepto de inercia que se utiliza en el análisis multivariante en el que 

denota la variabilidad de un conjunto de datos). El segundo componente es el cognitivo 

que lo manejamos con el peso cognitivo y el tercer componente es el social que lo 

controlamos con el peso social. La nueva velocidad sumada a la posición actual de la 

partícula permite obtener así una nueva posición. Es muy importante vigilar que la nueva 

posición corresponda a una solución factible del problema, para ello se define un operador 

matricial que nos asegure que la matriz-partícula no abandone el conjunto de soluciones 

factibles, como se detallará más adelante. 

El valor de la inercia va disminuyendo linealmente de iteración en iteración. Iniciamos las 

iteraciones con un valor máximo de inercia y finalizamos las iteraciones con un valor 

mínimo de inercia. Entonces, para una iteración k (1 ≤ k ≤ nIter) el valor de la inercia está 

dado por la ecuación: 
 
 

Inercia = maxInercia −  maxInercia  − nIter 
minInercia   

 
(2.2.6) 

  
k 
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La ecuación (2.2.6) permite que, conforme se itera, la nueva velocidad vaya dependiendo 

menos de la velocidad anterior, y los componentes cognitivo y social la afecten de mayor 

manera. El valor de la nueva velocidad para una partícula p en la iteración k se obtiene 

mediante la siguiente ecuación: 

newVelp = Inercia *Velp + ρ1 * wCognition * (bestBp − Bp ) + ρ2 * wSocial * (bestB − Bp ) 
(2.2.7) 

 
Los valores ρ1, ρ2 ∈[0,1] son aleatorios con el fin de que la nueva velocidad de la partícula 

p tenga un componente estocástico. 
 

Es de observar que newVel p es una matriz de tamaño JxQ que en general no cumple con 

la restricción de que sus entradas se encuentren en el intervalo [−1,1] por lo que se debe 

aplicar un operador L tal que la matriz Vel = L(newVel ) tenga todas sus entradas en el 

intervalo [−1,1]. 
 

Sea z ∈  una entrada cualquiera de la matriz 

combinación lineal convexa: 

newVel p , se define el operador L por la 

. 
 

L(z) = 2sigmo(z) −1 

 
 

(2.2.8) 
 

Donde: 
 
 
 
 

Por tanto 

 
 
 
L(z) ∈[−1,1]. 

 

sigmo  ( z ) = 

 
 

1 
1 + e− z 

 

∈[0,1] 

 
 
 

(2.2.9) 

 
Se aplica el operador L a todas las entradas de la matriz 

anteriormente. 

newVel p tal como se explicó 
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Luego, se calcula una nueva posición real temporal mediante la ecuación: 
 

tempBp = Bp + Velp (2.2.10) 
 

A la matriz tempB p se le aplica nuevamente el operador L para que sus entradas se 

encuentren en el intervalo [−1,1]. Ahora, mediante la aplicación del operador matricial E 

a la matriz tempBp , descrito más abajo, se obtiene la nueva posición binaria y real de la 
 

partícula p en el conjunto de soluciones factibles: 
 

Vp = E (tempBp ) (2.2.11) 
 

Bp = T (Vp ) (2.2.12) 
 

Una pieza clave de la implementación de este algoritmo PSO binario es el operador E que 

convierte a la matriz tempB p en la matriz Vp que pertenece al conjunto de soluciones 
 

factibles y se define de la siguiente manera: 
 

a. Para cada fila j = 1,2,, 
J 

de la matriz tempB p se identifica aquella 

 
columna q (con q = 1, , Q ) donde se encuentra el mayor elemento en 

valor absoluto, y de esta manera, se ubica un uno en la posición ( j, q) de la 

matriz Vp . Los demás elementos de la fila j son fijados a cero. Esto debe 

hacerse por cada fila. Si el mayor elemento en valor absoluto se encuentra 

en dos o más columnas de la misma fila, se toma la posición de la primera 

columna de izquierda a derecha para hacer la asignación del uno 

correspondiente. 

 
b. Si al concluir el procedimiento (a) existe una columna q en la matriz Vp 

en la que todos sus elementos son cero, se debe identificar en esta misma 

matriz, aquella columna q′ que tenga la mayor cantidad de números uno. 

Luego, en la columna q′ de la matriz tempB p se debe identificar la fila j 
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p
 
 

p
 
 

 
 

donde se encuentre el valor más bajo en valor absoluto. Finalmente, en la 

matriz Vp se asigna uno en la posición ( j, q) y cero en la posición ( j, q′). 
 

Se procede de la misma forma si existen dos o más columnas en la matriz 

Vp en las que todos sus elementos son cero. 
 
 

De esta manera se cumplen las restricciones para las matrices binarias V 

que pertenecen al conjunto de soluciones factibles S . 
 
 
 

Fase de actualización: 
 

La actualización de las partículas, en cada iteración, consiste en las siguientes etapas: 

1: Para cada iteración k , desde k = 1 hasta k = nIter 

1.1 : Se calcula Inercia 
 

1.2 : Para cada partícula p , desde p = 1 hasta p = P 
 

1.2.1 : Se calcula newVel p 

1.2.2 : Se calcula Vel = L(newVel ) 
 

1.2.3 : Se calcula tempBp = Bp + Vel p 
 

1.2.4 : Se calcula V = E (tempB ) 
p p 

 

1.2.5 : Se calcula B = T (V ) 
 

1.2.6: Fitp = F (Vp ) 
 

1.2.7 : Si Fit p < bestFitp 
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σ j 

 
 

1.2.7.1 : bestV p = Vp 

 
1.2.7.2 : bestB p = Bp 

 
1.2.7.3 : bestFitp = Fit p 

 
1.2.8 : Si Fit p < bestFit 

 
1.2.8.1 : bestV =Vp 

 
1.2.8.2 : bestB = Bp 

 
1.2.8.3 : bestFit = Fit p 

 
2: Mostrar la mejor solución encontrada. 

 
 
 

2.3.3 Propuesta de cálculo de la varianza explicada por los ejes disjuntos 
 

Como se puede advertir el método CBPSO no calcula la matriz diagonal Λ , que contiene 

a los valores propios, razón por la que se desconocen los valores singulares de X y por 

ende los valores propios de Xt X . En este trabajo se propone estimar los valores propios 

correspondientes a cada una de las componentes disjuntas por medio del cálculo de la 

varianza que exhiben los individuos en el nuevo sistema referencial. Esto habilita encontrar 

un porcentaje de explicación de la varianza para cada uno de los ejes del sistema referencial 

disjunto y los respectivos planos principales. Para más detalle veamos: 
 

Sea X una matriz de datos, centrada y de tamaño IxJ y sea 

varianzas-covarianzas, se define la variación total de X por 

tr (S ) = σ 2 + σ 2 + 

var (X) = S su matriz de 

 

 

= ∑ 2 
j =1 

(2.2.13) J 

+ σ 2 
J 
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j
 
 

 
 

donde σ 2 ,σ 2 , son las varianzas de las J variables contenidas en X, es decir, 

var ( X ) = σ 2 . Alternativamente tenemos: 
 

tr (S) = α1 + α2 + (2.2.14) 
 

donde α1,α2 ,  ,αJ son los valores propios de S (Cuadras, 2014). 
 

Sea B una matriz de rotación JxJ, cualquiera, es decir, B es ortogonal ( BT B = I ). Los 

vectores columna de B definen un nuevo sistema referencial rotado. Cada nuevo eje es 

una combinación lineal de las variables originales y como tal representa una nueva 

variable. 
 

Sea A una transformación o rotación de X dada por 

covarianzas está dada por: 

A = XB , su matriz de varianzas- 

Σ = var ( A 

) 
= BT SB 

 
(2.2.15) 

 

Puesto que las columnas de A contienen las coordenadas de los individuos respecto al 

nuevo sistema referencial, la varianza de cada columna representa la varianza de las nuevas 

variables obtenidas por la rotación B . 
 

La variación total de A es  
tr ( Σ ) = tr (BT SB ) 

= tr (SBBT ) 
= tr (SI ) 
= tr (S ) 

 
 
 

 
(2.2.16) 

 
Es decir, la variación total de X y A es la misma, la rotación B no afecta a la variación 

total. 

,σ 2 
J 

+ αJ 
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Si β1, β2 , , βJ son los vectores propios de la matriz Σ ordenados decrecientemente, 

entonces: 
 

La varianza de la j-ésima nueva variable notada por 

y 

 
 
Aj es 

 
var ( Aj ) = β j 

 
 
 
con 

 
 
j = 1, 

tr (Σ) = β1 + β2 + (2.2.17) 
 

De (2.2.13), (2.2.14) y (2.2.17): 
 

σ 2 + σ 2 +  
(2.2.18) 

 
 

Por lo que se pueden utilizar los coeficientes βi 

explicación de los ejes disjuntos. 

para determinar los porcentajes de 

 

Así, el porcentaje de la variación total explicada por el q-ésimo eje disjunto es: 
 

 βq   ×100% = 
 βq   ×100% 

 
 
 

(2.2.19) ∑ i ∑ j 

β σ 2 

i=1 j =1 

 
El porcentaje de la variación total explicada por el plano generado por los ejes disjuntos q 

y r es: 
 

βq + βr  ×100% = 
βq + βr  ×100% 

 
(2.2.20) ∑ i ∑ j 

β σ 2 

i=1 j =1 

 
 

La cantidad 

 
 

∑ 
j =1 

2 se puede obtener directamente de la matriz X y los coeficientes β j se 

 
puede estimar a partir de var ( Aj ) 

J 

, J 

+ βJ 

+ σ = α + α + 2 
J 1 2 

= β1 + β2 + 
+ α J 

+ βJ 

σ 
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En el caso Q=J, al aplicar el algoritmo CBPSO para obtener las componentes disjuntas, se 

obtiene la matriz de cargas B = IQ y por tanto A = XB = X . Si Q < J , las columnas de B 

son disjuntas y de norma uno, por ende forman un conjunto ortonormal de Q vectores en 

, y además Bt B = I . 

 
De aquí que a la matriz B se la puede considerar como una matriz de proyección en el 

nuevo sistema referencial disjunto rotado y A = XB es la matriz que contiene las 

coordenadas de los I objetos que se encuentran en dicho subespacio vectorial generado por 

las Q primeras componentes disjuntas. 

Como se mencionó anteriormente, nuestra propuesta es utilizar la varianza de los scores, 

es decir, podemos aplicar (2.2.19) y (2.2.20). La varianza de las columnas de A nos sirve 

de indicador de la varianza explicada por cada eje disjunto obtenido, y para cada plano 

principal requerido. 

 
 
 

2.4 Ejemplos Numéricos 
 

2.4.1 Generador de matrices con estructura de componentes disjuntas 
 

El criterio de parada utilizado en el algoritmo CBPSO DC es el número de iteraciones. Sin 

embargo, cada vez que el algoritmo encuentra una solución mejor (menor fit), la almacena 

junto con el tiempo de procesamiento que tomó encontrarla. La mejor solución encontrada 

por el algoritmo usualmente tiene un tiempo de procesamiento menor al tiempo que se 

necesita para que se ejecuten todas las iteraciones. 

El objetivo en esta sección es construir un algoritmo de simulación que de forma aleatoria 

genere una matriz de datos, con una estructura ad hoc de fácil interpretación, y luego al 

aplicar una reducción dimensional por componentes principales disjuntas, el algoritmo 

CBPSO DC sea capaz de detectarla. 

J 
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Supongamos que se tienen 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑝𝑝, 𝑝𝑝 variables originales. Por otro lado 𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑞𝑞 son las 

𝑞𝑞 variables latentes (𝑞𝑞 < 𝑝𝑝) con estructura disjunta. Considere la combinación lineal: 
 

yi = c1,i x1 +…+ cp,i xp (2.3.1) 
 

Si se desea que las 𝑚𝑚 variables originales consecutivas 𝑥𝑥𝑗𝑗, 𝑥𝑥𝑗𝑗+1, … , 𝑥𝑥𝑗𝑗+(𝑚𝑚−1) estén 

representadas en la variable latente 𝑦𝑦𝑖𝑖 entonces los escalares 𝑐𝑐𝑗𝑗,𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑗𝑗+1,𝑖𝑖, … , 𝑐𝑐𝑗𝑗+(𝑚𝑚−1),𝑖𝑖 se 

definen como variables aleatorias independientes y uniformes discretas cuyo conjunto 

soporte son los números enteros del 70 al 100 incluidos. Los demás escalares se definen 

como variables aleatorias independientes y uniformes discretas cuyo conjunto soporte son 

los números enteros del 1 al 30 incluidos. Este procedimiento se realiza para cada 𝑖𝑖 desde 

1 hasta 𝑞𝑞. Hay que tener presente que cada variable original debe tener una fuerte presencia 

en una única variable latente. 

Como ejemplo ilustrativo supongamos que 𝑝𝑝 = 8, 𝑞𝑞 = 3 y que 𝑈𝑈𝑑𝑑(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) es la distribución 

uniforme discreta discreta cuyo conjunto soporte son los números enteros desde a hasta b 

incluidos ( 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℕ, 𝑎𝑎 < 𝑏𝑏). Para la primera combinación lineal: 

y1 = c1,1x1 + c2,1x2 + c3,1x3 + c4,1x4 + c5,1x5 + c6,1x6 + c7,1x7 + c8,1x8 (2.3.2) 
 

Si se desea que 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4 estén representadas en 𝑦𝑦1, entonces: 
 

c1,1, c2,1, c3,1, c4,1 ~ Ud (70,100) IID (2.3.3) 

c5,1, c6,1, c7,1, c8,1 ~Ud (1,30) IID (2.3.4) 
 

Para la segunda combinación lineal: 
 

y2 = c1,2 x1 + c2,2 x2 + c3,2 x3 + c4,2 x4 + c5,2 x5 + c6,2 x6 + c7,2 x7 + c8,2 x8 (2.3.5) 
 

Si se desea que 𝑥𝑥5, 𝑥𝑥6, 𝑥𝑥7 estén representadas en 𝑦𝑦2, entonces: 
 

c5,2 , c6,2, c7,2 ~ Ud (70,100) IID (2.3.6) 
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𝑘𝑘=1 

 
 

c1,2, c2,2, c3,2, c4,2, c8,2 ~Ud (1,30) IID (2.3.7) 
 

Finalmente, para la tercera combinación lineal: 
 

y3 = c1,3 x1 + c2,3 x2 + c3,3 x3 + c4,3 x4 + c5,3 x5 + c6,3 x6 + c7,3 x7 + c8,3 x8 (2.3.8) 
 

Nos queda únicamente la variable original 𝑥𝑥8. Esta debe estar representada en 𝑦𝑦3. 

Entonces: 

c8,3 ~ Ud (70,100) 
 

(2.3.9) 
 

c1,3, c2,3, c3,3, c4,3, c5,3, c6,3, c7,3 ~Ud (1,30) IID (2.3.10) 
 

En el ejemplo mencionado, las cuatro primeras variables originales tienen fuerte presencia 

en la primera variable latente, las tres siguientes variables originales lo hacen en la segunda 

variable latente y, la última variable original, tiene una fuerte representación en la tercera 

y última variable latente. Indicaremos esto, de manera general, mediante la sucesión finita 

{𝑟𝑟𝑘𝑘}𝑞𝑞  , cuyos elementos para el caso particular anterior son 𝑟𝑟1 = 4, 𝑟𝑟2 = 3, 𝑟𝑟3 = 1. 
 

El algoritmo diseñado e implementado simula una matriz 𝐗𝐗 con 𝑛𝑛 individuos y 𝑝𝑝 variables 

originales. La matriz 𝐀𝐀 de “scores” es de tamaño 𝑛𝑛 × 𝑞𝑞. Sin pérdida de generalidad, se 

supone que las entradas de dicha matriz son variables aleatorias independientes con 

distribución uniforme continua en el intervalo [−1,1]. Para construir la matriz 𝐁𝐁 de las 

cargas con tamaño 𝑝𝑝 × 𝑞𝑞 se parte de la matriz que se construye con los escalares de las 

respectivas combinaciones lineales arriba indicadas. Esta matriz se nota por 𝐂𝐂, y se muestra 

en la tabla 2.2: 
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 𝒚𝒚𝟏𝟏 𝒚𝒚𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟑𝟑 

𝒙𝒙𝟏𝟏 𝑐𝑐1,1 𝑐𝑐1,2 𝑐𝑐1,3 

𝒙𝒙𝟐𝟐 𝑐𝑐2,1 𝑐𝑐2,2 𝑐𝑐2,3 

𝒙𝒙𝟑𝟑 𝑐𝑐3,1 𝑐𝑐3,2 𝑐𝑐3,3 

𝒙𝒙𝟒𝟒 𝑐𝑐4,1 𝑐𝑐4,2 𝑐𝑐4,3 

𝒙𝒙𝟓𝟓 𝑐𝑐5,1 𝑐𝑐5,2 𝑐𝑐5,3 

𝒙𝒙𝟔𝟔 𝑐𝑐6,1 𝑐𝑐6,2 𝑐𝑐6,3 

𝒙𝒙𝟕𝟕 𝑐𝑐7,1 𝑐𝑐7,2 𝑐𝑐7,3 

𝒙𝒙𝟖𝟖 𝑐𝑐8,1 𝑐𝑐8,2 𝑐𝑐8,3 

Tabla 2.2: Matriz C con los coeficientes de las combinaciones lineales 
 
 
 

Para obtener 𝐁𝐁 se aplica el proceso de ortonormalización de Gram-Schmidt a la matriz 𝐂𝐂. 

Finalmente: 𝐗𝐗 = 𝐀𝐀𝐁𝐁𝑇𝑇 

El algoritmo que construye la matriz aleatoria 𝐗𝐗 de tamaño 𝑛𝑛 × 𝑝𝑝 debe, en términos 

generales, implementar la transformación 𝜑𝜑 definida de la siguiente manera: 
 

φ : × × × q → M  n× p  
q q (2.3.11) 

(n, p, q,{rk }k =1 ) φ(n, p, q,{rk }k =1 ) 
 

Sujeto a las restricciones 𝑛𝑛 ≥ 𝑝𝑝 y 𝑞𝑞 < 𝑝𝑝. Además, se debe satisfacer que: 
 

q 

p = ∑rk 
k =1 

 
(2.3.12) 

 
La transformación 𝜑𝜑 devuelve una matriz 𝐗𝐗 de tamaño 𝑛𝑛 × 𝑝𝑝 que tiene la estructura ad hoc 

mencionada, la cual esperamos que sea detectada por el algoritmo CBPSO CD. 
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2.4.2 Estudio de simulación I 
 

Para el primer ejemplo de simulación se ejecutó la transformación 𝝋𝝋(100, 8, 3, {4, 3, 1}). 

Es decir, se tienen cien individuos y cuarenta variables originales. Además, la estructura 

latente va a estar conformada por tres componentes disjuntas, la primera de ellas va a tener 

cargas diferentes de cero en las cuatro primeras posiciones. La segunda componente 

disjunta va a tener cargas diferentes de cero en las posiciones 5, 6 y 7. Y la última 

componente disjunta va a tener una carga diferente de cero en la última posición. Se obtuvo 

una matriz de datos 𝐗𝐗 de tamaño 100 × 8. El algoritmo CBPSO DC entregó la matriz de 

cargas presentada en la tabla 2.3 y su representación gráfica en la figura 2.1: 
 

 𝒚𝒚𝟏𝟏 𝒚𝒚𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟑𝟑 

𝒙𝒙𝟏𝟏 0.43413655 0 0 

𝒙𝒙𝟐𝟐 0.53903007 0 0 

𝒙𝒙𝟑𝟑 0.56700392 0 0 

𝒙𝒙𝟒𝟒 0.44663027 0 0 

𝒙𝒙𝟓𝟓 0 0.57919604 0 

𝒙𝒙𝟔𝟔 0 0.56750625 0 

𝒙𝒙𝟕𝟕 0 0.58520817 0 

𝒙𝒙𝟖𝟖 0 0 1 

% VAR 35.54% 33.01% 29.26% 

Tabla 2.3: Matriz de cargas estudio de simulación I 
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Figura 2.1: Gráfico de los valores de cargas estudio de simulación I 
 
 
 

Se ejecutó cien veces el algoritmo CBPSO DC con cincuenta partículas y diez iteraciones 

como criterio de parada. En todas las cien ejecuciones se alcanzó la misma solución, 

mostrada en la tabla 2.3, demorándose dos o tres iteraciones a lo mucho. El algoritmo 

CBPSO DC pudo detectar la estructura ad hoc contenida en los datos. El fit que se obtuvo 

al aplicar componentes principales disjuntos es de 0.021859878 y la varianza total 

explicada por el modelo es de 97.81%. Igualmente se ejecutó cien veces el algoritmo 

DPCA y se alcanzó la misma solución dada en la tabla 2.3 en el 100% de las veces. 

También se realizó un PCA clásico sobre la misma matriz de datos y se obtuvo la matriz 

de cargas dada en la tabla 2.4: 

x8 
 
x7 

x6 

x5 

x4 

y3 

y2 

y1 
x3 

x2 

x1 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 
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 𝒚𝒚𝟏𝟏 𝒚𝒚𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟑𝟑 

𝒙𝒙𝟏𝟏 0.39512468 -0.09020236 0.14824807 

𝒙𝒙𝟐𝟐 0.39775809 -0.00322755 0.40788776 

𝒙𝒙𝟑𝟑 0.44254179 -0.17190775 0.31755350 

𝒙𝒙𝟒𝟒 0.35239424 -0.11448361 0.25061667 

𝒙𝒙𝟓𝟓 0.26682407 0.46011771 -0.25159988 

𝒙𝒙𝟔𝟔 0.30662152 0.39441186 -0.26207760 

𝒙𝒙𝟕𝟕 0.35705213 0.28282245 -0.38998176 

𝒙𝒙𝟖𝟖 -0.27007773 0.70847497 0.60326462 

% VAR 39.81% 32.27% 27.92% 

Tabla 2.4: Matriz de cargas PCA clásico 
 
 
 

Se observa que el PCA clásico no detecta de forma clara la estructura subyacente en los 

datos. Por ejemplo, es de resaltar, lo que ocurre con la segunda variable original 𝑥𝑥2 donde 

no se puede concluir con certeza en cuál componente tiene fuerte presencia. Lo mismo se 

puede afirmar de la última variable original 𝑥𝑥8. 

2.4.3 Estudio de simulación II 
 

Este ejemplo se diseñó para comparar el desempeño de los algoritmos CBPSO DC y el 

algoritmo DPCA cuando el tamaño de la matriz es mayor. El algoritmo de simulación 

implementó la transformación 𝝋𝝋(200, 200, 3, {50, 70, 80}) y se obtuvo una matriz de 

datos 𝐗𝐗 de tamaño 200 × 200 y tres componentes disjuntas. Después de ejecutar ambos 

algoritmos cien veces cada uno, se resumen los resultados obtenidos en la tabla 2.5: 
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 CBPSO DC DPCA 

TIEMPO PROMEDIO DE EJECUCIÓN (MIN) 4.6 10.2 

MEJOR TIEMPO DE EJECUCIÓN (MIN) 4.2 9.8 

PEOR TIEMPO DE EJECUCIÓN (MIN) 4.8 10.4 

TASA DE ÉXITOS 100% 93% 

Tabla 2.5: Tabla resumen estudio de simulación II 
 
 
 

Ambos algoritmos encontraron la mejor solución, con un fit de 0.02543703 y una varianza 

total explicada del 97.46%, con diferentes tasas de éxito. El algoritmo CBPSO DC se 

ejecutó con los mismos parámetros de entrada que en los experimentos computacionales 

anteriores, y el mejor tiempo alcanzado fue de 4.2 minutos en seis iteraciones. Por otro 

lado, para el algoritmo DPCA el mejor tiempo alcanzado fue de 9.8 minutos en dos 

iteraciones. La última fila de la tabla nos dice que el DPCA quedó atrapado en un óptimos 

locales en siete de las cien ejecuciones. 

Es importante resaltar que el algoritmo DPCA realiza una búsqueda exhaustiva, pues a 

partir de la matriz binaria 𝐕𝐕 que genera inicialmente de forma aleatoria, empieza a mover 

por fila y por columna el número uno en todas las posiciones posibles. A mayor número 

de variables originales y de variables latentes, el mencionado algoritmo presentará, como 

consecuencia, tiempos mayores de procesamiento. 

El algoritmo CBPSO DC se adapta mejor en matrices de gran tamaño, ya que tiene la 

flexibilidad de permitir un ajuste en sus parámetros que le permiten una mejor estrategia 

de búsqueda. El algoritmo DPCA tiene únicamente un parámetro, la tolerancia, que es 

utilizado como criterio de parada. 

Respecto de los porcentajes de acierto, el algoritmo DPCA tiene una mayor probabilidad 

de quedar atrapado en óptimos locales, ya que inicia su procesamiento con una única matriz 

binaria 𝐕𝐕, la cual como se ha dicho es modificada mediante desplazamientos del “uno” fila 

y columna, no necesariamente una de estas matrices obtenidas conduce al óptimo. 
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Como se menciona en (Macedo & Freitas, 2015), el algoritmo puede quedar atrapado en 

diferentes óptimos locales y se recomienda ejecutarlo varias veces. Por otro lado, el 

algoritmo CBPSO DC inicia con una matriz 𝐕𝐕 por cada partícula, y es la búsqueda conjunta 

e inteligente de las partículas, lo que permite que el CBPSO DC tenga una menor 

probabilidad de quedar atrapado en un óptimo local. 

 
 

2.5 Aplicaciones a Validación de Cuestionarios 
 

2.5.1 Aplicación I: Trait Meta-Mood Scale 24 
 

Recientes estudios muestran la importancia de la inteligencia emocional en la utilización 

de estrategias de aprendizaje. Un cuestionario que mide este constructo es el denominado 

TMMS24 como se detalla (Vega-Hernández et al., 2017). Este cuestionario consta de un 

conjunto de veinte y cuatro preguntas para evaluar los estados emocionales, cada una de 

ellas medida en una escala tipo Likert de 1 (Nada de acuerdo) a 5 puntos (Totalmente de 

acuerdo). Este instrumento se desprende del Trait-Meta Mood Scale (TMMS) del grupo 

de investigación (Sanchez-Garcia et al., 2016). Se ha utilizado a propósito este 

cuestionario, pues es un cuestionario validado, en el que se distinguen claramente sus 

dimensiones latentes. 

TMMS 24 contiene tres dimensiones o factores que son: Atención emocional (preguntas 

de P1 a P8) se refiere a la capacidad que tiene una persona de expresar sus sentimientos. 

Claridad emocional (preguntas de la P9 a P16) manifiesta qué tanto una persona conoce 

sus estados emocionales. Reparación emocional (preguntas de la P17 a P24) es la facultad 

que tiene una persona de regular sus estados emocionales. En este experimento 

computacional se aplicó el cuestionario TMMS24 a 249 estudiantes de la Universidad de 

Salamanca, España, y se procesaron los datos primero con PCA clásico y luego con los 

dos métodos disjoint tratados, DPCA y CBPSO DC. 

En la tabla 2.6 se muestran las cargas proporcionadas por PCA clásico. Tal como están 

dados los valores de las cargas factoriales resulta ser una tarea muy complicada interpretar 
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cada una de las variables latentes del cuestionario TMMS24 en términos de las 

dimensiones preestablecidas, debido a que no hay valores notablemente altos en valor 

absoluto que los diferencien del resto. 
 

 PCA1 PCA2 PCA3  PCA1 PCA2 PCA3  PCA1 PCA2 PCA3 

P1 0.23254 -0.23237 0.08136 P9 0.22998 0.08135 -0.36558 P17 0.16413 0.33062 0.21872 

P2 0.22928 -0.25397 0.09367 P10 0.25446 0.04687 -0.33838 P18 0.14701 0.34381 0.24822 

P3 0.23245 -0.26459 0.15229 P11 0.23467 0.08685 -0.26817 P19 0.15706 0.30838 0.27075 

P4 0.27546 -0.19912 0.04398 P12 0.18133 0.00459 -0.21184 P20 0.16961 0.33375 0.22150 

P5 0.14383 -0.26921 0.13748 P13 0.20757 0.00405 -0.14915 P21 0.16925 0.17367 0.10622 

P6 0.18181 -0.23168 0.17093 P14 0.22040 0.09600 -0.30302 P22 0.19467 0.09546 0.11455 

P7 0.18510 -0.23702 0.22662 P15 0.20857 0.04957 -0.16494 P23 0.10024 0.08436 0.07860 

P8 0.25175 -0.20199 0.16564 P16 0.21579 0.05754 -0.21777 P24 0.21486 0.19223 0.12857 

Tabla 2.6: Componentes principales clásicas para cuestionario TMMS24 
 
 
 

Al utilizar los métodos DPCA y CBPSO DC, la mejor solución encontrada resultó ser 

exactamente la misma y se presenta en la tabla 2.7, y su representación gráfica en la figura 

2.2: 
 

 COMP1 COMP2 COMP3  COMP1 COMP2 COMP3  COMP1 COMP2 COMP3 

P1 0.35227 0 0 P9 0 0 -0.41062 P17 0 0.42247 0 

P2 0.36616 0 0 P10 0 0 -0.42258 P18 0 0.42936 0 

P3 0.38711 0 0 P11 0 0 -0.38266 P19 0 0.41784 0 

P4 0.36503 0 0 P12 0 0 -0.28486 P20 0 0.42935 0 

P5 0.31388 0 0 P13 0 0 -0.28216 P21 0 0.28538 0 

P6 0.32747 0 0 P14 0 0 -0.38453 P22 0 0.24283 0 

P7 0.34493 0 0 P15 0 0 -0.30018 P23 0 0.15940 0 

P8 0.36605 0 0 P16 0 0 -0.32812 P24 0 0.33528 0 

Tabla 2.7: Componentes principales disjuntas para cuestionario TMMS24 
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Figura 2.2: Gráfico de los valores de las cargas para cuestionario TMMS24 
 
 
 

Se aprecia que los algoritmos disjoint pueden clasificar las veinte y cuatro preguntas del 

cuestionario TMMS24 en tres grupos claramente definidos, que corresponden 

precisamente a las dimensiones del cuestionario. Las preguntas P1 a P8 tienen presencia 

en el primer componente, que corresponde a “Atención emocional”. Las preguntas P9 a 

P24 

P23 

P22 

P21 

P20 

P19 

P18 

P17 

P16 

P15 

P14 

P13 

P12 

P11 

P10 

P9 

P8 

P7 

P6 

P5 

P4 

P3 

P2 

P1 

COMP3 

COMP2 

COMP1 

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 



77 
 

 
 

P16 las podemos apreciar en el tercer componente, “Claridad de sentimientos”. Por último, 

las preguntas P17 a P24 se encuentran en el segundo componente, al que se lo identifica 

como “Reparación emocional”. 

Los algoritmos disjoint distinguen de manera precisa las dimensiones que el cuestionario 

afirma tener, sin crear dimensiones espurias e inexistentes. Además, en los dos métodos 

disjoint el fit, o error relativo de la aproximación, para esta solución es igual a 0.4450664, 

mientras que para un PCA clásico es de 0.4306895. Hay una ligera pérdida de fit, pero a 

cambio se gana en interpretación. La proporción o porcentaje de varianza explicada por 

cada componente disjunta se presenta en la tabla 2.8 y resulta ser igual para ambos métodos 

comparados. Estos porcentajes se calcularon por medio de (2.2.19). 
 
 
 
 

 COMP1 COMP2 COMP3 TOTAL 

% VAR 20.45% 18.23% 16.81% 55.49% 

Tabla 2.8: Porcentaje de varianza explicada por las componentes disjuntas 
 
 
 

La proporción de varianza explicada por las tres componentes disjuntas consideradas es 

aproximadamente 1.5% menor que la varianza explicada por las tres primeras 

componentes principales calculadas de la forma clásica, como se puede advertir de la tabla 

2.9. 
 

 COMP1 COMP2 COMP3 TOTAL 

% VAR 27.05% 19.27% 10.61% 56.94% 

Tabla 2.9: Porcentaje de varianza explicada por PCA clásico 
 
 
 

Donde se aprecia la mejora del algoritmo CBPSO DC con respecto al algoritmo DPCA es 

en la proporción de éxitos en alcanzar la mejor solución. El algoritmo CBPSO DC explora 

de manera más exhaustiva el conjunto de soluciones factibles lo que explica por qué no 
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queda atrapado en óptimos locales. Para cada uno de los métodos expuestos se realizaron 

cien ejecuciones. El método DPCA alcanzó la mejor solución (exhibida en la tabla 2.7) en 

el 98% de los casos, mientras que en el método CBPSO DC en el 100% de los casos. 

 
 

2.5.2 Aplicación II: The General Self-Eficacy Scale 
 

El concepto de autoeficacia general se refiere a la forma en que un individuo percibe su 

capacidad para realizar tareas nuevas o difíciles, y para hacer frente a dificultades. Este 

constructo se cuantifica a través de la General Self Efficacy Scale (GSE), ver (Scholz et 

al., 2002), establece que la estructura latente es unidimensional y universal. Es decir, que 

los diez ítems que conforman la escala conforman un factor que puede ser utilizado de 

manera generalizada en cualquier país. No obstante, como se señala en (Villegas et al., 

2018) esta escala no es unidimensional ni universal, conclusión que se confirma mediante 

el análisis por componentes disjuntas presentado más adelante. 

La escala GSE consta de 10 items evaluados con una escala de Likert de cuatro puntos, de 

acuerdo con la siguiente categorización: 1 "No del todo cierto", 2 "Casi cierto", 3 

"Moderadamente cierto" y 4 "Exactamente cierto" (Schwarzer, R. & Jerusalem, 1995; 

Scholz et al., 2002). El significado de cada ítem se detalla en la tabla 2.10. 
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Item Significado 

Self1 Siempre puedo resolver problemas difíciles si me esfuerzo lo suficiente. 

Self2 Si alguien se opone a mí, puedo encontrar los medios y formas de conseguir lo que quiero. 

Self3 Es fácil para mí ceñirme a mis objetivos y lograr mis objetivos. 

Self4 Confío en que podré afrontar con eficacia acontecimientos inesperados. 

Self5 Gracias a mi ingenio, sé cómo manejar situaciones imprevistas. 

Self6 Puedo resolver la mayoría de los problemas si invierto el esfuerzo necesario. 

Self7 
Puedo mantener la calma cuando me enfrento a las dificultades porque puedo confiar en mis 

capacidades hacer frente a las dificultades. 

Self8 Cuando me enfrento a un problema, suelo encontrar varias soluciones. 

Self9 Si estoy en problemas, normalmente puedo pensar en algo que hacer. 

Self10 No importa lo que se me presente, por lo general soy capaz de manejarlo. 

Tabla 2.10: Significado de las variables en GSE Scale 
 
 
 

Para este ejemplo se utilizó la base de datos, con los 10 items y 19719 individuos, que está 

disponible en: http://userpage.fu-berlin.de/~health/selfscal.htm. 
 

El algoritmo CBPSO DC muestra tres componentes disjuntos con un fit de 0.02820508 y 

una varianza total explicada de 58.93%. Este resultado es similar al obtenido por (Villegas 

et al. 2018). Se puede observar en la tabla 2.11, que las variables Self1 y Self6 se 

encuentran en el segundo componente. La variable Self2 es la única que se encuentra en el 

tercer componente. Las demás variables se encuentran en el primer componente. La 

información que aportan estos ítems no es recopilada en una única variable latente, 

contrario a lo que afirman los autores de la escala. Esta información se presenta de manera 

gráfica en la figura 2.3. Es importante concluir entonces que la escala GSE no es 

unidimensional, no se puede describir a través de un único factor. 

http://userpage.fu-berlin.de/%7Ehealth/selfscal.htm
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 COMP1 COMP2 COMP3 

Self1 0 0.71776986 0 

Self2 0 0 1 

Self3 0.36286421 0 0 

Self4 0.36971158 0 0 

Self5 0.37589985 0 0 

Self6 0 0.69628042 0 

Self7 0.38156436 0 0 

Self8 0.38424172 0 0 

Self9 0.3867569 0 0 

Self10 0.38409408 0 0 

% EV 35.4% 12.8% 10.73% 

Tabla 2.11: Componentes disjuntos GSE con el algoritmo CBPSO 
 
 
 
 

 
Figura 2.3: Gráfico de los valores de las cargas cuestionario GSE 
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Esta matriz de datos de gran tamaño también fue analizada con el algoritmo DPCA. 

Después de realizar cien ejecuciones con ambos algoritmos, los resultados obtenidos se 

detallan en la tabla 2.12: 
 

 CBPSO DC DPCA 

TIEMPO PROMEDIO DE EJECUCIÓN (MIN) 2.55 0.09 

MEJOR TIEMPO DE EJECUCIÓN (MIN) 1.55 0.07 

PEOR TIEMPO DE EJECUCIÓN (MIN) 3.23 0.17 

TASA DE ÉXITOS 100% 57% 

Tabla 2.12: Resumen de resultados con datos GSE 
 
 
 

Ambos algoritmos encontraron la mejor solución que es la presentada en la tabla 2.11, con 

diferentes tasas de éxito, tabla 2.12. El algoritmo CBPSO DC se ejecutó con 500 partículas, 

30 iteraciones como máximo, 1.5 de peso social y peso cognitivo, y una inercia que varía 

linealmente de 0.5 a 3. El mejor tiempo alcanzado por el algoritmo CBPSO DC fue de 1.55 

minutos en 4 iteraciones. Por otro lado, para el algoritmo DPCA el mejor tiempo alcanzado 

fue de 0.07 minutos en una iteración. La última fila de la tabla 2.12 indica que el DPCA 

quedó atrapado en óptimos locales en 43 de las 100 ejecuciones. Es importante señalar que 

debido a los valores ingresados en los parámetros del CBPSO DC, el tiempo de ejecución 

es mayor respecto del algoritmo DPCA, pero se obtiene como beneficio el 100% de 

eficacia. Esta flexibilidad no la tiene el algoritmo DPCA. 
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2.6 Una aplicación del algoritmo CBPSO DC a selección de variables en 

un estudio medio ambiental 

Un problema que se presenta cuando se realizan estudios con datos medioambientales o 

ecológicos es el de la presencia de variables redundantes, es decir, variables que son 

combinación lineal exacta o aproximada de una o más de las variables restantes. Estas 

variables pueden ser eliminadas sin perder información o con una mínima pérdida de ella, 

resultando un conjunto de datos más pequeño lo que redunda en la interpretación de los 

resultados como en la reducción de los costos de dichos estudios. 

Eliminar las variables redundantes, y retener a aquellas que más información aporten es de 

suma importancia, en particular si el conjunto de datos es masivo, como suele suceder en 

los estudios sobre medio ambiente. PCA permite reducir la dimensionalidad de un 

conjunto de datos. Las componentes principales al no estar correlacionadas eliminan la 

información redundante. El problema que se presenta, como ya se ha indicado, es su 

interpretación, debido a que las cargas no siempre se acercan a cero en valor absoluto. 

CBPSO DC permite paliar este problema presentando a las variables que contribuyen con 

poca información (a determinada componente principal) con valores de cero. De esta 

manera podemos seleccionar las variables que más información aportan a la primera 

componente principal disjunta (es decir, la que explica la mayor variabilidad) y descartar 

las variables que se encuentran en las componentes principales disjuntas restantes. 

Obviamente, esta decisión depende de muchos factores como son la clase de investigación 

a realizarse, de la importancia de las variables a excluirse y del criterio del investigador. 

Existe una amplia bibliografía en la que se presentan diferentes metodologías para la 

reducción del número de variables en un estudio multivariante, entre las cuales podemos 

destacar: el trabajo seminal de (I. T. Jolliffe, 1973) que utiliza PCA, (Beale et al., 1967) 

mediante regresión lineal múltiple, y el trabajo de (King & Jackson, 1999) que es más 

específico, puesto que propone distintos métodos para descartar variables redundantes en 

estudios sobre medio ambiente. En el artículo de King y Jackson se muestra que el método 

Broken-stick, es el mejor criterio para determinar el número de componentes principales a 
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retener, para luego seleccionar las variables a descartar mediante los distintos modelos 

desarrollados por Jolliffe. 

Cuando se reduce la dimensión de un conjunto de datos se presenta el problema de la 

estabilidad, que consiste en la concordancia entre las distancias de los individuos en el 

espacio generado por las variables originales y el espacio generado por el conjunto que 

contiene a las variables seleccionadas (Sorzano et al., 2014). Para que la reducción del 

número de las variables originales, mediante PCA, en datos ecológicos sea estable se 

recomienda, ver (Grossman et al., 1991), que la razón entre variables originales y variables 

seleccionadas no sea mayor a 3. 

En esta sección se propone utilizar el método Broken-stick junto con el algoritmo CBPSO 

DC para seleccionar las variables que se deben retener en un estudio multivariante de datos 

ambientales. 

 
Los datos utilizados se tomaron de la página de FOREGS-EuroGeoSurveys Geochemical 

Baseline Database (http://www.gtk.fi/publ/foregsatlas/) y corresponden a muestras de la 

concentración de minerales tomadas en el subsuelo de diferentes países de la Unión 

Europea. Esta base de datos bien se puede utilizar para medir el grado de contaminación 

del subsuelo. Los datos se encuentran en el archivo “C_XRF_data_2v6_8Feb06.xls” 

disponible en la dirección http://weppi.gtk.fi/ publ/foregsatlas/ForegsData.php, que se 

halla dentro de la página mencionada líneas arriba. Para el análisis se han eliminado las 

columnas correspondientes a las coordenadas de su ubicación geográfica y al país al que 

corresponden. La matriz de datos consta de 19 columnas o variables (los elementos y 

compuestos químicos) y 788 filas (locaciones donde fueron tomadas las muestras). Las 

variables representan las cantidades de los minerales encontradas en un Kg. de tierra del 

subsuelo en cada locación muestreada. Puesto que las unidades de medida difieren, 

dependiendo de la variable, vamos a utilizar variables estandarizadas para el análisis. La 

lista de variables se muestra en la tabla 2.13. 

http://www.gtk.fi/publ/foregsatlas/
http://weppi.gtk.fi/%20publ/foregsatlas/ForegsData.php
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Variable 
Chemical 

compound/element 

Measurement 

units 

SIO2_SI Óxido de silicio Kg. 

TIO2_SI Óxido de titanio Kg. 

AL2O3_SI Óxido de aluminio Kg. 

FE2O3_SI Óxido de hierro Kg. 

MNO_SI 
Óxido de 

manganeso 
Kg. 

MGO_SI Óxido de magnesio Kg. 

CAO_SI Óxido de calcio Kg. 

NA2O_SI Óxido de sodio Kg. 

K2O_SI Óxido de potasio Kg. 

P2O5_SI Óxido de fósforo Kg. 

BA_SI Bario mg. 

CR_SI Cromo mg. 

RB_SI Rubidio mg. 

SN_SI Estaño mg. 

SR_SI Estroncio mg. 

W_SI Tungsteno mg. 

Y_SI Itrio mg. 

ZN_SI Cinc mg. 

ZR_SI Circonio mg. 

Tabla 2.13: Significado de las variables del estudio FOREGS 

El procedimiento propuesto es el siguiente: 

1. Aplicar un PCA clásico al conjunto de datos. 

 
2. Seleccionar Q, es decir, el número de componentes principales a considerar mediante 

el modelo Broken-stick. 

 
3. Calcular las Q componentes principales disjuntas con el algoritmo CBPSO DC. 
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4. Considerar a las variables que conforman la primera componente principal disjunta. 
 

2.6.1 Aplicación: 
 

Los resultados del PCA de la matriz de datos arrojaron los siguientes resultados, tabla 

2.14: 

 
PC Valores propios % VAR % Varianza acumulada 

1 5.095 26.815 26.815 

2 2.941 15.477 42.292 

3 1.838 9.674 51.966 

4 1.488 7.833 59.799 

5 1.301 6.845 66.644 

6 1.025 5.397 72.041 

7 0.904 4.759 76.800 

8 0.797 4.193 80.993 

9 0.722 3.801 84.794 

10 0.650 3.423 88.217 

11 0.489 2.572 90.789 

12 0.412 2.166 92.955 

13 0.387 2.039 94.994 

14 0.325 1.708 96.703 

15 0.267 1.408 98.110 

16 0.125 0.657 98.768 

17 0.105 0.554 99.322 

18 0.079 0.417 99.739 

19 0.050 0.262 100.000 

Tabla 2.14: Componentes principales datos FOREGS 
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En la figura 2.4 se aprecia el gráfico correspondiente al método Broken-stick (línea azul) 

superpuesto a una curva en rojo que indica las proporciones de varianza explicadas al 

considerar las componentes principales indicadas en el eje X. El punto de corte está 

cercano a la tercera componente principal. Por esta razón vamos a considerar tres 

componentes principales a retener (es decir Q=3). Estas tres primeras componentes 

principales explican el 51.66% de la variabilidad total. 

 

 

Figura 2.4: Diagrama Broken-stick datos FOREGS 
 

Por tanto, para la aplicación del algoritmo CBPSO DC elegimos Q=3. Al aplicar el 

mencionado algoritmo se obtuvieron los resultados exhibidos en la tabla 2.15. En la figura 

2.5 se presenta una representación gráfica de la tabla 2.15: 
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 COMP1 COMP2 COMP3 

SIO2_SI 0 0 0.57973524 

TIO2_SI 0.44020387 0 0 

AL2O3_SI 0 -0.46399195 0 

FE2O3_SI 0.49562162 0 0 

MNO_SI 0.44137161 0 0 

MGO_SI 0 0 -0.34305531 

CAO_SI 0 0 -0.55125267 

NA2O_SI 0 -0.28220297 0 

K2O_SI 0 -0.49633089 0 

P2O5_SI 0.27387266 0 0 

BA_SI 0 -0.43570013 0 

CR_SI 0.18954184 0 0 

RB_SI 0 -0.47588306 0 

SN_SI 0 -0.15767984 0 

SR_SI 0 0 -0.34117431 

W_SI 0 -0.13253821 0 

Y_SI 0.42150555 0 0 

ZN_SI 0.27779775 0 0 

ZR_SI 0 0 0.35488125 

% VAR 17.34% 16.86% 12.58% 

Tabla 2.15: Componentes principales datos FOREGS 
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Figura 2.5: Gráfico de las componentes principales de los datos FOREGS 
 
 
 
 

 
% VAR 

% Varianza 

acumulada 

COMP1 17.34% 17.34% 

COMP2 16.86% 34.20% 

COMP3 12.58% 46.78% 

 

Tabla 2.16: Porcentajes de varianza explicada por las componentes disjuntas 
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Las tres componentes disjuntas explican el 46.78% de la variabilidad total. Si 

consideramos las tres primeras componentes principales sugeridas por el método Broken- 

stick, que explican el 51.96% de la variabilidad, se tiene que las componentes disjuntas 

explican el 90.01% de la varianza explicada por las tres primeras componentes principales 

clásicas. Este menor porcentaje explicado por las componentes disjuntas se debe a que 

éstas deben satisfacer un conjunto de restricciones adicionales a las componentes 

principales clásicas. 

 
El análisis de convergencia muestra que al algoritmo CBPSO DC le bastan 6 iteraciones 

para converger al valor 0.53220718. 

 
Las variables a seleccionar, según nuestra propuesta, son las variables que constan en la 

primera componente principal disjunta COMP1 que es la de mayor porcentaje de varianza 

explicada. Hay siete variables con loadings diferentes de cero, que son: TIO2_SI, 

FE2O3_SI, MNO_SI, P2O5_SI, CR_SI, Y_SI, ZN_SI. La razón entre el número de 

variables originales y el número de variables seleccionadas es de 19/7 =2.71, que satisface 

la recomendación dada en (Grossman et al., 1991). 

 
La aplicación del método CBPSO DC permite reducir de manera significativa el número 

de variables a considerarse en esta clase de estudios. De 19 variables originales, se reducen 

a sólo 7 variables. Por consiguiente, el gasto en reactivos, aparatos y personal se reduce 

también de forma considerable. Este tipo de análisis se puede aplicar a diversos problemas 

físico-químicos en los cuales se desee optimizar los gastos inherentes al proceso de 

investigación. 
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Capítulo 3 
 

ANÁLISIS HJ BIPLOT DISJUNTO MEDIANTE 

OPTIMIZACIÓN POR ENJAMBRE DE 

PARTÍCULAS 
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Un biplot es una representación gráfica bidimensional de los datos contenidos en una 

matriz de tamaño IxJ. El prefijo “bi” se refiere a que se muestran dos tipos de objetos: los 

individuos (filas) y las variables (columnas) en el mismo gráfico. Esta representación 

gráfica, que se fundamenta en la SVD de la matriz de datos, permite determinar patrones 

de interacción entre los individuos y las variables en un espacio de baja dimensionalidad. 

Este capítulo se divide en las siguientes secciones: 
 

3.1 Introducción 
 

3.2 HJ Biplot clásico 
 

3.3 Disjoint HJ Biplot por Optimización por Enjambre de Partículas (PSO DHJ Biplot) 
 

3.4 Aplicación del Análisis PSO DHJ Biplot: Caso Covid Ecuador 
 

3.1 Introducción 
 

Los biplot fueron introducidos por Gabriel en 1971 (Gabriel, 1971) en el contexto de la 

representación gráfica del PCA. Tanto los individuos como las variables son representados 

como puntos en un espacio con producto interno de baja dimensionalidad como o 
 

Una revisión a fondo del desarrollo de los diferentes métodos biplot se encuentra en Nieto- 

Librero, 2015. 

Consideremos una matriz de datos X de tamaño IxJ, de rango r ≤ min(I , J ) . La matriz X 

se puede factorizar de la forma: 
 
 
 

Donde: 

X = ABT (3.1.1) 

 

A es una matriz Ixr y B es una matriz Jxr. 
 

Esta factorización no es única. Una forma de factorizar X es escoger r columnas de A como 

base ortonormal del espacio columna de X, y obtener B = YT B . 

3 
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∑ 

xij ∑λkuik vkj 

K 

 
 

En términos de los componentes de las matrices X, A, B se tiene: 
 

x = aTb (3.1.2) 
ij i j 

 

Donde: 
 

xij es el elemento que se encuentra en la fila i y en la columna j de la matriz X. ai es la fila 

i de la matriz A, y bj corresponde a la columna j de la matriz B. Los vectores fila y columna 
 

ai y bj son de dimensión r. Es decir, la matriz X que tiene IxJ elementos se puede se puede 

expresar por medio de I + J vectores de dimensión r. 
 

Por ejemplo, si I = 30, J = 10, r = 2 , la matriz X tiene 300 elementos. Puesto que el rango 

es mucho menor que J =10 , significa que la mayoría de las filas (columnas) son 

combinación lineal de únicamente dos de ellas. Utilizando la factorización ABT para 

obtener X, se necesita disponer tan sólo de (I + J ) × r = 60 elementos, eliminando la 

información redundante. Con el añadido de que los individuos y columnas de la matriz X 

pueden representarse simultáneamente en el plano cartesiano. Si r = 3, los 300 elementos 

de X se pueden obtener a partir de los 120 elementos contenidos en las matrices A y B, y 

sus elementos se pueden visualizar en un espacio tridimensional. 

Una forma de obtener la factorización X = ABT es utilizando la descomposición en valores 

singulares (ver capítulo I): 
 

 
 

Los elementos de X se pueden expresar: 

X = UΛVT (3.1.3) 

 

min( I , J ) 

xij = 
k =1 

λkuik vkj 

 
(3.1.4) 

 

En general, el rango de la matriz X no va a ser igual a 2 o a 3, sino que r ≤ min(I , J ) . Si 
se utiliza un valor K menor al rango lo que se obtiene es una aproximación: 

 

k =1 

 
 

(3.1.5) 
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F 

 
 

Sea X la matriz cuyos elementos están dados por 

aproximación K dimensional está dado por εij = xij − xij 

 
 

xij = ∑ λkuik vkj . El error de 
k =1 

Para determinar la calidad de la 

aproximación se utiliza la norma de Frobenius, que corresponde a la aproximación por 
mínimos cuadrados: 

 

 I J 1 2 2 
 

ε = X − X = ∑∑(xij − xij )  (3.1.6) 
F  i=1 j =1  

 

En (Eckart & Young, 1936) se demuestra que la mejor aproximación en el sentido de los 
mínimos cuadrados corresponde a la SVD. 

 

Por tanto, al disponer de la descomposición en valores singulares X = UΛVT existen 
varias opciones para obtener la factorización 
tenemos: 

X = ABT . Entre las más importantes 

GH Biplot: A = U, B = VΛ , las filas se representan con máxima calidad de representación. 
 

JK Biplot: A = UΛ, B = V , las columnas se representan con máxima calidad de 
representación. 

HJ Biplot: A = UΛ, B = VΛ tanto filas como columnas se representan con máxima calidad 
de representación. 

Los dos primeros biplot fueron dados por (Gabriel, 1971). La aplicación de la optimización 

por enjambre de partículas que se va a realizar es al HJ Biplot (Galindo, 1986). 

 
 

3.2 HJ Biplot clásico 
 

En los biplot tenemos dos tipos de objetos: los marcadores fila (filas de A) y los marcadores 

columna (columnas de B). Los primeros se representan como puntos y los segundos como 

vectores en el espacio dimensional reducido. Lo que permite proyectar las filas sobre la 

recta de acción de los marcadores columna. 

La propuesta de representación gráfica del HJ Biplot admite incorporar en el mismo plano 

cartesiano los dos tipos de marcadores (filas y columnas) con la máxima calidad de 

K 
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proyai b j 

 
 

representación, es decir, con mínima distorsión. Permitiendo identificar de forma más clara 

la relaciones entre individuos y variables. 

3.2.1 Interpretación del HJ Biplot: 
 

Gracias a la aproximación obtenida mediante la SVD se tiene xij . Es decir, 

xij , de donde se tiene: 
 

x 

 
(signo b 

 
) b (3.2.1) 

ij j j 

 
proyai es la norma de la proyección de a sobre b . Corresponde a la distancia entre el 

b j 

origen y el punto a j , figura 3.1. 
 

signo b j es el signo del producto interno 

j j 
 
 
 
 
 

ai , b j 
 

b j  corresponde a la distancia entre el origen y el punto b j , figura 3.1. 
 
 

 
Figura 3.1: Marcadores fila y columna en el análisis Biplot 

aT b i j 

ai ,b j 
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De las propiedades del producto interno estándar definido en el espacio dimensional 
reducido se deducen las siguientes propiedades del HJ Biplot: 

1. La distancia entre los marcadores fila se puede interpretar como una medida de 
similaridad. Mientras más cercanos están más similares son. 

 
 

 
Figura 3.2: Similaridad en el HJ Biplot 

 
 
 

2. El coseno del ángulo entre dos marcadores columna aproxima la correlación entre 

las variables correspondientes. 

 

 
Figura 3.3: Correlación en el HJ Biplot 

 
 

3. La norma de los marcadores columna aproxima la desviación estándar de las 

variables correspondientes. 
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Figura 3.4: Aproximación de la desviación estándar en el HJ Biplot 
 
 

4. Las proyecciones ortogonales de los marcadores sobre la recta de acción de un 

marcador columna cualquier marcan un orden respecto al origen que corresponde 

al valor medio de la variable asociada a dicho marcador columna. Así, mientras 

más alejada del origen esté la proyección de un individuo más estará más lejos de 

la media de esa variable. En la figura 3.5 el individuo correspondiente al marcador 

fila ai2 es el que más se aleja de la media de la variable asociada al marcador 

columna b j . 
 
 

 
Figura 3.5: Proyecciones sobre los marcadores fila 

 
 
 

Una de las desventajas propias de la naturaleza disjunta de los ejes principales es la de 

representar a las variables originales ya sea colineales o en ejes ortogonales. Por lo que se 



98 
 

 
 

debe tener en cuenta que en la proyección sobre el primer plano generado por los ejes 

disjuntos hay que interpretar con las debidas precauciones las verdaderas correlaciones 

entre las variables implicadas. 

En el análisis multivariante en general y en el HJ Biplot en particular es fundamental 

determinar la o las variables que permitan caracterizar a los individuos en términos de sus 

diferencias, semejanzas y patrones de agrupaciones, para ello se utilizan las variables que 

más contribuyen a los ejes factoriales. Es en este punto donde es de primera importancia 

el determinar cuáles son las variables que más contribuyen a cada uno de los ejes, y para 

ello se tiene el denominado Disjoint HJ Biplot (Ana Nieto-Librero, 2015) que igual que en 

el PCA disjunto cada variable solo contribuye a un solo eje permitiendo una interpretación 

más sencilla de los ejes factoriales, y sobre todo, lo que es más importante en este caso, las 

posiciones relativas de los individuos en el plano de proyección. 

 
 
 

3.3 Disjoint HJ Biplot mediante Optimización por Enjambre de 

Partículas (PSO DHJ Biplot) 

Después de comprobar la eficiencia del método de optimización por enjambre de partículas 

aplicada al cálculo de las componentes principales disjuntas, en esta sección se va a adaptar 

al HJ Biplot, buscando más claridad en la interpretación de los ejes principales y por ende 

en la mejor explicación de los patrones y conglomerados que se pueden obtener en las 

soluciones que proporciona el HJ Biplot. Este nuevo algoritmo se denomina PSO DHJ 

Biplot. 

En forma análoga a la metodología desarrollada para DPCA (capítulo 2), la metodología 

para el análisis HJ Biplot está basada en la factorización de la matriz de datos centrada X 

de tamaño I × 𝐽𝐽: 
 

X = ABT (3.3.1) 
 

Donde: 
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∑b 

J 

∑
 

j
 

j
 

 
 

A = ai j 
 

matriz de tamaño I × 𝑄𝑄. 

 
B = bi j 
 

matriz de tamaño 𝐽𝐽 × 𝑄𝑄 

 
La matriz B está sujeta a las siguientes restricciones propias de su carácter disjunto, tal 

como se explicó en el capítulo anterior, éstas son: 
 

J 
2 = 1, q = 1, , Q 

j =1 
 

5. ∑(bjqbjr  ) 
j =1 

 

= 
0, 

 

q = 1, , Q −1; 

 

r = q +1, , Q 

 
Q 

2 > 0, 
 

j = 1, , J 
q=1 

 
Puesto que Q es mucho menor que J se trata de una aproximación a bajo rango: X 

por tanto existe un error E propio de la aproximación: 
 

X = ABT + E , (3.3.2) 
 

De donde: 
 

E = X − ABT (3.3.3) 
 

Se tiene el mismo problema de minimización: 
 

   min F (A, B) = 
 

X − ABT  
(3.3.4) 

 s.t A, B como se describe arriba 
 

La solución a este problema de optimización está explicada en el capítulo 2. La diferencia 

radica en que se añade el cálculo de la matriz de valores propios Λ . 
 

En el paso cero del algoritmo DPCA a cada una de las matrices W0q 

Obteniéndose Q SVDs: 

se la aplica la SVD. 

ABT 

4
 

2 

6
 

2 
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0 0 0
  

 
 

W0q = RΛTT 
 

Con estas SVD se obtiene la matriz B0 : 
 

La columna q de B0 es el vector singular derecho correspondiente al mayor valor singular 

de la q-ésima SVD. De la misma forma podemos formar la matriz diagonal Λ con los 

valores propios: en la q-ésima posición de la diagonal de Λ ponemos el mayor valor propio 

correspondiente al mayor valor singular de la q-ésima SVD. Luego calculamos A0 . A 

diferencia del DPCA donde A = XB se tiene que A = XB 
Λ−1 

 
tal como establece la 

 

teoria del método HJ Biplot. Por último, se evalúa la función objetivo F0(A0, B0) . Así lo 

hacemos en cada etapa k del algoritmo hasta obtener la convergencia. Al final se obtienen 

las matrices B y A necesarias en el HJ Biplot. 

Al igual que el Disjoint PCA, se presenta el problema de calcular la varianza explicada por 

cada nuevo eje disjunto. La solución es la misma que se utilizó anteriormente. Es decir, 

calculando las varianzas de los individuos en el nuevo sistema referencial disjunto. 

A continuación, se presenta el algoritmo para utilizado para obtener el Disjoint HJ Biplot 

clásico a partir de una matriz de datos centrada de tamaño IxJ minimizar. Este algoritmo 

es una aplicación directa del método de mínimos cuadrados alternantes. 

 
 

Algoritmo Disjoint HJ Biplot clásico 
 

1: Leer X, Q, nIter (número de iteraciones) 

2: Inicializar V0 , k = 0 

3: Inicio de iteraciones 

3.1 : Sea k = k +1 

3.2 : Actualice Vk 
 

3.3 : Calcular la matriz de particiones 

 
 
 
 
 
Wkq 

 
 
 
 
 
para q = 1, , Q 
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p
 
 

 
 

3.4 : Calcular la SVD de Wkq para q = 1, 
 

3.5 : Obtener Bk , Vk , Ak 
 

3.6 : Actualizar Fk = F (Ak , Bk ) 
 

4: Repita las iteraciones hasta que k =nIter 
 

5: Mostrar los resultados Ak y Bk 
 

Para implementar el método de optimización por enjambre de partículas se procede de 

igual forma que en el caso del DPCA. La diferencia está en el cálculo de la matriz Λ que 

permite obtener la matriz A tal como se describe en el HJ Biplot. 

A continuación, se exhibe el algoritmo para obtener el PSO DHJ Biplot a partir de una 

matriz centrada por columnas X: 

 
 

Algoritmo PSO DHJ Biplot 
 

1: Leer X, Q, nIter (número de iteraciones) 

2: Inicializar aleatoriamente P partículas 

3: Sea finertia=maxIner 
 

4: Para cada iteración k = 1, 
 

4.1 : Para cada partícula p = 1, , P : 
 

4.2 : B = step(B , B* , B*, wCognition,wSocial, finertia) 
p p p 

 
4.3 : Si F (B ) < F(B* ), entonces B* = B 

p p p p 

 
4.4 : Si F(B ) < F(B* ), entonces B* = B 

 
4.5 : Con B calculamos Λ y A = XB Λ−1 

p p p p p 

, Q 

,nIter 
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Fin (para cada partícula p) 
 

5: Mostrar los resultados B p , Λ p y A p 
 
 
 

3.4 Aplicación del Análisis PSO DHJ Biplot: Caso Covid Ecuador 
 

La enfermedad denominada COVID-19 es una infección respiratoria aguda, que se originó 

en la ciudad de Wuhan en la provincia de Hubei en la China central. Rápidamente se 

convirtió en una pandemia que ha afectado tanto los sistemas sanitarios como a la 

economía de todos los países del mundo. En Ecuador el primer caso se detectó el 27 de 

febrero de 2020, y para finales de marzo la pandemia comenzó a asolar todas las ciudades 

del país, sobre todo las grandes ciudades. Saturó toda la red de salud pública y privada del 

país, produciéndose una de las más altas tasas de mortalidad de Latinoamérica por no decir 

del mundo. 

En lo que va de la pandemia se han publicado muchos trabajos en los que se presentan 

análisis multivariantes de los datos generados por organismos dedicados a monitorear el 

desarrollo de la pandemia COVID. En (Romeu, 2020b) y (Romeu, 2020a) se aplica el 

análisis de componentes principales y el análisis discriminante para determinar las 

variables más relevantes para explicar el impacto de la pandemia COVID. Se utilizan cinco 

variables para el análisis para establecer cuáles son las más significativas para diferenciar 

la infección entre condados del estado de New York. Los datos utilizados son los 

disponibles a mayo de 2020. En (Ferreira, 2020) se analiza el caso brasileño. A más de las 

variables inherentes a la pandemia COVID se consideran variables socio-económicas 

como el PIB (Producto Interno Bruto) y el IDH (Índice de Desarrollo Humano) para 

realizar un análisis de conglomerados no jerárquico y un análisis factorial con el objetivo 

de determinar conglomerados de estados y las asociaciones entre las variables 

consideradas. Los datos son los disponibles a junio de 2020. (Devkota, 2021) presenta 

varios estudios estadísticos sobre los efectos de la pandemia COVID en Nepal. Inicia con 

una regresión logística multinomial, luego hace un ajuste temporal mediante modelos 

ARIMA, seguido de un modelo lineal de efectos mixtos, para terminar con PCA de 



103 
 

 
 

componentes principales para analizar cómo se interrelacionan las variables consideradas. 

En el documento (Mahmoudi et al., 2021) se realiza un PCA para clasificar a los países 

objeto del análisis (Francia, Alemania, Irán, Italia, España, Reino Unido y Estados Unidos) 

según su tasa de contagios. Los datos son tomados a abril de 2020. (Kumar et al., 2020) 

aplican un modelo estadístico exponencial para predecir la evolución temporal de los casos 

confirmados de COVID a través del tiempo en India, China, Estados Unidos, Alemania, 

Italia, Japón, Irán y Canadá. Además, realiza un análisis de correlación y de componentes 

principales, incluyendo variables socio-económicas, para identificar patrones en la 

propagación de la pandemia en los estados de la India. Utiliza datos a mayo de 2020. (Luo 

et al., 2020) realizan un PCA y un análisis factorial de los datos de síntomas clínicos 

obtenidos de pacientes con COVID en un hospital de China, el propósito del estudio es 

obtener correlaciones entre las variables consideradas que sirvan de base para la 

prevención y control de la pandemia. (Konishi, 2020) aplica las componentes principales 

para resaltar las diferencias y semejanzas entre virus de la gripe y el virus SARS COV2, 

causante de la pandemia COVID. Para este fin utiliza los datos de secuenciación del 

genoma de estos virus. En (Cobre et al., 2020) se investigan los factores de riesgo 

relacionados con la muerte de pacientes con COVID-19, mediante regresión logística. Los 

datos son tomados a abril de 2020. (Ye et al., 2020) aplican PCA y análisis de 

conglomerados para identificar fenotipos de la enfermedad COVID-19, que ayuden a la 

predicción de la severidad de la infección. Los datos son tomados a marzo de 2020. 

Este trabajo tiene como objetivo explicar la dinámica de la epidemia del COVID-19 en el 

Ecuador desde un punto de vista multivariante, a partir de los datos recolectados a marzo 

de 2021. En particular, desde la perspectiva del análisis Disjoint HJ Biplot. La ventaja de 

los métodos multivariantes es la de considerar simultáneamente la información contenida 

en todas las variables consideradas, y no de cada variable por separado o por parejas 

mediante la correlación. Esto permite capturar las interrelaciones y patrones 

multidimensionales que se puedan presentar en la data. 
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Para un primer análisis se seleccionaron diez variables medidas sobre los 221 cantones en 

que se subdividen las 24 provincias de la república del Ecuador. Las variables consideradas 

son: 

POB: el número de habitantes de cada cantón. 
 

TASA: es la tasa de contagio corresponde al número de personas contagiadas por cada 

100.000 habitantes. 
 

CASOS: el número total de casos acumulados desde el inicio de la pandemia hasta 

mediados de marzo de 2021. 

PROD: es el valor generado, por cada cantón, al fabricar bienes o proporcionar servicios. 

Se mide en millones de dólares. 

EDU: es el valor invertido, en cada cantón, para cubrir los gastos en educación pública y 

privada. Se mide en millones de dólares. 

ELEH: es la inversión del estado en proporcionar servicios de electricidad y agua en cada 

cantón. Se mide en millones de dólares. 

VAB: es el Valor Agregado Bruto (VAB), una variable macroeconómica que muestra el 

aporte que adquieren los bienes y servicios al ser transformados durante el proceso 

productivo en cada cantón. Se mide en millones de dólares. 

POBR: es el porcentaje de habitantes del cantón que vive en condiciones de pobreza. 
 

Para un segundo análisis se consideran sólo los cantones cuya población supera los 90 mil 

habitantes, puesto que para estos cantones se dispone de la variable EXCM que 

corresponde al exceso de personas fallecidas por cada 100 mil habitantes a lo largo de la 

pandemia. Para este análisis se toma en cuenta a más de las anteriores variables a la 

variable EXCM. 

Se dispone también de las variables: HOSP el número de hospitales públicos y privados 

en cada cantón. CDS el número de centros de salud y dispensarios médicos públicos y 
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privados en cada cantón. Pero no van a ser utilizadas en el presente trabajo puesto que no 

son proporcionales a las poblaciones donde se encuentran y desvirtúan los resultados 

obtenidos, ver (Romeu, 2020b). 

 
 

Los datos se obtuvieron de las siguientes páginas web: Instituto Nacional de Estadística y 

Censos, https://www.ecuadorencifras.gob.ec/estadisticas/; página del Banco Central del 

Ecuador, 

https://contenido.bce.fin.ec/documentos/Estadisticas/SectorReal/CuentasCantonales/Indi 

ce.htm; página del sistema Geosalud 3.7.7 del Ministerio de Salud Pública del Ecuador, 

https://geosalud.msp.gob.ec/geovisualizador/index.php; y Observatorio social del Ecuador 

https://www.covid19ecuador.org/cantones. En la tabla 3.1 se listan las provincias del 

Ecuador y su número de cantones. En la figura 3.6 se exhibe un mapa de la división en 

provincias del país con sus respectivos cantones. 

https://www.ecuadorencifras.gob.ec/estadisticas/
https://geosalud.msp.gob.ec/geovisualizador/index.php
https://www.covid19ecuador.org/cantones
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 Provincia Número de 
cantones 

1 Azuay 15 

2 Bolívar 7 

3 Cañar 7 

4 Carchi 6 

5 Cotopaxi 7 

6 Chimborazo 10 

7 El Oro 14 

8 Esmeraldas 7 

9 Guayas 25 

10 Imbabura 6 

11 Loja 16 

12 Los Rios 13 

13 Manabí 22 

14 Morona Santiago 12 

15 Napo 5 

16 Pastaza 4 

17 Pichincha 8 

18 Tungurahua 9 

19 Zamora Chinchipe 9 

20 Galápagos 3 

21 Sucumbíos 7 

22 Orellana 4 

23 Santo Domingo 2 

24 Santa Elena 3 

Total  221 

Tabla 3.1: Número de cantones por provincia 
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Figura 3.6: Mapa de las provincias del Ecuador con sus cantones 
 
 
 

Ambos estudios se realizaron para dos y tres componentes disjuntas. Se presentan los 

resultados para dos componentes disjuntas puesto que la disminución de la varianza 

explicada es pequeña, respecto a considerar tres componentes, pero a cambio se gana en 

interpretación. 

Los resultados que se obtuvieron son los siguientes: 
 

En el primer estudio, 221 cantones, 8 variables y 2 componentes disjuntas: 
 

Los resultados proporcionados por el análisis Disjoint HJ Biplot se muestran en la tabla 

3.2, y su representación gráfica en la figura 3.7. 
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 COMP1 COMP2  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Total 

POB 14.6826 0.0000 

TASA 0.0000 -12.4240 

CASOS 13.4997 0.0000 

PROD 14.7263 0.0000 

EDU 14.6079 0.0000 

ELEH 13.9450 0.0000 

VAB 14.7562 0.0000 

POBR 0.0000 12.4240 

% VAR 70.1519 17.4609 87.6128 

Tabla 3.2: Cargas, componentes principales disjuntas Estudio 1. 
 
 
 
 

 
Figura 3.7: Gráfico de las componentes principales disjuntas Estudio 1. 

 
En el caso del Disjoint HJ Biplot, las variables consideradas en el estudio o bien forman 

un ángulo de 0°/180° (esto es, están correlacionadas positivamente o negativamente) en 

caso de pertenecer a una misma componente disjunta, o bien un ángulo de 90° (no están 

correlacionadas) si pertenecen a diferentes componentes disjuntas. Estas correlaciones hay 

que tomarlas con mucha precaución. No corresponden a las correlaciones de las variables 

en el espacio original en el cual están definidas. El Disjoint HJ Biplot realiza una 

proyección de los datos originales sobre un espacio bidimensional, cuyos ejes están dados 
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por las componentes disjuntas, por ende, hay una deformación (igual que sucede en 

cualquiera de los análisis multivariantes, como por ejemplo PCA o cualquiera de los 

diferentes Biplots). En esta proyección aparecen las variables ya sea perteneciendo a uno 

u otro disjunto. Cosa que no sucede en el espacio original de las variables. 

La variabilidad aproximada de cada variable viene dada directamente por el valor de la 

coordenada de la variable en la componente disjunta. Y se pueden calcular fácilmente tal 

como se indica en la teoría del PSO DHJ Biplot. Son un indicativo de que tanto se 

deformaron los datos al proyectarlos en el plano formado por los ejes disjuntos. Estos 

valores se detallan en la última fila de la Tabla 3.2. La varianza explicada por los dos ejes 

disjuntos considerados es del 87.61%, lo que es un valor bastante aceptable en el contexto 

multivariante. 

La primera componente refleja la influencia del tamaño de la población. Las variables 

consideradas en esta componente son POB (población del cantón), CASOS (número de 

casos confirmados), PROD (el valor de la producción de bienes y servicios), EDU 

(presupuesto destinado a servicios educativos), ELEH (gasto en servicios de electricidad 

y agua potable), VAB (Valor Agregado Bruto). Todas estas variables dependen del tamaño 

de la población. La segunda componente contrapone las variables TASA (tasa de 

contagios) y POBR (porcentaje de la población que vive en condiciones de pobreza). Estas 

dos variables se diferencian de las variables que constan en la primera componente en que 

son porcentuales, es decir adimensionales. Además, nos brinda una contribución 

importante a la investigación: En el Ecuador la tasa de contagios está negativamente 

correlacionada con el nivel de pobreza. Lo que implica que mientras más bajo sea el nivel 

de pobreza mayor es la tasa de contagios. Este hecho se puede entender a que en el Ecuador 

las la población más pobre se encuentra en el campo, donde a más de estar dispersa hay 

pocas vías de comunicación. Las variables con la más alta variabilidad son las variables 

TASA y POBR, se encuentran asociadas a la segunda componente disjunta. Mientras que 

la variable que presenta la menor variabilidad es CASOS y se asocia a la primera 

componente principal. 
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Figura 3.8: PSO DHJ Biplot Estudio 1. 
 
 
 

En el biplot presentado en la figura 3.8, considerando la primera componente disjunta, se 

observa que el cantón Quito es el que se separa significativamente del resto. Está situación 

se debe a que es el cantón con la mayor población, también es el que mayor número de 

contagios ha presentado a lo largo de la pandemia. Seguido por los cantones Guayaquil y 

Cuenca que corresponden a cantones donde se encuentran las mayores ciudades del 

Ecuador, de nombres homónimos. Siendo Guayaquil la segunda ciudad más poblada y 

Cuenca la tercera. 

 
 

Ecuador está dividido geográficamente en cuatro regiones Costa, Sierra, Oriente y Región 

insular. Para despejar la nube de datos de la figura 3.8, a continuación, se presenta por 

regiones. El PSO DHJ Biplot de la región Costa se muestra en la figura 3.9, el El PSO DHJ 
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Biplot de la región Sierra en la figura 3.10, y el El PSO DHJ Biplot de la región oriental 

en la figura 3.11. La región Insular es muy pequeña en términos poblacionales y número 

de cantones, razón por la que no se grafica. 
 

 
Figura 3.9: PSO DHJ Biplot Región Costa 

 
 
 

En la región costa el cantón predominante en cuanto a la primera componente disjunta es 

Guayaquil. Mientras que respecto a la segunda componente se ubica en una posición cerca 

del origen de coordenadas, lo que indica que tanto su nivel de pobreza como la tasa de 

contagios son cercanos al promedio general. A excepción de Guayaquil, todo el resto de 

cantones de la región Costa forma un conglomerado en torno al origen. Se observa que el 

cantón Samborondón, su proyección en la segunda componente disjunta se ubica cerca a 

Guayaquil. Esto se puede explicar por el hecho de que conforma el llamado Gran 

Guayaquil, junto al cantón Durán, cuya proyección en la segunda componente también 

está cerca a Guayaquil. 
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Figura 3.10: PSO DHJ Biplot Región Sierra 
 
 
 

En la región Sierra, respecto a la primera componente disjunta, el cantón que más destaca 

es Quito, seguido de lejos por Cuenca. Al igual que ocurre en la región Costa, el resto de 

cantones forma un conglomerado en torno al origen. La proyección en la segunda 

componente disjunta del cantón Rumiñahui está ligeramente más abajo de la del cantón 

Quito. En el cantón Rumiñahui se encuentran poblaciones satélites de Quito, y es un lugar 

de fincas y conjuntos habitacionales de las clases acomodadas de la ciudad capital, de allí 

que su nivel de pobreza sea menor al de Quito. 
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Figura 3.11: PSO DHJ Biplot Región Oriental 
 
 
 

En la región Oriental no se presentan cantones que se separen del gran conglomerado 

central. Esto se debe a que todas las poblaciones orientales son pequeñas tanto en población 

como en recursos. Respecto al nivel de pobreza el cantón Aguarico es el que mejor se sitúa. 

En este cantón se encuentran las dos reservas naturales más importantes del país por su 

biodiversidad y ecoturismo. 

 
 

En el segundo estudio, se consideraron 35 cantones, 9 variables y 2 componentes 
disjuntas, que se detallan en la tabla 3.3: 
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1 Ambato 8 El Carmen 15 Latacunga 22 Naranjal 29 Riobamba 

2 Babahoyo 9 Esmeraldas 16 Loja 23 Orellana 30 Rumiñahui 

3 Cayambe 10 Guaranda 17 Machala 24 Otavalo 31 Salinas 

4 Chone 11 Guayaquil 18 Manta 25 Portoviejo 32 Samborondón 

5 Cuenca 12 Ibarra 19 Mejía 26 Quevedo 33 Santa Elena 

6 Daule 13 La Libertad 20 Milagro 27 Quinindé 34 Sto Domingo 

7 Durán 14 Lago Agrio 21 Montecristi 28 Quito 35 Tulcán 
Tabla 3.3: Cantones con más de 90 mil habitantes 

 
En este estudio sólo se consideran los cantones con más de 90 mil habitantes y se añade la 

variable EXCM (exceso de personas fallecidas por cada 100 mil habitantes). El análisis 

PSO DHJ Biplot se realizó para dos componentes disjuntas. Se tiene los siguientes 

resultados, tabla 3.4, y su respectiva gráfica en la figura 3.12: 
 

 COMP1 COMP2  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Total 

POB 5.8007 0.0000 

TASA 0.0000 -5.3071 

CASOS 5.1982 0.0000 

EXCM 2.3442 0.0000 

PROD 5.7977 0.0000 

EDU 5.7686 0.0000 

ELEH 5.7985 0.0000 

VAB 5.8099 0.0000 

POBR 0.0000 5.3071 

% VAR 63.6294 17.8830 81.5124 

Tabla 3.4: Cargas, componentes principales disjuntas Estudio 2. 
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Figura 3.12: Gráfico de las componentes principales disjuntas Estudio 2. 
 

En términos de las cargas de las componentes disjuntas la situación es similar al estudio 1. 

Con una disminución de la varianza explicada de un 6.1%. Las variables TASA y POBR 

conforman la segunda componente disjunta y el resto pertenecen a la primera componente. 

La nueva variable EXCM agregada se ubica en la primera componente disjunta con la más 

pequeña contribución (2.3442), ver tabla 3.4. La representación gráfica del PSO DHJ 

Biplot se exhibe en la figura 3.13. 
 

 
Figura 3.13: PSO DHJ Biplot Estudio 2. 
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Si se utiliza el segundo eje disjunto como un índice sintético de la dualidad Pobreza-Tasa 

de contagios. Podemos ordenar a los cantones en forma ascendente, en base a las 

proyecciones en este eje, tal como se muestra en la tabla 3.5 y en la figura 3.14: 
 
 
 

 CANTÓN COMP2  CANTÓN COMP2  CANTÓN COMP2 
1 Quito -3.1835 13 Latacunga -0.2181 25 Chone 0.7712 
2 Rumiñahui -2.8428 14 Esmeraldas -0.1833 26 Milagro 0.8287 
3 Tulcán -2.1687 15 Guayaquil -0.1066 27 Lago Agrio 0.8592 
4 Loja -2.0602 16 Manta 0.0243 28 Durán 0.9617 
5 Cuenca -1.7789 17 Otavalo 0.2785 29 Quevedo 1.0591 
6 Ibarra -1.4919 18 Babahoyo 0.4449 30 Daule 1.2002 
7 Machala -1.0239 19 Guaranda 0.4783 31 Naranjal 1.3652 
8 Ambato -0.9275 20 Sto Domingo 0.5321 32 Santa Elena 1.4367 
9 Mejía -0.5545 21 Salinas 0.5666 33 Quinindé 1.5606 
10 Portoviejo -0.5403 22 Orellana 0.5691 34 El Carmen 1.5658 
11 Riobamba -0.5031 23 Cayambe 0.5977 35 Montecristi 2.0794 
12 Samborondón -0.2485 24 La Libertad 0.6528    

Tabla 3.5: Orden de los cantones según la segunda componente disjunta. 
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Figura 3.14: Orden ascendente de los cantones según la segunda componente disjunta 
 
 
 

Así, Quito es uno de los cantones que tiene la tasa de contagio más alta, pero a la vez su 

nivel de pobreza es el menor que los cantones restantes. Montecristi es el cantón en el 

sentido opuesto, es decir, el cantón con la tasa de contagios más baja, y el nivel de pobreza 

más alto. El cantón Guayaquil, al que pertenece la segunda ciudad más poblada del país 

está en una posición intermedia respecto a este eje contagios-pobreza. 

El estudio comprueba que los cantones más afectados son aquellos a los que pertenecen 

las tres ciudades más grandes tanto en población como en recursos. Esto es, los cantones 

Quito. Guayaquil y Cuenca. El comportamiento de la pandemia en las regiones naturales 

en que se divide Ecuador (Costa, Sierra y Oriente) es bastante similar. Es decir, se tiene un 

conglomerado en torno al origen con uno o dos cantones alejados de esta concentración 

central (los de mayor población y recursos). Las correlaciones entre variables tal como se 

interpretan en el HJ Biplot clásico no se pueden aplicar al Disjoint HJ Biplot, debido a que 

la proyección obtenida deforma la posición de los ejes disjuntos. En este análisis sólo hay 

dos opciones: que los ejes sean colineales o que sean ortogonales. 
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Capítulo 4 

ANÁLISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES 
FUNCIONALES DISJUNTAS 
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Los últimos avances en las diferentes tecnologías de computación, trasmisión y 

almacenamiento de información han permitido monitorear procesos en tiempo real 

obteniéndose datos que son funciones o datos funcionales. Así como los datos 

multivariantes se encuentran en el espacio vectorial   n , los datos funcionales son 

elementos de un espacio de Hilbert de dimensión infinita. Por esta razón se hace necesario 

disponer de resultados básicos sobre este tipo de espacios. En este capítulo se expone una 

breve introducción a la teoría fundamental de dichos espacios. 

El capítulo está distribuido de la siguiente manera: 
 

4.1 Introducción. 
 

4.2 Fundamentos teóricos 
 

4.3 Análisis de Componentes Principales Funcionales Clásico 
 

4.4 Propuesta de cálculo de componentes principales funcionales disjuntas. 
 

4.5 Aplicación del Análisis de Componentes Principales Funcionales Disjuntas. 
 
 
 

4.1 Introducción 
Si bien los datos funcionales son de naturaleza infinito dimensional son medidos de forma 

discreta en determinado intervalo finito de la recta real. La frecuencia a la que se realizan 

las mediciones ha aumentado en forma notable gracias a los últimos avances tecnológicos, 

lo que hace que cada dato funcional tenga una alta dimensión, Estas mediciones discretas 

gracias a técnicas de interpolación y aproximación permiten reconstruir la función en 

cuestión (J. O. Ramsay & Silverman, 2005). Aún si consideramos la versión discreta de 

una función se tiene que el número de individuos (curvas) es menor que el número de 

variables (mediciones). Presentándose la llamada “maldición de la dimensionalidad”. Esto 

va en contra del supuesto del Análisis Multivariante en que el número de objetos o 

individuos debe ser menor al número de variables. 
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Ejemplos de datos funcionales los podemos encontrar en varios campos del quehacer 

científico como espectrometría. Mediciones de condiciones climáticas como temperatura, 

humedad presión atmosférica, contaminación y polución atmosférica (Di Salvo et al., 

2015). Ecología (Embling et al., 2012). Genética (Leng & Müller, 2006). Cotizaciones de 

la bolsa (Müller et al., 2011). Curvas de consumo de electricidad. Datos de tipo médico, 

como potenciales eléctricos como los que nos proporcionan electrocardiogramas o 

electroencefalogramas (Viviani et al., 2005), (Sørensen et al., 2013). En (Hadjipantelis & 

Müller, 2018) se detallan diversas aplicaciones al denominado “Big Data” La estadística 

funcional se ha mostrado como una potente herramienta para el análisis de procesos 

estocásticos que se desarrollan en el tiempo y el espacio. 

El parámetro de las funciones consideradas como datos funcionales es por lo general el 

tiempo, sin embargo también puede representar distancias (estadística espacial) o 

frecuencias (como en espectrometría) (Pourshoghi et al., 2016). 

Una de las primeras técnicas multivariantes que se aplicó en el contexto funcional fue el 

PCA, al que también denominaremos PCA clásico. Esta técnica busca una reducción de la 

dimensión del espacio en que yace un conjunto de datos a través de la obtención de un 

nuevo sistema ortonormal de referencia, mediante un procedimiento de maximización de 

la inercia de la nube de datos disponible. 

En el PCA los individuos son representados por vectores en un espacio finito dimensional 

y el conjunto de datos por una matriz. Por ello el PCA clásico está íntimamente ligado a la 

teoría de matrices y operadores en espacios de dimensión finita. En su contraparte 

funcional tenemos el Análisis de Componentes Principales Funcionales (FPCA por sus 

siglas en inglés) en el cual los individuos son representados por funciones, esto es, por 

objetos de dimensión infinita. Por esta razón el FPCA está relacionado con el Análisis 

Funcional y la teoría de operadores sobre espacios de dimensión infinita (J. O. Ramsay & 

Silverman, 2005), (Kokoska & Reimherr, 2017). 

A diferencia del Análisis Multivariante en que la unidad de información es un punto 

(vector) en determinado espacio vectorial en el Análisis de Datos Funcionales (ADF) 
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la unidad de información es una función en el espacio vectorial de las funciones cuadrado 

integrables (Lu, 2007). Esto implica un cambio en la metodología de análisis de los datos 

funcionales. Necesitamos todo el andamiaje matemático disponible y la geometría que nos 

proporcionan los espacios de Hilbert separables. Es la estructura de estos espacios la que 

permite una interpretación de las componentes principales funcionales acorde con la 

utilizada en el PCA. 

Básicamente se supone que las variables aleatorias funcionales son procesos estocásticos, 

que pertenecen a un espacio de Hilbert infinito dimensional. Mientras que los datos 

funcionales se pueden considerar como realizaciones (o trayectorias) de dicho proceso 

estocástico (Valderrama et al., 2000). Estas realizaciones son las funciones observadas 

(son sus mediciones los datos de que disponemos), cuyo argumento toma valores en un 

intervalo de la recta real y por tanto son vectores en un espacio de dimensión infinita. 

¿Cómo se logra transferir un espacio de dimensión infinita a un entorno computacional 

que sólo admite representaciones finitas? Aquí tenemos que hacer un supuesto: que las 

trayectorias del proceso estocástico se pueden aproximar tanto como se dese por una base 

finita de funciones generadoras. 

Una de las ventajas del enfoque funcional es el de obtener funciones como componentes 

principales que son combinaciones lineales de una base ortonormal de funciones continuas 

y por ende también son continuas. Esto posibilita calcular sus derivadas, es decir 

velocidades o tasas de cambios y por supuesto también la aceleración del proceso 

representado (J. Ramsay & Ramsey, 2002). 

Tanto en el ambiente multivariante como en el funcional las componentes principales se 

presentan como combinaciones lineales de vectores, vectores en p en el primer caso y 

funciones en el segundo, que forman una base ortonormal finita. Presentándose el 

problema de interpretación de las componentes principales planteado en el capítulo 1. 

¿Cuáles son las funciones que realmente pesan en determinada componente principal? 

¿Cuáles elegir? ¿Cuáles descartar? En respuesta a estas interrogantes se presenta la 
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metodología de las componentes principales disjuntas calculadas mediante la optimización 

de enjambre de partículas adaptada al contexto funcional. 

De la revisión bibliográfica realizada no existen antecedentes de la aplicación de las 

componentes disjuntas al caso funcional. Más aún de la aplicación de la optimización por 

enjambre de partículas para el cálculo de dichas componentes. 

Los espacios de Hilbert extienden las propiedades de espacios de dimensión finita con 

producto interno tal como p , de esta manera se hace posible generalizar los resultados 

tanto del álgebra como del análisis a espacios abstractos que pueden ser de dimensión 

infinita, como es el caso del espacio de las variables aleatorias funcionales. La completitud 

de los espacios de Hilbert garantiza que el límite de cualquier sucesión de sus elementos 

pertenezca al mismo espacio, posibilitando de esta forma la representación de un operador 

en término de sus valores y vectores propios. 
 

En el contexto multivariante un vector en es una sucesión finita de d componentes. El 

número d es la dimensión del espacio  d . En el contexto funcional las funciones, si bien 

son “observadas” en conjunto finito de puntos, son consideradas como objetos que 

pertenecen a un espacio de dimensión infinita. Las propiedades de este espacio son las que 

van a determinar el comportamiento e interacción de los objetos que a él pertenecen. Es 

deseable que la geometría del espacio vectorial finito dimensional , que resulta muy 

útil en la interpretación de las posiciones de los individuos proyectadas en los planos 

principales, se pueda extender a espacios de funciones de dimensión infinita. Por tanto, las 

nociones de distancia, tamaño, medida angular y ortogonalidad se puedan extender a 

espacios de funciones. La clave de todo esto está en definir un producto interno en el 

espacio funcional. 

 
 
 

La teoría de los espacios de Hilbert es una teoría clásica, completamente terminada, sin 

cabos sueltos. Puesto que este trabajo está dirigido a la aplicación de determinados 

resultados del análisis funcional a la estructura estadística que opera con datos que son 
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funciones, las demostraciones de los teoremas enunciados en este capítulo y el siguiente 

han sido omitidas. Se las puede encontrar en cualquier texto de análisis funcional, en 

particular en dos excelentes libros “Theoretical Foundations of Functional Data Analysis, 

with an Introduction to Linear Operators” (Hsing & Eubank, 2013), a cuya estructura de 

presentación nos hemos ceñido, y el texto “Introduction to Functional Data Analysis” 

(Kokoska & Reimherr, 2017). 

 
4.2 Fundamentos Teóricos 

 
El PCA clásico parte de una matriz de datos X centrada, a partir de ella obtiene su matiz 

de varianzas covarianzas, esta matriz es simétrica semi definida positiva, lo que implica 

que sus valores propios son no negativos. La base teórica del PCA clásico radica en la 

descomposición espectral de la matriz de varianzas covarianzas. En el ámbito funcional se 

necesita un símil que permita obtener valores propios no negativos del operador de 

varianzas covarianzas. 

En primer lugar, sección 4.2.1, se describe el espacio en el cual se va a trabajar, esto es en 

el espacio Lp (T ) , el espacio de las funciones cuadrado integrables, y las propiedades de 
 

los operadores lineales sobre dichos espacios. La matriz de varianzas covarianzas pasa a 

convertirse en un operador lineal sobre Lp (T ) . En el contexto de las transformaciones 
 

lineales, acotado es sinónimo de continuo. El análogo a la operación matricial Av para el 

cálculo de los valores propios es el operador lineal descrito en (4.2.6) y su núcleo viene a 

ser el equivalente de la matriz de varianzas covarianzas. En la sección 4.2.2 se describen 

los operadores auto adjuntos que son el equivalente de las matrices simétricas, tal como lo 

es la matriz de varianzas covarianzas. Además de ser simétricas este tipo de matrices es 

semi definida positiva. También se generaliza este concepto a operadores lineales sobre 

Lp (T ) . En la sección 4.2.3 se definen los operadores compactos que permiten una 

aproximación por medio de operadores de rango finito. Es decir, los podemos aproximar 

desde un punto de vista matricial. Este punto es clave puesto que permite pasar de un 

ambiente infinito dimensional a uno de dimensión finita. Ya que el operador funcional que 
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se utiliza para generalizar la expresión matricial Av = λv es compacto, y el número de 

valores propios o bien es finito o forma una sucesión que converge a cero. En la sección 

4.2.4 se establece la generalización de la descomposición espectral de una matriz a 

operadores lineales auto adjuntos y compactos. En la sección 4.2.5 se definen los 

operadores de Hilbert Schmidt en los cuales se puede generalizar la norma matricial clásica 

o de Frobenius. En la sección 4.2.6 tenemos a los operadores de la clase traza que extiende 

la idea de que la norma se puede calcular como la suma de sus valores propios. Tal como 

se tiene en el contexto multivariante. En la sección 4.2.7 se establece el teorema de Mercer 

que es el equivalente al teorema de descomposición espectral en el contexto matricial. 
 
 
 

4.2.1 Espacios Lp (T ) y operadores lineales 
 

Dentro de los espacios de Hilbert hay uno que tiene particular interés para el análisis de 

datos funcionales es el denominado espacio 

pertenecer las funciones bajo estudio. 

L2 (T ) , este es el espacio al cual van a 

Definición 4.1.- Sea (T ,B, µ ) un espacio medible y sea p ≥ 1, se define el espacio Lp (T ) 
 

como el conjunto de las funciones medibles en T que satisfacen: 
 

 
 

Si f ∈ Lp (T ) , se define: 

∫T 
f d µ <∞   (4.2.1) 

 

f  p = (∫T
 

p
d µ )1 p  

(4.2.2) 
 

Donde T = [a,b] ⊂ es un intervalo compacto, B es la σ − álgebra de Borel de los 

subconjuntos de [a, b] , y µ es la medida de Lebesgue en , por lo que d µ se puede 

reemplazar por dt . 

p 

f 
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De entre todos los espacios Lp (T ) con p ≥ 1, el único que es espacio de Hilbert es el 

espacio L2 (T ) :  
 

∫T 
f (t)dt <∞   

 
Su producto interno está dado por: 

 ∀f , f ∈ L2 (T ), f , f = f (t) f (t) dt (4.2.3) 
 

1 2 1 2 ∫T  1 2 

A los elementos de L2 (T ) se les denomina funciones de cuadrado integrable. 

Recordemos que 

equivalencia. 

Lp (T ) es el conjunto cociente cuyos elementos son clases de 

En el contexto multivariante se trabaja con datos definidos en espacios de dimensión finita. 

Así, una matriz de tamaño m × n se puede interpretar como una transformación lineal que 

va del espacio n en el espacio . En el caso funcional tenemos aplicaciones lineales 

que van de un espacio de dimensión infinita en otro espacio de dimensión infinita. Si el 

espacio de partida es igual al de llegada tenemos los llamados operadores lineales. En el 

caso de datos funcionales tenemos que el espacio vectorial es L2 (T ) . En el análisis 

multivariante, las matrices son de tamaño finito y por ende representan a operadores 

continuos. En Lp (T ) los operadores acotados son continuos. 

Una aplicación lineal L : V1 → V2 se dice acotada si existe una constante c ≥ 0 tal que: 

∀v ∈V1 , L (v) ≤ c v 
2 1 

(4.2.4) 

Esto implica que, si L es acotada, la imagen de un conjunto acotado es también un 

conjunto acotado. 
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(V, ) 

) = ∑ (ei ), ei 

i 
 

 
 

Una aplicación lineal L : V1 → V2 . L es acotada, si y sólo si es continua. 
 
 

Sean 
 
V1 y V2 dos espacios vectoriales. Al conjunto de todas las transformaciones lineales 

acotadas de V1 en V2 se le nota por (V1,V2 ) . 

Con las operaciones usuales de funciones, esto es, suma y multiplicación por escalar, 

(V1,V2 ) es un espacio vectorial. 
 

En particular, si V es un espacio normado, al conjunto de todos los funcionales lineales 

acotados de V en se denota por y se denomina espacio dual de V. 
 

Traza de un operador lineal: 
 

Sea una aplicación lineal L : n → n , B ={e }n la base canónica de n , y sea A su 

matriz asociada en la base B. Se tiene que la traza de L está dada por: 
 

n n 
† 

n 

tr(L) = tr(A) = ∑ aii = ∑( Aei ) ei = 

∑ 
Aei , ei 

 
 

En analogía se define la traza de 

i=1 i=1  
 

por: 

i=1 

 
 

tr( 
∞ 

 
i=1 

 
(4.2.5) 

 
 

Definición 4.2.- Consideremos el espacio L2 (T ) . Sea K una función cuadrado integrable 

sobre T ×T . Sea f ∈ L2 (T ) , se define el operador lineal por: 

 ( f ) (⋅) = ∫T 
K ( ⋅ , u ) f (u)du 

 
 
 

(4.2.6) 
 

Denominado operador integral. K se llama núcleo del operador . 

El operador es acotado y por tanto continuo. 

∈ (V1,V2 ) 
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∈ (H ) 

 
 

4.2.2 Operadores Auto-adjuntos 
 

Sean H1 y H2 dos espacios de Hilbert, con productos internos ⋅ ⋅ y ⋅ ⋅ 
1 2 

respectivamente. Para cada elemento  de (H1, H2 ) existe un único elemento 

de (H2 , H1 ) tal que: 

∀x1 ∈ H1 ∀x2 ∈ H2 , 

 

 
 
 

(4.2.7) 
 

El operador se denomina operador adjunto de . Si H1 =H2 y si , se 

denomina operador auto-adjunto. En el contexto matricial, el concepto de operador 

adjunto corresponde al de matriz transpuesta, y el de operador auto-adjunto corresponde 

al de matriz simétrica. 
 

Sea ∈ 

 
1. ( 

2. 
 
3. 

(H1, H2 ) , se tiene que: 

 
 

Definición 4.3.- Un operador auto-adjunto sobre un espacio de Hilbert se dice que es: 
 

1. Semidefinido positivo si satisface la condición: 
 

∀x ∈ H , (x), x ≥ 0 (4.2.8) 
 

2. Definido positivo si cumple que: 
 

∀x ∈ H , (x), x > 0 (4.2.9) 
 

Sea un operador 

operador 

∈  (H ) , Si  es semidefinido positivo, entonces existe un único 

tal que: 

(4.2.10) 

* 

(x1 ), x2 2 = x1, *(x2 ) 1 

* * = 

*)* = 

* = 

* = 
2 

2 = 
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: X1 X2 

p 

 
 

Se nota por  1/2 al operador raíz cuadrada . 
 
 
 

4.2.3 Operadores compactos 
 

Dentro de los operadores lineales nos interesa en particular, en el análisis de datos 

funcionales, los denominados operadores compactos pues se pueden aproximar por medio 

de operadores de rango finito cuyas propiedades son similares a las de los operadores 

lineales de dimensión finita. Esto es, presentan propiedades análogas a las de las matrices 

de varianza covarianza, usadas en el contexto multivariante. 
 

Definición 4.4.- Sean dos espacios vectoriales normados X1 y X 2 . Una aplicación lineal 
 

se dice que es compacta si transforma conjuntos acotados en conjuntos 

relativamente compactos (en conjuntos cuya clausura es compacta). 

Una consecuencia inmediata de la definición anterior que toda aplicación lineal compacta 

es continua. 

 
Si  es compacta, entonces Im( )es separable. 

Una trasformación lineal de rango finito tiene por imagen a un subespacio de dimensión 
 

finita y por tanto es isomorfa a algún espacio con p . 
 

Sea aplicación lineal 

compacta. 

de rango finito, entonces es una aplicación 

Teorema 4.1.- Sean H1 y H2 dos espacios de Hilbert. Sea un operador compacto 
 

: H1 H2 , entonces  es el límite de una sucesión de operadores de rango finito 
 

con n . Es decir, lim 
n n 0 . 

El teorema 6.11 nos dice que se puede aproximar tanto como se requiera por una 

aplicación lineal de rango finito. 

: X1 X2 

n : H1 H2 



130 
 

H, e 0 

Ker I v H / (v) v 

(H )  
j 1, 2, 

 
 

4.2.4 Teorema de descomposición espectral 
 

En el ámbito multivariante, el núcleo fundamental del análisis de componentes principales 

es la descomposición espectral de la matriz de varianzas-covarianzas que es semi-definida 

positiva. En el contexto funcional, en analogía con el caso multivariante, también es de 

suma importancia calcular los valores y vectores propios de los llamados operadores de 

covarianza, que se detallarán más adelante. 
 

Definición 4.5.- Sea H un espacio de Hilbert. Se nota por 

los operadores lineales acotados sobre H. 

al espacio vectorial de 

 

Definición 4.6.- Sea 

un vector e 

(H ) , Se dice que es un valor propio de si existe 

tal que: 
 
 

 
 

e se denomina vector propio asociado al valor propio . 
 

Si H es un espacio funcional e se denomina función propia asociada a . 

(4.2.11) 

 
 

Definición 4.7.- Sea  un valor propio de 

asociado a por E 

(H ) , se define el espacio propio 

 

Teorema 4.2.- Sea y sean los valores propios de , j . 
 

Supongamos que los valores propios de son todos distintos y diferentes de cero, con 

vectores propios asociados ej , j 

1. Los vectores propios ej , j 

respectivamente. Entonces: 
 

son linealmente independientes. 
 

2. Si  es auto-adjunto, los vectores propios ej son mutuamente ortogonales. 

(e) e 

(H ) 

1, 2, 

1, 2, 
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(H ) 

(H ) 

(H ) 

1, 2, 3, 

 
j 

 
 

Teorema 4.3.- Sea un operador compacto. 
 

1. dim E es finita para 
 

2. El conjunto de valores propios de diferentes de cero es contable. 
 

Teorema 4.4.- Sea un operador compacto auto-adjunto, entonces 

1. El conjunto de valores propios de o bien es finito o bien constituye una sucesión 

que converge a cero. 

2. Cada valor propio diferente de cero tiene multiplicidad algebraica finita. 

3. Los vectores propios asociados a valores propios diferentes son ortogonales. 
 

Si un valor propio tiene multiplicidad geométrica mayor a uno, los vectores propios 

correspondientes se deben calcular por medio del proceso de ortonormalización de Gram- 

Schmidt y así obtener una base ortonormal para el espacio propio correspondiente. 

A continuación, tenemos el denominado teorema de descomposición espectral: 
 

Teorema 4.5.- Sea 

conjunto de valores propios 

propios e1,e2,e3, , tal que: 

un operador compacto auto-adjunto, entonces existe un 

del operador , con sus respectivos vectores 

1. 
 

2. ej 

es una sucesión decreciente y si es infinita converge a cero. 
 

es una base ortonormal de Im( ). 
 

3. admite la representación numerable: 
 

(4.2.12) 
 
 

Por tanto, de (4.2.12) se concluye: 
 
 

(4.2.13) 

0 

jej ej 

j 1 

x H, (x) j x,ej  ej 
j 1 
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jPn 
j 1 

2 

 
 

Definición 4.8.- La igualdad (4.2.13) se denomina descomposición o representación 

espectral del operador . 

Esta representación espectral de  es única en el siguiente sentido: 
 

Si Pn es la proyección ortogonal sobre el correspondiente espacio propio E , entonces la 
 

descomposición es única. 
 
 

Una consecuencia del teorema de descomposición espectral es: 
 

(x), x 
 

= ∑λj 
j =1 

2 

x, ej (4.2.14) 

 
 

De donde: = λ ej , j = 1, 2, 
 

Además, los valores propios de un operador semidefinido positivo no son negativos. 

(ej ), ej 

∞ 
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1 2 HS = ∑ 1 (ej ), 2 (ej ) 2 

 
 

4.2.5 Operadores de Hilbert-Schmidt 
 

Dentro de la clase de las transformaciones compactas hay una subclase que tiene especial 

interés en el análisis de datos funcionales, son los denominados operadores de Hilbert- 

Schmidt. En esta clase de operadores se puede generalizar la norma clásica matricial. 
 

Definición 4.9.- Sean 
 

. Si se cumple que: 

∈ (H1, H2 ) . Sea j una base ortonormal cualquiera de H1 

 

 
 

Se dice que es una aplicación de Hilbert-Schmidt. Al conjunto de todas las 

transformaciones de Hilbert-Schmidt de H1 en H2 se lo nota por HS (H1, H2 ) . 
 

HS (H1, H2 ) es un espacio vectorial respecto a las operaciones usuales de funciones. 
 

Toda aplicación de Hilbert-Schmidt es compacta. 
 
 
 
 

Definición 4.10.- Sea una base ortonormal j  de H1 . Se define la función 

⋅ ⋅ : 
HS HS (H1, H2 )× HS (H1, H2 ) → por: 

 

∞ 
 

j =1 
 
 

Teorema 4.6.- La función dada en (4.2.15) es un producto interno en 

 
(4.2.15) 

 
 

HS (H1, H2 ) . 
 

Sea una base ortonormal 

HS (H1, H2 ) por: 

j  de H1 . Se define la norma de Hilbert-Schmidt en 

(e ) 
2 

j 
j 1 

2 

e 

e 

e 
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j 

2 

de m y n : 

 
 
 

(4.2.16) 
 
 

El valor de es independiente de elección de la base j  . Si utilizamos la base 
 

ortonormal compuesta por los vectores propios de : (ej ) = λ jej , por lo que (4.2.16) 

se puede escribir de la forma: 
 

 ∞ 
1/ 2 

=  ∑λ 2 
 (4.2.17) 

 j =1  
 

Si ∈ HS (H1, H2 ) y es su operador adjunto, la norma de Hilbert-Schmidt también 

se expresa por: 
 

(4.2.18) 
 

Donde la traza está dada por (4.2.5). 
 

Si H1 = m y H = n , la norma de Hilbert-Schmidt viene a ser la norma de Frobenius. La 

aplicación está representada por su matriz asociada A = aij n×m 
en las bases canónicas 

 

 

Sea e j el j-ésimo elemento de la base canónica de m , entonces Aej es igual a la j-ésima 

columna de (a1 j 

 
, a2 j , 

 
. Por tanto: 

 

Ae 2 
= (a , 

a 

 
 

, , a )t
 

j n 1 j 2 j m j n 

= a2 + a2 + + a2 
1 j 2 j m j 

HS 
=  ∑ 

 ∞ 

 
(e ) 2 

1/ 2 

j  
j =1 

2  

 
HS 

* 

HS 
= (tr( * ))1/2 

, a mj )t 

(e ) = 
2 

i 2 

e 

H
 

2 
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TR 
= ( * )1/ 4 

2 

HS 

i
 

j
 
 

T
 

* = (( * )1/ 4 )4 

 
 

 n 
1/ 2 

= A =  ∑(a2 + a2  + + a2  ) 
HS HS 

 
 

 n m 

1 j 

 j =1 


1/ 2 

2 j m j 

 

=  ∑∑a2  
 

 j =1 i=1  

= (tr (A† A))1/ 2
 

 

El espacio vectorial HS (H1, H2 ) con el producto interno dado en la ecuación (4.2.15) 

constituye un espacio de Hilbert separable. 
 
 
 

4.2.6 Operadores de la clase traza 
 

Sean H1 y H2 dos espacios de Hilbert separables. Se dice que ∈ (H1, H2 ) es una 
 

aplicación de la clase traza si para alguna base ortonormal j de H1 la cantidad: 
 
 

 

TR = ∑ ( 
j =1 

* )1/ 2 e , e 
1 

(4.2.19) 

 
Es finita. En tal caso se dice que es la norma traza de . El valor de la norma traza 

no depende de la elección de la base ortonormal. El operador de covarianza en el análisis 

de datos funcionales es un operador de la clase traza. 
 

Para un operador de la clase traza se cumple que . Aquí se 
 

debe entender que ( * )1/ 4 = (( * )1/ 2 )1/ 2 
.
 

 
También podemos expresar: 

 

∞ 

e 
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j 

TR 
= λ ∑  j 

tr( ) = TR = λ ∑ j 

T ×T  

∞ 

 
 

Si es un operador de la clase traza, se tiene que es compacto. Si además es 
 

es auto-adjunto con valores propios se tiene que: 
 

∞ 
 

j =1 

 
(4.2.20) 

 
 

∑λ j <∞  se denomina la traza del operador , notada por tr( ) . Cuando es 
j =1 

 

semidefinido positivo se tiene: 
 

∞ 
 

j =1 

 
(4.2.21) 

 
Que es el equivalente al resultado del análisis mutivariante para la matriz de varianzas- 
covarianzas. 

 
4.2.7 Operadores integrales 

 
En esta sección nos vamos a centrar en describir las propiedades de los llamados 

operadores integrales, como es el caso del operador de covarianza en el análisis de datos 

funcionales. 

Consideramos un espacio medible (T ,B, µ ) , donde T es un intervalo compacto de la recta 

real, µ es una medida finita con soporte T, y B es sigma álgebra de los borelianos de T. 
 

Sea K una función medible en el espacio producto T ×T tal que: 
 

∫∫ K 2 (s, t)d µ(s)d µ(t) <∞   
 

Lo que indica que es de cuadrado integrable en T ×T . 
 
 
 
 

Sea f ∈ L2 (T ) , se define el operador integral por: 
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( f )](⋅) 

1, 2, 3, 

 
 

[ ( f )]( ⋅) = ∫T 
K (s, ⋅ ) f (s)d µ(s) (4.2.22) 

 
La función K se denomina núcleo del operador. 

 

[ es medible y además ∈ (L2 (T )) . 
 

Se tiene que el operador integral es compacto. 
 

Teorema 4.7.- El operador integral es semidefinido positivo si y sólo si su núcleo K 

es semidefinido positivo. 
 
 

Se tiene el siguiente teorema denominado teorema de Mercer, uno de los dos puntales 

básicos del análisis de componentes principales funcionales1 y del llamado “machine 

learning” pues juega un papel importante en el análisis de la varianza de las variables 

aleatorias funcionales y nos permite realizar la representación en serie de un núcleo de 

covarianza. 

Teorema 4.8.- Sea un núcleo K continuo, simétrico2 y semidefinido positivo, y sea   su 

correspondiente operador integral. Sean valores propios del operador integral 
 

 con sus respectivos vectores propios e1,e2,e3, , entonces el núcleo K admite la 

representación: 
 

∀s ∈T ∀t ∈T , 
 

K (s,t) = ∑λjej (s)ej (t) 
j =1 

(4.2.23) 

 
La sumatoria en (4.2.23) converge absoluta y uniformemente. 

 
 
 
 
 

1 El otro soporte es la representación de Karhunen-Loève, que lo trataremos en la sección 
4.3.2. 

2 Simétrico en el contexto de funciones bivariadas significa que K (s, t) = K (t, s) 

∞ 
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En el próximo capítulo vamos a utilizar los resultados enunciados para dar una estructura 

matemática al desarrollo de la teoría de las componentes principales funcionales. 

 
 

4.3 Análisis de Componentes Principales Funcionales Clásico 
 
 

El desarrollo de los medios tecnológicos y la conectividad a gran escala han permitido que 

la toma de datos se pueda realizar de forma masiva, inmediata y constante. Así, por medio 

de sensores, que son fácilmente asequibles y sencillos de manejar, es factible el monitoreo 

en tiempo real y de manera continua de diferentes eventos que anteriormente se los hacía 

de forma discreta y esporádica. Por ejemplo, en las estaciones meteorológicas había un 

termómetro de máxima y mínima, cuyas lecturas se hacían una vez por día. Ahora, un 

sensor nos envía la información sobre la temperatura registrada en la estación 

meteorológica ya sea de manera continua o a intervalos de tiempo bien pequeños. 

Por ende, se abre un nuevo arquetipo en el manejo de datos estadísticos: hoy por hoy nos 

enfrentamos a datos que ya no son puntos en un espacio multivariante sino son funciones 

que pueden tener como argumento una o más variables. Dicho de otra forma, necesitamos 

de una estadística que maneje al dato funcional de la forma como se hacía con el dato 

multivariante. 

La estadística funcional tiene como elemento fundamental al dato funcional que es aquel 

que resulta de procesos registrados de forma continua en el tiempo o en el espacio. Los 

datos funcionales se pueden modelizar mediante la teoría de Proceso Estocásticos. Así, 

una variable aleatoria funcional viene a ser representada por un proceso estocástico 

estacionario y las observaciones de dicha variable viene a ser realizaciones del proceso 

estocástico. Par describir la estructura estadística en la que se fundamenta el análisis de 

componentes principales funcionales en primer lugar vamos a reseñar los principales 

resultados que conciernen a los procesos estocásticos estacionarios. 
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4.3.2 Estructura estocástica del Análisis de Componentes Principales 

Funcionales Clásico 
 

Definición 4.11.- Sea un espacio de probabilidad (Ω, , P) . Sea T ⊆ . Un proceso 

estocástico X se define de la forma: 

X : T ×Ω  → S ⊆  
(t,ω) → X (t,ω) 

 
(4.3.1) 

 
Donde: 

 
T se denomina conjunto de parámetros o índices, por lo general representa al tiempo, es 

un intervalo de de la forma T = [0, ∞) o T = [a, b]. En análisis de datos funcionales 

se toma T = [a, b]. Sin pérdida de generalidad vamos a considerar en adelante que t 

representa al tiempo. 

S es la imagen de la aplicación X y se denomina espacio de estados del proceso. La variable 

aleatoria X (t,ω) también se representa por Xt (ω) . Para un valor dado de t ∈T Xt (ω) es 

una variable aleatoria, y para un ω ∈Ω dado le corresponde la función Xt (ω) que es una 

función que depende del tiempo denominada “realización o trayectoria del proceso”. Por 

comodidad se suele notar a X (t,ω) por X (t) , sin olvidar que también es función de ω . 

Así, el proceso estocástico es una familia de variables aleatorias: 
 

X ={X (t,ω) / t ∈T} ={X (t) / t ∈T} 

 
 

(4.3.2) 
 
 

Definición 4.12.- Sea la función 
 

⋅,⋅ : (Ω, 
 

dada por: 
 

X ,Y Ω = E[ XY ] 
= ∫Ω 

X (w)Y (w)dP(w) 

 
(4.3.3) 

 

Nótese que si las variables aleatorias X y Y son centradas: 

, P)×(Ω, , P) → 
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X ,Y Ω 

X Ω Y Ω σ 
 

[ 
 
 

 
 

1. X ,Y Ω es su covarianza. 

2. La varianza de X viene a ser: 
 

Var[ X ] = E[ X ]2 
= 

∫ 

 

 
X 2 (w)dP(w) = 

 
 

X , X Ω 

 

Por tanto, la desviación estándar σ X es la norma de X, 
 

3. El coeficiente de correlación entre X y Y está dado por : 
 
 
 

El espacio (Ω, 

E  XY  
cos(θ ) = = = ρ 

X  Y 
 
 

con el producto interno dado por (4.3.3) y que satisfacen 

E[X ]2 <∞  es un espacio de Hilbert separable notado por L2 (Ω) . Puesto que 

E[ X ]2 > E2 [ X ], L2 (Ω) es el espacio de las variables aleatorias de varianza finita. 
 
 
 
 

Definición 4.13.- Si todas las variables aleatorias X (t,ω) pertenecen al espacio de Hilbert 

L2 (Ω) se dice que el proceso estocástico X es de segundo orden. 
 
 

Definición 4.14.- Una variable aleatoria funcional es un proceso estocástico de segundo 

orden X ={X (t) / t ∈T} y un dato funcional X (t) es una realización o trayectoria de dicho 
 

proceso estocástico X. 
 

Definición 4.15.- Se dice que un proceso estocástico 

media cuadrática si satisface: 

X ={X (t) / t ∈T} es continuo en 

∀t ∈T , lim E ( X (t + h) − X (t))2  = 0 
h→0   

, P) 

Ω 
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Por tanto, en promedio la distancia cuadrática de la trayectoria 

tiempo bastante cercanos tiende a cero. 

X (t) entre dos instantes de 

Sea T = [a,b] ⊂ , las trayectorias o realizaciones X (t) del proceso X son funciones de t 

definidas en el compacto [a, b] . Si asumimos que las trayectorias del proceso estocástico 

X pertenecen al espacio de Hilbert L2 (T ) el producto interno dado en (4.2.3) nos provee 

de una geometría útil para describir e interpretar a los datos funcionales. 
 

En adelante todas las variables aleatorias funcionales consideradas serán procesos 

estocásticos de segundo orden, continuos en media cuadrática, y sus realizaciones X (t) , 

como funciones de t, serán elementos de L2 (T ) . 
 
 

Definición 4.16.- Sea la variable aleatoria funcional X ={X (t) / t ∈T} , se definen: 
 

1. La función media:  
 

µ : T → 

t → µ(t) = E[ X (t)] 

 
 
 

(4.3.4) 

 
2. La función covarianza: 

 

C: T ×T →  

(t, s) → C(t, s) = E ( X (t) − µ(t))( X (s) − µ(s)) 
(4.3.5)

 
 

Definición 4.17.- Si 

es centrada. 

µ(t) = 0 para todo t ∈T , se dice que la variable aleatoria funcional 

Si X no es centrada, la variable aleatoria funcional X ={X (t) − µ(t) / t ∈T} es centrada. 
 

Sin perder generalidad, en adelante vamos a considerar que las variables aleatorias 

funcionales son centradas. 
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1
 
 

1 1
  

j j  j =1 

 
 

Propiedades de la función covarianza C(t, s) : 
 

1. Es auto-adjunta 

2. Es semidefinida positiva 
 

Teorema 4.9.- Un variable aleatoria funcional 

 
 
X ={X (t) / t ∈T} es continua en media 

cuadrática si y sólo si su función covarianza C es continua en T ×T . 
 

Definición 4.18.- Sea una variable aleatoria funcional X ={X (t) / t ∈T} se define su 
 

operador covarianza → L2 (T ) 

[ 

 
por: 
 
= ∫T 

C(t, s) X (s)ds 

 
 
 

(4.3.6) 
 

El núcleo de este operador es la función covarianza C. 
 

Como la variable aleatoria funcional es continua en media cuadrática, la función de 

covarianza C es continua y por tanto el operador  es acotado. 

Propiedades del operador covarianza: 
 

1. es compacto sobre L2 (T ) , lo que implica que se puede aproximar por un 
 

operador de rango finito tanto como se requiera. 

2. Es auto-adjunto puesto que: 
 

∀X , X ∈ L2 (T ), 
 

3. Es semidefinido positivo: 
 

∀X ∈ L2 (T ), ( X ), X ≥ 0 
 

De la forma en que se ha definido el operador covarianza lo convierte en un operador 

integral de la clase traza y un operador compacto de Hilbert-Schmidt. 

Sean {λ , e }∞
 

 
los valores y vectores propios del operador covarianza , se tiene: 

: L2 (T ) 

( X )](t) 

( X1), X 2 = X1, ( X 2 ) 
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(ϕ1),ϕ1 

1 

 
 

 (ej ) (t) = ∫T 
C(t, s)ej (s)ds = 

λjej 

(4.3.7) 

 
La ecuación (4.3.7) se denomina ecuación integral de Fredholm y en su resolución está la 

clave del análisis de componentes principales funcionales. Nótese la semejanza con su 

contraparte multivariante: Para determinar las componentes principales multivariantes hay 

que resolver un problema de maximización de varianza que al aplicar los multiplicadores 

de Lagrange se llega a que la solución es la misma que del problema de valores y vectores 

propios Vu1 = λu1 3. 

En el caso funcional la matriz de varianza covarianza V está representada por C(t, s) y el 
 

vector u1 por la función e1 . El producto matricial Vu1 , al encontrarnos en espacio de 

Hilbert está dado por ∫T 
C(t, s)ej (s)ds . En el caso matricial el número de valores propios, 

contando su multiplicidad es finito, en el caso funcional es infinito. 
 

En general, la resolución de (4.3.7) es un problema mal condicionado, no hay garantías de 

que sus soluciones sean estables. Por esta razón, en este documento vamos a proponer una 

estrategia de estimación de la solución del problema, como se detallará en la subsección 

4.3.4. 

Puesto que el operador covarianza es semi definido positivo los valores propios de son 

no negativos. Por el teorema de Mercer (4.2.23) se tiene que: 
 
 

 

∀s ∈T ∀t ∈T , C(s,t) = ∑λjej  (s)ej (t) 
j =1 

(4.3.8) 

 

Supongamos que se desea determinar una función ϕ ∈ L2 (T ) de norma unitaria tal que 
 

 

propios λ j 

sea máximo. Puesto que es semidefinido positivo todos sus valores 

son no negativos. Ordenando los λ j en orden decreciente tenemos λ1 ≥ λ2 ≥ 

 
 
 

 

3 Ver Capítulo 1. 

∞ 
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(ϕ 2 ),ϕ 2 

 
 

Vamos a suponer que λi ≠ λ j para todo i ≠ j lo que asegura que exista que por cuanto sus 

funciones propias son mutuamente ortogonales. 
 

Al igual que se hizo en el caso multivariante tenemos que maximizar: 
 

∞ ∞ 2 

= ∑λj 
j =1 

ϕ1, ej ,ϕ1 = ∑λj 
j =1 

ϕ1, ej (4.3.9) 

 
 

 

Con la restricción ∑λj 
j =1 

 
ϕ1, ej  = 1 

 
Puesto que el mayor valor propio es λ1 con función propia asociada e1 , tomamos ϕ 1 = e1 

o ϕ1 = −e1 : 
 
 

∞ ∞ 2 

= ∑λj 
j =1 

e1, ej , e1 = ∑λj 
j =1 

e1, ej = λ1 (4.3.10) 

 
Y el valor máximo es λ1 , al igual que en el caso multivariante (como se puede apreciar en 

el capítulo I). 

Una vez determinada la función principal ϕ 1 , deseamos encontrar una función principal 
 

ϕ 2 tal que maximice y que sea ortogonal a ϕ 1 , siguiendo el mismo proceso 
 

antes descrito vamos a comprobar que ϕ 2 = e2 . Así sucesivamente si deseamos encontrar 
 

una función principal ϕ 3 que maximice y que sea ortogonal a ϕ 2 y ϕ 3 . 
 

Para determinar las componentes principales funcionales el enfoque utilizado es similar a 

su contraparte multivariante, es decir, expresar a las funciones observadas como una 

combinación lineal generalizada de la forma: 

α1 = ∫T 
X (t) f (t)dt 

 

Donde f ∈ L2 (T ) . 

∞ 

(ϕ1 ),ϕ1 

(e1 ), e1 

(ϕ3),ϕ3 
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En (Valderrama et al., 2000) se muestra que la varianza de α está dada por: 
 

Var[α ] = E ( X (t) f (t)dt )2  = E ( X (t) f (t)dt )( X (s) f (s)ds ) 

1  ∫T   ∫T ∫T  
 

De donde:  
Var[α ] = E ∫∫ X (t) X (s) f (t) f (s)dtds 

  T ×T  
 

Ingresando la esperanza a la integral: 
 

Var[α1 ] = ∫∫T ×T 
 

 
 

f (s) dtds 
 
 

Var[α1] = ∫∫ C(t, s) f (t) f (s) dtds 
T ×T  

 
 

Var[α1] = ∫T
 

De (4.3.9) y (4.3.10) el máximo para Var[α1 ] = λ1 

 
 
 
 

el mayor valor propio del operador 

covarianza, y f es la función principal asociada a 

combinaciones lineales: 

λ1 , esto es f = e1 . Y así con las demás 

α j = ∫T 
X (t)ej (t)dt (4.3.11) 

 

Las variables α j se denominan scores, mientras que las funciones e j son las componentes 

principales de la variable aleatoria funcional X. 
 

La covarianza entre dos scores 

dada por: 

αi = ∫T 
X (t)ei (t)dt y α j = ∫T 

X (t)ej (t)dt con i ≠ j , está 

Cov αi ,α j  = E αi ,α j  = E (∫ X (t)ei (t)dt )(∫ X (s)ej (s)ds ) 
  T T  

 

De donde: 

E[ X (t) X (s)] f (t) 
C(t, s) 

( f (t)) f (t)dt = ( f (t)), f (t) 
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i
 
 

∞ 

 
 

Cov αi ,α j  = E ∫∫ X (t) X (s)e (t)e (s)dtds 
  T ×T  

 

Cov αi ,α j  = ∫∫ E[ X (t) X (s)]ei (t)ej (s)dtds 
T ×T  

 
 
 
 

Cov αi ,α j  = ∫T 

C(t, s) 
 

(ej (s))ei (t)dtds 
 

  
 

Aplicando (4.2.14)  
Cov α ,α  = ∑λ 

 
 
 
 

2 e , e 
 i j   

j =1 
j i j 

 
Como las funciones principales son ortogonales: ei , ej = 0 . Por tanto, Cov αi ,α j  = 0 

 
A continuación, tenemos la denominada representación de Karhunen-Loève, que permite 

expresar a un proceso estocástico en forma de serie al estilo Fourier, pero con la diferencia 

que los coeficientes α j son variables aleatorias. 

Teorema 4.10.- Sea una variable aleatoria funcional X ={X (t) / t ∈T}. Sean 

λ1 ≥ λ2 ≥ los valores propios de su operador covarianza , con sus respectivas 

funciones propias e1, e2 , . Se tiene que: 
 

 

X (t) = ∑α jej (t) 
j =1 

 
 

La convergencia de la sumatoria en (4.3.12) es en el sentido de la norma de 

(4.3.12) 
 
 
L2 (T ) . 

 
La representación proporcionada por el teorema de Kahunen-Loève permite, al igual que 

en el caso multivariante, una reducción de la dimensión considerando sólo los primeros k 

sumandos de la representación (4.3.12) para un valor de k lo suficientemente grande. Otra 

forma de reducir la dimensionalidad es proyectar los datos funcionales en un espacio 

∞ 

= (ej ), ei (t) 

≥ 0 
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= 
n 

∑ 

 
 

generado por una base finita de funciones como series de Fourier, trazadores cúbicos o 

núcleos. 

 
4.3.3 Valores propios y funciones principales. 

 
En el análisis multivariante disponemos de una matriz de datos X de tamaño n × p , cuyas 

entradas xi j representan a los valores observados de la variable X j  ( j = 1, , p ) en el 

individuo i = i, , n . En el contexto funcional se dispone de una variable aleatoria 

funcional X ={X (t) / t ∈T} , y de una muestra de n datos funcionales X1 (t), 
 

observados en los puntos t1 , t2 , , que suponemos están igualmente espaciados. 

Estos datos son convertidos en elementos pertenecientes a espacios funcionales generados 

por bases finitas. Este es otro paso clave en FPCA, pues permite pasar de un contexto 

infinito dimensional a uno finito dimensional, es decir a un espacio en el que se puede usar 

representaciones matriciales. 

Esta conversión se realiza a través de métodos de interpolación o de suavizado que se 

desarrollan en la próxima subsección. 

Estimación puntual de la función media: 
 

Definición 4.19.- Se define el estimador muestral de la media por: 
 

1 n 
X (t) 

j =1 
X j (t) 

 
(4.3.13) 

 

Teorema 4.11.- El estimador X (t) es insesgado, esto es E  X (t) = E[ X (t)] y converge 

en media cuadrática a E[ X (t)]. 

, Xn (t) 

, tp ∈T 



148 
 

= n − 

 

( 

 
 

Estimación de la función covarianza: 
 

Definición 4.20.- Se define el estimador muestral de la covarianza por: 
 

 1  n 
C(s, t) X 

j =1 
j (s) − X (s))( X j (t) − X (t)) 

 
(4.3.14) 

 

Teorema 4.12.- El estimador C (s, t) es insesgado, es decir E C(s, t) = E[C(s, t)] y 

converge en media cuadrática a E[C(s,t)] . 

 
4.3.4 Estimación de las componentes principales funcionales. 

 
 

Con el estimador muestral C del núcleo de covarianza C, podemos construir un estimador 

del operador de covarianza y resolver la ecuación integral de Fredholm resultante: 
 
 
 

 (ej ) (t) = ∫T 
C(t, s) ej (s)ds = λjej 

(t) 
(4.3.15) 

 
Los valores y funciones propias soluciones de (4.3.15) son estimadores de sus 

correspondientes que son soluciones de la ecuación (4.3.7). Por comodidad en la notación 

los vamos a llamar de la misma manera. 

Para estimar la solución de (4.3.15) vamos a utilizar el método descrito en (J. O. Ramsay 

& Silverman, 2005) y (Hsing & Eubank, 2013), que consiste en representar a la 

mencionada ecuación en forma matricial, para ello a cada función X j se escribe como 

combinación lineal de una base de funciones B = {ψ1,ψ 2 , ,ψ K } : 
 
 

 

X j (t) = ∑ c jkψ k (t) 
k =1 

 
(4.3.16) 

K 
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La elección de K depende de muchos factores, el más importante es si los datos son 

interpolados o ajustados. Si se tiene la segunda opción el valor de K debe ser mucho menor 

que n. ¿Qué tan menor debe ser K? Depende de la bondad de ajuste que resulte del valor 

de K elegido, del número de puntos n en que se midieron las variables 

elegida. 

En formato matricial: 

X j , y de la base 

 

X   C  (4.3.17) 
 

Donde: 
 

 X1(s)  
X    , 

 Xn (s)n×1 

 
 
 

C   
 
 
 

ψ1 (t)  
     

ψ K (t)K ×1 

 
Con esta notación se tiene que el núcleo de covarianza es: 

 
 

 

C(s, t)    † 
 
(s) 

C†C  
(t) 

n 

 
(4.3.18) 

 
Sea G la matriz de Gram de la base B: 

 
G    ψ i ,ψ j 

 
   ∫ ψ i (t)ψ j (t)dt  

 T K×K 
 

Puesto que estamos trabajando en el campo de los números reales, G es definida positiva. 

 c11 

 
 
cnk 

c1K  
 , 

cnK n×K  
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j 

λ 

 
 

Si la base B es ortonormal, G es la matriz identidad. 
 

Supongamos que una función propia e j 

valor propio λ , tiene la representación: 

del operador de covarianza , asociado al 

 
 

 

ej (t)   ∑bkψ k (t) 
k  1 

 
En formato matricial: 

 

e (s)    † (s)b(s) 
 

Reemplazando en (4.3.15): 
 

† C†C † 

∫T 
C(t, s) ej (s)ds   ∫T 

  (s)  (t)  
n 

(t)b(t) dt 

 

De donde: ∫T 
C(t, s) ej (s)ds     

 
(s) 

 
 
 

† C†C  

∫T 
C(t, s) ej (s)ds    (s) Gb(t) 

n 
 

De donde:  
 † C†C † 

(s) Gb(t)   λe (s)   λ  
n j (s) b(s) 

 
 

Lo que implica: 
 

C†C  
Gb   b 

n 

K 

C C  † 

n ∫ T 
 (t) (t)b(t) dt b(t) 

G 
 † 

† 
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1  C†C  
2 

1  C†C  
2 

1  C†C  
2 

1 

1 

1 

1 

1 

n
 
 

 
 

 
La matriz 

C†C  
G no es simétrica. Dado que G es definida positiva existe una única matriz 

n 

G 2  tal que G1
2G 12   G . Consideremos el cambio de variable b   G−1

2u . Es decir, 

u   G1
2b : 

 
C†C 1 1 − 1 1 

G 2 G 2 b   λG 
n 

2G 2b 

C†C 1 − 1 

G 2 u   λG 2 u 
n 

Multiplicando a ambos lados por G 2 : 

G G 12u   λG 12G 
n 

− 12u   λu 

Lo que implica que u es el vector propio de la matriz simétrica 

valor propio λ . Si calculamos λ y u , obtenemos b . 

G G 2
 

n 
asociado al 

Por tanto, el análisis de componentes principales funcionales es equivalente al análisis de 

componentes principales multivariante de la matriz CG 2 . Además, si la base B es 

ortonormal G   I es equivalente al análisis de componentes principales multivariante de 

la matriz C . 

 
En efecto, la matriz de varianzas covarianzas de CG 2 es: 

 
1 (CG 12 )† (CG 12 )   1 (G 12 )† 

C†CG 12
 

 

  G G 12
 

n 
 

Y si la base B es ortonormal, como en el caso de las bases de Fourier, la matriz de varianzas 

covarianzas está dada por: 
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p 

 
 

C†C  
 

 

n 

 
(4.3.19) 

 

El número máximo de componentes principales es la cardinalidad de la base B, es decir K. 

Si se aplica algún método de suavización a los datos originales se recomienda que el 

número de componentes principales funcionales sea mucho menor que K. No existe un 

criterio teórico para determinar el valor K, sino que depende en gran medida del tipo de 

problema que se esté analizando. 

Como se manifestó anteriormente los datos funcionales son generados de forma discreta 

¿Cómo convertir estos datos discretos en funciones? Para ello necesitamos expresarlos 

como combinación lineal de alguna base conocida. En la próxima sección haremos un 

repaso de las bases funcionales más utilizadas. 

 
 

4.3.5 Bases para representar a los datos funcionales 
 
 

El análisis de datos funcionales los datos son tomados de manera discreta en la forma de 

pares ordenados (ti , yi ) donde yi es el valor que toma la variable aleatoria X en el punto ti 

. Los valores t0 ,t1, constituyen una partición del intervalo T   [a, b] de tal forma que 

a   t0 < t1 < < tp   b . En este trabajo vamos a suponer que la partición es regular: 

ti−1 − ti   b−a  para todo i   1, 2, , p . 
 

Para convertir los datos discretos (ti , yi ) con i   1, 2, en una función yi   x(ti ) hay 

que tener en cuenta si las medidas contienen error o no. Si no hay error en las observaciones 

o éste es muy pequeño podemos optar por interpolar los datos discretos: yi   x(ti ) . 
 

Por el contrario, si el error de medición no es despreciable, yi   x(ti ) + εi , hay que pensar 

en un ajuste de los datos mediante algún procedimiento estadístico para eliminar el error 

ε i 

,tp 

, p 
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, c K ] 
† 

K 

 
 

En cualquiera de los casos descritos se intenta representar a los datos funcionales como 

una combinación lineal de unas pocas funciones que tengan propiedades que permitan su 

fácil tratamiento matemático, como por ejemplo que sean elementos de un espacio de 

Hilbert. En esta subsección vamos a concretarnos al supuesto de que los datos fueron 

observados sin error de medición. 
 

Sea una base funcional B   {ψ1,ψ 2 , L2 (T ) 
 
deseamos construir una función x tal 

que sea combinación lineal de los elementos de la base B: 
 

x(t)   ∑ckψ k (t) 
k  1 

 
En notación matricial: 

 
 
 

Donde 

 
c   [c , c , 

 
y     [ψ (t),ψ 

x   c†  

 
(t), ,ψ 

 
(t) ]†

 

(4.3.20) 

1 2 1 2 K 

 
c contiene las coordenadas de la función x en la base B. 

 
La calidad, en el sentido de la bondad de ajuste, de la función x depende tanto de la base 

B seleccionada, como del valor K elegido. 
 

Entre las bases más utilizadas en análisis de datos funcionales tenemos las bases de Fourier, 

las bases de splines, y los núcleos. Un criterio para seleccionar una base es considerar el 

tipo de datos disponibles: si existe cierta periodicidad se suele utilizar las bases de Fourier, 

caso contrario se prefiere las bases de trazadores cúbicos o splines. 

,ψ K } ⊆ 
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T T 2 

T 

1 
12 

 
 

Bases de Fourier. 
 

Si los datos funcionales exhiben rasgos de periodicidad en el intervalo T, la mejor 

elección es optar por las bases de Fourier. En este caso las funciones ψ k ∈ B 

de la siguiente manera: 

se definen 

 

ψ (t)   
1 , ψ (t)   sen(kω t) , ψ (t)   cos(kω t) para k  1, 2, 

0 2k −1 2k 
 
 

Es decir: 
 

x(t)  
 
 

Donde c  ψ (t)   1 , ω es la frecuencia y define el período P   2π . Si la partición 
0 0 ω 

 

de T es regular y su longitud es igual al período P, la base B es ortonormal. En la figura 

4.1 se exhiben los 5 primeros elementos de la base de Fourier. En este ejemplo 

T   [0,12] y por tanto c0     0.288 
 
que corresponde a la línea recta. La curva (b) 

 

corresponde a ψ 1 , la (c) a ψ 2 , la (d) a ψ 3 , y la curva (e) a ψ 4 . 

T 2 
, K −1 

c + c sen(ωt) + c cos(ω t) + c sen(2ω t) + c cos(2ω t) + 
0 1 T 2 3 4 

2 
T 

2 
T 

2 
T 

2 
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,tp } 

0
 
 

 
 
 

 
 

Figura 4.1: Base de Fourier 
 
 
 

Bases de trazadores cúbicos 
 

Un spline es una curva formada por funciones polinómicas y racionales definidos por 

tramos, unidos entre sí de acuerdo a determinadas condiciones de regularidad, es decir, 

continuidad. Consideremos la partición regular P  {t0 ,t1, del intervalo T   [a, b]. 

Los p +1puntos ti se denominan nodos. 
 
 

Sea S una función definida sobre el intervalo T, se dice que es una función spline de grado 

k si: 
 

1. En cada tramo ti−1,ti ) S es una función polinomial de grado menor o igual a k. 

2. S tiene su derivada de orden (k −1) continua en T. 

3. S (k−1) (t )   S (k−1) (t )   0 
 

Si, además, en cada nodo {t0 ,t1, 

interpolador. 

se satisface S (ti )   yi se tiene un spline 

 

Cualquier combinación lineal de splines definidas sobre un mismo intervalo T y una 

misma partición P de T, también es una función spline. 

,tp } 
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t + 
 

t + 
 

S 

 
 

A manera de ejemplo un interpolador spline de grado 1 se define de la siguiente manera: 

S0 (t)   α0t + β0 
 
S1 (t)   α1t + β1 

S (t)    
 

t ∈ t0 , t1 ) 
t ∈ t1, t2 ) 

Sp−1 (t)   α p−1t + β p−1 

 t ∈ t p−1 , t p ) 
 

Tal que, Si−1(ti )   Si (ti ) para 1 ≤ i ≤ p −1 que asegura la continuidad, y S ''(t0 )   S ''(tp )   0 

En análisis de datos funcionales los splines más utilizados son los de grado 3, también 

llamados trazadores cúbicos. Un interpolador spline de grado 3 se define como: 

S (t)   α t3 + β t 2 + γ t + δ t ∈ t , t ) 
 0 0 0 0 0  0  1 
S (t)   α t3 + β t 2 + γ t + δ t ∈ t , t ) 

S (t)    
 

1 1 1 1 1  1  2 

 
 p−1 (t)   α 3 

p−1 
2 

p−1 p−1t + δ  p−1 t ∈ tp−1, t p ) 
 

Tal que: 
 

1. Continuidad: Si−1 (ti )   Si (ti ) para 1 ≤ i ≤ p −1 

2. Suavidad: S tiene segunda derivada continua en T. 
 

Condiciones de los extremos4: S ''(t0 )   S ''(tp )   0 Como las funciones Si son polinomios 

cúbicos su primera y segunda derivadas son funciones continuas, razón por la que S es una 

curva suave. 

 
Un ejemplo de interpolación mediante un spline cúbico lo podemos apreciar en la figura 

4.2. 
 
 
 
 
 
 
 

4 La función S fuera del intervalo T está constituida por funciones lineales. 
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Figura 4.2: Interpolación mediante splines cúbicos 
 
 
 

Para determinar S se tiene que calcular los coeficientes de cada Si : αi , βi ,γ i ,δi para 

0 ≤ i ≤ p −1. En total 4 p incógnitas. Se tiene que resolver un sistema lineal que satisfaga 

las siguientes condiciones: 

1. Condiciones de interpolación: Si (ti )   yi , 0 ≤ i ≤ p , p +1 ecuaciones 
 

2. Condiciones de continuidad: Si−1 (ti )   Si (ti ) ,1 ≤ i ≤ p −1 , p −1 ecuaciones 
 

3. Condiciones de continuidad de la primera derivada: 

p −1 ecuaciones 
 

4. Condiciones de continuidad de la primera derivada: 

S 'i−1 (ti )   S 'i (ti ) , 1 ≤ i ≤ p −1 , 
 
 
S ''i−1 (ti )   S ''i (ti ) , 

1 ≤ i ≤ p −1 , p −1 ecuaciones 
 

5. Condiciones de los extremos: S ''0 (t0 )   S ''p−1(tp )   0 , dos ecuaciones. 
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+1 

 
 

En total se tienen 4 p ecuaciones. Por tanto, se tiene un sistema lineal de 4p ecuaciones 

con 4p incógnitas. Si el determinante asociado al sistema de ecuaciones es diferente de 

cero, se tiene que existe solución única. 

B-splines 
 

Las bases cuyos elementos son funciones splines se denominan bases B-splines. Las 

funciones que conforman una base B-spline son splines con soporte mínimo respecto a 

su grado, suavidad y a la partición del intervalo T. El soporte de una función es el 

conjunto sobre el cual son diferentes de cero (J. O. Ramsay & Silverman, 2005). 

El primer paso para definir una función spline es generar una partición {ζ 0 ,ζ1, 

del intervalo T   [a, b] en subintervalos: 
 

ζ 0,ζ1 ), ζ1,ζ 2 ), 
 

Hay puntos internos ζ1, que se denominan puntos de corte o de control. Si 

añadimos los puntos extremos a y b tenemos puntos de control. 
 

Sobre cada intervalo la función spline es un polinomio de orden m. Se entiende por orden 

de un polinomio como el número de coeficientes necesarios para definirlo. Por ejemplo, 

el polinomio de grado 2 αt2 + βt + γ , tiene tres coeficientes, por tanto su orden es 3. 

Siempre el orden del polinomio es una unidad mayor que el grado. 
 

Si el orden de los polinomios es mayor a dos, los polinomios adyacentes se unen de 

manera suave en cada punto de corte, lo que entre otras cosas implica que los valores de 

las funciones polinómicas adyacentes deben ser iguales en el punto de corte. La condición 

de suavidad implica que las derivadas hasta el orden m − 2 también deben ser iguales en 

estos puntos de corte donde se unen los polinomios. 

,ζ } 

, ζ −2 ,ζ −1 ), [ζ −1,ζ ] 

−1 ,ζ −1 
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Figura 4.3: Base B-spline lineal con tres puntos de control 
 
 
 

En el ejemplo de la figura 4.3 se aprecian cuatro splines que conforma una base B-spline. 

Las líneas verticales marcan la posición de los tres puntos de control, ubicados en las 

posiciones 0.3, 0.6 y 0.8 del eje de las abscisas. Cada elemento de la base está formado 

por cuatro segmentos de recta (cada spline tiene diferente color). Los segmentos de recta 

están determinados por dos parámetros, su intercepto y su pendiente, por lo que tienen 

dos grados de libertad. Así, en cada spline hay 8 grados de libertad a considerar. Hay que 

restar los grados de libertad que corresponde a las restricciones de continuidad, que en 

total son tres, puesto que se requiere la continuidad en los puntos de control. En total se 

tienen 5 grados de libertad. 

En la figura 4.4 se aprecia una base B-spline con cuatro splines y tres puntos de control 

ubicados en 0.25, 0.50 y 0.75. Cada segmento de curva es una parábola, y por ende tiene 

tres parámetros, esto es, tres grados de libertad. En cada spline se tienen doce grados de 

libertad. En cada punto de control hay que tomar en cuenta dos condiciones de 

continuidad, para la función spline y para su derivada. Son dos grados de libertad menos 

por punto de control. En total, cada elemento de la base B-spline tiene 12-6=6 grados de 

libertad. 
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Figura 4.4: Base B-spline cuadrática con tres puntos de control 
 
 
 

Podemos generalizar esta idea por medio de la siguiente regla: El número de grados de 

libertad es igual al orden del polinomio más el número de puntos de control. Si no hay 

puntos de control, el spline es un polinomio simple, como se aprecia en la figura 4.5. 

 

 
Figura 4.5: Base B-spline cuadrática sin puntos de control 
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Para aumentar la flexibilidad de una curva spline se tiene que incrementar el número de 

puntos de control. Los puntos de control no necesariamente están ubicados a la misma 

distancia, como se puede notar en la figura 4.4. Esto permite moverlos de tal forma que 

se optimice el ajuste cuando se está aproximando una función dada. Incluso pueden llegar 

a fusionarse. Cuando esto sucede hay una pérdida en la continuidad. De esta manera, se 

puede modelizar cambios abruptos en una derivada o en el valor de la función en puntos 

de control predeterminados. 

De esta manera, podemos diseñar cambios abruptos en una derivada o incluso en un valor 

de función en puntos de ruptura predeterminados. El lector interesado debe consultar a 

De Boor (2001) para más detalles. 

Las B-splines se determinan de forma numérica mediante el algoritmo recursivo de Boor: 

La i-ésima función de la base B-spline de grado k ψ i,k se define de la siguiente manera: 

ψ   
1

 ti ≤ t < ti+1 
 

i,0 0 de otra forma 
 

ψ i,k (t)   
t − ti 

t − t 
ψ i,k −1 (t) + 

ti+k +1 − t 
t − t 

ψ i+1,k −1 

 
(t) 

i+k i i+k +1 i+1 
 

Con i   0,1, y k ≥1 
 

Las propiedades de las funciones B-splines son: 
 

1. Cada elemento ψ i ∈ B es una función spline 
 

2. Cualquier combinación de los elementos de B es una función spline. 
 

3. Cualquier función spline definida en términos de m y de la partición 

{ζ 0 ,ζ1, se puede expresar como combinación lineal de las funciones de 

la base B-spline. 
 

Las funciones spline están implementadas en el leguaje R en las librerías fda y fda.usc. 

,ζ } 
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4.3.6 Ajuste de datos funcionales por medio de bases funcionales 
 

Si los errores de medición de los datos funcionales no son despreciables tenemos que 

considerar el esquema: 

yi   x(ti ) + εi , i   1, 2, (4.3.21) 
 

En notación matricial:  
y   x + e (4.3.22) 

 
Donde: 

 
 yi   x(t1)   ε1  

y     , x    y e     
  
 yp  

 
 x(tp ) 

  
ε p  

 

En esta situación tenemos que utilizar algún procedimiento de ajuste de datos para 

minimizar el error de medición de (4.3.21). La técnica a emplearse es la de ajuste por los 

mínimos cuadrados. 

Para aplicar el modelo de regresión por mínimos cuadrados ordinarios los errores εi deben 

cumplir las hipótesis (Su et al., 2012): 

1. ε N (0,σ 2 ) , con σ 2 < ∞  
i ε ε 

 

2. Son independientes entre sí. 
 

3. Los errores no dependen de la variable x. 
 

Supongamos que disponemos de una base funcional 

 
B   {ψ1,ψ 2 , 

 
 

y sea desea 

estimar la función x expresándola como combinación lineal de B: 

, p 

,ψ K } 
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p 

p 

 
 
 

 

x(t)   ∑ckψ k (t) 
k  1 

 
(4.3.23) 

 
Utilizando la notación (4.3.20): x   c†  , el error cuadrático se define como el cuadrado 

de la norma y − x : 
 

EC(y x)   y − x 2 
  ∑ y − ∑ c ψ (t )  (4.3.24) 

 
i 1  

i k  k  i   
k  1  

 
Ésta es una norma en que es un espacio de Hilbert. 

 

Sea la matriz ψ   [ψ k (ti )]p×K : 
 
 
EC(y x)   y − Ψc 2 

 
 
 

(4.3.25) 
  [y − Ψc]† [y − Ψc] 

 
Derivando (4.3.25) con respecto a c e igualando a cero: 

 
  2ΨΨ†c − 2Ψ†y   0 

∂c 
 

De donde:  
c   (Ψ†Ψ )−1 

Ψ†y 
 

Los valores estimados de las observaciones 
 

y   

  

yi se calculan por: 

 
 
 

La regresión lineal por mínimos cuadrados ordinarios también se puede interpretar desde 

un punto de vista geométrico algebraico. Si consideramos que Ψ es la matriz asociada a 

una transformación lineal K → p , entonces, P es la matriz de proyección ortogonal 

sobre el espacio columna de la matriz X . P es simétrica e idempotente ( P2   P ). Además, 

K 

∂ EC(y x) 

Ψc 

Ψ (Ψ†Ψ)−1 
Ψ† y 

P 

K 
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ξ 

 
 

I − P es la matriz de proyección en el complemento ortogonal del espacio columna de la 

matriz X , que es la imagen de la transformación lineal. La matriz 

simétrica e idempotente. 

I − P también es 

 

Se definen los residuos del modelo de regresión lineal ξi   yi − yi . En forma matricial: 

ξ   y − y 
 

De donde: 
 

ξ   y − y 
  y − Py 
  (I − P) y 

 

Por tanto 
 

ξ , y   0 , puesto que: 
 
 

ξ , y   ξ† y   (I − P ) y 
† (Py ) 

  y† (I − P ) Py 

  y† (P − PP ) y 
  0 

 

Si alguna de las hipótesis sobre la conducta de los errores no se cumple, el modelo de 

mínimos cuadrados ordinarios no se puede utilizar. En estos casos se utilizan los mínimos 

cuadrados ponderados, que consiste en minimizar: 

EC(y x)  [y − Ψc]† W[y − Ψc] (4.3.26) 
 

Donde W es una matriz definida positiva, llamada matriz de pesos. tenemos que: 

W   Σ−1 
 

Donde Σξ es la matriz de varianzas-covarianzas de los residuos. Puesto que se trata de 

una matriz de covarianzas Σ es simétrica y por tanto Σ−1 también lo es. 
ξ ξ 

 
La estimación del vector c por mínimos cuadrados ponderados es: 
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∑ Si (t )y 
 1 

 
 

c   (Ψ†WΨ )−1 
Ψ†Wy (4.3.27) 

 

En este caso la matriz de proyección es P   Ψ (Ψ†WΨ )−1 
Ψ†W y y   Py y los residuos 

del modelo de regresión lineal ponderado están dados por ξ   (I − P) y . En este caso: 
 

ξ , y   ξ† y   (I − P ) y 
† (Py ) 

  y† (I − P ) Py 

  y† (P − PP ) y 
  0 

 

La matriz de proyección P se puede considerar como una aplicación lineal de alisamiento 

o de suavización de los datos 

de alisamiento lineal. 

yi . Por tanto, a la regresión lineal se le considera un método 

Un alisador lineal permite determinar a partir de datos yi   x(ti ) + εi con errores de 

medición una estimación de yi , por medio de la combinación lineal: 
 

p 

yi   x(ti )   
 

(4.3.28) 
 
 

En términos matriciales:  

x(t)   Sy (4.3.29) 
 

Donde 
 

 x(t )  
 1   

x(t)      
x(t )


 

 p  
 

En el caso de los mínimos cuadrados ordinarios y ponderados 

proyección. 

S   P la matriz de 



166 
 

 
 

4.4 Propuesta de cálculo de componentes principales funcionales 

disjuntas. 
 

De lo que se ha expuesto, en resumen, tenemos un sencillo resultado: el PCA funcional es 

equivalente al PCA multivariante de la matriz CG1/2 . Las componentes principales 

funcionales se calculan a través de las componentes principales de la matriz CG1/2 . 
 

Además, si la base es ortonormal, como en el caso de la base de Fourier, el PCA funcional 

es equivalente al PCA multivariante de la matriz C que contiene las coordenadas de las 

funciones x respecto a la base B. A partir de este postulado, podemos aplicar el algoritmo 

CBPSO DC para calcular las componentes disjuntas de la matriz C . 

Si bien ambos procedimientos devienen en un tratamiento matricial. La diferencia radica 

en que, si cambiamos el orden en las columnas de la matriz de datos X en el contexto 

matricial, su matriz de variancias covarianzas no va a cambiar, salvo en la posición de sus 

componentes y por ende sus valores y vectores propios serán los mismos. En cambio en el 

contexto funcional si cambiamos el orden de las variables significa cambiar el orden en las 

series de tiempo, obteniéndose una curva diferente en cada caso y por tanto su 

representación en la base funcional elegida va a cambiar obteniéndose una matriz C 

diferente y por ende una matriz de covarianzas diferente tanto en sus posiciones como en 

sus componentes. Lo que indica que la posición de las variables (el ordenamiento 

temporal) es crucial en el análisis. 

En el siguiente algoritmo, al que se denomina PSO DFPCA (PSO Disjoint Functional 

Principal Analysis) se detalla la manera de como llevar a cabo el cálculo de las 

componentes principales disjuntas funcionales mediante el método de optimización por 

enjambre de partículas: 
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Algoritmo PSO DFPC 
 

Partimos de una matriz centrada de datos funcionales discretos X. En esta matriz las 

variables son los instantes temporales en los cuales se tomó la muestra. 

1: Elegir una base funcional finita (base de Fourier, splines) 

2: Obtener la matriz C y G1/2 y calcular su producto CG1/2 

3: Aplicar el algoritmo CBPSO DC a CG1/2 y obtener las componentes funcionales 

disjuntas de la matriz C . 

4: Mostrar los resultados 
 
 
 

4.5 Aplicación del Análisis de Componentes Principales Funcionales 

Disjuntas. 
 

Vamos a considerar un conjunto de datos funcionales que se encuentran en la librería de R 

“fda” denominado “CanadianWeather” que contiene los datos de temperatura y 

precipitaciones de 35 diferentes localidades de Canadá, desde 1960 a 1994. En esta sección 

se utilizan dos librerías de R: la primera es la librería “fda” (J. O. Ramsay et al., 2014), y 

la segunda es la librería “fda.usc” (Febrero-Bande & Oviedo de la Fuente, 2011). En la 

figura 4.6 se muestran las curvas de temperatura de estas localidades: 

https://rdrr.io/cran/fda/man/CanadianWeather.html
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 Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec 

St. Johns -4.65 -5.33 -2.53 1.26 5.79 10.79 15.21 15.28 11.62 7.02 2.95 -1.85 

Halifax -6.16 -6.18 -1.74 3.62 9.44 14.78 18.38 18.20 13.87 8.49 3.24 -2.99 

Sydney -5.72 -6.80 -2.94 1.85 7.50 13.14 17.49 17.64 13.31 8.27 3.53 -2.03 

Yarmouth -3.22 -3.49 0.15 4.69 9.34 13.40 16.29 16.60 13.59 9.25 4.90 -0.46 

Charlottvl -8.11 -8.26 -3.44 2.32 8.76 14.44 18.29 17.98 13.44 8.03 2.57 -4.15 

Fredericton -9.92 -8.74 -2.59 4.06 10.79 16.21 19.24 18.31 13.00 7.30 1.17 -6.59 

Scheffervll -23.71 -22.38 -15.88 -7.35 0.91 8.23 12.37 10.95 5.35 -1.45 -9.20 -19.68 

Arvida -15.36 -13.23 -5.82 2.95 10.20 16.00 18.66 17.06 11.95 5.96 -1.16 -11.04 

Bagottville -16.24 -14.30 -6.59 2.27 9.33 15.37 17.94 16.46 11.02 4.98 -2.36 -11.97 

Quebec -12.78 -11.28 -4.67 3.29 10.91 16.38 19.05 17.65 12.50 6.46 -0.54 -8.98 

Sherbrooke -11.82 -10.65 -4.04 3.93 10.79 15.49 17.97 16.69 11.96 6.38 0.00 -8.22 

Montreal -10.53 -9.06 -2.51 5.72 12.99 18.04 20.83 19.42 14.52 8.28 1.66 -6.77 

Ottawa -11.08 -9.42 -2.83 5.63 12.93 17.97 20.78 19.23 14.21 7.85 1.01 -7.51 

Toronto -6.81 -6.10 -0.79 6.16 12.40 17.50 20.53 19.49 15.14 8.90 3.22 -3.32 

London -6.75 -6.21 -0.60 6.30 12.66 17.72 20.29 19.26 15.20 9.07 3.25 -3.31 

Thunderbay -15.06 -12.66 -5.64 2.68 9.04 13.86 17.59 16.48 11.13 5.26 -2.81 -11.32 

Winnipeg -18.32 -14.94 -6.79 3.82 11.70 16.92 19.59 18.34 12.24 5.51 -4.92 -14.58 

The Pas -21.34 -17.43 -9.68 0.57 8.72 14.70 17.61 16.37 9.85 3.32 -7.75 -17.85 

Churchill -27.04 -25.61 -20.18 -10.25 -1.13 6.31 11.83 11.35 5.46 -1.61 -12.64 -22.75 

Regina -16.50 -12.84 -5.65 4.22 11.47 16.37 18.86 18.03 11.62 4.99 -5.14 -13.49 

Pr. Albert -19.76 -15.86 -8.28 2.77 10.41 15.13 17.46 16.13 9.96 3.59 -7.54 -16.85 

Uranium Cty -26.89 -22.29 -15.05 -2.48 6.91 13.28 16.20 14.47 7.29 0.44 -11.77 -22.19 

Edmonton -14.07 -10.80 -5.08 3.84 10.38 14.20 15.98 15.06 9.97 4.52 -5.66 -12.08 

Calgary -9.45 -6.29 -2.24 4.28 9.77 13.94 16.25 15.64 10.66 5.59 -2.99 -8.00 

Kamloops -4.79 -0.55 4.56 9.53 14.23 18.29 20.83 20.31 15.01 8.51 1.63 -3.17 

Vancouver 2.98 4.75 6.38 8.94 12.28 15.23 17.29 17.43 14.36 10.03 5.96 3.52 

Victoria 3.52 4.89 6.25 8.52 11.61 14.36 16.27 16.27 13.82 9.78 5.98 3.90 

Pr. George -9.88 -5.44 -0.52 4.86 9.62 13.23 15.33 14.72 9.94 4.72 -2.98 -8.16 

Pr. Rupert 0.94 2.55 3.69 5.69 8.46 10.98 12.94 13.33 11.34 7.99 4.00 1.82 

Whitehorse -18.44 -13.21 -6.97 0.55 6.75 11.71 14.01 12.44 7.17 0.56 -9.86 -15.69 

Dawson -28.83 -23.76 -13.02 -1.07 7.77 13.54 15.53 12.60 5.93 -4.15 -17.81 -25.43 

Yellowknife -27.89 -24.70 -18.15 -6.21 5.08 13.11 16.52 14.15 6.65 -1.49 -14.66 -23.98 

Iqaluit -26.24 -27.33 -23.82 -15.07 -4.40 3.39 7.66 6.81 2.20 -4.80 -12.99 -22.41 

Inuvik -28.63 -28.33 -23.70 -13.81 -0.41 10.66 13.94 10.67 3.18 -8.16 -21.50 -26.14 

Resolute -32.37 -33.01 -31.23 -23.56 -10.98 -0.58 4.12 1.81 -4.98 -15.05 -24.45 -29.13 

Tabla 4.1: Datos de temperatura promedio mensual en 35 localidades de Canadá 
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Figura 4.6: Curvas de temperatura promedio mensual en 35 localidades de Canadá 
 
 
 

A continuación, se grafican algunas de las curvas de temperatura de forma individual: 
 
 

 
Figura 4.7: Temperaturas de la localidad de St. Johns 
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Figura 4.8: Temperaturas de la localidad de Halifax 
 
 
 
 
 

 
Figura 4.9: Temperaturas de la localidad de Quebec 

 
 

El primer paso para trabajar con datos funcionales consiste en crear una base de funciones 

en el intervalo de estudio. Para ello utilizamos la función de R denominada: 

“create.fourier.basis(rangeval,nbasis,period)” 

Donde: 

rangeval: es el rango de valores que toma la variable tiempo. En este caso de 0 a 12 meses. 

https://rdrr.io/cran/fda/man/create.fourier.basis.html


171 
 

 
 

nbasis: corresponde al número K de funciones en la base B. En este caso K   11, no mayor 

al número de observaciones temporales N. K debe ser un número impar, caso contrario es 

aproximado al número impar superior, a fin de preservar la paridad de senos y cosenos. 

period: 12 meses. 

 
Al calcular las componentes principales funcionales por medio de la función “pca.fd” de 

la librería “fda”. Se tiene que las tres primeras componentes principales funcionales 

explican el 97.8% de la variabilidad total. 
 
 
 

 COMPF1 COMPF2 COMPF3 TOTAL 

% VAR 87.4% 8.2% 2.2% 97.8% 

Tabla 4.2: Varianza explicada por las 3 primeras componentes principales funcionales 
 
 

 
Figura 4.10: Primera componente principal funcional clásica 
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Figura 4.11: Segunda componente principal funcional clásica 
 
 
 
 
 
 

 
Figura 4.12: Tercera componente principal funcional clásica 
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Del análisis de las dos primeras componentes principales funcionales se aprecia que las 

temperaturas más bajas ocurren en los meses 1 y 2, es decir en enero y febrero. También 

en los meses de 10 y 11, que corresponden a octubre y noviembre. Mientras que las 

temperaturas más altas se dan en los meses de marzo y agosto. 

 
 

La matriz de cargas de las primeras siete componentes principales funcionales se muestra 

en la Tabla 4.3: 
 COMP1 COMP2 COMP3 COMP4 COMP5 COMP6 COMP7 

St. Johns 0.1252 0.0921 0.2789 0.0757 0.1949 0.1605 0.0082 

Halifax 0.1570 0.1250 0.1980 0.0214 0.0329 0.0650 0.0372 

Sydney 0.1480 0.1078 0.3031 0.0043 0.1080 0.1340 0.0081 

Yarmouth 0.1353 0.1503 0.1972 -0.0241 0.0893 -0.0920 0.2536 

Charlottvl 0.1613 0.0984 0.2296 -0.0413 0.0199 0.1014 -0.0429 

Fredericton 0.1736 0.0984 0.0679 -0.0338 -0.1188 0.1452 -0.2293 

Scheffervll 0.1581 -0.1805 0.1224 -0.1401 0.0960 0.2900 -0.0767 

Arvida 0.1845 0.0394 0.0139 -0.1982 -0.1575 0.1179 -0.0704 

Bagottville 0.1823 0.0158 -0.0005 -0.1982 -0.1465 0.1933 -0.0310 

Quebec 0.1819 0.0641 0.0326 -0.1060 -0.1925 0.0093 -0.1368 

Sherbrooke 0.1717 0.0685 0.0174 -0.1610 -0.1853 -0.0111 -0.0154 

Montreal 0.1890 0.1190 0.0315 -0.1067 -0.2160 -0.0428 0.0036 

Ottawa 0.1899 0.1102 0.0088 -0.0924 -0.2192 -0.0441 -0.0063 

Toronto 0.1758 0.1512 0.0949 -0.0104 -0.1708 0.0122 0.2051 

London 0.1757 0.1526 0.0838 -0.0394 -0.1941 -0.0462 0.2724 

Thunderbay 0.1747 0.0234 -0.0154 -0.1199 0.1477 0.1558 -0.0669 

Winnipeg 0.2050 0.0163 -0.1266 -0.1427 0.0364 -0.1021 0.0582 

The Pas 0.1965 -0.0533 -0.1163 -0.0903 0.1379 -0.0340 -0.1917 

Churchill 0.1672 -0.2409 0.1941 -0.1075 0.5222 -0.0624 0.1166 

Regina 0.1944 0.0255 -0.1550 -0.0253 0.0516 -0.0729 0.0150 

Pr. Albert 0.1938 -0.0297 -0.1981 -0.1101 0.0673 -0.2259 0.0119 

Uranium Cty 0.2015 -0.1452 -0.1316 -0.1578 0.0228 -0.1482 -0.2376 

Edmonton 0.1681 0.0177 -0.1764 0.0079 0.0843 -0.3586 0.0460 

Calgary 0.1523 0.0683 -0.0958 0.1808 0.1256 -0.1748 -0.1766 

Kamloops 0.1696 0.1961 -0.1452 0.3093 0.0656 0.2764 -0.0904 

Vancouver 0.1229 0.2394 0.0324 0.3216 0.0255 -0.1096 -0.0015 

Victoria 0.1141 0.2322 0.0437 0.3033 0.0237 -0.1682 0.0728 

Pr. George 0.1434 0.0693 -0.1693 0.1796 0.1782 0.1515 -0.2097 
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Pr. Rupert 0.0960 0.1662 0.0681 0.2265 0.1938 -0.1431 0.0942 

Whitehorse 0.1579 -0.0650 -0.2352 0.1330 0.2122 0.2136 -0.0347 

Dawson 0.2057 -0.1888 -0.4447 -0.0101 0.0119 0.2957 0.5992 

Yellowknife 0.2077 -0.1979 -0.0625 0.0218 -0.0673 -0.2373 -0.3194 

Iqaluit 0.1367 -0.3076 0.3218 -0.1224 0.0951 -0.2929 0.1893 

Inuvik 0.1939 -0.3255 0.0232 0.4250 -0.3596 -0.1339 0.1085 

Resolute 0.1226 -0.5056 0.2336 0.3465 -0.1733 0.2003 -0.0907 

Tabla 4.3: Scores en el nuevo sistema referencial 
 

El diagrama de dispersión de las localidades en el espacio generado por las dos primeras 

componentes principales funcionales se muestra en la figura 4.14. Aquí, el eje horizontal 

representa a la primera componente principal funcional y el eje vertical a la segunda 

componente principal funcional. 
 
 

Figura 4.13: Diagrama de scores en el primer plano principal funcional 
 

En el presente estudio nos vamos a enfocar en los scores, es decir en el espacio de los 

individuos (ciudades). Como se aprecia en la figura 4.13, no se puede interpretar 

fácilmente las posiciones de los individuos en el nuevo sistema referencial. Nos interesa 

encontrar una estructura de ejes disjuntos en el espacio de los individuos sin perder el orden 

temporal en que fueron tomados los datos. Por esta razón, se va a aplicar el algoritmo PSO 
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DFPC con el objetivo de obtener una mejor interpretación de las ciudades en el plano 

principal generado por las dos primeras componentes disjuntas. Por esta razón, para que 

estén todas las ciudades consideradas en el estudio en la proyección sobre el primer plano 

generado por los ejes disjuntos vamos a considerar Q=2, es decir, dos componentes 

disjuntas. Para ello aplicamos el algoritmo CBPSO DC. Necesitamos la matriz Ψ ,que 

contiene los coeficientes de la base de Fourier que construimos en el intervalo muestral. 

Para obtenerla recurrimos a la función “eval.basis”. Luego obtenemos la matriz de 

coordenadas de las funciones de ajuste x(t) , en la base elegida, notada por C : 

C   (Ψ†Ψ )−1 
Ψ†y 

Tal como se explicó en la sección 4.3.4. 
 
 

Al aplicar el algoritmo CBPSO DC a la matriz de coordenadas C se obtiene: 
 

 COMPF1 COMPF2 TOTAL 

% VAR 58.4% 33.5% 91.9% 

Tabla 4.4: Varianza explicada por las dos primeras componentes disjuntas 
 
 

Es decir, que en conjunto las dos primeras componentes principales funcionales disjuntas 

explican aproximadamente el 92% de la información contenida en la muestra. Hay una 

pérdida del 3.7% de información al usar las componentes funcionales disjuntas. Lo que 

tiene sentido, puesto que las componentes disjuntas están sometidas a más restricciones 

que las componentes principales clásicas. 

 
Si comparamos los porcentajes de explicación de las componentes funcionales clásicas con 

las disjuntas la razón es de 0.9612, lo que implica que, al usar el plano generado por las 

dos primeras componentes principales funcionales disjuntas, en vez de las clásicas, se 

pierde tan sólo el 3.8% de información. 

 
Lo que es llamativo es la redistribución de la variabilidad entre las primeras dos 

componentes disjuntas. 
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 CPF1 CPF2 TOTAL 
CLÁSICAS 87.4% 8.2% 95.6% 

DISJUNTAS 58.4% 33.5% 91.9% 
Tabla 4.5: Comparación de la varianza explicada 

 
 

La matriz de cargas para las dos primeras componentes principales disjuntas está dada en 

la tabla 4.6, y su interpretación gráfica en la figura 4.14. 
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COMPF1 

 
COMPF2 

St..Johns  
0.1528 

 
0.0000 

Halifax  
0.1932 

 
0.0000 

Sydney  
0.1803 

 
0.0000 

Yarmouth  
0.1745 

 
0.0000 

Charlottvl  
0.1928 

 
0.0000 

Fredericton  
0.2058 

 
0.0000 

Scheffervll  
0.0000 

 
0.2790 

Arvida  
0.2064 

 
0.0000 

Bagottville  
0.1995 

 
0.0000 

Quebec  
0.2082 

 
0.0000 

Sherbrooke  
0.1981 

 
0.0000 

Montreal  
0.2263 

 
0.0000 

Ottawa  
0.2256 

 
0.0000 

Toronto  
0.2183 

 
0.0000 

London  
0.2185 

 
0.0000 

Thunderbay  
0.1927 

 
0.0000 

Winnipeg  
0.2238 

 
0.0000 

The.Pas  
0.2014 

 
0.0000 

Churchill  
0.0000 

 
0.3232 

Regina  
0.2142 

 
0.0000 

Pr..Albert  
0.2029 

 
0.0000 

Uranium.Cty  
0.0000 

 
0.3076 

Edmonton  
0.1842 

 
0.0000 

Calgary  
0.1769 

 
0.0000 

Kamloops  
0.2198 

 
0.0000 

Vancouver  
0.1780 

 
0.0000 

Victoria  
0.1671 

 
0.0000 

Pr..George  
0.1674 

 
0.0000 

Pr..Rupert  
0.1351 

 
0.0000 

Whitehorse  
0.0000 

 
0.2138 

Dawson  
0.0000 

 
0.3365 

Yellowknife  
0.0000 

 
0.3444 

Iqaluit  
0.0000 

 
0.3265 

Inuvik  
0.0000 

 
0.4009 

Resolute  
0.0000 

 
0.4221 

Tabla 4.6: Scores en el nuevo sistema referencial disjunto 
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Figura 4.14: Gráfico de los scores de la tabla 4.6 
 

Con respecto a la aplicación a datos reales, las componentes disjuntas clasifican a las 

localidades en dos clases: La primera componente disjunta contiene las localidades con 

clima más suave que se encuentran bajo la latitud 60°. Mientras que la segunda 

componente separa a las localidades con clima más frío. Todas las localidades que están 

indicadas en la segunda componente disjunta, a excepción de Schefferville, se encuentran 

sobre la latitud 60°. El caso de Schefferville, cuya latitud es de 54°47’, se puede explicar 

por su altitud a nivel del mar que es de 533 metros, lo que le confiere un clima más frío. 
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Capítulo 5 

CONCLUSIONES 
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Al término de este trabajo de investigación, en el que se ha implementado un nuevo método 

de optimización podemos concluir lo siguiente: 

1. Debido a que las componentes son de norma uno y disjuntas, la matriz de cargas 

factoriales es ortogonal, lo que se puede interpretar como una rotación del espacio 

de individuos. Esto permite conservar la inercia original en el espacio rotado, y de 

esta forma utilizar, de manera natural, la varianza de las nuevas variables como un 

indicador de la varianza explicada por las componentes disjuntas. 

 
2. Al reemplazar la búsqueda local utilizada en el algoritmo Disjoint PCA Clásico por 

la búsqueda inteligente del algoritmo CBPSO DC se explora de mejor forma el 

conjunto de soluciones factibles, lo que permite alcanzar soluciones de alta calidad 

sin importar el tamaño de la matriz. Por otro lado, las partículas tienen memoria 

compartida lo que les permite obviar rutas que conducen a soluciones que 

representan óptimos locales, esto último se aprecia en la calidad de las soluciones 

conseguidas en los ejemplos mostrados. 

 
3. En una buena parte de la literatura consultada, cuando se trabaja con un problema 

de optimización con restricciones, las partículas que abandonan el conjunto de 

soluciones factibles son desechadas, perdiéndose toda la información histórica que 

tenían acumulada. Por esta razón se genera un número suficientemente grande de 

partículas, como previsión a las que van a abandonar el conjunto factible S. 

 
4. En este trabajo se propone un método que obliga a que las partículas no abandonen 

el conjunto de soluciones factibles, sino que modifiquen su trayectoria regresando 

a él siempre que lo abandonen, lo que permite que en todo momento esté disponible 

la información histórica que han acumulado, además el número de partículas no 

debe ser excesivamente grande, lo que contribuye a disminuir el tiempo de 

procesamiento. 
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5. Hay que mencionar que el fit (o ajuste) obtenido con las componentes principales 

clásicas es ligeramente mejor que el fit obtenido con las componentes principales 

disjuntas. No obstante, lo que se pierde en fit se gana en calidad de interpretación. 

 
6. Los algoritmos DPCA y CBPSO DC alcanzan la mejor solución con tasas de éxito 

del 100% cuando el conjunto de datos tiene pocas variables e individuos. 

 
7. Cuando el conjunto de datos tiene muchas variables o individuos (como es el caso 

del ejemplo The General Self-Eficacy Scale, en el hay 19719 individuos) la tasa de 

éxito del algoritmo DPCA disminuye ostensiblemente a un 57%, mientras que la 

tasa de éxitos del algoritmo CBPSO DC se mantiene en el 100%. 

 
8. El algoritmo CBPSO DC muestra ser bastante versátil en sus aplicaciones. Pues 

como se muestra en el ejemplo de datos sobre medio ambiente nos ayuda a 

determinar un subconjunto de variables a considerarse, disminuyendo los costos de 

estudios a gran escala. 

 
9. El algoritmo CBPSO DC puede utilizarse como un medio para validar 

cuestionarios de forma rápida, efectiva y sobre todo de fácil interpretación. Con lo 

que sería una excelente contribución a los investigadores que trabajan en Ciencias 

Sociales, Ciencias Económicas y de la Salud. 

 
10. Al trabajar con la optimización por enjambres dentro del contexto multivariante se 

presentan varias líneas de investigación futuras. En particular hay tres que vamos 

a mencionar: la primera es inherente a la naturaleza del método de optimización 

utilizado. Al ser un algoritmo de búsqueda evolutivo, no existe garantía de que la 

solución obtenida corresponda al óptimo global buscado, por esta razón nos 

referimos como la mejor solución. 
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11. Si bien experimentalmente las soluciones encontradas son de alta calidad, es decir 

tienen un buen ajuste con los datos originales, la velocidad y las rutas de las 

búsquedas del óptimo por el enjambre dependen de varios parámetros, como la 

inercia, los pesos cognitivo y social, etc., valores que no han sido investigados y 

que permitirán obtener un menor error de aproximación. 

 
12. La segunda línea de investigación, en la que ya se está trabando, es sobre la 

utilización de la SVD en cada iteración del algoritmo. 

 
13. La tercera línea de investigación es sobre la factibilidad de extender el algoritmo 

CBPSO DC a tensores o tablas de tres vías. Esta línea de investigación ya ha sido 

abordada con resultados prometedores. 

 
14. Calcular la SVD de varias matrices en cada iteración consume tiempo de 

procesamiento (que se acrecienta al aumentar el número de individuos y variables) 

y constituye un cuello de botella en que ralentiza la búsqueda del óptimo, incluso 

utilizando PSO. Una futura línea de investigación es la de encontrar alguna 

alternativa para dirigir al enjambre sin utilizar la SVD. Una alternativa puede ser 

mediante el filtro de Kalman. 

 
15. En el caso matricial el ambiente de los datos es un espacio de dimensión finita, el 

espacio  n . En el caso de datos funcionales es un espacio de dimensión infinita. 

El supuesto fundamental de la estadística de datos funcionales es que las variables 

aleatorias funciones se encuentran en el denominado espacio L2 (T ) . Al tratarse de 

un espacio de Hilbert podemos extrapolar muchas de las propiedades geométricas 

de n , facilitando la interpretación estadística de los datos funcionales. 
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16. Por otro lado, el espacio L2 (T ) es el espacio de la funciones cuadrado integrables, 

lo que corresponde a los procesos estocásticos de segundo orden. Además, se 

asume que son procesos continuos en media cuadrática. 

 
17. Si bien la teoría para manejar datos funcionales es bastante exigente, al final se 

llega a un resultado simple. Los teoremas de Mercer y de Karhunen-Loève hacen 

posible mostrar que el análisis de componentes principales funcionales es 

equivalente al análisis de multivariante de componentes principales de una matriz. 

18. Otro problema a enfrentar es la variabilidad inherente de los datos funcionales, que 

en muchos casos se incrementa debido a los errores de medición. Para paliar este 

problema se procede a ajustar los datos discretos utilizando una base de funciones 

suaves como series de Fourier o trazadores cúbicos. En el caso que se ha presentado 

en el estudio se utilizó una base de Fourier y el ajuste se realizó por mínimos 

cuadrados. 

 
19. El análisis de datos funcionales presenta varios desafíos y problemas abiertos. El 

principal de ellos consiste en obtener las funciones propias a partir de las 

ecuaciones de Fredholm. Actualmente sólo existen soluciones para ciertos casos 

particulares. Por esta razón el FPCA discretiza los datos funcionales expresándolos 

como combinaciones lineales de determinada base de funciones, elegida de 

acuerdo a la naturaleza de los datos. 

 
20. Si bien se asume que los datos son funciones cuadrado integrables, en realidad de 

lo que se dispone, en la mayoría de casos, es de mediciones discretas de estas 

funciones. Es decir, se tienen que interpolar o aproximar mediante funciones que 

pertenezcan a L2 (T ) , aquí existe otro rubro de investigación. 
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Código en R para realizar el cálculo de las componentes principales funcionales clásicas. 

por medio de la función “pca.fd” de la librería “fda” (Rcran) 

 
En el caso de los datos utilizados tenemos: 

mounthbasis11 <- create.fourier.basis(c(0, 12), 11, 12, axes=list("axesIntervals")) 
 
 

Una vez que se ha creado la base de Fourier, el siguiente paso consiste en obtener las 

funciones de aproximación x, que son combinaciones lineales de las funciones de la base 

que creamos anteriormente: 

mounthtempfd <- with(CanadianWeather, smooth.basis(monthEnd.5, monthlyTemp, 

mounthbasis11)$fd) 

 
Obtenemos las componentes principales funcionales por medio de la función “pca.fd” y 

las asignamos a “mounthtemppcaobj”: 

mounthtemppcaobj <- pca.fd(mounthtempfd, nharm=5) 

donde “nharm” es el número de armónicos o componentes principales a graficar 

En el ejemplo “nharm=5” 

 
Y luego procedemos a obtener sus gráficos respectivos 

plot.pca.fd(mounthtemppcaobj, cex.main=0.9) 
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