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RESUMEN

En el presente trabajo se divide en cuatro capitulos. En los dos primeros se propone una
alternativa al método disjoint principal component analysis, que consiste en un analisis de
componentes principales con restricciones y permite determinar componentes disjuntas,
que son combinaciones lineales de subconjuntos disjuntos de las variables consideradas en
el problema. El nuevo método propuesto se denomina constrained binary optimization by
particle swarm disjoint principal component analysis, debido a que estd basado en la
optimizacion por enjambre de particulas, notado por CBPSO DC. El nuevo método usa
una optimizacidon estocastica disefiada para encontrar soluciones de alta calidad, en
situaciones de alta complejidad computacional. El algoritmo del nuevo método parte
generando aleatoriamente una poblacion de particulas que iterativamente evolucionan
hasta alcanzar el 6ptimo global, que en este caso estd dado en funcion de las componentes
disjuntas. Se proporcionan resultados numéricos que confirman la calidad de las soluciones

obtenidas por el nuevo método.

En el tercer capitulo se realiza una adaptaciéon de la optimizacion por enjambre de
particulas al andlisis HJ Biplot. Este nuevo método recibe el nombre de PSO DHJ Biplot.

Ademas, se realiza una aplicacion a datos sobre la evolucion de la pandemia COVID-19.

En el capitulo cuatro se presentan los contenidos teéricos necesarios para abordar la
estadistica de datos funcionales. Se realiza una exposicion de los operadores lineales sobre
espacios de Hilbert. La funcidon de covarianzas de un conjunto de datos funcionales es un
ejemplo de este tipo de operadores. A continuacion, se enuncia el teorema de Mercer y el
teorema de Karhunen-Loeve que son los dos pilares en que se sustenta el andlisis de
componentes principales funcionales. Se definen las componentes principales funcionales
y se detalla su forma de célculo. Se aplica el algoritmo CBPSO DC para obtener las

denominadas componentes principales funcionales disjuntas.
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Este documento se organiza de la siguiente manera:

INTRODUCCION
CAPITULO UNO: ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES CLASICO

Se presenta el desarrollo tedrico del Analisis de Componentes Principales Clésico, desde
un punto de vista algebraico estadistico en dimension finita. Esta presentacion es necesaria
para entender como se va a modificar el método cldsico en presencia de restricciones como
las que se utilizan en las componentes disjuntas, y también para hacer una generalizacion

a espacios funcionales que tienen dimension infinita.

CAPITULO DOS: METODOLOGIA DEL ANALISIS DE COMPONENTES
PRINCIPALES DISJUNTAS

En este capitulo se realiza una descripcion pormenorizada del método de obtencion de las
componentes principales disjuntas de la forma clasica. A la vez que se presenta un nuevo
algoritmo de célculo, en el que se aplica la denominada optimizacion por enjambre de
particulas. A este nuevo algoritmo se lo denomina CBPSO DC. Para finalizar se realizan

aplicaciones del nuevo algoritmo a diferentes problemas con datos reales.

CAPITULO TRES: ANALISIS HJ BIPLOT DISJUNTO MEDIANTE
OPTIMIZACION POR ENJAMBRE DE PARTICULAS

El algoritmo desarrollado en el capitulo dos, se adapta para permitir realizar el analisis HJ
Biplot disjunto mediante la optimizacion por enjambre de particulas. Para lo cual se afiade
al algoritmo CBPSO DC el célculo de la matriz de valores singulares en cada iteracion del

algoritmo CBPSO DC. Se realiza una aplicacion a datos.



16

CAPITULO CUATRO: ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES
FUNCIONALES DISJUNTAS

Se exhibe un algoritmo para simular datos que tengan una estructura cuyas componentes
principales tengan naturaleza disjunta, para luego comprobar si el algoritmo presentado en
el capitulo tres detecta esta estructura factorial. Luego se hacen aplicaciones a tres
conjuntos de datos reales. Se presenta la teoria necesaria para entender el desarrollo del
Analisis de Componentes Principales Funcionales. Para ello se realiza una revision de los
principales resultados teoricos tanto de las nociones de norma y distancia y de los espacios
de Hilbert, que es el espacio vectorial donde se encuentra los objetos denominados datos
funcionales. Se revisan los principales resultados que dan soporte a la descomposicion
espectral cuando se disponen de datos funcionales. Los funcionales lineales, que son
funciones entre dos espacios vectoriales juegan el mismo papel que matrices de varianzas-
covarianzas. Se presenta la generalizacion del método de las Componentes Principales
Clésico al ambiente funcional. Luego se presenta la propuesta de calculo de las
componentes principales disjuntas mediante optimizacion por enjambre de particulas. Se

presenta un ejemplo de aplicacion.



17




18

INTRODUCCION
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La estadistica multivariante es un area de la ciencia en rapido crecimiento y desarrollo. Sus
distintos procedimientos permiten determinar la existencia de estructuras latentes en una
masa de datos, estructuras que pueden ser indetectables a través de métodos univariantes
(MacGregor et al., 2015). Posibilitan descubrir patrones, agrupaciones y tendencias,
caracterizarlos mediante relaciones existentes entre los objetos o individuos y variables,
viabilizando la construcciéon de modelos de comportamiento, de asociacidon, de forma,
dentro de la estructura global permitiendo al investigador una mejor interpretacion del

evento analizado (Camacho et al., 2015).

Uno de los métodos multivariantes clasico, para reduccion de dimension, es el denominado
Analisis de Componentes Principales (PCA por sus siglas en inglés), desarrollado por
Pearson (Pearson, 1901) y por Hotelling (Hotelling, 1933) de forma independiente en las
primeras décadas del siglo pasado. Con el desarrollo de los métodos electronicos de calculo
cobr6 gran importancia y hoy es el método multivariante no supervisado utilizado como

primera linea en la investigacion.

Una de los desafios que plantea PCA es la interpretacion de los resultados. Esto es, el
significado de los valores de las coordenadas de los vectores directores de los nuevos ejes
proporcionados por el andlisis de componentes principales, denominados cargas (o
loadings). Existen diversos criterios para determinar la importancia de las variables en cada
uno de los ejes principales, ver (I. T. Jolliffe, 1972) y (I. T. Jolliffe, 1973). Hay
investigadores que consideran que las variables més importantes son aquellas que tienen
mayor valor absoluto. Otros eligen un umbral, por lo general 0.5. Las variables cuyos
valores absolutos superan el umbral fijado se consideran que son las que caracterizan el
eje principal. El problema se vuelve complicado cuando los valores absolutos de las cargas
tienen poca variabilidad, esto es, son bastante similares. En esta situacion el PCA se puede
convertir en un andlisis irrelevante en cuanto a la interpretacion de los nuevos ejes

principales.

Existen varias estrategias implementadas para paliar este inconveniente. Un resumen
exhaustivo es presentado en el capitulo 2. Entre los principales métodos tenemos dos: Las

componentes principales dispersas (Sparse PCA) y las componentes principales disjuntas
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(Disjoint PCA). El ntcleo de este capitulo es un nuevo método basado en la optimizacion
por enjambre de particulas (PSO) (Kennedy & Eberhart, 1995) y (Eberhart & Yuhui, 2001)
y en Disjoint PCA (Nieto-Librero, 2015). Este método original presenta un nuevo
paradigma en cuanto a los métodos de optimizacion utilizados en el analisis multivariante,
puesto que reemplaza al clasico algoritmo de los minimos cuadrados alternantes (ALS) por
un algoritmo evolutivo que impide caer en dptimos relativos encontrando el 6ptimo global
con una frecuencia superior al ALS. Especialmente con matrices de datos de gran
dimension, tal como se muestra en los ejemplos del capitulo 2. En los ejemplos en el
mostrados en el documento alcanza la solucion Optima el 100% de las veces. Este

algoritmo se denomina CBPSO DC.

En el capitulo 3 se extiende el algoritmo CBPSO DC al analisis HJ Biplot (Galindo, 1986),
obteniendo un HJ Biplot cuyas componentes tienen estructura disjunta. Este algoritmo se
ha denominado Disjoint HJ Biplot. Se realiza una aplicacion a datos sobre la evolucion de

la pandemia COVID-19 en Ecuador para demostrar su utilidad.

En el capitulo 4 se realiza otra aplicacion-extension del algoritmo CBPSO DC al campo
funcional. Puesto que el analisis de componentes principales funcionales trata con objetos
que no son vectores de dimension finita sino funciones definidas sobre espacios de
dimension infinita se hace necesario una introduccion tedrica para entender en primer lugar
a los objetos matematicos con los que se trata en el &mbito funcional (Hsing & Eubank,
2013), y en segundo lugar explicar el proceso matematico para convertirlos en datos
discretos para su tratamiento matricial (J. O. Ramsay & Silverman, 2005) y (Di Salvo et
al., 2015). Para comprobar la efectividad del nuevo método se realiza una aplicacion a

datos de temperaturas de estaciones climatologicas de Canada.
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Capitulo 1

ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES
CLASICO
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En este capitulo se realiza una revision de la teoria del Analisis de Componentes
Principales. Para ello se recurre a la teoria algebraica de valores y vectores propios, ademas
de los multiplicadores de Lagrange. Puesto que en este documento se van a presentar varios
métodos para el calculo de las denominadas componentes principales disjuntas, para
diferenciar lo vamos a denominar Anélisis de Componentes Principales Clasico (PCA

clasico).

El capitulo esta distribuido de la siguiente manera:
1.1 Introduccion.

1.2 Analisis de Componentes Principales Matricial.

1.3 Descomposicion en Valores Singulares.

1.1 Introduccion

El PCA clasico se utiliza ampliamente en los estudios multivariantes como un método de
reduccion de la dimensionalidad de un conjunto de datos. Para ello se recurre a la
representacion espectral de la matriz de varianzas-covarianzas del conjunto de datos
analizado. Las nuevas variables, que son combinacion lineal de las variables originales, se
denominan componentes principales, y corresponden a los vectores propios normalizados
de la matriz de varianzas-covarianzas. El objetivo de este capitulo es el de proporcionar

una sintesis del Analisis de Componentes Principales de una matriz de datos, notada por

X, y de la descomposicion en valores singulares (SVD)

1.2 Analisis de componentes Principales Matricial.

Los valores y vectores propios estan en el nicleo de la estadistica multivariante, de la

ciencia de datos, aprendizaje automatico y fisica, por citar algunas ramas del conocimiento.
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Muchos problemas conducen a la expresion Av = Av, es decir, a encontrar un vector que

al ser multiplicado por una matriz cuadrada A no altere su direccion, maxime su sentido.

Definicién 1.1.- Sea una matriz cuadrada A € C™" . El namero real o complejo A se

denomina valor propio de A si existe un vector diferente de cero ve C" tal que:

Av=—7»v (1.2.1)

El vector v se denomina vector propio de A correspondiente al valor propio 4.

Los resultados fundamentales sobre valores y vectores y propios que nos interesan en este

trabajo son los siguientes:

Teorema 1.1.- Toda matriz A simétrica real de tamafio nxn es diagonalizable

ortogonalmente.
Teorema 1.2.- Si A es una matriz simétrica real de tamafio nx n, entonces

a. Sus valores propios son positivos.

b. Los vectores propios correspondientes a valores propios diferentes son ortogonales.

Teorema 1.3.- (Teorema de descomposicion espectral). Sea una matriz cuadrada simétrica

real A de tamafio nxn. Si 4,,...,4, son los valores propios de A con correspondientes

vectores propios v,,...,v, , entonces:

A=Y 2w (122)
i=1
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1.2.1 La metodologia PCA

Se dispone de una muestra de n objetos o individuos y de p variables aleatorias centradas

X,,X,,...,X,. Se desea obtener k< p variables no correlacionadas Z,, Z,,...,Z, que

sean combinacion lineal de las variables originales X ; de tal forma que expliquen la mayor

parte de la variabilidad de las variables originales.

La primera componente principal, al igual que las restantes, se expresa como combinacion

lineal de las variables X ; de la forma:

Z,=u X +u, X, ++u, X, coni=l,..

Matricialmente:

Es decir, Z1 = Xu1, calculando su valor esperado:

E[Z:] =E[Xui] =E[X]ui =0

0

La varianza Z, esta dada por:

L 5 1
Var[Z,] = Zzl,_ 7,7,
+ XTX
ul ul
n
x
Puesto que Var[X — =V, se tiene:

7 (1.2.3)

(1.2.4)
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Var[Z,] =p"Vu (1.2.5)
Ademas,
tr[V]=9;+G§2+---+O')2( (1.2.6)
2
La primera componente principal es la combinacion lineal (1.2.3) que tiene la maxima
varianza y tal que |[u| =1.

El problema de optimizacion consiste en determinar la combinacion lineal Zi que tenga la

maxima varianza, sujeto a la restriccion |u || = pn = 1.
Para resolver este problema tomamos el lagrangiano:

L=u"Vu, -1 (ufu -1) (1.2.7)
Derivando (1.2.7) e igualando a cero:

OL —2Vu —2iu =0
1 1
ou,

Vu, = Au, (1.2.8)
Lo que significa que ui es el vector propio asociado al valor propio A de la matriz V.

V es una matriz simétrica semi-definida positiva por lo que tiene p valores propios 4;

ordenados en forma decreciente 4, >4, 2--->2 4, >0.

Si a la ecuacion (1.2.8) la multiplicamos por uf :

u'Vu = Jufu
1 1 1 1

—
VagZ, |
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Como u, es unitario tenemos Var[Zl] — A, como deseamos que la varianza & Z, sea

maxima tomamos A = 4el mayor valor propio de V.

Por tanto, los coeficientes de la combinacion lineal Zi estan dados por los componentes

del vector propiou, asociado a A, :
7, = Xu, (1.2.9)

Para determinar la segunda componente principal realizamos un procedimiento analogo al

seguido para calcular la primera componente principal:

Zyy=uy X}, +u, Xy +-+u, X, con i=l1,...,n (1.2.10)

En formato matricial: Z, = Xu , donde n zzl(uzz,u.., , LU
J
Ademas:
E[Z:]=0y Va]Z,] =n'Vu .

El problema de optimizacion consiste en determinar la variable aleatoria Z» tal que su

varianza sea maxima, no esté correlacionada con Z, y tal que el vector u, sea unitario.
Esto implica que:

COV(Z1, V4 ) = COV(Xm, Xuz ) =0

De donde:
ul Cov(X,X)u =0
u! Var[X]Ju =
0
Por tanto:

uVu =0 (1.2.11)
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Sia Vu = A u multiplicamos por u :
1 11 2

u'Vu = Au'u
2 1 1 21

Por (1.2.11) se tiene que Aufu =0, es decir, u'u =0. En otras palabras, el hecho de
1 21 2 1

que Z, y Z,no estén correlacionadas implica que los vectores u, y u, son ortogonales.

Asi, el problema de optimizacion se puede expresar de la siguiente forma:

Maximixar Var[Z ] —u'Vu , sujeta a las restricciones u'u =1y 1 =0.
2 2 2 2 2 1 2

El lagrangiano correspondiente es:
L=u’Vu,- ,u(ulTVu 2)—/1 (uZtl —1)

. L
Derivando respecto a u : 0 =M — 4Vu -2Au =0
2 1 2

> Ou,

1
Vu - uVu -Au =0 (1.2.12)
2 2 1 2

Multiplicando (1.2.12) por u': u’Vu — ! ua'Va — jufu =0
1 1 1

2 A 1 12
— 2
0 0

De donde: gu'Vu =0, por (1.2.5) p’Vu =0, entonces se concluye que g =0. Asi,

(1.2.12) se reduce a: Vuz —Auz =0, lo que implica:
Vu, = Au,
Es decir, uz es el vector propio asociado al valor propio A.

Como se requiere que Var[Zz] sea maxima, basta tomar el mayor valor propio de V,

puesto que A, ya se tomd para la primera componente principal, se tiene que 4 = A,:
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Vu, = Au, (1.2.13)
Y por tanto:

Z, = Xu, (1.2.14)

Se procede de la misma forma para las siguientes componentes principales:

Vu,=Au, con k=1,...,p (1.2.15)
2
Z, —Xu, con k=1,2...,p (1.2.16)

Multiplicando (1.2.15) por uf obtenemos la varianza de las componentes principales:

u'Vu = A ufu
k

k k k k
—
Var(Zk )
Lo que implica que:
Var[Zk] = A

Ademaés:

Zp:Var[Zk] zz/lk =ty (1.2.17)
)

k=1 k=1

Por otra parte, ya que V es simétrica existe una matriz ortogonal P tal que P'VP =D con

D= diag()h, Aas., lp) . Sitomamos la traza se tiene:

tr(D) = tr (P'VP)
— i (VPP' (12.18)

)

—=tr(V)

Reemplazando (1.2.17) en (1.2.18):
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W kzzaz (1.2.19)
k=1 k=1

k

1.3 Descomposicion en Valores Singulares

Toda matriz cuadrada simétrica es diagonalizable ortogonalmente. ;Qué sucede si la
matriz no es cuadrada? En este caso se dispone de la denominada descomposicion en
valores singulares (SVD por sus siglas en inglés), teoria desarrollada por Beltrami,

Jordan y Sylvester de forma independiente en la segunda mitad del siglo XIX.

Teorema 1.4.- Sea una matriz A € C"™" | entonces existen dos matrices ortogonales

UeC™", VeC"™ yunamatriz diagonal no negativa A € R™" tales que:

A = UAV? (13.1)

La expresion (1.3.1) es la denominada SVD.

La demostracion del teorema se puede consultar en (Yanai et al., 2011).
Los elementos de la diagonal de A se denominan valores singulares de A .
Las columnas de U son los vectores singulares izquierdos de A .

Las columnas de V son los vectores singulares derechos de A .

Por otro lado:

AAT = UAV7 (UAVT) = UAVTVATU”
= UAAT)U”

ATA =(UAVT) UAVT = VATUTUAV’
= V(ATA)VT
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Lo que indica que las columnas de U son los vectores propios de AA”, y las columnas de
V son los vectores propios de A A . Ademas, los valores propios de AAT y AT A (que son

los mismos) son iguales a los valores singulares al cuadrado de A.

En el caso de que A sea una matriz con componentes reales, las matrices AA”y AT A son

simétricas y por ende sus valores propios van a ser reales, al igual que sus vectores propios

van a tener componentes reales.
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Capitulo 2

METODOLOGIA DEL ANALISIS DE
COMPONENTES PRINCIPALES DISJUNTAS
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En este capitulo se realiza una explicacion del funcionamiento del método de optimizacioén
utilizado para obtener las denominadas componentes principales disjuntas mediante ALS.
Este método se denominara DPCA (Disjoint Principal Component Analysis). Ademas, se
expone la teoria de la Optimizacioén por Enjambre de Particulas de manera general. Luego
se muestra el algoritmo genérico correspondiente. A continuacion, se presenta la
implementacion del PSO genérico a la optimizacion para el célculo de las componentes
principales disjuntas. Este algoritmo se denomina CBPSO DC (Constrained Binary
Particle Swarm Optimization Disjoint Components). El método descrito calcula de manera
directa la matriz A y a partir de ésta la matriz B sin recurrir a la matriz que contiene los
valores propios. Estos valores propios se utilizan para determinar la varianza explicada por
cada eje principal. En este caso, al no disponer de los valores singulares y por ende de los

valores propios se propone un método para estimar estos porcentajes.

Para mostrar las bondades del algoritmo CBPSO DC y la calidad de las soluciones que se
pueden encontrar se utilizan dos clases de ejemplos. La primera clase considera dos
ejemplos simulados, para ello se diseiid un simulador a partir de variables aleatorias que
estan uniformemente distribuidas. Se utiliza el método CBPSO DC para detectar la
presencia de factores latentes, y luego se realiza una aplicacion en la validacion de

cuestionarios.

El capitulo esta distribuido de la siguiente manera:

2.1 Introduccion

2.2 La metodologia del Analisis de Componentes Principales Disjuntas
2.3 Metodologia de la Optimizacion por Enjambre de Particulas.

2.4 Ejemplos Numéricos

2.5 Aplicacion a validacion de Cuestionarios

2.6 Aplicacion a datos de medio ambiente



35

2.1 Introduccion

La mayoria de procedimientos multivariantes se fundamenta en la descomposicion en
valores singulares (SVD) de la matriz de datos a analizar (I. Jolliffe, 2002). Esta
descomposicion permite encontrar un sistema referencial ortogonal, cuyos ejes se
denominan ejes principales o factoriales y corresponden a las direcciones de maxima
varianza (Beaton et al., 2014). Estos nuevos ejes (sus vectores directores) son
combinaciones lineales de las variables originales y como tal son variables latentes, no

observables directamente.

A cada eje principal le corresponde un vector director y los valores de sus coordenadas o
cargas permiten interpretar y nombrar a los ejes segun el contexto de la investigacion
llevada a cabo (Hastie T et al., 2017). Tarea que puede convertirse en un problema si una
gran cantidad de coordenadas tienen valores absolutos aproximadamente iguales, sin que
existan cargas con valores absolutos claramente mayores a las demds que permitan

caracterizar al eje correspondiente a la variable latente en cuestion. (Eriksson et al., 2006).

Si cada uno de los ejes principales fuese combinacion lineal de unas pocas variables
originales se facilitaria la interpretacion de éstos dentro del contexto de la investigacion.
Se han elaborado varios métodos multivariantes para conseguir este objetivo. Asi,
podemos citar el método propuesto en (Vines, 2000) que consiste en obtener direcciones
que se puedan representar por vectores de nimeros enteros con varias de sus coordenadas
iguales a cero. Las componentes principales dispersas o Sparse PCA (Zou et al., 2004) que
buscan ejes factoriales con pocas cargas diferentes de cero o la descomposicion CUR
(Mahoney & Drineas, 2009) que consiste en representar a la matriz de datos como un
producto de matrices de bajo rango, que permite expresarla en funcion de un reducido
nimero de columnas (variables) y/o filas (individuos u objetos). Otra propuesta es la de
las componentes disjuntas (Disjoint Components), que a mas de representar a una
componente como combinacion lineal de unas pocas variables originales, €stas no

aparecen en las otras componentes, de alli el nombre de disjuntas.
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El inicio de la evolucion de la metodologia de las componentes disjuntas se puede rastrear
en Vigneau & Qannari, 2003, donde se propone un método que consiste en realizar un
analisis de conglomerados jerarquico para luego asociar una variable latente a cada
conglomerado previamente obtenido. Estas variables latentes resultan mas faciles de
interpretar que las componentes principales clésicas. El procedimiento apunta a encontrar
grupos de variables en torno a variables sintéticas o latentes mediante la maximizacion de

las covarianzas entre las variables originales y las latentes.

Vichi y Saporta, 2009 proporcionan un nuevo enfoque al trabajo de Vigneau y Qannari al
determinar las variables latentes por medio del Analisis de Componentes Principales
(Principal Component Analysis) (PCA). Asi, se propone un método que consiste en aplicar
de manera secuencial el Andlisis de Conglomerados (Cluster Analysis) (CA) y el PCA. Se
utiliza el CA para reducir el nimero de objetos, considerando los centroides, y PCA para
reducir el niimero de variables al considerar las primeras componentes principales,
buscando maximizar la desviacion entre los conglomerados de las componentes en el
espacio reducido a través de un algoritmo de minimos cuadrados alternantes. La nueva
metodologia se llama Clustering and Disjoint Principal Component Analysis (CDPCA),
porque se requiere encontrar componentes asociadas a clases de variables disjuntas. En
(Macedo & Freitas, 2015) se propone un algoritmo de calculo para la metodologia CDPCA
de Vichi y Saporta. También se tiene el Clustering and Disjoint HJ Biplot propuesto en (A.
Nieto-Librero et al., 2017), donde se aplica el algoritmo propuesto en (Vichi & Saporta,
2009) al HJ Biplot en lugar de PCA.

Si se requieren componentes que faciliten la interpretacion de los resultados, sin recurrir a
la existencia de conglomerados para caracterizarlas, tenemos las denominadas
componentes disjuntas (Disjoint Components). En (Ana Nieto-Librero, 2015) se presenta
una técnica para realizar un biplot disjunto denominada Disjoint HJ Biplot y su algoritmo
de calculo estd fundamentado en el método expuesto en (Vichi & Saporta, 2009) y en
(Macedo & Freitas, 2015). Consiste basicamente de dos partes que se relacionan
alternadamente: la primera es de construccion, se trata de obtener una matriz de particiones

del conjunto de variables originales, y con estas particiones construir una matriz de cargas
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y otra de scores, y a partir de éstas ultimas se calcula una funcion de ajuste que busca
minimizar el error de aproximacion. La segunda parte consiste en un problema de
optimizacion combinatoria que busca determinar la matriz de particiones que produzca el
mejor ajuste posible. En (Ferrara et al., 2016) se presentan tres metodologias para obtener
componentes disjuntas: Stepwise PCA, Restricted PCA y Disjoint PCA. La primera
metodologia consiste en realizar varios PCA iterados sobre O componentes relevantes
(valores propios mayores a uno) y eliminar en cada iteracion a la variable que tenga la
mayor carga en la ultima componente relevante. Este procedimiento se repite hasta obtener
una sola componente, que va a definir un subconjunto de variables. Luego se repite el
proceso sobre la matriz que contenga a las variables excluidas previamente, hasta que cada
variable sea asociada a una sola componente. Restricted PCA consiste en detectar O
componentes relevantes para luego asignar una variable a la componente en la que tenga
mayor peso. Los demds pesos para esta variable son igualados a cero. La tercera estrategia
es Disjoint PCA y es una modificacion del método propuesto en (Vichi & Saporta, 2009)
y serd utilizada para comparar con los resultados del algoritmo presentado en este trabajo.
En adelante a este método lo vamos a denominar Disjoint PCA Clasico (Classic Disjoint
PCA). En (Ferrara et al., 2018) se presenta una version inferencial del Disjoint PCA basada

en criterios de maxima verosimilitud.

El presente trabajo esta inspirado en el método Disjoint PCA arriba mencionado,
mostrando un enfoque diferente a la forma en que se realiza el proceso de optimizacion.
Para ello se exhibe un nuevo paradigma en la optimizacién de problemas estadisticos
apuntando a resolver el problema de hallar el minimo de la funcion objetivo mediante un
algoritmo de la clase de enjambre o cimulo de particulas, de tipo binario con restricciones.
También se presenta una propuesta alternativa para obtener la matriz de valores propios a
partir de las inercias de cada uno de los nuevos ejes encontrados, y con ello la construccion

de indicadores de los porcentajes de explicacion de cada eje disjunto obtenido.

Para comprender la naturaleza de los cambios planteados a la forma de abordar y resolver
el problema de optimizacion en el método propuesto hay que explicar con detalle como

opera la técnica Classic Disjoint PCA.
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En otro orden de ideas tenemos la Optimizacién por Enjambre de Particulas (PSO) una
técnica emergente de la computacion evolutiva desarrollada por James Kennedy y
Russell Eberhart en 1995 (Kennedy & Eberhart, 1995), es un método de optimizacion
estocastica inspirado en el comportamiento social de enjambres de insectos o bancos de
peces. Para operar el algoritmo PSO es necesario definir una funcion objetivo a optimizar
(maximizar o minimizar). Este algoritmo se inicia creando de forma aleatoria una
poblacion de particulas, que son las potenciales soluciones, y luego actia de forma iterativa
buscando el optimo requerido en base a la actualizacion de la posicion y velocidad de las
particulas. PSO ha sido aplicado en muchas areas del conocimiento tales como redes
neuronales, sistemas de control, computacién grafica, robotica, mineria de datos,
optimizacion de funciones en espacios de alta dimensionalidad, etc. (Eberhart & Yuhui,

2001), (Alatas & Akin, 2008), (Vasile & Buiu, 2011).

En lo concerniente a las aplicaciones de PSO en el contexto del analisis multivariante
podemos indicar: En (Voss, 2005) se expone una metodologia para usar PCA con PSO en
el que el sistema referencial se traslada junto al enjambre. Para determinar las direcciones
de los ejes del sistema referencial en cada iteracion se utiliza PCA. Los problemas de
optimizacion con restricciones tienen espacios de busqueda acotados contenidos dentro de
un espacio vectorial en el que estan definidas las variables utilizadas en el problema, puede
ocurrir que el enjambre quede atrapado en la zona de soluciones no factibles del espacio
vectorial. Para solventar este problema en (Chu et al., 2011) se presenta un método que
utiliza PCA para el manejo de las cotas de la region factible del espacio. Bibo Ma & Haiyan
Ji, 2012, utilizan PCA para reducir dimensiones y seleccionar las componentes principales
mas importantes para luego aplicar PSO. En forma parecida a la anterior Zhao, Lin, &
Zhang, 2014 muestran un procedimiento que utiliza PCA para determinar direcciones
eficientes para utilizar en PSO. Una aplicacion a la regresion multivariante se tiene en
(Peng et al., 2012), en este trabajo PSO se utiliza para seleccionar los componentes de
frecuencia a través de transformaciones wavelets. Song et al., 2017 utilizan PSO para

optimizacion global en presencia de discontinuidad.


http://www.particleswarm.net/JK/
http://www.particleswarm.net/JK/
http://www.engr.iupui.edu/%7Eeberhart
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Otro rubro de aplicacion de PSO en el contexto multivariante es en andlisis de
conglomerados. Uno de trabajos pioneros se describe en (Van Der Merwe & Engelbrecht,
2003) en el cual se utiliza PSO para encontrar los centroides de un niimero especifico de
conglomerados. (Gajawada & Toshniwal, 2012) presentan el algoritmo PCPSO (Projected
Clustering Particle Swarm Optimization) que consiste en hallar subespacios de los
conglomerados presentes en el conjunto de datos. En (Esmin & Matwin, 2012) se da cuenta
del algoritmo HPSOM (Hybrid Particle Swarm Optimization with Mutation) que utiliza
PSO conjuntamente con la mutacion de los algoritmos genéticos para determinar los
centroides de un nimero de conglomerados especificado por el usuario . (Wang et al.,
2018) nos muestran el algoritmo denominado CSPSO (Chaotic Starling Particle Swarm
Optimization) que utiliza las respuestas colectivas de una bandada de estorninos para
mejorar la busqueda global del 6ptimo e implementa una aplicacion logistica cadtica para

evitar que el proceso de buisqueda termine prematuramente.

En los articulos citados anteriormente, a excepcion de los trabajos sobre anélisis de
conglomerados, los métodos multivariantes se utilizan dentro de PSO para mejorar su
funcionamiento o se los utiliza en etapas previas o posteriores a la aplicacion de PSO. En
el presente trabajo se hace una propuesta diferente: la utilizacion de PSO dentro de los
métodos multivariantes, especificamente en la solucion del problema de optimizacion

inherente al calculo de las componentes principales disjuntas.

2.2 La metodologia del Analisis de Componentes Principales Disjuntas
DPCA se fundamenta en expresar a la matriz X de tamafio / X J como el producto:

X = AB” (2.1.1)
Donde:

A =|_La,- ./ matriz de tamafio / X Q de las coordenadas de los individuos en el espacio

]

reducido O dimensional de las componentes disjuntas.
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BZI_Lbij matriz de tamafio /] X Q de las coordenadas de las J variables en el espacio

]

reducido O dimensional de las componentes disjuntas, y estd sujeta a las siguientes

restricciones:
J

1 zlb,:l, g=1.,0

=

2. 2(bh Y= g=1..0-1; r—gq+1.0
j=1

0
Y
2 P
3 qzzl,>o, j=1.J

La primera restriccion nos indica que cada columna es de norma unitaria y por ende no
puede estar llena de ceros. La segunda restriccion nos dice que dos columnas diferentes

son ortogonales. Y la tercera, establece que ninguna fila est4 llena de ceros.
Como se trata de una aproximacion a bajo rango, tenemos: X = AB’ +E (2.1.2)
donde E es el error de aproximacion. De (2.1.2), tenemos:

E= X-AB’ (2.1.3)

Minimizar la norma de Frobenius al cuadrado del error E es equivalente a minimizar la
funcion objetivo F(A,B) :H:X— AB’ H2 que corresponde a la suma de cuadrados

residuales. Se tiene el siguiente problema de minimizacion:

j min F(A,B) =fx - AB | (2.1.4)

|l st A,B como se describe arriba

La matriz de datos X es una matriz conocida, por tanto, a lo largo del andlisis ||X|| es

[x-aB"[]

2
constante, minimizar ”2 es equivalente a minimizar HX—ABT H . Razén por la
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2
X

mide el grado de ajuste (fitness) de la aproximacion a bajo rango.

ol

cual vamos a utilizar F(A,B) J , el error relativo, como funcion objetivo. F'

A continuacién, se presenta un algoritmo para minimizar F' cuyo propdsito es el de
determinar O componentes principales que generen un subespacio OQ-dimensional, en el
cual proyectar los datos originales, con la particularidad de que cada variable original
contribuya a una sola componente y nada mds que a una. Cabe recordar que estas

componentes al ser disjuntas son ortogonales.

Para alcanzar el minimo global de la funcién objetivo se implementa el algoritmo descrito

a continuacion.
2.2.1 Algoritmo DPCA

Este algoritmo es una adaptacion del método Disjoint HJ Biplot al calculo de componentes
principales disjuntas, es un algoritmo iterativo, para el que se necesita una inicializacion o

paso ce€ro:

Paso cero

Se dispone de una matriz de datos X de tamafio 7 x.J . Se elige O el numero de

componentes disjuntas a considerar.

Se genera la matriz binaria estocastica por filas Vo , de tamafio J X Q, en forma aleatoria,

tal que:

(1 si la variable j contribuye a la componente g
Vi (2.1.5)
‘ 0 de otra forma

que satisfaga las restricciones:

Sy, = J=L.., (2.1.6)
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Dvig>0, 4= ... 0 (2.1.7)

(2.1.6) asegura que exista un “uno” y nada mas que uno en cada fila.
(2.1.7) verifica que no existan columnas llenas de “ceros”

De (2.1.6) y (2.1.7) se tiene:
Zvqujr — q zr (218)
0
j=1

Lo que significa que las columnas son ortogonales.

Asi, por ejemplo, si J=5 y O=3, Vo podria ser:

100)
1 00
Vo=|001’
|010
00 1l

Vo es una matriz de particiones, puesto que indica de qué forma van a estar repartidas las

variables originales en las componentes disjuntas seleccionadas.

Se debe asegurar que ninguna componente tenga todas las cargas nulas. Si asi sucede, la
componente que tenga mayor niimero de variables asignadas se divide aleatoriamente en

dos. Una de las mitades se pasa a la componente que tiene la columna de “ceros”.

2.2.2 Construccion de la matriz de cargas B:

Con X'y Vo se calcula la matriz de cargas By, como se explica a continuacion:

Para cada componente g=1,...,0, se genera una submatriz W, de la matriz de datos X:
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W,, tiene [ filas, al igual que X y tiene por columnas las correspondientes a las variables

indicadas por los “unos” en la columna ¢ de Vo.

En el ejemplo mencionado:

X X2 Xa X3 Xs
(xn X12 X14 X3 Xis
| X X X X X
| | 21 22 | | 24 | | | 23 25
Wo =123 x5, 1, W=l x5 1, Wy =1 x33 x5

X X

Un ) 1) G Ns)

Cada Wy, se expresa mediante su SVD de la forma:

W,, — RAT (2.1.9)

En total se tienen O SVD’s de la forma (2.1.9). Se construye la matriz By de la siguiente

forma: La columna g de By es el vector singular derecho correspondiente al mayor valor
singular de la g-ésima SVD. Esta columna contendra las cargas correspondientes a las
variables consideradas en la g-ésima columna de Vo, con ceros en las posiciones que no
estan consideradas en dicha columna g. Puesto que se tienen Q SVD’s el numero de

columnas de By es Q.
Con la matriz By, se obtienen las coordenadas para los objetos:

Ao = XByo (2.1.10)
Por ultimo, se calcula la funcion objetivo  Fo(Ao, Bo)

Terminado el paso inicial, se inicia el proceso iterativo.
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Paso k:

Se supone que ya se han ejecutado k-1 pasos del algoritmo. Se dispone de las matrices

Vi, A ,B_ ydeF, .
Comenzamos actualizando la matriz Vi :

Sea la j-¢ésima fila, con j=1,...,J. En la g-ésima posicion de esta fila (g=1,..., Q) se coloca

un “uno” y “ceros” en el resto de la fila. Manteniendo sin cambio el resto de filas de la

matriz V-1, a esta matriz se la nota por V,,, con esta nueva matriz de particiones
obtenemos las matrices W, y las respectivas matrices Aw y By, y se evalia la funcion

objetivo Fi(Ax,Bi) . A la posicion en la que F i, (Ax, Biy) sea maxima se le asigna el
“uno” de dicha fila. Se continua con este proceso de reubicacion de los “unos” en todas las
filas de V-1 . A la matriz resultante se la denomina V. Puesto que en cada fila la posicién
que contiene al “uno” recorre todas las Q entradas de la fila j, y que hay en total J filas, el

numero de descomposiciones en valores singulares para determinar Vy es JxQ.

Si en el proceso se genera alguna columna de V; con todos los elementos iguales a cero,

se actia de igual manera a la que se explicé en la construccion de Vy.

Con la matriz de particiones Vi se obtienen las correspondientes matrices Wy, y a partir
de éstas la matriz de cargas By, de la manera ya indicada, luego se evalta la matriz de

scores Ay :
A = XBx (2.1.11)
Por ultimo, se calcula Fi (A, Bx)

Se verifica si se satisface el criterio de parada.
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Condicion de parada:

Se fija un valor de toleranciag > 0. Si |F . — F,H| < & se detiene el procedimiento.

Si es asi, se termina el proceso iterativo y se considera como solucion la obtenida en este
paso. Si no se satisfacen las condiciones de parada, se vuelve a iterar hasta que se cumplan

las condiciones de parada.

El siguiente algoritmo sintetiza los pasos necesarios para llevar a cabo el procedimiento de
calculo para realizar el DPCA, que lo llamamos clasico para diferenciarlo del algoritmo

que utiliza PSO descrito més adelante:
Algoritmo DPCA clasico
1: Leer X, Q, nlter (nimero de iteraciones)
2: Inicializar Vo, k=0
3: Inicio de iteraciones

3.1:Sea k=k+1

3.2: Actualizar Vi
3.3: Calcular la matriz de particiones W,, para g =1,.,0
3.4: Calcular la SVD de Wiy para ¢ =1,.,0
3.5: Obtener Br, Ax
3.6: Actualizar F, = F'(A,,B,)
4: Repita las iteraciones hasta que k =nlter

5: Mostrar los resultados Ax y Bx
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La manera en que se construyen las matrices Vi no es flexible, puesto que a medida que

se desciende por filas en la construccion de esta matriz las posiciones que contienen al
“uno” de cada fila van quedando fijas y no se alteran. Para evidenciar esta situacion

recurrimos al siguiente ejemplo:

Se han determinado los “unos” de las tres primeras filas, estas posiciones son inamovibles

y se esta determinando la posicion del “uno” de la penultima fila:

oS = O
—_— 0
o O O

o [2]
o [2]
— [2]

si resulta que

0 1 0
(1 0 OW
oo
0] [o] 11
Lo 0 1!

se pasa a determinar el “uno” de la tltima fila.

Resultando la matriz V; igual a

S O = O
S O = O =
S

Este procedimiento impide probar con matrices de la forma
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- oo ~=

S O = O O
oS = O O O
o

(e}

=]

oS o O
S o= O O
—_ O

[—]

o

pues los “unos” de las primeras filas estan fijos, perdiéndose posibles particiones que

mejoren la funcion objetivo.

Otra opcidn seria tomar en cuenta a todas las posibles matrices binarias Vi , pero el nimero
de posibles particiones es extraordinariamente alto, aun para valores pequeios de Jy Q tal

como se muestra en la siguiente seccion, tabla 2.1.

2.3 Metodologia de la Optimizacion por Enjambre de Particulas.

El método de optimizacion denominado “por enjambre de particulas” (Particle Swarm
Optimization) (Kennedy & Eberhart, 1995), (Poli et al., 2007) se inspira en la conducta de
sociedades bioldgicas (abejas, peces, aves) que comparten comportamientos individuales

y sociales:

e Las particulas o individuos son atraidos hacia la comida
e En cualquier instante los individuos conocen su cercania a la comida. La cercania
es estimada a través del denominado fitness y es el valor que asigna la funcion

objetivo a la posicion donde se encuentra la particula.
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e Cada particula o individuo recuerda su posicion mas cercana a la comida. Es el
conocimiento historico individual.

e Las particulas comparten informacion sobre cudl ha sido su posicion més cercana
a la comida con las particulas mas proximas a ella. Es el conocimiento historico de

su vecindario.

Mediante dos reglas de interaccion los individuos adaptan su comportamiento al de los

individuos con mas éxito de su entorno (Imran et al., 2013).

El objetivo del método PSO es que las particulas exploren el conjunto de soluciones
factibles en busca del 6ptimo. La poblacion inicial de particulas se mantiene constante a

través del proceso de busqueda (Eberhart & Yuhui, 2001).

En cada momento ¢ a cada particula i le corresponde una posicion X’ , una velocidad v’ vy

un valor de fitness F(x') con X!,V € R".

El algoritmo PSO es iterativo y en cada instante del tiempo cada particula “sabe”:

e Cual ha sido su mejor posicion respecto al optimo (personal best, p-best p; ). Es la
posicion donde alcanzo6 su mejor fitness.
e Cuadl ha sido la mejor posicién de sus vecinos (global best, g-best Pg). Es la

posicion donde su vecindario alcanzo el mejor fitness.

Las particulas actualizan su posicion de acuerdo a las ecuaciones:

X =x'+v* dnk (2.2.1)

1 1

vt — ¢ Vit gr (p-x)+¢r (p —x) (2.2.2)
1 0 i 1 1t i i 2 2t g i

INERCIA INFORMACION LOCAL INFORMACION GLOBAL
En estas ecuaciones se considera la siguiente informacion:

x’ : Posicion de la particula i al tiempo ¢
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v’ : Velocidad de la particula i al tiempo ¢, es el gradiente, o direccion en la cual se movera

la particula:
vV =x,—x" (2.2.3)

La inercia acelera o ralentiza a la particula. Si la particula se mueve muy rapido recorrera
en pocos pasos el conjunto de busqueda S y eventualmente puede omitir regiones donde
se encuentre el Optimo buscado (Poli et al., 2007). Si la particula se mueve lentamente, la
busqueda sera mas minuciosa, pero a cambio el tiempo de calculo puede incrementarse de

forma notable. ¢, es el coeficiente de inercia y determina si el movimiento es lento o

rapido. Para que no se den los extremos de movimientos muy rapidos o muy lentos es

necesario fijar un minimo y un méaximo para este parametro (Eberhart & Yuhui, 2001).

Informacion Local o Componente Cognoscitivo: es la atraccion a la posicion de esa

particula que obtuvo el mejor ajuste (mejor personal) y depende de la distancia existente

entre la posicion de la mejor solucion individual, hasta el instante #, p;, y la posicion

actual al tiempo ¢ ,X’ . ¢ es la tasa de aprendizaje individual.
1 1

1

Informacion Global o Componente Social: es la atraccion a la posicion de la particula
que haya obtenido el mejor ajuste a nivel general (mejor global) y depende de la distancia
existente entre la posicion de la mejor solucidn del vecindario, hasta el instante ¢, pg, yla

posicion actual al tiempo ¢, X' . ¢ es la tasa de aprendizaje social.
i 2

r1:,r2:son nameros aleatorios entre cero y uno, representan perturbaciones locales y

globales respectivamente.

Se puede interpretar a v/ como la innovacion de la particula 7 al tiempo z.
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2.3.1 Algoritmo PSO genérico:

De manera general el funcionamiento del algoritmo PSO se puede describir como un

proceso iterativo y estocastico que se puede detallar de la siguiente manera:
Inicio (algoritmo)
Inicializar la posicion y la velocidad de las particulas aleatoriamente.

Mientras no se alcance la condicion de parada y la particula permanezca en el conjunto

de soluciones factibles hacer
1: Para cada particula p =1.., P hacer:

1.1: Actualizar su velocidad considerando (2.2.2)
1.2: Actualizar la nueva posicion de acuerdo a (2.2.1)
1.3: Calcular el fitness de la particula en la nueva posicion
1.4: Actualizar su mejor personal
2: Actualizar el mejor global
3: Devolver el mejor global
Fin (algoritmo)

Como criterio de parada se considera el nimero de iteraciones dado por el usuario. No se

va a utilizar el procedimiento de fijar un & >0 y recurrir a la desigualdad Fk - Fi— |< £

como condicion de parada, ya que en un algoritmo evolutivo puede suceder que en dos

iteraciones sucesivas no haya cambio de la funcidn objetivo.

En el algoritmo las particulas son matrices binarias de la forma V indicada en la seccion
2.2. En cada iteracion, al actualizar la posicion, la particula abandona el conjunto de
soluciones factibles, puesto que si bien la matriz de posiciones es binaria la matriz de

velocidades no lo es.
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Veamos un pequeio ejemplo, si en la etapa k tenemos una posicion y una velocidad dadas

’)
0
l{y
0
1

respectivamente por:

S O D = =
S = O O O

-0.51 0.75 0.121

-033 024 0.68

~0.83 -0.45 053
0.71 058 091

046 -0.79 0.64J

N

Las matrices de velocidad siempre tienen sus componentes en el intervalo [—1, l], como

se explica en la seccion 2.3.2. Al actualizar la posicion en la etapa k+1 tenemos una nueva

posicion que claramente no es una matriz binaria que satisface las restricciones requeridas:

(049 075 0.12)

-0.33 0.24 0.68|

~0.83 055 053 |
071 058 0.09

|k0.46 -0.79 0.64’

La solucion propuesta innovadora a este problema es la siguiente:

1. En cada fila se elige la entrada de mayor valor absoluto. Estas posiciones seran
ocupadas por “unos” el resto por “ceros”. Este procedimiento, a diferencia de elegir
los “unos” aleatoriamente, permite conservar la memoria de la particula.

2. En el caso en que una columna resulte s6lo con ceros, se elige la columna con

mayor cantidad de “unos” localizamos el “uno” que provino del menor valor
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absoluto, y lo cambiamos a la columna llena de ceros. La matriz asi obtenida
satisface las condiciones del conjunto de soluciones factibles.

3. Si existieran dos columnas llenas de ceros, aplicamos el mismo procedimiento:
elegimos los dos “unos” que provengan de los dos valores absolutos mas pequefios

y los pasamos a las columnas de ceros, un “uno” a cada columna.

Para ejemplificar el procedimiento anterior vamos a suponer que luego de la

actualizacion obtenemos la siguiente matriz de posicion:

-033 024 (068

‘ 0.55 0.53‘

L 0.71 0.58 0.09

046 —0.79 J

Las posiciones dentro de los recuadros seran ocupadas por “unos” el resto por “ceros’:

S = = O O
S o O O =
S

i
Si resulta una columna s6lo con ceros, como en el siguiente caso:

Nueva posicion

Posicion Velocidad

0 0y (=051 075 0123 | 049 [0 0-12\|
1 00| (033 024 068 |[[33] 024 068 |
0 0 1] +]-083 -045 0.53 ||=’||W| -0.45  0.64 |
000 |83 B3 $a 02 036
\ )\ )| ot 0.56 |

Obtendriamos una matriz binaria con una columna de ceros:
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—_— = O
—_ O o o =
oS O o O O

o [=]

Para paliar este problema elegimos la primera columna, que es la que tiene mayor cantidad
de “unos”, ubicamos el “uno” que provino del menor valor absoluto, en el ejemplo, el
“uno” de la cuarta fila. A este “uno” lo cambiamos a la tercera columna y obtenemos la

matriz binaria:

01 0
1 0 0
1 0 0
0 0 [
01 0

Dicha matriz satisface las condiciones del conjunto de soluciones factibles.

Por ultimo, que tal si hay un empate en los mayores valores absolutos de una fila. Por

ejemplo:

|( 049  [075] [0.75 \

' -033 024 068 )
-0.83 0.55 0.53

\ 071 058  0.09 \
046 -0.79 0.64

\ )

En esta situacion se elige siempre el primero de ellos de izquierda a derecha. Dado que las
entradas son nimeros reales considerados como variable tipo “double", su representacion
va a tener un rango de entre -5x10-324 hasta 1.7x10308, por lo que la situacion de dos

entradas con valores absolutos iguales es muy poco probable.
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2.3.2 Método Constrained Binary PSO Disjoint Components (CBPSO
DC)

Sea X una matriz de datos con I objetos y J variables. El objetivo consiste en realizar

una reduccion de dimensiones para poder trabajar con 0 componentes (O < J ) con la
caracteristica de que sean disjuntos (cada variable debe estar en una componente y sélo

una, y todas las componentes deben tener al menos una variable).

Para ello, en el método Disjoint PCA clésico se utiliza una codificacion binaria en una
matriz V que permite posteriormente la construccion de la matriz B de cargas en base a

descomposiciones SVD como se detalla en (Ferrara et al., 2016), (Macedo & Freitas,

2015)(Macedo & Freitas, 2015). Ambas matrices V y B son de tamafio JxQ .

La matriz V es una matriz binaria de entradas:
vjq € {071 }

donde v, esuna entrada cualquiera de la matriz V que satisfacen las restricciones dadas

en (2.1.6), y (2.1.7)

Sea S el conjunto de soluciones factibles, es decir, el conjunto de todas las matrices
binarias V que satisfacen las restricciones mencionadas. Se plantea el siguiente modelo

de optimizacion:

{minF(V):ﬁt X- AB[ °
iBZT(V) and A — B (2.2.4)
|LS't Ves

Donde 7' es un operador matricial que permite transformar la matriz binaria V en la matriz

de cargas B de la forma descrita en “Construccion de la matriz de cargas B” en la seccion
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2.2.2. Es importante recalcar que para realizar el calculo B=T (V) el operador 7 realiza

tantas descomposiciones SVD como componentes disjuntos O se deseen tener.

En el problema de optimizacion anterior se busca dentro del conjunto S aquella matriz
binaria V * que minimiza la funcion objetivo F' (estoes VV € § F (V *) <F (V) ). En otras

palabras, se desea aproximar la matriz de datos X lo mejor posible. Claramente se trata

de un problema de optimizacidn binario con restricciones.

Para ilustrar la complejidad del problema, supongamos que el espacio de dimension

reducida deseado emplea tnicamente dos componentes disjuntos. Con J variables, el
conjunto S tiene 27 —2 soluciones factibles. Con tres componentes disjuntos y J

variables, S tiene 3’/ +3-3-27 soluciones factibles. En la tabla 3.1 se muestra la

cardinalidad se S para diferentes valores de Jy O:

0=2 0=3
J=10 1022 55980
J=15 32766 14250606
J=20 | 1048574 3483638676
J=30 | 10737418 | 2.058879x10"14

Tabla 2.1: Crecimiento exponencial de soluciones factibles

Se trata de un problema de una alta complejidad computacional (NP-Hard) debido a la
explosion combinatoria presente. En este trabajo se muestra el disefio de un algoritmo PSO

binario con restricciones para resolver el problema de optimizacion combinatoria.

Algoritmo CBPSO DC

El primer paso del algoritmo es inicializar las particulas, lo que se traduce en que ellas se

ubiquen en una posicion inicial. El nimero de particulas P es un parametro de entrada
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importante en esta etapa. La posicion inicial de cualquier particula es una solucion factible

del problema, es decir, un elemento del conjunto S .

La funcion fitness estd dada por:

L (2.2.5)

y viene a representar el error cuadratico relativo en forma de tanto por uno. Como ya se

menciond en la seccion 2, debido a que la norma de X es una constante a lo largo de la
2
ejecucion del programa minimizar (2.2.5) equivale a minimizar F (V) :HtX—ABT H . Al

ser una medida del error de aproximacion se tiene que a menor valor de la funcion fitness

mejor solucion.

En el algoritmo PSO existen dos tipos de variables, las de caracter individual y las
colectivas o globales. En las individuales, cada particula almacena sus propios valores. En

las globales, los valores son compartidos por todas las particulas.

Variables Individuales

Para una particula p en particular se almacena en memoria la siguiente informacion:

V, representa la matriz binaria V para la particula p en la que se encuentra (posicion

actual binaria).

B,=T (Vp) es la matriz de cargas B para la particula p en la que se encuentra (posicion

actual real).

Fit,=F (Vp) corresponde al valor de la funcion objetivo evaluada en la posicion actual @

la particula p .
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bestV, es la mejor matriz binaria V encontrada por la particula p hasta el momento.

bestB,=T (bestV ) representa la mejor matriz de cargas B encontrada por la particula p

hasta el momento (personal best).

bestFit,=F (besth es el valor de la funcion objetivo evaluada en la mejor solucion

)

encontrada por la particula p hasta el momento.

Vel , Velocidad actual de la particula p . Se usa para generar una perturbacion sobre la

posicion actual de la particula con la intencidén de ubicarla en una nueva posicion. Por ende

Vel , es una matriz de tamafo JxQ, y como parte del disefio del algoritmo, cada entrada

de esta matriz se encuentra en el intervalo [—1,1]

Variables Globales
A nivel de todo el enjambre se recoge la siguiente informacion:

bestV: es la mejor matriz binaria V encontrada por el cimulo de particulas hasta el

momento (global best).

bestB=T (bestV) es la mejor matriz de cargas B encontrada por el camulo de particulas

hasta el momento.

bestFit=F (best V' representa el valor de la funcién objetivo evaluada en la mejor

)

solucion encontrada por el caimulo de particulas hasta el momento
Paso 1: Inicializacion

Durante la inicializacion de las particulas se realizan las siguientes tareas:

1: Para cada particula p,desde p=1tata p =P
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1.1: Se genera aleatoriamente la matriz V,

1.2: Se calcula BD=T(V )

1.3: Se calcula Fit, = F(Vp)

1.4: bestV , =V,

1.5: bestB, = B,

1.6: bestFit,= Fit,

1.7: Se genera aleatoriamente Vel , (velocidad inicial)

2: De entre todas las P particulas se busca la particula con la mejor posicion inicial binaria,
que corresponde a la que tiene mejor fitness. Sea  p * la particula con la mejor posicion

inicial. Entonces:

2.1: bestV = Vo
2.2: bestB = B,

2.3: bestFit— bestFitp*

Paso 2: Proceso iterativo
El segundo paso del algoritmo es el mas importante porque corresponde a las iteraciones:

En una iteracion cualquiera todas las particulas deben moverse a una nueva posicion. Cada
posicion es una solucion factible para el problema, es decir, no le es permitido a una
particula ubicarse en la posicion de una solucion no factible. En esta etapa se tienen los

siguientes parametros:
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nilter: nimero de veces que debe iterar el algoritmo.
minlner: valor de inercia minimo. Corresponde al valor de la inercia en la Gltima iteracion.

maxlIner: valor de inercia maximo. Corresponde al valor de la inercia en la primera

iteracion.

wCognition: Peso cognitivo, sirve para controlar el componente cognitivo de la nueva

velocidad.

wSocial: Peso Social, sirve para controlar el componente social de la nueva velocidad.

Para determinar la nueva posicion de una particula p se necesita calcular una nueva
velocidad que depende de tres componentes: el primero de ellos es la velocidad en la
iteracion anterior que se controla con la inercia (esta inercia es en sentido fisico, nada tiene
que ver con el concepto de inercia que se utiliza en el analisis multivariante en el que
denota la variabilidad de un conjunto de datos). El segundo componente es el cognitivo
que lo manejamos con el peso cognitivo y el tercer componente es el social que lo
controlamos con el peso social. La nueva velocidad sumada a la posicion actual de la
particula permite obtener asi una nueva posicion. Es muy importante vigilar que la nueva
posicidn corresponda a una solucion factible del problema, para ello se define un operador
matricial que nos asegure que la matriz-particula no abandone el conjunto de soluciones

factibles, como se detallara mas adelante.

El valor de la inercia va disminuyendo linealmente de iteracion en iteracion. Iniciamos las

iteraciones con un valor maximo de inercia y finalizamos las iteraciones con un valor
minimo de inercia. Entonces, para una iteracion k (1 <k< n]ter) el valor de la inercia esta

dado por la ecuacion:

( maxInercia T minInercia\‘

Tt

Inercia = maxInercia— (2.2.6)
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La ecuacion (2.2.6) permite que, conforme se itera, la nueva velocidad vaya dependiendo
menos de la velocidad anterior, y los componentes cognitivo y social la afecten de mayor
manera. El valor de la nueva velocidad para una particula p en la iteracion k se obtiene

mediante la siguiente ecuacion:

newVel, = Inercia *Vel, + p1 * wCognition * (besth -B, ) + o *wSocial * (bestB -B, )

(2.2.7)

Los valores p,, p, € [O, 1] son aleatorios con el fin de que la nueva velocidad de la particula

p tenga un componente estocastico.

Es de observar que newVel , es una matriz de tamafio Jx( que en general no cumple con
la restriccion de que sus entradas se encuentren en el intervalo [—1,1] por lo que se debe
aplicar un operador L tal que la matriz Vel — L(new Vel ) tenga todas sus entradas en ¢

intervalo [—1 ,1 ] .

Sea zeR una entrada cualquiera de la matriz  newVel ,, se define el operador L por la

combinacion lineal convexa:

L(z) = 2sigmo(z) 1 (2.2.8)
Donde:
) 1
sigmo (z) = € [0,1] (2.2.9)
l+e*

Portanto L(z) € [—1 ,1].

Se aplica el operador L a todas las entradas de la matriz ~ newVel , tal como se explico

anteriormente.
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Luego, se calcula una nueva posicion real temporal mediante la ecuacion:

tempB, = B,+Vel, (2.2.10)

A la matriz tempB , se le aplica nuevamente el operador L para que sus entradas se
encuentren en el intervalo [—1 , 1] . Ahora, mediante la aplicacion del operador matricial £
a la matriz fempB, , descrito mas abajo, se obtiene la nueva posicion binaria y real de la

particula p en el conjunto de soluciones factibles:
Vp = E (tempB,) (2.2.11)
By =T (V,) (2.2.12)

Una pieza clave de la implementacion de este algoritmo PSO binario es el operador E que

convierte a la matriz tempB , en la matriz ¥, que pertenece al conjunto de soluciones

factibles y se define de la siguiente manera:

a. Para cada fila j=1,2,---, de la matriz tempB , se identifica aquella

J

columna ¢ (con g = 1,.,0Q) donde se encuentra el mayor elemento en
valor absoluto, y de esta manera, se ubica un uno en la posicién ( 7 q) dela
matriz V, . Los demas elementos de la fila j son fijados a cero. Esto debe

hacerse por cada fila. Si el mayor elemento en valor absoluto se encuentra
en dos 0 mas columnas de la misma fila, se toma la posicion de la primera
columna de izquierda a derecha para hacer la asignacion del uno

correspondiente.

b. Si al concluir el procedimiento (a) existe una columna ¢ en la matriz V,

en la que todos sus elementos son cero, se debe identificar en esta misma

matriz, aquella columna ¢’ que tenga la mayor cantidad de nimeros uno.

Luego, en la columna ¢’ de la matriz tempB , se debe identificar la fila j
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donde se encuentre el valor mas bajo en valor absoluto. Finalmente, en la

matriz ¥, seasigna uno en la posicion ( Js q) y cero en la posicion ( j,q’).

Se procede de la misma forma si existen dos 0 mas columnas en la matriz

V, en las que todos sus elementos son cero.

De esta manera se cumplen las restricciones para las matrices binarias V

que pertenecen al conjunto de soluciones factibles S .

Fase de actualizacion:

La actualizacion de las particulas, en cada iteracion, consiste en las siguientes etapas:
1: Para cada iteracion k , desde k =1 hasta k = nliter

1.1: Se calcula Inercia

1.2: Para cada particula p,desde p=1hsa p =P

1.2.1: Se calcula newVel ,
1.2.2: Se calcula Vel , = L(newVel )

1.2.3: Se calcula tempB, =B, + Vel ,

1.2.4:SecalculaV =F (tempB )

p p
1.2.5:Secalcula B =T (V )
1.2.6: Fit,=F(¥,)

1.2.7:Si Fit, <bestFit,
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1.2.7.1 : bestV , =V,

1.2.7.2 : bestB ,= B

Y4

1.2.7.3: bestFitp = Fit

P

1.2.8: Si Fit,, <bestFit
1.2.8.1: bestV=V,
1.2.8.2: bestB= B,
1.2.8.3 : bestFit = Fit

2: Mostrar la mejor solucion encontrada.

2.3.3 Propuesta de calculo de la varianza explicada por los ejes disjuntos

Como se puede advertir el método CBPSO no calcula la matriz diagonal A, que contiene
a los valores propios, razon por la que se desconocen los valores singulares de X'y por
ende los valores propios de X’X . En este trabajo se propone estimar los valores propios
correspondientes a cada una de las componentes disjuntas por medio del célculo de la
varianza que exhiben los individuos en el nuevo sistema referencial. Esto habilita encontrar
un porcentaje de explicacion de la varianza para cada uno de los ejes del sistema referencial

disjunto y los respectivos planos principales. Para mas detalle veamos:

Sea X una matriz de datos, centrada y de tamafio /xJ y sea var (X) =S su matriz de

varianzas-covarianzas, se define la variacion total de X por

r(S)=¢*+0’+-+0;

J
=297
T I

(2.2.13)
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2 2 2 . . . .
donde o7,0",...,0; son las varianzas de las J variables contenidas en X, es decir,

var (X ,-) = o . Alternativamente tenemos:
tr(S)=ai+a+-+a (2.2.14)
donde ¢,,,, -+, &, son los valores propios de S (Cuadras, 2014).

Sea B una matriz de rotacion JxJ, cualquiera, es decir, B es ortogonal (B’ B = 1). I
vectores columna de B definen un nuevo sistema referencial rotado. Cada nuevo eje es
una combinacion lineal de las variables originales y como tal representa una nueva

variable.

Sea A una transformacion o rotacion de X dadapor A = XB, su matriz de varianzas-

covarianzas esta dada por:

X —=var(A

)

— B’SB

(2.2.15)

Puesto que las columnas de A contienen las coordenadas de los individuos respecto al
nuevo sistema referencial, la varianza de cada columna representa la varianza de las nuevas

variables obtenidas por la rotacion B .

La variacidn total de A es

tr(2) = tr(B"SB)
—tr (SBB”)
— tr (SI)

=tr(S)

(2.2.16)

Es decir, la variacion total de X y A es la misma, la rotacion B no afecta a la variacion

total.
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Si S, B,, B son los vectores propios de la matriz £ ordenados decrecientemente,

entonces:

La varianza de la j-ésima nueva variable notada por 4; es var (Aj) = fcon j =1.,,J

y
tr(Z)=p+p+-+5 (2.2.17)
De (2.2.13), 2.2.14) y (2.2.17):

O +02++0, =@ +@++a

Bt Bt (22.18)

Por lo que se pueden utilizar los coeficientes [ para determinar los porcentajes de

explicacion de los ejes disjuntos.

Asi, el porcentaje de la variacion total explicada por el g-€simo eje disjunto es:

B
fﬁxloo% i—j*xloo% (2.2.19)
B o’

=1 j=1

El porcentaje de la variacion total explicada por el plano generado por los ejes disjuntos ¢

y res:

02

%%XIOO% :%%’B’xl(x% (2.2.20)
B

=1 j=1

La cantidad Z o 2 se puede obtener directamente de la matriz Xy los coeficientes f3; se
A

puede estimar a partir de var (Aj )
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En el caso 0=/, al aplicar el algoritmo CBPSO para obtener las componentes disjuntas, se

obtiene la matriz de cargas B=1, y por tanto A=XB =X .Si 0 <J, las columnas de B

son disjuntas y de norma uno, por ende forman un conjunto ortonormal de Q vectores en

R’,yademas BB=]I .

De aqui que a la matriz B se la puede considerar como una matriz de proyeccion en el
nuevo sistema referencial disjunto rotado y A = XB es la matriz que contiene las
coordenadas de los / objetos que se encuentran en dicho subespacio vectorial generado por

las Q primeras componentes disjuntas.

Como se menciond anteriormente, nuestra propuesta es utilizar la varianza de los scores,
es decir, podemos aplicar (2.2.19) y (2.2.20). La varianza de las columnas de A nos sirve
de indicador de la varianza explicada por cada eje disjunto obtenido, y para cada plano

principal requerido.

2.4 Ejemplos Numéricos

2.4.1 Generador de matrices con estructura de componentes disjuntas

El criterio de parada utilizado en el algoritmo CBPSO DC es el nimero de iteraciones. Sin
embargo, cada vez que el algoritmo encuentra una solucion mejor (menor fit), la almacena
junto con el tiempo de procesamiento que tomo encontrarla. La mejor solucion encontrada
por el algoritmo usualmente tiene un tiempo de procesamiento menor al tiempo que se

necesita para que se ejecuten todas las iteraciones.

El objetivo en esta seccion es construir un algoritmo de simulacioén que de forma aleatoria
genere una matriz de datos, con una estructura ad hoc de fécil interpretacion, y luego al
aplicar una reduccion dimensional por componentes principales disjuntas, el algoritmo

CBPSO DC sea capaz de detectarla.
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Supongamos que se tienen xi, ..., Xp, p variables originales. Por otro lado y1, ..., yq son las

q variables latentes (q¢ < p) con estructura disjunta. Considere la combinacion lineal:

yi=cp X t+...+c,x (2.3.1)
Si se desea que las m variables originales consecutivas xj, Xj+1, ... , Xj+(m—1) estén
representadas en la variable latente y; entonces los escalares cj,i, Cj+1,i, ... , Cj+(m—1),i S€

definen como variables aleatorias independientes y uniformes discretas cuyo conjunto
soporte son los nimeros enteros del 70 al 100 incluidos. Los demas escalares se definen
como variables aleatorias independientes y uniformes discretas cuyo conjunto soporte son
los nimeros enteros del 1 al 30 incluidos. Este procedimiento se realiza para cada i desde
1 hasta q. Hay que tener presente que cada variable original debe tener una fuerte presencia

en una unica variable latente.

Como ejemplo ilustrativo supongamos que p = 8, q = 3 y que Ud(a, b) es la distribucion
uniforme discreta discreta cuyo conjunto soporte son los nimeros enteros desde a hasta b

incluidos ( a, b € N, a < b). Para la primera combinacion lineal:
VI =Cp X, +Cy X, +Cy X5+ Cy 1 X, 05 X5 +Cg (X6 X Gy (2.3.2)
Si se desea que x1, x2, X3, x4 estén representadas en y1, entonces:
C1,1,C2.1,¢3,1,¢41 ~ Ug (70,100)HD (2.3.3)
€5.1,C6,1,C7,1,C8,1 ~Ud(1,30)HD (2.34)
Para la segunda combinacion lineal:
Vo ==C X FCy Xy FC3 5 X5 C X, +Cs 5 X5 +C 0 X +Co X0 +HCo X (2.3.5)
Si se desea que xs, x6, X7 estén representadas en y2, entonces:

c52,C62,¢12 ~ Ud (70,100) 1D (2.3.6)
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€12,€2.2,C32,C42,¢82 ~Uy (1,30) 1ID (2.3.7)

Finalmente, para la tercera combinacion lineal:
V3==C 35X, FC, 3%, +C33X5+Cy3X, +Cs 3X5FCg 35X+ Cp 3%, +Cy 5% (2.3.8)

Nos queda unicamente la variable original xs. Esta debe estar representada en ys.

Entonces:

cs.3 ~Ua (70,100) (2.3.9)

€13,€23,C33,C43,C53,C63,C13 ~Ug (1,30) 1ID (2.3.10)

En el ejemplo mencionado, las cuatro primeras variables originales tienen fuerte presencia
en la primera variable latente, las tres siguientes variables originales lo hacen en la segunda
variable latente y, la Gltima variable original, tiene una fuerte representacion en la tercera
y ultima variable latente. Indicaremos esto, de manera general, mediante la sucesion finita

{Tk}?{zl, cuyos elementos para el caso particular anterior son r1 = 4,72 = 3,13 = 1.

El algoritmo disefiado e implementado simula una matriz X con n individuos y p variables
originales. La matriz A de “scores” es de tamafo n X q. Sin pérdida de generalidad, se
supone que las entradas de dicha matriz son variables aleatorias independientes con
distribucion uniforme continua en el intervalo [—1,1]. Para construir la matriz B de las
cargas con tamafio p X g se parte de la matriz que se construye con los escalares de las

respectivas combinaciones lineales arriba indicadas. Esta matriz se nota por C, y se muestra

en la tabla 2.2:
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X1(C1,1|C12|€C13

x2(€C21|C22|C23

X3(C31|C32|C33

X4(Cs1|Ca2|Ca3

X5|C51|C52|C53

X6 Ce61|C62|Co3

xX7(€71|C72|€C73

X8| Cg1|Cg2|Cg3

Tabla 2.2: Matriz C con los coeficientes de las combinaciones lineales

Para obtener B se aplica el proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt a la matriz C.

Finalmente: X = ABT

El algoritmo que construye la matriz aleatoria X de tamafio n X p debe, en términos

generales, implementar la transformacion ¢ definida de la siguiente manera:

¢ :NxNxNxN? > M,,, (2.3.11)

(n>p>q’{rk}k:1)H(D(n’p’q’{rk}k:l)

Sujeto a las restricciones n = p y g < p. Ademas, se debe satisfacer que:

p=>3r (23.12)

La transformacion ¢ devuelve una matriz X de tamafio n X p que tiene la estructura ad hoc

mencionada, la cual esperamos que sea detectada por el algoritmo CBPSO CD.
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2.4.2 Estudio de simulacion I

Para el primer ejemplo de simulacion se ejecuto la transformacion ¢ (100, 8, 3, {4, 3, 1}).
Es decir, se tienen cien individuos y cuarenta variables originales. Ademas, la estructura
latente va a estar conformada por tres componentes disjuntas, la primera de ellas va a tener
cargas diferentes de cero en las cuatro primeras posiciones. La segunda componente
disjunta va a tener cargas diferentes de cero en las posiciones 5, 6 y 7. Y la ultima
componente disjunta va a tener una carga diferente de cero en la tiltima posicion. Se obtuvo
una matriz de datos X de tamafio 100 X 8. El algoritmo CBPSO DC entreg6 la matriz de

cargas presentada en la tabla 2.3 y su representacion grafica en la figura 2.1:

V1 y2 y3
X1 0.43413655 0 0
x2 0.53903007 0 0
X3 0.56700392 0 0
xs | 0.44663027 0 0
X5 0 0.57919604 0
X6 0 0.56750625 0
X7 0 0.58520817 0
X8 0 0 1
% VAR| 35.54% 33.01% [29.26%

Tabla 2.3: Matriz de cargas estudio de simulacion I
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Figura 2.1: Gréafico de los valores de cargas estudio de simulacion I

Se ejecuto cien veces el algoritmo CBPSO DC con cincuenta particulas y diez iteraciones
como criterio de parada. En todas las cien ejecuciones se alcanzo la misma solucion,
mostrada en la tabla 2.3, demorandose dos o tres iteraciones a lo mucho. El algoritmo
CBPSO DC pudo detectar la estructura ad hoc contenida en los datos. El fit que se obtuvo
al aplicar componentes principales disjuntos es de 0.021859878 y la varianza total
explicada por el modelo es de 97.81%. Igualmente se ejecutd cien veces el algoritmo

DPCA y se alcanzo la misma solucion dada en la tabla 2.3 en el 100% de las veces.

También se realizéo un PCA clasico sobre la misma matriz de datos y se obtuvo la matriz

de cargas dada en la tabla 2.4:
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yi y2 y3
X1 0.39512468 | -0.09020236 | 0.14824807
X2 0.39775809 | -0.00322755 | 0.40788776
X3 0.44254179 | -0.17190775 | 0.31755350
X4 0.35239424 | -0.11448361 | 0.25061667
X5 0.26682407 | 0.46011771 | -0.25159988
Xe 0.30662152 | 0.39441186 | -0.26207760
X7 0.35705213 | 0.28282245 | -0.38998176
X8 -0.27007773 | 0.70847497 | 0.60326462

% VAR 39.81% 32.27% 27.92%

Tabla 2.4: Matriz de cargas PCA clésico

Se observa que el PCA clasico no detecta de forma clara la estructura subyacente en los

datos. Por ejemplo, es de resaltar, lo que ocurre con la segunda variable original x2 donde
no se puede concluir con certeza en cual componente tiene fuerte presencia. Lo mismo se

puede afirmar de la Gltima variable original xs.
2.4.3 Estudio de simulacion 11

Este ejemplo se disefid para comparar el desempefio de los algoritmos CBPSO DC vy el
algoritmo DPCA cuando el tamafio de la matriz es mayor. El algoritmo de simulacion
implement6 la transformacion ¢ (200, 200, 3, {50, 70, 80}) y se obtuvo una matriz de
datos X de tamafio 200 X 200 y tres componentes disjuntas. Después de ejecutar ambos

algoritmos cien veces cada uno, se resumen los resultados obtenidos en la tabla 2.5:
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CBPSO DC | DPCA
TIEMPO PROMEDIO DE EJECUCION (MIN) 4.6 10.2
MEJOR TIEMPO DE EJECUCION (MIN) 4.2 9.8
PEOR TIEMPO DE EJECUCION (MIN) 4.8 10.4
TASA DE EXITOS 100% 93%

Tabla 2.5: Tabla resumen estudio de simulacion 11

Ambos algoritmos encontraron la mejor solucion, con un fit de 0.02543703 y una varianza
total explicada del 97.46%, con diferentes tasas de éxito. El algoritmo CBPSO DC se
ejecutd con los mismos parametros de entrada que en los experimentos computacionales
anteriores, y el mejor tiempo alcanzado fue de 4.2 minutos en seis iteraciones. Por otro
lado, para el algoritmo DPCA el mejor tiempo alcanzado fue de 9.8 minutos en dos
iteraciones. La ultima fila de la tabla nos dice que el DPCA qued¢6 atrapado en un 6ptimos

locales en siete de las cien ejecuciones.

Es importante resaltar que el algoritmo DPCA realiza una busqueda exhaustiva, pues a
partir de la matriz binaria V que genera inicialmente de forma aleatoria, empieza a mover
por fila y por columna el nimero uno en todas las posiciones posibles. A mayor niimero
de variables originales y de variables latentes, el mencionado algoritmo presentara, como

consecuencia, tiempos mayores de procesamiento.

El algoritmo CBPSO DC se adapta mejor en matrices de gran tamafio, ya que tiene la
flexibilidad de permitir un ajuste en sus parametros que le permiten una mejor estrategia
de busqueda. El algoritmo DPCA tiene tnicamente un parametro, la tolerancia, que es

utilizado como criterio de parada.

Respecto de los porcentajes de acierto, el algoritmo DPCA tiene una mayor probabilidad
de quedar atrapado en 6ptimos locales, ya que inicia su procesamiento con una tinica matriz
binaria V, la cual como se ha dicho es modificada mediante desplazamientos del “uno” fila

y columna, no necesariamente una de estas matrices obtenidas conduce al 6ptimo.
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Como se menciona en (Macedo & Freitas, 2015), el algoritmo puede quedar atrapado en
diferentes Optimos locales y se recomienda ejecutarlo varias veces. Por otro lado, el
algoritmo CBPSO DC inicia con una matriz V por cada particula, y es la busqueda conjunta
e inteligente de las particulas, lo que permite que el CBPSO DC tenga una menor

probabilidad de quedar atrapado en un dptimo local.

2.5 Aplicaciones a Validacion de Cuestionarios

2.5.1 Aplicacion I: Trait Meta-Mood Scale 24

Recientes estudios muestran la importancia de la inteligencia emocional en la utilizacion
de estrategias de aprendizaje. Un cuestionario que mide este constructo es el denominado
TMMS24 como se detalla (Vega-Hernandez et al., 2017). Este cuestionario consta de un
conjunto de veinte y cuatro preguntas para evaluar los estados emocionales, cada una de
ellas medida en una escala tipo Likert de 1 (Nada de acuerdo) a 5 puntos (Totalmente de
acuerdo). Este instrumento se desprende del Trait-Meta Mood Scale (TMMS) del grupo
de investigacion (Sanchez-Garcia et al., 2016). Se ha utilizado a propdsito este
cuestionario, pues es un cuestionario validado, en el que se distinguen claramente sus

dimensiones latentes.

TMMS 24 contiene tres dimensiones o factores que son: Atencion emocional (preguntas
de P1 a P8) se refiere a la capacidad que tiene una persona de expresar sus sentimientos.
Claridad emocional (preguntas de la P9 a P16) manifiesta qué tanto una persona conoce
sus estados emocionales. Reparacion emocional (preguntas de la P17 a P24) es la facultad
que tiene una persona de regular sus estados emocionales. En este experimento
computacional se aplico el cuestionario TMMS24 a 249 estudiantes de la Universidad de
Salamanca, Espaia, y se procesaron los datos primero con PCA clasico y luego con los

dos métodos disjoint tratados, DPCA y CBPSO DC.

En la tabla 2.6 se muestran las cargas proporcionadas por PCA clasico. Tal como estan

dados los valores de las cargas factoriales resulta ser una tarea muy complicada interpretar
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cada una de las variables latentes del cuestionario TMMS24 en términos de las
dimensiones preestablecidas, debido a que no hay valores notablemente altos en valor

absoluto que los diferencien del resto.

PCAl1 | PCA2 | PCA3 PCA1 | PCA2 | PCA3 PCAl1 | PCA2 | PCA3

P1|0.23254|-0.23237 | 0.08136 || P9 | 0.22998 | 0.08135|-0.36558 || P17| 0.16413 | 0.33062 | 0.21872
P20.22928 | -0.25397 | 0.09367 || P10| 0.25446 | 0.04687 | -0.33838 || P18| 0.14701 | 0.34381 | 0.24822
P3|0.23245 | -0.26459 | 0.15229 || P11 0.23467 | 0.08685 | -0.26817 || P19| 0.15706 | 0.30838 | 0.27075
P4 0.27546 | -0.19912 | 0.04398 || P12| 0.18133| 0.00459 | -0.21184 || P20| 0.16961 | 0.33375 | 0.22150
P510.14383 | -0.26921 | 0.13748 || P13 | 0.20757 | 0.00405 | -0.14915 || P21| 0.16925 | 0.17367 | 0.10622
P6|0.18181|-0.23168 | 0.17093 || P14 | 0.22040 | 0.09600 | -0.30302 || P22| 0.19467 | 0.09546 | 0.11455
P7|0.18510 | -0.23702 | 0.22662 || P15| 0.20857 | 0.04957 | -0.16494 || P23| 0.10024 | 0.08436 | 0.07860
P8|0.25175|-0.20199 | 0.16564 || P16| 0.21579 | 0.05754 | -0.21777 || P24| 0.21486 | 0.19223 | 0.12857

Tabla 2.6: Componentes principales cldsicas para cuestionario TMMS24

Al utilizar los métodos DPCA y CBPSO DC, la mejor solucion encontrada resultd ser
exactamente la misma y se presenta en la tabla 2.7, y su representacion grafica en la figura

2.2:

COMP1 | COMP2 | COMP3 COMP1 | COMP2 | COMP3 COMP1 | COMP2 | COMP3
P1] 035227 ] 0 0 P9 0 0 [-041062[P17] 0 042247 0
P2| 036616 | 0 0 [po| o 0 |-042258 |PI&8| © 042936 | 0
P3| 038711 0 0o |[pui| o 0 |-038266[|PI9| 0 041784 | 0
P4/ 0.36503 0 0 [rp2| o 0 |-02848 [|[P20| © 042935 | 0
P5| 031388 0 0o [P13| o 0 |-028216|P21| © 028538 | 0
P6| 032747 | 0 0 |[rP4| o 0 |-038453||P22| 0 024283 | 0
P7| 0.34493 0 0o |[p1s| o 0 |-030018 |P23| © 0.15940 | 0
P8 | 0.36605 0 0 |[r6| o 0 |-032812(P24| 0 033528 | 0

Tabla 2.7: Componentes principales disjuntas para cuestionario TMMS24
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= comMmp3
m COMP2
H COMP1

0.6

Figura 2.2: Grafico de los valores de las cargas para cuestionario TMMS24

Se aprecia que los algoritmos disjoint pueden clasificar las veinte y cuatro preguntas del
cuestionario TMMS24 en tres grupos claramente definidos, que corresponden
precisamente a las dimensiones del cuestionario. Las preguntas P1 a P8 tienen presencia

en el primer componente, que corresponde a “Atencion emocional”. Las preguntas P9 a
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P16 las podemos apreciar en el tercer componente, “Claridad de sentimientos”. Por ultimo,
las preguntas P17 a P24 se encuentran en el segundo componente, al que se lo identifica

como “Reparacion emocional”.

Los algoritmos disjoint distinguen de manera precisa las dimensiones que el cuestionario
afirma tener, sin crear dimensiones espurias e inexistentes. Ademads, en los dos métodos
disjoint el fit, o error relativo de la aproximacion, para esta solucion es igual a 0.4450664,
mientras que para un PCA clasico es de 0.4306895. Hay una ligera pérdida de fit, pero a
cambio se gana en interpretacion. La proporcidon o porcentaje de varianza explicada por
cada componente disjunta se presenta en la tabla 2.8 y resulta ser igual para ambos métodos

comparados. Estos porcentajes se calcularon por medio de (2.2.19).

COMP1

COMP2

COMP3

TOTAL

% VAR

20.45%

18.23%

16.81%

55.49%

Tabla 2.8: Porcentaje de varianza explicada por las componentes disjuntas

La proporcion de varianza explicada por las tres componentes disjuntas consideradas es
aproximadamente 1.5% menor que la varianza explicada por las tres primeras
componentes principales calculadas de la forma clasica, como se puede advertir de la tabla

2.9.

COMP1
27.05%

COMP2
19.27%

COMP3
10.61%

TOTAL
56.94%

% VAR

Tabla 2.9: Porcentaje de varianza explicada por PCA clasico

Donde se aprecia la mejora del algoritmo CBPSO DC con respecto al algoritmo DPCA es
en la proporcion de éxitos en alcanzar la mejor solucion. El algoritmo CBPSO DC explora

de manera mas exhaustiva el conjunto de soluciones factibles lo que explica por qué no
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queda atrapado en Optimos locales. Para cada uno de los métodos expuestos se realizaron
cien ejecuciones. El método DPCA alcanzo la mejor solucion (exhibida en la tabla 2.7) en

el 98% de los casos, mientras que en el método CBPSO DC en el 100% de los casos.

2.5.2 Aplicacion II: The General Self-Eficacy Scale

El concepto de autoeficacia general se refiere a la forma en que un individuo percibe su
capacidad para realizar tareas nuevas o dificiles, y para hacer frente a dificultades. Este
constructo se cuantifica a través de la General Self Efficacy Scale (GSE), ver (Scholz et
al., 2002), establece que la estructura latente es unidimensional y universal. Es decir, que
los diez items que conforman la escala conforman un factor que puede ser utilizado de
manera generalizada en cualquier pais. No obstante, como se sefiala en (Villegas et al.,
2018) esta escala no es unidimensional ni universal, conclusion que se confirma mediante

el andlisis por componentes disjuntas presentado mas adelante.

La escala GSE consta de 10 items evaluados con una escala de Likert de cuatro puntos, de
acuerdo con la siguiente categorizacion: 1 "No del todo cierto", 2 "Casi cierto", 3
"Moderadamente cierto" y 4 "Exactamente cierto" (Schwarzer, R. & Jerusalem, 1995;

Scholz et al., 2002). El significado de cada item se detalla en la tabla 2.10.
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Item Significado

Selfl | Siempre puedo resolver problemas dificiles si me esfuerzo lo suficiente.

Self2 | Si alguien se opone a mi, puedo encontrar los medios y formas de conseguir lo que quiero.

Self3 | Es facil para mi cefiirme a mis objetivos y lograr mis objetivos.

Self4 | Confio en que podré afrontar con eficacia acontecimientos inesperados.

Self5 | Gracias a mi ingenio, s¢ cOmo manejar situaciones imprevistas.

Self6 | Puedo resolver la mayoria de los problemas si invierto el esfuerzo necesario.

Self? Puedo mantener la calma cuando me enfrento a las dificultades porque puedo confiar en mis
e
capacidades hacer frente a las dificultades.

Self8 | Cuando me enfrento a un problema, suelo encontrar varias soluciones.

SelfY | Si estoy en problemas, normalmente puedo pensar en algo que hacer.

Self10 | No importa lo que se me presente, por lo general soy capaz de manejarlo.

Tabla 2.10: Significado de las variables en GSE Scale

Para este ejemplo se utiliz6 la base de datos, con los 10 items y 19719 individuos, que esta

disponible en: http://userpage.fu-berlin.de/~health/selfscal.htm.

El algoritmo CBPSO DC muestra tres componentes disjuntos con un fit de 0.02820508 y
una varianza total explicada de 58.93%. Este resultado es similar al obtenido por (Villegas
et al. 2018). Se puede observar en la tabla 2.11, que las variables Selfl y Self6 se
encuentran en el segundo componente. La variable Self2 es la Ginica que se encuentra en el
tercer componente. Las demés variables se encuentran en el primer componente. La
informacion que aportan estos items no es recopilada en una Unica variable latente,
contrario a lo que afirman los autores de la escala. Esta informacion se presenta de manera
grafica en la figura 2.3. Es importante concluir entonces que la escala GSE no es

unidimensional, no se puede describir a través de un Unico factor.


http://userpage.fu-berlin.de/%7Ehealth/selfscal.htm
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COMP1 COMP2 COMP3
Self1l 0 0.71776986 0
Self2 0 0 1
Self3 0.36286421 0 0
Self4 0.36971158 0 0
SelfS 0.37589985 0 0
Self6 0 0.69628042 0
Self7 0.38156436 0 0
Self8 0.38424172 0 0
Self9 0.3867569 0 0
Self10 0.38409408 0 0
% EV 35.4% 12.8% 10.73%

Tabla 2.11: Componentes disjuntos GSE con el algoritmo CBPSO

Self10

Self9

Self8

Self7

Selfé

Self5

Self4

Self3

Self2

Selfl

COMP3
m COMP2

m COMP1

15

Figura 2.3: Grafico de los valores de las cargas cuestionario GSE
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Esta matriz de datos de gran tamafio también fue analizada con el algoritmo DPCA.
Después de realizar cien ejecuciones con ambos algoritmos, los resultados obtenidos se

detallan en la tabla 2.12:

CBPSO DC| DPCA
TIEMPO PROMEDIO DE EJECUCION (MIN) 2.55 0.09
MEJOR TIEMPO DE EJECUCION (MIN) 1.55 0.07
PEOR TIEMPO DE EJECUCION (MIN) 323 0.17
TASA DE EXITOS 100% 57%

Tabla 2.12: Resumen de resultados con datos GSE

Ambos algoritmos encontraron la mejor solucion que es la presentada en la tabla 2.11, con
diferentes tasas de éxito, tabla 2.12. El algoritmo CBPSO DC se ejecut6 con 500 particulas,
30 iteraciones como maximo, 1.5 de peso social y peso cognitivo, y una inercia que varia
linealmente de 0.5 a 3. El mejor tiempo alcanzado por el algoritmo CBPSO DC fue de 1.55
minutos en 4 iteraciones. Por otro lado, para el algoritmo DPCA el mejor tiempo alcanzado
fue de 0.07 minutos en una iteracion. La ultima fila de la tabla 2.12 indica que el DPCA
quedo atrapado en 6ptimos locales en 43 de las 100 ejecuciones. Es importante sefialar que
debido a los valores ingresados en los parametros del CBPSO DC, el tiempo de ejecucion
es mayor respecto del algoritmo DPCA, pero se obtiene como beneficio el 100% de

eficacia. Esta flexibilidad no la tiene el algoritmo DPCA.
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2.6 Una aplicacion del algoritmo CBPSO DC a seleccion de variables en

un estudio medio ambiental

Un problema que se presenta cuando se realizan estudios con datos medioambientales o
ecoldgicos es el de la presencia de variables redundantes, es decir, variables que son
combinacion lineal exacta o aproximada de una o mas de las variables restantes. Estas
variables pueden ser eliminadas sin perder informacion o con una minima pérdida de ella,
resultando un conjunto de datos mas pequeno lo que redunda en la interpretacion de los

resultados como en la reduccion de los costos de dichos estudios.

Eliminar las variables redundantes, y retener a aquellas que mas informacion aporten es de
suma importancia, en particular si el conjunto de datos es masivo, como suele suceder en
los estudios sobre medio ambiente. PCA permite reducir la dimensionalidad de un
conjunto de datos. Las componentes principales al no estar correlacionadas eliminan la
informacion redundante. El problema que se presenta, como ya se ha indicado, es su
interpretacion, debido a que las cargas no siempre se acercan a cero en valor absoluto.
CBPSO DC permite paliar este problema presentando a las variables que contribuyen con
poca informacion (a determinada componente principal) con valores de cero. De esta
manera podemos seleccionar las variables que mas informacidon aportan a la primera
componente principal disjunta (es decir, la que explica la mayor variabilidad) y descartar
las variables que se encuentran en las componentes principales disjuntas restantes.
Obviamente, esta decision depende de muchos factores como son la clase de investigacion

a realizarse, de la importancia de las variables a excluirse y del criterio del investigador.

Existe una amplia bibliografia en la que se presentan diferentes metodologias para la
reduccion del niimero de variables en un estudio multivariante, entre las cuales podemos
destacar: el trabajo seminal de (I. T. Jolliffe, 1973) que utiliza PCA, (Beale et al., 1967)
mediante regresion lineal multiple, y el trabajo de (King & Jackson, 1999) que es mas
especifico, puesto que propone distintos métodos para descartar variables redundantes en
estudios sobre medio ambiente. En el articulo de King y Jackson se muestra que el método

Broken-stick, es el mejor criterio para determinar el nimero de componentes principales a
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retener, para luego seleccionar las variables a descartar mediante los distintos modelos

desarrollados por Jolliffe.

Cuando se reduce la dimension de un conjunto de datos se presenta el problema de la
estabilidad, que consiste en la concordancia entre las distancias de los individuos en el
espacio generado por las variables originales y el espacio generado por el conjunto que
contiene a las variables seleccionadas (Sorzano et al., 2014). Para que la reduccion del
numero de las variables originales, mediante PCA, en datos ecologicos sea estable se
recomienda, ver (Grossman et al., 1991), que la razon entre variables originales y variables

seleccionadas no sea mayor a 3.

En esta seccion se propone utilizar el método Broken-stick junto con el algoritmo CBPSO
DC para seleccionar las variables que se deben retener en un estudio multivariante de datos

ambientales.

Los datos utilizados se tomaron de la pagina de FOREGS-EuroGeoSurveys Geochemical

Baseline Database (http://www.gtk.fi/publ/foregsatlas/) y corresponden a muestras de la

concentracion de minerales tomadas en el subsuelo de diferentes paises de la Union
Europea. Esta base de datos bien se puede utilizar para medir el grado de contaminacion
del subsuelo. Los datos se encuentran en el archivo “C_XRF data 2v6 8Feb06.xls”

disponible en la direccion http://weppi.gtk.fi/ publ/foregsatlas/ForegsData.php, que se

halla dentro de la pagina mencionada lineas arriba. Para el analisis se han eliminado las
columnas correspondientes a las coordenadas de su ubicacion geografica y al pais al que
corresponden. La matriz de datos consta de 19 columnas o variables (los elementos y
compuestos quimicos) y 788 filas (locaciones donde fueron tomadas las muestras). Las
variables representan las cantidades de los minerales encontradas en un Kg. de tierra del
subsuelo en cada locacion muestreada. Puesto que las unidades de medida difieren,
dependiendo de la variable, vamos a utilizar variables estandarizadas para el analisis. La

lista de variables se muestra en la tabla 2.13.


http://www.gtk.fi/publ/foregsatlas/
http://weppi.gtk.fi/%20publ/foregsatlas/ForegsData.php
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Chemical Measurement
Variable
compound/element units
SIO2 SI | Oxido de silicio Kg.
TIO2_SI Oxido de titanio Kg.
AL203_SI| Oxido de aluminio Kg.
FE203 SI| Oxido de hierro Kg.
MNO SI Oxido de Ke.
manganeso
MGO SI | Oxido de magnesio Kg.
CAO_SI Oxido de calcio Kg.
NA20_SI Oxido de sodio Kg.
K20 SI Oxido de potasio Kg.
P205_SI | Oxido de fésforo Kg.
BA_SI Bario mg.
CR _SI Cromo mg.
RB_SI Rubidio mg.
SN_SI Estatio mg.
SR _SI Estroncio mg.
W_SI Tungsteno mg.
Y_SI Itrio mg.
ZN SI Cinc mg.
ZR_SI Circonio mg.

Tabla 2.13: Significado de las variables del estudio FOREGS

El procedimiento propuesto es el siguiente:

1. Aplicar un PCA clésico al conjunto de datos.

2. Seleccionar Q, es decir, el nimero de componentes principales a considerar mediante

el modelo Broken-stick.

3. Calcular las Q componentes principales disjuntas con el algoritmo CBPSO DC.



4. Considerar a las variables que conforman la primera componente principal disjunta.
2.6.1 Aplicacion:

Los resultados del PCA de la matriz de datos arrojaron los siguientes resultados, tabla

2.14:

PC | Valores propios | % VAR | % Varianza acumulada
1 5.095 26.815 26.815
2 2.941 15.477 42.292
3 1.838 9.674 51.966
4 1.488 7.833 59.799
5 1.301 6.845 66.644
6 1.025 5.397 72.041
7 0.904 4.759 76.800
8 0.797 4.193 80.993
9 0.722 3.801 84.794
10 0.650 3.423 88.217
11 0.489 2.572 90.789
12 0.412 2.166 92.955
13 0.387 2.039 94.994
14 0.325 1.708 96.703
15 0.267 1.408 98.110
16 0.125 0.657 98.768
17 0.105 0.554 99.322
18 0.079 0.417 99.739
19 0.050 0.262 100.000

Tabla 2.14: Componentes principales datos FOREGS
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En la figura 2.4 se aprecia el grafico correspondiente al método Broken-stick (linea azul)
superpuesto a una curva en rojo que indica las proporciones de varianza explicadas al
considerar las componentes principales indicadas en el eje X. El punto de corte esta
cercano a la tercera componente principal. Por esta razén vamos a considerar tres
componentes principales a retener (es decir 0=3). Estas tres primeras componentes

principales explican el 51.66% de la variabilidad total.

Eigenvalue %

Component

Figura 2.4: Diagrama Broken-stick datos FOREGS

Por tanto, para la aplicacion del algoritmo CBPSO DC elegimos Q=3. Al aplicar el
mencionado algoritmo se obtuvieron los resultados exhibidos en la tabla 2.15. En la figura

2.5 se presenta una representacion grafica de la tabla 2.15:
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COMP1 COMP2 COMP3

S102_SI 0 0 0.57973524
TIO2_SI | 0.44020387 0 0
AL203_SI 0 -0.46399195 0
FE203_SI | 0.49562162 0 0
MNO_SI | 0.44137161 0 0
MGO_SI 0 0 -0.34305531
CAO_SI 0 0 -0.55125267
NA20_SI 0 -0.28220297 0
K20_SI 0 -0.49633089 0
P205_SI | 0.27387266 0 0
BA_SI 0 -0.43570013 0
CR_SI 0.18954184 0 0
RB_SI 0 -0.47588306 0
SN_SI 0 -0.15767984 0
SR_SI 0 0 -0.34117431
W_SI 0 -0.13253821 0
Y_SI 0.42150555 0 0
ZN_SI 0.27779775 0 0

ZR SI 0 0 0.35488125
% VAR 17.34% 16.86% 12.58%

Tabla 2.15: Componentes principales datos FOREGS
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Figura 2.5: Grafico de las componentes principales de los datos FOREGS

% Varianza
% VAR
acumulada
COMP1 17.34% 17.34%
COMP2 16.86% 34.20%
COMP3 12.58% 46.78%

Tabla 2.16: Porcentajes de varianza explicada por las componentes disjuntas
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Las tres componentes disjuntas explican el 46.78% de la variabilidad total. Si
consideramos las tres primeras componentes principales sugeridas por el método Broken-
stick, que explican el 51.96% de la variabilidad, se tiene que las componentes disjuntas
explican el 90.01% de la varianza explicada por las tres primeras componentes principales
clasicas. Este menor porcentaje explicado por las componentes disjuntas se debe a que
éstas deben satisfacer un conjunto de restricciones adicionales a las componentes

principales clasicas.

El andlisis de convergencia muestra que al algoritmo CBPSO DC le bastan 6 iteraciones

para converger al valor 0.53220718.

Las variables a seleccionar, segiin nuestra propuesta, son las variables que constan en la
primera componente principal disjunta COMP1 que es la de mayor porcentaje de varianza
explicada. Hay siete variables con loadings diferentes de cero, que son: TIO2 SI,
FE203 SI, MNO SI, P205 SI, CR SI, Y SI, ZN SI. La razén entre el nimero de
variables originales y el nimero de variables seleccionadas es de 19/7 =2.71, que satisface

la recomendacién dada en (Grossman et al., 1991).

La aplicacion del método CBPSO DC permite reducir de manera significativa el nlimero
de variables a considerarse en esta clase de estudios. De 19 variables originales, se reducen
a s6lo 7 variables. Por consiguiente, el gasto en reactivos, aparatos y personal se reduce
también de forma considerable. Este tipo de analisis se puede aplicar a diversos problemas
fisico-quimicos en los cuales se desee optimizar los gastos inherentes al proceso de

investigacion.
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Capitulo 3

ANALISIS HJ BIPLOT DISJUNTO MEDIANTE
OPTIMIZACION POR ENJAMBRE DE
PARTICULAS
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Un biplot es una representacion grafica bidimensional de los datos contenidos en una
matriz de tamano /xJ. El prefijo “bi” se refiere a que se muestran dos tipos de objetos: los
individuos (filas) y las variables (columnas) en el mismo grafico. Esta representacion
grafica, que se fundamenta en la SVD de la matriz de datos, permite determinar patrones

de interaccion entre los individuos y las variables en un espacio de baja dimensionalidad.
Este capitulo se divide en las siguientes secciones:

3.1 Introduccion

3.2 HJ Biplot clésico

3.3 Disjoint HJ Biplot por Optimizacion por Enjambre de Particulas (PSO DHJ Biplot)

3.4 Aplicacion del Analisis PSO DHIJ Biplot: Caso Covid Ecuador
3.1 Introduccion

Los biplot fueron introducidos por Gabriel en 1971 (Gabriel, 1971) en el contexto de la

representacion grafica del PCA. Tanto los individuos como las variables son representados

como puntos en un espacio con producto interno de baja dimensionalidad como R* o R’

Una revision a fondo del desarrollo de los diferentes métodos biplot se encuentra en Nieto-

Librero, 2015.

Consideremos una matriz de datos X de tamano /xJ, de rango » < min(/,J) . La matriz X

se puede factorizar de la forma:

X — AF (3.1.1)

Donde:
A es una matriz /xr y B es una matriz Jxr.

Esta factorizacion no es Unica. Una forma de factorizar X es escoger » columnas de A como

base ortonormal del espacio columna de X, y obtener B=Y'B.
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En términos de los componentes de las matrices X, A, B se tiene:

x _zaTb_ (3.1.2)

Donde:
x; €s el elemento que se encuentra en la fila i y en la columna j de la matriz X. g, es la fila
i de lamatriz A,y b, corresponde a la columna ;j de la matriz B. Los vectores fila y columna

a,y b; sonde dimension . Es decir, la matriz X que tiene /xJ elementos se puede se puede

expresar por medio de /+J vectores de dimension 7.

Por ejemplo, si 7/ =30,J =10, r =2, la matriz X tiene 300 elementos. Puesto que el rango

es mucho menor que J =10, significa que la mayoria de las filas (columnas) son
combinacion lineal de unicamente dos de ellas. Utilizando la factorizacion AB” para
obtener X, se necesita disponer tan sélo de (/+J) xr = 60 elementos, eliminando &
informacion redundante. Con el anadido de que los individuos y columnas de la matriz X
pueden representarse simultdneamente en el plano cartesiano. Si » =3, los 300 elementos
de X se pueden obtener a partir de los 120 elementos contenidos en las matrices Ay B, y

sus elementos se pueden visualizar en un espacio tridimensional.

Una forma de obtener la factorizacion X = AB” es utilizando la descomposicion en valores

singulares (ver capitulo I):

X — UAV/ (3.1.3)

Los elementos de X se pueden expresar:

min(/,J)

;= D, Ay vy (3.1.4)
k=1

En general, el rango de la matriz X no va a ser igual a 2 o a 3, sino que » <min(/,J) . Si

se utiliza un valor K menor al rango lo que se obtiene es una aproximacion:

K
X, = > Aty vy (3.1.5)

k=1
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Sea Xla matriz cuyos elementos estdn dados por xU:Z Auivig. El error de
k=

aproximacion K dimensional esta dado por g, = x;; —x Para determinar la calidad de la

aproximacion se utiliza la norma de Frobenius, que corresponde a la aproximacion por
minimos cuadrados:

2\21

f |= K- XHF—UZZ Xj = xv)) (3.1.6)

En (Eckart & Young, 1936) se demuestra que la mejor aproximacion en el sentido de los
minimos cuadrados corresponde a la SVD.

Por tanto, al disponer de la descomposicion en valores singulares X = UAV’ existen

varias opciones para obtener la factorizacion X = AB”. Entre las mas importantes
tenemos:

GH Biplot: A =U, B = VA, las filas se representan con méxima calidad de representacion.

JK Biplot: A=UA,B=1YV, las columnas se representan con maxima calidad de

representacion.

HJ Biplot: A = UA, B = VA tanto filas como columnas se representan con maxima calidad

de representacion.

Los dos primeros biplot fueron dados por (Gabriel, 1971). La aplicacion de la optimizacion

por enjambre de particulas que se va a realizar es al HJ Biplot (Galindo, 1986).

3.2 HJ Biplot clasico

En los biplot tenemos dos tipos de objetos: los marcadores fila (filas de A) y los marcadores
columna (columnas de B). Los primeros se representan como puntos y los segundos como
vectores en el espacio dimensional reducido. Lo que permite proyectar las filas sobre la

recta de accidon de los marcadores columna.

La propuesta de representacion grafica del HJ Biplot admite incorporar en el mismo plano

cartesiano los dos tipos de marcadores (filas y columnas) con la maxima calidad de
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representacion, es decir, con minima distorsion. Permitiendo identificar de forma mas clara

la relaciones entre individuos y variables.

3.2.1 Interpretacion del HJ Biplot:

Gracias a la aproximacion obtenida mediante la SVD se tiene x, =a/b,. Es decir,

x; = <ai,b j> , de donde se tiene:

X -
;=

(signo b )Hb H (3.2.1)
J J

proyy’

es la norma de la proyeccion de a sobreb . Corresponde a la distancia entre el
j j

proyai
b;

origen y el punto a, figura 3.1.

signob ; es el signo del producto interno <ai,b j>

Hb ; H corresponde a la distancia entre el origen y el punto b, figura 3.1.

Figura 3.1: Marcadores fila y columna en el analisis Biplot
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De las propiedades del producto interno estandar definido en el espacio dimensional
reducido se deducen las siguientes propiedades del HJ Biplot:

1. La distancia entre los marcadores fila se puede interpretar como una medida de
similaridad. Mientras mas cercanos estan mas similares son.

mas similares

menos similares

Figura 3.2: Similaridad en el HJ Biplot

2. El coseno del angulo entre dos marcadores columna aproxima la correlacion entre

las variables correspondientes.

Figura 3.3: Correlacion en el HJ Biplot

3. La norma de los marcadores

variables correspondientes.

columna aproxima la desviacion estandar de las
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Figura 3.4: Aproximacion de la desviacion estandar en el HJ Biplot

4. Las proyecciones ortogonales de los marcadores sobre la recta de accion de un
marcador columna cualquier marcan un orden respecto al origen que corresponde
al valor medio de la variable asociada a dicho marcador columna. Asi, mientras
mas alejada del origen esté la proyeccion de un individuo mas estard mas lejos de
la media de esa variable. En la figura 3.5 el individuo correspondiente al marcador

fila a; es el que mas se aleja de la media de la variable asociada al marcador

columna b Ir

Figura 3.5: Proyecciones sobre los marcadores fila

Una de las desventajas propias de la naturaleza disjunta de los ejes principales es la de

representar a las variables originales ya sea colineales o en ejes ortogonales. Por lo que se
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debe tener en cuenta que en la proyeccion sobre el primer plano generado por los ejes
disjuntos hay que interpretar con las debidas precauciones las verdaderas correlaciones

entre las variables implicadas.

En el analisis multivariante en general y en el HJ Biplot en particular es fundamental
determinar la o las variables que permitan caracterizar a los individuos en términos de sus
diferencias, semejanzas y patrones de agrupaciones, para ello se utilizan las variables que
mas contribuyen a los ejes factoriales. Es en este punto donde es de primera importancia
el determinar cudles son las variables que mas contribuyen a cada uno de los ejes, y para
ello se tiene el denominado Disjoint HJ Biplot (Ana Nieto-Librero, 2015) que igual que en
el PCA disjunto cada variable solo contribuye a un solo eje permitiendo una interpretacion
mas sencilla de los ejes factoriales, y sobre todo, lo que es mas importante en este caso, las

posiciones relativas de los individuos en el plano de proyeccion.

3.3 Disjoint HJ Biplot mediante Optimizacion por Enjambre de
Particulas (PSO DHJ Biplot)

Después de comprobar la eficiencia del método de optimizacion por enjambre de particulas
aplicada al célculo de las componentes principales disjuntas, en esta seccion se va a adaptar
al HJ Biplot, buscando mas claridad en la interpretacion de los ejes principales y por ende
en la mejor explicacion de los patrones y conglomerados que se pueden obtener en las
soluciones que proporciona el HJ Biplot. Este nuevo algoritmo se denomina PSO DHJ

Biplot.

En forma andloga a la metodologia desarrollada para DPCA (capitulo 2), la metodologia
para el andlisis HJ Biplot estd basada en la factorizacion de la matriz de datos centrada X

de tamaifio / X J:
X = AB” (3.3.1)

Donde:
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A= |_La,- ./ matriz de tamafio / X Q.

]

BZI_Lbij matriz de tamafio | X Q

]

La matriz B esté sujeta a las siguientes restricciones propias de su caracter disjunto, tal

como se explico en el capitulo anterior, éstas son:
J
4 Yp=1 q¢=1.0
j=1

5. 2(bh Y= g=1..0-1; r—=gq+1,.0
j=1

0
Y
2 P —1--
6 3 >0, j=—1y,J

Puesto que Q es mucho menor que J se trata de una aproximacion a bajo rango: X = AB”

por tanto existe un error E propio de la aproximacion:

X=AB" +E, 3.3.2)
De donde:

E= X- AB’ (3.3.3)

Se tiene el mismo problema de minimizacion:

j min F(A, B) =X — AB | (3.3.4)

|l st A,B como se describe arriba

La solucién a este problema de optimizacion esta explicada en el capitulo 2. La diferencia

radica en que se afade el calculo de la matriz de valores propios A .

En el paso cero del algoritmo DPCA a cada una de las matrices Wo,; se la aplica la SVD.

Obteniéndose O SVDs:
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W, — RAT?

0q
Con estas SVD se obtiene la matriz By :

La columna g de By es el vector singular derecho correspondiente al mayor valor singular
de la g-¢sima SVD. De la misma forma podemos formar la matriz diagonal A con los

valores propios: en la g-ésima posicion de la diagonal de A ponemos el mayor valor propio

correspondiente al mayor valor singular de la g-ésima SVD. Luego calculamos Ao. A

diferencia del DPCA donde A = XB se tiene que A = XB tal como establece la
A

teoria del método HJ Biplot. Por tltimo, se evalia la funcion objetivo Fo(Ao, Bo). Asi lo

hacemos en cada etapa k del algoritmo hasta obtener la convergencia. Al final se obtienen

las matrices B y A necesarias en el HJ Biplot.

Al igual que el Disjoint PCA, se presenta el problema de calcular la varianza explicada por
cada nuevo eje disjunto. La solucién es la misma que se utilizé anteriormente. Es decir,

calculando las varianzas de los individuos en el nuevo sistema referencial disjunto.

A continuacidn, se presenta el algoritmo para utilizado para obtener el Disjoint HJ Biplot
clasico a partir de una matriz de datos centrada de tamafio /xJ minimizar. Este algoritmo

es una aplicacion directa del método de minimos cuadrados alternantes.

Algoritmo Disjoint HJ Biplot clasico

1: Leer X, O, nlter (nimero de iteraciones)
2: Inicializar Vo, k=0
3: Inicio de iteraciones

3.1:Sea k=k+1

3.2: Actualice Vi

3.3: Calcular la matriz de particiones W,, para ¢ =1,.,0
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3.4: Calcular la SVD de Wiy para ¢ =1,.,0
3.5: Obtener Bx, Vi, Ak
3.6: Actualizar F, = F(A,,B,)

4: Repita las iteraciones hasta que k =nlter

5: Mostrar los resultados Ax y Bx

Para implementar el método de optimizacion por enjambre de particulas se procede de
igual forma que en el caso del DPCA. La diferencia esta en el calculo de la matriz A que

permite obtener la matriz A tal como se describe en el HJ Biplot.

A continuacion, se exhibe el algoritmo para obtener el PSO DHJ Biplot a partir de una

matriz centrada por columnas X:

Algoritmo PSO DHJ Biplot

1: Leer X, Q, nlter (nimero de iteraciones)

2: Inicializar aleatoriamente P particulas
3: Sea finertia=maxIner
4: Para cada iteracion k£ =1,. nlter

4.1: Para cadaparticula p=1,.,P:

42: B =step(B ,B",B",wCognition,wSocial, finertia)

P p p

43:Si F(B )<F(B"), entonces B" =B
p p p

P
44:Si F(B))<F(B"), entonces B" =B

4.5:Con B calculamos A y A =XB A™

P p P p P
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Fin (para cada particula p)

5: Mostrar los resultados B,, A,y A,

3.4 Aplicacion del Analisis PSO DHJ Biplot: Caso Covid Ecuador

La enfermedad denominada COVID-19 es una infeccion respiratoria aguda, que se origind
en la ciudad de Wuhan en la provincia de Hubei en la China central. Rapidamente se
convirtid en una pandemia que ha afectado tanto los sistemas sanitarios como a la
economia de todos los paises del mundo. En Ecuador el primer caso se detecto el 27 de
febrero de 2020, y para finales de marzo la pandemia comenz6 a asolar todas las ciudades
del pais, sobre todo las grandes ciudades. Saturé toda la red de salud publica y privada del
pais, produciéndose una de las mas altas tasas de mortalidad de Latinoamérica por no decir

del mundo.

En lo que va de la pandemia se han publicado muchos trabajos en los que se presentan
analisis multivariantes de los datos generados por organismos dedicados a monitorear el
desarrollo de la pandemia COVID. En (Romeu, 2020b) y (Romeu, 2020a) se aplica el
analisis de componentes principales y el analisis discriminante para determinar las
variables mas relevantes para explicar el impacto de la pandemia COVID. Se utilizan cinco
variables para el analisis para establecer cudles son las mas significativas para diferenciar
la infeccion entre condados del estado de New York. Los datos utilizados son los
disponibles a mayo de 2020. En (Ferreira, 2020) se analiza el caso brasilefio. A mas de las
variables inherentes a la pandemia COVID se consideran variables socio-econdmicas
como el PIB (Producto Interno Bruto) y el IDH (Indice de Desarrollo Humano) para
realizar un andlisis de conglomerados no jerarquico y un analisis factorial con el objetivo
de determinar conglomerados de estados y las asociaciones entre las variables
consideradas. Los datos son los disponibles a junio de 2020. (Devkota, 2021) presenta
varios estudios estadisticos sobre los efectos de la pandemia COVID en Nepal. Inicia con
una regresion logistica multinomial, luego hace un ajuste temporal mediante modelos

ARIMA, seguido de un modelo lineal de efectos mixtos, para terminar con PCA de
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componentes principales para analizar como se interrelacionan las variables consideradas.
En el documento (Mahmoudi et al., 2021) se realiza un PCA para clasificar a los paises
objeto del andlisis (Francia, Alemania, Irdn, Italia, Espafa, Reino Unido y Estados Unidos)
seguin su tasa de contagios. Los datos son tomados a abril de 2020. (Kumar et al., 2020)
aplican un modelo estadistico exponencial para predecir la evolucion temporal de los casos
confirmados de COVID a través del tiempo en India, China, Estados Unidos, Alemania,
Italia, Japon, Iran y Canada. Ademas, realiza un andlisis de correlacion y de componentes
principales, incluyendo variables socio-econdmicas, para identificar patrones en la
propagacion de la pandemia en los estados de la India. Utiliza datos a mayo de 2020. (Luo
et al., 2020) realizan un PCA y un analisis factorial de los datos de sintomas clinicos
obtenidos de pacientes con COVID en un hospital de China, el propdsito del estudio es
obtener correlaciones entre las variables consideradas que sirvan de base para la
prevencion y control de la pandemia. (Konishi, 2020) aplica las componentes principales
para resaltar las diferencias y semejanzas entre virus de la gripe y el virus SARS COV2,
causante de la pandemia COVID. Para este fin utiliza los datos de secuenciacion del
genoma de estos virus. En (Cobre et al., 2020) se investigan los factores de riesgo
relacionados con la muerte de pacientes con COVID-19, mediante regresion logistica. Los
datos son tomados a abril de 2020. (Ye et al., 2020) aplican PCA y andlisis de
conglomerados para identificar fenotipos de la enfermedad COVID-19, que ayuden a la

prediccion de la severidad de la infeccion. Los datos son tomados a marzo de 2020.

Este trabajo tiene como objetivo explicar la dindmica de la epidemia del COVID-19 en el
Ecuador desde un punto de vista multivariante, a partir de los datos recolectados a marzo
de 2021. En particular, desde la perspectiva del analisis Disjoint HJ Biplot. La ventaja de
los métodos multivariantes es la de considerar simultaneamente la informacion contenida
en todas las variables consideradas, y no de cada variable por separado o por parejas
mediante la correlacion. Esto permite capturar las interrelaciones y patrones

multidimensionales que se puedan presentar en la data.
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Para un primer analisis se seleccionaron diez variables medidas sobre los 221 cantones en
que se subdividen las 24 provincias de la republica del Ecuador. Las variables consideradas

son:
POB: el namero de habitantes de cada canton.

TASA: es la tasa de contagio corresponde al nimero de personas contagiadas por cada

100.000 habitantes.

CASOS: el numero total de casos acumulados desde el inicio de la pandemia hasta

mediados de marzo de 2021.

PROD: es el valor generado, por cada canton, al fabricar bienes o proporcionar servicios.

Se mide en millones de dolares.

EDU: es el valor invertido, en cada canton, para cubrir los gastos en educacion publica y

privada. Se mide en millones de dolares.

ELEH: es la inversion del estado en proporcionar servicios de electricidad y agua en cada

canton. Se mide en millones de dodlares.

VAB: es el Valor Agregado Bruto (VAB), una variable macroeconémica que muestra el
aporte que adquieren los bienes y servicios al ser transformados durante el proceso

productivo en cada canton. Se mide en millones de dolares.
POBR: es el porcentaje de habitantes del canton que vive en condiciones de pobreza.

Para un segundo andlisis se consideran so6lo los cantones cuya poblacion supera los 90 mil
habitantes, puesto que para estos cantones se dispone de la variable EXCM que
corresponde al exceso de personas fallecidas por cada 100 mil habitantes a lo largo de la
pandemia. Para este andlisis se toma en cuenta a mas de las anteriores variables a la

variable EXCM.

Se dispone también de las variables: HOSP el nimero de hospitales publicos y privados

en cada canton. CDS el numero de centros de salud y dispensarios médicos publicos y



105

privados en cada cantdn. Pero no van a ser utilizadas en el presente trabajo puesto que no
son proporcionales a las poblaciones donde se encuentran y desvirtian los resultados

obtenidos, ver (Romeu, 2020b).

Los datos se obtuvieron de las siguientes paginas web: Instituto Nacional de Estadistica y

Censos, https://www.ecuadorencifras.gob.ec/estadisticas/; pagina del Banco Central del

Ecuador,

https://contenido.bce.fin.ec/documentos/Estadisticas/SectorReal/CuentasCantonales/Indi

ce.htm; pagina del sistema Geosalud 3.7.7 del Ministerio de Salud Publica del Ecuador,

https://geosalud.msp.gob.ec/geovisualizador/index.php; y Observatorio social del Ecuador

https://www.covidl9ecuador.org/cantones. En la tabla 3.1 se listan las provincias del

Ecuador y su numero de cantones. En la figura 3.6 se exhibe un mapa de la divisiéon en

provincias del pais con sus respectivos cantones.


https://www.ecuadorencifras.gob.ec/estadisticas/
https://geosalud.msp.gob.ec/geovisualizador/index.php
https://www.covid19ecuador.org/cantones
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Provincia Nimero de
cantones
1 Azuay 15
2 Bolivar 7
3 Cafiar 7
4 Carchi 6
5 Cotopaxi 7
6 Chimborazo 10
7 El Oro 14
8 Esmeraldas 7
9 Guayas 25
10 Imbabura 6
11 Loja 16
12 Los Rios 13
13 Manabi 22
14 Morona Santiago 12
15 Napo 5
16 Pastaza 4
17 Pichincha 8
18 Tungurahua 9
19 Zamora Chinchipe 9
20 Galapagos 3
21 Sucumbios 7
22 Orellana 4
23 Santo Domingo 2
24 Santa Elena 3
Total 221

Tabla 3.1: Ntmero de cantones por provincia
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Figura 3.6: Mapa de las provincias del Ecuador con sus cantones

Ambos estudios se realizaron para dos y tres componentes disjuntas. Se presentan los
resultados para dos componentes disjuntas puesto que la disminucién de la varianza
explicada es pequefia, respecto a considerar tres componentes, pero a cambio se gana en

interpretacion.
Los resultados que se obtuvieron son los siguientes:
En el primer estudio, 221 cantones, 8 variables y 2 componentes disjuntas:

Los resultados proporcionados por el andlisis Disjoint HJ Biplot se muestran en la tabla

3.2, y su representacion grafica en la figura 3.7.
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comMpP1 comp2

POB 14.6826 0.0000

TASA 0.0000 -12.4240
CASOS 13.4997 0.0000

PROD 14.7263 0.0000

EDU 14.6079 0.0000

ELEH 13.9450 0.0000

VAB 14.7562 0.0000

POBR 0.0000 12.4240 Total
% VAR 70.1519 17.4609 87.6128

Tabla 3.2: Cargas, componentes principales disjuntas Estudio 1.

POB

Figura 3.7: Grafico de las componentes principales disjuntas Estudio 1.
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En el caso del Disjoint HJ Biplot, las variables consideradas en el estudio o bien forman

un angulo de 0°/180° (esto es, estan correlacionadas positivamente o negativamente) en

caso de pertenecer a una misma componente disjunta, o bien un angulo de 90° (no estan

correlacionadas) si pertenecen a diferentes componentes disjuntas. Estas correlaciones hay

que tomarlas con mucha precaucion. No corresponden a las correlaciones de las variables

en el espacio original en el cual estan definidas. El Disjoint HJ Biplot realiza una

proyeccion de los datos originales sobre un espacio bidimensional, cuyos ejes estan dados
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por las componentes disjuntas, por ende, hay una deformacion (igual que sucede en
cualquiera de los analisis multivariantes, como por ejemplo PCA o cualquiera de los
diferentes Biplots). En esta proyeccion aparecen las variables ya sea perteneciendo a uno

u otro disjunto. Cosa que no sucede en el espacio original de las variables.

La variabilidad aproximada de cada variable viene dada directamente por el valor de la
coordenada de la variable en la componente disjunta. Y se pueden calcular facilmente tal
como se indica en la teoria del PSO DHJ Biplot. Son un indicativo de que tanto se
deformaron los datos al proyectarlos en el plano formado por los ejes disjuntos. Estos
valores se detallan en la ultima fila de la Tabla 3.2. La varianza explicada por los dos ejes
disjuntos considerados es del 87.61%, lo que es un valor bastante aceptable en el contexto

multivariante.

La primera componente refleja la influencia del tamafio de la poblacion. Las variables
consideradas en esta componente son POB (poblacion del canton), CASOS (numero de
casos confirmados), PROD (el valor de la produccion de bienes y servicios), EDU
(presupuesto destinado a servicios educativos), ELEH (gasto en servicios de electricidad
y agua potable), VAB (Valor Agregado Bruto). Todas estas variables dependen del tamatio
de la poblacion. La segunda componente contrapone las variables TASA (tasa de
contagios) y POBR (porcentaje de la poblacioén que vive en condiciones de pobreza). Estas
dos variables se diferencian de las variables que constan en la primera componente en que
son porcentuales, es decir adimensionales. Ademas, nos brinda una contribucion
importante a la investigacion: En el Ecuador la tasa de contagios estd negativamente
correlacionada con el nivel de pobreza. Lo que implica que mientras mas bajo sea el nivel
de pobreza mayor es la tasa de contagios. Este hecho se puede entender a que en el Ecuador
las la poblacion mas pobre se encuentra en el campo, donde a mas de estar dispersa hay
pocas vias de comunicacion. Las variables con la més alta variabilidad son las variables
TASA y POBR, se encuentran asociadas a la segunda componente disjunta. Mientras que
la variable que presenta la menor variabilidad es CASOS y se asocia a la primera

componente principal.



110

Figura 3.8: PSO DHJ Biplot Estudio 1.

En el biplot presentado en la figura 3.8, considerando la primera componente disjunta, se
observa que el cantdn Quito es el que se separa significativamente del resto. Esté situacion
se debe a que es el canton con la mayor poblacion, también es el que mayor nimero de
contagios ha presentado a lo largo de la pandemia. Seguido por los cantones Guayaquil y
Cuenca que corresponden a cantones donde se encuentran las mayores ciudades del
Ecuador, de nombres homénimos. Siendo Guayaquil la segunda ciudad mas poblada y

Cuenca la tercera.

Ecuador esta dividido geograficamente en cuatro regiones Costa, Sierra, Oriente y Region
insular. Para despejar la nube de datos de la figura 3.8, a continuacidn, se presenta por

regiones. E1 PSO DHJ Biplot de la region Costa se muestra en la figura 3.9, el E1 PSO DHJ
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Biplot de la region Sierra en la figura 3.10, y el E1 PSO DHIJ Biplot de la region oriental
en la figura 3.11. La region Insular es muy pequeiia en términos poblacionales y nimero

de cantones, razon por la que no se grafica.

REGION COSTA
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Figura 3.9: PSO DHIJ Biplot Regién Costa

En la regién costa el canton predominante en cuanto a la primera componente disjunta es
Guayaquil. Mientras que respecto a la segunda componente se ubica en una posicion cerca
del origen de coordenadas, lo que indica que tanto su nivel de pobreza como la tasa de
contagios son cercanos al promedio general. A excepcion de Guayaquil, todo el resto de
cantones de la region Costa forma un conglomerado en torno al origen. Se observa que el
canton Samborondon, su proyeccion en la segunda componente disjunta se ubica cerca a
Guayaquil. Esto se puede explicar por el hecho de que conforma el llamado Gran
Guayaquil, junto al canton Durén, cuya proyeccion en la segunda componente también

esta cerca a Guayaquil.
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Figura 3.10: PSO DHJ Biplot Region Sierra

En la region Sierra, respecto a la primera componente disjunta, el canton que mas destaca
es Quito, seguido de lejos por Cuenca. Al igual que ocurre en la region Costa, el resto de
cantones forma un conglomerado en torno al origen. La proyeccion en la segunda
componente disjunta del canton Ruminahui esta ligeramente mas abajo de la del canton
Quito. En el cantéon Rumifahui se encuentran poblaciones satélites de Quito, y es un lugar
de fincas y conjuntos habitacionales de las clases acomodadas de la ciudad capital, de alli

que su nivel de pobreza sea menor al de Quito.
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Figura 3.11: PSO DHJ Biplot Region Oriental

En la region Oriental no se presentan cantones que se separen del gran conglomerado

central. Esto se debe a que todas las poblaciones orientales son pequeias tanto en poblacion

como en recursos. Respecto al nivel de pobreza el canton Aguarico es el que mejor se sitia.

En este cantdn se encuentran las dos reservas naturales mas importantes del pais por su

biodiversidad y ecoturismo.

En el segundo estudio, se consideraron 35 cantones, 9 variables y 2 componentes
disjuntas, que se detallan en la tabla 3.3:
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1| Ambato 8 El Carmen | 15 | Latacunga | 22 | Naranjal | 29 Riobamba

2 | Babahoyo Esmeraldas | 16 Loja 23 | Orellana | 30 Rumifahui
3 | Cayambe | 10 | Guaranda | 17 Machala 24 | Otavalo 31 Salinas

4 Chone 11 | Guayaquil | 18 Manta 25 | Portoviejo | 32 | Samborondén
5| Cuenca 12 Ibarra 19 Mejia 26 | Quevedo | 33 | SantaElena
6 Daule 13 | Lalibertad | 20 Milagro 27 | Quinindé | 34 | Sto Domingo
7 Duran 14 | Lago Agrio | 21 | Montecristi | 28 Quito 35 Tulcan

Tabla 3.3: Cantones con mas de 90 mil habitantes

En este estudio s6lo se consideran los cantones con mas de 90 mil habitantes y se afiade la
variable EXCM (exceso de personas fallecidas por cada 100 mil habitantes). El anélisis
PSO DHJ Biplot se realizd6 para dos componentes disjuntas. Se tiene los siguientes

resultados, tabla 3.4, y su respectiva grafica en la figura 3.12:

COMP1 COMP2
POB 5.8007 0.0000
TASA 0.0000 -5.3071
CASOS 5.1982 0.0000
EXCM 2.3442 0.0000
PROD 5.7977 0.0000
EDU 5.7686 0.0000
ELEH 5.7985 0.0000
VAB 5.8099 0.0000
POBR 0.0000 5.3071 Total
% VAR 63.6294 17.8830 81.5124

Tabla 3.4: Cargas, componentes principales disjuntas Estudio 2.
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Figura 3.12: Grafico de las componentes principales disjuntas Estudio 2.

En términos de las cargas de las componentes disjuntas la situacion es similar al estudio 1.
Con una disminucion de la varianza explicada de un 6.1%. Las variables TASA y POBR
conforman la segunda componente disjunta y el resto pertenecen a la primera componente.
La nueva variable EXCM agregada se ubica en la primera componente disjunta con la mas
pequena contribucion (2.3442), ver tabla 3.4. La representacion grafica del PSO DHJ
Biplot se exhibe en la figura 3.13.

Figura 3.13: PSO DHIJ Biplot Estudio 2.
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Si se utiliza el segundo eje disjunto como un indice sintético de la dualidad Pobreza-Tasa

de contagios. Podemos ordenar a los cantones en forma ascendente, en base a las

proyecciones en este eje, tal como se muestra en la tabla 3.5 y en la figura 3.14:

CANTON | COMP2 CANTON | COMP2 CANTON | COMP2

1 Quito -3.1835 | 13 Latacunga -0.2181 | 25 Chone 0.7712
2 Rumifiahui -2.8428 | 14 | Esmeraldas -0.1833 | 26 Milagro 0.8287
3 Tulcan -2.1687 | 15| Guayaquil -0.1066 | 27 | Lago Agrio | 0.8592
4 Loja -2.0602 | 16 Manta 0.0243 | 28 Duran 0.9617
5 Cuenca -1.7789 | 17 Otavalo 0.2785 | 29| Quevedo 1.0591
6 Ibarra -1.4919 | 18 | Babahoyo 0.4449 | 30 Daule 1.2002
7 Machala -1.0239 | 19 Guaranda 0.4783 | 31 Naranjal 1.3652
8 Ambato -0.9275 | 20 | Sto Domingo | 0.5321 | 32 | Santa Elena | 1.4367
9 Mejia -0.5545 | 21 Salinas 0.5666 | 33 | Quinindé 1.5606
10 Portoviejo -0.5403 | 22 Orellana 0.5691 | 34| ElCarmen | 1.5658
11 Riobamba -0.5031 | 23 Cayambe 0.5977 | 35| Montecristi | 2.0794
12 | Samborondon | -0.2485 | 24 | La Libertad 0.6528

Tabla 3.5: Orden de los cantones seglin la segunda componente disjunta.
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Cantones segun la segunda componente disjunta
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Figura 3.14: Orden ascendente de los cantones seglin la segunda componente disjunta

Asi, Quito es uno de los cantones que tiene la tasa de contagio mas alta, pero a la vez su
nivel de pobreza es el menor que los cantones restantes. Montecristi es el canton en el
sentido opuesto, es decir, el canton con la tasa de contagios mas baja, y el nivel de pobreza
mas alto. El canton Guayaquil, al que pertenece la segunda ciudad mas poblada del pais

esta en una posicion intermedia respecto a este eje contagios-pobreza.

El estudio comprueba que los cantones mas afectados son aquellos a los que pertenecen
las tres ciudades mas grandes tanto en poblacion como en recursos. Esto es, los cantones
Quito. Guayaquil y Cuenca. El comportamiento de la pandemia en las regiones naturales
en que se divide Ecuador (Costa, Sierra y Oriente) es bastante similar. Es decir, se tiene un
conglomerado en torno al origen con uno o dos cantones alejados de esta concentracion
central (los de mayor poblacion y recursos). Las correlaciones entre variables tal como se
interpretan en el HJ Biplot clasico no se pueden aplicar al Disjoint HJ Biplot, debido a que
la proyeccion obtenida deforma la posicion de los ejes disjuntos. En este andlisis s6lo hay

dos opciones: que los ejes sean colineales o que sean ortogonales.

40
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Capitulo 4

ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES
FUNCIONALES DISJUNTAS
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Los ultimos avances en las diferentes tecnologias de computacion, trasmision y
almacenamiento de informacién han permitido monitorear procesos en tiempo real
obteniéndose datos que son funciones o datos funcionales. Asi como los datos
multivariantes se encuentran en el espacio vectorial RR”, los datos funcionales son
elementos de un espacio de Hilbert de dimension infinita. Por esta razon se hace necesario
disponer de resultados basicos sobre este tipo de espacios. En este capitulo se expone una

breve introduccion a la teoria fundamental de dichos espacios.

El capitulo esta distribuido de la siguiente manera:

4.1 Introduccion.

4.2 Fundamentos teoricos

4.3 Analisis de Componentes Principales Funcionales Clasico

4.4 Propuesta de calculo de componentes principales funcionales disjuntas.

4.5 Aplicacion del Andlisis de Componentes Principales Funcionales Disjuntas.

4.1 Introduccion

Si bien los datos funcionales son de naturaleza infinito dimensional son medidos de forma
discreta en determinado intervalo finito de la recta real. La frecuencia a la que se realizan
las mediciones ha aumentado en forma notable gracias a los tltimos avances tecnologicos,
lo que hace que cada dato funcional tenga una alta dimension, Estas mediciones discretas
gracias a técnicas de interpolacién y aproximacion permiten reconstruir la funcién en
cuestion (J. O. Ramsay & Silverman, 2005). Aun si consideramos la version discreta de
una funcion se tiene que el numero de individuos (curvas) es menor que el numero de
variables (mediciones). Presentandose la llamada “maldicion de la dimensionalidad”. Esto
va en contra del supuesto del Andlisis Multivariante en que el niumero de objetos o

individuos debe ser menor al nimero de variables.
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Ejemplos de datos funcionales los podemos encontrar en varios campos del quehacer
cientifico como espectrometria. Mediciones de condiciones climdticas como temperatura,
humedad presion atmosférica, contaminacion y polucion atmosférica (Di Salvo et al.,
2015). Ecologia (Embling et al., 2012). Genética (Leng & Miiller, 2006). Cotizaciones de
la bolsa (Miiller et al., 2011). Curvas de consumo de electricidad. Datos de tipo médico,
como potenciales eléctricos como los que nos proporcionan electrocardiogramas o
electroencefalogramas (Viviani et al., 2005), (Serensen et al., 2013). En (Hadjipantelis &
Miiller, 2018) se detallan diversas aplicaciones al denominado “Big Data” La estadistica
funcional se ha mostrado como una potente herramienta para el analisis de procesos

estocasticos que se desarrollan en el tiempo y el espacio.

El parametro de las funciones consideradas como datos funcionales es por lo general el
tiempo, sin embargo también puede representar distancias (estadistica espacial) o

frecuencias (como en espectrometria) (Pourshoghi et al., 2016).

Una de las primeras técnicas multivariantes que se aplico en el contexto funcional fue el
PCA, al que también denominaremos PCA clasico. Esta técnica busca una reduccion de la
dimension del espacio en que yace un conjunto de datos a través de la obtencidon de un
nuevo sistema ortonormal de referencia, mediante un procedimiento de maximizacion de

la inercia de la nube de datos disponible.

En el PCA los individuos son representados por vectores en un espacio finito dimensional
y el conjunto de datos por una matriz. Por ello el PCA clasico est4 intimamente ligado a la
teoria de matrices y operadores en espacios de dimension finita. En su contraparte
funcional tenemos el Analisis de Componentes Principales Funcionales (FPCA por sus
siglas en inglés) en el cual los individuos son representados por funciones, esto es, por
objetos de dimension infinita. Por esta razon el FPCA esta relacionado con el Analisis
Funcional y la teoria de operadores sobre espacios de dimension infinita (J. O. Ramsay &

Silverman, 2005), (Kokoska & Reimherr, 2017).

A diferencia del Analisis Multivariante en que la unidad de informacién es un punto

(vector) en determinado espacio vectorial R” en el Analisis de Datos Funcionales (ADF)
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la unidad de informacion es una funcion en el espacio vectorial de las funciones cuadrado
integrables (Lu, 2007). Esto implica un cambio en la metodologia de anélisis de los datos
funcionales. Necesitamos todo el andamiaje matematico disponible y la geometria que nos
proporcionan los espacios de Hilbert separables. Es la estructura de estos espacios la que
permite una interpretacion de las componentes principales funcionales acorde con la

utilizada en el PCA.

Bésicamente se supone que las variables aleatorias funcionales son procesos estocasticos,
que pertenecen a un espacio de Hilbert infinito dimensional. Mientras que los datos
funcionales se pueden considerar como realizaciones (o trayectorias) de dicho proceso
estocastico (Valderrama et al., 2000). Estas realizaciones son las funciones observadas
(son sus mediciones los datos de que disponemos), cuyo argumento toma valores en un

intervalo de la recta real y por tanto son vectores en un espacio de dimension infinita.

(Como se logra transferir un espacio de dimensidn infinita a un entorno computacional
que so6lo admite representaciones finitas? Aqui tenemos que hacer un supuesto: que las
trayectorias del proceso estocastico se pueden aproximar tanto como se dese por una base

finita de funciones generadoras.

Una de las ventajas del enfoque funcional es el de obtener funciones como componentes
principales que son combinaciones lineales de una base ortonormal de funciones continuas
y por ende también son continuas. Esto posibilita calcular sus derivadas, es decir
velocidades o tasas de cambios y por supuesto también la aceleracion del proceso

representado (J. Ramsay & Ramsey, 2002).

Tanto en el ambiente multivariante como en el funcional las componentes principales se
presentan como combinaciones lineales de vectores, vectores en R’ en el primer caso y
funciones en el segundo, que forman una base ortonormal finita. Presentandose el
problema de interpretacion de las componentes principales planteado en el capitulo 1.
(Cudles son las funciones que realmente pesan en determinada componente principal?

(Cudles elegir? ;Cuales descartar? En respuesta a estas interrogantes se presenta la
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metodologia de las componentes principales disjuntas calculadas mediante la optimizacion

de enjambre de particulas adaptada al contexto funcional.

De la revision bibliografica realizada no existen antecedentes de la aplicacion de las
componentes disjuntas al caso funcional. Mas atn de la aplicacion de la optimizacion por

enjambre de particulas para el calculo de dichas componentes.

Los espacios de Hilbert extienden las propiedades de espacios de dimension finita con
producto interno tal como ¥ , de esta manera se hace posible generalizar los resultados
tanto del algebra como del andlisis a espacios abstractos que pueden ser de dimension
infinita, como es el caso del espacio de las variables aleatorias funcionales. La completitud
de los espacios de Hilbert garantiza que el limite de cualquier sucesion de sus elementos
pertenezca al mismo espacio, posibilitando de esta forma la representacion de un operador

en término de sus valores y vectores propios.

En el contexto multivariante un vector en R’ es una sucesion finita de d componentes. El
ntiimero d es la dimension del espacio R’ . En el contexto funcional las funciones, si bien
son “observadas” en conjunto finito de puntos, son consideradas como objetos que
pertenecen a un espacio de dimension infinita. Las propiedades de este espacio son las que

van a determinar el comportamiento e interaccion de los objetos que a €l pertenecen. Es
deseable que la geometria del espacio vectorial finito dimensional R?, que resulta muy

util en la interpretacion de las posiciones de los individuos proyectadas en los planos
principales, se pueda extender a espacios de funciones de dimension infinita. Por tanto, las
nociones de distancia, tamafio, medida angular y ortogonalidad se puedan extender a
espacios de funciones. La clave de todo esto estd en definir un producto interno en el

espacio funcional.

La teoria de los espacios de Hilbert es una teoria clasica, completamente terminada, sin
cabos sueltos. Puesto que este trabajo estd dirigido a la aplicacion de determinados

resultados del analisis funcional a la estructura estadistica que opera con datos que son
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funciones, las demostraciones de los teoremas enunciados en este capitulo y el siguiente
han sido omitidas. Se las puede encontrar en cualquier texto de andlisis funcional, en
particular en dos excelentes libros “Theoretical Foundations of Functional Data Analysis,
with an Introduction to Linear Operators” (Hsing & Eubank, 2013), a cuya estructura de
presentacion nos hemos cefiido, y el texto “Introduction to Functional Data Analysis”

(Kokoska & Reimbherr, 2017).

4.2 Fundamentos Teoricos

El PCA clésico parte de una matriz de datos X centrada, a partir de ella obtiene su matiz
de varianzas covarianzas, esta matriz es simétrica semi definida positiva, lo que implica
que sus valores propios son no negativos. La base tedrica del PCA clasico radica en la
descomposicion espectral de la matriz de varianzas covarianzas. En el ambito funcional se
necesita un simil que permita obtener valores propios no negativos del operador de

varianzas covarianzas.

En primer lugar, seccion 4.2.1, se describe el espacio en el cual se va a trabajar, esto es en

el espacio L” (T ), el espacio de las funciones cuadrado integrables, y las propiedades de

los operadores lineales sobre dichos espacios. La matriz de varianzas covarianzas pasa a

convertirse en un operador lineal sobre 17 (T ) En el contexto de las transformaciones

lineales, acotado es sindnimo de continuo. El andlogo a la operacion matricial Av para el
calculo de los valores propios es el operador lineal descrito en (4.2.6) y su nucleo viene a
ser el equivalente de la matriz de varianzas covarianzas. En la seccion 4.2.2 se describen
los operadores auto adjuntos que son el equivalente de las matrices simétricas, tal como lo
es la matriz de varianzas covarianzas. Ademas de ser simétricas este tipo de matrices es

semi definida positiva. También se generaliza este concepto a operadores lineales sobre
Vg (T ) En la seccién 4.2.3 se definen los operadores compactos que permiten una
aproximacion por medio de operadores de rango finito. Es decir, los podemos aproximar

desde un punto de vista matricial. Este punto es clave puesto que permite pasar de un

ambiente infinito dimensional a uno de dimension finita. Ya que el operador funcional que
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se utiliza para generalizar la expresion matricial Av = Av es compacto, y el nimero de
valores propios o bien es finito o forma una sucesién que converge a cero. En la seccion
4.2.4 se establece la generalizacion de la descomposicion espectral de una matriz a
operadores lineales auto adjuntos y compactos. En la seccion 4.2.5 se definen los
operadores de Hilbert Schmidt en los cuales se puede generalizar la norma matricial clasica
o de Frobenius. En la seccidon 4.2.6 tenemos a los operadores de la clase traza que extiende
la idea de que la norma se puede calcular como la suma de sus valores propios. Tal como
se tiene en el contexto multivariante. En la seccion 4.2.7 se establece el teorema de Mercer

que es el equivalente al teorema de descomposicion espectral en el contexto matricial.

4.2.1 Espacios 1/ (T) y operadores lineales

Dentro de los espacios de Hilbert hay uno que tiene particular interés para el andlisis de

datos funcionales es el denominado espacio L* (T ) , este es el espacio al cual van a

pertenecer las funciones bajo estudio.

Definicién 4.1.- Sea (7,B, 1) un espacio medible y sea p >1, se define el espacio L* (T)

como el conjunto de las funciones medibles en 7 que satisfacen:
[ 1l dp <o (4.2.1)

Si feL”(T), se define:

/l

L (L| ; |pd,u)l/p (4.22)

P

Donde 7= [a,b] dR esun intervalo compacto, B esla o—algebra de Borel de los

subconjuntos de [a, b] ,y 1 eslamedida de Lebesgue en R , porlo que d i se puede

reemplazar por drf .
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De entre todos los espacios [? (T ) con p =1, el Gnico que es espacio de Hilbert es el

espacio L*(T):

[ f @t <o
Su producto interno esta dado por:
V.S elX(T), f.f = fF(i)f (@) dt (4.2.3)
1 2 < 1 2 T 1 2

A los elementos de L* (T') se les denomina funciones de cuadrado integrable.

Recordemos que [* (T ) es el conjunto cociente cuyos elementos son clases de

equivalencia.

En el contexto multivariante se trabaja con datos definidos en espacios de dimension finita.

Asi, una matriz de tamafio mx n se puede interpretar como una transformacion lineal que

va del espacio R"en el espacio R” . En el caso funcional tenemos aplicaciones lineales
que van de un espacio de dimension infinita en otro espacio de dimension infinita. Si el

espacio de partida es igual al de llegada tenemos los llamados operadores lineales. En el

caso de datos funcionales tenemos que el espacio vectorial es L? (T ) En el andlisis

multivariante, las matrices son de tamafio finito y por ende representan a operadores

continuos. En L7 (T ) los operadores acotados son continuos.

Una aplicacion lineal L: Vi — V2 se dice acotada si existe una constante ¢ >0 tal que:

VveV,,

L (v)”v2 <c ||v|| . (4.24)

Esto implica que, si L es acotada, la imagen de un conjunto acotado es también un

conjunto acotado.
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Una aplicacion lineal L:V, —V,. L es acotada, si y so6lo si es continua.

Sean V, y V,dos espacios vectoriales. Al conjunto de todas las transformaciones lineales

acotadas de V) en Va se le nota por & (Vi,V2).

Con las operaciones usuales de funciones, esto es, suma y multiplicacion por escalar,

£ (V1,V2) es un espacio vectorial.

En particular, si V es un espacio normado, al conjunto de todos los funcionales lineales

acotados de V en R se denota por & (V, R) y se denomina espacio dual de V.
Traza de un operador lineal:

Sea una aplicacion lineal L:R" > R”, B ={Ie '} la base canonica de R”, y sea Asu

matriz asociada en la base B. Se tiene que la traza de L esta dada por:

tI‘(L) - tI‘(A) - Zaﬁ - Z(J‘le,) ei:éAei,e)
2

i=1 =1 =1

En analogia se define la traza de . € & (V1,V2) por:

tr(F) Zwa(e,.),e,.> (4.2.5)

i=1

Definicién 4.2.- Consideremos el espacio L (7). Sea K una funcion cuadrado integrable

sobre T'xT . Sea feL?(T), se define el operador lineal .7 por:
7 (NNO=] K(-u)f @ (4.2.6)

Denominado operador integral. K se llama nucleo del operador J*.

El operador _# es acotado y por tanto continuo.
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4.2.2 Operadores Auto-adjuntos
Sean H, y H> dos espacios de Hilbert, con productos internos <|>1 y <|>

2

respectivamente. Para cada elemento .7 de & (Hi, Ha ) existe un tmico elemento 7 *
de E(Hz , H1) tal que:

Vx, € H Vx,e H,, <f(x1),x2> 5 :% xf*(x2)>l 4.2.7)

El operador #* se denomina operador adjunto de # . Si H,=H, y si F*=#, F se

denomina operador auto-adjunto. En el contexto matricial, el concepto de operador
adjunto corresponde al de matriz transpuesta, y el de operador auto-adjunto corresponde

al de matriz simétrica.
Sea # e £ (Hi, Ha), se tiene que:
1 (A=~

2. |7 =7

. | F A=A
Definicion 4.3.- Un operador auto-adjunto # sobre un espacio de Hilbert se dice que es:
1. Semidefinido positivo si satisface la condicion:
VxeH, (F(x),x)20 (4.2.8)
2. Definido positivo si cumple que:

VxeH, (F(x),x)>0 (4.2.9)

Seaun operador # € 5 (H ) ,Si # es semidefinido positivo, entonces existe un tnico

operador & € &(H ) tal que:

S =F (4.2.10)
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Se nota por .#'"2 al operador raiz cuadrada & .

4.2.3 Operadores compactos

Dentro de los operadores lineales nos interesa en particular, en el analisis de datos
funcionales, los denominados operadores compactos pues se pueden aproximar por medio
de operadores de rango finito cuyas propiedades son similares a las de los operadores
lineales de dimension finita. Esto es, presentan propiedades andlogas a las de las matrices

de varianza covarianza, usadas en el contexto multivariante.

Definicion 4.4.- Sean dos espacios vectoriales normados X, y X, . Una aplicacién lineal
J 1 X, — X, sedice que es compacta si transforma conjuntos acotados en conjuntos
relativamente compactos (en conjuntos cuya clausura es compacta).

Una consecuencia inmediata de la definicion anterior que toda aplicacion lineal compacta

es continua.

Si # es compacta, entonces Im(#)es separable.

Una trasformacion lineal # de rango finito tiene por imagen a un subespacio de dimension

finita y por tanto es isomorfa a algiin espacio R” con p € N,

Sea aplicacion lineal # : X, — X, de rango finito, entonces .# es una aplicacion

compacta.

Teorema 4.1.- Sean H, y H> dos espacios de Hilbert. Sea un operador compacto
J .H, — H,,entonces .# es el limite de una sucesion de operadores de rango finito

J tH — H, conn € N.Es decir, lim Hf—/";H:O.

n—00
El teorema 6.11 nos dice que .* se puede aproximar tanto como se requiera por una

aplicacion lineal de rango finito.
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4.2.4 Teorema de descomposicion espectral

En el &mbito multivariante, el nucleo fundamental del analisis de componentes principales
es la descomposicion espectral de la matriz de varianzas-covarianzas que es semi-definida
positiva. En el contexto funcional, en analogia con el caso multivariante, también es de
suma importancia calcular los valores y vectores propios de los llamados operadores de

covarianza, que se detallaran méas adelante.

Definicion 4.5.- Sea H un espacio de Hilbert. Se nota por Z(H) al espacio vectorial de

los operadores lineales acotados sobre H.

Definicion 4.6.- Sea .# € G(H ), Se dice que A\ € R esun valor propio de # si existe

un vector e € H, e = 0 tal que:
Fle)= e (4.2.11)
e se denomina vector propio asociado al valor propio A.

Si H es un espacio funcional e se denomina funcion propia asociadaa .

Definicion 4.7.- Sea A un valor propio de . € Z(H), se define el espacio propio

asociadoa A por £, =Ker 7 —M = veH [F(V)=N\

Teorema 4.2.- Sea . € B(H) y sean los valores propios de )\j ,J=12,...

Supongamos que los valores propios de .#  son todos distintos y diferentes de cero, con

vectores propios asociados €, , j = 1,2,... respectivamente. Entonces:
1. Los vectores propios €;, j = 1,2,... son linealmente independientes.

2. St/ esauto-adjunto, los vectores propios €, son mutuamente ortogonales.
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Teorema 4.3.- Sea .# € SF(H) un operador compacto.
1. dim E es finita para A = 0

2. El conjunto de valores propios de # diferentes de cero es contable.

Teorema 4.4.- Sea .# € 5F(H) un operador compacto auto-adjunto, entonces

1. El conjunto de valores propios de . o bien es finito o bien constituye una sucesion
que converge a cero.
2. Cada valor propio diferente de cero tiene multiplicidad algebraica finita.

3. Los vectores propios asociados a valores propios diferentes son ortogonales.

Si un valor propio tiene multiplicidad geométrica mayor a uno, los vectores propios
correspondientes se deben calcular por medio del proceso de ortonormalizacion de Gram-

Schmidt y asi obtener una base ortonormal para el espacio propio correspondiente.
A continuacion, tenemos el denominado teorema de descomposicion espectral:

Teorema 4.5.- Sea . € F(H) un operador compacto auto-adjunto, entonces existe un
conjunto de valores propios A, A, A, ... del operador 7, con sus respectivos vectores
propios e ,e,,e,,..., tal que:

I. A esuna sucesion decreciente y si es infinita converge a cero.

2. e, esunabase ortonormal de Im(F).

3. * admite la representacion numerable:
F = Z’\/ej ®e, 4.2.12)
j=1
Por tanto, de (4.2.12) se concluye:

Vx € H, (x) = ZX:)\f <x,e,- >e,- (4.2.13)

j=1
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Definicion 4.8.- La igualdad (4.2.13) se denomina descomposicion o representacion

espectral del operador /.

Esta representacion espectral de #  es unica en el siguiente sentido:

Si P es la proyeccion ortogonal sobre el correspondiente espacio propio £, entonces la
n A

descomposicién F = Z/\P es Unica.

i n
j>1

Una consecuencia del teorema de descomposicion espectral es:
% 2
(F ), x) =>A(x.e, ) 4.2.14)
j=1
De donde: <f(ej),ej > =,PF eHj , j=1,2,.

Ademas, los valores propios de un operador semidefinido positivo no son negativos.
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4.2.5 Operadores de Hilbert-Schmidt

Dentro de la clase de las transformaciones compactas hay una subclase que tiene especial
interés en el andlisis de datos funcionales, son los denominados operadores de Hilbert-

Schmidt. En esta clase de operadores se puede generalizar la norma clasica matricial.

Definicion 4.9.- Sean # € & (Hy, H2). Sea e, una base ortonormal cualquiera de H,

. Si se cumple que:
EX:H” (ef)Hz <
=1

Se dice que .# es una aplicacion de Hilbert-Schmidt. Al conjunto de todas las

transformaciones de Hilbert-Schmidt de A1 en H> se lo nota por & (Hl, Hz) .

o (H1, Hz) es un espacio vectorial respecto a las operaciones usuales de funciones.

Toda aplicacion de Hilbert-Schmidt es compacta.

Definicion 4.10.- Sea una base ortonormal e de H, . Se define la funcién
<.|.>HS 2 Bys (Hy, Hy )x Bys (H, Hy ) > R por:

0

<£|£>HS :__Xfl-(ej ), f;(ej)>z (4.2.15)

j=

Teorema 4.6.- La funcion dada en (4.2.15) es un producto interno en 4, (Hl, H2) .

Sea una base ortonormal e de Hi. Se define la norma de Hilbert-Schmidt en

5, (Hi, Ha) por:
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( w 5 1/2
bl 3 | 4216

El valor de 7], es independiente de eleccion de la base e, . Si utilizamos la base

ortonormal compuesta por los vectores propios de *.# (e;) = A, por lo que (4.2.16)

se puede escribir de la forma:
7], = by R 4.2.17)

Si F el (Hl, Hz) y J * es su operador adjunto, la norma de Hilbert-Schmidt también

SC eXpresa por:

12

1A1,, = @ *7)) (4.2.18)

Donde la traza esta dada por (4.2.5).

Si H=R" y H,=R", la norma de Hilbert-Schmidt viene a ser la norma de Frobenius. La
aplicacion # esta representada por su matriz asociada A = H_a,j —U en las bases canonicas
de R" yR":

Sea e; el j-ésimo elemento de la base canonica de R™, entonces Ae; es igual a la j-ésima

columna de (alj sy jseeesd,, o - PO tanto:

R

J mj n

2 t
|7l =3¢ |, :ﬂ(a’ R )H
j n 1j 2j

=a’ +a’ + +d°
1j 2j mj
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172

1A, T ﬂ:ﬂ—d (0 +a v )\

- S5
K.}—l =1 }

= (r(a'A))"

El espacio vectorial 2, (Hi, Hz) con el producto interno dado en la ecuacion (4.2.15)

constituye un espacio de Hilbert separable.

4.2.6 Operadores de la clase traza

Sean H; y H>dos espacios de Hilbert separables. Se dice que €5 (H1, Hz) es una

aplicacion de la clase traza si para alguna base ortonormal e, de H la cantidad:

| = z<(f ) e, e> (4.2.19)

Es finita. En tal caso se dice que Hf HT es lanorma traza de J# . El valor de la norma traza

no depende de la eleccion de la base ortonormal. El operador de covarianza en el analisis

de datos funcionales es un operador de la clase traza.

Para un operador _# de la clase traza se cumple que |f ||TR :H (F*F \1/4 Aqu1 se

1/2
debe entender que (,/""*]-“)”4 (f*f)l/z)
También podemos expresar:

FrF=\rrF)")
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Si # es un operador de la clase traza, se tiene que # es compacto. Si ademas es

es auto-adjunto con valores propios A se tiene que:
171, =4 42.20)
J

oC

le <o se denomina la traza del operador /", notada por tr(f ). Cuando / es
=1

semidefinido positivo se tiene:
tr(A) =|A],, =_4 (4.2.21)
j3

Que es el equivalente al resultado del analisis mutivariante para la matriz de varianzas-
covarianzas.

4.2.7 Operadores integrales

En esta secciébn nos vamos a centrar en describir las propiedades de los llamados
operadores integrales, como es el caso del operador de covarianza en el anélisis de datos

funcionales.

Consideramos un espacio medible (T ,B, y) , donde T es un intervalo compacto de la recta

real, 44 es una medida finita con soporte 7, y B es sigma algebra de los borelianos de T.

Sea K una funcion medible en el espacio producto 7'xT" tal que:
J.J.TXTK ? (S’ t)d ,Ll(S)d ,U(l) <o

Lo que indica que es de cuadrado integrable en 7' xT .

Sea feL*(T), se define el operador integral A por:
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[£(NH]()= IT K(s, - )f (s)d 4s) (4.2.22)
La funcion K se denomina nucleo del operador.
[£(/)]() es medible y ademas A" e Z(12(T)).

Se tiene que el operador integral £ es compacto.

Teorema 4.7.- El operador integral £ es semidefinido positivo si y s6lo si su ntcleo K

es semidefinido positivo.

Se tiene el siguiente teorema denominado teorema de Mercer, uno de los dos puntales
basicos del andlisis de componentes principales funcionales' y del llamado “machine
learning” pues juega un papel importante en el andlisis de la varianza de las variables
aleatorias funcionales y nos permite realizar la representacion en serie de un nucleo de

covarianza.

Teorema 4.8.- Sea un niicleo K continuo, simétrico’ y semidefinido positivo, y sea A su

correspondiente operador integral. Sean A, \,, A, ...valores propios del operador integral

A con sus respectivos vectores propios e,,e,,e,,---, entonces el nucleo K admite la

representacion:

oC

VseT VteTl, K(s,f) = Z,L.ej (s)e; (4.2.23)
J=1

La sumatoria en (4.2.23) converge absoluta y uniformemente.

L El otro soporte es la representacion de Karhunen-Loéve, que lo trataremos en la seccion
4.3.2.

2 Simétrico en el contexto de funciones bivariadas significa que K (s,7) = K(t,5)
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En el préximo capitulo vamos a utilizar los resultados enunciados para dar una estructura

matematica al desarrollo de la teoria de las componentes principales funcionales.

4.3 Analisis de Componentes Principales Funcionales Clasico

El desarrollo de los medios tecnoldgicos y la conectividad a gran escala han permitido que
la toma de datos se pueda realizar de forma masiva, inmediata y constante. Asi, por medio
de sensores, que son facilmente asequibles y sencillos de manejar, es factible el monitoreo
en tiempo real y de manera continua de diferentes eventos que anteriormente se los hacia
de forma discreta y esporadica. Por ejemplo, en las estaciones meteoroldgicas habia un
termometro de maxima y minima, cuyas lecturas se hacian una vez por dia. Ahora, un
sensor nos envia la informacién sobre la temperatura registrada en la estacion

meteorologica ya sea de manera continua o a intervalos de tiempo bien pequeios.

Por ende, se abre un nuevo arquetipo en el manejo de datos estadisticos: hoy por hoy nos
enfrentamos a datos que ya no son puntos en un espacio multivariante sino son funciones
que pueden tener como argumento una o mas variables. Dicho de otra forma, necesitamos
de una estadistica que maneje al dato funcional de la forma como se hacia con el dato

multivariante.

La estadistica funcional tiene como elemento fundamental al dato funcional que es aquel
que resulta de procesos registrados de forma continua en el tiempo o en el espacio. Los
datos funcionales se pueden modelizar mediante la teoria de Proceso Estocasticos. Asi,
una variable aleatoria funcional viene a ser representada por un proceso estocéstico
estacionario y las observaciones de dicha variable viene a ser realizaciones del proceso
estocastico. Par describir la estructura estadistica en la que se fundamenta el analisis de
componentes principales funcionales en primer lugar vamos a resefiar los principales

resultados que conciernen a los procesos estocésticos estacionarios.



139

4.3.2 Estructura estocastica del Analisis de Componentes Principales

Funcionales Clasico

Definicion 4.11.- Sea un espacio de probabilidad (Q,/—" ,P). Sea T R. Un proceso

estocastico X se define de la forma:

X:TxQ—>ScR

4.3.1)
(t,ow) > X (t,w)

Donde:

T se denomina conjunto de parametros o indices, por lo general representa al tiempo, es
un intervalo de Be la forma 7 — [0, oo) ol= [a, b]. En analisis de datos funcionales

gtoma T = [a, b]. Sin pérdida de generalidad vamos a considerar en adelante que ¢

representa al tiempo.

S'es laimagen de la aplicacion X'y se denomina espacio de estados del proceso. La variable

aleatoria X (r,@w) también se representa por X,(w). Para un valor dado de t€T X, (w)es
una variable aleatoria, y para un @2 dado le corresponde la funcion X, (@) que es una

funcion que depende del tiempo denominada “realizacion o trayectoria del proceso”. Por
comodidad se suele notar a X (¢,w) por X(f), sin olvidar que también es funcion de @ .

Asi, el proceso estocéstico es una familia de variables aleatorias:

X={X(tw)/teT}={X)/t} (4.3.2)

Definicién 4.12.- Sea la funcion (-,-):(Q,.7, P)x(Q,.#,P) > R dada por:

(X.V)o —E[7]

(4.3.3)
— j X (W)Y ()dPOw)

Notese que si las variables aleatorias X y Y son centradas:
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1. <X Y >Q €S su covarianza.

2. Lavarianza de X viene a ser:

Var[ X]=E[X] =xX*(wdP(w) =X, X),

Por tanto, la desviacion estandar o, es la norma de X,
3. El coeficiente de correlacion entre X y Y esta dado por :

(X.,Y), _E[_ﬂ B

cos(f) = i = = p
”X”Q ”Y”Q Ox v

El espacio (Q, F, P) con el producto interno dado por (4.3.3) y que satisfacen
E [X ]2 <oo es un espacio de Hilbert separable notado por L2 (Q) . Puesto que

E[X ]2 >E? [X ] , L? (Q) es el espacio de las variables aleatorias de varianza finita.

Definicion 4.13.- Si todas las variables aleatorias X (¢, @) pertenecen al espacio de Hilbert

L*(©) se dice que el proceso estocastico X es de segundo orden.

Definicion 4.14.- Una variable aleatoria funcional es un proceso estocastico de segundo

orden X = {X (H/teT } y un dato funcional X (f) es una realizacion o trayectoria de dicho

proceso estocastico X.

Definicion 4.15.- Se dice que un proceso estocastico X = {X 0/t 67} es continuo en

media cuadratica si satisface:

VieT, limE[(X(tJrh)—X(t))zj —0

h—0
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Por tanto, en promedio la distancia cuadratica de la trayectoria X (¢) entre dos instantes de

tiempo bastante cercanos tiende a cero.

Sea 7' = [a,b] dR, las trayectorias o realizaciones X (#) del proceso X son funciones de ¢
definidas en el compacto [a,b] . Si asumimos que las trayectorias del proceso estocastico
X pertenecen al espacio de Hilbert 1 (T ) el producto interno dado en (4.2.3) nos provee
de una geometria util para describir e interpretar a los datos funcionales.

En adelante todas las variables aleatorias funcionales consideradas seran procesos
estocasticos de segundo orden, continuos en media cuadratica, y sus realizaciones X (¢),

como funciones de ¢, seran elementos de L*(T).

Definicién 4.16.- Sea la variable aleatoria funcional X ={X (f)/teT}, se definen:
1. La funcion media:

u:T >R

434
t = u(t)y=E[ X0 (4.34)

2. La funcidn covarianza:

C:TxT >R

(t,s) > C(t,5) =E[| (X () - () (X (5) - () || (4.3.5)

Definicion 4.17.- Si () =Opara todo ¢ €T, se dice que la variable aleatoria funcional
es centrada.
Si X no es centrada, la variable aleatoria funcional X = {X O—)/teT } es centrada.

Sin perder generalidad, en adelante vamos a considerar que las variables aleatorias

funcionales son centradas.
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Propiedades de la funcion covarianza C(¢,s):

1. Es auto-adjunta

2. Es semidefinida positiva
Teorema 4.9.- Un variable aleatoria funcional X = {X (H/teT } es continua en media

cuadratica si y solo si su funcion covarianza C es continuaen 7' x7 .

Definicion 4.18.- Sca una variable aleatoria funcional X ={X (t)/t 61} se define su

operador covarianza A :L*(T')— L*(T) por:
[£X]0) = f L C(t,9) X (s)ds (4.3.6)

El ntcleo de este operador es la funcion covarianza C.

Como la variable aleatoria funcional es continua en media cuadratica, la funcion de

covarianza C es continua y por tanto el operador £ es acotado.

Propiedades del operador covarianza:

1. £ es compacto sobre L? (T ), lo que implica que se puede aproximar por un

operador de rango finito tanto como se requiera.

2. Es auto-adjunto puesto que:
VX, X e*(T), (£(X),X,) =t XL (X,))
3. Es semidefinido positivo:
VX, eL*(T), (£(X),X )=0

De la forma en que se ha definido el operador covarianza lo convierte en un operador

integral de la clase traza y un operador compacto de Hilbert-Schmidt.

Sean {/1, ,e j} L los valores y vectores propios del operador covarianza A, se tiene:
J
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e 1=, Clt.9)e;(s)ds = (43.7)
%

La ecuacion (4.3.7) se denomina ecuacion integral de Fredholm y en su resolucion esté la
clave del analisis de componentes principales funcionales. Notese la semejanza con su
contraparte multivariante: Para determinar las componentes principales multivariantes hay
que resolver un problema de maximizacion de varianza que al aplicar los multiplicadores

de Lagrange se llega a que la solucion es la misma que del problema de valores y vectores

propios Vu; = Au; >

En el caso funcional la matriz de varianza covarianza V esté representada por C(¢,s) y el

vector u, por la funcion e,. El producto matricial Vu,, al encontrarnos en espacio de
Hilbert est4 dado por J.T C(t,5)e;(s)ds . En el caso matricial el naimero de valores propios,

contando su multiplicidad es finito, en el caso funcional es infinito.

En general, la resolucion de (4.3.7) es un problema mal condicionado, no hay garantias de
que sus soluciones sean estables. Por esta razon, en este documento vamos a proponer una
estrategia de estimacion de la solucion del problema, como se detallara en la subseccion

4.3.4.

Puesto que el operador covarianza es semi definido positivo los valores propios de A son

no negativos. Por el teorema de Mercer (4.2.23) se tiene que:
VseT Vit ET, C(S,[) = Zﬂ,jej (S)ej@ (438)
=

Supongamos que se desea determinar una funcion ¢, L*(T') de norma unitaria tal que

<K ((01),q01> sea maximo. Puesto que A es semidefinido positivo todos sus valores

propios A; son no negativos. Ordenando los A; en orden decreciente tenemos A, > 4, >--

3 Ver Capitulo 1.
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Vamos a suponer que 4, # A, paratodo i # j lo que asegura que exista que por cuanto sus

funciones propias son mutuamente ortogonales.

Al igual que se hizo en el caso multivariante tenemos que maximizar:

(o0 )% 0. ho )= Tsone ) 439)

Con la restriccion ;/1] <(01, ej> =1

Puesto que el mayor valor propio es A, con funcién propia asociada e, , tomamos @1 =e¢,

O QY ——e:

(Lee) Zﬂj(el,ej >,el>=Zﬂ7<el,ej> =1 (4.3.10)

Y el valor méximo es A,, al igual que en el caso multivariante (como se puede apreciar en
el capitulo I).
Una vez determinada la funcién principal ¢, deseamos encontrar una funcién principal

@» tal que maximice </C"((pz ),(pz> y que sea ortogonal a ¢, siguiendo el mismo proceso
antes descrito vamos a comprobar que ¢, = e, . Asi sucesivamente si deseamos encontrar

una funcioén principal @3 que maximice <K (¢3), > y que sea ortogonal a @2 y @3.

Para determinar las componentes principales funcionales el enfoque utilizado es similar a
su contraparte multivariante, es decir, expresar a las funciones observadas como una

combinacion lineal generalizada de la forma:
a1 = [ X(0)f(t)dt

Donde feL*(T).
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En (Valderrama et al., 2000) se muestra que la varianza de o est4 dada por:

Var[a]—E? X (1) f(t)dt) 1_ <I X () f(t)dt)( X (s) f(s)ds)—|
1 |L J| | Jr T ]

De donde:

var[a]=El[[ X(0X () 1) f (s)drs]
]

=T

Ingresando la esperanza a la integral:

Var[ey ] = | j [ X)X ()] £ () f(s)deds
C(t s)

Var[en] = [[ C(t.9)f (0. (s) dtds

Var[a] = [ £(f@) f @t = (£ (/). /®))

De (4.3.9) y (4.3.10) el maximo para Var[al] = Ael mayor valor propio del operador
covarianza, y f'es la funcion principal asociadaa A, esto es f=-e;.Y asicon las demas

combinaciones lineales:
a;= [, X (e, ()t (4.3.11)

Las variables «; se denominan scores, mientras que las funciones e; son las componentes

principales de la variable aleatoria funcional X.

La covarianza entre dos scores o; = ITX e,k y o = ITX (t)e; (Bt con i+ j, esta

dada por:

Covl| a,a; 1|=El a1 :LEF( [ e @ )(] X, (s)ars}1

De donde:
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Covl| @, 1|= 1[:r [ X0x©e e (S)dl‘ds—|J

=T

Covl| a0y 1= [[ E[ X ()X (9)]ei (0)e; (s)drds
: C(, s)
t,s

COVl_LO&‘,(l_/ —|J :.[_/C (e; (s))e, (1)dtds
—{L(e)e(t))

Aplicando (4.2.14)

Covl a,a | =°CZA<e ,e >2

! J Lo

A
Como las funciones principales son ortogonales: <e,.,ej > =20. Por tanto, COVl_Lai,aj —U =0

A continuacidn, tenemos la denominada representacion de Karhunen-Loeve, que permite
expresar a un proceso estocastico en forma de serie al estilo Fourier, pero con la diferencia

que los coeficientes «; son variables aleatorias.

Teorema 4.10.- Sea una variable aleatoria funcional X :{X (H/teT } Sean

A, > A, >--->0 los valores propios de su operador covarianza A, con sus respectivas

funciones propias e,,e,,---. Se tiene que:

X)) = ;a,-ej (9 (4.3.12)

La convergencia de la sumatoria en (4.3.12) es en el sentido de la norma de L? (T ) .

La representacion proporcionada por el teorema de Kahunen-Loeve permite, al igual que
en el caso multivariante, una reduccion de la dimension considerando solo los primeros k
sumandos de la representacion (4.3.12) para un valor de k lo suficientemente grande. Otra

forma de reducir la dimensionalidad es proyectar los datos funcionales en un espacio
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generado por una base finita de funciones como series de Fourier, trazadores ctibicos o

nucleos.
4.3.3 Valores propios y funciones principales.

En el analisis multivariante disponemos de una matriz de datos X de tamafio nx p, cuyas
entradas x; representan a los valores observados de la variable X, (j=1,.,p) enel
individuo i =14,.,n. En el contexto funcional se dispone de una variable aleatoria
funcional X={X(¢f)/treT},y de una muestra de n datos funcionales X (), ..., X, ()
observados en los puntos 1,,t,,...,¢, €T, que suponemos estan igualmente espaciados.

Estos datos son convertidos en elementos pertenecientes a espacios funcionales generados
por bases finitas. Este es otro paso clave en FPCA, pues permite pasar de un contexto
infinito dimensional a uno finito dimensional, es decir a un espacio en el que se puede usar

representaciones matriciales.

Esta conversion se realiza a través de métodos de interpolacion o de suavizado que se

desarrollan en la proxima subseccion.

Estimacion puntual de la funcion media:

Definicion 4.19.- Se define el estimador muestral de la media por:

X0 =ln" X, (4.3.13)

-— =

Teorema 4.11.- El estimador X (7) es insesgado, esto es E[| X(#)]|=E[ X@)] y converge

en media cuadratica a E[ X(1)].
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Estimacion de la funcion covarianza:

Definicion 4.20.- Se define el estimador muestral de la covarianza por:

n

_ 1 _ _
Ce.) =~ (X6)-X(®)(X,0-X(0)) (4.3.14)

j=1

Teorema 4.12.- El estimador C(s, ) es insesgado, es decir E rle(S, t)—| |= E[C(s, t)] y

converge en media cuadrética a E[ C(s,0)] .

4.3.4 Estimacion de las componentes principales funcionales.

Con el estimador muestral C del nucleo de covarianza C, podemos construir un estimador

del operador de covarianza A y resolver la ecuacion integral de Fredholm resultante:

) =] Ct.5)e;(s)ds = Ae, (4.3.15)
0

Los valores y funciones propias soluciones de (4.3.15) son estimadores de sus
correspondientes que son soluciones de la ecuacion (4.3.7). Por comodidad en la notacion

los vamos a llamar de la misma manera.

Para estimar la solucion de (4.3.15) vamos a utilizar el método descrito en (J. O. Ramsay
& Silverman, 2005) y (Hsing & Eubank, 2013), que consiste en representar a la

mencionada ecuacion en forma matricial, para ello a cada funcion X, se escribe como

combinacion lineal de una base de funciones B — { Vi Wsses l//K} :

Xj(t) :kzzlcjkl//kQ (4316)
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La eleccion de K depende de muchos factores, el mas importante es si los datos son

interpolados o ajustados. Si se tiene la segunda opcion el valor de K debe ser mucho menor

que n. {Qué tan menor debe ser K? Depende de la bondad de ajuste que resulte del valor

de K elegido, del nimero de puntos 7 en que se midieron las variables

elegida.

En formato matricial;

X C
Donde:
[ Xi(s)
= |
X | : | ,
ILX%6) 0
|cll ClK|
C \ SR ,
llew - e ok
[t//l(t)w
o
fw,(@um

Con esta notacion se tiene que el nucleo de covarianza es:

_ c'c
Cs,t) T&—— O

n
Sea G la matriz de Gram de la base B:

G rL<l//,-,t//,~>1 | [ITI//,- Dy, (t)dt]

KxK

X;, vy de la base

(4.3.17)

(4.3.18)

Puesto que estamos trabajando en el campo de los nimeros reales, G es definida positiva.
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Si la base B es ortonormal, G es la matriz identidad.

Supongamos que una funcién propia e, del operador de covarianza A , asociado al

valor propio A, tiene la representacion:

K
e; (1) ;bkwk 6)
En formato matricial;
e(s) T(s)b(s)

Reemplazando en (4.3.15):

_ i C'C i
j C(t,5)e,(s)ds j s5) — @ (b)) dt
T T n

_ il
De donde: [ C(t.5)e(s)ds *(s)% jT @ +(©b()dtb(P)
G

_ +  C'C
[ Ct.s)e;(s)ds  (s)—Gb®
T - n

De donde:

Ccfc

"6)_—Gb() e () A (5)bes)

n
Lo que implica:

c'c
—Gb b
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c'c

La matriz G no es simétrica. Dado que G es definida positiva existe una Uinica matriz

n
G” tal que G*G” G. Consideremos el cambio de variable b G “u. Es decir,
u G’b:

cic . . Lo
___G/G’b G 4G/

n
c'c .

___GAu G ‘u
n

Multiplicando a ambos lados por G*:

t 1 1
Gl/2 2 G"u AG*G _yzu Au
n

c'c

n

. . . . . , . 1 .
Lo que implica queu es el vector propio de la matriz simétrica G” G” asociado al

valor propio A . Si calculamos A y u, obtenemos b.

Por tanto, el analisis de componentes principales funcionales es equivalente al analisis de

componentes principales multivariante de la matriz CG”. Ademas, si la base B es
ortonormal G I es equivalente al anélisis de componentes principales multivariante de

la matriz C.

En efecto, la matriz de varianzas covarianzas de CG” es:

Loca' N (e L(ah Y creck
n(CG)(CG) (G)C7CG

i
I/ZCC

G G/

n

Y silabase B es ortonormal, como en el caso de las bases de Fourier, la matriz de varianzas

covarianzas estd dada por:
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Cc'C

n

(4.3.19)

El nimero maximo de componentes principales es la cardinalidad de la base B, es decir K.
Si se aplica algin método de suavizacion a los datos originales se recomienda que el
nimero de componentes principales funcionales sea mucho menor que K. No existe un
criterio tedrico para determinar el valor K, sino que depende en gran medida del tipo de

problema que se esté¢ analizando.

Como se manifesto anteriormente los datos funcionales son generados de forma discreta
(Como convertir estos datos discretos en funciones? Para ello necesitamos expresarlos
como combinacidn lineal de alguna base conocida. En la proxima seccion haremos un

repaso de las bases funcionales mas utilizadas.

4.3.5 Bases para representar a los datos funcionales

El analisis de datos funcionales los datos son tomados de manera discreta en la forma de

pares ordenados (ti, Vi ) donde y, es el valor que toma la variable aleatoria X en el punto ¢,
. Los valores #,,,, ...,t, constituyen una particion del intervalo T [a,b] de tal forma que
a t,<t <---<t, b.En este trabajo vamos a suponer que la particion es regular:

L=t

1

b*—‘;paratodo i L,2,....p.

Para convertir los datos discretos (fi, yi) con i 1,2,...,p enuna funciéon y, x(z,) hay

que tener en cuenta si las medidas contienen error o no. Si no hay error en las observaciones

o éste es muy pequeilo podemos optar por interpolar los datos discretos: y, x(¢,) .

Por el contrario, si el error de medicion no es despreciable, y, x(¢,)+ &, hay que pensar
en un ajuste de los datos mediante algin procedimiento estadistico para eliminar el error

&,

1
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En cualquiera de los casos descritos se intenta representar a los datos funcionales como
una combinacion lineal de unas pocas funciones que tengan propiedades que permitan su
facil tratamiento matemadtico, como por ejemplo que sean elementos de un espacio de
Hilbert. En esta subseccion vamos a concretarnos al supuesto de que los datos fueron

observados sin error de medicion.

Sea una base funcional B { y,,y,,....y; } € L*(T) deseamos construir una funcion x tal

que sea combinacion lineal de los elementos de la base B:

x(2) ;ck W, (D)

En notacidon matricial:

x cf (4.3.20)

Donde ¢ [c.c, ¢ ]T y [vo.w o, w (t)]T
1 2 **9¥K 1 2 s K

¢ contiene las coordenadas de la funcion x en la base B.

La calidad, en el sentido de la bondad de ajuste, de la funcion x depende tanto de la base

B seleccionada, como del valor K elegido.

Entre las bases mas utilizadas en analisis de datos funcionales tenemos las bases de Fourier,
las bases de splines, y los ntcleos. Un criterio para seleccionar una base es considerar el
tipo de datos disponibles: si existe cierta periodicidad se suele utilizar las bases de Fourier,

caso contrario se prefiere las bases de trazadores cubicos o splines.
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Bases de Fourier.

Si los datos funcionales exhiben rasgos de periodicidad en el intervalo 7, la mejor

eleccion es optar por las bases de Fourier. En este caso las funciones i, € B se definen

de la siguiente manera:

1
w(@) LY ) sen(kwt) cos(kw?) parak 1,2,
0 2k-1

, W, (D)
NG

LK -1

ﬁl

Es decir:

sen( wx) cos(wi) sen(2 wt) cos(2wt)

() =¢, +¢ +c, +c, +c, + .-

1 . . . .
Donde ¢ w (?) , w es la frecuenciay define el periodo P 2% Sila particion
0 0 -\/]__, w

de T es regular y su longitud es igual al periodo P, la base B es ortonormal. En la figura

4.1 se exhiben los 5 primeros elementos de la base de Fourier. En este ejemplo

1
T [0,12] yportantoco —= 0.288 que corresponde a la linea recta. La curva (b)

Ji2

corresponde a ,,la(c)a v,,la(d)a y;,ylacurva(e)a y,.
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04

0.2

02

-04

Figura 4.1: Base de Fourier

Bases de trazadores cubicos

Un spline es una curva formada por funciones polindmicas y racionales definidos por

tramos, unidos entre si de acuerdo a determinadas condiciones de regularidad, es decir,

continuidad. Consideremos la particion regular p {tan ot } del intervalo T [a,b].

Los p+lpuntos ¢ se denominan nodos.

Sea S una funcidn definida sobre el intervalo T, se dice que es una funcion spline de grado
k st
1. En cada tramo |_LtH,tl.) S es una funcion polinomial de grado menor o igual a £.

2. S'tiene su derivada de orden (k —1) continua en 7.

3. 8Dy SED@Ey 0

Si, ademas, en cada nodo {to,tl, et } se satisface S(z,) y, se tiene un spline

interpolador.

Cualquier combinacion lineal de splines definidas sobre un mismo intervalo 7'y una

misma particion P de 7, también es una funcion spline.
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A manera de ejemplo un interpolador spline de grado 1 se define de la siguiente manera:
{SO (t) oot + ﬁ) te |_|f0,tl)

S,(f) out+ te|ln,n)
o %0, |

{SPI O apt+ B e rLtH,tp)
Tal que, Si-1(#i) Si(t:) para 1 <i< p—1 que asegura la continuidad,y S"(z,) S"(z,) 0
En andlisis de datos funcionales los splines mas utilizados son los de grado 3, también

llamados trazadores ctiibicos. Un interpolador spline de grado 3 se define como:

(S(t) af+Brr+yi+s tele,r)

0 0, 0, 0 0 ’:0 1

S{t) af+pt*+yt+6S telt,t)

S([) 1 1 1 1 1 |_1 2
ILSH(O a, £+ 4 pit+6,, terLtH,tp)

Tal que:

1. Continuidad: S, ,(¢,) S;(¢,) para 1<i<p-1

2. Suavidad: S tiene segunda derivada continua en 7.

Condiciones de los extremos*: S"(z,) S "(z,) 0 Como las funciones S; son polinomios

cubicos su primera y segunda derivadas son funciones continuas, razon por la que S es una

curva suave.

Un ejemplo de interpolacion mediante un spline ctibico lo podemos apreciar en la figura

4.2.

4 La funcion S fuera del intervalo T esta constituida por funciones lineales.
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Figura 4.2: Interpolacion mediante splines cubicos

Para determinar S se tiene que calcular los coeficientes de cada S,: «;,f.,y,,0, para
0<i< p-I1. Entotal 4p incognitas. Se tiene que resolver un sistema lineal que satisfaga

las siguientes condiciones:

1. Condiciones de interpolacion: S.(¢,) y,,0<i<p, p+l ecuaciones
2. Condiciones de continuidad: S, ,(z,) S,(z,),1<i< p—1, p—1 ecuaciones

3. Condiciones de continuidad de la primera derivada: S',_,(¢,) S'.(¢,),1<i<p-1,

p—1 ecuaciones

4. Condiciones de continuidad de la primera derivada: S",_,(¢,) S".(¢,),

1<i< p-1, p—1 ecuaciones

5. Condiciones de los extremos: S"(z,) S",(z,) 0, dosecuaciones.
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En total se tienen 4 p ecuaciones. Por tanto, se tiene un sistema lineal de 4p ecuaciones
con 4p incognitas. Si el determinante asociado al sistema de ecuaciones es diferente de

cero, se tiene que existe soluciéon Unica.
B-splines

Las bases cuyos elementos son funciones splines se denominan bases B-splines. Las
funciones que conforman una base B-spline son splines con soporte minimo respecto a
su grado, suavidad y a la particion del intervalo 7. El soporte de una funcién es el

conjunto sobre el cual son diferentes de cero (J. O. Ramsay & Silverman, 2005).

El primer paso para definir una funcion spline es generar una particiéon { CosCls -G /}

delintervalo T [a,b] en ¢ subintervalos:

[160.8).116.5), 018 5.80). [ 080 ]

Hay /-1 puntos internos ¢, ...,¢,_, que se denominan puntos de corte o de control. Si

afiadimos los puntos extremos a y b tenemos £+1 puntos de control.

Sobre cada intervalo la funcién spline es un polinomio de orden m. Se entiende por orden

de un polinomio como el numero de coeficientes necesarios para definirlo. Por ejemplo,
el polinomio de grado 2 at* + Bt +y, tiene tres coeficientes, por tanto su orden es 3.

Siempre el orden del polinomio es una unidad mayor que el grado.

Si el orden de los polinomios es mayor a dos, los polinomios adyacentes se unen de
manera suave en cada punto de corte, lo que entre otras cosas implica que los valores de
las funciones polinomicas adyacentes deben ser iguales en el punto de corte. La condicion
de suavidad implica que las derivadas hasta el orden m — 2 también deben ser iguales en

estos puntos de corte donde se unen los polinomios.
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Figura 4.3: Base B-spline lineal con tres puntos de control

En el ejemplo de la figura 4.3 se aprecian cuatro splines que conforma una base B-spline.
Las lineas verticales marcan la posicion de los tres puntos de control, ubicados en las
posiciones 0.3, 0.6 y 0.8 del eje de las abscisas. Cada elemento de la base estd formado
por cuatro segmentos de recta (cada spline tiene diferente color). Los segmentos de recta
estan determinados por dos parametros, su intercepto y su pendiente, por lo que tienen
dos grados de libertad. Asi, en cada spline hay 8 grados de libertad a considerar. Hay que
restar los grados de libertad que corresponde a las restricciones de continuidad, que en
total son tres, puesto que se requiere la continuidad en los puntos de control. En total se

tienen 5 grados de libertad.

En la figura 4.4 se aprecia una base B-spline con cuatro splines y tres puntos de control
ubicados en 0.25, 0.50 y 0.75. Cada segmento de curva es una parabola, y por ende tiene
tres parametros, esto es, tres grados de libertad. En cada spline se tienen doce grados de
libertad. En cada punto de control hay que tomar en cuenta dos condiciones de
continuidad, para la funcion spline y para su derivada. Son dos grados de libertad menos
por punto de control. En total, cada elemento de la base B-spline tiene 12-6=6 grados de

libertad.
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Figura 4.4: Base B-spline cuadratica con tres puntos de control

Podemos generalizar esta idea por medio de la siguiente regla: El nuimero de grados de
libertad es igual al orden del polinomio més el nimero de puntos de control. Si no hay

puntos de control, el spline es un polinomio simple, como se aprecia en la figura 4.5.
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0.0
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Figura 4.5: Base B-spline cuadratica sin puntos de control
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Para aumentar la flexibilidad de una curva spline se tiene que incrementar el numero de
puntos de control. Los puntos de control no necesariamente estan ubicados a la misma
distancia, como se puede notar en la figura 4.4. Esto permite moverlos de tal forma que
se optimice el ajuste cuando se esta aproximando una funcion dada. Incluso pueden llegar
a fusionarse. Cuando esto sucede hay una pérdida en la continuidad. De esta manera, se
puede modelizar cambios abruptos en una derivada o en el valor de la funcion en puntos

de control predeterminados.

De esta manera, podemos disefiar cambios abruptos en una derivada o incluso en un valor
de funcién en puntos de ruptura predeterminados. El lector interesado debe consultar a

De Boor (2001) para mas detalles.
Las B-splines se determinan de forma numérica mediante el algoritmo recursivo de Boor:

La i-¢sima funcion de la base B-spline de grado k y, se define de la siguiente manera:

(1
v L StE<ty
i0

10 de otra forma

4 ti+k+1 —1

., (D) +
¢ -t l//z,kfl() ¢

i+k i i+k +1 i+l

W (0 Wi

Coni O,1,..,ny k>l
Las propiedades de las funciones B-splines son:

1. Cada elemento i, € B es una funcion spline

2. Cualquier combinacion de los elementos de B es una funcidn spline.

3. Cualquier funcidn spline definida en términos de m y de la particion

{g 0lp el /} se puede expresar como combinacion lineal de las funciones de

la base B-spline.

Las funciones spline estan implementadas en el leguaje R en las librerias fda y fda.usc.
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4.3.6 Ajuste de datos funcionales por medio de bases funcionales

Si los errores de medicion de los datos funcionales no son despreciables tenemos que

considerar el esquema:

v, x(t)+e, I 12,...p (4.3.21)
En notacion matricial:
y Xx+e (4.3.22)
Donde:
|r y,.] [ x(11) | (a 1|
R ¢ ]y e

SN |
| LY J| | Lx(tp)h |

En esta situacidon tenemos que utilizar algun procedimiento de ajuste de datos para
minimizar el error de medicion de (4.3.21). La técnica a emplearse es la de ajuste por los

minimos cuadrados.

Para aplicar el modelo de regresion por minimos cuadrados ordinarios los errores &; deben

cumplir las hipotesis (Su et al., 2012):

1. ¢ _N(0,0%),con o* <

2. Son independientes entre si.

3. Los errores no dependen de la variable x.

Supongamos que disponemos de una base funcional B {Wp%a---a‘//K} y sea desea

estimar la funcion x expresandola como combinacion lineal de B:



163

x(?) ;ck v, () (4.3.23)

Utilizando la notacién (4.3.20): x ¢’ | el error cuadratico se define como el cuadrado

de la norma ||y — x|| :

EC(y[x) |y —x[*
> y_—zcz//(t_) (4.3.24)

)

Esta es una norma en R” que es un espacio de Hilbert.

Sea la matriz y [ l,//k(tl.)]pX e

EC(y| X) Hy — ‘I‘c||2

[y—e] [y -¥e]

(4.3.25)

Derivando (4.3.25) con respecto a ¢ e igualando a cero:

OEC(Y[X) 2wwic—2w'y 0
oc

De donde:

¢ (¥hv) vy

Los valores estimados de las observaciones y, se calculan por:

y Ye
v(he) vy

| —

P

La regresion lineal por minimos cuadrados ordinarios también se puede interpretar desde

un punto de vista geométrico algebraico. Si consideramos que ¥ es la matriz asociada a
una transformacion lineal RX — R” | entonces, P es la matriz de proyeccion ortogonal

sobre el espacio columna de la matriz X . P es simétrica e idempotente (P> P). Ademas,
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I-P es la matriz de proyeccion en el complemento ortogonal del espacio columna de la
matriz X, que es la imagen de la transformacion lineal. La matriz I-P también es

simétrica e idempotente.

Se definen los residuos del modelo de regresion lineal &y, —y,. En forma matricial:
& y-y
De donde:

€ y-y
y—Py
(I-P)y

Por tanto <§ , y> 0, puesto que:

(g.y) @y MLa-P)yI] (Py)

y' (I-P)Py
y'(P-PP)y
0

Si alguna de las hipotesis sobre la conducta de los errores no se cumple, el modelo de
minimos cuadrados ordinarios no se puede utilizar. En estos casos se utilizan los minimos

cuadrados ponderados, que consiste en minimizar:

EC(y[x) [y —¥e] W[y-¥c] (4.3.26)

Donde W es una matriz definida positiva, llamada matriz de pesos. tenemos que:
w x
Donde X, es la matriz de varianzas-covarianzas de los residuos. Puesto que se trata de
una matriz de covarianzas X es simétrica y por tanto X! también lo es.
4

$

La estimacion del vector ¢ por minimos cuadrados ponderados es:
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¢ (YW¥) ¥iwy (4.3.27)

En este caso la matriz de proyecciones P ¥ (‘I’TW‘I’)_1 YW y y Py ylosresiduos

del modelo de regresion lineal ponderado estan dados por & (I —P)y . En este caso:

(e.y) &y [La-P)Y1/ (py)

y'(I-P)Py
y'(P-PP)y
0

La matriz de proyeccion P se puede considerar como una aplicacion lineal de alisamiento

o de suavizacion de los datos y;. Por tanto, a la regresion lineal se le considera un método

de alisamiento lineal.

Un alisador lineal permite determinar a partir de datos y, x(¢,)+& con errores de

medicion una estimacion de y,, por medio de la combinacion lineal:

v x(2) ZSi(tl’)y/ (4.3.28)
71
En términos matriciales:
x(t) Sy (4.3.29)
Donde
I_x(tl)—l
x(t Co
(® |x(t )|
T

En el caso de los minimos cuadrados ordinarios y ponderados S P la matriz de

proyeccion.
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4.4 Propuesta de calculo de componentes principales funcionales

disjuntas.

De lo que se ha expuesto, en resumen, tenemos un sencillo resultado: el PCA funcional es
equivalente al PCA multivariante de la matriz CG"?. Las componentes principales

funcionales se calculan a través de las componentes principales de la matriz CG'2 .

Ademas, si la base es ortonormal, como en el caso de la base de Fourier, el PCA funcional
es equivalente al PCA multivariante de la matriz C que contiene las coordenadas de las
funciones x respecto a la base B. A partir de este postulado, podemos aplicar el algoritmo

CBPSO DC para calcular las componentes disjuntas de la matriz C.

Si bien ambos procedimientos devienen en un tratamiento matricial. La diferencia radica
en que, si cambiamos el orden en las columnas de la matriz de datos X en el contexto
matricial, su matriz de variancias covarianzas no va a cambiar, salvo en la posicion de sus
componentes y por ende sus valores y vectores propios seran los mismos. En cambio en el
contexto funcional si cambiamos el orden de las variables significa cambiar el orden en las
series de tiempo, obteniéndose una curva diferente en cada caso y por tanto su
representacion en la base funcional elegida va a cambiar obteniéndose una matriz C
diferente y por ende una matriz de covarianzas diferente tanto en sus posiciones como en
sus componentes. Lo que indica que la posiciéon de las variables (el ordenamiento

temporal) es crucial en el analisis.

En el siguiente algoritmo, al que se denomina PSO DFPCA (PSO Disjoint Functional
Principal Analysis) se detalla la manera de como llevar a cabo el calculo de las
componentes principales disjuntas funcionales mediante el método de optimizacion por

enjambre de particulas:
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Algoritmo PSO DFPC

Partimos de una matriz centrada de datos funcionales discretos X. En esta matriz las

variables son los instantes temporales en los cuales se tomo la muestra.

1: Elegir una base funcional finita (base de Fourier, splines)
2: Obtener la matriz C y G'? y calcular su producto CG'?

3: Aplicar el algoritmo CBPSO DC a CG'?y obtener las componentes funcionales

disjuntas de la matriz C.

4: Mostrar los resultados

4.5 Aplicacion del Analisis de Componentes Principales Funcionales

Disjuntas.

Vamos a considerar un conjunto de datos funcionales que se encuentran en la libreria de R

“fda” denominado “CanadianwWeather” que contiene los datos de temperatura y
precipitaciones de 35 diferentes localidades de Canada, desde 1960 a 1994. En esta seccion
se utilizan dos librerias de R: la primera es la libreria “fda” (J. O. Ramsay et al., 2014), y
la segunda es la libreria “fda.usc” (Febrero-Bande & Oviedo de la Fuente, 2011). En la

figura 4.6 se muestran las curvas de temperatura de estas localidades:


https://rdrr.io/cran/fda/man/CanadianWeather.html
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Jan Feb | Mar | Apr | May | Jun | Jul | Aug | Sep | Oct | Nov Dec
St.Johns | -4.65 | -533 | 253 | 126 | 579 [10.79 1521|1528 | 11.62| 7.02 | 2.95 | -1.85
Halifax 616 | -6.18 | -1.74 | 3.62 | 944 |14.78|18.38 | 1820 | 13.87| 849 | 324 | -2.99
Sydney 572 | -6.80 | -2.94 | 1.85 | 7.50 |13.14|17.49 | 17.64 | 13.31| 827 | 3.53 | -2.03
Yarmouth | -322 | -349 | 0.15 | 469 | 934 |13.40|16.29 [ 16.60 | 13.59| 9.25 | 490 | -0.46
Charlottvl | -8.11 | -826 | -3.44 | 232 | 876 |14.44|1829|17.98|13.44| 8.03 | 257 | -4.15
Fredericton | -9.92 | -874 | 259 | 4.06 | 10.79 | 16.21|19.24 | 1831 | 13.00| 730 | 1.17 | -6.59
Scheffervll | -23.71 [ -22.38 | -15.88 | -7.35 | 091 | 823 |12.37|10.95| 535 | -1.45 | -920 | -19.68
Arvida | -1536|-1323 | -5.82 | 2.95 | 10.20 | 16.00 | 18.66 | 17.06 | 11.95| 5.96 | -1.16 | -11.04
Bagottville | -1624 | -14.30 | -6.59 | 2.27 | 933 [1537|17.94|16.46 | 11.02| 498 | -2.36 |-11.97
Quebec | -12.78 | -11.28 | -4.67 | 329 | 10.91 | 16.38 | 19.05 [ 17.65 | 12.50| 6.46 | -0.54 | -8.98
Sherbrooke | -11.82|-10.65| -4.04 | 3.93 | 10.79 | 15.49 | 17.97 [ 16.69 | 11.96| 6.38 | 0.00 | -8.22
Montreal | -10.53 | -9.06 | -2.51 | 572 | 12.99 | 18.04 | 20.83 [ 19.42 | 14.52| 828 | 1.66 | -6.77
Ottawa [ -11.08 | 942 | 283 | 563 | 1293 [17.97|20.78 | 1923 | 1421 | 7.85 | 1.01 | -7.51
Toronto | -6.81 | -6.10 | -0.79 | 6.16 | 12.40 | 17.50 | 20.53 | 19.49 | 15.14| 890 | 322 | -332
London | -6.75 | -621 | -0.60 | 630 | 12.66 | 17.72|20.29 [ 19.26 | 15.20| 9.07 | 325 | -3.31
Thunderbay | -15.06 | -12.66 | -5.64 | 2.68 | 9.04 [13.86|17.59|16.48 | 11.13| 526 | -2.81 |-11.32
Winnipeg | -18.32 | -14.94 | -6.79 | 3.82 | 11.70 | 16.92|19.59 | 18.34 | 12.24| 551 | -4.92 | -14.58
ThePas | -21.34 | -1743 | -9.68 | 0.57 | 872 |14.70|17.61|16.37 | 9.85 | 332 | -7.75 | -17.85
Churchill | -27.04 | -25.61 | -20.18 [ -10.25 | -1.13 | 631 | 11.83 | 11.35| 546 | -1.61 |-12.64 | -22.75
Regina | -16.50 | -12.84 | -5.65 | 422 | 11.47 | 16.37 | 18.86 [ 18.03 | 11.62| 4.99 | -5.14 | -13.49
Pr. Albert | -19.76 | -15.86 | -8.28 | 2.77 | 1041 | 15.13 | 17.46 | 16.13 | 9.96 | 3.59 | -7.54 | -16.85
Uranium Cty | -26.89 | -22.29 | -15.05 | 248 | 6.91 |13.28(16.20 | 14.47| 729 | 044 |-11.77 | -22.19
Edmonton | -14.07 | -10.80 | -5.08 | 3.84 | 10.38 | 14.20 | 15.98 [ 15.06 | 9.97 | 4.52 | -5.66 | -12.08
Calgary | -945 | -6.29 | -2.24 | 428 | 9.77 |13.94|16.25|15.64 | 10.66| 5.59 | -2.99 | -8.00
Kamloops | -4.79 | -0.55 | 456 | 9.53 | 1423 [18.29|20.83 2031|1501 | 851 | 1.63 | -3.17
Vancouver | 298 | 475 | 638 | 894 | 12.28 | 1523|1729 |17.43 | 1436 10.03 | 596 | 3.52
Victoria | 352 | 489 | 625 | 852 | 11.61 |14.36|16.27 | 1627 | 13.82| 9.78 | 598 | 3.90
Pr.George | -9.88 | -544 | -0.52 | 486 | 9.62 |1323|1533|14.72| 994 | 472 | 298 | -8.16
Pr.Rupert | 094 | 255 | 3.69 | 569 | 846 |10.98(12.94|13.33 | 11.34| 799 | 400 | 1.82
Whitehorse | -18.44 | -1321 | -6.97 | 055 | 6.75 | 11.71|14.01 [ 12.44| 7.17 | 0.56 | -9.86 | -15.69
Dawson | -28.83 | -23.76 | -13.02 | -1.07 | 7.77 |13.54|15.53|12.60 | 593 | -4.15 |-17.81 | -2543
Yellowknife | -27.89 | -24.70 | -18.15 | -621 | 5.08 |13.11|16.52|14.15| 6.65 | -1.49 | -14.66 | -23.98
Iqaluit | -26.24 | -27.33 | -23.82 | -15.07 | -4.40 | 3.39 | 7.66 | 6.81 | 220 | -4.80 |-12.99 | -22.41
Inuvik | -28.63 | -28.33 | -23.70 | -13.81 | -0.41 | 10.66 | 13.94 | 10.67 | 3.18 | -8.16 |-21.50 | -26.14
Resolute | -32.37 | -33.01 | -31.23 | -23.56 | -10.98 | -0.58 | 4.12 | 1.81 | -4.98 | -15.05 | -24.45 | -29.13
Tabla 4.1: Datos de temperatura promedio mensual en 35 localidades de Canada
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value

time

Figura 4.6: Curvas de temperatura promedio mensual en 35 localidades de Canada

A continuacion, se grafican algunas de las curvas de temperatura de forma individual:

St. Johns

time

Figura 4.7: Temperaturas de la localidad de St. Johns
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Figura 4.8: Temperaturas de la localidad de Halifax

Quebec

value

time

Figura 4.9: Temperaturas de la localidad de Quebec

El primer paso para trabajar con datos funcionales consiste en crear una base de funciones
en el intervalo de estudio. Para ello utilizamos la funcion de R denominada:
“create.fourier.basis(rangeval,nbasis,period)”

Donde:

rangeval: es el rango de valores que toma la variable tiempo. En este caso de 0 a 12 meses.


https://rdrr.io/cran/fda/man/create.fourier.basis.html
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nbasis: corresponde al nimero K de funciones en la base B. En este caso K 11, no mayor
al nimero de observaciones temporales N. K debe ser un nimero impar, caso contrario es
aproximado al niumero impar superior, a fin de preservar la paridad de senos y cosenos.

period: 12 meses.

Al calcular las componentes principales funcionales por medio de la funcién “pca.fd” de
la libreria “fda”. Se tiene que las tres primeras componentes principales funcionales

explican el 97.8% de la variabilidad total.

COMPF1 | COMPF2 | COMPF3| TOTAL
% VAR | 87.4% 8.2% 22% 97.8%

Tabla 4.2: Varianza explicada por las 3 primeras componentes principales funcionales

PCA function 1 (Percentage of variability 87.4 )

10

Harmonic 1

-10

Figura 4.10: Primera componente principal funcional clésica
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Harmonic 2

Harmonic 3
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PCA function 2 (Percentage of variability 8.2 )

Figura 4.11: Segunda componente principal funcional clasica

PCA function 3 (Percentage of variability 2.2 )

Figura 4.12: Tercera componente principal funcional clasica
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Del analisis de las dos primeras componentes principales funcionales se aprecia que las
temperaturas mas bajas ocurren en los meses 1 y 2, es decir en enero y febrero. También
en los meses de 10 y 11, que corresponden a octubre y noviembre. Mientras que las

temperaturas mas altas se dan en los meses de marzo y agosto.

La matriz de cargas de las primeras siete componentes principales funcionales se muestra

en la Tabla 4.3:

COMP1 | COMP2 | COMP3 | COMP4 | COMP5 | COMP6 | COMP7
St. Johns 0.1252 | 0.0921 0.2789 | 0.0757 | 0.1949 | 0.1605 0.0082
Halifax 0.1570 | 0.1250 | 0.1980 | 0.0214 | 0.0329 | 0.0650 | 0.0372
Sydney 0.1480 | 0.1078 0.3031 | 0.0043 | 0.1080 | 0.1340 | 0.0081
Yarmouth 0.1353 | 0.1503 0.1972 | -0.0241 | 0.0893 | -0.0920 | 0.2536
Charlottvl 0.1613 | 0.0984 | 0.2296 | -0.0413 | 0.0199 | 0.1014 | -0.0429
Fredericton | 0.1736 | 0.0984 | 0.0679 | -0.0338 | -0.1188 | 0.1452 | -0.2293
Scheffervll 0.1581 | -0.1805 | 0.1224 | -0.1401 | 0.0960 | 0.2900 | -0.0767
Arvida 0.1845 | 0.0394 | 0.0139 | -0.1982 | -0.1575 | 0.1179 | -0.0704
Bagottville 0.1823 | 0.0158 | -0.0005 | -0.1982 | -0.1465 | 0.1933 | -0.0310
Quebec 0.1819 | 0.0641 0.0326 | -0.1060 | -0.1925 | 0.0093 | -0.1368
Sherbrooke | 0.1717 | 0.0685 0.0174 | -0.1610 | -0.1853 | -0.0111 | -0.0154
Montreal 0.1890 | 0.1190 | 0.0315 | -0.1067 | -0.2160 | -0.0428 | 0.0036
Ottawa 0.1899 | 0.1102 0.0088 | -0.0924 | -0.2192 | -0.0441 | -0.0063
Toronto 0.1758 | 0.1512 0.0949 | -0.0104 | -0.1708 | 0.0122 | 0.2051
London 0.1757 | 0.1526 | 0.0838 | -0.0394 | -0.1941 | -0.0462 | 0.2724
Thunderbay | 0.1747 | 0.0234 | -0.0154 | -0.1199 | 0.1477 | 0.1558 | -0.0669
Winnipeg 0.2050 | 0.0163 | -0.1266 | -0.1427 | 0.0364 | -0.1021 | 0.0582
The Pas 0.1965 | -0.0533 | -0.1163 | -0.0903 | 0.1379 | -0.0340 | -0.1917
Churchill 0.1672 | -0.2409 | 0.1941 | -0.1075 | 0.5222 | -0.0624 | 0.1166
Regina 0.1944 | 0.0255 | -0.1550 | -0.0253 | 0.0516 | -0.0729 | 0.0150
Pr. Albert 0.1938 | -0.0297 | -0.1981 | -0.1101 | 0.0673 | -0.2259 | 0.0119
Uranium Cty | 0.2015 | -0.1452 | -0.1316 | -0.1578 | 0.0228 | -0.1482 | -0.2376
Edmonton 0.1681 | 0.0177 | -0.1764 | 0.0079 | 0.0843 | -0.3586 | 0.0460
Calgary 0.1523 | 0.0683 | -0.0958 | 0.1808 | 0.1256 | -0.1748 | -0.1766
Kamloops 0.1696 | 0.1961 | -0.1452 | 0.3093 | 0.0656 | 0.2764 | -0.0904
Vancouver 0.1229 | 0.2394 | 0.0324 | 0.3216 | 0.0255 | -0.1096 | -0.0015
Victoria 0.1141 | 0.2322 0.0437 | 0.3033 | 0.0237 | -0.1682 | 0.0728
Pr. George 0.1434 | 0.0693 | -0.1693 | 0.1796 | 0.1782 | 0.1515 | -0.2097
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Pr. Rupert | 0.0960 | 0.1662 | 0.0681 | 0.2265 | 0.1938 | -0.1431 | 0.0942
Whitehorse | 0.1579 | -0.0650 | -0.2352 | 0.1330 | 0.2122 | 0.2136 | -0.0347
Dawson 0.2057 | -0.1888 | -0.4447 | -0.0101 | 0.0119 | 0.2957 | 0.5992
Yellowknife | 0.2077 | -0.1979 | -0.0625 | 0.0218 | -0.0673 | -0.2373 | -0.3194
Iqaluit 0.1367 | -0.3076 | 0.3218 | -0.1224 | 0.0951 | -0.2929 | 0.1893
Inuvik 0.1939 | -0.3255 | 0.0232 | 0.4250 | -0.3596 | -0.1339 | 0.1085
Resolute | 0.1226 | -0.5056 | 0.2336 | 0.3465 | -0.1733 | 0.2003 | -0.0907
Tabla 4.3: Scores en el nuevo sistema referencial

El diagrama de dispersion de las localidades en el espacio generado por las dos primeras

componentes principales funcionales se muestra en la figura 4.14. Aqui, el eje horizontal

representa a la primera componente principal funcional y el eje vertical a la segunda

componente principal funcional.
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Figura 4.13: Diagrama de scores en el primer plano principal funcional

En el presente estudio nos vamos a enfocar en los scores, es decir en el espacio de los

individuos (ciudades). Como

se aprecia en la figura 4.13, no se puede interpretar

facilmente las posiciones de los individuos en el nuevo sistema referencial. Nos interesa

encontrar una estructura de ejes disjuntos en el espacio de los individuos sin perder el orden

temporal en que fueron tomados los datos. Por esta razon, se va a aplicar el algoritmo PSO



175

DFPC con el objetivo de obtener una mejor interpretacion de las ciudades en el plano
principal generado por las dos primeras componentes disjuntas. Por esta razon, para que
estén todas las ciudades consideradas en el estudio en la proyeccion sobre el primer plano
generado por los ejes disjuntos vamos a considerar Q=2, es decir, dos componentes
disjuntas. Para ello aplicamos el algoritmo CBPSO DC. Necesitamos la matriz ¥ , que
contiene los coeficientes de la base de Fourier que construimos en el intervalo muestral.
Para obtenerla recurrimos a la funciéon “eval.basis”. Luego obtenemos la matriz de

coordenadas de las funciones de ajuste x(¢), en la base elegida, notada por C :
c (v'v) vy

Tal como se explicé en la seccion 4.3.4.

Al aplicar el algoritmo CBPSO DC a la matriz de coordenadas C se obtiene:

COMPF1 | COMPF2 | TOTAL
% VAR | 584% |33.5% 91.9%

Tabla 4.4: Varianza explicada por las dos primeras componentes disjuntas

Es decir, que en conjunto las dos primeras componentes principales funcionales disjuntas
explican aproximadamente el 92% de la informacion contenida en la muestra. Hay una
pérdida del 3.7% de informacion al usar las componentes funcionales disjuntas. Lo que
tiene sentido, puesto que las componentes disjuntas estdn sometidas a mas restricciones

que las componentes principales clasicas.

Si comparamos los porcentajes de explicacion de las componentes funcionales clasicas con
las disjuntas la razén es de 0.9612, lo que implica que, al usar el plano generado por las
dos primeras componentes principales funcionales disjuntas, en vez de las clasicas, se

pierde tan solo el 3.8% de informacion.

Lo que es llamativo es la redistribucion de la variabilidad entre las primeras dos

componentes disjuntas.
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CPF1 | CPF2 | TOTAL
CLASICAS | 87.4% | 82% 95.6%
DISJUNTAS | 58.4% | 33.5% | 91.9%

Tabla 4.5: Comparacion de la varianza explicada

La matriz de cargas para las dos primeras componentes principales disjuntas esta dada en

la tabla 4.6, y su interpretacion grafica en la figura 4.14.
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178 COMPF1 | COMPF2
St..Johns 0.1528 0.0000
Halifax 0.1932 0.0000
Sydney 0.1803 0.0000
Yarmouth 0.1745 0.0000
Charlottvl 0.1928 0.0000
Fredericton 0.2058 0.0000
Scheffervll 0.0000 0.2790
Arvida 0.2064 0.0000
Bagottville 0.1995 0.0000
Quebec 0.2082 0.0000
Sherbrooke 0.1981 0.0000
Montreal 0.2263 0.0000
Ottawa 0.2256 0.0000
Toronto 0.2183 0.0000
London 0.2185 0.0000
Thunderbay 0.1927 0.0000
‘Winnipeg 0.2238 0.0000
The.Pas 0.2014 0.0000
Churchill 0.0000 0.3232
Regina 0.2142 0.0000
Pr..Albert 0.2029 0.0000
Uranium.Cty 0.0000 0.3076
Edmonton 0.1842 0.0000
Calgary 0.1769 0.0000
Kamloops 0.2198 0.0000
Vancouver 0.1780 0.0000
Victoria 0.1671 0.0000
Pr..George 0.1674 0.0000
Pr..Rupert 0.1351 0.0000
‘Whitehorse 0.0000 0.2138
Dawson 0.0000 0.3365
Yellowknife 0.0000 0.3444
Iqaluit 0.0000 0.3265
Inuvik 0.0000 0.4009
Resolute 0.0000 0.4221

Tabla 4.6: Scores en el nuevo sistema referencial disjunto
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Figura 4.14: Grafico de los scores de la tabla 4.6

Con respecto a la aplicacion a datos reales, las componentes disjuntas clasifican a las
localidades en dos clases: La primera componente disjunta contiene las localidades con
clima mas suave que se encuentran bajo la latitud 60°. Mientras que la segunda
componente separa a las localidades con clima mas frio. Todas las localidades que estan
indicadas en la segunda componente disjunta, a excepcion de Schefferville, se encuentran
sobre la latitud 60°. El caso de Schefferville, cuya latitud es de 54°47’, se puede explicar

por su altitud a nivel del mar que es de 533 metros, lo que le confiere un clima mas frio.
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Capitulo 5

CONCLUSIONES
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Al término de este trabajo de investigacion, en el que se ha implementado un nuevo método

de optimizacion podemos concluir lo siguiente:

1.

Debido a que las componentes son de norma uno y disjuntas, la matriz de cargas
factoriales es ortogonal, lo que se puede interpretar como una rotacion del espacio
de individuos. Esto permite conservar la inercia original en el espacio rotado, y de
esta forma utilizar, de manera natural, la varianza de las nuevas variables como un

indicador de la varianza explicada por las componentes disjuntas.

Al reemplazar la busqueda local utilizada en el algoritmo Disjoint PCA Clésico por
la busqueda inteligente del algoritmo CBPSO DC se explora de mejor forma el
conjunto de soluciones factibles, lo que permite alcanzar soluciones de alta calidad
sin importar el tamafio de la matriz. Por otro lado, las particulas tienen memoria
compartida lo que les permite obviar rutas que conducen a soluciones que
representan optimos locales, esto tltimo se aprecia en la calidad de las soluciones

conseguidas en los ejemplos mostrados.

En una buena parte de la literatura consultada, cuando se trabaja con un problema
de optimizacion con restricciones, las particulas que abandonan el conjunto de
soluciones factibles son desechadas, perdiéndose toda la informacion historica que
tenian acumulada. Por esta razon se genera un nimero suficientemente grande de

particulas, como prevision a las que van a abandonar el conjunto factible S.

En este trabajo se propone un método que obliga a que las particulas no abandonen
el conjunto de soluciones factibles, sino que modifiquen su trayectoria regresando
a ¢l siempre que lo abandonen, lo que permite que en todo momento esté disponible
la informacion historica que han acumulado, ademas el niimero de particulas no
debe ser excesivamente grande, lo que contribuye a disminuir el tiempo de

procesamiento.
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10.

Hay que mencionar que el fit (o ajuste) obtenido con las componentes principales
clasicas es ligeramente mejor que el fit obtenido con las componentes principales

disjuntas. No obstante, lo que se pierde en fit se gana en calidad de interpretacion.

Los algoritmos DPCA y CBPSO DC alcanzan la mejor solucion con tasas de éxito

del 100% cuando el conjunto de datos tiene pocas variables e individuos.

Cuando el conjunto de datos tiene muchas variables o individuos (como es el caso
del ejemplo The General Self-Eficacy Scale, en el hay 19719 individuos) la tasa de
éxito del algoritmo DPCA disminuye ostensiblemente a un 57%, mientras que la

tasa de éxitos del algoritmo CBPSO DC se mantiene en el 100%.

El algoritmo CBPSO DC muestra ser bastante versatil en sus aplicaciones. Pues
como se muestra en el ejemplo de datos sobre medio ambiente nos ayuda a
determinar un subconjunto de variables a considerarse, disminuyendo los costos de

estudios a gran escala.

El algoritmo CBPSO DC puede utilizarse como un medio para validar
cuestionarios de forma rapida, efectiva y sobre todo de facil interpretacion. Con lo
que seria una excelente contribucion a los investigadores que trabajan en Ciencias

Sociales, Ciencias Econdmicas y de la Salud.

Al trabajar con la optimizacion por enjambres dentro del contexto multivariante se
presentan varias lineas de investigacion futuras. En particular hay tres que vamos
a mencionar: la primera es inherente a la naturaleza del método de optimizacion
utilizado. Al ser un algoritmo de busqueda evolutivo, no existe garantia de que la
solucion obtenida corresponda al Optimo global buscado, por esta razéon nos

referimos como la mejor solucion.
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11.

12.

13.

14.

15.

Si bien experimentalmente las soluciones encontradas son de alta calidad, es decir
tienen un buen ajuste con los datos originales, la velocidad y las rutas de las
busquedas del 6ptimo por el enjambre dependen de varios pardmetros, como la
inercia, los pesos cognitivo y social, etc., valores que no han sido investigados y

que permitiran obtener un menor error de aproximacion.

La segunda linea de investigacion, en la que ya se estd trabando, es sobre la

utilizacion de la SVD en cada iteracion del algoritmo.

La tercera linea de investigacion es sobre la factibilidad de extender el algoritmo
CBPSO DC a tensores o tablas de tres vias. Esta linea de investigacion ya ha sido

abordada con resultados prometedores.

Calcular la SVD de varias matrices en cada iteracion consume tiempo de
procesamiento (que se acrecienta al aumentar el numero de individuos y variables)
y constituye un cuello de botella en que ralentiza la busqueda del 6ptimo, incluso
utilizando PSO. Una futura linea de investigacion es la de encontrar alguna
alternativa para dirigir al enjambre sin utilizar la SVD. Una alternativa puede ser

mediante el filtro de Kalman.

En el caso matricial el ambiente de los datos es un espacio de dimension finita, el
espacio R”. En el caso de datos funcionales es un espacio de dimension infinita.
El supuesto fundamental de la estadistica de datos funcionales es que las variables
aleatorias funciones se encuentran en el denominado espacio L*(7T) . Al tratarse de
un espacio de Hilbert podemos extrapolar muchas de las propiedades geométricas

de R", facilitando la interpretacion estadistica de los datos funcionales.
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16.

17.

18.

19.

20.

Por otro lado, el espacio L*(T) es el espacio de la funciones cuadrado integrables,

lo que corresponde a los procesos estocasticos de segundo orden. Ademas, se

asume que son procesos continuos en media cuadratica.

Si bien la teoria para manejar datos funcionales es bastante exigente, al final se
llega a un resultado simple. Los teoremas de Mercer y de Karhunen-Loéve hacen
posible mostrar que el andlisis de componentes principales funcionales es
equivalente al analisis de multivariante de componentes principales de una matriz.
Otro problema a enfrentar es la variabilidad inherente de los datos funcionales, que
en muchos casos se incrementa debido a los errores de medicion. Para paliar este
problema se procede a ajustar los datos discretos utilizando una base de funciones
suaves como series de Fourier o trazadores ctbicos. En el caso que se ha presentado
en el estudio se utilizdo una base de Fourier y el ajuste se realizd por minimos

cuadrados.

El andlisis de datos funcionales presenta varios desafios y problemas abiertos. El
principal de ellos consiste en obtener las funciones propias a partir de las
ecuaciones de Fredholm. Actualmente s6lo existen soluciones para ciertos casos
particulares. Por esta razon el FPCA discretiza los datos funcionales expresandolos
como combinaciones lineales de determinada base de funciones, elegida de

acuerdo a la naturaleza de los datos.

Si bien se asume que los datos son funciones cuadrado integrables, en realidad de
lo que se dispone, en la mayoria de casos, es de mediciones discretas de estas

funciones. Es decir, se tienen que interpolar o aproximar mediante funciones que

pertenezcan a L>(T') , aqui existe otro rubro de investigacion.
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Abstract

In this paper, we propose a new method for disjoint principal component analysis based on an intelligent search. The
method consists of a principal component analysis with constraints, allowing us to determine components that are linear
combinations of disjoint subsets of the original variables. The effectiveness of the proposed method contributes to solve
one of the crucial problems of multivariate analysis, that is, the interpretation of the vectorial subspaces in the reduction of
the dimensionality. The method selects the variables that contribute the most to each of the principal components in a clear
and direct way. Numerical results are provided to confirm the quality of the solutions attained by the proposed method.
This method avoids a local optimum and obtains a high success rate when reaching the best solution, which occurs in all
the cases of our simulation study. An illustration with environmental real data shows the good performance of the method
and its potential applications.

Keywords Constrained binary particle swarm optimization - Data mining - Disjoint principal components -
Evolutionary computation - R software - Singular value decomposition

1 Introduction the simplest of
techniques.

the eigenvectors-based multivariate

Most of multivariate techniques are based on the singular
value decomposition (SVD) of the data matrix. This
decomposition allows us to find a system of orthogonal
principal axes (or components) that correspond to the
directions of maximum variance (Beaton et al. 2014). The
vectors corresponding to these new principal components
are linear combinations of the original variables so that
such axes are latent variables. Then, the principal compo-
nent analysis (PCA) is performed by SVD, with PCA being
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Each principal axis is related to a principal vector and
the values of its coordinates give practical sense to the
components in the context of the research (Hastie et al.
2009). This task can become a problem if a large number of
coordinates have equal absolute values, with no loads close
to zero, making it difficult to characterize the axis corre-
sponding to the latent variable to be considered. If each of
the principal axes is a linear combination of a few original
variables, its interpretation is simpler within the context.
Several multivariate techniques have been developed to
achieve this goal. For example, the technique proposed by
Vines (2000) consists of obtaining directions that are rep-
resented by vectors of integers with several of their coor-
dinates equal to zero. The sparse PCA proposed by Zou
et al. (2006) seeks factorial axes with few non-zero loads.
The decomposition proposed by Mahoney and Drineas
(2009) represents the data matrix as a product of three low-
rank matrices. These techniques above mentioned permit
us to express the principal axes based on a reduced number
of columns (variables) and/or rows (individuals or objects).

@ Springer
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Another proposal is to use disjoint components that, in
addition to characterizing a component as a linear combi-
nation of a few original variables, they do not appear in the
other components, justifying the name disjoint. Vigneau
and Qannari (2003) performed hierarchical clustering to
relate a latent variable to each previously obtained cluster,
proposing a disjoint PCA. A different approach to that used
by Vigneau and Qannari (2003) was presented by Vichi
and Saporta (2009), determining the latent variables by
means of a PCA, named clustering and disjoint PCA
(CDPCA). The CDPCA consists of sequentially applying
cluster analysis and PCA by means of an alternating least
squares algorithm. Macedo and Freitas (2015) proposed an
algorithm for the CDPCA.

Another approach was proposed by Nieto-Librero et al.
(2017) corresponding to the clustering and disjoint HJ
biplot technique (Frutos et al. 2014). Note that a dispoint
PCA facilitates the interpretation of the results, without the
need of clusters to characterize them. Nieto-Librero (2015)
developed a disjoint HJ biplot technique and its calculation
algorithm is based on the approach proposed by Vichi and
Saporta (2009) and the algorithm presented in Macedo and
Freitas (2015). Ferrara et al. (2016) introduced the three
following techniques to obtain disjoint components:
(i) stepwise PCA; (ii) constrained PCA; and (iii) dis-
joint PCA, where (iii) was derived from the CDPCA.
Freitas et al. (2020) compared two optimization methods
for the CDPCA algorithm, one based on alternating least
squares and the other one based on two-step semidefinite
programming. Lou et al. (2020) proposed a method to
perform PCA selecting the number of positions different
from zero using particle swarm optimization (PSO).

PSO has been applied to control systems, data mining,
graphical computing, neural networks, scheduling prob-
lems and robotics (Alatas and Akin 2008; Vasile and Buiu
2011). In multivariate analysis, Voss (2005) utilized PCA
with PSO based on the system of principal axes being
moved to the swarm, with PCA being used to determine the
directions of these axes in each iteration. Chu et al. (2011)
introduced a method that employs PCA to handle the
bounds of the feasible region. Ma and Ji (2012) utilized
PCA to reduce dimension, selecting the most important
principal components and to then apply PSO. Similarly,
Zhao et al. (2014) used PCA to determine efficient direc-
tions to be employed in PSO. Song et al. (2017) utilized
PSO for global optimization in the presence of disconti-
nuity. Other applications of PSO are in the cluster analysis,
particularly in the detection of centroids and in the selec-
tion of the number of clusters (Van der Merwe and
Engelbrecht 2003; Esmin and Matwin 2012; Gajawada and
Toshniwal 2012; Wang et al. 2018). In the articles cited
above, with the exception of the work on cluster analysis,

@ Springer

the multivariate techniques utilize PSO to improve its
performance in prior or posterior stages.

The present work is based on the disjoint HJ biplot
technique, introducing a different approach in how the
optimization is performed. Here, a new paradigm in the
optimization of data science problems is exhibited to
minimize the objective function using an algorithm of PSO
of binary type with constraints. This technique is named
here as constrained binary particle swarm optimization
(CBPSO), where the term binary is due to the use of binary
matrices in the PSO. Optimization by PSO is an emerging
technique of evolutionary computation based on stochastic
optimization and inspired by the behavior of biological
species, such as starlings (Sangwook et al. 2008).

The objective of the present article is to propose a new
methodology that combines PSO and PCA. Specifically. we
use PSO in the solution of the optimization problem inherent
to the calculation of the disjoint principal components. In
addition, a new proposal is also presented here to compute
the eigenvalues associated with the variability of each of the
new principal axes, enabling us to construct indicators of the
explicability percentages of each disjoint axis obtained.

The rest of his paper is organized as follows. Section 2
describes a dispoint PCA algorithm developed from HI
biplot, which we name DPCA in short, using an alternating
least squares method. In Sect. 3, we detail the implementa-
tion of an algorithm that uses binary PSO optimization with
binary constraints named here CBPSO-PCA. Section 4
summarizes the new proposed method and exposes the
advantages of using PSO through simulations. In this sec-
tion, we also illustrate our method with real environmental
data to show its potential applications. Finally, Sect. 5 dis-
cusses the conclusions of this study and future research.

2 The DPCA method

In this section, we provide background about the DPCA. In
addition, an algorithm that implements the calculation of
disjoint principal components is provided.

2.1 Background

The I x J matrix X in the DPCA is expressed as in the
standard PCA, that is, as the product of the transpose of the
loading matrix B by the score matrix A (Jolliffe 2002, p.
31) given by

X =AB", (1)
where [ is the number of individuals and J is the number of

variables; A is the [ x @ score matrix, containing the
coordinates of the individuals in the reduced Q-
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dimensional space of the disjoint components; B = (by) is
the J x Q component loading matrix, containing the
coordinates of the variable j in the reduced (@-dimensional
space and is subject to the following constraints:

(i) Ej-;, b=l forqg=1,..,0;
i) L (byb,)? =0, for g=1,..,0—1 and
r=g+1,..50;
i) T, B0, fat

9
Constraint (i) indicates that each column of B has norm
one. Constraint (ii) expresses that two different columns of
B are orthogonal, while constraint (iii) establishes that B
does not have zero vectors. Since this is a low-range
approximation, we have that X defined in (1) is now given
by X = ABT + E, where E is the error matrix. Minimizing
the Frobenius norm squared of the error matrix E is
equivalent to minimizing the objective function

F(A.B) =X -AB"|" = |E|’, (2)

that comresponds to the sum of residual squares. Then, we
have the optimization problem stated as

{ min F(A, B) = |X —ABT||® (3)

subject to A, B as described above.

Since X is the data matrix, it is a given matrix and
therefore it does not vary throughout the optimization
process, so that it is constant, such as its norm || X|| is. Note
that minimizing

|X — ABT|?
[x—Az |
x|

is equivalent to minimizing ||X — AB”|*. The function F
stated in (2) is now redefined as

_Ix-aBT|?

s |x*

(4)
Thus, F redefined in (4) represents the squared relative
error and is used as the objective function. Note that
F measures the degree of fit of the low-range approxima-
tion. Hence, minimizing the objective function is equiva-
lent to minimizing the relative error, and therefore a better
fit corresponds to smaller values of the objective function.

In the next subsection, we explain how F is minimized
to determine the number Q of principal components. This
generates a Q-dimensional subspace where the original
data are projected so that each original variable contributes
to only one component. Note that these disjoint compo-
nents are orthogonal.

2.2 Explanation of the DPCA

As mentioned, the DPCA is an adaptation of the analysis
employed to construct the HJ biplot technique and the
principal components (Ferrara et al. 2016). The DPCA
contains the following steps:

Step 0. Let X be an [ x J data matrix, with Q being
chosen as the number of disjoint components to be con-
sidered. The J x Q stochastic binary matrix Vy is randomly
generated by rows, such that its elements are given by

1. if the variablej contributes to the component g;
@ 0, otherwise:

satisfying the constraints

Q
Somg =T, F=1...0 (5)
g=1
J
Zv}-q)()., g=1;.2,0, (6)

.

where the expression defined in (5) ensures that there is a
one and nothing more than one in each row, whereas the
expression defined in (6) ensures that there are no columns
filled with zeros. From (5) and (6), we have that

J

Zvthli,, =0, g#r.

i=1

which means the columns are orthogonal.

Example 1 Let J =5 and @ = 3. Then,
1 00
1 00
Vo=10 0 1
010
00 1

Note that Vy is a position matrix of the original data, since
it indicates how the original variables are distributed in the
selected disjoint components. This must ensure that any
component has all null loadings. Hence, the component
with the largest number of assigned variables is randomly
divided into two parts and then one of the halves is passed
to the component that has the column of zeros.

Once V; is calculated, the loading matrix By is obtained
as follows. For each component ¢ = 1,...,Q, a partition
matrix Wy, is generated from the data matrix X, with Wy,
having [ rows, such as X, and a number of columns cor-
responding to the variables indicated by the ones in the g-th
column of Vy, as indicated in Remark 1, where the matrix
W is defined.

@ Springer
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Remark 1 Note that the matrix W is generated from the
original data X taking those columns corresponding to
variables for which a one is present in the matrix V at the
associated component. For instance, if for the component 1,
the non-null elements of each column in the matrix Vy take
the values 1, j and J, then we must take the 1-th, j-th and J-
th columns. Such columns are those forming the matrix
Wi . For this matrix Wy, we apply the HJ biplot technique
calculating the coordinates for the variables. From these
coordinates, we must choose the first column and such
values are the coordinates of the variables 1, j and J in the
first component. The remaining variables have coordinates
equal to zero for this component.

Example 1 (continued) Recall that J =35 and Q = 3.
Then,

X X Xy X5 X
X A2 X4 X3 X5
X210 X2 X24 X23 X235
Wo = W =  Woy =
X Xn X4 X3 Xps

Note that each Wy, is expressed by its SVD in the form
Wo, = RATT, (7)

where R is a unitary matrix, A is a rectangular diagonal
matrix with non-negative real numbers on the diagonal, and
T is also a unitary matrix, assuming suitable dimensions for
these matrices. The diagonal entries 4; of A are known as
the singular values of Wy, The columns of R and T are
called the left and right singular vectors of W, respectively.
Thus, we obtain @ SVDs of the form represented in (7).

Once the matrix Wy, is obtained, the matrix By is
constructed, with the g-th column of By being the right
singular vector corresponding to the largest singular value
of the g-th SVD. This column contains the loadings cor-
responding to the variables considered in the g-th column
of Vi, with zeros in the positions that are not taken into
account for the g-th column. Since O SVDs are taken into
account, the number of columns of By is 0. Once the
matrix By is computed, the coordinates for the objects are
obtained as Ay = XBy, and then the objective function is
calculated as Fy(Ag, By).

Step k. It is assumed that k — 1 steps of the algorithm
have already been executed and then arrays
Vi, Ag_y, By of Fi_y are available. We start by
updating the matrix Vy, letting the j-th row, with
j=1,...,J,tolocate a one in the g-th position of this row,
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Table 1 Number of operations to be performed for Example 1

J =2 =3

10 S| = 1022 |§| =55 980

15 |8 = 32766 S| = 14250606

20 |S|= 1048574 |S| =3483638676

30 |S| = 1073741 822 || =2.058879109 x 10*
for ¢ =1,...,0, and zeros in the rest of the row. Main-

taining unchanged the rest of the rows of Vj_;, we obtain a
new position matrix denoted by "l-/;;.q. With this position
matrix, we get the partition matrix qu, the respective
qu, EJ’«.‘ matrices and then the objective function
fkq(A.kq: Bﬁq) is
fkq(ﬁm,ﬁm) is minimum assigns a one in that row. This
process of relocating the ones in all the rows of Vy_; is
continued and the resulting matrix is called V. Since in
each row the position containing the one runs through all
the Q entries of the j-th row, the number of SVDs to
determine V. is J x Q. If during the process some column
of V. is generated with all its elements equal to zero, it acts
in the same way as explained in the construction of V.
Once the position matrix V. is computed, the correspond-
ing matrices Wy, are obtained and from them the loading
matrix B; is also reached in the way already indicated.
Hence, the matrix Ay of scores is evaluated at Ay = XBy
and then F(Ay, By) = Fy is calculated to check whether the
stopping criterion is attained as indicated below.

Stopping criteria. Set a tolerance value ¢ > 0 and if we
have |Fp — Fj._1| <&, then the algorithm is stopped. If this
is the case, the algorithm is finished and the solution is
attained at this step, which is assumed as the final solution.
If the stopping criterion is not reached, iterate until
reaching it. Another stopping criterion is the total number
of iterations to be performed. This is the stopping criterion
used in the DPCA.

The matrix V; is constructed in a non-flexible way,
since when descending by rows in its construction, the
positions that contain the ones of each row are fixed and do
not change once they are determined. Another option is to
consider all possible binary matrices for V¢, but the number
of possible partitions can be excessively high, even for
small values of J and Q, as shown in Table | assuming
Example 1.

evaluated. The position where
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2.3 The algorithmic form of the DPCA

Algorithm 1 summarizes the DPCA.

Algorithm 1 The DPCA procedure

1: Read X, Q. nTter (number of iterations), and the tolerance .
2: Initialize with V5 and & = 0.
3: Iterate
3.1: Settingk =k + 1.
3.2; Updating V.
3.3: Obtaining the partition matrices Wi, forqg = 1,....Q.
3.4: Computing the SVD of Wy, forg=1....,Q.
3.5: Constructing By, and Ay,
3.6: Caleulating Fi, = F(Ay, By).
4: Repeat the procedure until | Iy, — Fy_q| < €.
5: Report the results for Ay and By..

3 The CBPSO-PCA

As mentioned in Sect. 1, the PSO is an optimization
technique where individuals (particles) move in the space
of feasible solutions of the objective function, communi-
cating with each other in search of the best solution (op-
timal approximation). The generic PSO method is
presented next.

3.1 The PSO method

The PSO has the following individual and social behaviors:

(i) Particles or individuals are attracted to the
optimum.

(i1) At any moment, individuals know their closeness
to the optimum. The closeness is estimated
through the so-called fit and is the value assigned
by the objective function to the position where the
particle is located.

(iii)  Each particle or individual remembers its closest
position to the food (the optimum). This is the
individual’s historical knowledge.

(iv) Each particle shares its information about its
closest position to the optimum with the particles
closest to it, which is the historical knowledge of

its neighborhood.

Through two rules of interaction, particles adapt their
behavior to that of the most successful particles in their
environment (Imran et al. 2013). The PSO method allows
the particles to explore the set of feasible solutions § in
search of the optimum. The initial particle population is
kept constant through the search process. At the instant of
time k, each particle has a positiony, a velocity,, and a
value of fit Fj.. The PSO method iterates at each instant of
time k for each particle as follows:

(i) Local information (linformationy): The current
position where the particle reaches its best fit, that
is, the smallest value of Fy for the particle.

(ii)  Global information (ginformation,): The position
where the neighborhood reaches the best fit, that is,
the smallest value of F; for the swarm.

Each particle updates its position according to

position, , = position, + velocity,,,, (8)
where

velocity,,, =inertia; + linformation; (9)
+ ginformation,,

with inertia; being the component responsible for

keeping the particle moving at the same direction that it is

moving until k.

Remark 2 Note that, in the PSO context, inertia allows a
better exploration of feasible solutions to be obtained. This
inertia must not be confused with the inertia in the context
of multivariate analysis, in which it is a measure of the
statistical variability of the data set. It must be emphasized
that PSO has absolutely no guarantee to find a global
optimum.

3.2 Explanation of the CBPSO-PCA

Recall that particles are represented by binary position
matrices of the form V as defined in Sect. 2. In each iter-
ation, when updating the position, the particle leaves the set
of feasible solutions S, since although the position matrix is
binary, the velocity matrix is not. To solve the optimization
problem given in (3), the particles are represented by
binary matrices V satisfying the constraints defined in (5)
and (6). We must find the binary matrix V* that minimizes
the objective function F and therefore this is a binary
optimization problem with constraints. The search for
feasible solutions leads to a problem of high computational
complexity (NP-hard) due to combinatorial explosion, as
mentioned at the end of Sect. 2 and exemplified in Table 1.
In the present article, we use constrained binary PSO to
solve the combinatorial optimization problem associated.
The first step of the PSO method is to initialize the
particles, which means that they are placed at a random
initial position. The number of particles P is an important
input parameter at this stage. The initial position of any
particle is a feasible solution of the problem, that is, an
element of a set of the feasible solutions §. In each itera-
tion, the position and velocity of the particles must be
updated according to the expressions given in (8) and (9).
The velocity matrices always have their components in the
interval [—1, 1], as shown in the continuation of Example 1
provided below. By updating the position at the stage
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k + 1, we have a new position that is not a binary matrix
nor satisfies the conditions of the feasible space.

Example I (continued) Recal that J =35 and @ = 3.
Suppose that any particle, in the stage k, has position and
velocity matrices stated by

1 0

1 00
position, = 0 O 1 |,

010

0 01

051 075 0.12

—-033 024 0.68
velocity,,, =| —0.83 -045 0.53

071 058 091

046 —0.79 0.64

Then, when updating the position at the stage k41,
according to (9), we have a new position given by

positiony, | =position, +velocity,

049 075 0.12
=033 024 0.68
=| -083 055 053
0.71 0.58  0.09
046 —0.79 0.64

where position; is not a binary matrix nor satisfies the
conditions of the feasible space. Note that the position,
and velocity, matrices are chosen for illustrative pur-
poses only, showing how the particle (in the position)
leaves the space of feasible solutions. The calculation of
both matrices is explained below.

In order to avoid the problem indicated above, we pro-
pose the following procedure:

(1) In each row, the entry with the largest absolute
value is selected. The positions of these rows are
occupied by ones and the rest by zeros. This
procedure, as opposed to choosing random ones,
allows the memory of the particle to be preserved.

(i1)  Inthe case where a column results only with zeros,
choose the column with the largest number of
ones, locate the one that come from the smallest
absolute value, and change it to a column full of
zeros. Thus, the matrix obtained satisfies the
conditions of the set of feasible solutions S.

(iii)  If there are two columns full of zeros, apply the
same procedure, that is, choose the two ones that
come from the two smallest absolute values and
then pass them to the columns of zeros.
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(iv)  If there is a tie in the largest absolute values of a
row, choose the first of them from left to right.

The points indicated in (i)—(iv) above as solution proposed
convert a matrix with real components into a binary matrix
in the set of feasible solutions S, and they are executed by a
matrix operator denoted by O. The fit function is given by
the squared relative error, which represents, as in the
DPCA, the change for one unit, such as defined in Sect. 2.1.
In the PSO method, there are two types of variables:
individual and collective (or global). For individual vari-
ables, each particle stores its own values, but for the global
variables the values are shared by all the particles. As PSO
is an evolutionary algorithm, it may happen that, in two or
more successive iterations, there is no change of the
objective function. For this reason, the stopping criterion is
the number of iterations defined by the user (Marti et al.
2009).

In the sequel, T'is a matrix operator that transforms the
binary matrix V into the loading matrix B as described in
the step k of Sect. 2.2. It is important to emphasize that, for
calculating B = T(V), the number of SVDs performed by
the operator T is the same as the number Q of desired
disjoint components. Next, we describe how local and
global informations work to reach the best fit.

3.2.1 Local information

The local information of a particle quantifies its attraction
to the position where it reaches its best fit. For a specific
particle p, the following information is stored in memory:

eV, corresponds to the binary matrix V for the particle
p and represents the current position of that particle
(current binary position).

e B, =T(V,)isthe loading matrix B for the particle p in
the current position V.

e F(V,) corresponds to the value of the objective
function evaluated at the current position V), of the
particle p, that is, F(V,)=F(A, B,), where
A, =XB,.

. V: is the best binary matrix V found by the particle
p locally.

* B) =T(V}) represents the best loading matrix found
by the particle p locally.

. F(lf",f) is the value of the objective function evaluated
at the best solution found by the particle p locally.

¢ velocity, is the current velocity of the particle p used
to generate a disturbance of the current position of this
particle to place it at a new position. Thus, velocity,
is a J x Q matrix, and as part of the algorithm, each
entry in this matrix is in the interval [—1,1].
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3.2.2 Global information

The global information quantifies the attraction of the
particle towards its position that obtains the best global fit.
In order to make it, the following information is collected
at the level of the entire swarm:

e V* is the best binary matrix V found by the swarm of
particles globally.

e B* =T(V*) is the best loading matrix found by the
swarm of particles globally.

e F(V*) represents the value of the objective function
evaluated at the best solution found by the swarm of
particles globally.

As mentioned, the PSO method consists of three main

steps: initialization of the particles, iteration and update.

The second step of the algorithm is the most important

because it corresponds to the iterations. In each iteration,

all particles must move to a new position. Each position is

a feasible solution to the problem, that is, it is not allowed a

particle to place itself’ in the position of an unfeasible

solution. In this stage, we have the following parameters:

e nIter: number of iterations.

e minIner: minimum inertia value, which corresponds
to the value of the inertia in the last iteration.

e maxIner: maximum inertia value, which is the value
of the inertia in the first iteration.

* wCognition: cognitive weight that serves to control
the cognitive component of the new velocity.

¢ wSocial: social weight, which is used to control the
social component of the new velocity.

To determine the new position of a particle p, it is neces-
sary to calculate a new velocity that depends on three
components: (i) the first of them is the velocity in the
previous iteration that we control with inertia; (ii) the
second one is the cognitive component that we handle with
the cognitive weight; and (ii1) the third one is the social
component that we control with the social weight. The
inertia decreases linearly from iteration to iteration. The
iterations are initiated with maxIner, whereas the itera-
tions are finished with minIner. Thus, for an iteration
0 <k <nIter, the inertia factor value is given by

maxIner —minIner k
nlter ’

finertia = maxIner — (
(10)

The expression defined in (10) implies that, as it is iterated,
the new velocity depends less on the previous velocity, and
the cognitive and social components affect it more. The
value of the new velocity for a particle p in the k-th iter-
ation is obtained by

newVel, =finertia x velocity,
+ py x wCognition x (B: —B,)
4 pa2 % wSocial(B* — B,)

where py,p, €[0,1] are pseudo-random numbers so that
newVel, has a stochastic component, B ; isthe best local loading
matrix, and B* is the best global loading matrix. Note that the
J % () matrix newVel, generally does not comply with the
constraint that the entries are in the interval [—1, 1]. Therefore, a
transformation must be applied to satisfy this constraint. For this
purpose, we define the operator L as follows.

Letz € [2be any entry in the matrix newVel,,. The operator L
is defined by a convex linear combination of the sigmoid func-
tion, a particular case of the logistic function (Nezamabadi-Pour
et al. 2008; Sangwook et al. 2008) defined as
L(z) = 2sigmoid(z) — 1,

where  sigmoid(z) = (14+e9) ' £[0.1] so  that
L(z) € [~1,1]. The operator L is applied to all entries of
newVel, as explained above, obtaining velocity,. Then,

a new position (in floating point format) is calculated using
Vi}c"‘p] = B, +velocity, (11)

Again, the operator L is applied to V:,‘e"“’] in (11), so that its
inputs are in the interval [—1,1]. Now, by applying the

: temy
maltrix operator O to Vf, P

), the new binary position of the
particle p is obtained in the set of feasible solutions as
V, = O(Vie™) and B, = T(V,,).
Next, we summarize the steps of initialization, iteration
and update of the PSO method in an algorithmic structure:
Step 1 (initialization)
1.1 For each partticle p=1,...,P:
1.1.1  Generate randomly the matrix V).
L1.2 Do By, =T(V,).
1.1.3  Compute F(V,).
.14 Make V) =V,
[.1.5 Establish B: =B,.
[.1.6  State F(V;) = F(Vp).
1.1.7  Express velocity, randomly (initial velocity).
1.2 Among all the P particles, search for the particle with

the best binary initial position, that corresponds to the
particle with the best fit, denoted by p*. Then:

1.2.1 Do V¥ =V.
1.22 Make B* = B,

1.2.3  State F(V*) = F(V,.).

@ Springer



192

Stochastic Environmental Research and Risk Assessment

Step 2 (iteration)

2.1 Determine the new position of a particle p.

2.2 Establish the value of the new velocity for a particle
p in the k-th iteration.

2.3 Transform the entries to the interval [—1, 1] using the
operator L.

2.4 Calculate a new position using the expression given
in (11) for V""[“"‘F’].

Apply again the operator L to V™) so that its inputs
are in the interval [—1,1].

Obtain the new binary position of the particle p in the
set of feasible solutions by using the operators O and
T in V“,[empl to reach V,= O(foemp]) and
Bp = T(V,u)-

Step 3 (updating)

(58]
n

3
n

3.1 For each iteration k=1, ..., nlter:

3.1.1 Compute finertia.
3.1.2 Foreach particle p =1,...,P:

3.1.2.1 Calculate newVel,.
3.122 Do velocity, = L(newVel,).
3123 Make V*®) = B, + velocity,.
3124 State V, = O(Vi™™).
3.12.5 Establish B, = T(V,).
3.1.26 Determine F(V,).
3.127 IfF(V,)<F(VY), then
A VE=V,
B. BY =B,

C. F(V¥)=F(V,).

If F(V,) <F(V*), then
A V=V,
B. B*=B,
C. F(V*)=F(V,).

3.2 Report the best solution found.

3.3 The CBPSO-PCA algorithm

The way how the CBPSO-PCA works is summarized in
Algorithm 2. The function Step that we see in Algorithm
2 is used to represent, in a single instruction, the movement
of a particle to a new position. Every time a particle moves
to the next position, the best position found by that particle
and the best position found by all particles are updated, if
necessary. Note that the finertia is updated when going
from an iteration to the next. All the particles of the same
iteration share the same finertia value. In Algorithm 2,

@ Springer

the presence of the matrices V), V:, and V* is omitted to
simplify the operation of the CBPSO-PCA algorithm.

Here, F(B,)= F(A,,B,).

Algorithm 2 CBPSO-PCA

1: Initiate P particles at random.

2: Do finertia = maxIner.

3: Foreachiterationk = 1,...,nlter:
For each particlep =1, .. ., Fr
DoB, = 5tep(B,;, B;, B*,

wCognition,wSocial, finertia).

If F(B,) < F(B}).thendo B}, = B,,.
If F(By) < F(B*),thendo B* = B,
End for each p.
Update finertia.
End for each k.

4: Report the obtained results.

3.4 Explained variance

Note that the CBPSO-PCA does not calculate the matrix A
defined in (7). Then, the singular values of X’ are unknown and
therefore the eigenvalues of X ' X as well. Here, we estimate the
eigenvalues corresponding to each of the disjoint components
by means of the calculation of the variance that the individuals
exhibit in the new system of principal axes. This enables us to
find the percentage of explained variance for each of the disjoint
axes and the respective principal planes. Specifically, let X be a
centered / x J data matrix, and let Var(X) = § be its variance-
covariance matrix. Then, the total variation of X is defined by
i

trace(S) :o’%+---+o‘§ :Z

=

S

z (12)

oﬁ are the variances of the J variables con-
tained in the columns of X, that is, Var(X}) = rr}. Alter-
natively, we have that

i)
where a7, ..

trace(S) = o + -+ -+ o, (13)

where o), ..., 0 are the eigenvalues of S.

Let B be a J x J rotation matrix, that is, B is orthogonal
in the sense that B'B = I;, where Iy is J x J identity
matrix. The column vectors B define a new rotated system
of axes. Each new axis is a linear combination of the
original variables representing a new variable. Let A be a
rotation transformation of X given by A = XB. Its vari-
ance-covariance maltrix is stated as

X =Var(A) = B'SB.

Since the columns of A contain the coordinates of the
individuals with respect to the new system of axes, the
variance of each column represents the variance of the new
variables obtained by rotation 8. The total variation of A is
defined as
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trace(X) = trace (B SB)
= trace (SBB"
= trace(SI;)
= trace(S),

) (14)

that is. the total variation of X and A is the same. Note that
the rotation B does not affect the total variation. If
fi,.... p, are the eigenvalues of the matrix X in descend-
ing order, then the variance of the j-th new variable,
denoted by A;, is Var(4;) = ff;, for j=1,....J. and

trace(X) =fi, +--- + fi,. (15)
From (12), (13), (14) and (15), we have
a4t =a oty = 4+ f

Therefore, the coefficients fi; can be used to determine the
percentages of explanation of the disjoint axes. Thus, the
percentage of the total variation explained by the g-th
disjoint axis is given by

Ei"l 5 L, % 100%. (16)

i=1%]
The amount Z;':l cr} can be obtained directly from the

x 100% =

matrix X and the coefficients ff; may be estimated from
Var(4;). In the case Q =J, when applying the CBPSO-
PCA algorithm to obtain the disjoint components, the
loading matrix B = I is obtained and then

A=XB=X.

If Q </, the columns of B are disjoint with norm equal to
one. Thus, they form an orthonormal set of Q vectors in [/,
and additionally B' B = 1. Hence, B can be considered as
a projection matrix in the new rotated disjoint system of
axes and A = XB is the matrix containing the coordinates
of the 7 objects found in the vector subspace generated by
the first @ disjoint components.

Note that our proposal is to use the variance of scores,
that is, we can apply the indicators defined in (16). The
variance of the columns of A is employed to calculate the
variance explained by each disjoint axis obtained, and for
each principal plane required. This criterion for calculating
the variance of the columns of the scores matrix is uti-
lized to determine the proportion of variability explained by
cach factor axis, both in the DPCA and CBPSO-PCA in the
numerical examples of the following sections. Observe that
is not required to calculate the matrix of singular values A.

3.5 Application of the CBPSO-PCA algorithm

Algorithm 3 presented below is a guide to how using
Algorithm 2 (CBPSO-PCA, given in Sect. 3.3) when

computing the disjoint components in a practical context,
that i1s, when a centered data matrix X is available.

Algorithm 3 Application of the CBPSO-PCA algorithm

I: Read the I x J centered data matrix X .
: Perform a usual exploratory PCA.
: Compute the variance explained by the principal components.
: Find the number of disjoint components () using the investigator’s
criterion based on Step 3.
5: Calculate @ according to the CBPSO-PCA:
5.1 Establishing the stopping conditions,
5.2 Stating the number of particles, maximum, minimum inertia,
and social. cognitive weights.
5.3 Applying Algorithm 2.
6: Repeat Step 5 until finding the best fit.
7: Report the obtained results.

£ ow

4 Empirical illustrations

In this section, we show the advantages of the CBPSO-
PCA algorithm, illustrating with empirical data the quality
of the solutions that can be found. First, we consider two
simulated examples and then a real environmental data
example.

4.1 Computational and simulation aspects

All computational experiments are performed on a 64-bit
Windows 10 computer, 8 GB of RAM, and an Intel
(R) Core (TM) i7-4510U 2-2.60 GHz processor. The
algorithm is implemented employing C# .NET and R. The
use of the R statistical software (R Core Team 2018) is
important primarily for performing the SVD. More
specifically, the irlba package is used as it provides a
fast and efficient way to calculate a partial SVD for large
matrices, instead of using the svd function of the svd
package of R, that provides a generic SVD of a matrix.
Communication between C# .NET and R is possible using
the R.NET middleware, which is installed in the corre-
sponding code project as a NuGet package. The data
matrix is located in an Excel sheet and is read from
C#.NET code at runtime using COM+.

The stopping criterion used in the CBPSO-PCA algo-
rithm is the number of iterations. However, each time the
algorithm finds a better solution, it is stored along with its
processing time. The best solution found by the algorithm
usually has a processing time less than the time needed for
all iterations to run.

4.2 Generator with disjoint component structure
A simulation algorithm is constructed to randomly generate

a data matrix, with an ad-hoc structure of easy interpreta-
tion. Then, when applying a dimension reduction by
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disjoint principal components, the CBPSO-PCA algorithm
is able to detect it.

Let xy, ..., x, be the values of original p variables and
¥i,- .., ¥y be the values of g latent variables (g <p) with
disjoint structure. Consider the linear combination given by
yi=cpX+ -+ ¢y, If the m original consecutive
variables xj, 41, ..., X, 1) are represented in the latent
variable y;, then the scalars ¢, ¢inis - Cipim—1); are
defined as independent and uniform discrete distributed
random variables with support on the integers from 70 to
100. Note that the remaining scalars are defined similarly
but with support on the integers from | to 30. This pro-
cedure is performed for each 7 from 1 to ¢. Keep in mind
that each original variable must have a strong presence in
one single latent variable.

Example 2 Suppose that p=18, g=3 and Uy(a,b)
denotes the discrete uniform distribution, with support on
the integers from a to b (a, b € N, a <b). Note that the first
linear combination is stated as y; = cp10 + 2102 +
€3.1X3 + €4,1X4 + €5.145 + Ce.1Xs + €7,1x7 +egaxz. IF xp,x2,

: 1D,
x3,x4 are represented in y, then cyj,c21,¢31,¢41~Ug

(70. 100) and C51,C6,1,C7,1,C8.1 IH?U.}( E; 30) where “IID’
denotes “independent and identically distributed”. The
second linear combination is defined as y; =ci2x) +
€22X%7 + C32X3 +C42Xq + €52%5 + Cp 246 + €7.2%7 + cg 243 If

; D
xs5,X6,X7 are represented in yz, then cs55,c62, €72~Ug

(70,100) and ¢12, ¢33, c30,¢42, 822 Ua(1,30). And the
third linear combination is expressed as y3=c)3x+
€33%3+€33%3+ €135 +053%5 +¢6,3% +C7,3%7 +cg3x8. We
only have left the original variable xg, which must be
represented in y3. Then, we get cg3~Uy(70.100) and

1D
€13,€23,C33,€43,653,663,¢73 ~ Uda(1,30).

In Example 2, the first four original variables have a
strong presence in the first latent variable, the next three
original variables do so in the second latent variable, and
the last original variable has a strong representation in the
third and last latent variable. We indicate this, in a general
way, by the finite succession {ry}{ ,, whose elements for
the previous particular case are rj =4, r» =3 and r3 = 1.
The algorithm designed simulates a matrix with n indi-
viduals and p variables. The orthonormalization Gram-
Schmidt process is applied to this matrix to obtain the
simulated data matrix X. The algorithm that builds the n x
p random matrix X should, in general, implement the
mapping ¢ defined as
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@ N x N x N x N — My,
(n. p, g Ant_ ) —¢(n pog.{n}l)

subject to the constraints n>p and ¢<p. In addition, it
should be satisfied that

q

=1
The mapping ¢ returns an n x p matrix X that has the ad-
hoc structure mentioned above, which should be detected

by the CBPSO-PCA algorithm.
4.3 Simulation studies

For the first simulation, the mapping ¢(100, 8,3, {4.3.1})
is executed, that is, there are 100 individuals and 8 original
variables and then a 100 x 8 data matrix X is obtained. In
addition, the latent structure is made up of three disjoint
components: the first one has non-zero charges in the first
four positions. The second disjoint component has non-
zero charges at 5-th, 6-th and 7-th positions. The last dis-
joint component has a non-zero charge at the last position.
The CBPSO-PCA algorithm provides the loading matrix B
reported in Table 2.

The CBPSO-PCA is executed 100 times with 50 parti-
cles and 10 iterations as the stopping criterion. It should be
stressed that no background process is run on the computer
while the calculations are being made. In all 100 execu-
tions, the same solution is reached as shown in Table 2,
needing two or three iterations at most. The CBPSO-PCA
algorithm is able to detect the ad-hoc structure contained in
the data. The fit obtained when applying disjoint principal
components is 0.021859878 and the total variance
explained by the model is 97.81%. The DPCA algorithm is
also executed 100 times and the same solution given in
Table 2 is reached 100% of the times. A usual PCA is also

Table 2 Loading matrix B obtained by CBPSO-PCA and DPCA
algorithms with simulated data

Y, Y, Y;
X, 0.43413655 0 0
X, 0.53903007 0 0
X; 0.56700392 0 0
X, 0.44663027 0 0
Xs 0 (1.57919604 0
Xe 0 0.56750625 0
X7 0 0.58520817 0
Xy 0 0 1
% of EV 35.54% 33.01% 29.26%

where EV denotes the explained variance
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performed on the same data matrix and the loading matrix
defined in Table 3 is obtained. Note that the usual PCA
does not clearly detect the underlying structure in the data.
For example, what happens to the second original variable
X; is noteworthy: it cannot be concluded with certainty in
which component it has a strong presence. The same can be
said of the last original variable Xj.

A second simulation study is conducted to compare the
performance of the CBPSO-PCA and DPCA algorithms
when the matrix size is large. The simulation algorithm
implements the mapping (200, 200, 3, {50, 70,80} ) and a
200 x 200 data matrix X with three disjoint components.
After executing both algorithms 100 times each, the results
obtained are summarized in Table 4. Both algorithms found
the best solution, with a fit of 0.02543703 and a total
explained variance of 97.46%, with different success rates.
The CBPSO-PCA algorithm is executed with the same
input parameters as in the first simulation study, and the
best time reached is 4.2 minutes in 6 iterations. In addition,
for the DPCA algorithm, the best time reached is 9.8
minutes in two iterations. The last row of Table 4 reports
that the DPCA is trapped in a local optimum in 7 of the 100
executions. It is important to highlight that the DPCA
algorithm does not perform an exhaustive search, since
starting from the binary matrix V that it initially generates
randomly, it begins to move by column the number one in
all possible positions.

Note that, as the number of original variables and latent
variables increases, we detect a larger processing time in
this algorithm. The CBPSO-PCA algorithm is better suited
for large arrays, since it has the flexibility to fit its
parameters allowing a better search strategy. The DPCA
algorithm has only one parameter (tolerance) that is used as
a stopping criterion. With respect to the percentages of
success, the DPCA algorithm has a larger probability of
being trapped in a local optimum, since it begins its

Table 3 Loading matrix B obtained by usual PCA algorithm with
simulated data

Y, Y, Y5

X, 0.39512468 —0.09020236 0.14824807
X2 0.39775809 —0.00322755 0.40788776
X5 0.44254179 —0.17190775 0.31755350
X 0.35239424 —0.11448361 0.25061667
Xs 0.26682407 0.46011771 —0.25159988
X 0.30662152 0.39441186 —0.26207760
X, 0.35705213 0.28282245 —0.38998176
Xy —0.27007773 0.70847497 0.60326462
% of EV 39.81% 32.27% 27.92%

where EV denotes the explained variance

Table 4 Summary of the second simulation study

Characteristic CBPSO-PCA DPCA
Average execution time {in minutes) 4.6 10.2
Best execution ime (in minutes) 42 958
Worst execution time (in minutes) 4.8 10.4
Success rate 100% 93%

processing with a single binary matrix V, that is modified
by displacements of the one row and column, not neces-
sarily leading to an optimal matrix. As mentioned in
Macedo and Freitas (2015), the algorithm can be trapped in
different local optimum so that it is recommended to
execute it several times. In addition, the CBPSO-PCA
algorithm starts with a matrix V for each particle, and it is
the joint and intelligent search of the particles, which
permits the CBPSO-PCA to have a small probability of
being trapped in a local optimum.

‘We compare the convergence of the proposed algorithm
with the usual PCA. If the mathematical optimization
model for obtaining disjoint components is relaxed, elim-
inating precisely the constraint for the calculation of these
components, the minimization model for calculating the
usual principal components is obtained. Therefore, the fit
of this PCA is always better than the fit of a DPCA. Fig-
ure 1 shows a black curve that relates the number of iter-
ations of the CBPSO-PCA algorithm with the fit (value of
the objective function). The gray line, parallel to the hor-
izontal axis, shows the fit of a standard PCA. For the
second simulation study, the fit value of a PCA is so small
that the R software represents that fit with a zero. Observe
that the best fit obtained by the CBPSO-PCA algorithm in
one of the executions is 0.02543703 in 6 iterations of a
maximum of 7 iterations.

4.4 Application to real environmental data

A problem that arises when conducting studies with envi-
ronmental or ecological data is that of the presence of

3 1 ¥ CBPSDDC, Best Fit = 0.02543703
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Fig. 1 Convergence analysis for the second simulation study accord-
ing to the method indicated
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redundant variables, that is, variables that are an exact or
approximate linear combination of one or more of the
remaining variables. These variables can be eliminated
without losing information or with minimal loss of it,
resulting in a smaller data set, reducing the costs for the
study.

Eliminating redundant variables, and retaining those that
provide the most information is relevant, particularly if the
data set is massive, as it is often occurs in environmental
studies. The PCA allows us to reduce the dimensionality of
the problem under study. Since the principal components
are not correlated. they remove redundant information. The
problem that arises, as already indicated, is its interpreta-
tion, because the loadings do not always approach zero in
absolute value. The CBPSO-PCA permits us to alleviate
this problem by presenting the variables that contribute
little information (to a certain principal component) with
values equal to zero. Thus, we can select the variables that
provide the most information to the first disjoint principal
component (that is, the one that explains a high variability)
and discard the variables that are found in the remaining
disjoint principal components. Obviously, this decision
depends on many factors such as the type of research to be
carried out, the importance of the variables to be excluded
and the knowledge of the researcher who collected the
data.

There is an extensive bibliography in which different
methodologies are presented for reducing the number of
variables in a multivariate study, among which we can
highlight: the seminal work of Jolliffe (1973), who used
PCA through multiple linear regression, and the work of
King and Jackson (1999), which is more specific, since
there different methods are proposed to discard redundant
variables in environmental studies. King and Jackson
(1999) showed that the Broken-Stick method is the best
criterion to determine the number of principal components
to retain, and then select the variables to be discarded using
the different models developed by Jolliffe (1973).

When the size of a data set is decreased, a stability
problem arises, which consists of the concordance between
the distances of the individuals in the space generated by
the original variables and the space generated by the set
containing the selected variables (Sorzano et al. 2014). In
order to reduce the number of the original variables using
PCA in ecological data to be stable, the interested reader is
referred to Grossman et al. (1991), where the ratio between
original variables and selected variables is considered to be
less or equal than three.

In this application, we use the Broken-Stick method and
the CBPSO-PCA algorithm to select the variables to be
retained in an environmental study. The data set used is
taken from a database corresponding to the

@ Springer

FOREGSEuroGeoSurveys Geochemical Baseline available
at htp://www.gtk.fi/publ/foregsatlas.

The data correspond to samples of contents of minerals
taken in the subsoil of different countries of the Union
European. The list of variables is shown in Table 5. These
data can be used to measure subsurface contamination and
obtained from the file C_XRF_data_2v6_8Fe-
b06 .x1s, available at http://weppi.gtk.fifpubl/foregsatlas/
ForegsData.php.

For the analysis, the columns corresponding to the
coordinates of their geographical location and the country
to which they correspond have been eliminated. The data
matrix consists of 19 columns or variables (the elements
and chemical compounds) and 788 rows (locations where
the samples are collected). The variables represent the
content of mineral found in the soil at each sampled
location. Since the units of measurement differ, depending
on the variable, we standardize the variables for the
analysis.

We proceed as follows. First, we apply a usual PCA to
the data set. Second, we select @, the number of principal
components to consider using the Broken-Stick method.
Third, we calculate the Q disjoint principal components
with the CBPSO-PCA algorithm. And fourth, we take into
account the variables that make up the first disjoint prin-
cipal component. The results of the PCA of the data matrix
are reported in Table 6.

Table 5 List of variables under study

Variable Chemical compound/element Measurement units
S102_SI Silicon oxide kg
TIO2 ST Titanium oxide kg
AL203_SI Aluminum oxide kg
FE203_SI Iron oxide kg
MNO_SI Manganese oxide kg
MGO_S1 Magnesium oxide kg
CAO _SI Calcium oxide kg
NA20O _SI Sodium oxide kg
K20_S1 Potassium oxide kg
P205_S1 Phosphorus oxide kg
BA_SI Barium mg
CR_SI Chrome mg
RB_SI Rubidium mg
SN_SI Tin mg
SR_SI Strontium mg
W_SI Tungsten mg
Y _SI Yttrium mg
ZN_SI Zinc mg
ZR_SI Zirconium mg
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Figure 2 shows a graph corresponding to the Broken-
tick method (black line) superimposed on a gray curve that
indicates the explained variance percentage by considering
the principal components indicated on the x-axis. The point
cutting is close to the third principal component. For this
reason, we take into account three principal components to
retain (that is, Q = 3). These first three principal compo-
nents explain 51.66 % of the total variability. Therefore,
we use O = 3 to apply the CBPSO-PCA algorithm, whose
results are reported in Tables 7 and 8. The three disjoint
components explain 46.78 % of the total variability. If we
consider the first three principal components suggested by
the Broken-Stick method, which explain 51.96 % of the
variability, we have that the disjoint components explain
90.01 % of the variance by using the usual first three
principal components. This low percentage explained by
the disjoint components is due to the fact that they must
satisfy a set of additional restrictions to the usual principal
components; see Sect. 2. In Fig. 3, the results of Table 7 are
represented, where we clearly appreciate how the original
variables are distributed in the disjoint principal compo-
nents, their weight and their sign.

The convergence analysis shows that the CBPSO-PCA

algorithm takes six iterations to converge to the value
0.5322, whereas he CBPSO algorithm converges in just 5

Table 6 Results of the PCA of the environmental data matrix

#PC Eigenvalue % of EV % of AEV
1 5.095 26815 26.815
2 2.941 15477 42292
3 1.838 9.674 51.966
4 1.488 7.833 59.799
5 1.301 6.845 66.644
6 1.025 5.397 72.041
o 0.904 4.759 76.800
8 0.797 4.193 80.993
9 0.722 3.801 84.794
10 0.650 3423 88.217
11 0.489 2572 90.789
12 0412 2.166 92.955
13 0.387 2.039 94.994
14 0325 1.708 96.703
15 0.267 1.408 98.110
16 0.125 0.657 98.768
17 0.105 0.554 99.322
18 0.079 0417 99.739
19 0.050 0.262 100.000

where PC principal component, EV explained variance, and AEV
accumulated explained variance

Eigenvaioe %

Fig. 2 Broken-Stick plot with environmental data (in black) and %
of explained variance by the indicated principal component (in gray)

Table 7 Results of the CBPSO-PCA for the indicated variable and
component with environmental data

# disjoint principal component

Variable 1 2 3

S102_SI 0 0 0.57973524
TIO2_SI 044020387 0 0

AL203_SI 0 —0.46399195 0

FE203_SI 049562162 0 0

MNO_SI 044137161 0 0

MGO_S1 0 0 —0.34305531
CAO_SI 0 0 —0.55125267
NA20 SI 0 —0.28220297 0

K20_S1 0 —0.49633089 0

P205_SI 0.27387266 0 0

BA _SI 0 —043570013 0

CR_SI 0.18954184 0 0

RB_SI 0 —(0.47588306 0

SN_SI 0 —0.15767984 0

SR_SI 0 0 —0.34117431
W_SI 0 —(.13253821 0

Y_SI 042150555 0 0

ZN_SI 0.27779775 0 0

ZR_SI 0 0 0.35488125
% of EV 17.34% 16.86% 12.58%

where EV denotes the explained variance

Table8 Results of the CBPSO-PCA of the environmental data matrix

#PC % of EV % of AEV
1 17.34 17.34
2 16.86 34.20
3 12.58 46.78

where PC principal component, £V explained variance, and AEV
accumulated explained variance
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Fig. 3 Disjoint components obtained by the CBPSO-PCA algorithm
for environmental data

iterations, reaching its best fit that differs by 0.051 from the
fit achieved when using the usual PCA algorithm, indi-
cating a lost in fit but a gain in interpretation; see Fig. 4.
The variables to select, according to our proposal, are the
variables that appear in the first disjoint principal compo-
nent, which is the one with the largest percentage of
explained variance. There are seven variables with non-
zero loadings, which are:

TIOZ2_SL,

FE203_5I,

MNO_SI,

P205_5I,

CR_SI,

Y_SL

ZN_SI.

The ratio between the number of original variables and the

number of selected variables is 19/7 = 2.71, which satis-
fies the recommendation given in Grossman et al. (1991).

065
1

Fit (Objective Function)
0.56
1

" CBPS0 DG, BestFit=0.53220718
o PCAFit=0.48034008

lleralions

Fig. 4 Convergence of the CBPSO-PCA algorithm with environ-
mental data according to the method indicated
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5 Conclusions, discussion and future
research

This paper reported the following findings:

(1) A new methodology for calculating principal
components based on an intelligent search is
proposed, which uses binary optimization with
constrains by means of particle swarm.

(ii) A stochastic optimization method was used to find
solutions in cases of high computational
complexity.

(iii) A numerical evaluation of the proposed method-
ology was considered by means of Monte Carlo
simulations.

(iv) By using a case study with real-world environ-
mental data. we have illustrated the new method-
ology for DPCA.

The new methodology consists of a PCA with constraints,
allowing us to determine components that are linear com-
binations of disjoint subsets of the original variables.
Because the components are of norm one and disjoint, the
matrix of factorial loads is orthogonal, enabling us to
interpret it as a rotation of the space of individuals. This
permits us to preserve the original variability in the rotated
space, and to use, in a natural way, the variance of the new
variables as an indicator of the variance explained by the
disjoint components. By replacing the local search with the
intelligent search, the set of feasible solutions is better
explored, enabling us high-quality solutions to be reached
regardless of the size of the matrix. In addition, the parti-
cles have shared memory enabling them to ignore routes
that lead to solutions that represent local optima, something
which is seen in the percentage of success in obtaining the
best solution for the empirical illustration with simulated
data. The numerical evaluations of the proposed method-
ology with simulated and real data sets allowed us to show
its good performance and its potential applications. We
obtained a new technique which can be a useful knowledge
addition to the tool-kit of diverse practitioners, environ-
mental engineers, applied statisticians, and data scientists.

Some open problems that arose from this study are the
following:

(1) DPCA secks the global optimum through succes-
sive local optimal choices, that is, it is an
algorithm of the type known as greedy algorithms.
For small instances, a greedy algorithm usually
provides the optimal solution, but in larger
instances, it is usually trapped in a local optimum.
In general, greedy algorithms provide a good
solution, but the quality of this solution usually
degrades as the size of the data set increases. This
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(i)

(iii)

(iv)

(vi)

(vii)

is shown in the two empirical illustrations with
simulated data in Sect. 4. When the number of
individuals is small, as in the first simulation (100
individuals and 8 variables), both the DPCA
algorithm (that uses alternating least squares)
and the proposed algorithm (CBPSO-PCA) reach
the best solution at 100% of the simulated cases.
Note that by increasing the size of the X' matrix
(200 individuals and 200 variables), the DPCA
algorithm achieves the best solution in 93% of the
cases, while the CBPSO-PCA algorithm does so in
100% of the cases. It should be mentioned that the
fit obtained with the usual PCA is slightly better
than the fit obtained with the DPCA. However,
what is lost in fit is compensated by obtaining a
factor structure that is easier to interpret. This is an
aspect to be improved for the new methodology.
Regression modeling, errors-in-variables, func-
tional data analysis and PLS regression, based on
the proposed methodology, are also of interest
(Huerta et al. 2019: Martinez et al. 2019: Carrasco
et al. 2020).

In the present work, the global topology has been
used (all particles communicate with all). An open
arca of research on this topic is to determine other
topologies to determine if there are any that
accelerate the convergence of the algorithm.
Inertia decreases in a linear way. Then, it is
possible to test our methedology with another type
of variation of the coefficients of inertia, such as
slowed exponential decrease. In addition, we can
try using other functions instead of the sigmoidal
function, for example, we can use the probit
function.

Other applications of the algorithm developed in
the context of multivariate analysis are: discrim-
inant analysis, correspondence analysis, and clus-
ter analysis, as well as the already mentioned
functional data analysis and PLS.

There is also a promising field of applications in
the so-called statistical learning: for example, for
image compression.

Another frequently studied problem in environ-
mental sciences is to identify the spatio-temporal
variability in environmental ficlds by using the
PCA. A good example is given by Barnston and
Livezey (1987) for atmospheric circulation pat-
terns. Nevertheless, Hsieh (2004) stated that the
drawback of linear methods is that only linear
structures can be correctly extracted from the data,
but some environmental data can be highly non-
linear. An impact of nonlinearity in time series of
environmental data on the performance of the

method proposed in the present study is of interest
and deserves further research.

Therefore, the new methodology proposed in this study
promotes new challenges and opens issues to be explored
from the theoretical and numerical perspectives. Research
on these and other issues are in progress and their findings
will be reported in future articles.
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Codigo en R para realizar el calculo de las componentes principales funcionales cléasicas.

por medio de la funcion “pca.fd” de la libreria “fda” (Rcran)

En el caso de los datos utilizados tenemos:

mounthbasis11 <- create.fourier.basis(c(0, 12), 11, 12, axes=list("axesIntervals"))

Una vez que se ha creado la base de Fourier, el siguiente paso consiste en obtener las
funciones de aproximacion x, que son combinaciones lineales de las funciones de la base
que creamos anteriormente:

mounthtempfd <- with(CanadianWeather, smooth.basis(monthEnd.5, monthlyTemp,
mounthbasis11)$fd)

Obtenemos las componentes principales funcionales por medio de la funcion “pca.fd” y
las asignamos a “mounthtemppcaobj”:

mounthtemppcaobj <- pca.fd(mounthtempfd, nharm=5)

donde “nharm” es el nimero de armonicos o componentes principales a graficar

En el ejemplo “nharm=5"

Y luego procedemos a obtener sus graficos respectivos

plot.pca.fd(mounthtemppcaobj, cex.main=0.9)
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