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Introduccion

El Anélisis Topolégico de Datos (TDA por sus siglas en inglés) comenzé a desarro-
llarse en la década de los noventa con la introduccién de la funcién de tamano por parte
de Patrizio Frosini [10]. Esta funcién nos da el nimero de componentes conexas de un
espacio topologico que permanecen a lo largo de una filtracion, lo que posteriormente
veremos como la homologia persistente de nivel cero, Hy(F). En 1999, Vanessa Robins
[24] comenzé a exponer (aunque no con ese nombre) lo que més adelante se conoceria
como homologia persistente, introduciendo para ello los nimeros de Betti de persistencia.
Dicha homologia persistente se definiria para una filtraciéon de un complejo simplicial en
2002 con un trabajo de H. Edelsbrunner, D. Letcher, y A. Zomorodian [8] donde, adema&s
de esto, presentaron los diagramas de persistencia, graficos que muestran el nacimiento y
muerte de los distintos agujeros n-dimensionales que aparecen a lo largo de una filtracion.
En ese mismo trabajo se dio una segunda definicién de homologia persistente equivalente,
esta serd la que consideraremos en la memoria. Poco después, en 2005, Carlsson et al. [4]
dieron otro método para la representacion de los nacimientos y las muertes, los llamados
codigos de barras. Esta ultima definicion de homologia persistente sera la que considerare-
mos en la memoria. Para el desarrollo de todo este campo relativamente nuevo se utilizan

como herramientas el Algebra Conmutativa y la Topologia Algebraica.

En la actualidad, la inmensa y desestructurada cantidad de datos almacenados en
internet (redes sociales, foros, videojuegos, instituciones publicas...) hace imposible su
manejo mediante métodos tradicionales, por ello en los tltimos anos ha tomado una enor-
me relevancia el Big Data, y con ello el TDA. Este enfoque desde la Topologia Algebraica
permite dotar de una estructura de espacio topoldgico a una nube de datos mediante el
uso de los complejos simpliciales, buscando con ello inferir patrones, relaciones o carac-
teristicas de dichos datos a través de la homologia. Hoy en dia se utilizan estas técnicas
en diversos campos como pueden ser la biologia, la quimica, la clasificacién de imagenes,
la astrofisica, la medicina... Ejemplos de ello los encontramos en [5]. De hecho, contamos
con diversos softwares que permiten realizar calculos de un modo rapido y efectivo, los

cuales iremos mencionando a lo largo de este trabajo.

Esta memoria comienza introduciendo las nociones bésicas relacionadas con los com-
plejos simpliciales para, posteriormente, pasar a hablar de la homologia simplicial, la

homologia persistente y los cédigos de barras, incluyendo su cémputo. En una “segun-



da” parte, claramente diferenciada, trataremos el Laplaciano combinatorio de un complejo
simplicial, su espectro y finalmente su estrecha relacién con la homologia, uniendo asf estos

dos enfoques utilizados en el TDA. Este desarrollo lo haremos a lo largo de 3 capitulos:

= Capitulo 1: Se trataran con detalle las nociones de n-simplice, complejo simplicial y
presentaremos distintos tipos de complejos simpliciales. Incluyendo ademas figuras

representativas y ejemplos sencillos.

= Capitulo 2: Entraremos a explicar de forma general los complejos de cadenas de
A-médulos y la homologia asociada, asi como un algoritmo para su cémputo me-
diante el uso de la forma normal de Smith (cuyo cdlculo también se detalla) para,
posteriormente, centrarnos en el caso simplicial: complejos de cadenas simpliciales
y homologia simplicial. Con estas herramientas expuestas pasaremos a hablar de la
homologia persistente, nocién fundamental en el TDA, pues nos permite cuantificar
la importancia de los agujeros n-dimensionales que se generan en nuestro complejo
simplicial a lo largo de una filtracion, discriminando asi el ruido de la informacion
util. Tras esto, hablaremos de los codigos de barras y su computo a partir de la des-
composicion de la homologia simplicial como médulo graduado, lo cual nos posibilita

recoger la informacion de los datos de una manera més visual.

= Capitulo 3: Introduciremos la matriz combinatoria Laplaciana de un grafo y genera-
lizaremos dicho concepto a los complejos simpliciales posteriormente, dando la defi-
niciéon de Laplaciano combinatorio de un complejo simplicial y la matriz Laplaciana
asociada. Estas matrices representan la adyacencia entre los distintos simplices, y
detallaremos como calcularlas. Igualmente, daremos la nocién de espectro del La-
placiano de un complejo simplicial, asi como informacién relativa a dicho objeto.
Finalmente mostraremos una version discreta del Teorema de Hodge, que establece
un isomorfismo entre la homologia simplicial y el nicleo del Laplaciano combinato-

rio.



Capitulo 1
Complejos simpliciales

A lo largo de este capitulo introduciremos una serie de nociones basicas sobre los
complejos simpliciales: definicién, caracteristicas y tipos de complejos simpliciales; con
el objetivo de dar posteriormente un enfoque relacionado con el Anélisis Topolégico de

Datos. Las referencias principales utilizadas para desarrollar este capitulo son [11 3] y [23].

1.1. Complejos simpliciales geométricos

En primer lugar, abordaremos el tema desde un punto de vista geométrico para, pos-

teriormente, estudiarlo de manera mas abstracta.
Diremos que un conjunto {ag, a, ..., a, } de n+1 puntos de RY es geométricamente
n

independiente si para cualesquiera t; € R tales que Z t; = 0 se tiene que:
i=0

ZtlaZ:O@toztlzztn:O
=0

Equivalentemente, desde el punto de vista del algebra lineal, podemos decir que dicho
conjunto es geométricamente independiente si y solo si los vectores a; —ayg, ..., a, — ag

son linealmente independientes.

A partir de esto tenemos que, dado un conjunto geométricamente independiente {ay, ..., a, }
de puntos de RY, definimos el n-simplice (o simplemente sfmplice) o generado por

ag, ---, a, (denotado como o = {ay, ..., a,)) como el conjunto de puntos de RY de la forma:
n n
T = Ztiai, donde Zti =1 con t; > 0 para todo 1.
i=0 i=0

Un n-simplice se puede entender, por lo tanto, como la envolvente convexa del conjunto

de puntos dado. Los puntos a; se denominan vértices de ¢ y definimos la dimension de
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dicho simplice como dim(o) = n. Ademds, diremos que cualquier simplice T generado por
un subconjunto de {ao,...,a,} es una cara de o, lo cual se denotara como 7 < o, y en

caso de que dicha cara sea diferente de ¢ la llamaremos cara propia.

/AKX

Figura 1.1: n-simplices de distintas dimensiones.

Con esto, llegamos a la siguiente definicién:

Definicién 1.1. Un complejo simplicial geométrico K en RY es una coleccién finita

de simplices en RY tales que:

1. Si para ¢ € K tenemos que 7 < o, entonces 7 € K.

2. Si dos simplices tienen interseccién no vacia, entonces dicha interseccién es una cara

de cada uno de los simplices.

Observacion 1.2. En esta memoria nos centraremos en el caso finito. Sin embargo, la

definicion previa se puede extender al caso infinito.

Ademas, se dice que L es un subcomplejo (simplicial) de K si es una subcoleccién de
K que contiene todas las caras de sus elementos, esto se puede denotar como L C K. Por
ejemplo, los p-esqueletos K®) son los subcomplejos de K formados por los simplices de
dimensién p o menor. En particular, es facil ver que K son los vértices de K. Para un
complejo simplicial K definimos su dimensiéon como la mayor de las dimensiones de sus

simplices.

Otro concepto conocido es el de poliedro de un complejo simplicial K, denotado por

|K|, definido como la unién de los simplices que forman K, i.e., |K|:= |J o. Ademas,
ceK
se le puede dotar de una estructura de espacio topoldgico a | K| al considerar la topologia

inducida por la usual de RY, siendo asi un espacio compacto.

Ejemplo 1.3. Un complejo simplicial geométrico en R? podria ser:

K = {{a1), (a2), (as), (as), {as), (as), (a7), (a1, az), (as, az), (as, as), (a3, a), (a4, as),
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(as, as), (as, ar), (as, ar), (as, ag, ar) }

El poliedro asociado a dicho complejo simplicial seria por tanto:

Figura 1.2: Poliedro de K.

[gualmente, es natural definir las aplicaciones entre este tipo de objetos. Dados dos
complejos simpliciales K y L, una aplicacién simplicial f: K — L es una aplicacion
entre sus conjuntos de vértices f: K©© — L de tal modo que para todo simplice
o = (ag, ..., a,) € K, los vértices f(ap), ..., f(a,) pertenecen a un mismo simplice de L. De
manera natural se define la composicién de aplicaciones simpliciales, la cual también es
una aplicacién simplicial. Si ademads existe otra aplicacion simplicial g: L — K tal que
gof=1gy fog=1p, entonces diremos que f es un isomorfismo simplicial y que K

y L son simplicialmente isomorfos.

Ademas, toda aplicacion simplicial f: K — L induce una aplicacién continua entre

sus poliedros asociados |f|: |K| — |L|, definida del siguiente modo:

71w) = > tif (@)

para cada x = Ztiai € o = (ag,...,a,), con o € |K].
=0
A partir de esta definicion es facil comprobar que |[1x| = 1 v |f o g| = |f| o |g| para
cualesquiera aplicaciones simpliciales f y g. Con lo cual, si K y L son simplicialmente

isomorfos, se tiene que | K|y |L| son homeomorfos como espacios topolégicos.

Por otro lado, diremos que un espacio topoldgico X es triangulable si podemos
encontrar un complejo K tal que exista un homeomorfismo h: |K| — X. En este caso
(K, h) recibe el nombre de triangulacién de X. Asi, apoyandonos en lo anterior, si
tenemos dos espacios topologicos triangulables X e Y, podemos “reducir” el problema de
ver si son homeomorfos probando si los complejos simpliciales de sus triangulaciones son

isomorfos.
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1.2. Complejos simpliciales abstractos

Debido a las implicaciones que conlleva definir los complejos desde el punto de vista
geométrico, pasaremos a definir los complejos simpliciales de un modo mas abstracto con el
fin de manejar este objeto matematico de una manera mas sencilla. De ahora en adelante,
si hablamos de complejos simpliciales a secas, nos referiremos al caso abstracto. Ademas,

por comodidad seguiremos utilizando la misma notacion que en el caso geométrico.

Definicién 1.4. Un complejo simplicial abstracto es una coleccién (finita) K de
conjuntos finitios no vacios, de tal modo que para todo elemento de K también estan en

K sus subconjuntos no vacios.

Observacion 1.5. De nuevo, nos centraremos en el caso finito, aunque dicha definicién se
puede extender sin problema al caso infinito. Por tanto, si no se especifica nada, conside-

raremos el caso finito en el resto de la memoria.

Un elemento X de K recibe el nombre de simplice de K y se define su dimension
como el nimero de sus elementos menos uno. Cada subconjunto no vacio de X es una
cara de X. La dimension de K es la mayor de las dimensiones de sus elementos. El
conjunto de vértices V' de K (también denotado Vi) se define como la unién de sus
elementos con cardinal igual a uno. Las notaciones v € V' y {v} € K representardn el
mismo elemento. Ademas, una subcoleccién de K que sea también un complejo simplicial

recibird el nombre de subcomplejo (simplicial) de K.

Observacion 1.6. Observamos que esta nueva definicion abstracta de un complejo simpli-
cial es equivalente a la definicion geométrica que dimos al principio de la memoria, asi

como las propiedades que definimos.

Igualmente, podemos definir una aplicacién simplicial abstracta entre complejos
simpliciales abstractos f: K — L como una aplicacién entre sus respectivos conjuntos de
vértices de tal modo que {ao, ...,a,} € K < {f(ag), ..., f(a,)} € L. Por lo tanto, diremos
que dos complejos simpliciales abstractos K y L son simplicialmente isomorfos si existe

una aplicacién simplicial (abstracta) biyectiva entre sus respectivos conjuntos de vértices.

Como ya hemos mencionado, las dos definiciones dadas de complejos simpliciales
son equivalentes, veamos entonces cémo estan relacionadas. Dado un complejo simpli-
cial geométrico K, definimos el esquema de K, y lo denotamos A(K'), como el complejo
simplicial abstracto cuyo conjunto de vértices es K@ y {aq,...,a,} € AK) < o =
(ag,...,a,) € K. Por otro lado, si tenemos un complejo simplicial abstracto K, llamare-
mos realizacién geométrica de K a un complejo simplicial geométrico L cuyo esquema

asociado sea isomorfo a K, dicha realizaciéon geométrica es tinica salvo isomorfismos.
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Teorema 1.7. Todo complejo simplicial abstracto es isomorfo al esquema de algun com-
plejo simplicial geométrico. Ademds, dos complejos simpliciales geométricos son simpli-

cialmente isomorfos si y solo si sus esquemas asociados lo son.

Demostracion. Sea K un complejo simplicial abstracto, con Vi = {vy, ..., v, } su conjunto
de vértices. Construimos una aplicacién inyectiva f: Vg — RY, con N > n, de tal modo
que f(v;) := a;, siendo {ao,...,a,} un conjunto geométricamente independiente (esta
construccién es posible gracias a la eleccién de N). Con esto, la realizacién geométrica de
K serfa un complejo simplicial geométrico L tal que (f(vi,), ..., f(v;,)) € L siy sélo si
{vigy .y 0i,, } € K.

El segundo resultado se puede comprobar directamente a partir de la construccion del

esquema de un complejo simplicial geométrico. O

Observacion 1.8. Es facil ver entonces que para todo complejo simplicial abstracto pode-
mos encontrar una realizacion geométrica. Con lo cual, nos serd indiferente trabajar con
complejos simpliciales geométricos o abstractos. Ademas, cuando hablemos de poliedro
asociado a un complejo simplicial abstracto nos referiremos al poliedro asociado a su reali-
zacion geométrica. Igualmente, a partir de ahora utilizaremos indistintamente la notacion
o = (ag,...,a,) o {ag,...,a,} para referirnos a los elementos de un complejo simplicial

abstracto.

1.3. Complejos simpliciales de Cech y Vietoris-Rips

Para tratar el siguiente apartado nos apoyaremos en herramientas tanto de la topologia
como de la topologia algebraica. Explicaremos con mas detalle dos tipos de complejos
simpliciales concretos, el de Cech y el de Vietoris-Rips, los cuales serdn objeto de estudio

a lo largo de esta memoria.

Dado un espacio topolégico X y un recubrimiento finito U = {U,};c; de dicho espacio
(podemos suponer que todo conjunto del recubrimiento es distinto del vacio, ya que si

alguno fuera igual al vacio se podria suprimir), tenemos la siguiente definicién:

Definicién 1.9. El nervio de U, denotado por N(U), es el complejo simplicial abstracto

cuyo conjunto de vértices es I, de tal modo que el k-simplice {ig, ...,ix} C I pertenece a

N(U) si y solo si ﬂI;:o U, # 0.

Observacion 1.10. Es facil comprobar que N(U) esta bien definido como complejo sim-

plicial abstracto, pues para cualquier subconjunto S = {ig, ...,i;} de I, si se tiene que
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ﬂp:O U;, # 0, también se verificard que la interseccién es distinta del vacio cuando consi-

deramos como subindices cualquier subconjunto de S.

Antes de continuar, es importante explicar varias nociones relacionadas con la homo-
topia. Dados dos espacios topolégicos X e Y, dos aplicaciones continuas f,g: X — Y
se dice que son hométopas (y se denota f ~ g, de hecho, estamos ante una relacién de
equivalencia en el conjunto de las aplicaciones continuas de X en Y') si existe otra aplica-
cién continua H: X x [0,1] — Y tal que H(x,0) = f(x) y H(z,1) = g(z). Por otro lado,
una aplicacién continua f: X — Y se dice que es una equivalencia de homotopia si
existe otra aplicacion continua g: Y — X tal que go f ~ Idx y fog =~ Idy, en ese
caso diremos que X y Y tienen el mismo tipo de homotopia, o que son homotépica-
mente equivalentes. Ademas, si un espacio topolégico X y el espacio unipuntual son

homotépicamente equivalentes, se dice que X es contractil.

Teorema 1.11 (Teorema del nervio). Sean X un espacio topoldgico paracompacto yU =
{Ui}ier un recubrimiento abierto de X finito. Si ademds, para todo subconjunto de S C I

distinto del vacio, se verifica que [ Us es contrdactil o vacia, entonces se cumple que X
ses
y |N(U)| son homotépicamente equivalentes.

Demostracion. Puede consultarse la demostracién del teorema en [15]. ]

Dicho teorema se puede generalizar mas, pero para el contenido tratado en esta me-
moria nos valdra con considerarlo asi. La importancia de este teorema radica en su uso

en la construccion de diversos complejos, como veremos a continuacion.

1.3.1. Complejo de Cech

Dados un subconjunto finito X C R¥ (el cual serfa nuestra nube de puntos, los datos
sobre los que queremos trabajar) y el recubrimiento U = {B(z)},ex de X, donde B(z)
denota la bola abierta de radio € centrada en z (es posible considerar bolas ya que RY es
un espacio métrico con la distancia usual), el complejo simplicial de Cech (asociado

a estos datos) se construye como C(X) := N(U).

Es decir, dado un conjunto finito de puntos (nuestros datos) en un espacio métrico,
podemos considerar dichas bolas abiertas de radio € de tal modo que si cualesquiera n + 1

bolas tienen interseccion no vacia, entonces sus centros formaran un n-simplice.

Como la interseccién de las bolas abiertas es vacia o convexa (por tanto contractil),

apoyandonos en el Teorema del nervio sabemos que el poliedro asociado al complejo de
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(a) Bolas abiertas (b) Complejo de Cech

Figura 1.3: Construccién de un complejo de Cech.

Cech, |N(U)|, nos permite capturar la topologia de X. Sin embargo, este complejo tiene
una gran desventaja, pues su construccion es bastante costosa a nivel computacional

debido a que se tendrian que comprobar las intersecciones para cada bola.

Observacion 1.12. Si consideramos € = 0, por convenio tendremos que Co(X) =

otro lado, C,(X) serd un (|X| — 1)-simplice, de hecho a partir de cierto valor d C ( )

con p > d siempre serd un simplice de dimensién (| X|— 1).

1.3.2. Complejo de Vietoris-Rips

Como posible solucién al alto coste computacional en la construccion del complejo de

Cech encontramos el complejo de Vietoris-Rips, cuyo computo es menos costoso.

Dado un subconjunto finito X C RN y un pardmetro € > 0, definimos el complejo
simplicial de Vietoris-Rips (asociado a estos datos) , denotado por VR, (X), como
el complejo cuyo conjunto de vértices es X y {zg,...,x,} € X forman un simplice si
d(z;,z;) < e Vi,j € {0,1,...,n}. Es facil ver que se trata de un complejo simplicial,
pues si A = {xg,...,z,} € VR(X), entonces necesariamente los elementos de cualquier
subconjunto B de A van a estar a una distancia menor o igual que € unos de otros, por
tanto B € VR (X).

Observacidn 1.13. Cabe remarcar que en la construccién del complejo de Cech el pardme-
tro € hace referencia al radio de las bolas, sin embargo, en el caso del complejo de Vietoris-
Rips observamos que € hace alusion a la distancia entre los vértices. Por lo tanto, si con-
sideramos bolas de radio € centradas en los vértices, en la construccién del complejo de
Vietoris-Rips para unir dos vértices necesitamos que dichos vértices estén dentro de la

intersecciéon de sus bolas, y éstas han de ser cerradas.

Siguiendo la linea de esta pequena observacién, vamos a mostrar una proposiciéon que
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CNCIENONC)
0@ @

(a) Complejo de Cech (b) Complejo de Vietoris-Rips

Figura 1.4: Comparacion de estos dos tipos de complejos con el mismo e.

nos permite relacionar ambos complejos:

Proposicién 1.14. Sean X C RY finito y € > 0. Entonces se tienen las siguientes

nclusiones:
Co(X) C VR (X) CCh(X).

Demostracion. Primero, tomemos o = {xo, ..., z,} €Cc(X). Por definicién, sabemos que
existe T € Be(z;)NBe(x;) para cualesquiera ¢, j € {0, ..., p}, y por la desigualdad triangular
llegamos a que d(z;,z;) < d(z;,&) + d(z,z;) < € + € = 2¢. Por lo tanto, como esto se

verifica para todos los pares de vértices de o, se cumple que o € V Ry (X).

Ahora probemos la otra inclusiéon. Supongamos que 7 = {zo, ..., z,} € V Ry (X). Por
definicién, d(z;,z;) < 2€ Vi,j € {0,...,q}, entonces si consideramos bolas abiertas de
radio 2¢ centradas en x; y en x;, dichas bolas tendran interseccién no vacia, puesto que
ya de por si x; € Ba(x;) v ¥; € Bae(;) (aunque la construccién del complejo de Cech
se haga utilizando bolas abiertas y en este caso hablemos de bolas cerradas, si z; o x;
estuvieran en la frontera, como € > 0, necesariamente la interseccién de las bolas abiertas
también seria no vacfa). Como esto sucede para todos los pares de vértices de 7, tenemos

que 7 €Cy(X). O

Queda demostrado asi que el complejo de Vietoris-Rips es un subcomplejo del complejo

de Cech para el mismo e, como pudimos observar en el ejemplo de la figura .

Observacion 1.15. Si nos fijamos, cuando se considera un ¢ lo suficientemente grande, se
pueden llegar a formar k-simplices con k£ > N pese a que nuestra nube de puntos esta

contenida en RY.
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1.4. Otros complejos simpliciales

Ademas de los dos tipos de complejos simpliciales ya explicados, podemos encontrar
distintas alternativas a dichos complejos. Esta variedad es 1til puesto que siempre se
buscard la manera mas eficiente de representar los datos y que menos informacién redun-
dante nos dé. Veremos a lo largo de esta seccién un par de ejemplos que también tienen

su importancia en el Analisis Topoldgico de Datos.

1.4.1. Complejo de Delaunay

La idea que subyace en este tipo de complejo simplicial es facilitar el computo mediante
la reducciéon de un gran cimulo de datos sin modificar la estructura topoldgica. Esta
reduccién se hace considerando representantes, pensando asi cada regién del espacio RY

como un Unico punto. Para ello se necesita la siguiente definicién.

Definicién 1.16. Sean X C R" nuestra nube de datos y A € X un punto de referencia

(representante), llamamos célula de Voronoi asociada a A a

Vi={r e RY :d(z,)\) <d(z,\N) VN € X}.

Vemos entonces que dichas células dividen RY en regiones “representadas” por un
tnico punto, discretizando asi un espacio continuo. Esto es posible ya que {V)}, e x forman
un recubrimiento de RY, puesto que para cualquier elemento de RY siempre podemos
calcular la distancia a los distintos A € X. Dicha coleccién de las distintas células de

Voronoi recibe el nombre de diagrama de Voronoi de X.
Tras esto, podemos dar la siguiente definiciéon:

Definicién 1.17. El nervio asociado al diagrama de Voronoi es un complejo simplicial

que recibe el nombre de complejo de Delaunay:

D(X)={oc CX:(\Vi#0}.

A€o

1.4.2. Complejo Alfa

Este complejo aparece como una forma de simplificar el complejo de Delaunay, para
disminuir asi su coste computacional. La idea es tomar la interseccion de cada célula de

Voronoi V) con una bola abierta B.()), obteniendo de este modo un espacio contractil.
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(a) Puntos de referencia (b) Diagrama de Voronoi asociado
Figura 1.5: Diagrama de Voronoi.
L
-

Figura 1.6: Complejo de Delaunay asociado a la figura .

Por lo tanto, apoyandonos en el Teorema del nervio, intersecando estos subespacios
podemos elaborar un complejo simplicial conservando el tipo de homotopia, pues estas
intersecciones, R.(\) := VAN B.(\) para todo A € X, forman un recubrimiento de nuestra

nube de puntos X. Veamos cémo construir dicho complejo:

Definicién 1.18. Dado ¢ > 0, definimos el complejo Alfa como el nervio del recubri-
miento dado por {R(A\)}rex.

AdX)={c C X : (| Re()) #0}.

A€o

Este tipo de complejos nace a partir de las formas Alfa, una definicién introducida en
[7]. Tanto los complejos Alfa como las formas Alfa han tenido una gran importancia en el

desarrollo de modelos de moléculas biolGgicas como las proteinas o el ADN [14].



Capitulo 2

Homologia y cédigos de barras

En este segundo capitulo nos centraremos en desarrollar de manera rigurosa las he-
rramientas de la topologia algebraica utilizadas en el Analisis Topolégico de Datos, asi
como su interpretacion de un modo mas “tangible”. Las principales referencias utilizadas
en este capitulo son [I1] y [27], siendo la primera mds introductoria y la segunda estd
centrada en la homologia persistente. Deberemos tener en cuenta que en esta memoria
siempre trabajaremos con anillos conmutativos con unidad, salvo que se especifique lo

contrario.

2.1. Homologia

A lo largo de la siguiente seccion hablaremos de los complejos de cadenas y definiremos
la homologia asociada a un complejo de cadenas, herramienta principal de la topologia
algebraica, que nos permitira introducir posteriormente la homologia persistente. Para
hablar de la homologia simplicial en secciones porteriores primero daremos una definicion

genérica y ulteriormente trataremos el caso simplicial.

Definicién 2.1. Un complejo de cadenas (de A-mddulos) es una familia C' = {C,,, 6, },
indexada por los enteros (n € Z), donde los C,, son A-médulos y sus elementos se deno-
minan n-cadenas, y ¢,: C,, — C,,_; son homomorfismos de A-moddulos verificando
0p_100, =0 Vn € Z, dichos homomorfismos reciben el nombre de operador borde de

dimension n. Podemos representarlo de la siguiente manera:

6n—1

on on ) 8 5
N O N N N T W G g

A partir de un complejo de cadenas podemos definir los siguientes A-submoddulos de

C, Vn € Z:

Z,(C) := Ker(d,), el A-médulo de n-ciclos.
B,(C) :== Im(6,41), el A-médulo de n-bordes.

13
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Como 0,106, =0Vn € Z, B,(C) es un A-submédulo de Z,(C). Con esto podemos

dar la siguiente definicion:

Definicién 2.2. El A-mdédulo de homologia de dimensién n asociado a C' se define
como el cociente

H,(C):=Z,(C)/B.(C).

Dados dos complejos de cadenas C'y C’, llamaremos homomorfismo de complejos
de cadenas, y lo denotamos por f: C' — (', a toda coleccién de homomorfismos de
A-médulos { f,,: C,, — C! } ez verificando para cada n € Z que el siguiente diagrama es
conmutativo:

C, —2 5 Coy

fn fn—l
! !
Cn s, Cn—l

Ademas, todo homomorfismo de complejos de cadenas f: C' — C’ induce homomor-

fismos entre los A-mdédulos de homologia asociados: para cada n € Z se tiene

H,(f): H,(C) — H,(C")

B [fe) 21)

Es inmediato ver que f,(z) € Ker(d),): si z € Ker(d,), entonces f,_1(d,(2)) =
fn—1(0) = 0 y como por definicién f,_1 04, = 8, o f,, tenemos que J/ (f,(z)) = 0, luego
fn(z) € Ker(d)). Para probar que estd bien definida basta con ver que f,(B,(C)) C
B,(C"): tomemos b € B,(C), entonces b = J,41(x) para algin x € C,1 y por tan-
10 Fulb) = FulBuss(®)) = oy (funs(2)) € Imld,1) = BalCY), puesto que fu o duer =
0110 fay1. Asi, si 2 ~ w, sabemos que z —w = b para algin b € B,(C) y entonces
fu(z —w) = fu(2) — fu(w) = fu(b) € B,(C"), con lo cual se obtiene que f,,(z) ~ f.(w).

2.2. Calculo de la homologia

En esta seccion mostraremos un algoritmo para el calculo de la homologia asociada a
un complejo de cadenas basado en el uso de la forma normal de Smith. Para ello, primero

introduciremos una serie de nociones y resultados.

Observacion 2.3. A partir de este punto consideraremos que A es un dominio de ideales

principales (DIP) y los A-médulos C,, de cualquier complejo de cadenas C' son libres y
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finito-generados. Por tanto, serd para este caso para el que mostraremos el algoritmo

mencionado previamente.

Definicién 2.4. Sea A una matriz de orden m X n con coeficientes en un dominio de
ideales principales A, la forma normal de Smith asociada a dicha matriz es otra matriz
S € Myxn(A) tal que S = PAQ, donde P € M,,(A) y Q € M,(A) son invertibles, y con

la forma

0 - s,
0 0

donde s; # 0 para todo i € {1,....,r} y cada s; divide a s;1; para 1 < i < r. Ademas,
estos s; son unicos salvo multiplicacién por unidades (elementos invertibles) y reciben el

nombre de factores invariantes.

Es conocido el procedimiento para hallar la forma normal de Smith de cualquier matriz
A con coeficientes en un DIP (véase [19]). Sin embargo, como a partir de este punto nos
centraremos en el caso en el que A sea un dominio euclideo si no se especifica lo
contrario, concretamente Z, presentaremos el algoritmo para hallar la forma normal de

Smith en dicha situacién, en la cual sabemos que existe un algoritmo de la division.

A continuacién, denotaremos la fila i-ésima por f; y la columna j-ésima por c;.
Algoritmo para el calculo de la forma normal de Smith

1. Seleccionamos el pivote a;; con menor norma de A.
2. “Mejoramos” el pivote segun el caso:

a) Si el pivote divide a todos los elementos de 4 nos movemos al siguiente paso.

b) Si el pivote no divide a algin elemento a;; de su fila, entonces reemplazamos
Ck POT ¢ — q - ¢, siendo g € A tal que r = a;; — q - a;5 es el resto de dividir a;
entre a;;. Entonces r serfa nuestro nuevo pivote y le aplicariamos este segundo

paso.

¢) Si el pivote no divide a algin elemento ay; de su columna, entonces reempla-
zamos fj por fr —q- f;, siendo ¢ € A tal que r = ag; — q - a;; es el resto al
dividir ay; entre a;;. Entonces r seria nuestro nuevo pivote y le aplicariamos

kj ij

este segundo paso.
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d) Si el pivote divide a todos los elementos de su fila y columna, pero no a algin
elemento ag con s # ¢ y t # j, entonces reemplazamos fs por fs —q- f;, siendo
q € A tal que ay; — q - a;; = 0. Posteriormente, en la matriz que obtenemos
reemplazamos f; por f; + f;. De nuevo, realizamos el paso 2 con a;; como

pivote, que no ha sido modificado.

3. Trasladamos nuestro pivote a la posicién (1,1) aplicando intercambios de filas y

columnas.

4. Reemplazamos las filas y columnas por filas y columnas convenientes de tal modo

que se anulen todos los elementos de la fila y columna de nuestro pivote.

5. Volvemos al primer paso considerando ahora el menor resultante de eliminar la fila

y columna de nuestro pivote. Si el menor es nulo o no existe, acabamos.

En este algoritmo es facil ver que cada pivote (que serd el factor invariante s;) dividira
al siguiente pivote, pues es elegido de tal modo que divide a todo elemento de la matriz
considerada y por lo tanto seguird dividiendo a todo elemento de dicha matriz tras aplicar
operaciones elementales a filas y columnas. En cuanto a la unicidad de estos factores

invariantes, véase [19].

Ejemplo 2.5. Tomemos por ejemplo la siguiente matriz con coeficientes en Z:

A:<2516>
32 3 4

Aplicando el algoritmo tenemos los siguientes pasos:

2 5 ]- 6 f3<—)f1 ]- 5 2 6 62—561, 63—201, C4—601\ ]- 0 0 0 f2_3f1
3 2 3 14 3 2 3 4 3 —-13 -3 —-14
fo—3f1 1 0 0 0 co—4cs 1 0 0 0 c3—3ca, ca—14co
Ty S TS
0 —-13 -3 —-14 0 -1 -3 —-14

c3—3ca, ca—14ca 1 O O O :S
0 -1 0 0

Obtenemos que s; = 1y sy = —1, luego s; divide a s;. Como hemos comentado previa-
mente, estos son tnicos salvo multiplicacién por unidades, i.e., podriamos haber tenido

81:1282.
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Observacion 2.6. Cabe mencionar que también existen softwares que permiten calcular
la forma normal de Smith. Por ejemplo, MATLAB proporciona la funcién smithForm(),
que devuelve la forma normal de Smith de una matriz cuadrada invertible con coeficien-
tes enteros o polinomios. Ademas, otros usuarios han desarrollado una funcién llamada
MNsmithForm(), la cual calcula la forma normal de Smith de una matriz de polinomios

de orden m x n.

A continuacién veremos una serie de resultados que nos permitiran desarrollar final-
mente el algoritmo para el computo de la homologia en el caso que mencionamos al
principio de esta secciéon. También nos apoyaremos, en esta y en secciones posteriores, en

el siguiente resultado:

Teorema 2.7 (Teorema de descomposicién de A-médulos). Sea M un A-mddulo fini-
tamente generado por m elementos sobre un DIP, entonces existen si,...,s, € A con

0 < r < n wverificando:

M~A/(s1)D...0A/(s) DA™

donde (s,) C (s,-1) C ... C (s1), y cada s; es unico salvo multiplicacion por unidades.

En esta descomposicion, se denomina parte libre de M (y se denota Lys) a A" y
S := n—r recibe el nombre de nimero de Betti de M. Por otro lado, A/(s1)®...®A/(s,)

es la parte de torsion de M, denotada por Ty;.

También necesitaremos la siguiente definiciéon:

Definicién 2.8. Sea C' un complejo de cadenas, llamamos A-mddulo de los n-bordes

débiles al conjunto
W, :={ceC,:3Ix e A\ {0} tales que A-c € B,(C)}.
Es facil ver que se trata de un A-submddulo de Z,,.

Observacion 2.9. En los proximos resultados debemos tener en cuenta que al considerar
que A es un DIP se verifica que todo submédulo de un A-mdédulo libre también es libre.
Véase [17] (Teorema 5.1).

Por brevedad pasaremos a usar la notacion Z,,, B, y H, para Z,(C), B,(C) y H,(C)

respectivamente.

Lema 2.10. Dadas las bases By = {[ci1], ..., [ck]} de Z,/W,, y By = {dy,...,d;} de W,,.
Entonces, B = {cy,...,C,dy,...,d;} es base de Z,.
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Teorema 2.11. Sea C' un complejo de cadenas de A-mddulos libres y finitamente genera-
dos sobre un DIP. Tenemos que, para cadan € Z, existen A-submdédulos U, V,, W, C C,
tales que

CoU,®dV, W,
Zy =V, & W,y
Ademds, las partes libre L, y de torsion T, del A-mddulo de homologia H,, se identifican

con Ly, ~ Z, /W, y T, ~W,/B,.

Demostracion. Primero consideremos la siguiente sucesion exacta de A-mddulos:

on

0 > Ly © in > C), » Bp_1 ———— 0

A continuacién queremos construir un homomorfismo s,,: B,_1 — C,, verificando que
Cn = Z,®Im(s,). Vamos a poder construir un homomorfismo s, tal que §,0s, = 1p,_,.
Como B,,_; es libre y 9,, epiyectiva, para cada elemento e de la base de B,_; sabemos
que existe un ¢, € C, tal que d,(c.) = e. Podemos definir entonces s,: B, — C,
extendiendo linealmente que s,(e) := c.. Asi, se verifica 0,(s,(e)) = e = 1p, ,(e), i.e.,
dp 08, = 1p, ,. Con esta igualdad podemos probar que C,, = Z, & Im(s,): tomemos
¢ € Cp, se cumple ¢ = ¢ — 5,(0,(¢)) + s,(0n(c)) y es facil ver que ¢ — s,(0,(c)) € Z,, ¥y
$n(0n(c)) € Im(sy,). Ademés, Z,NIm(s,) = 0: supongamos que ¢ € Z,NIm(s,), entonces
¢ = s,(b) para algin b € B,,_1, luego 6,(c) = 6,(sn(b)) = 15, ,(b) = b = 0 puesto que

c € Z,,ysib=0, necesariamente ¢ = 0 por ser s,, homomorfismo.

Ahora, definimos U,, := Im(s,) y V,, := (c1,...,cx) con {[c1], ..., [ck]} base de Z,/W,,.
Por el lema [2.10| se verifica que Z,, ~ V,, & W,,, y con la igualdad vista anteriormente
llegamos a C,, ~ U, & V,, & W,,.

Para probar la segunda parte del enunciado consideremos primero los homomorfismos

canénicos:
T Iy — Hy, m(2) = [7]
Ty Hy — H, /T, m([2]) = [2]

y consideremos también el isomorfismo h: H, /T,, — L, que sabemos que existe puesto
que H, =T, & L,. Tomemos ahora el homomorfismo epiyectivo g := h o 7y o w1, donde
aplicando el Primer Teorema de Isomorfia obtenemos que Z,/Ker(g) ~ L,. Probemos
que Ker(g) = W,: si z € Ker(g), h([z]) = 0y como h es un isomorfismo se verifica que
[2] = [0], luego [2] € T;,. Por tanto, por la definicién de torsién existe A € A\ {0} tal que
Alz] = [Az] = [0], es decir, Az € B,, = z € W,,. De manera andloga se puede probar que
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W, esté contenido en Ker(g). Sustituyendo entonces, tenemos que Z, /W, ~ L,. Para

probar el isomorfismo de la parte de torsion basta con hacer el siguiente desarrollo:

Hy = 2, /By = (VadW) /By = Va©(Wn/Bn) = (Zn/Wn)®(Wn/By) = Ly©&(W,/By) .

Como la descomposicion H,, = L, & T,, es Unica, concluimos entonces que necesaria-
mente T,, ~ W,,/B,. O

Proposicién 2.12. Sea M(0,) la matriz asociada al operador borde o, respecto de las
bases {e1,...,eq} y {€),....e,} de C, y Cy_y respectivamente, tales que M(0,) estd en la
forma normal de Smith (y la denotamos S(0,)), cuyos factores invariantes son sy, ..., S.

Entonces:

1. {ek+1,...,eq4} €s una base de Z,.
2. {s1€], ..., s1€}} es una base de B,,_;.

3. {el,....;e..} es una base de W, _;.

q
Demostracion. Tomemos ¢ = Z Aie; € C),, entonces 0y, ( Z Aidn(€;). Como la matriz

= =1
asociada estd en la forma normal de Smith, tenemos que

sie; st 1<i<k
571(61):
0 si k+1<i<q

k
Por lo tanto, d,( Z A;sie;. Probemos ahora los distintos puntos.
=1

1. Sea ¢ € Z,, entonces 6,(c) = 0, lo cual se verifica si y solo si A\;s; = 0 para todo
i € {1,...,k} puesto que {€;}¥_; son linealmente independientes, y como s; # 0 y

A se considera anillo integro, necesariamente A\; = 0 para todo 1 < ¢ < k. Por
q

consiguiente, ¢ = E Ai€;, es decir, {€j41, ..., €4} es un sistema generador. También
i=k+1
son linealmente independientes por ser un subconjunto de la base de C),, luego

forman una base de Z,,.

2. Seab € B,_1, entonces existe ¢ € C, tal que b = E Aisie;, i.e., {s1€l, ..., srel }
k
. . . 12 . .
son sistema generador. Como hemos visto previamente, g Aisie; = 0 si y solo si
=1

\; = 0 para 1 < i <k, con lo que concluimos que {s;e;}*_; son base de B,,_;.
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3. Como 6,(e;) = s, € B,y para 1 < i < k, por definicién e, € W,,_; para dichos
valores de 7. Basta con probar que {¢}, ..., €} } son sistema generador. Sea ¢ € W,,_,

entonces existe A\ € A\ {0} tal que A - ¢ € B,_;. Ahora, por el segundo punto
k q q
A-c= Z Aisie;. Como ¢ € Cy_q, ¢ = Z,uie;, luego \-c = Z Aie;. Comparando
i=1 i=1 i=1
estas ecuaciones de A - ¢ llegamos a que A\y; = 0 para k+1 <1i < ¢, y como A # 0
k

y A es anillo integro, u; = 0 para ¢ € {k +1,...,¢'}. Por lo tanto, ¢ = Zuieg si
i=1
c € W,_1, luego {€/}¥_, es sistema generador de W,_; y ademds base, ya que son

linealmente independientes por ser subconjunto de una base de C,,_;.

]

Tras esto, es facil ver que con conocer S(d,,) y S(d,+1) podemos obtener el A-médulo

de homologia H,. Un algoritmo que nos permite realizar dicho calculo es el siguiente.
Algoritmo para el cémputo de H,,

1. Tomamos M (8,) y M(d,+1) respecto de bases arbitrarias.

2. Calculamos S(6,,) vy S(0n+1), y se obtiene que:

a) El numero de Betti 8, de H,, es 8, = rang(Z,/W,,) = rang(Z,) —rang(W,,) =

|columnas nulas de S(d,)| — |filas no nulas de S(6,41)|

b) Los elementos sy, ..., s, no nulos y distintos de las unidades en S(d,1) son los

coeficientes de torsion.

3. Por tanto, H, ~ AP ® A/(s1) ® ... ® A/(s).

2.3. Homologia simplicial

En esta seccién expondremos la homologia simplicial, una de las herramientas claves
para nuestro objetivo final en esta primera parte de la memoria: entender los cédigos de

barras.

Para poder hablar de homologia simplicial primero debemos definir la orientacién de
un simplice o = {vy, ..., v, }, que consiste en tomar clases de equivalencia en el conjunto de
las ordenaciones de sus vértices. Diremos que dos simplices {vo, ..., vn} ¥ {Ur(0), -, Un(n) }

estdn relacionados (i.e., tienen la misma orientacién) si y solo si 7 es una permutacién par
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de sus vértices. Con esto, vemos que para cada simplice o solo existen dos orientaciones
posibles, excepto para n = 0, donde solo tendriamos una orientacion. Si tenemos una
orientacién, o recibe el nombre de simplice orientado, denotado por [o] = [v, ..., v,].

Para considerar la orientacién opuesta escribimos —[o].

Cuando un complejo simplicial K tiene todos sus simplices orientados, recibe el nombre
de complejo simplicial orientado. Con esto, podemos definir el A-médulo C,,(K; A) =
Cn(K) como las combinaciones A-lineales (finitas) de los n-simplices orientados de K,
cuyos elementos reciben el nombre de n-cadenas. Una base de C,(K) la forman los n-
simplices orientados de K, las llamadas n-cadenas elementales. Y por lo tanto, dado
un complejo simplicial orientado K, definimos un complejo de cadenas simpliciales
como el complejo C'(K; A) = C(K) = {C,(K), 6, }nez, donde el operador borde

5 Co(K) — Coy(K) (2.2)

viene dado por la extension lineal de

n

Sn([voy s vn) = (=1) [vo, ., Bi, ..., 0]
i=0
y se puede comprobar sin mucha dificultad que 6,1 0 4, = 0 (véase [23], Lema 5.3).
Ademds, observamos que tanto para n < 0 como para n > dim(K) tenemos C,(K) = 0,

es decir, podriamos escribir C(K) = {C,,(K), 6n }nefo1,....dim(K)} -

A partir de esto, podemos definir la homologia simplicial (con coeficientes en A)
del complejo simplicial orientado K como la homologia asociada al complejo de cadenas

simpliciales visto, denotada por
H,(K;A)=H,(K):= H,(C(K)).

La homologia simplicial es independiente de la orientacion de K, puesto que gracias a la
linealidad de §,, y 0,11, si un elemento estd en Ker(d,) o en Im(d,+1) también lo estara

su opuesto.

Observacion 2.13. En la actualidad existen diversos softwares que permiten calcular la
homologia simplicial de un complejo simplicial finito cualquiera con coeficientes en Z. Uno

de ellos es el paquete “Simplicial Homology” para GAP, que se apoya en la forma normal
de Smith.

Observacion 2.14. El cociente Z, /B, se puede entender como eliminar del conjunto de
subcomplejos n-dimensionales de K que tienen “forma de ciclo” aquellos que son borde de
un (n+1)-simplice, es decir, la homologia simplicial H,,(K) nos proporciona la informacién

acerca de los agujeros m-dimensionales presentes en el complejo simplicial K. Veremos
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cémo la homologia persistente nos ayuda a conocer la trascendencia de cada uno de estos

agujeros, con lo que podremos limpiar de ruido nuestros datos.

Antes de continuar, veamos céomo una aplicacion simplicial induce un homomorfis-
mo entre las homologias simpliciales asociadas. Consideremos una aplicacion simplicial
f: K — L cualquiera, con K y L complejos simpliciales orientados. Esta induce un

homomorfismo entre los complejos de cadenas simpliciales asociados
fe: C(K) — C(L)
donde, para cada n > 0, se define (f.),: C,(K) — C,(L) como la extensién lineal de

[f(vo), ..., f(vn)] si f(v;) # f(v;) para todo ¢ # j
(Fodal[to, ) 1= 23)

0 en cualquier otro caso

Observamos que en particular (f,)o(v) = f(v) para todo vértice v € K(©,

Luego, por lo visto en la Seccién 2.1, sabemos que dicho homomorfismo entre los
complejos de cadenas f,: C(K) — C(L) induce otro homomorfismo (véase entre

los A-médulos de homologia simplicial

Observacion 2.15. A partir de aqui utilizaremos la notacién ¢ para simplices orienta-
dos también, reservando la notacién [o] para considerar la clase de equivalencia en la

homologia.

2.4. Homologia persistente

Cuando tratamos con complejos de Cech o de Vietoris-Rips, el TDA se centra en la
bisqueda de un valor 6ptimo de € que permita representar de manera fiel la realidad y
la informacion relevante. Para llevar a cabo dicha bisqueda se trabaja con filtraciones de
complejos simpliciales, nocion sobre la que se construye la homologia persistente. Veamos

de qué se trata.

Definicién 2.16. Una filtracién de un complejo simplicial K, denotada por F = { K, }ies
con [ totalmente ordenado, es una familia de subcomplejos de K tal que se verifica que
K;C K;paratodoi<jy0,K € F.
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Observacion 2.17. Al tratar siempre, a lo largo de esta memoria, con complejos simpliciales
finitos, el nimero de subcomplejos distintos también sera finito. Por lo tanto, podemos
considerar las filtraciones incluyendo unicamente los subcomplejos K; diferentes entre si,
i.e., tendrfamos que ) = Ko C K1 C ... C K,, = K, con [ = {0,1,...,n}.

Ejemplo 2.18. Podemos ver un ejemplo sencillo considerando el complejo de Cech asociado
a una nube de puntos. Dado un conjunto X C R, podemos variar nuestro € e ir tomando
los distintos complejos de Cech resultantes, es decir, la filtracién que obtenemos serfa F =
{ C..(X)}ier con ¢ < €; para todo i < j. Como ya hemos visto, por convenio Co(X) =0,
y ademas a partir de un ¢, suficientemente grande todos nuestros puntos estarian unidos.
Analogamente se pueden construir filtraciones para el caso de los complejos de Vietoris-

Rips.

.

e 7
(¢) Cer(X) (d) Cey(X)
Figura 2.1: Filtracién del complejo de Cech K = C,(X).
Para hablar de homologia persistente primero necesitaremos una filtraciéon de un com-
plejo simplicial orientado K. Apoyandonos en las definiciones de complejo de Cech o

Vietoris-Rips vistas en la Seccién [[.3] podemos dar facilmente una filtracién como hemos
detallado en el ejemplo Obtendriamos entonces:

F=0=KyCcK,C..CK,=K

A partir de dicha filtracién podemos considerar los homomorfismos entre los A-mdédulos

de homologia simplicial inducidos por las inclusiones entre los subcomplejos K; C K. Es
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decir, para para p € Ny 0 <7 < 5 <n tenemos

fy? s Hy(Ki) — Hyp(Kj)

— [(pig,)p(2)]

—

[z

siendo p;;: K; = Kj, 2 € Z,(K;) = Z,(C(K;)) y f37 = Hp(pi;,) siguiendo la notacién
de T v

Observacion 2.19. En esta situacién ¢ y 7 no tienen por qué ser inmediatamente seguidos.

En caso de no serlo simplemente se aplica la composicién.

Definicién 2.20. Parap € Ny i,j € {0,1,...n}, definimos el (7, j)-ésimo A-mdédulo de

homologia persistente de nivel p asociado a la filtracién F como:

HN(F) = Im(f,”).
Asimismo, el (2, 7)-ésimo niimero de Betti de persistencia de nivel p de F es
ﬁ;’j = mng(H;’j(f)) )

Nétese que cuando se considera (7,4) coincide con el nimero de Betti de H,(K;), pues
H(F) = Hy(K;). Este nimero de Betti 8}/ nos indica el nimero de clases (agujeros
p-dimensionales) que han sobrevivido desde K; a Kj en la filtracion, esto se entenderd

mejor posteriormente.

Otra forma de entender la homologia persistente, y la razén por la que se denomina
“homologia”, es mediante el siguiente resultado. Este resultado es de hecho la definicién

original de homologia persistente.

Proposicion 2.21. Dada una filtracion F de un complejo simplicial, tenemos el siguiente

isomorfismo de A-mddulos:
H(F) =~ Zy(K3) /(By(K;) N Z,(K;))

Demostracion. Primero, sabemos que tanto Z,(K;) como B,(K;) son submddulos de
Cp(Kj). Luego, en particular B,(K;) N Z,(K;) es un submdédulo de Z,(K;), por lo que el
cociente del enunciado esta bien definido. Ahora, consideremos el siguiente homomorfismo

de A-moédulos:

Y aplicando el Primer Teorema de Isomorfia se obtiene que Z,(K;)/Ker(¢;) >~ Im(¢;).
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Observamos que Ker(¢;) = {z € Z,(K;) : ¢i(z) = [0]} = {2z € Z,(K)) : [2] = [ 1} =
{z € Z,(K;) : z € By(K;)} = By(K;) N Z,(K;). Por otro lado, H/(F) = Im(f}7) =
{£57([2]) con [2] € Hy(K)} = {[(pi.)p(2)] con 2 € Zy(K;)} = {i(2) con z € Z,(K;)} =
Im(¢;). Con esto concluimos que Z,(K;)/(B,(K;) N Z,(K;)) ~ H} (F). O

Observacion 2.22. Para poder comprender las diferencias entre homologia simplicial y
homologia persistente es importante tener en mente que la homologia simplicial esta
asociada a un complejo simplicial K fijado y la homologia persistente se obtiene a partir

de una filtracion de dicho complejo simplicial.

Asi, la homologia persistente nos permitird obtener informacion cuantitativa acerca de
la relevancia de los agujeros p-dimensionales que aparecen a medida que avanzamos por la
filtracién, i.e., podremos detectar los cambios en la homologia del complejo simplicial K
a lo largo de F y de este modo conocer cuando aparecen y desaparecen dichos agujeros.

Veamos cémo.

Definicién 2.23. Dada una filtracién F, diremos que un elemento no nulo a € H,(K;)
nace en K; si o« ¢ H)7"(F). Ademds, se dice que o muere entrando en Kj si se fusiona

con una clase proveniente de un nivel anterior cuando nos movemos desde K;_; a Kj, i.e.,
: : ij—1 i—1,j—1 i i—1,j
si se verifica f17 7' () & H, (F)y £y (a) € H7 W (F).

Hyp(Ki-1) Hy(K;)

Figura 2.2: Nacimiento y muerte de o, que nace en K; y muere entrando en Kj.

Cuando esto sucede, decimos que el indice de persistencia de « es pers(a) = j —i.
[gualmente, puede suceder que « nunca muera, en ese caso diremos que su indice de

persistencia es infinito, pers(a) = oco.
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2.5. Cdbdigos de barras

En esta seccién trataremos la representacion grafica de la homologia persistente, la
cual inicialmente se llevaba a cabo utilizando los diagramas de persistencia (introducidos
por Edelsbrunner et al.) [§], pero posteriormente Zomorodian y Carlsson desarrollaron los
codigos de barras junto con un algoritmo para obtenerlos [4]. Estos tltimos son los mas
empleados hoy en dia, por lo que nos centraremos en ellos. Otro método de representacion
fue introducido por Peter Bubenik, los llamados paisajes de persistencia, pero nosotros

no trataremos ese caso en esta memoria, para mas detalles véase [2].

Antes de proceder, aclarar que puede haber més de una clase generadora o € H,(K;)
que nace en ¢ y muere entrando en 7, es decir, podemos hablar de una multiplicidad ,u;';j ,
que representa el nimero de clases generadoras independientes naciendo en ¢ y muriendo

en j. Ademads, se verifica lo siguiente:

e = (BT = B = (BT = B (24)

Donde notamos que el primer paréntesis nos da el niimero de clases generadoras indepen-
dientes que nacen en K; o antes y mueren entrando en K, y el segundo paréntesis nos
dice el nimero de clases generadoras independientes que nacen en K;_; o antes y mueren

entrando en K. Andlogamente, se tiene j5> = 55 — 5i=1°°. Para mas detalle, véase [9].

La primera herramienta que aparecio para la representacion de estas clases fueron los
diagramas de persistencia, donde cada clase a € H,(®) estd representada por un punto
en el plano, que viene dado por las coordenadas (i,7) € N x NU {400} si @ nace en i y

muere entrando en j.

Supongamos que tenemos una filtraciéon (de 6 pasos) cualquiera de un complejo sim-
plicial K, entonces podriamos obtener el diagrama de persistencia de la figura para
H,(K).

Observacion 2.24. Como hemos considerado una filtracion de 6 pasos, vamos a suponer
que la recta y = 7 representa el valor co. Por otro lado, la multiplicidad de las clases
generadoras se puede representar con un nimero en rojo al lado de cada punto (si se omite,
se considera multiplicidad 1). Dicho esto, en la figura (a) podemos ver cudndo nacen y
mueren los distintos agujeros p-dimensionales. Y en la figura (b) se encuentra senalada la
region que nos da el niimero de Betti 374, en concreto sera el nimero de puntos dentro de
dicha regién (contando multiplicidades), i.e., 33* = 3. De forma general, 3/ viene dado
por el nimero de puntos que hay en el diagrama de persistencia de H, dentro de la regién

{(z,y) € R? : & <4,y > j}. Por otro lado, una de las desventajas que observamos es que
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(a) (b)

Figura 2.3: Diagrama de persistencia para H,. Graficos tomados de [9].

necesitamos un diagrama para cada dimension.

Como ya hemos mencionado, mas adelante se desarrollé una forma de representar la
homologia persistente mediante el uso de los conocidos cédigos de barras, donde se
muestran los indices de persistencia de las clases generadoras mediante segmentos. Es
decir, quedan claramente representadas las estapas de nacimiento-muerte de cada agujero
p-dimensional, pudiendo examinar también la multiplicidad en cada caso. Y todo esto en
un unico grafico, a diferencia de lo que sucedia con los diagramas de persistencia. Daremos

su definicién rigurosa a posteriori.

H,

Hy

Figura 2.4: Filtracién junto con su cédigo de barras asociado. Imagen sacada de [12].
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En la figura se observa que los segmentos con mayor longitud son las clases que
persisten mas a lo largo de la filtracion, esto se puede entender como los agujeros p-
dimensionales que mdas tiempo permanecen en dicha filtracion (cuando alguno de los
segmentos aparece con una flecha en un extremo representa una clase que muere en el
infinito). Por otro lado, los segmentos de escasa longitud pueden interprerarse como ruido.
En particular, el codigo de barras para Hy nos dice cuantas componentes conexas tenemos.
Asimismo, el rango de H,(K;) es el nimero de segmentos en H, que intersecan con la

linea vertical que representa el paso i-ésimo de la filtracion.

2.5.1. Descomposicién y computo del codigo de barras

A continuacion, veremos la estructura algebraica que subyace en los cédigos de barras,
los modulos de persistencia. Hablaremos de su descomposicién y la relacion directa con

los indices de persistencia. Para ello, primero daremos un lema y una serie de definiciones.

Lema 2.25. Un A-mddulo M esta finitamente generado por n elementos si y sélo si existe

un homomorfismo epiyectivo ¢: A™ — M.

Demostracion. Supongamos primero que M estd generado por {my,...,m,}. Tomemos
n

el homomorfismo ¢: A" — M definido por ¢(ay, ..., a,) = Zaimi. Es claro que ¢ es
i=1
epiyectivo.

Reciprocamente, si existe ¢: A" — M epiyectivo, entonces todo elemento m € M
n n

se puede expresar como m = ¢(ay,...,a,) = qb(z ae;) = qu(aiei) = Zaiqﬁ(ei),
i=1 i=1

=1
i

~ N
para ciertos a; € A y siendo e; = (0,..., 14 ,...,0), por lo que M estaria generado por

{o(ed) iy ]

Definicién 2.26. Un A-médulo M se dice que estd finitamente presentado (o que es

de presentacion finita) cuando estd finitamente generado y el Ker(¢) también lo esta.

Definicién 2.27. Un mdédulo de persistencia sobre A es una familia {M;}°, de
A-médulos, de manera que para cada ¢ < j se tiene un homomorfismo de A-mddulos
fi,j: Ml — M] verificando:

1. fii =1y, parat1=0,1,2,...

2. firo fij = fix paratodo i < j < k.
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Diremos que un mdédulo de persistencia es de tipo finito si existe un n € N tal que
para todo n <1 < j, f;; es un isomorfismo de A-mdédulos. Ademas, se dice que es de tipo
finitamente generado si es de tipo finito y cada M; es finitamente generado. Cuando
cada M; sea finitamente presentado diremos que el modulo de persistencia es de tipo

finitamente presentado.

Definicién 2.28. Un anillo A diremos que es graduado (o N-graduado) si se puede

descomponer como:
(o]
A=
i=0

donde cada A; es un grupo abeliano y ademads a; - a; € A;1; para todo a; € A; y a; € A;.

Cada elemento a; € A; recibe el nombre de elemento homogéneo de grado .

Los ideales generados por elementos homogéneos se llaman ideales homogéneos o

graduados.

Definiciéon 2.29. Dado un anillo A graduado, un A-médulo M se dice que es un A-

moédulo graduado si puede descomponerse en grupos abelianos:

MzéOMi

de modo que para todo m; € M; y a; € A; se verifica que a; - m; € M;;. A los elementos

de M; se les denomina elementos homogéneos de grado .

Diremos que un A-moédulo graduado M es de tipo finitamente generado si lo es
como A-médulo (todo A-médulo graduado es en particular un A-médulo). Lo mismo

sucede con el caso finitamente presentado.

A continuacién, veremos cémo se relacionan los médulos de persistencia sobre A y los
Alt]-moédulos graduados. Inicialmente, Zomorodian y Carlsson [27] dieron un resultado
que relaciona los A-mddulos de persistencia finitamente generados con los A[t]-médulos
graduados finitamente generados, pero de manera errénea, puesto que el anillo A requiere
méas propiedades para que esto se dé. Ante esto, Corbet y Kerber [6] dan un enunciado
considerando mdédulos finitamente presentados, sobre un anillo A con unidad, en lugar de

finitamente generados:

Teorema 2.30. Sea A un anillo, entonces los A-maodulos de persistencia finitamente pre-
sentados estan en correspondencia biunivoca con los Alt]-mddulos graduados finitamente

presentados.
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Observacion 2.31. La accién del anillo de polinomios A[t] dada a partir del A-médulo de
persistencia M = ({M;}7%, { fi,j }o<i<;) se define como t-m = t- (m;)2 := (fiiv1(mi))5,

para t € Alt] y m € M = @ M;. Reciprocamente, si tenemos un A[t]-médulo graduado
i=0

o0
M = @ M;, los homomorfismos f; ;.1 del A-médulo de persistencia correspondiente M =

1=
{M;}32, vienen definidos por f;;i1(m;) ==t -m;, con t € A[t] y m; € M;, con lo que

podemos definir los f; ; para 0 < i < j simplemente considerando la composicién.

Este resultado sera suficiente para nosotros, ya que a partir de aqui consideraremos A
como un cuerpo, denotandolo F', por lo que serd unitario y ademas todo F-moddulo finita-
mente generado serd finitamente presentado y viceversa. Por tanto, bajo estas condiciones
es equivalente trabajar con unos moédulos u otros. Cabe mencionar también que esta co-
rrespondencia uno a uno entre médulos de persistencia y modulos graduados es a nivel
categorial, es decir, existe también para los morfismos entre dichos objetos (nocién que
no hemos definido). Sin embargo, no entraremos en esto ya que para nuestros objetivos

es suficiente con saber qué ocurre entre los médulos.

Tras esto, veamos uno de los resultados principales que nos permitira entender la

relacién directa de los médulos graduados con los cédigos de barras.

Diremos que dos médulos graduados son isomorfos si existe entre ellos un isomorfismo

de médulos que preserva la graduacion.

Teorema 2.32 (Teorema de descomposicién para médulos graduados). Sea M un Ft]-
modulo graduado finitamente generado. Entonces M se puede descomponer de forma uni-
ca, salvo isomorfismos, como:

M ~ (négt“i - Flt]) @ (étbj : %)

t¢i

con a;,b; € N, ¢; € N y los t% son elementos homogéneos tales que t divide a t+1.

Demostracion. Como F' es un cuerpo, F'[t] es un dominio euclideo y en particular un DIP.
Luego, estamos ante un caso similar al del Teorema de descomposicion de A-mddulos.
La idea de la demostracién consiste en aplicar a M el Teorema de descomposicién de A-
modulos, obteniendo asi una parte libre con copias de F'[t] y una parte de torsiéon con copias
de F[t]/(sj), y como (s;) es un ideal graduado, (s;) = (%) para algin ¢; € N. Finalmente,
para mantener la graduacién bajo el isomorfismo se necesita ajustar los grados, por ello

necesitamos los elementos t% y t%. Los detalles de la demostracién se siguen de [26] O

Siguiendo esta linea, veremos céomo a partir de una filtraciéon de un complejo simplicial

podemos llegar a dicha descomposicién.
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Supongamos que contamos con una filtracién F de K, para cada uno de los subcom-
plejos (orientados) de la filtracién podemos considerar el complejo de cadenas simpliciales
asociado y entre dichos complejos de cadenas los homomorfismos inclusién. Asi, observa-

mos que se tiene la siguiente estructura (donde C% = Cj(K;)):

a3 o3 o3
(}’3 N 521 o 022 AN
33 5 o3
(‘j’? LN (}’11 no 512 LN
¢ s o7
(;8 LA (}’& LI (}’g IR
3 5 53

Proseguiremos desarrollando estas ideas de forma generalizada, pero sin olvidar que lo

explicado se podra extrapolar al caso de una filtraciéon de un complejo simplicial.

Observamos que al fijar el subindice j se tiene una estructura de médulo de persisten-
cia:

0 77 1 2

Cr= C y O > C;

J J

17

~

Por el Teorema [2.30} dicho modulo se corresponde con un tinico F'[¢]-médulo graduado,
que denotaremos por a(C?). De hecho, la familia formada por los a(C?), denotada a(C),
constituye un complejo de cadenas de F'[t]-mddulos graduados donde el nivel p se define
como a(C), = a(C}).

Finalmente, vemos también que se obtiene otro mdédulo de persistencia considerando

las homologias de dimension p de cada complejo de cadenas, donde f; = H,(f"):

7 I T
Hy(K) = Hy(Ko) ——————— Hy(K)) ————— Hy(K;) —— -+

De nuevo, por el Teorema se obtiene un médulo graduado, o H,(K)). Este serd

nuestro objeto de estudio a continuacion.

Gracias a la correspondencia biyectiva dada por el Teorema [2.30] podemos tratar
directamente con a(H,(K)) y con su descomposiciéon como médulo graduado con el fin de
recabar la informacién deseada acerca de H,(K), i.e., a partir del Teorema podremos
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conocer el nacimiento y la muerte de las clases generadoras de la homologia mediante el

grado de dichos elementos y si tienen o no torsion.

Considerando entonces una filtracion de un complejo simplicial, tendriamos que las f;
son las fi'" definida en la Seccién , conectando asf la homologia persistente con esta

explicacion.

Por lo tanto, apoyandonos en lo recién explicado y abusando de la notacién, tendriamos
en virtud del Teorema [2.32 el siguiente isomorfismo:
Fi]

1K) = (@ Fit) o @ 715

En la descomposicién mostrada tenemos la siguiente informaciéon: la parte libre se
corresponde con las clases generadoras que nacen en la etapa a; y persisten hasta el
infinito, mientras que los elementos de la parte de torsion nos muestran las clases que
nacen en b; y mueren en la etapa b; + ¢;, informacion suficiente para obtener por tanto el

c6digo de barras. Para mas detalle véase [12] y [27].

Ahora si podemos dar la siguiente definicion:

Definicién 2.33. Un cédigo de barras es un multiconjunto finito de intervalos acotados
inferiormente, los cuales vienen dados por los indices a;,b; y ¢; vistos anteriormente.

Dichos intervalos serfan los [a;, 00) y los [b;,b; + ¢j].

Observacion 2.34. En la actualidad son conocidas diversas librerias en lenguajes de progra-
macién que permiten calcular la homologia persistente (y con ello los cédigos de barras).
Entre ellas podemos encontrar la libreria CRAN en R; asi como las librerias DIONYSUS,
GUDHI, y PHAT, disponibles en C++.

Tras ver como se construye un cédigo de barras a partir de una filtracion de un complejo
simplicial, surge una pregunta de manera natural: ;se puede realizar el proceso inverso?
Es decir, a partir de un cédigo de barras dado, jcudles son las filtraciones de complejos
simpliciales que llevan ese c6digo de barras asociado? Hoy en dia se esta estudiando dicho

proceso, el cual resulta claramente méas complejo.

Existen algunas situaciones para las que se conoce la filtracion de un complejo sim-
plicial (o la familia de filtraciones de complejos simpliciales) cuyo cédigo de barras es el
dado, pero para la gran mayoria de casos se sabe muy poco. De hecho, no es facil probar
que para cierto cédigo de barras prefijado exista alguna filtracion de un complejo simpli-
cial con dicho codigo de barras asociado. Para el préspero desarrollo de esta teoria seria

altamente 1til conseguir un algoritmo que permita realizar estos cdlculos dado un cédigo
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de barras. Un acercamiento a esto lo proponen J. Leygonie y G. Henselman-Petrusek en

[16].






Capitulo 3

Laplaciano combinatorio

En este capitulo introduciremos la nociéon del Laplaciano combinatorio, asi como
computo matricial, para posteriormente relacionarlo con la homologia de un complejo

simplicial finito. Para ello, nos apoyaremos principalmente en [13].

3.1. Laplaciano en grafos

Es bien conocida la nocién de grafo, la cual es un par G = (V(G), E(G)), donde V(G)
denota el conjunto de vértices del grafo y E(G) las aristas de dicho grafo. En esta seccién
introduciremos brevemente la visiéon del problema que se trata en la memoria, pero desde
el punto de vista de la teorfa de grafos. Antes de comenzar, v; ~ v; quiere decir que los

vértices v; y v; son adyacentes y k; denota el grado de v;.

Definicién 3.1. Sea un grafo G finito y simple, con V(G) = {vy,...,v,}. Se define la
matriz (combinatoria) Laplaciana de G, denotada L¢, como la matriz n x n dada

por:

ki st i=j
(La)ig=1q —1 st i#jyvi~uy
0 si ¢# jy v;,v; no son adyacentes

para todo 7,7 € {1,...,n}.
Es decir, Lo = Dg — Ag siendo Ag la matrix de adyacencia del grafo (a;; = 1 si los

vértices v; y v; son adjacentes o 0 en caso de no serlo) y D¢ es la matriz diagonal con el

grado de los vértices en la diagonal (d;; = k;).

35
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3.1 Laplaciano en grafos

V1

Figura 3.1: Ejemplo de grafo.

Ejemplo 3.2. La matriz combinatoria Laplaciana del grafo de la figura seria entonces:
2 -1 -1 0 0 O
-1 2 -1 0 0 O
-1 -1 3 -1 0 0
o 0 -1 3 -1 -1
o o0 o0 -1 2 -1
o o0 0 -1 -1 2

Esta matriz esta estrechamente relacionada con la matriz del operador borde 9; aso-
ciado al grafo G si le dotamos de una orientacién y lo consideramos como un complejo

simplicial 1-dimensional. El siguiente lema nos dice cémo.

Lema 3.3. Sea G un grafo finito y simple, con V(G) = {v1,...,v.} y E(G) = {e1, ..., em }.

Consideremos una orientacion arbitraria de las aristas de G y sea By la matriz del ope-

rador borde 0y : C1(G;R) — Cy(G;R) sobre R. Entonces Lo = BB .

Demostracion. Denotando b;; = (By);; tenemos que

—1 =i la arista e; comienza en v,
(Bl)ij = 0 si Vj ¢ €;
1 sila arista e; acaba en v;
luego
ki st i=7

(B.BT),; szkbjk ={ -1 si i£jyv~u;
0 si @# j Yy v,v; no son adyacentes

]

Posteriormente veremos un resultado generalizado de este lema. Recordemos, para esta

y préximas secciones, que el operador borde viene definido en [2.2]
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3.2. Laplaciano en complejos simpliciales

Comenzamos esta seccién dando algunas nociones y propiedades relacionadas con la
adyacencia entre simplices en un complejo simplicial, que posteriormente apareceran re-

flejadas en el Laplaciano del complejo.

A partir de este punto consideraremos cadenas sobre R por conveniencia. También
hablaremos del f-vector de un complejo simplicial K de dimension n, el cual es un
vector de dimensién n + 1 de la forma (fo(K), ..., f,(K))T, donde fi(K) es el ntimero de

i-simplices que hay en K.

Como ya vimos, C; denota el conjunto de combinaciones de i-cadenas de K, y ademés
tiene estructura de R-espacio vectorial. Una base de C; viene dada por las i-cadenas
elementales de K, luego su dimensién es f;(K). Por otro lado, si K tiene dimensién
n, tanto C_; como todo C, para p > n son espacios vectoriales formados por el cero

Unicamente.

A continuacién, expondremos una serie de nuevas definiciones:

Definicién 3.4. Dado un complejo simplicial finito K, diremos que dos n-simplices oy,
0, € K son superiormente adyacentes, y se denota o, ~y 0, si ambos son caras del
mismo (n + 1)-simplice 7 € K, el cual recibe el nombre de simplice superior comun.
También llamaremos grado superior de un n-simplice o € K, y lo denotaremos degy (o),

al numero de (n + 1)-simplices de K de los que o es una cara.

Ademas, si dotamos a K de una orientacién y tenemos dos n-simplices superiormente
adyacentes 01,09 con 7 su simplice superior comtun, observando los signos de dichos n-
simplices en §,.41(7) podemos decir que oy y 03 tienen orientacién similar con respecto

a 7 si los signos son iguales. En caso contrario diremos que tienen orientacion disimil.

Observacion 3.5. Observamos que esta similitud o desigualdad en los signos de los simpli-
ces superiormente adyacentes en d,41(7) no depende de la orientacién de 7, es decir, que
tengan o no orientacién similar solamente depende de la orientacion de dichos simplices

superiormente adyacentes.

Lema 3.6 (Unicidad del simplice superior comun). Sea K un complejo simplicial finito y
sean 01,09 € K dos n-simplices distintos. Si éstos son superiormente adyacentes, entonces

su simplice supertor comun es Unico.

Demostracion. Supongamos que 71, 7o son dos (n+1)-simplices de K y simplices superiores

comunes de o; y 09. Se tiene entonces que o1 U oy C 71 N T». Ademads, por la definicion
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de simplice, 71 N 7o (que sabemos que no son disjuntos puesto que tienen oy, 0s como
caras ambos) es una cara de 71 y de 3. Por otro lado, como oy y o3 son dos n-simplices
distintos, la tnica cara de 71 que los contiene es 7y, luego 71 N 75 = 1. Asi, vemos que 11

es una cara de 7y, pero al ser ambos (n + 1)-simplices no queda otra que 7, = T». O

Definicién 3.7. Dado un complejo simplicial finito K, diremos que dos n-simplices
01,09 € K son inferiormente adyacentes, y se denota o; ~j 09, si ambos tienen
un (n — 1)-simplice comiin no vacio n € K como cara, el cual recibe el nombre de simpli-
ce inferior comun. También llamaremos grado inferior de un n-simplice o € K, y lo

denotaremos degy, (o), al nimero de (n — 1)-simplices no vacios de K que son caras de o.

De nuevo, si dotamos a K de una orientacion y tenemos dos n-simplices inferiormente
adyacentes o1, 0y con 1 su simplice inferior comin, observando los signos de n en 6,,(01) y
en 0, (02) podemos decir que 7 es un simplice inferior comun similar si ambos signos
son iguales. En caso contrario diremos que se trata de un simplice inferior comun
disimil.

Observacion 3.8. De manera analoga al caso de los simplices superiormente adyacentes,
en esta situacion observamos que si el simplice inferior comtin es o no similar solo depende

de la orientacién de los simplices inferiormente adyacentes y no de su propia orientacion.

Lema 3.9 (Unicidad del simplice inferior comun). Sea K un complejo simplicial finito y
sean 0,09 € K dos n-simplices distintos. Si éstos son inferiormente adyacentes, entonces
su simplice inferior comun es la interseccion de los dos simplices. Por tanto, dicho simplice

inferior comun es unico en caso de existir.

Demostracion. Supongamos que 7 es un simplice inferior comin de o1 y 09, en ese caso
se tiene que 7 # 0 y n > 0 (pues si n = 0, 01,02 son vértices y éstos no pueden ser
inferiormente adyacentes). Asi, tenemos que n C o1 N g9, pero o; N oy es una cara de oy
conteniendo a 7 y como 71 es un (n — 1)-simplice, las tnicas caras de o1 que contienen a 7
son oy y n. Si fuese o1, entonces tendriamos que o; = o1 N 09, luego oy serfa una cara de
09 y por dimensiones 01 = 09, lo cual seria una contradiccion del enunciado. Por lo tanto,
n = 01N og, con lo cual podemos ver que el simplice inferior comin de dos n-simplices es

la interseccién de ambos y por consiguiente 1inico. O

Corolario 3.10. Dos n-simplices distintos 01,09 de un complejo simplicial finito K son

inferiormente adyacentes si y sdlo si o1 N oy es un (n — 1)-simplice no vacio de K.

Lema 3.11. Sea K un complejo simplicial finito orientado y sea n un entero tal que

0 < n < dim(K). Dados dos n-simplices distintos 01,09 € K superiormente adyacentes
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con T su simplice superior comun, o1 Yy 09 tienen orientacion similar con respecto a T i

y solo si tienen un simplice inferior comun disimil.

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 7 = (vg, vy, ..., Upy1) Y 01 =
c1{V1, V9, ooy Upi1), 02 = C2{Vg, U2, ..., Unt1), CON €1, Co iguales a 1 6 —1 segiin la orientacion.
Como sabemos que n > 0, entonces n + 1 > 2 y por tanto n = k(v vs, ..., vp41) €s el

simplice inferior comtn de oy, 09, con k igual a 1 6 —1.

Ahora, dado que k, ¢1, ¢y valdran 1 6 —1, se tiene que

(V1,V2, ..., Vpq1) = 10O}
<UO,U2,---,Un+1> = C209
(U9, V3, ..., Upy1) = k1.
Por lo tanto,
Oni1(7) = 01 ({(vo, V1, ., Upy1)) =
= (V1,09 ..., Uns1) — (U0, V2y ..., Upy1) + R =

= C101] — C909 + R.
siendo R el resto de sumandos, los cuales no son de interés.

Del mismo modo tenemos:
5n(01) = 5n(Cl<U1,U27 e 7Un+1>) = 01<U2> e ;Un+1> + Ry = cikn+ Ry

5n(02) = 6n(CZ<U07U27 cee 7Un+1>) = C2<U2> cee ;Un+1> + Ry = cokn + Ry
donde R; y Rs representan el resto de los sumandos en cada caso.
Tras esto, podemos pasar a la demostracion.

=) Supongamos que o; y 03 tienen orientacién similar con respecto a 7, entonces
sabemos que ¢; = —cyp. Luego, los coeficientes de 1 en d,(01) y d,(02), que son 1k y
cok respectivamente, tienen signos contrarios. Esto significa que 1 es un simplice inferior

comun disimil de oy y 03.

<) Supongamos que 7 es un simplice inferior comun disimil de oy y 05. Por definicién,
tendriamos que c1k y cok tienen signos contrarios, i.e., cik = —cok, por tanto ¢; = —co.
Con esto, tendriamos que o y 03 aparecen con el mismo signo en §,,1(7), lo cual implica

que ambos tienen orientacién similar con respecto a 7. O

Visto esto, se tiene también el siguiente corolario:

Corolario 3.12. Sean > 0 un entero. St dos n-simplices distintos de un complejo simpli-

cial finito son superiormente adyacentes, entonces también son inferiormente adyacentes.
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En lo que sigue estudiaremos los Laplacianos en el caso de los complejos simplicia-
les. Como estamos considerando nuestro anillo como un cuerpo, pasaremos a hablar de

espacios vectoriales de ahora en adelante.

Observacion 3.13. Llegados a este punto consideraremos una métrica euclidea (—, —) para

todos los desarrollos.

Antes de nada necesitaremos definir el producto escalar en Cy(K') para poder hablar
también de ortogonalidad posteriormente. Consideremos que {07, ..., 0, } forman una base
de Cx(K). Dados ¢; = Aoy + ... + \yop ¥ €2 = p101 + ... + 1,0, pertenecientes a Cy(K),

el producto escalar se define como:
(c1,c2) = Z Ai bl
i=1

Para los operadores borde 6,,: C,, — C,,_1 denotaremos como B,, a la matriz asociada
considerando las bases estandar de C,, y C},_; con un orden fijado. Ademas, en esta seccion
haremos uso de la adjunta de 9, J;: C,—1 — C,,, cuya matriz asociada respecto de las

mismas bases sabemos que es B! . Recordemos su definicién:

Definicién 3.14. Dada una aplicacién lineal 7: V' — W llamamos adjunta de T a la

aplicacién lineal T*: W — V (que es unica) verificando que:
(T'(v),w) = (v, T"(w))
para cualesquierav € V y w € W.

Definicién 3.15. Sea K un complejo simplicial finito orientado. Dado un entero n > 0,
el n-ésimo Laplaciano combinatorio es la aplicacion lineal A, : C, — C,, definida
por

Ap=0p4100,,1 + 0, 00,.

Para facilitar la escritura usaremos la siguiente notacién:

UP *
Ayt = 5714-1 © 5n+1

APN — 5% 06,

Definicién 3.16. La n-ésima matriz Laplaciana de K respecto de las bases estandar

ordenadas de C,, y C,,_1, denotada por L,,, es la matriz asociada a A,. Por lo tanto,
L, = n+185+1 + BTTLBn

o pUP _ T DN _ T
De nuevo, usaremos la notacion £, = B, 1B, ., y £, = B, B,.
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Ejemplo 3.17. La matriz Laplaciana £ de la figura [3.2] es la siguiente:

1 0 -1 0 1
1 -1 0 0 1
By = By =
! o 1 1 1| ¥ T
0o 0 0 1 0
por tanto
1 11 0 0\ /=1 0 -1 0
1 0o -1 1 oll1 =1 0 o
L= (1 1 -1 o)+ -
1 1 1 ol o 1
0 o 0o -11/\o o o 1
30 0 0
o3 0 <
1o 0o 3 -1
0 -1 -1 2

Figura 3.2: Complejo simplicial orientado.

Observacion 3.18. La n-ésima matriz Laplaciana nos da informacién relativa a la adya-
cencia entre simplices y su orientaciéon. En este ejemplo, la diagonal nos indica el nimero
de 2-simplices adyacentes a cada 1-simplice mas 2. Los elementos (i, j)-ésimos fuera de
la diagonal nos dicen en qué situacion se encuentra cada par de 1-simplices de entre va-
rias posibles respecto a su adyacencia. Esto se detallard y veremos por qué es asi con los

proximos resultados.

Volviendo al Lema [3.3| enunciado al principio de este capitulo podemos ver la relacion
entre la matriz Laplaciana de un complejo simplicial y la matriz combinatoria Laplaciana
de un grafo, pues la primera es una generalizacion de la segunda, ya que los grafos finitos
y simples se pueden pensar como complejos simpliciales de dimensiéon 1 inmersos en un

espacio Euclideo. En concreto, L5 = L para un grafo G finito y simple.
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A continuacién procederemos a explicar varios resultados que nos facilitan el cémputo

de la matriz Laplaciana de un complejo simplicial.

Proposicion 3.19. Sean K un complejo simplicial finito orientado y d un entero tal que
0 <d < dim(K). Sean {01, ...,0,} los d-simplices de K y sean {T1,..., 7} los (d + 1)-

simplices de K. Entonces, para i,j € {1,...,n}, tenemos

degy(oi) si i=]

(£UP),, = 1 st 1 # j,0; ~y 0j y tienen orientacion similar
d Jij = S : . .
—1 st 1 # j,0; ~y 0j y tienen orientacion disimil

0 st 1 # j yo;,0; no son superiormente adyacentes

Demostracion. Es inmediato ver que si d = dim(K), entonces dg441: Cygr1 —> Cq es la
aplicacién nula, pues Cyy; es el espacio vectorial trivial, por lo tanto LY es una matriz
nula. En este caso se verifica el enunciado, ya que no existen (d + 1)-simplices en K y por

tanto, no podemos encontrar d-simplices superiormente adyacentes.

A continuacién, consideremos 0 < d < dim(K). Como LY = By1BL, ;. la compo-
nente 7j-ésima de esta matriz viene dada por el producto escalar de la fila i-ésima y la
fila j-ésima de Byyi. Podemos denotar como X e Y a dichas filas respectivamente, y a
cada uno de los productos de las componentes de las filas mencionadas los denominaremos

sumandos.

Supongamos que ¢ = j y sea 7, un (d + 1)-simplice en K. Si 0; es una cara de 7, esto
se traduce en que la componente k-ésima de X es 1 6 —1 dependiendo de la orientacion
de o;. Asi, el k-ésimo sumando del producto X - X es 1. Por otro lado, si 0; no es una
cara de 7, la componente k-ésima de X seria 0, con lo cual el k-ésimo sumando de X - X
serfa 0. Luego, X - X nos estd dando el nimero de (d + 1)-simplices de los que o; es una
cara, es decir, (LY?); = X - X = degy(0y).

Ahora supongamos que i # j y sea 7, un (d+1)-simplice en K. Sean o;, 0; dos caras de
Tr. Si tienen orientacion similar, el k-ésimo sumando de X - Y serd 1. Si tienen orientacion
disimil, dicho sumando serd —1. En caso de que 0; o 0; no sea cara de 75 es inmediato

ver que el k-ésimo sumando de X - Y es 0.

Ademas, por la unicidad del simplice superior comin sabemos que como mucho existe
un (d+1)-simplice del que o; y 0, son caras. En consecuencia, si 0; y 0; son superiormente
adyacentes, un tinico sumando de X -Y serd 1 6 —1y el resto serdn todos 0, luego (LY”);; =
X -Y es 16 —1 en funcién de las orientaciones de o; y 0;. Si no fueran superiormente

adyacentes, X - Y serfa 0y (£{7);; = X - Y =0, probando asf el enunciado. O]
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Proposicion 3.20. Sean K un complejo simplicial finito orientado y d un entero tal que
0 <d < dim(K). Sean {01, ...,0,} los d-simplices de K. Entonces, para i,j € {1,...,n},

tenemos

degr(oi) si i=]

(£DV) 1 st 1 # j yoy,0; tienen un simplice inferior comun similar
d Jij . . . . . . . . .
-1 st 1 # j yoy,0; tienen un simplice inferior comun disimil

0 st 1 # J y 04,05 no son inferiormente adyacentes

Demostracion. En el caso d = 0 es inmediato ver que el operador dg: Cyp — C'_1 es la
aplicaciéon nula, pues C_; es el espacio vectorial trivial. Por consiguiente, LIV es una
matriz nula. Como los vértices de un complejo simplicial (es decir, los 0-simplices) no

pueden ser inferiormente adyacentes, se verifica el enunciado.

Supongamos ahora que 0 < d < dim(K). Como L2V = BT B,, la componente ij-ésima
de esta matriz viene dada por el producto escalar de la columna i-ésima y la columna j-
ésima de B,. Denotemos a dichas columnas por X e Y respectivamente, y sean {1, ..., ftm }
los (d — 1)-simplices de K.
Primero, supongamos que i = j y sea py un (d — 1)-simplice de K. Si py es una cara de
0;, la componente k-ésima de X sera 1 6 —1 en funcién de la orientacién de py. Asi, el
sumando k-ésimo de X - X serd 1. Si g no fuera una cara de o;, el sumando k-ésimo de
X - X serfa entonces 0. Por lo tanto, (LPV); = X - X = degr(0;), pues X - X nos estd

dando el nimero de (d — 1)-simplices de K que son caras de o;.

A continuacion, supongamos que i # j y sea py un (d — 1)-simplice de K. Si py, es
una cara de 0; y de o, y es un simplice inferior comun similar, entonces la componente
k-ésima de X y de Y serd 1 6 —1 en ambos casos, por lo que el k-ésimo sumando de X -Y
serd 1. Si uy fuese en cambio un simplice inferior comun disimil, el k-ésimo sumando de
X Y serfa —1. Por otro lado, si ji; no es una cara de o; o de 0, es facil ver que el k-ésimo

sumando de X - Y seria 0.

Apoyéndonos en la unicidad del simplice inferior comin sabemos que como méaximo
o; y 0; tendran un (d — 1)-simplice inferior comun, que de hecho serfa ;N o;. Con lo cual,
si tienen un simplice inferior comtn similar, solamente uno de los sumandos de X - Y serda
1y el resto 0, i.e., (LFY);; = X -Y = 1. Si en cambio se tratase de un simplice inferior
comtn disfmil, se tendrfa (£FV);; = X-Y = —1. Y si no tuviesen ninguna cara en comun,
(LPN);; = X Y =0, probando asf el enunciado. O

Finalmente, haciendo uso de los resultados previos podemos demostrar el siguiente
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teorema, que nos dara el modo de calcular la matriz Laplaciana de un complejo simplicial.

Teorema 3.21 (Teorema de la matriz Laplaciana). Sean K un complejo simplicial finito
orientado, d un entero tal que 0 < d < dim(K) y {o1,...,0,} los d-simplices de K.

Entonces, para i,j € {1,...,n}, tenemos

1. S1d=0

degy(o;) si i=7]
(La)ij = —1 si 05,05 son distintos y superiormente adyacentes

0 si 0,05 son distintos y no son superiormente adyacentes
2. 510 <d< dim(K)

(degy(o;)+d+1 si i=j
1 st 1 # j yo;,0; no son superiormente adyacentes
pero tienen un simplice inferior comun similar
(La)ij =< —1 st 1 # j y 0,05 no son superiormente adyacentes
pero tienen un simplice inferior comun disimail

0 si 1 # j yo;,0; son superiormente adyacentes

0 no son inferiormente adyacentes

Demostracion. 1. Consideremos d = 0. Sabemos que £y = BB y cabe mencionar
que para los vértices se considera una tunica orientacién, con lo cual dos vértices
cualesquiera superiormente adyacentes siempre tienen orientacion disimil. Tras esto,

vemos que esta parte se demuestra directamente a partir de la Proposicion [3.19|

2. Consideremos ahora 0 < d < dim(K). Si i = j, a partir de las Proposiciones y
sabemos que (L) = (LYF)i + (LPN)y = degy(0;) + degr(0;). Ademds, para
d > 0 se tiene que el nimero de caras de dimensién (d — 1) de o; es siempre d + 1,
luego podemos afirmar que (Ly); = degy(o;) +d + 1.

De modo andlogo, apoyandonos en las proposiciones mencionadas, podemos tratar
facilmente el caso ¢ # j. Si 0; y 0; no son superiormente adyacentes pero tienen
un simplice inferior comun similar, entonces (L£4);; = 0+ 1 = 1. Si 0; y 0; no son
superiormente adyacentes pero tienen un simplice inferior comin disimil, se obtiene
que (L£4);j =0—-1=—1

Si 0;,0; son superiormente adyacentes, por el Lema sabemos que si tienen
orientacién similar, entonces también tienen un simplice inferior comun disimil,
luego (L£4);; = 1 —1 = 0. Si en cambio tienen orientacién disimil, apoydndonos en

dicho lema sabemos que (£4);; = —1+1=0.
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Por otra parte, si 0;, 0; no son inferiormente adyacentes, entonces tampoco pueden
ser superiormente adyacentes por el Corolario|3.12] Con esto, es facil ver que (Lq);; =
04+0=0.

]

Observacion 3.22. Apoyandonos de nuevo en el hecho de que un grafo GG se puede entender
como un complejo simplicial de dimensiéon 1, el Lema [3.3] es un corolario de este ultimo
teorema, ya que a partir de él podemos ver que la definicién de L coincide con Ly de G
como complejo simplicial.

Observacion 3.23. Cabe mencionar que la d-ésima matriz Laplaciana de un complejo
simplicial K depende unicamente de las orientaciones de los d-simplices de K, como se

observa en el teorema previo.

Corolario 3.24. Sea K un complejo simplicial finito orientado.

1. Sean vy, ..., vy, los vértices de K. Se verifica para i € {1,...,m}:

Ao(vi) = Y (v =)

ViU Vs

2. Sean d un entero tal que 0 < d < dim(K) y o1, ..., 0, los d-simplices orientados de

K. Se verifica para i € {1,...,n}:

Ad(ai) = E (Ui + SijO'j) + E (UZ' — sikak)
o;~LO; R~y
donde s;; es 1 6 —1 dependiendo de si o; y o, tienen un simplice inferior comin
similar o disimil respectivamente. Del mismo modo, s;, es 1 6 —1 en funcion de si

0; Y o tienen un simplice superior comun similar o disimil respectivamente.

Demostracion. 1. Por el teorema previo sabemos qué forma tiene L. Asi, si represen-
tamos cada vértice v; con el vector i-ésimo de la base estandar de R™, denotado e;,

entonces Ag(v;) es exactamente Loe;. Es decir, la i-ésima columna de Ly:

Ao(v;) = degy (vi)v; — Z Uj

ViUV

Como el nimero de vértices vj, con j € {1,...,m} — {i}, que son superiormente

adyacentes a v; es de hecho degy (v;), se tiene:

No(vi) = Y (v — ;)

ViU Vs
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2. Analogamente, podemos representar cada o; con el i-ésimo elemento de la base
estandar de R", denotado e;. Por tanto, Ay(0;) = Lge;, es decir, la i-ésima columna

de L;. Apoyandonos en el teorema anterior tenemos:

Ag(0;) = (degy(o;) +d+ 1)o; + Z 8ij0; — Z SikOk
Oj~LOG TR~y TG
Sabemos que dos simplices superiormente adyacentes también son inferiormente ad-
yacentes, luego la resta de esos dos sumatorios hace que se cancelen los términos
que tengan un simplice o superiormente adyacente a o;, que es lo que se busca, ya
que el elemento k-ésimo de la i-ésima columna de L£; es 0 cuando o; y 0 son supe-
riormente adyacentes. Los s;; representan los signos dependiendo de si los simplices
inferiores comunes son similares o no e igualmente, los s;;, son los signos en funcién
de si los simplices superiores comunes son similares o no. Finalmente, como sabemos
que el nimero de simplices inferiormente adyacentes a o; es d + 1 y el niimero de

simplices superiormente adyacentes a o; es degy(o;), podemos concluir que:

Ag(or) = Y (i +si05) + Y (05— sio)

Tj~LTG TEU TG

3.3. Espectro Laplaciano de un complejo simplicial

En esta seccién trataremos brevemente la nocion de espectro de un laplaciano y fi-
nalmente relacionaremos la homologia de la que hablamos en capitulos anteriores con el
laplaciano combinatorio de un complejo simplicial K. Para ello trabajaremos con los va-
lores propios de la matriz laplaciana, en particular con el valor propio cero, como veremos

mas adelante. Se seguiran principalmente las referencias [13], [18], [20] y [21].

Definicién 3.25. Sea K un complejo simplicial finito orientado y sea d un entero tal que
0 < d < dim(K). Llamamos espectro del d-ésimo Laplaciano de K al conjunto de

los valores propios de A, de K, y lo denotamos por Spec(Aq(K)).

Teorema 3.26. Sea K un complejo simplicial finito y sea d un entero tal que 0 < d <
dim(K). Entonces Spec(Aq4(K)) no depende de la orientacion considerada para los d-

simplices de dicho complejo simplicial.

Demostracion. A partir del teorema de la matriz Laplaciana podemos deducir facilmente

que los elementos de la diagonal de dicha matriz no dependen de la orientacién de los
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simplices. Igualmente, que los elementos fuera de la diagonal sean cero o distintos de
cero tampoco depende de la orientacién. Con esto, vemos que lo tnico que depende de
la orientacién de los d-simplices es el signo de los elementos fuera de la diagonal que son

distintos de cero.

Si d = 0 no es necesario probar nada, pues los elementos fuera de la diagonal seran 0

6 —1.

Supongamos que 0 < d < dim(K). Denotemos a los d-simplices de K por {oy,...,0,}.
Ahora, consideremos una orientacion para los d-simplices de K y denotemos a este comple-
jo simplicial por K. Por otro lado, consideremos otra orientaciéon para dichos d-simplices
de tal modo que coincide con la de K; excepto para uno de los d-simplices, por ejemplo
0, (que tendrd la orientacién contraria) para p € {1,...,n}, y llamemos a dicho complejo

K. De este modo, hablariamos de 0, en K; y de —o, en K.

Sean L4(K7) y Lq4(K>2) las d-ésimas matrices Laplacianas de K7 y K respectivamente.
Supongamos que o; y 0, son inferiormente adyacentes, pero no superiormente adyacentes.
Sea p el simplice inferior comin de dichos simplices. Como se verifica que dq(—0,) =
—04(0), sabemos que el signo que acompana a p en 64(0,) es el opuesto al que acompana
a fuen dq(—o,). Asi, si por ejemplo p aparece con el mismo signo en d4(0;) y en 64(o,),
entonces aparecera con diferente signo en d4(0;) y en d4(—0,). Por lo tanto, si p es un
simplice inferior comun similar en K7, entonces es un simplice inferior comun disimil en K5
y viceversa. Se verifica por consiguiente que (L4(K7))ip = (La(K7)), tiene signo opuesto

que (La(K2))ip = (La(K2))pi-

Visto esto, sabemos que L4(K7) y L4(K>) son idénticas exceptuando que los signos
de los elementos distintos de cero fuera de la diagonal en la fila p o en la columa p son
opuestos, pues lo anterior se verifica para cualquier o; que sea inferiormente adyacente

con o, y no superiormente adyacente.

Consideremos ahora una matriz n x n para cada x € {1,...,n}, denotada por J,, tal
que:
-1 sii=z=y
(J2)ij = 1 six#i=j
0 en el resto de casos

Se observa que J, es invertible para cada x € {1,...,n}. Ademas, L4(K>) = J,L4(K1)J,,
y como J ! = J, para cada x € {1,....,n} se tiene que L4(K;) y L4(K>) son matrices
semejantes. Sabemos que los valores propios de dos matrices semejantes son los mismos,

con lo cual Spec(Aq4(K7)) = Spec(Aq(K3)).

Como estamos considerando complejos simpliciales finitos, bastaria con aplicar induc-
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cién para terminar la demostracion. O

I(1 K2
C d g h

Figura 3.3: Diferentes orientaciones en un mismo complejo simplicial.

Ejemplo 3.27. Si calculamos £1(K) y £1(K>2) para los complejos de la figura |3.3] obtene-

mos:

3.0 0 0 3.0 0 0
03 0 -1 03 0 -1
D=1 g g | Y AR
0 -1 -1 2 0 -1 1 2

Observamos que ambos complejos son idénticos desde una perspectiva geométrica, sin

embargo tienen simplices con orientaciones diferentes. Alin asi, se tiene que efectivamente

Spec(A1(K)) = {1,3,3,4} = Spec(A;(Ky)).

Observacion 3.28. Previamente vimos que la d-ésima matriz Laplaciana de un complejo
dependia solo de las orientaciones de los d-simplices. Ahora observamos que los valores
propios de estas matrices no dependen siquiera de la orientacién, por lo que podemos

entonces tratar con el espectro sin fijar una orientacion.

A continuacion daremos una serie de resultados mostrando ciertas caracteristicas del
espectro del d-ésimo Laplaciano de K. Inicialmente nos centraremos en los valores propios
no nulos, denotados Specyz(Aq(K)), y posteriormente en el valor propio cero, dando con
ello el resultado principal de esta parte de la memoria. En estos resultados U,; denota
la unién como multiconjuntos, es decir, si hay elementos repetidos en los conjuntos, al

considerar la union se mantienen esas repeticiones.

Teorema 3.29. Sea E un espacio de dimension finita sobre un cuerpo con producto
escalar y seanT" y U operadores lineales autoadjuntos sobre E tales que ToU =0 = UoT,

entonces Specyz(T + U) = Specnz(T) Upr Speenz(U).

Demostracion. Véase [13] (Teorema 2.2.5). O
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Corolario 3.30. Dados un complejo simplicial finito orientado K y d € Z tal que 0 <
d < dim(K), se verifica:

Specnz(Aa(K)) = Speenz(Ag7 (K)) Unr Speenz(A7Y (K))

Demostracion. Se tiene que AJT y APN son autoadjuntos como operadores lineales. Por

definicién, sabemos que la imagen de un operador borde estd contenida en el niucleo del
)

operador borde de una dimensién menor. Sabemos ademas que el adjunto de la composi-

cion es la composiciéon de los adjuntos en orden inverso. Tenemos entonces:
AGT o APY = (4410 8311) © (570 8a) = Gag1 © (641 ©03) 0 a = day1 0 (340 day1)" 0 0g =
5d+100*05d:5d+10005d:0

Anidlogamente, tenemos que APY o AY” = 0. Luego, dichos operadores son autoadjuntos
y ademas se anulan mutuamente. Apoyandonos entonces en el teorema [3.29] podemos

concluir. O

Teorema 3.31. Sean F un cuerpo, y U: F™ — F" yT: F* — F™ conn,m € N dos

aplicaciones lineales, entonces Specyz(T o U) = Specnz(U o T).

Demostracion. Denotaremos por 0 al vector cero de la dimensién correspondiente y su-
primiremos el simbolo de composicion o por brevedad. Sea A € F un valor propio no
nulo de UT. Tomemos un vector propio de UT, x € F™, de valor propio A , entonces
UT(x) = Az, luego (TU)T(x) = T(UT)(x) = T(Ax) = XT'(z). Si T(xz) = 0, entonces
Ax = UT(z) = U(0) = 0, y por ser x un vector propio de valor propio no nulo, x # 0,
luego tendriamos que A = 0, llegando a contradiccion. Asi, T'(z) # 0, por lo que T'(x) es
un vector propio de TU de valor propio A. Andlogamente se tiene que si y € F™ es un
vector propio de TU de valor propio no nulo X', entonces U(y) es un vector propio de UT
con el mismo valor propio. Es decir, A # 0 es un valor propio de T'U si y solo si lo es de
UT. Ademas, T" manda vectores propios de UT a vectores propios de TU con el mismo
valor propio y U manda vectores propios de TU a vectores propios de UT con el mismo

valor propio.

Con esto, podemos construir las siguientes aplicaciones:
¢: E\X(UT) — E\(TU), ¢(z) = T(x)

o BA(TU) — By(UT), ¢(y) = 1U(y)

donde F),(e) denota el espacio de vectores propios de @ de valor propio A. De este modo,
se verifica para todo z € E\(UT) y todo y € E\(TU) que
1

(pod)(z) = ;UT(x) = =2z
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1

6o9)W) = T(GUW) = yTUG) = 3

Luego, ¢ y ¢ son inversas, con lo cual E\(UT) y E\(TU) son isomorfos. Finalmente,

Ay =y

como la dimensiéon de los espacios de vectores propios viene dada por la multiplicidad del
valor propio y las dimensiones de FE\(UT) y E\(TU) coinciden, sabemos que todo valor
propio A # 0 tiene la misma multiplicidad en UT y en TU. Es decir, Specyz(T o U) =
Specnz(U o T). O

Corolario 3.32. Dado un complejo simplicial finito orientado K, se verifica:
Speenz(ATH(K)) = Speenz(A7Y (K))

para todo entero positivo d < dim(K).

Demostracién. Por definicién, AYF, = 64085 y APN = 670 64. A partir del teorema [3.31]

se concluye. O]

Teorema 3.33. Dados un complejo simplicial finito orientado K e 1 € Z tal que 0 < i <

dim(K), entonces Spec(A;(K)) no contiene racionales no enteros.

Demostracion. Sabemos que los valores propios de A;(K') vienen dados por las raices del

polinomio caracteristico, p(x) = ‘L’i(K) — 21y, (K|, siendo Iy, k) la matriz identidad de
orden f;(K). Por el teorema conocemos que los coeficientes de £;(K) son enteros,
por lo que p(z) € Zlz]. Es conocido que el coeficiente de mayor grado de p(z) sera
(—1)/i%) Tgualmente, si p(x) tuviese alguna raiz estrictamente racional, el denominador
de dicha raiz dividiria al coeficiente de mayor grado, por lo tanto el denominador solo
podria ser +1, es decir, no serfa una raiz estrictamente racional, sino entera. Con esto

conlcuimos que las raices solo pueden ser enteras o irracionales. O

El préximo resultado nos relaciona las dos partes claramente diferenciadas de esta
memoria, la homologia y el Laplaciano combinatorio. Asi vemos que nos encontramos
ante dos métodos ttiles para el estudio de los agujeros n-dimensionales de un complejo

simplicial.

Teorema 3.34 (Teorema Combinatorio de Hodge para Laplacianos). Sea K un complejo
simplicial finito. Entonces

Hy(K) ~ Ker(Ay(K))

para cualquier entero k tal que 0 < k < dim(K), considerando el isomorfismo como

espacios vectoriales sobre R (Eckmann, 1944).
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Es decir, sabemos que la multiplicidad del valor propio 0 en el k-ésimo Laplaciano
combinatorio de K nos da el nimero de agujeros k-dimensionales de dicho complejo

simplicial, lo que ya conocemos como numero de Betti.

Se trata del principal resultado de esta parte de la memoria, para el cual daremos su
demostracion. Para ello, primero mostraremos una serie de resultados que usaremos para

dicha demostracién.

Lema 3.35. Dada una aplicacion lineal T:V — W y su adjunta T*: W — V. En-

tonces, V- y W descomponen ortogonalmente del siguiente modo:
V=FKer(T)® Im(T*) y W = Ker(T") ® Im(T)

Teorema 3.36 (Teorema de Descomposicién Combinatoria de Hodge). Cy(K;R) admite

una descomposicion ortogonal
Cy(K;R) = Im(6;) ® Ker(Ax) ® Im(dp41)
donde Ker(Ay) = Ker(6;,,) N Ker ().

Demostracion. Dado un complejo simplicial K sabemos por el teorema que el espacio

Cx(K) descompone ortogonalmente del siguiente modo:
Cu(K) = Ker(5},1)  Im(3,p1)

Por lo tanto, apoyandonos en que Ker(d;y) C Cy(K) y ademds Im(dgr1) C Ker(dg),

obtenemos lo siguiente:
Cr(K) N Ker(0) = [Ker(6,1) ® Im(641)] N Ker(d;) =
[Ker(0;,1) N Ker(0k)] @ [Im(0p41) N Ker(6x)] = [Ker(64,,) N Ker(6x)] & Im(0p11) =
Ker(6,) = [Ker(6;,,) N Ker(dr)] & Im(0541)
De nuevo, por el lema sabemos que Cy(K) descompone también del siguiente modo:
Cy(K) = Ker(d) ® Im(6;)
Y por la descomposicién de Ker(d,) que hemos visto previamente se tiene que Cy(K) =
Im(6;) @ [Ker(6,,) N Ker(6)] & Im(dx41)
A continuacién, probemos que Ker(Ay) = Ker(0;,,) N Ker(dy).

Es inmediato ver que Ker(d;,,) N Ker(d,) C Ker(Ay). Sea z € Ker(d;,,) N Ker(dy),
entonces Ay (2) = (0p41 00541 + 05 0 0%)(2) = Ok41(05,1(2)) + 05 (0k(2)) = 0k41(0) +0;(0) =
0=z € Ker(Ay)
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Ahora, la otra inclusién. Sea z € Ker(Ag), luego Ag(z) = 0. Entonces, (Ak(2), z) =
0 = (Fest(010(),2) + GOR()),2) = (Tn(2),Ga(2)) + (=), (=) = 0. Como
estamos trabajando con una métrica definido positiva, de hecho euclidea, necesariamente
tenemos que
(0541(2), 0541 (2)) = 0= 0514(2) = 0= 2 € Ker(d544)
(0k(2),0k(2)) = 0= 6k(2) =0 = 2z € Ker(d)
Es decir, z € Ker(d;,,) N Ker(d;). Con lo cual, Ker(Ay) = Ker(0;,,) N Ker(dy).

Finalmente, sustituyendo en la descomposicién obtenida al principio de la demostra-
cién llegamos a Ci(K) = Im(d;) ® Ker(Ag) @ Im(g+1)- O

Asi, podemos dar la demostracién del Teorema Combinatorio de Hodge para Lapla-

clanos como si se tratase de un corolario de este anterior teorema.

Demostracion. Por uno de los resultados probados en el teorema previo, junto con la
igualdad Ker(d,) = [Ker(6;,,) N Ker(d)] ® Im(dy11), podemos afirmar que

Ker(6;) = Im(dk41) ® Ker(Ay)
Con esto, es directo comprobar lo que buscamos:
Hiy(K) = Ker(o)/Im(dk41) ~ Ker(Ag)
O

Ademas de este resultado principal que nos permite ver la importancia del valor propio
cero, el resto de autovalores dan igualmente informacion relevante acerca de cémo es el
complejo simplicial. En el caso de los grafos, ciertos autovalores estan relacionados con
invariantes como podria ser el numero de independencia de un grafo. Asimismo, el espectro
del Laplaciano estd estrechamente relacionado con la matriz de adyacencia de un grafo,

para méas detalle puede consultarse [22].



Conclusiones

A lo largo de esta memoria hemos detallado dos acercamientos al estudio de los agu-
jeros n-dimensionales existentes en una filtracién de un complejo simplicial, mostrando
finalmente como se relacionan estos dos enfoques. Hemos explicado la matematica tedrica
subyacente y su visualizacién de manera grafica con los cddigos de barras, consiguiendo

plasmar asi qué informacién es relevante.

Las técnicas expuestas resultan bastantes ttiles y precisas por el rigor matematico.
De este modo, el TDA se convierte en una herramienta valiosa para el analisis de datos.
No seria de extranar que en los préoximos anos este campo se consiguiera desarrollar de
manera notable, pues cada vez mas y mas empresas requieren de analistas de datos pa-
ra poder comercializar y mejorar sus productos, ademas de la importancia creciente que
tiene el andlisis de datos en campos como la medicina, la quimica, la psicologia... Como
ya hemos mencionado, actualmente existen diversos softwares que permiten calcular la
forma normal de Smith, la homologia, etc. Es decir, a nivel computacional este campo
esta evolucionando cada vez mas, con algoritmos mas eficientes y menos costosos compu-
tacionalmente, lo cual es completamente necesario para que el TDA sea verdaderamente
provechoso en la practica. Hasta la fecha se han desarrollado varios métodos alternativos
para realizar estos computos: las optimizaciones directas, métodos que mejoran la eficien-
cia del algoritmo mostrado en la memoria; los acercamientos distribuidos, que recuperan
la informacién homoldgica de un complejo simplicial a través de computos paralelos y
distribuidos; los métodos basados en anotaciones, las cuales son vectores asociados a cada
simplice del complejo simplicial codificando de manera compacta la clase de homologia a
la que pertenece dicho simplice. Otra de las lineas de investigacion actuales esta centrada
en el desarrollo de mecanismos que permitan la visualizacion, con el fin de hacer mas facil

el acceso de personas con menos formacion en este campo.

En conclusién, hemos visto un claro ejemplo de como incluso las matematicas mas
puras pueden tener una aplicacién indudable y “tangible” en la vida real, asegurando asi

rigurosidad y robustez.
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Glosario de términos

A-médulo
de homologia,
de homologia persistente,
de n-bordes,
de n-ciclos,
graduado,

Anillo graduado,
Aplicacion
adjunta,
simplicial, [6]

Cara de un simplice, [6]
Célula de Voronoi,
Cédigo de barras,
Complejo
Alfa,
de cadenas,
de cadenas simpliciales,
de Delaunay,
simplicial abstracto, [6]
simplicial de Cech,
simplicial de Vietoris-Rips, [J]
simplicial geométrico, 4]
simplicial orientado,
Dimension
de un complejo simplicial, []

de un simplice, [f]

Elemento homogéneo
de un A-médulo graduado,

de un anillo graduado,
Espacio topoldgico
contractil,
triangulable,
Espectro del d-ésimo Laplaciano,

Esquema de un complejo simplicial geométri-

co, [0]

Filtracion,
Finitamente presentado,
Forma normal de Smith,

Grado
inferior de un simplice,

superior de un simplice,

Homologia simplicial,
Homomorfismo
de complejos de cadenas,
inducido entre homologias,

Ideal graduado,
Indice de persistencia,

Matriz (combinatoria) Laplaciana,
Modulo de persistencia,
Muerte de una clase,

n-bordes débiles,

n-cadenas,

n-ésima matriz Laplaciana,
n-ésimo Laplaciano combinatorio, [40]
n-simplice,
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Numero de Betti

de persistencia,

de un A-médulo,
Nacimiento de una clase,
Nervio, [1]

Operador borde,
Orientacién de un simplice,

Poliedro de un complejo simplicial, [4]

Realizacion geométrica de un complejo sim-

plicial abstracto, [6]

Simplice
inferior comun,
orientado,
superior comun,
Simplices
inferiormente adyacentes,
superiormente adyacentes,

Subcomplejo simplicial, [6]

Vértices de un complejo simplicial, [6]
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