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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es el estudio de unas determinadas ondas solitarias
viajeras que son soluciones de ecuaciones diferenciales parciales no lineales, denominadas
kinks, defectos topoldgicos o solitones, que tienen la caracteristica distintiva de que son
capaces de recorrer largas distancias a velocidad constante sin perder ni su forma ni su
velocidad. Este tipo de soluciones son de enorme interés ya que permiten explicar multitud
de fenémenos fisicos que no podrian ser explicados desde la perspectiva de las teorias
lineales. Dentro de esta area de estudio, es de crucial interés profundizar en las posibles
interacciones entre este tipo de estructuras topoldgicas, analizando los posibles eventos
de scattering que puedan producirse. Por todo ello, en este trabajo se realiza una revision
bibliografica de los avances conseguidos en este campo hasta el momento, asi como un
estudio detallado, en primer lugar, de cudles son los diferentes solitones pertenecientes al
modelo de Seno-Gordon y c¢émo colisionan, para posteriormente trasladar los resultados
encontrados al modelo masivo no lineal S%-sigma, que destaca por su gran relacién con la

espintronica.



Abstract

In this work the main focus is on the study of particular solitary waves which are
solutions of nonlinear partial differential equations, called topological kink solitons, which
have the distinctive feature that they are able to travel long distances at constant speed
without losing their shape or their velocity. This type of solutions are of huge interest since
they allow us to explain a multitude of physical phenomena that cannot be explained from
the perspective of linear theories. Within this area of study, it is of crucial interest to study
the possible interactions between this type of topological structures, analysing the possible
scattering events that may occur. For all these reasons, in this work a bibliographical
review of the advances achieved in this field up to now is carried out, as well as a detailed
study, firstly, of which are the different solitons belonging to the Seno-Gordon model
and how they collide, and then transferring the found results to the massive non-linear

S?-sigma model, which stands out for its great relation with spintronics.



Introduccion

El estudio de las soluciones de tipo kink que surgen en las ecuaciones diferenciales par-
ciales no lineales ha sido un area de gran interés para las comunidades de matematicos y
fisicos durante las ultimas décadas, ya que pueden explicar algunos fenémenos fisicos que
no se podrian entender utilizando solo el punto de vista de las teorias lineales. De hecho,
en los tltimos anos, este tipo de soluciones han demostrado ser de gran importancia en
el desarrollo de la espintronica, una tecnologia cuantica desarrollada recientemente en la
que los electrones son tratados como portadores tanto de espin como de carga eléctrica.
Esta disciplina tiene amplias aplicaciones en microelectronica, en particular con la llegada
de materiales similares al grafeno o aislantes innovadores que ofrecerdan la posibilidad de
controlar el flujo de espines en un material, lo que se espera que provoque una mejora en
la capacidad y la miniaturizacién de los actuales dispositivos electrénicos.

En algunos materiales ferromagnéticos, los fendmenos de intercambio, la anisotropia y las
interacciones dipolo-dipolo son responsables de la existencia de varios estados fundamen-
tales no colineales de los espines en estas sustancias magnéticas. Esta situacion puede
llevar a la aparicién de soluciones de tipo kink, que en la practica describen cadenas de
espin cuya orientacién cambia en funcién de la posicién de la particula en el material

magnético. El enorme nimero de dtomos que componen estos materiales permite tra-



INTRODUCCION

tarlos como un continuo siendo, de esta forma, modelados por varios autores utilizando
diferentes teorias de campo. De entre ellas destaca el modelo masivo no lineal S?-sigma
3] v [4].

Dentro de este campo, es también bastante relevante estudiar las interacciones entre estos
tipos de estructuras topoldgicas y, por tanto, entender los posibles eventos de scattering
que pueden cambiar la naturaleza de los fenémenos explicados por este tipo de soluciones
no lineales, dando lugar a diferentes transiciones de fase en los materiales ferromagnéti-
cos. Ademas, el estudio de la dependencia de estos procesos de choque con la velocidad
de colisién es un aspecto fundamental de este tipo de investigacién, ya que en general las
colisiones de dos solitones representan un proceso complejo que da lugar a interacciones

internas poco conocidas que dependen criticamente de la velocidad de colisién.

En este contexto se enmarca este Trabajo de Fin de Master dedicado, por lo tanto,
al estudio de soluciones de naturaleza topoldgica del sistema de ecuaciones en derivadas
parciales no lineales

02 "L 0%¢; ou
—¢2’ —ﬁ’:—— i=1,...,N (1)

1 J

—

siendo ¢ = ¢ (xy) = (1 (xy) , P2 (xy), .., dn (z,)) un campo vectorial con componentes
escalares ¢; : RxR" — Ry U = U(¢y, ..., ) una funcién cualquiera de dichos campos
fijada por el problema a analizar. Cabe senalar que, como es habitual en teoria de campos,
se utilizaran indices griegos para iterar por los grados espacio-temporales e indices latinos

para los espaciales, es decir, x, = (2o, z;) = (t,z) siendo x = (21, ..., x,).



INTRODUCCION

Objetivos y metodologias

En este Trabajo Fin de Méaster se plantean los siguientes objetivos:

1. Recopilacién de la evolucién y estado del arte sobre soluciones de tipo defecto to-
poldgico o kinks en teorias de campos escalares. El primer capitulo se centrara en
este punto realizando una revisién bibliografica de lo desarrollado en este campo
hasta el momento, definiendo una serie de conceptos y terminologias fundamentales
en la materia, y haciendo especial hincapié en el ejemplo ilustrativo de las soluciones,

tanto de vacio como soliténicas, que aparecen en el modelo de Seno-Gordon.

2. Estudio de las teorias de campos definidas sobre una esfera en las que aparecen
soluciones soliténicas. El segundo capitulo de este trabajo se dedicara al estudio del
modelo masivo no lineal S%-sigma, analizando tanto su estructura como las soluciones
soliténicas existentes en el mismo. Este modelo es de especial interés debido a su

gran relacién con la espintrénica.

3. Anélisis detallado de los procesos de scattering entre solitones en modelos de teoria
de campos con curvatura. En el tercer capitulo se encuentra desarrollado este anali-
sis centrandose inicialmente en el estudio de una metodologia generalista con la que
poder construir expresiones analiticas de estos fendmenos de una manera recursiva.
Esta se basa en la denominada transformada de Backlund. A partir de ella se realiza,
en primer lugar, un estudio de las colisiones entre dos soluciones soliténicas dentro
del modelo de Seno-Gordon para, a continuacién, utilizando los resultados encon-
trados transferirlos en el andlisis del scattering entre defectos topolégicos singulares

presentes en el modelo masivo no lineal S*-sigma.
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Las metodologias utilizadas en este TFM son las habituales en el campo de la Fisica
Matematica empezando por una revision bibliografica sobre el drea de estudio para pos-
teriormente realizar una reelaboracion de los calculos referentes a soluciones solitonicas y
colisiones entre este tipo de soluciones. Finalmente, para visualizar los resultados obteni-
dos analiticamente, se implementan una serie de simulaciones de los distintos fenémenos
de scattering tanto en el modelo de Seno-Gordon como en el masivo no lineal S?-sigma.
El cédigo completo de dichas simulaciones se encuentra recogido en el archivo, en formato
cuaderno, Simulaciones Solitones Scatterings.nb que se adjunta a este Trabajo de

Fin de Master y el cual se encuentra disponible en el siguiente enlace: simulaciones.


https://drive.google.com/file/d/1dfsum71L1ZtDcLnii3ahJ9MdybcjpMHU/view?usp=sharing

Capitulo 1

Soluciones de tipo defecto topoldgico

en teorias de campos escalares

1.1. Introduccion

Este primer capitulo se dedica a la contextualizacion y explicacion de una serie de
conceptos fundamentales dentro de la teoria de campos escalares relativistas que serviran
como base para posteriormente realizar un estudio detallado de los defectos topolégicos
que aparecen en el modelo masivo no lineal S%.-sigma. Para este cometido, como se suele
hacer en la literatura, se utilizard un ejemplo bastante ilustrativo, el soliton del modelo
de Seno-Gordon. El estudio de este modelo se realizard tanto desde un punto de vista
matematico como fisico aunque centrandonos sobre todo en entender las técnicas ma-

tematicas que permiten el calculo explicito de sus soluciones.

Como se ha mencionado en la introduccion, el primer objetivo de este trabajo es
identificar soluciones de la ecuacién (1), especialmente aquellas cuya densidad de energia

permanezca localizada a lo largo de la evolucién del sistema, lo que supone que sean
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soluciones de naturaleza no dispersiva, y que viajan a velocidad constante. Esto permite
interpretar estas soluciones como particulas cldsicas en movimiento. Esta propiedad no es
en absoluto trivial, ya que por ejemplo en el caso (1+1) dimensional de la ecuacién de

Klein-Gordon
¢ (xo, x1) ¢ (x

0, .’L’l)
2 2
oxg Oxy

+m?¢ (zg, 1) =0 (1.1)

la solucién general se compone de una combinacién lineal de ondas planas (sinusoidales),
las cuales se propagan con distintas velocidades provocando el conocido fenémeno de la
dispersién. Por lo tanto, las habituales soluciones no cumplen las caracteristicas deseadas.
Sin embargo, una adicién de términos no lineales a (1.1) posibilita una compensacién del
comportamiento dispersivo de las soluciones de tal forma que surjan las soluciones del
tipo deseado, es decir, cuya densidad de energia esté localizada. La literatura se refiere
a este tipo de soluciones como ondas solitarias de manera genérica, aunque también esta
extendida la terminologia solitones, kinks o defectos topoldgicos, sobre todo cuando el
estudio se asocia a un sistema fisico Lagrangiano con una métrica Minkowskiana de modo

que U(¢) sea un potencial asociado a la teoria fisica.

Aunque no entraremos en detalles en este trabajo, cabe senalar que con el teorema de
Derrick se demuestra que la presencia de ondas solitarias que viajan a velocidad constante
sélo tiene lugar en un espacio-tiempo de (1+1) dimensiones [11]. En este caso, las solu-
ciones se suelen denominar kinks. En otras dimensiones superiores, como (2+1) o (3+1)
dimensiones, se suelen relajar algunas de las exigencias sobre las ondas solitarias dando

lugar a lo que se denominan ribbons o domain walls. [2]
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1.2. Historia: Solitones en Teoria de Campos

En la literatura fisica y matematica existen numerosas definiciones referentes a lo que
es un solitén. Estas varfan segun el marco en el que se consideren y de la aplicacion
especifica que se esté analizando. Su origen se remonta a Agosto de 1834 cuando el inge-
niero naval y naturalista John Scott Russell visualizé un solitén. El iba montado en su
caballo cuando presencié como un barco que viajaba por un canal cercano a Edimburgo,
el Union Canal, se detuvo repentinamente provocando la creacion de una ola solitaria
capaz de recorrer grandes distancias manteniendo una velocidad y amplitud constantes.
A este fenémeno, que tanto le deslumbrd, inicialmente lo denominé “onda de traslacién”
aunque mas tarde se renombré como “onda solitaria” o “solitén”. Esta experiencia Russell
la describid, reproduciendo sus propias palabras recogidas en el “Report on Waves” de

1844 [24], de la siguiente manera.

I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn along a narrow
channel by a pair of horses, when the boat suddenly stopped-not so the mass
of water in the channel which it had put in motion; it accumulated round
the prow of the vessel in a state of violent agitation, then suddenly leaving
it behind, rolled forward with great velocity, assuming the form of a large
solitary elevation, a rounded, smooth and well-defined heap of water, which
continued its course along the channel apparently without change of form or
diminution of speed. I followed it on horseback, and overtook it still rolling
on at a rate of some eight or nine miles an hour, preserving its original
figure some thirty feet long and a foot to a foot and a half in height. Its

7



1.2. HISTORIA: SOLITONES EN TEORIA DE CAMPOS

height gradually diminished, and after a chase of one or two miles I lost it
in the windings of the channel. Such, in the month of August 1834, was my
first chance interview with that singular and beautiful phenomenon which
I have called the Wave of Translation, a name which it now very generally
bears; which I have since found to be an important element in almost every
case of fluid resistance, and ascertained to be the type of that great moving
elevation of the sea which, with the reqularity of a planet, ascends our rivers

and rolls along our shores.

J. S. Russell, Report on Waves, 1844

Este fenémeno se puede visualizar en la Figura 3.1.

B 5 i

Figura 1.1: Recreacion del solitén visto por Russell realizada por un grupo de cientifi-
cos que participaban en una conferencia sobre ondas no lineales en fisica y biologia,
en la Heriot-Watt University. Esta recreacion se realizo en el mismo canal, el Union
Canal, el miércoles 12 de Julio de 1995. [18]
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A raiz de esta experiencia, Russell decidié construir un estanque en su propia casa
donde realizé numerosos experimentos con este tipo de ondas. A partir de ellos, obtuvo
la siguiente féormula

c* = g(h+n) (1.2)

con la que se relaciona la velocidad de la onda ¢ con su altura siendo h la profundidad
del canal, n la amplitud de la onda y ¢ la aceleracién de la gravedad (ver Figura 1.2).

Estas ondas constituian un nuevo tipo general de soluciones hidrodindmicas. En contra-
posicién a la onda de choque, que es singular en el frente de choque, esta onda solitaria es
regular en todas partes, es decir, no tiene singularidades. Por consiguiente, la onda soli-
taria es no dispersiva y estable y, por lo tanto, diferente de un paquete de ondas formado

por las soluciones ondulatorias planas habituales.

solitdn

«— >
|

Figura 1.2: Esquema de la formacion de una onda solitaria o soliton.

Pese al gran descubrimiento de Russell, inicialmente la comunidad cientifica fue reacia
a su aceptacion ya que Airy y Stokes, las mayores autoridades del momento en la materia,
supuestamente “demostraron” que una onda de ese tipo tenia que ser obligatoriamente
inestable. No fue hasta anos més tarde, con Boussinesq (1871) [8], Lord Rayleigh (1876)

[23] y finalmente con D.J. Korteweg y G. de Vries (1895) [16] junto a la ecuacién que
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lleva sus nombres (ecuacién Korteweg-de Vries o de KdV) cuando se demostré matemati-

camente la existencia de este tipo de soluciones.

Sin embargo, esta teoria queda estancada hasta 1954 cuando se construyé MANIAC I,
una computadora que permitié realizar los calculos necesarios en el diseno de la primera
bomba de hidrégeno. Con ella, E. Fermi, J. Pasta, S. Ulam y M. Tsingou realizaron una
serie de experimentos, destacando los que llevaron a la resolucion del problema conocido
como FPUT, el cual estaba basado en el estudio de la distribucién de energia de una
cadena de osciladores no lineales caracterizada por el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias no lineales acopladas

mij; =k (Yir1 + yio1 — 2u;) + ka [(yis1 — i) — (yi — yi—1)2] (1.3)

donde y; = y;(t)coni =1,..., N —1 e yg = yy = 0. Los resultados obtenidos en estos ex-
perimentos les permitieron concluir que el sistema estudiado exhibia un comportamiento
cuasi-periodico que no termalizaba, donde la energia se concentraba en los modos de la
cadena. Detalles del planteamiento y calculos realizados por estos cientificos se pueden
encontrar en las siguientes referencias [19] y [12]. Afios més tarde, en 1965, M. Kruskal y
N. Zabusky en [27] demostraron que con un cambio de coordenadas la ecuacién de FPUT
era equivalente a KdV, y por lo tanto, se dedujo que la solucién soliton es también solucion

de FPUT. Esto implica que los solitones puedan ser interpretados como particulas clasicas.

Finalmente, en 1967, C. Gardner, J. Greene, M. Kruskal y R. Miura, en uno de los

articulos més citados en la historia de la Matemadticas, [14], resolvieron completamente

10



1.3. ECUACION DE KORTEWEG-DE VRIES

la ecuacién KdV inventando para ello el denominado Método del Scattering Inverso. Con
este método fueron capaces de encontrar todas las soluciones de tipo solitén, demostrando
que este problema posee infinitas integrales primeras o cantidades conservadas indepen-
dientes, y por consiguiente, que es completamente integrable. Cabe senalar que el método
inventado, el del Scattering Inverso, que esta intimamente relacionado con la Transforma-
da de Fourier, provocé un cambio completo en las Matemaéticas Aplicadas siendo clave en
la comprensién de las propiedades de las ecuaciones de los solitones. La base fundamental
del método es la asociacion entre la ecuacion KdV con una ecuacion de Schrodinger in-
dependiente del tiempo para un proceso de colision en la que el potencial sea justamente
la solucién de KdV. Este paso surgié de manera inmediata al utilizar la transformada de
Miura, la cual permite transformar soluciones de la llamada ecuacion KdV modificada
en soluciones de KdV, probando de esta forma que ambas ecuaciones tienen asociado un

nimero infinito de leyes de conservacién, como se ha mencionado anteriormente.

1.3. Ecuacién de Korteweg-de Vries

En el articulo [16] “On the change of form of long waves advancing in a rectangular
canal, and on a new type of long stationary waves”, Korteweg y de Vries describieron
el fundamento tedrico completo de lo que hoy en dia se conoce como “solucién soliton”
de la ecuacién hidrodindmica no lineal, denominada ecuacién de Korteweg-de Vries, que
gobierna la evolucion de ondas que se propagan por un canal de aguas poco profundas,
unidimensionales y de pequena amplitud.

Dicha ecuacién es

o TS+ o =0 (1.4)

11
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0, equivalentemente,

Como se muestra en la Figura 1.2, en la ecuacién Korteweg-de Vries (1.5), o también
conocida como ecuaciéon KdV, n = n(z,t) describe la elevacion del solitén. Por lo tanto,
el término 7, hace referencia a la variacién de la altura con el tiempo, n 7, es el término
no lineal y 7., hace referencia a la dispersién que sufre dicha onda.

La solucién “onda solitaria” de esta ecuacion (1.5) es

Mmj%z?m%df(%?@%—4ﬁt—x@>, (1.6)

siendo Kk y zy constantes. Esta es una ecuacién con la que se pueden describir solitones.

Generalizando esta solucién surgen las siguientes definiciones.

Definicién 1.1. Una solucién onda solitaria de una ecuacién en derivadas parciales

¢($at,¢a ¢x7¢t7~-~) :0 (17)

es una onda viajera de la forma

¢(t,z) = flx—vit) = f(2) (1.8)

donde z, t € R se corresponden a las variables espaciales y temporales respectivamente,
v a la velocidad, f : R — R a una funcién continua derivable y ¢ : R — R a la
variable dependiente que describe una transiciéon desde un estado asintético constante,

cuando z — —o00, hasta otro estado asintotico constante cuando z — oo.

Definicién 1.2. Un soliton es una onda solitaria que es capaz de preservar asintética-
mente su velocidad y su forma bajo interacciones no lineales con otras ondas solitarias, es
decir, es capaz de mantener integramente su identidad incluso cuando choca con cualquier

otra perturbacién localizada arbitraria. [1]
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1.4. MODELOS GENERALES CON VARIOS CAMPOS ESCALARES

1.4. Modelos generales con varios campos escalares

En teoria de campos, las ecuaciones del movimiento cuando existen varios campos
escalares en el espacio (1+1) dimensional se obtienen mediante el principio de minima

accion descrito como

08
00

=0 coni=1,..,N (1.9)

donde 5 = (¢1, ..., ) es un campo vectorial de N componentes escalares, ¢; : R — R,

y la acciéon S es un funcional dependiente de gg y de sus derivadas definido como
. —+00 “+o00 1 . ., .,
Slo| = / dxo/ dxy {53“(;5 -0, — U( )} (1.10)

recordando que xy hace referencia a la variable temporal y z; a la espacial. El parametro p
toma los valores 0 y 1 utilizando el convenio de sumacién de Einstein asi como la métrica

de Minkowski (14+1) dimensional de la forma

1 0
v = ) (1.11)
0 —1
Por lo tanto, la densidad Lagrangiana es
1 - - -
L= 58"¢-8u<b—U( ) (1.12)

v ¢ es una aplicacién del espacio RY! de Minkowski en RY.
Por otro lado, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que el potencial U ((E) se
anula en sus valores minimos, por lo que es semidefinido positivo. Ademas, el funcional

de energia asociado a la accién (1.10) es

e 7 e 10¢; 0¢; 10¢; 09, "
E_/OO dxle(gb)—/oo dx1{§8$0.8$0+50x1.8$1 +U( )}. (1.13)
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1.4. MODELOS GENERALES CON VARIOS CAMPOS ESCALARES

Las soluciones de energia finita mas sencillas de las ecuaciones de los campos son,
evidentemente, los minimos absolutos de la energia. Si se estudiara la cuantizacién de
una teoria como la que estamos describiendo, estas soluciones se corresponderian con los
valores esperados del operador campo cudntico sobre los estados de vacio o fundamentales
de la teoria cuantica correspondiente. Asi pues,

Definicién 1.3. Se denominan soluciones triviales o puntos de vacio, denotadas por

¢, o simplemente por 7/, a las configuraciones de los campos que verifican que

E[¢] = 0, (1.14)

es decir, aquellos en los que hay un minimo de energia.

La condicién (1.14) implica que los puntos de vacio verifican las siguientes propiedades

1 a¢i,u o a¢i,y
. 8% n 81’1

—0 (1.15)

2. U(dy,) = 0. (1.16)

—,

Ademas, dado que hemos dicho que los potenciales U(¢) son semidefinidos positivos la
. o ou /- . - .
Propiedad 2 implica que % ((bl,) = 0y, por consiguiente, que ¢, sean minimos absolutos

del potencial.

Nos centraremos en las soluciones de energia finita, pues son las que realmente tienen

sentido fisico. Por tanto, el espacio de configuracién de nuestra teoria es:
C = {(5 tal que E[¢] < 0o} (1.17)

por lo que se han de cumplirse las siguientes condiciones asintéticas:

99

i = 1.1
L o =0 (1.18)
2. xllig:loo U(g) = 0. (1.19)
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1.4. MODELOS GENERALES CON VARIOS CAMPOS ESCALARES

Esto implica que las configuraciones solitonicas deben converger hacia uno de los ceros

-,

del potencial U(¢) cuando |z;| — oo.

Por razones de tipo fisico [10], nos restringiremos al caso en el que U(¢) tiene un
conjunto discreto de minimos, o ceros, no degenerados. De esta manera, surge la siguiente
definicién.

Definicién 1.4. La variedad de vacio o de ceros M es el conjunto de soluciones del

espacio de configuracién formado por los puntos de vacio, es decir,
M= {6, :R¥ =R | U(¢,) = 0}. (1.20)
La existencia de varios elementos en M, es decir, de la degeneracion del estado funda-
mental en la teoria cuantica, conduce a la identificacion de distintos sectores diferenciados
por los vacios dentro de C. Estos sectores se identifican segiin los vacios que se alcancen

asintoticamente, es decir, segin los valores ¢,,, ¢,, € M tales que

x}i—{noo &(x07x1) = gb:l (1'21)
lim 5(%,551) = ¢;2- (1.22)
Tr1—>—00

Ademas, se puede comprobar que si dos configuraciones corresponden a valores asintéticos
diferentes éstas estaran separadas por una barrera infinita de potencial, por lo que se
descarta completamente la existencia de una evolucion temporal, ya sea clasica o cuantica,
que permita transformar una configuracion en la otra. Para mas detalles sobre este aspecto

se puede consulta la referencia [13]. Por consiguiente, tenemos que

c=||c (1.23)

1,7=1

siendo C"9) : IR = {—o0, +00} — M cada uno de los sectores topoldgicos disconexos
donde los superindices denotan los vacios que se alcanzan asintéticamente.
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1.4. MODELOS GENERALES CON VARIOS CAMPOS ESCALARES

Dentro de este marco, como se ha mencionado anteriormente, surgen soluciones con
dependencia espacial que conectan asintoticamente diferentes vacios. Para describir este

tipo de soluciones estd la siguiente definicién, introducida en [22].

Definicién 1.5. Se denomina kink u onda solitaria a las soluciones no singulares de
un sistema de ecuaciones no lineales, cuya densidad de energia esta localizada y se mueve

con velocidad constante, es decir, puede ser descrita por
e(xo, x1) = e(z1 — vg) (1.24)

o equivalentemente por
e(t,z) = e(xz — vt) (1.25)

donde v es el vector velocidad.

Cabe senalar que, habitualmente en la literatura, existe una ambigiiedad al utilizar
indistintamente los conceptos de solitones y kinks. En nuestro trabajo, sin embargo, iden-
tificaremos a los solitones como soluciones tales que la densidad de energia esté localizada,
que viajan a velocidad constante sin perder su forma y que cuando se produce un scatte-
ring entre varios las ondas mantienen integramente su identidad, es decir, que el choque
entre este tipo de soluciones es elastico. Por otro lado estan los kinks los cuales presentan
densidades de energia localizadas que viajan a velocidad constante sin perder su forma,
lo mismo que antes, pero que al producirse choques entre varios pueden sufrir modifica-
ciones, es decir, los choques no tienen porque ser elasticos. Por lo tanto, podria decirse
que los solitones son kinks con scatterings eldsticos. Esta apreciacion esta claramente re-
lacionada con la integrabilidad de los sistemas origen de los cuales surgen este tipo de
soluciones. Mientras los solitones surgen de sistemas completamente integrables, como el
de Seno Gordon que veremos mas adelante, los kinks pueden aparecer en sistemas no

completamente integrables, como por ejemplo el modelo ¢*.
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1.4. MODELOS GENERALES CON VARIOS CAMPOS ESCALARES

De la expresion (1.24), presente en la definicién de kink, se deduce que las soluciones
generales de tipo kink pueden obtenerse a partir de soluciones estaticas mediante transfor-
maciones de Lorentz (para mas detalles sobre este tipo de transformaciones ver Apéndice

A). De esta manera toda solucién kink, ¢k, cumple los siguientes requisitos:

S

1. ¢k = ¢k (x), es decir, Bty

= 0 (Condicién de estaticidad).

2. Este tipo de soluciones se corresponden con los puntos criticos del funcional de

energia
— 1 — — —.
E[qﬁ]:/dx{éng-quH—U( )} (1.26)
por lo que cumplen que
D¢,  OU
= =1,...,N 1.2

3. Como nos estamos cinendo al espacio de configuracién de energias finitas, y sabemos
que los dos sumando de la ecuacién (1.26) son semidefinidos positivos, se deben

cumplir que

‘ h"m dxi(r) € M (1.28)
lim 9oi() = 0. (1.29)

|x1|—00 8{[‘1
Por lo tanto, en la definicién de C dada en (1.23) se incluyen tanto las soluciones triviales
o de vacio como las soluciones de tipo kink. En particular, las soluciones triviales gb; asi
como las de tipo kink que van a parar al mismo vacio asintéticamente (cuando xq; — +00)
pertenecen a los sectores C%%). Sin embargo, aquellas soluciones que atinan asintéticamente
vacios diferentes, como gb;. y (,b,jj, perteneceran a C»9). Tradicionalmente, se denominan

soluciones no topoldgicas a las primeras y topoldgicas a las segundas.
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1.5. ECUACION DE SENO-GORDON

1.5. Ecuacion de Seno-Gordon

Como se ha mencionado en la introduccion, el modelo Seno-Gordon, junto al modelo

¢ del 3 diad la li 1 { 1
, €s uno de los mas estudiados en la literatura en lo que respecta a teorias con un solo
campo escalar real. La peculiaridad que tiene este modelo frente al de ¢* es que este es

posible resolverlo completamente de manera exacta, es decir, es completamente integrable.

La ecuacién Seno-Gordon, o también denominada ecuacion SG, aparecié por primera
vez a mediados del siglo XIX, en el marco del estudio de las superficies de curvatura
Gaussiana constante negativa en R2, es decir, en las superficies pseudoesféricas o “pseu-

doesferas”. Esta famosa ecuacion es

Gt — Pag + si0(p) = 0 (1.30)

o0, equivalentemente,

2oz, t)  0*¢(x,t)
o2 922

+ sin(¢(x,t)) =0 (1.31)
que puede verse como la ecuacién de la teoria de campos (1.12) utilizando como potencial
del campo escalar ¢ = ¢(x,t)
Ul):R—R
¢ — 1 —cos(¢). (1.32)
Este potencial es semidefinido positivo, pues U(¢) > 0 V¢ € R, y presenta un nimero
infinito discreto de ceros (¢,, = 27n con n € 7). Estos ceros, ademds, son todos minimos

del potencial ya que U”"(¢,,,) =1 Vn. Por lo tanto, como se vio en la seccién anterior, las

soluciones triviales o puntos de vacio de la ecuacién de Seno-Gordon (1.30) son justamente
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1.5. ECUACION DE SENO-GORDON

estos estados constantes, los minimos (ceros) del potencial.

U()
20+

05

1 1 1 1 1 1 1 1
-10 L 10 20

PR V SR
=20

Figura 1.3: Forma del potencial de la ecuacidn Seno-Gordon (1.32).

Por otra parte, como ya se ha explicado, nos interesa encontrar las soluciones estaticas,
es decir constantes en el tiempo ¢ = ¢(x), puesto que teniendo en cuenta que el funcio-
nal de accién S (1.10) es invariante frente transformaciones de Lorentz sabemos que si
encontramos dichas soluciones también tendremos las soluciones que viajan a velocidad

T — vt
constante, es decir, ¢( ) aplicando simplemente un boost de Lorentz.

V1 —?

Proposicién 1.1. Una solucién de la ecuacion de SG (1.30) es la funcidn
¢(t,x) = darctan (7)) + 27k VEk € Z (1.33)

donde la velocidad v € (—1,1) es contante y

1
7= V1—02

Demostracion. En primer lugar, hay que tener en cuenta que v € (—1,1) ya que las velo-

(1.34)

cidades las estamos considerando todas normalizadas por la velocidad de la luz (se toma
¢ = 1 siendo ¢ la velocidad de la luz). Dicho esto, la demostracién se puede plantear de

dos formas diferentes, cada una de ellas con interés.
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1.5. ECUACION DE SENO-GORDON

Opcién 1. De forma directa: Se calculan las derivadas parciales segundas de (1.33) respecto

de x y t, es decir,

4,.>/ (,.ye‘y(x—vt) - ,ye3y(m—vt))
o (62’}/($7’Ut) + 1)2
_47/0 (/yfue37(1'_vt) — 7@67($_vt))
(627(x—vt) + 1)2

Pax

gbtt =

y el tercer término de (1.30) usando (1.33)
sin(¢) = sin (4arctan(e? ") + 27k) = sin (4 arctan(e?"")) Vi € Z.

Si ahora hacemos uso del teorema de Pitdgoras y definimos

z =@ vy = arctan(z)
llegamos a que
in(y) = —— W)=
S1n = — cOS e —
Y 22+1 Y Y 22+1

Finalmente, usando las formulas del angulo doble podemos escribir

8z 4z . 4z — 423 4 (QV(x*Ut) _ 63’}'(9:71)15))

(22417 Z+1 (2417 (60 41y

sin(¢) = sin(4y) =

Luego sustituyendo los tres términos en (1.30) encontramos la igualdad, por lo tanto,

queda probado que (1.33) es solucién de la ecuacién de SG.

Opcién 2: Como estamos buscando soluciones constantes en el tiempo se tiene ¢, = 0

y, por lo tanto, también ¢;; = 0. Luego la ecuacién de SG (1.30) se reduce a

Por otra parte, si se tiene en cuenta que el minimo del funcional de energia, el cual se

puede reescribir como

E = /_Oo dx B (07 +¢2) +U(o)| = (1.35)

oo
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1.5. ECUACION DE SENO-GORDON

:/_de {%%imr:p/zmm% >0, (1.36)

se alcanza cuando

% (%)2 =U(o), (1.37)

entonces se deduce que

0
8_¢ =/2(1 — cos(¢) = +2 sin% — ¢(x) = 4darctane” ™ 4 21k Vk € Z,
x
siendo esta una ecuacién equivalente a (1.33) realizando un boost de Lorentz. ]

Las soluciones de Seno-Gordon encontradas en la proposiciéon anterior
oK (t, ) = 4arctan (67(”3_“)) + 27k Vk e Z, (1.38)

son las denominadas soluciones soliténicas, o directamente solitones, que corresponden a
las transiciones entre dos puntos de vacio vecinos y cuyas distribuciones de la densidad
de energia son ondas localizadas (ver Figura 1.4). La expresién de estas distribuciones
se obtiene utilizando (1.35) e imponiendo que la variacién temporal es nula, es decir que

¢ = 0, asi como la ecuacién (1.37). Por lo tanto, se llega a que

(67 +¢7) + U(9) = ¢3. (1.39)

DN | —

e(r) =

Si ahora sustituimos ¢ por la solucién general (1.33) encontrada anteriormente se obtiene

que

e(t,x) = it} (1.40)
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s o(z) &(x)
.......................... 2.ﬂr 400/5
— 1=0,u=05
— t=1,u=05
—t=1v=0.7

—¢(z) = 4tan~! ¢®
— &(x) = dsech®(z)

16/3

o T

z
=2 - ™ 2 —4 -9 2 4
(a) Solucion estdtica soliténica junto a su (b) Densidad de energia de soluciones solitoni-
correspondiente densidad de energia. cas en funcion de la velocidad y el tiempo.

Figura 1.4: Visualizacion del solitén solucién de la ecuacion de SG (1.33) junto a
su densidad de energia (1.40) con k = 0 para tiempo igual a cero (Grifica 1.4a) y
comparativa de densidades de energia (1.40) de la solucidn soliténica de la ecuacién
de SG (1.30) en funcidn del tiempo y la velocidad (Grdfica 1.4b).

Por otra parte, es conveniente matizar la diferencia entre lo que se denomina solitén de
un antisolitéon. Supongamos que ¢,,, ¢,, son dos soluciones de vacio tales que ¢,, < ¢,,.

Entonces se dice que una solucién es un solitén, como (1.33), cuando

lim ¢t ) = du,  lim §(t,7) = du,. (1.41)

T——00

De forma anéloga, una solucién es un antisolitén si

lm_§(t,7) = ¢, lim 6(t.7) = by, (1.42)

T—r—00

De hecho, de forma general tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 1.2. Sea ¢x : RY — R un solitén de (1) entonces la aplicacidn
dr RV = R definida por
Oi(t, ) = ok (t, —) (1.43)

es el antisoliton de (1).
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1.5. ECUACION DE SENO-GORDON

Demostracion. Partiendo de (1.43) y fijando t se cumple que

¢R'tt <t7 I) = gbKtt(t? —l‘).

Si ahora definimos y = —x entonces Z—g = —1 vy, por lo tanto,

Opr(t,x)  O¢k(ty)dy  Opk(t,y)

¢f(r (ta x) =

Oz dy dx dy
] 0 [ 0ok(ty)\dy O (Iok(tiy)\ _ 0 (9¢k(t,—x)\ _ -
O, (t7) = ox ( oy ) dr Oz ( oy ) - Ox ( ox ) = Ora(t, )

de esta forma, la ecuacién (1) se convierte en

¢Ktt (t? —l’) - ¢Km (t, _55) +U /(¢) = 0.

¢($) —— Solitén

—— Antisoliton

Figura 1.5: Visualizacion de un solitén y su antisoliton.

Evidentemente todo depende de como se considera la orientaciéon en la coordenada
espacial x, es decir, en la Figura 1.5 el sentido del eje x. Si avanzas por la coordenada
espacial (eje x) y tomas como referencia un solitén (curva roja) entonces su antisolitén
seré el correspondiente que se consigue retrocediendo espacialmente (curva azul).

Para mas detalles de este modelo se puede consultar el capitulo 1 de la referencia [25].
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Capitulo 2

Modelo masivo no lineal S?-sigma

con aplicaciones a la espintréonica

En este capitulo estudiaremos el denominado modelo masivo no lineal S%-sigma en el
espacio (1+1) dimensional R de Minkowski utilizando varias de las nociones aprendi-
das en el capitulo anterior. Es de destacar que este modelo se puede interpretar como el
movimiento de una particula en R? bajo la influencia de una funcién potencial, al que se

le anade una ligadura con la que se restringe el movimiento a una esfera de radio R.

El capitulo estd dividido en cuatro partes, la primera esta dedicada a explicar cémo se
construye el modelo. La segunda al célculo de las soluciones solitonicas presentes en este
modelo, tanto topoldgicas como no topoldgicas. En la tercera parte se explica la relacion
que existe entre este modelo y la espintrénica. Por ultimo, se anade un ultimo apartado,
a modo de resumen, con los resultados mas relevantes que se iran encontrando a lo largo

del capitulo.
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2.1. CONSTRUCCION DEL MODELO

2.1. Construccion del modelo

El modelo masivo no lineal S%-sigma describe la evolucién de 3 campos escalares
®1, 02, @3, 0 1o que es lo mismo, de un campo vectorial 6= (01, 2, P3). De este modo, el

funcional de accién (1.10) que gobierna la dindmica serd

3
= 00: 06 _ U} (2.1)

S (1, 2, P3] = /dtd$ {Eg;w . e

i=1

donde U = U (¢1(t,x), pa(t, ), ¢3(t, x)) es el potencial y, usando la misma notacién que
en el capitulo anterior, g, = diag(1,—1) y z, = (xo,21) = (t,z). Ademds, en este caso
se impondra la siguiente condicién sobre los campos escalares

o + 3+ ¢3 = R (2.2)

Esto supone que los ¢; = ¢;(t,z) sean aplicaciones desde el espacio (1+1)-dimensional
de Minkowski a la esfera S? de radio R, es decir, ¢; : R — S2. En consecuencia, los
campos de la teorfa definen, para cada (¢, 7) € RY! un punto de la esfera S?, y por tanto,
el espacio interno (target manifold) de la teoria es la esfera 2-dimensional.

El modelo mas sencillo que a priori podriamos considerar en este contexto, seria el
caso U = 0, es decir, evolucién libre de los campos en S? (modelo no lineal S%-sigma). Sin
embargo, el interés de este modelo desde un punto de vista fisico es muy limitado pues
producird una teoria cuantica de campos con bosones no masivos, algo que esta prohibido
fisicamente, ver [9] para méas detalles.

Por tanto, tendremos que considerar como modelo mas sencillo con interés fisico, el

determinado por la funciéon potencial

U (1, p2, d3) = 5 (0] + a5 + a303) (2.3)

N | —
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2.1. CONSTRUCCION DEL MODELO

con a? > a2 > a2 > 0, en consecuencia el modelo masivo no lineal S?-sigma. Si utilizamos

la ligadura (2.2) obtenemos

U (61,02 65) = 5 (0 = 6% + (03 — )3 + a3 R?)
2 2

A
~ 6t x) + 3t ) (24)

siendo A2 = (a? — a3),7? = (a3 — a2) con A\* > +? > 0. Si ademéds definimos las coorde-

nadas espacio-temporales y parametros no dimensionales de la siguiente manera

s 2.5
{E—>)\ (2.5)

2 2
2 QG — a3 79 2
0’ = =— con 0<o” <1, 2.6

af —a3 N\ - (2:6)

el potencial se puede escribir como

U1, ¢2) = 5 (¢1(t,x) +0° - d3(t, 7)) - (2.7)

| —

De la misma forma, el funcional de accién se puede escribir como

S = 1/dtdfﬁ {8u¢la‘u¢1 + aunga“QSZ - gb%(t’ ZE) - 02 ) ¢§<t, .T)

(ﬁblaﬂﬁ + ¢2au¢2) (10" 1 + 20" o) }
— ¢ — ¢3

Por otro lado, se puede calcular la energia (1.13) para este modelo, imponiendo la condi-

(2.8)

cién (2.2), llegando a la expresién

E = g/d:v {(at¢1)2 + (at¢2)2 + (3x¢1)2 + (@:@)2 + qb%(t,:c) +o°- qb%(t,x)

2.9
(¢1at¢1 + ¢26t¢2) + (010,01 + ¢28I¢2)2 (2.9)
— 97 — %3 '

Los parametros v y A tienen un significado fisico muy concreto en la teoria cuantica

subyacente, pues representan las masas de las particulas tras el proceso de cuantizacion.

Por este motivo, nos referiremos a los parametros con el término masas.
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2.2. C(Calculo de solitones en el modelo

En este apartado trataremos de encontrar las soluciones: puntos de vacio y solitones,
del modelo masivo no lineal S?-sigma siguiendo un razonamiento analogo al visto en el

capitulo anterior.

Puntos de vacio

En primer lugar, analizando el potencial de este modelo, (2.7), se observa claramente
que solo existen dos ceros del potencial y, por lo tanto, dos puntos de vacio. Estos son
oY = (0,0, R) y ®° = (0,0, —R), puntos que se corresponden con el polo norte y sur,
respectivamente, de una esfera de radio R. De esta forma la simetria discreta de la accion
(1.10), generada por ¢; — —@; con i = 1,2, 3 en Zy X Zg X Zs se rompe espontaneamente
en el espacio Zs X Zsy (s6lo se conserva la simetria ¢; — —¢; con i = 1,2). Ademds, en el
caso de que las dos masas sean iguales esta simetria se corresponde con el grupo de Lie
SO(2), es decir, con el grupo de rotaciones del plano euclideo. Por consiguiente, el espacio

de configuracién (1.23) en este modelo esta formado por la unién de 4 sectores disconexos
C=CcNNJeBI| Je®N| JcEN (2.10)
en base a los puntos de vacio que se alcancen asintéticamente.

Soluciones solitonicas

Para el calculo de las soluciones solitonicas diferenciaremos entre las topolégicas, es decir
las que pertenecen a los sectores CV%) o C(5N) | de las no topoldgicas, es decir las que
pertenecen a los sectores CNNV) o C59) | haciendo especial hincapié en las topoldgicas

singulares las cuales haremos colisionar en el siguiente capitulo.
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2.2. CALCULO DE SOLITONES EN EL MODELO

I) Soluciones topolégicas

La forma mas sencilla de encontrar las soluciones topoldgicas existentes en este modelo

es realizando el siguiente cambio de coordenadas a esféricas

’

o1(t,z) = Rsin6(t, ) cos p(t, )

Po(t,x) = Rsin(t, x) sin (¢, ) (2.11)

¢3(t, ) = Rcosb(t, x)

\
con 6 : RM — [0,71] y ¢ : RM — [0,27). Este cambio de coordenadas se puede

visualizar en la Figura 2.1a.

(a) Visualizacion de las coordenadas (b) Visualizacion del potencial U(6,¢p) sobre
esféricas {R, 0, v} a partir de las

S2. En azul se muestra el meridiano de mini-
coordenadas originales {$1, ¢2, Pz} mo potencial y en rojo el de mdximo potencial.
Figura 2.1: Visualizacion del cambio de sistema de coordenadas desde el compuesto

por los tres potenciales escalares {¢1, P2, ¢3} a esféricas {R, 0, ¢} asi como la
deformacion del potencial U(0,$) en este sistema de coordenadas sobre la esfera S*.

De esta manera, el potencial (2.7) se escribe de la forma

2

Ub, o) = % sin® 6 (0% 4 6° cos® ) (2.12)
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2.2. CALCULO DE SOLITONES EN EL MODELO

donde & = /1 — 02 y el funcional de accién (2.8) como
R? R?
S = /dtda: {7 [8“98“0 + sin? Gaucpa"go} ~ 5 sin? 4 (02 + 72 cos® gp)} . (2.13)
Por lo tanto, la densidad Lagrangiana en este sistema es

R? R?

L= - [@98"9 + sin? Qaugoﬁ“go} 5 sin® § (02 + 5 cos® 90) (2.14)

y, por consiguiente, si calculamos las ecuaciones de Euler-Lagrange

d [OL oL

— — =0 fori=1,2 2.15

dt (8(]2) 8qz ore ’ ( )
donde ¢; son las coordenadas esféricas, es decir, g1 = 6(t,z) y ¢ = ¢(t,x), se llega

al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales con el que se describe la dindmica del
modelo
(e L 0 (0"0 2 ?sin? ) =
()—531112 ( ©0,p — cos” ¢ — o~ sin <p)—0 (2.16a)
1
) -2 . 9 .

O" (sin® 00,¢) — 50 sin Osin2¢p =0 (2.16b)
siendo OJ(-) el operador d’Alembertiano (O = % (%) = 9,0" = 9o, = g—; - aa—;).
De esta manera se pueden extraer mas facilmente las soluciones de energia finita que se
mueven a una velocidad v constante (solitones) donde recordemos que la dependencia

espacio-temporal es de la forma

o(t, ) = (%) o) = ¢ (%) , (2.17)

Como vimos en el capitulo anterior, basta con analizar las configuraciones estaticas

(0(t,x) = 0(x) y p(t,x) = p(z)) para obtener estas soluciones. De esta forma el sistema
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2.2. CALCULO DE SOLITONES EN EL MODELO

(2.16) se reduce a

26 1 dp\* 1
-5 g sin 20 (d_i) = 5 sin 20 (cos® p + o” sin® ) (2.18a)
1
% <s1n2 ZT;D) =3 (1 — 02) sin? @ sin 2y . (2.18b)

que es un SEDO de segundo orden no lineal y acoplado.

Antes de entrar en detalle sobre las soluciones solitonicas del modelo cabe senalar que
el funcional de la energia (2.9) en el sistema de coordenadas esféricas queda de la siguiente

manera

E[8, 6] = A / dx€ (0/(z), ¢ (2),8(2), o(2))
(2.19)

=\ / dx {/\TRQ ((0’)2 +sin? 6 (¢')* + sin 0 (0% + &7 cos® gp)) } :

Volviendo al sistema (2.18), para encontrar las soluciones deseadas aplicaremos en una
primera instancia el denominado método de la 6rbita de prueba de Rajaraman [21]. En
primer lugar, buscaremos solitones donde ¢ sea constante, es decir, soluciones sobre algin
meridiano de la esfera, pues asi garantizamos la verificacion de las condiciones asintéticas
(1.18) y (1.19). Aqui se produce una clara distincion entre el caso mas general, y més
habitual, que se da cuando o2 es menor que 1, es decir cuando las dos masas son distintas

(A # v en (2.7)), del caso particular que ocurre cuando las masas son iguales (o2 = 1).

II) Caso o?<1

2

En el caso de que 0% < 1, observando el sistema (2.18), en concreto la ecuacién

(2.18b), se deduce que las tinicas posibles soluciones con ¢ constante se corresponden con

s 3

5 T 5 De hecho, dichas soluciones se pueden agrupar en dos pares, cada uno

=0
Y "5
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de los cuales reduce la ecuacién (2.18a) a una ecuaciéon de Seno-Gordon diferente

a0 o?

) . T 37
I) @_3811120:0 Sl§0:§,7 (220&)
o 1 . .
IT) @—ism%:O sip=0, . (2.20b)

Por lo tanto, en el modelo sigma masivo no lineal aparece integrado el modelo de Seno-

Gordon en dos meridianos ortogonales.
A) Solitones K; /K7

Se denotard por K7/K; al par de soluciones solitén /antisolitén del modelo SG (2.20a)

_ T T . :
correspondientes a pg, = 5 Y vkt = o Dichas soluciones, que se pueden obtener

siguiendo el mismo procedimiento visto en la Seccién 1.5, son

I) Ki: .
o =5 (2.21a)
Ok, (z) = 2arctan =@ (2.21b)
) K:: -
PR = 5 (2.22a)
O+ (z) = 2 arctan eo@=wo) (2.22b)

Estas se corresponden a las dos mitades del meridiano con ¢; = 0. En la Figura 2.1a se
puede apreciar en color azul dicho meridiano.

Ademds, podemos calcular la energia finita de estos solitones, utilizando (2.19), obteniendo

C C AR? ro\2 2 i .2
Eg, = Eg: = - dx [(91(1) +o0°sin“ Ok, | =
~ g (2.23)
= )\R202/ —f = 2\R%
oo COSh® o1
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2.2. CALCULO DE SOLITONES EN EL MODELO

Cabe senalar que estos solitones pertenecen a los sectores del espacio de configuracion
CNS) 3 €SN segiin tomemos la solucién solitén o antisolitén respectivamente. Una re-
presentacion de estas soluciones se muestra en la Figura 2.2 donde a partir de un pequeno
script en Mathematica se consigue visualizar como las soluciones varian en funcién del

valor que tome el pardmetro o.

08 =»1+ al¥| =]

E=2AR?g= +16

€=€(x)
3.0 1.0
gg 0.8
© 157 : z::jz::;;) w 067 0.64 sech? (0.8 x)

i 0.4/
0.5¢

0.0 ‘ | ‘ ‘ 0.2

-0 -5 0 5 10 0.0 ‘
X -10 -5 0 5 10

Figura 2.2: Simulaciones consequidas mediante Mathematica de las soluciones so-
litonicas K1/K (y por consiguiente también de Ko/K5 si se impone un valor de
02 = 1). A la izquierda se representa la variacién de la coordenada 6 en funcién de
x viendo que su valor varia entre 0 y w recorriendo el meridiano desde el polo sur al
norte o viceversa dependiendo del signo de o. A la derecha se observa la distribucion
de la densidad de energia de los solitones. (Para el cdlculo de la energia total se ha
tomado R=1yA=1).

Si queremos obtener estas soluciones en el sistema de coordenadas original debemos des-

hacer el cambio de variable (2.11) llegando asi a

K1 (1) = (0, cosh o (@ —20)]’ +Rtanh[o (z — xo)]> (2.24)
K (1) — (0, —— [aﬁ R tanh o (- x(])]) (2.25)

Una visualizacion de estas soluciones, mediante una cadena de espines, se encuentra en la

Figura 2.6 que se comentara en la siguiente seccion de este capitulo.
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Por ultimo, es de destacar que este par de soluciones son estables ya que no existe ninguna
fluctuacion, independientemente de la direccion que se elija, que presente autovalores ne-
gativos en el espectro del correspondiente operador Hessiano. Este resultado se encuentra
demostrado en la seccién IV de [4]. Esto quiere decir que frente a pequenas perturbaciones
en cualquier direccién de una drbita solucién K; (o K7) el sistema volvera al cabo de un
tiempo finito a ser la misma drbita inicial K (o K7), ya que es ahi donde se encuentra el

minimo de energia.
B) Solitones K./ K

Se denotard por K,/Kj ahora al par de soluciones solitén/antisolitén del modelo SG
(2.20b) correspondientes a g, = 0y ¢x; = 7. Dichas soluciones, que se pueden obtener

siguiendo el mismo procedimiento visto en la Seccién 1.5, son

b YK, =0 (2.26a)
Ok, () = 2arctan e*(@=20) (2.26b)

) Kj:
YKy =T (2.27a)
Or;(r) = 2 arctan et@—e0) (2.27D)

Estas se corresponden a las dos mitades del meridiano con ¢ = 0. En la Figura 2.1a se
puede apreciar en color rojo dicho meridiano.
Al igual que en el caso anterior, se puede calcular la energia finita de estos solitones de la

siguiente manera

c o _ AR N2, 2 .9
Eg, = Ex; = — dz [(0K2) +o0°sin“ Ok, | =
.y (2.28)
- )\R2/ S — AR
—oo COSh” oz
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En este caso, teniendo en cuenta que —1 < o < 1, la energia obtenida es mayor que la
que se obtuvo con el par K /K.

Por otra parte, estos solitones también pertenecen a los sectores del espacio de configu-
racion CNS) y CSN) vy una representacién de (2.26b) se puede obtener con la simulacién
de la Figura 2.2 al imponer 0% = 1 (con lo que la ecuacién de SG (2.20a) se convierte en
(2.20b)).

Este par de soluciones en el sistema de coordenadas original son

R (g) = (WR_%), 0, +Rtanh (z — :1:0)) (2.29)
dF2 (1) = (_WR—%)’ 0, =R tanh (z — x0)> (2.30)

Una visualizacion de estas soluciones, mediante una cadena de espines, se encuentra en la

Figura 2.7 que se comentara en la siguiente seccion de este capitulo.

Por tdltimo, respecto a la estabilidad de este par de soluciones, se sabe que son ines-
tables ya que el espectro del operador de fluctuaciones de segundo orden presenta auto-
valores negativos, como queda demostrado en la seccion IV de [4]. Esto quiere decir que
frente a pequenias perturbaciones de una érbita solucién Ky (o K3) el sistema evolucio-
nard sin regresar nunca a dicha érbita inicial Ky (o K3). De hecho, esta 6rbita se acabard

convirtiendo en una del par K;/K7.

LII) Caso o°=1
El caso limite 02 = 1 es un caso muy peculiar en el que aparece una familia uni-
paramétrica de ondas solitarias, soluciones del modelo sigma, la cual recorre todos los

meridianos de la esfera. Es decir, las soluciones para este caso limite son todos los medios
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meridianos (g, () = ¢ € [0,27)). No entraremos en detalle sobre este tipo de soluciones
ya que, pese a su interés matematico, desde un punto de vista fisico no tienen relevancia
como ya se ha comentado. En este caso, la ecuacién (2.18b) se puede reducir, del mismo
modo que en el caso 02 < 1, a una ecuacién de Seno-Gordon, encontrando asi la siguiente

familia de soluciones K:

vr, = ¢ €10,2n] (2.31a)
O, (x) = 2arctan e=(*~"0) (2.31b)
o en el sistema de coordenadas original
cos sin ¢
e (z) = + tanh (z — 2.32
(z) (cosh (x — o)’ cosh (z — xp)’ anh (2 xo)) (2:32)
La energia en este caso limite esta degenerada valiendo
Exg, =2R? V. (2.33)

IT) Soluciones no topolégicas

A parte de las soluciones topoldgicas anteriormente vistas, este modelo también pre-
senta soluciones no topoldgicas, o dicho de otro modo soluciones soliténicas que asintoti-
camente van a parar al mismo punto de vacio en z — Fo00.
La clave para encontrar estas soluciones es utilizar el método de la analogia mecanica. De
este modo, las ecuaciones (2.18), reinterpretadas como ecuaciones de Newton, se corres-
ponden con un sistema mecanico separable en coordenadas elipticas y en consecuencia

completamente integrable.
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El cambio de coordenadas propuesto parte de fijar dos puntos de la esfera: F} = (0, )
y Fy = (64,0) con by € [0, g) donde la distancia ortodromica entre ambos puntos se denota
por

d=2f =2Rf; <7R. (2.34)

Si consideramos que 1 € [0, 7Ry 5 € [0, 7 R] son las distancias desde un punto cualquiera

P € S? a estos puntos fijos, [} v F, respectivamente, se puede definir el cambio de

coordenadas a elipticas {u, v} como P = (u = “;” LU= ”;”) y por lo tanto, finalmente

se consigue

;

R . [(u(tx
(bl(t’x)_sinef Sm( R

S~—
~_

=z,

=
VR
[t

:UQ
=
~

cbz(t,x):COfefCOS( I )COS( 7 ) (2.35)

. u(t,x . v(t,x u(t,x v(t,x
sin? (—(R )) sin? (—(R )) cos? <—(R )) cos? <—(R ))
¢3<t,$) =+RA|1l— -

sin® 6 f cos? §;

\

Para entender mejor este cambio de variables se puede observar la Figura 2.3.

Con este cambio de coordenadas el funcional de accién queda como

u2 2
S = /dtd { [ 28 udtu + —Svauv(?“v — V(u(t,x),v(t,x))} (2.36)
st sf? — sv?
con
_ R 2 (2 2 2 (42 L2
V(u,v) = [su? (su® —sf?) + sv* (sf* — sv?)] (2.37)

2 (su? — sv?)

donde se ha utilizado la notacién compacta

. u(t,x) ot x .
su = sin 7 ,SV:SlnT,sf:smef
(2.38)
u(t,x v(t, )
cu = cos ,CV = COS I ,cf = costy, ...
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Si ademés se toma cf? = o2 entonces la densidad de energfa se puede expresar como

Elu, v] = 1 [M (du)2 4 su” —sv” (dv>2] _ flu) +9(v) (2.39)

2 | su?2 —sf? \ dx sf? —sv2 \dz su? — sv2

siendo f(u(z)) = Esu? (su® — sf2) y g(v(r)) = & sv? (st2 — sv?).

Figura 2.3: Visualizacion de las relaciones entre distintas variables con las que con-
sequir relacionar las coordenadas originales {¢1, ¢2, ¢3} con las elipticas deseadas

{R, u, v}. [4]

Se puede comprobar fcilmente que (2.39) encaja dentro de un sistema mecénico inte-
grable de Liouville de tipo I sobre la esfera. Esto implica que el sistema dindmico es
Hamilton-Jacobi separable en coordenadas elipticas. Para mas detalles sobre este proceso
se pueden consultar [4]. Simplemente resaltar que se pueden encontrar analiticamente los
siguientes dos pares de familias de soluciones soliténicas no topoldgicas, cada uno basado
en (un,vy) = (ROf,0) y (us,vs) = (R (m —0f),0) respectivamente,

ugy (T,71,72) :I:\/E\/1+€1€2t§

tan 5 =

2 414 2, f4 2,4 214’ 2 2, f4
e1tes+tsy terests —/(eitezttsiterests | —4(1+er) ests

o —— W)
o (E71.92) +1[e1+ed+th +ejedts — (e1+e§+t§4+ele§t5 ) —4(1+e1) €3t
tan Lo 2 =

2R \/5\/ 1+€1t%
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.
2 4
» ( "y ) :|:\/€1+€%+t§4+616%t£4+\/(61+€%+t§4+816%t£4> —4(1+er)’e3tL
ta,n 311572 —
ﬂvl—i—elt%
\ £4 (14 2 L f 5 £4)? 2 9. f4 (2.41)
v, ( fy ) +/e1+e3+ts +eredts + (61+€2+t§4+6162t§ ) —4(14e1) ezt
311572
n _
ta V2y/1+erests
\
donde e; = e2@tm)ef o, = prtm—Ryast® tf = tan . Estas expresiones se deducen al
integrar las dos férmulas de cuadratura
sg(Pu) sg(pv)
R2ypsf? [tan 5 ! tan ‘57 & [tan 5
Rt (2.42)
‘tan 2R |tan %4 YL tan 2t =t
‘tan )] fapn UL e
e2(ac-i-’Y1)cf _ 2R 2R , (243)
top 2@ o v@f B
an —5p— tal —5p

las cuales se encuentran siguiendo el marco de Hamilton-Jacobi e imponiendo como origen
y fin el polo norte o el polo sur. Cabe mencionar que en las expresiones anteriores se ha

utilizado la notacién sg() para describir la funcién signo.

En la Figura 2.4 se pueden observar algunas soluciones de este tipo. Estas se han conse-
guido utilizando (2.42) y variando la constante de integracién v.. Es de destacar que las
soluciones de este tipo, solitonicas no topoldgicas, se pueden agrupar, por lo tanto, en dos

pares de familias de la siguiente manera:

1. Soluciones cuyas 6rbitas comienzan y terminan en el polo norte distinguiendo una
familia en la que todas las érbitas pasan por el antifoco F} v otra en la que todas

pasan por el antifoco Fj.

2. Soluciones cuyas orbitas comienzan y terminan en el polo sur distinguiendo una
familia en la que todas las érbitas pasan por el foco F} y otra en la que sus orbitas

pasan por el foco F5.

Por tltimo, es necesario mencionar dos caracteristicas importantes de estas soluciones no

topolodgicas. La primera es que la energia de todas ellas es la misma y satisface lo que se
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denomina “regla de la suma de masas de los solitones”. Esta regla afirma que

EKW(,\/Q) = 2R2(1 —+ O') = EK2 -+ EK1 (244)

siendo K; y K, las soluciones topologicas singulares que se alcanzan en el limite de
2 — |oo|. La otra propiedad de estas soluciones hace referencia a la estabilidad de las
mismas. Por el teorema del indice de Morse se concluye que este tipo de soluciones son

inestables [4].

N
u 133 S I
nR-f
NS
f
F1 N KN-F-N p,
v
-f 0 f
S

(b) Visualizacion sobre el rectangulo eliptico

(a) Visualizacion sobre la esfera resultante de aplicar (2.35).

Figura 2.4: Representacion sobre la esfera S? y sobre el rectdngulo eliptico de varias
soluciones soliténicas no topoldgicas de una misma familia: la perteneciente a CNV-N)
cuyas orbitas se cortan en el antifoco FY.

Cabe sefialar que estas soluciones no topoldgicas solo existen cuando o2 < 1. El caso
limite de 02 = 1 provocaria que el punto de corte entre todas las érbitas fuera o el polo
norte o el polo sur (el opuesto al sector no topolégico de las soluciones) lo que conllevaria
a estar ante las soluciones topolégicas ®X¢ y ®%¢ pertenecientes a CM%) o C3N) vistas
anteriormente. Por lo tanto, el caso limite hace que todas las soluciones no topoldgicas
se conviertan en el caso topoldgico particular de una familia uniparamétrica de ondas

solucién.
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2.3. Aplicaciones a la espintrénica

Para finalizar este capitulo ahora veremos una de las aplicaciones principales que
tiene el estudio del modelo masivo no lineal S2-sigma: la espintrénica. La conexién entre
el modelo cudntico sigma no lineal y el limite semiclésico del modelo de Heisenberg (high-
spin) esté detalladamente explicada en [4] y [15]. Esta se basa en combinar las ecuaciones

de Euler-Lagrange

O t,) = 2 (S0 - Seo) - e

- 0Pq dy
1 . (2.45)
= bz_; ;5achC[qD(t7 .CC)] ’ E@’x) )

e (t,z)

»i~ un campo magnético monopolo

siendo g4 €l tensor de Levi-Civita, B.[®(t,z)] =

y, por tanto, A,[®(t,x)] un potencial vector dado por

Aql ZWQR ) a=1,2, (2.46)

con el funcional S+ Sy 7 siendo S el funcional de accién del modelo sigma no lineal (2.8)

y Swz el funcional de accién Wess-Zumino definido por

Swz = / dtdeA a%( t,z). (2.47)

Esta combinacién resulta en el siguiente sistema de ecuaciones

ngz () =0, a=1,23  (248)

R (,b
EZZsabcqﬁc (t,z) ( o) + Opa(t, x) +

b=1 c=1

que se puede convertir en las ecuaciones de Landau-Lifhsitz de ferromagnetismo en el
limite de largas longitudes de onda, es decir, cuando w < %, obteniendo la siguiente
relacion de dispersion

w?(k) = R* (K + 1) (K +07). (2.49)
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De este modo nuestros solitones, que son soluciones estéticas de energifa finita de (2.48), son
también ondas de espin solitarias teniendo en cuenta un régimen cuéntico ferromagnético

de bajas energias.

Veamos ahora como son desde el punto de vista de la espintronica las distintas solucio-
nes encontradas del modelo sigma no lineal (Seccién 2.2). En primer lugar, si imponemos la
condicién (2.2) sobre (2.48) se obtiene el siguiente sistema de dos ecuaciones diferenciales

ordinarias

Sg(¢3> a¢a Z*y QS’YathW 2
— ) €ap R2= > oydy —— + ¢a + Uog + mpzos
2k 20 JE =5, 000, ’
Zy qb'yaugb”/ + Zd ¢6au¢6
R? — 27 ¢'y¢'y

ok
R? — Z'y Dy Py

_|_

- Z (0" 90ty + ,1005) | =0
g

(2.50)
con o, B,y =1,2, m? =1y mi=oc>
Soluciones de vacio:
Analizando los estados bésicos, es decir las soluciones homogéneas triviales del sistema
(2.50) nos encontramos con los puntos de vacio ®V y ®9. Una visualizacién de estas
configuraciones se muestra en la Figura 2.5 donde se han dibujado las cadenas de espines
de tal forma que el plano ¢ : ¢3 sea el plano perpendicular al eje espacial x, el cual

ademas se ha alineado con el eje ¢;.

LT
Mty gy 6

(a) Solucion de vacio ®N donde todos los es-

(b) Solucion de vacio ®° donde todos los es-
pines estan alineados apuntando al polo norte.

pines estdn alineados apuntando al polo sur.

Figura 2.5: Visualizaciones espintronicas de las soluciones triviales o de vacio ®V
(apuntando al polo norte) y ®° (apuntando al polo sur).
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Soluciones topolégicas K;/Kj:
Se puede comprobar que las soluciones topolégicas (2.24) son también soluciones de (2.50),

el cual se reduce al imponer ¢; =0 a

¢ —¢o

2
A2 — R2—§Z§% +o ¢2. (251)

(ﬁb?%f s\ d* s
wogg (dm) ar=

dz?

Una representacion de estas soluciones, vistas como ondas solitarias de espines, se muestra
en la Figura 2.6 donde se ha utilizado el mismo sistema de coordenadas que se usé y

comentd para representar las soluciones de vacio.

iy,

(a) Representacion en 3D de la solucion so- (b) Proyeccion sobre el plano ¢2 : ¢p3 del giro
litonica K1 mediante una cadena de espines. de la cadena de espines del soliton K.

Figura 2.6: Representacion espintrénica de la solucidn topoldgica K tanto en 3D
como en forma de proyeccion sobre la frontera de S* en el plano ¢ : ¢3. Con estas
grdficas se muestra como se produce un giro del espin, mediante una rotacion de dngulo
7, alrededor del eje ¢ .

Soluciones topolégicas K./ K3:
Del mismo modo que con el par de soluciones K;/K7, se puede comprobar que las solu-

ciones topoldgicas (2.29) son también soluciones de (2.50), el cual se reduce al imponer

P2 =10a
2
(03) (40", , &0
R? — 2 dx Va2

Po ¢,
dr> ~ R — ¢?

+ 1. (2.52)

Una representacion de estas soluciones, vistas como ondas solitarias de espines, se muestra
en la Figura 2.7 donde se ha utilizado el mismo sistema de coordenadas que se usé y

comentd para representar las soluciones de vacio.
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2.3. APLICACIONES A LA ESPINTRONICA

(a) Representacion en 3D de la solucion so- (b) Proyeccion sobre el plano ¢ : ¢3 del giro
litonica Ko mediante una cadena de espines. de la cadena de espines del soliton K.

Figura 2.7: Representacion espintronica de la solucidn topoldgica Ko tanto en 3D
como en forma de proyeccion sobre la frontera de S* en el plano ¢o : ¢3. Con estas
graficas se muestra como se produce un giro de espin, mediante una rotacion de dngulo
m, pero esta vez alrededor del eje ¢ps.

Soluciones no topoldgicas:

Utilizando un razonamiento analogo a los anteriores también se deduce que las solucio-
nes no topoldgicas (2.40) son ondas solitarias de espines. Una representacion de éstas se
muestra en la Figura 2.8, utilizando el mismo sistema de coordenadas que en las repre-

sentaciones de espines anteriores.

(a) Representacion en 3D de la solucion so- (b) Proyeccion sobre el plano ¢ : ¢3 del giro
liténica K., mediante una cadena de espines. de la cadena de espines de un soliton K.

Figura 2.8: Representacion espintrdnica de una solucion no topoldgica K tanto en
3D como en forma de proyeccién sobre la frontera de S* en el plano ¢ : ¢3. Con estas
grificas se muestra como la familia de soluciones {K.}, realizan un giro de espin,
mediante una rotacion de angulo 27, alrededor del eje ¢1. [4]
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2.4. CONCLUSIONES

En resumen, en el marco de ondas solitarias de espin si tenemos en cuenta lo que se
explica en [26] y [7], los solitones K; /K7 son paredes de Bloch mientras que los solitones
K,/ K} son paredes de Ising que describen interfaces entre dominios ferromagnéticos. Por
lo tanto, en este modelo hemos encontrado asi un espacio de moduli de ondas solitarias
con una estructura muy similar a la del espacio de ondas solitarias del modelo XY descrito
en [26] y [6]. Hay paredes de Bloch e Ising y una familia uniparamétrica de soluciones
solitonicas no topoldgicas que no son mas que superposiciones no lineales de una pared

de Bloch y otra de Ising con separaciéon arbitraria entre sus centros.

2.4. Conclusiones

Para finalizar este capitulo se incluye este apartado en el que se agrupan los resultados
mas significativos que se han encontrado sobre las soluciones soliténicas del modelo (14-1)-

dimensional masivo no lineal S?-sigma. Estos resultados son:

1. Si las masas son iguales estamos ante el caso 0> = 1 donde existe una familia de
solitones topoldgicos degenerados en energia que viven en todos los semimeridianos
de la S?-esfera. Cuando las masas difieren, caso 02 < 1, sélo sobreviven dos pares
de solitones topoldgicos, cada par de solitones con una energia distinta. Estos son

los pares K1/K} y Ko/ K.

2. Incluso si las masas son diferentes, se puede demostrar, utilizando coordenadas
elipticas en la S%-esfera, que existen cuatro familias uniparamétricas de solitones
Y

no topologicos degenerados en energia.

3. También se ha comentado que existe una curiosa regla de suma de masas de solitones
entre los solitones no topoldgicos y los topolégicos (2.44) y que sélo uno de los pares

de solitones topolégicos, el K;/K7, esta formado por solitones estables.

4. Por ultimo, hemos observado, anadiendo un término de Wess-Zumino a la accidn,
que nuestros solitones son ondas de espin solitarias en el limite de longitudes de

onda larga (bajas energias) de los materiales ferromagnéticos.
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Capitulo 3

Colisiones de los solitones en el

modelo masivo no lineal S*-sigma

Como se ha mencionado en capitulos anteriores, una de las caracteristicas principales
de los solitones es que al producirse una colisiéon de paquetes de este tipo de ondas estos
son capaces de preservar tanto la forma (o identidad) como la velocidad. Esto se puede
describir de la siguiente forma. Tomamos dos paquetes de onda: fi(z — ct), fa(x +ct) y
denotemos por f3(z,t) la superposicién de ambos, la cual también es una solucién soliténi-
ca. Entonces tendremos que a tiempos negativos lo suficientemente grandes (t — —o0)
fs(z,t) estard conformado por los dos paquetes de onda separados por una cierta distan-
cia. A medida que pasa el tiempo estos paquetes de ondas se van acercando entre si sin
llegar a distorsionarse en ningiin momento. En un instante de tiempo ¢ finito colisionaran
y tras esto, a tiempos lo suficientemente grandes (t — o0) se volveran a escindir en dos
paquetes de onda con la misma forma y velocidad que los paquetes originales. El mismo
argumento se puede trasladar a la colisiéon de un mayor nimero de paquetes de ondas

solitOnicas.

En este capitulo se estudiara este fenémeno de colisién de solitones o también de-
nominado scattering de solitones. En primer lugar, veremos la teoria general con la que
describir analiticamente estos fenomenos, mediante la transformada de Backlund, para
luego aplicarla en el modelo de Seno-Gordon llegando finalmente a traspasar los resulta-

dos encontrados al modelo masivo no lineal S?-sigma estudiado en el capitulo anterior.
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3.1. SCATTERING DE SOLITONES EN EL MODELO SENO-GORDON

3.1. Scattering de solitones en el modelo Seno-Gordon

Como vimos en el primer capitulo (Seccién 1.5), la ecuaciéon de Seno-Gordon (1.30)
es una ecuacion en derivadas parciales hiperbdlica no lineal, por lo que, a diferencia de la
ecuacién de Klein-Gordon (1.1), una combinacién lineal de dos soluciones de la primera
ecuacién no es una solucion. Sin embargo, gracias a la simetrias presentes en el modelo
de SG, se consiguié encontrar un elegante método para construir todas sus soluciones de
forma recursiva. Este método se basa en el trabajo de Bianchi (1879) y Béacklund (1880s)
[5] v permite generar una serie de nuevas soluciones de la ecuacién de SG a partir de una
solucién particular conocida, incluso si ésta es la trivial. Esta metodologia es conocida

como la transformada de Backlund.

3.1.1. Modelo de Seno-Gordon en el cono de luz

Antes de definir esta transformada de Béacklund y cémo se puede aplicar para conseguir
las distintas soluciones del modelo de Seno-Gordon, es necesario realizar un cambio de
coordenadas sobre la ecuacién de Seno-Gordon con el fin de conseguir una expresion mas
compacta y de mayor utilidad para nuestro estudio. El cambio de coordenadas mencionado

viene dado por

¥ T+t
2 t (3.1)
x —
T = .
2
De esta forma, el operador de d’Alembert se reduce a
O0=0?—09>=—0x0r (3.2)
y la ecuacién de Seno-Gordon (1.30) queda como
uxr = sinu (3.3)

siendo w(X,T) = ¢(z,t). Estas nuevas coordenadas (X, T') son conocidas en Fisica como

coordenadas de cono de luz o coordenadas de Dirac.
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3.1.2. Transformada de Backlund

Ahora veamos cémo se define la transformada de Backlund.

Definicién 3.1. Sea u(X,T) una solucién de la ecuacién (3.3) y @ € C un nimero
complejo no nulo. Entonces la transformaciéon de Backlund de u se define como la

soluciéon U(X,T) del sistema

OrU = Oru + 2asin (U ;_ u) (3.4a)
OxU = —0xu + zsin (U ; u) (3.4b)

siendo a un parametro de la propia transformacion.

A continuacién se demuestra que la transformada U(X,T') definida por (3.4) es otra

solucién de la ecuacién de SG (3.3).

Teorema 3.1. Sea u una solucion de la ecuacion (3.3) y sea U la transformacion de

Bicklund de w. Entonces U es también una solucion de la ecuacion (3.3).

Demostracion. Derivando respecto de T (3.4b) se tiene que

PU _ Pu 9 (2 (U-u
oToxX —  oTox " orT \a™™ 2

a

. U—-u U+u
= —sinu + 2 cos 5 - sin 5

donde usando la féormula de prostaféresis:

= —si +2008 U- U—u
= mu ; 5 5

) 2 <U u) (U+u>
= —sinu + — cos 5 a sin 5

2 cos(b) sin(a) = sin(a + b) + sin(a — b)

se llega a
0?U , . (U+u U-u  (U4+u U-u
aXIT = —smu+sm( 5 + 7 > +sm< 5 T 3 )
= —sinu +sinU + sinu = sin U.
Por lo tanto, queda probado que U es también solucién de la ecuacién de SG. O]
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A partir del teorema anterior ya tenemos una forma de encontrar una solucion no trivial de
la ecuacién de SG partiendo de la solucion trivial ©w = 0. En primer lugar, reemplazamos

u =0 en el sistema (3.4) obteniendo

U
OrU = 2asin <§) (3.5)
2 . (U
Si tomamos V = % tendremos por (3.5) que OrV = asinV. Esta ecuacién se puede

resolver de la siguiente manera

/si;vdv _ /adT — (tan (g)) — T + C(a)

—> tan (K) = ¢ TH+C(X)
2

— V = 2arctan(e®T X))

— U = 4arctan(e®TT¢X))

siendo C'(z) la constante de integracion. Si ahora usamos (3.6) tenemos que

eaTJrC(X)Cr/(x) B 9 (2 t (
1+ 62(aT+C(X)) = a S11 arctan(e

4

— — sin(arctan(e?? ) Cos(arctan(e“T+C(X))))
a
4 eaT+C(X)

al + 2(aT+C(X))

aT+C(X)))

llegando, por lo tanto, a

C(X) = éX ol

siendo C' la constante de integraciéon (independiente de X y 7). Por lo tanto, hemos

encontrado la solucion no trivial de la ecuacion de SG

1
al + =X +C'
U(X,T) =4arctan | e a (3.7)
o reescrita con las coordenadas originales (z,t), deshaciendo (3.1),
2 1 1— 2
LA P S e
U(x,t) =4arctan | e 2a 2a . (3.8)
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Si comparamos la solucién obtenida (3.8) con la que tenfamos del capitulo 1 (1.33) se

deduce que

Y(z —vt) = = T+ t (3.9)

lo que implica que

pumy ::l:
(% a2+1 y a

(3.10)

Por lo tanto, hemos llegado a que el parametro a de la transformada de Backlund esta

relacionada directamente con la velocidad v de los solitones.

Ahora veremos un teorema que hace posible crear nuevas soluciones sin tener que

resolver més ecuaciones diferenciales.

Teorema 3.2. (Conmutatividad de Bianchi) Sean ay,as nimeros complejos distintos y
no nulos y sea u una solucion de la ecuacion (3.3). Ademds, definamos uy y us como las
transformaciones de Bdcklund de u con pardametro ai y as respectivamente. Denotemos
con Uy a la transformada de Bdacklund de uy con parametro as, y con Us a la transformada

de Backlund de uy con parametro ay. Entonces Uy = U,, y ademds se cumple que

U —u ai + as UL — U2
t = t 3.11
an () = 2 () (311

a2 1

Figura 3.1: Diagrama que ilustra el teorema de la conmutatividad de Bianchi.

Demostracion. Sea u una solucién de la ecuacién (3.3). Supongamos que u; y ug son la
transformacién Backlund de u con el pardametro a; y aq, respectivamente. Resolviendo la

ecuacion (3.11) para Uy, vemos que

U, = 4 arctan (a1 + tan (u1 ;W)) +u—+4km  con k € Z.

a1 — az
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Ahora veamos que U; satisface el sistema (3.4) usando u = uy, a = as y, por lo tanto,
que es la transformada de Backlund de u; usando el parametro as. Primero analicemos

(3.4a) por partes. Desarrollando la parte izquierda de la ecuacién obtenemos

E Ui—wu —i 2 arctan a1+a2tan th — —|—i R
oTr 2 - oT ai — as 4 or| 2

% 1 0 (ul—uQ> . (ul—i—u)
= 2 — aj sin
<a1+a2 tan (u12u2)> 41 cos (u14u2) 6T 4 2

al1—az

(a% — a%) (a1 sin (“17”) — a9 sin (%)) — a1 sin (m) [ % — 2a1a9 COS (“1 “2) + aQ}

a? — 2ayay cos ( 1= “2) + a2
—a%ag sin (ugﬁ) — 20%(11 sin (“12&) + a% sin (“2+“) + 2a1a2 sin (“1;“) cos (“1;“2)

2 Ul —uz
ai — 2ay1az cos ( ) + a2

Haciendo lo mismo con la parte derecha se llega a
U _
a9 sin 1tw = ag sin | 2arctan o a2 tan e + utu + 2kn
2 a1 — ay 4 2
. ai + az ul—uz u+u1
= agsin | 2arctan | —— tan
a1 — ag
+ ag cos <2arctan <a1+a2t <u1u2)>) <u+u1>
al — ag

2(a1+a2) uL—u
a1—ao tan( 14 :) COS (u—;u1>
(22 tan (252) ) +1

+ —
U+ ul) 1= (21—32 tan (U14u2)
2 1 + (a1+a2 tan (ul uz)

a1 —az

T
_agai (sin (1542) cos (“FY) + sin (M

:a2

+ a2 sin (

a% — 2aia9 cos (“12“2

—2aya3 sin (u1T+u) + aj sin (“+2“2)

2 _ U —u2 2
ai — 2aias cos( 5 ) + a3

~—
+ |
IS
NN [~

1—a2
1422

donde se ha usado que sin(arctan(z)) =

y cos(arctan(z)) =

2z
14z2

resultados se obtiene que verdaderamente U; satisface (3.4a).
De la misma manera se puede comprobar que U; también satisface (3.4b). Ademds, si
intercambias ay, as, u; y us en la ecuacién (3.11) se llega a la conclusién de que ambas

transformaciones de Backlund, U; y U, conmutan. O

Por lo tanto, con el teorema anterior hemos encontrado una relacién algebraica con

la que generar recursivamente nuevas soluciones, de un grado superior en cada paso, del
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modelo de Seno-Gordon. Esto quiere decir que partiendo de la configuracion trivial se
puede conseguir una solucién no trivial con configuracion de 1 solitén, la cual depen-
de de 2 pardmetros (a y C’ en (3.8)). A partir de ésta se puede conseguir una solucién
conformada por 2 solitones, la cual dependera de 4 parametros (ay, as, ,x(()l) y m(()Q)) que
fisicamente estan relacionados con la posicién, carga topoldgica y velocidad de las solucio-
nes, y asi sucesivamente. De esta manera recursiva se pueden ir construyendo soluciones
compuestas cada vez con un mayor nimero de solitones, las cuales también requeriran un

mayor nimero de parametros, siendo precisamente estas expresiones las que describen las

colisiones entre solitones.

3.1.3. Colision de dos solitones

En esta seccion veremos cémo se pueden describir las colisiones entre dos solitones.
Para ello, en primer lugar, trataremos de encontrar una expresién genérica con la que
describir cualquier tipo de colision de solitones. Una vez encontrada analizaremos unos
casos posibles de colisiones entre dos soluciones soliténicas: colision entre dos solitones
iguales (colisién solitén-solitén), colisién de un solitén con su antisolitén (colisién solitén-

antisolitén) y los breathers.

Expresion general
Para conseguir la expresion general con la que describir la colisiéon entre dos solitones
usaremos el teorema de la conmutatividad de Bianchi (Teorema 3.2) tomando a;,as € R

y u = 0. Partiendo de las siguientes dos soluciones soliténicas (3.8):

u; = 4arctan (e“1x+“1t> y  up = 4arctan (e””“z’f) : (3.12)
. . ., . ~ a%Jrl = 17a§ .
donde para simplificar la notacion se ha utilizado a; := 5-— y a1 := y lo mismo con
a1 2a1

as, si aplicamos (3.11) se llega a

a a UL — U
U:4arctan< 1 2 tan — 2>

ap — as 4
ai + as
ay — a2

a a €&1m+c:z1t _ ea2x+&2t
— 4arctan | — ta — — (3.13)
ap —az 1 + e(a1+a2)x+(a1+a2)t

= 4 arctan < tan <arctan ™M™ tat _ arctan e“2$+a2t>)
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donde es importe recordar, usando (3.10), que ahora tenemos

2
— 1
vlza ;oap = dy Rl
1—U1
/1+U2
p— N ::‘:
V2 1 ) a2 1— )

—
—_

S
+

Q
NN =N
|
— =

Q
NI
+

y, por lo tanto,

Eu:a%—i_l:it_zi—i_l =+ ! ; C~L2::i:—1
2a, +2, /1w V1i—02 V1=
\/ 1oy
~ 1—a? 1—}1—_21 U2

a; = =

0
201 +2, /1w V1—1? 1— 02

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Hay que tener en cuenta que los valores de los parametros a; y as influyen directamente

en el tipo de soluciones solitonicas que se van a chocar. Primero analicemos la influencia

de ay en wuy, utilizando para ello la expresién (3.8). Como existen cuatro posibilidades de

soluciones solitonicas las analizaremos una por una.

1. Solitén que se desplaza en el sentido positivo del eje espacial x a medida que avanza

el tiempo t. Para tener esta solucion se debe cumplir que

a? +1
2&1

>0 < a; >0

<~ a;>1
1—a%<0

2. Soliton que se desplaza en el sentido negativo del eje espacial x a medida que avanza

el tiempo t. Para tener esta solucion se debe cumplir que

a?+1
2&1

>0 <= a; >0

= 0<a <1
1—a?

>0

3. Antisolitén que se desplaza en el sentido negativo del eje espacial x a medida que

avanza el tiempo t. Para tener esta solucion se debe cumplir que

al+1
2&1

<0 <<= a; <0

= —l<a <0.
1—a?

<0

2&1
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4. Antisolitén que se desplaza en el sentido positivo del eje espacial x a medida que
avanza el tiempo t. Para tener esta solucién se debe cumplir que

ai +1
ai

<0 <<= a1 <0

— a1 < —1
1—a?

>0

Ahora veamos como influye as en ws. Podriamos pensar erréneamente que ocurre lo
mismo que a; con u;. Sin embargo, si nos fijamos en la transformada de Bécklund ve-
mos que la interaccién entre los solitones se incluye como u; — us, o lo que es lo mis-
mo como u; + (—uy). De esta forma el valor de ay influye en verdad en la expresién
—uy = —4arctan (e‘h”a?t) = 4arctan (—65‘2”‘32'5) y por lo tanto, el criterio de tipo de

solucion soliténica de —uy cambia de la siguiente manera:

1. Solitén que se desplaza en el sentido positivo del eje espacial x a medida que avanza
el tiempo t. Para tener esta solucién se debe cumplir que

a3 +1
2&2

<0 <<= ay <0

<— a9 < —1
1—a§>0

2&2

2. Soliton que se desplaza en el sentido negativo del eje espacial  a medida que avanza
el tiempo t. Para tener esta solucién se debe cumplir que
ai+1
2&2
1—a?
2a

<0 <= ay<0
— —1<ay <0

<0

3. Antisolitén que se desplaza en el sentido negativo del eje espacial x a medida que
avanza el tiempo t. Para tener esta solucion se debe cumplir que

az +1
2(12
1 — a3

2(1,2

>0 <= ay >0
— O<ay <1
>0

4. Antisolitén que se desplaza en el sentido positivo del eje espacial z a medida que
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avanza el tiempo t. Para tener esta solucion se debe cumplir que

a+1
2(12

>0 <= ay >0

< ay >1
1—a%<0 ?
20,2

Una visualizacién de la simulacion, que se puede conseguir mediante un pequeno script en
Mathematica, de las distintas colisiones que se producen entre dos soluciones solitonicas,
u; v ug, dependiendo de los valores que se impongan en los parametros a; y as en la
ecuacién (3.13) se encuentra en la Figura 3.2. En ella se muestra tanto una representacion
en 3D como un contourplot en el que se representa la variacién de U mediante un mapa

de color con el que se marcan distintas isolineas.

al

0.6 =P+ R

a2

11 il 1A B )

Figura 3.2: Representacidn mediante un contourplot (izquierda) y un grdfico en 3D
(derecha) de una simulacion, consequida mediante un pequeno script en Mathematica,
de la solucion general (3.13), con la que se describe las colisiones entre dos soluciones
solitonicas al variar los pardmetros a1 y as.

Por 1ultimo, senalar que dado que la ecuacién de SG no es lineal, es de esperar que las

colisiones afecten a los solitones de forma no lineal.
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3.1. SCATTERING DE SOLITONES EN EL MODELO SENO-GORDON

Colision soliton-soliton

Ahora veamos como es la colision entre dos solitones iguales que se desplazan en sentidos
opuestos, es decir, vamos a analizar el caso particular de colision solitén-soliton simétrico
y ademas centrado en el origen de coordenadas. Como queremos dos solitones, recordando
el criterio de valores sobre a; y as comentado anteriormente, se debe cumplir que a; > 1
y—1<ay<0oque0<a; <1lyay< —1.(En el caso de choque de dos antisolitones
serfa —1 < a3 < 0yay >10a; < —1y0 < ay < 1). Independientemente del caso,
a1y ag deben tener signos opuestos. Ademas, también impongamos la condicién de que
ambos solitones se desplacen con una velocidad igual en médulo pero opuesta en signo,
es decir, que v; = —vy = v. (Esta condicién se podria generalizar a cualquier relacién
entre las velocidades de los solitones aplicando un cierto desplazamiento en el sistema de
referencia). Para que se cumpla esto es necesario que ay = _ai ya que usando (3.14) y

1
(3.15) tenemos que

aj —1 as —1 9 9 1
Ul:_v2<:>a%+1:_a§+1 <:>2a1a2:2<:>a1:ia—2 (3.18)
y como hemos dicho anteriormente se debe cumplir que a; y as sean de signo contrario,
por lo que se concluye que la condiciéon necesaria es que as = —ail.
Imponiendo la condicién as = _all en (3.16) y (3.17) se tiene que Gy = —a; y que dy = a4

y, por lo tanto, aplicando todas estas condiciones en (3.13) se llega a la siguiente expresion

1 - z
a; — a ealx—i-alt _

e—alx-i-let
1 ' ~ ~ = I~
a + a 1 + e(al—al)x—l—(al—i-al)t

a®—1 e'sinh (ax)
a? +1 1 + et

Uss = u(x,t) = 4arctan

= 4 arctan
(3.19)

= 4 arctan

a?+1 " cosh (let)

= 4 arctan M
cosh(yut)

a?—1 sinh (dlx))

Una representacion de esta colision se muestra en la Figura 3.3. Desde un punto de vista
energético la colision se puede entender como que al acercarse los solitones entre si aparece
una fuerza cada vez més repulsiva (negativa) provocando finalmente, cuando los solitones

estan lo suficientemente proximos, que vuelvan hacia atras (se muevan en sentido opuesto
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al inicial). Esta fuerza puede ser calculada usando la solucién estédtica como se hace en
[20] o encontrando la tasa de cambio del momento como en [17] (pdg.115) obteniendo asi
la expresion F' = —32e~ . Por lo tanto, la energia de interaccién entre los dos solitones
viene dada por

Eint = / FdR = 32! (3.20)

donde R es la distancia de separacion entre los dos solitones.

21 Ju(x —t=-10
=
=

T
| ‘ T
—27 ™ ™ 27
—27

Figura 3.3: Visualizacidn del proceso de colision entre dos solitones que se propagan
inicialmente en direcciones opuestas con una velocidad v = +1/2 a tiempo t = —10
colistonando en el origen a tiempo t = 0. Después de la colision, se puede observar
como ambos solitones se repelen y acaban viajando en la direccion opuesta a la inicial
(v = F1/2) mostrada en t = 5, volviendo finalmente a sus posiciones iniciales de
partida.

Colision soliton-antisoliton

Ahora veamos cémo es la colisién entre un solitén con su antisolitén cuando estos se des-
plazan en sentidos opuestos y tomando como origen de coordenadas el centro de masas.
Como queremos que haya un soliton y su antisolitén, recordando el criterio de valores
sobre a; y as comentado anteriormente y considerando que u; es el soliton y usy el an-
tisolitén, se debe cumplir que a; > 1y 0 < ay < 1loque 0 < a; <1yay > 1.Sise
quiere que u; sea el antisolitén y que us el solitén entonces se debe cumplir que a; < —1
y—1 <a; <0oque —1 <a; <0yay < —1. Independientemente del caso, a; y as

deben ser del mismo signo. Por otra parte, se impone también la condicion de que ambas
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soluciones solitonicas se desplacen con una velocidad igual en modulo pero opuesta en

signo, es decir, que v; = —vy = v. Para que se cumpla esto es necesario que as = +— lo
ay
cual se deduce utilizando (3.18) y teniendo en cuenta que a; y as sean del mismo signo,

como se ha dicho anteriormente.

1 ~ -
Imponiendo la condicién ay = +— en (3.16) y (3.17) se tiene que a; = as y que a; = —ax
3]
y, por lo tanto, aplicando todas las condiciones anteriormente mencionadas en (3.13) se

llega a la siguiente expresion

1

a1+a—1 e

efdlegllt
ai 1 + e(fu-}—dl)x-i-((:ll—(:zl)t
1

211 ef%ginh (a;t
:4arctan<a1+ . <1>)

ai —1 1 + e2a1z

241 sinh (at
= 4 arctan <a1+ o (a1)>

ai —1 cosh (agt)

~ arctan L. SHR(O7D)
v cosh(yz)

alx+(:11t _

a; —

Usa = u(x,t) = 4arctan (

(3.21)

En este caso, a diferencia del anterior, se obtiene que la configuracion inicial difiere de
la final en Unicamente un cambio de fase. Esto se puede demostrar analizando la expre-
sién (3.21) asintéticamente. En el limite asint6tico de tiempos negativos (t — —o0) la

expansion de los exponentes nos indica una configuracion inicial igual a

yvt—Inv _ —vvt—Inwv 5t 5t
¢sa = 4arctan {6 eW—kZ—W } SROX [m+v (t+ 5) 7} + ¢a [x—v (t— 5) 7}
(3.22)

siendo ¢g y ¢4 la solucién del solitén y del antisolitén respectivamente. Si analizamos la

configuracién final (¢ — oo) se obtiene

ot ot
¢5Az¢5{x+v(t—§>w]+¢A{x—v(t—l—§>7}. (3.23)
1
En las expresiones obtenida el parametro ot = 22 es el que define el cambio en la
YU

posicion del solitén y el antisoliton al producirse la colision, siendo en verdad un retardo

que experimenta el solitén debido a la interaccion con el antisolitén.
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3.1. SCATTERING DE SOLITONES EN EL MODELO SENO-GORDON

Una representacion de esta colision se muestra en la Figura 3.4. Desde un punto de vista
energético la colisién se puede entender como que al acercarse los solitones entre si aparece
una fuerza cada vez mds atractiva (positiva) provocando finalmente, cuando las soluciones
estan lo suficientemente proximos, que se produzca un cambio de fase en las soluciones.
Esta fuerza puede ser calculada, razonando de manera analoga a la colision soliton-soliton,
obteniendo asi la expresién F' = 32¢~f. Por lo tanto, la energia de interaccién entre el

solitén y su antisoliton viene dada por
Eﬁt:y/PdR::—BZfR, (3.24)

recordando que R es la distancia de separacion entre las dos ondas solucion. Aqui es
importante recalcar que la colision es de tipo elastica ya que la energia se conserva siendo
la misma antes y después de la colision. Este aspecto es muy interesante pues se podria
llegar a pensar erréneamente que se podria producir una aniquilacién total del soliton
al interactuar con su antisolitéon, como suele ocurrir al hacer colisionar una particula
con su antiparticula. Una posible interpretacion es que esta aniquilaciéon si se produce,
pero a tiempo posterior, debido a las propiedades de conservacién de estas ondas, ambas

soluciones reaparecen con un cierto desfase temporal.

27l t=—10
—t=-5
- — - t=
T — t=
t=10

T

Figura 3.4: Visualizacion del proceso de colisidn entre un solitén y su antisolitén los
cuales se propagan inicialmente en direcciones opuestas con una velocidad v = £1/2 a
tiempo t = —10 colisionando en el origen a tiempo t = 0 aniquildndose. Después de la
colision, se puede observar como ambas soluciones reaparecer viajando a la velocidad
original pero en sentido contrario v = F1/2 a tiempo t = 10 con un cierto desfase
temporal.

58



3.1. SCATTERING DE SOLITONES EN EL MODELO SENO-GORDON

Breathers

Por dltimo, veamos un caso especial que se puede producir cuando el choque entre un
soliton y su antisolitén cumple una determinada condiciéon provocando la creacion de un
estado acoplado entre ambas soluciones. Este tipo de colision se conoce como breather.
El concepto general es que esta solucion breather es el punto donde en una colisiéon so-
litén-antisoliton las dos ondas soliténicas se han atraido mutuamente, como se esperaba,
pero ni el solitén ni el antisolitén tienen suficiente energia para separarse de nuevo en sus
componentes originales resultando en un acoplamiento de las dos soluciones de manera

que se crea una onda localizada espacialmente que es periddica en el tiempo.

Para obtener analiticamente la expresién de un breather hay que imponer la siguiente

iw
condicién sobre la velocidad: v = ——= siendo w € [—1, 1] la frecuencia constante del
V1—w?

breather. Por lo tanto, si se sustituye esta condicién en (3.21) se consigue

V1 =2 sinh <\/1if7\/1 —w? t)
w cosh (:c\/ 1— w2)

Uyg = u(z,t) = 4arctan

(3.25)
V1—w? sin(wt)
= 4 arctan
w  cosh (zv1 - w?)
donde se ha utilizado que sin(z) = —isinh(iz). Ademds de oscilar periédicamente con un

periodo T" = 27 /w, se sabe que esta solucién, para una frecuencia w fijada, alcanza una

amplitud méxima igual a 4 arctan (v1 — w?/w) .

Una representacion de esta colisién se muestra en la Figura 3.5 donde se observa cémo se

obtiene una solucion que oscilan periddicamente “atascada” en un estado ligado.

Evidentemente esta solucién puede ser impulsada mediante la transformada de Lorentz

(x — % ct— %), con una velocidad |c| < 1, consiguiendo en vez de un breather

centrado en un punto fijo, como (3.25), uno que se traslada globalmente a velocidad

constante, cuya expresion viene dada por

B B 1 —w? sin(wy(t — cx))
Usp = u(z,t) = 4arctan ( 5 cosh (V1= why(e — ct))) (3.26)
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27 | u(x) —t=-100
— t=-50
— t=150
T t =100
=21 = 2w
—27

Figura 3.5: Visualizacion del proceso de colision entre un solitén y un antisolitén que
conlleva la creacion de un breather. En la grdfica se muestra la solucion en distintos
momentos para una frecuencia fijada w = 0.2 viendo como la solucion es un estado
ligado entre un soliton y su antisoliton.

Desde un punto de vista energético, sustituyendo (3.25) en la férmula general de la energia

(1.13) se consigue saber que la energia total del breather viene dada por
E,=16vV1—w?, (3.27)

siendo ésta menor que la energia que se pueda tener con un par soliton-antisolitén para
cualquier valor de w distinto de cero, ya que esta tultima, que se puede obtener introdu-
ciendo (3.21) en (1.13), es igual a

8 8

E= -
iea V4

(3.28)

con |v| <1y || < 1.
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3.2. Scattering de defectos topoldgicos en el modelo
masivo no lineal S*-sigma

En la seccién anterior hemos visto como es el scattering de solitones dentro del modelo
de Seno-Gordon centrandonos sobre todo en las colisiones entre dos soluciones solitonicas.
Ahora veremos como trasladar esta informacion en el estudio del scattering de las solu-
ciones topologi ingul t 1 model i lineal S%-si 1 1

polégicas singulares presentes en el modelo masivo no linea sigma, las cuales

fueron cuidadosamente estudiadas en el capitulo 2 de este trabajo (Seccién 2.2).

Como sabemos, los dos pares de soluciones topolégicas singulares, es decir, las que
pertenecen a los sectores de configuracién CNS) y CSN) | en el modelo masivo no lineal S?-
sigma vienen definidas por (2.21), (2.22), (2.26) y (2.27) donde aplicando la transformacién

de Lorentz obtenemos

™ 3T

YK, = 5 ;o PKr = o (3.29a)
O, (7) = O+ (x) = 2arctan eror(@=vt) (3.29b)
y
P, =0 5 pry=m (3.30a)
{HKQ(:U) = Ok;(x) = 2arctan ety(@=vt) (3.30b)

tomando xg = 0.

Estas se deducian al resolver el sistema de ecuaciones (2.18) donde, al ver que las tnicas

3
posibilidades de solucién de (2.18b) eran ¢ = 0, ORISR la ecuacién (2.18a) quedaba
reducida a una ecuacién de Seno-Gordon
a’0  o? w37
I) — — —sin20 = ==, — 31
) e 2sm9 0 sip= 5 5 (3.31a)
2o 1

concluyendo, por lo tanto, que en el modelo sigma masivo no lineal aparece integrado el

modelo de Seno-Gordon en dos meridianos ortogonales.
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Sin embargo, ambos modelos (el de Seno-Gordon y el sigma) presentan varias diferen-
cias. La principal esta en que mientras en el modelo de Seno-Gordon la variable 6 se mueve
desde —oo a oo en el modelo sigma al asociarse § con la coordenada esférica polar, o de
colatitud, dicha variable sélo toma valores entre 0 y 7, de ahi que las soluciones (3.29b)
y (3.30b) tengan un 2 como factor multiplicador en vez de un 4 como en (1.33) y que
en ellas no aparezca el término 2k7w Vk € Z. Otra diferencia viene dada por la existencia
del pardmetro o en la solucién del par K;/KF (—1 < o < 1). Este lo tinico que provoca
es una suavizacion en el cambio con el que se conectan dos puntos de vacio a través de
dichas soluciones topoldgicas. Por tltimo, hay que senalar que el par de soluciones Ky /K5
es inestable mientras que el par K;/K7 es estable. Veamos ahora como se reflejan estas

diferencias en el proceso de scattering de los defectos topoldogicos del modelo sigma.

Antes de nada es necesario remarcar cuales son las soluciones que denominamos so-
litones y cuales los antisolitones. Siguiendo el mismo criterio comentado al final de la
Seccion 1.5, diremos que los solitones son las soluciones topolégicas que van desde el polo
norte (# = 0) hasta el polo sur (6 = 7) y, por consiguiente, los antisolitones son aquellas

soluciones topoldgicas que van del polo sur al polo norte.

Dentro del modelo masivo no lineal S?-sigma existen las siguientes posibilidades de

colisiones de soluciones topoldgicas singulares:

1. Un solitén de K; moviéndose a velocidad vy colisiona con un solitéon analogo de K7
(definido con el mismo o) que se mueve a velocidad vy = —v; = —v. Dicho proceso

queda definido con la expresion

(3.32)

?—1 sinh(a
Uss = u(x,t) = 2arctan (al S (aw))

a?+1 cosh (c:nt)
la cual se deduce utilizando un razonamiento analogo al visto en la seccion anterior
usando la transformada de Bécklund (3.19). Sin embargo, ahora, debido al pardme-

tro o presente en las soluciones, se tienen las siguientes relaciones entre la velocidad
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v los parametros a, a y a:

. ad*+1
oy =a= 11 a2)? — 40242
20 = VI Fa)—doka (3.33)
-~ a—1 14 a?
oV =a =
2a

Por lo tanto, usando (3.33) en (3.32) se llega a

vsinh (oyz)
Uss = t) = 2arct _— 3.34
ss = u(z,t) arctan (COSh = ) (3.34)

cuya representacion se puede observar en el grafico en 3D de la Figura 3.6.

Figura 3.6: Representacion de la colision entre dos solitones del par K1/K7 dentro
del modelo masivo no lineal S*-sigma imponiendo o = 0.5. Una simulacién dindmica
de este fenomeno, creada con Mathematica, se puede encontrar en el siguiente enlace:
stmulacion soliton-soliton.

2. Un antisolitén de K; moviéndose a velocidad v; colisiona con un antisolitén analogo
de K7 (definido con el mismo o) que se mueve a velocidad v = —v; = —v. Este
proceso viene definido por la misma expresién encontrada en el caso anterior (3.34).
De hecho como el pardmetro o € [—1,1] se sabe que si o es positivo tenemos dos
solitones y si se pone negativo tenemos dos antisolitones. Una representacién de la

colisién entre dos antisolitones se muestra en la Figura 3.7
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Figura 3.7: Representacion de la colision entre dos antisolitones del par K;/Kf
dentro del modelo masivo no lineal S®-sigma imponiendo o = —0.5.

3. Un solitén de K; (o K7) moviéndose a velocidad v; colisiona con su antisolitén de
K; (o K7Y), definido con el mismo o, que se mueve a velocidad vy = —v; = v. Este

proceso viene definido, de forma andloga a (3.21), por la expresién

a2+ 1 sinh (azlt)
Usa = u(x,t) = 2arct — 3.3
sa = ula,t) archan (a% —1 cosh (ax) (3:35)
donde al utilizar (3.33) se consigue
sinh (oyvt)
Usa = t) = 2arct — . 3.36
54 = u(z,t) arctan <cosh (02) ) (3.36)

Una visualizacion de este fenomeno se muestra en la Figura 3.8.

4. Un antisolitén de K; (o K7) moviéndose a velocidad v; colisiona con un solitén de
K, (o KY), definido con el mismo o, que se mueve a velocidad vy = —v; = v. Este

caso es analogo al anterior obteniendo la misma férmula.
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I,
-20 " _100

Figura 3.8: Representacidn de la colision entre un soliton de K1 y un antisolitén de
K1 dentro del modelo masivo no lineal S?-sigma imponiendo o = 0.75. Una simulacion
dindmica de este fenomeno, creada con Mathematica, se puede encontrar en el siguiente
enlace: simulacion soliton-antisoliton

5. Breathers. Al igual que ocurria en el modelo de Seno-Gordon si se dan las condiciones
w

T

su antisolitéon de K7 o un antisolitén de K; con su solitén de K;. Lo mismo en K7y

necesarias (v = pueden surgir breathers al colisionar un solitéon de K con

La expresion con la que se describe estos fenémenos es

1—w? sin (owt)
U,g = u(z,t) = 2arctan 3.37
F (1) ( w  cosh (ax\/ 1— w2)> (3:37)

en el caso estatico y

B B 1 —w? sin(owy(t — cx))
Uop = u(x,t) = 2arctan < 5 cosh (ov/I =y (a — ct))) (3.38)

en el caso dindmico, siendo ¢ la velocidad con la que se desplaza el breather (|c| < 1).

Unas visualizaciones de estos fendmeno se muestran en la Figura 3.9.
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Figura 3.9: Representacion de breathers tanto estdtico (izquierda) como dindmico con
c = 0.1 (derecha) dentro del modelo masivo no lineal S*-sigma imponiendo o = 0.75
y una frecuencia w = 0.1. Unas simulaciones dindmicas de estos fenomenos, creadas
con Mathematica, se pueden encontrar en los siguientes enlaces: simulacion breather
estdtico y stmulacion breather dindmico.

El resto de colisiones que se podrian pensar tedricamente dentro del par K;/K;{ no
tienen cabida dentro de nuestro modelo ya que, por ejemplo, la colision entre un solitén
de K, y su antisolitéon andlogo de K7 es inviable puesto que nunca podrian juntarse dos
de estas soluciones de manera continua (recordar que 6 € [0, 7]). Lo mismo ocurriria con

la colisién de un solitén de K7 con su antisoliton analogo de K.

Si nos fijamos en las soluciones del par Ky/Kj5 los resultados serdn iguales a todos
los obtenidos anteriormente simplemente imponiendo un valor de 1 al parametro o. Sin
embargo, estos fendmenos no son de mucho interés ya que seguramente decaerian antes
de que se produjera el scattering debido al caracter inestable de estas soluciones, de lo

cual ya se hablé en las Seccion 2.2.

De la misma manera ocurre con las posibles colisiones entre soluciones del par K;/K}
con K5/K3. En cuanto se produzca cualquier tipo perturbacién sobre las soluciones del
par Ks/ K} estas decaerdn convirtiéndose en algin tipo de solucién del par K;/K;, dando

lugar a algtin caso de los vistos con anterioridad.
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Capitulo 4

Conclusiones

El estudio de soluciones solitonicas, como el realizado en este TFM, es de gran utilidad
debido a que este tipo de soluciones aparecen en multitud de fenémenos pertenecientes a
diversas areas de la fisica como en microelectronica, en cosmologia o en fisica de la materia
condensada. A pesar de que no hayan sido estudiadas con profundidad hasta apenas unos
anos, bien inicialmente por el desconocimiento de su mera existencia pues se pensaba que
era imposible que existieran soluciones no dispersivas, o bien posteriormente por la falta
de una formalizaciéon matemaética con la que poder calcular analiticamente este tipo de

soluciones, hoy en dia su estudio es un campo de gran interés cientifico.

En el primer capitulo de este trabajo, a través de la evolucion cientifica desarrollada
a lo largo de los dos ultimos siglos, se detalla como se ha ido construyendo un formalismo
tedrico alrededor de estas soluciones de tipo defecto topoldgico en teorias de campos esca-
lares. En él, a parte de introducir multitud de conceptos, se remarca una gran diferencia
entre lo que se denominan, dentro de una teoria de campos, ondas solitarias tipo kink
de solitones. La clave de esta diferencia de terminologia esta en el comportamiento de
las ondas frente a colisiones, destinando el concepto de soliton a aquellas ondas solitarias
que presentan choques elasticos. Por otra parte, en el capitulo se dan las herramientas
necesarias para saber qué son y como se pueden calcular los puntos de vacio, las soluciones
solitonicas topoldgicas y las no topoldgicas dentro de un modelo fisico descrito mediante
un sistema de ecuaciones en derivadas parciales no lineales de la forma (1). Finalmente,

se particulariza lo aprendido al estudio del modelo de Seno-Gordon, el cual sirve de base
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para el estudio de los siguientes capitulos, puesto que éste se encuentra integrado dentro

del modelo masivo no lineal S?-sigma, en el que estd centrado este trabajo.

En el segundo capitulo se estudia el modelo (141)-dimensional masivo no lineal S*-
sigma basdndose en un marco puramente bosénico (de hecho se considera el modelo masivo
no lineal més simple posible al elegir el potencial). En él, en primer lugar, se describe cémo
se construye este modelo, el cual se puede asemejar al movimiento de una particula en
R? bajo la influencia de una funcién potencial, al que se le anade una ligadura con la
que se restringe su movimiento a una esfera de radio R. A continuacion se analizar las
distintas soluciones existentes tanto cuando las dos masas de los bosones son diferentes,
distinguiendo los puntos de vacio de las dos soluciones solitonicas topoldgicas singulares
K, /K} y Ks/Kj como de las soluciones soliténicas no topoldgicas, como cuando las dos
masas son iguales, lo que provoca una degeneracion de todas soluciones soliténicas pa-
sando a existir una unica familia topoldgica uniparamétrica de soluciones que viven en
los distintos semimeridiano de la esfera con una energia igual a 2R?. También en este
capitulo se afirma que el modelo no sélo es completamente integrable sino que también
es separable por Hamilton-Jacobi (HJ), lo cual se deduce mediante una transformacién
a coordenadas elipticas en la esfera, permitiendo encontrar, siempre y cuando las masas
de los bosones sean distintas, cuatro familias de trayectorias homoclinicas de solitones
no topoldgicos que comienzan y terminan en uno de los polos, siendo estas soluciones

inestables del sistema mecanico.

Por otra parte, en este segundo capitulo, también se resalta una importante aplicacién
del modelo no lineal sigma: la espintrénica, ya que este modelo puede ser interpretado
como el paso al continuo de un conjunto de nicleos situados unos muy proximos a los
otros con sus respectivos espines orientados siguiendo la influencia de campo magnéti-
co. Formalmente esto se obtiene calculando el limite de largas longitudes de onda (bajas
energias) de las ecuaciones de campo estaticas de este modelo sigma llegando a obtener
las ecuaciones estaticas de Landau-Lifshitz, que gobiernan el limite de alto espin en los
materiales ferromagnéticos en una dimension. Desde esta perspectiva, los solitones son

ondas de espin solitarias. Es mads, las soluciones topolégicas singulares K /Ky Ky/ K5
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son paredes de Bloch e Ising respectivamente, las cuales forman interfaces entre dominios
ferromagnéticos. Analogamente, los solitones no topolégicos son superposiciones no linea-

les de una pared basica de Bloch y una pared basica de Ising a diferentes distancias.

Finalmente, en el tercer capitulo se realiza un estudio detallado del fenémeno de scat-
tering de solitones. En primer lugar, se muestra el formalismo de la transformada de
Backlund a través del cual se pueden calcular, de una manera recursiva, todas las so-
luciones presentes en el modelo de Seno-Gordon, consiguiendo con cada transformacion
configuraciones cada vez mds complejas (con un mayor nimero de solitones) siendo pre-
cisamente estas soluciones las expresiones con las que se pueden describir los fenémenos
de scattering. A partir de este formalismo se analizan choques entre dos soluciones so-
litonicas dentro del modelo de Seno-Gordon, resaltando las colisiones soliton-soliton, so-
liton-antisolitén y los breathers. Posteriormente, la informacion extraida es transferida al
estudio del scattering entre defectos topolégicos dentro del modelo masivo no lineal S?-
sigma. Esta transferencia es posible ya que el modelo Seno-Gordon se encuentra integrado
dentro del modelo sigma. Este tltimo estudio no solo se realiza analiticamente sino que
para completarlo se desarrollan, mediante scripts en Mathematica, distintas simulaciones
con las que poder visualizar estos particulares fenémenos, los cuales se encuentran pro-

fundamente relacionados con la espintronica.

En resumen, el estudio sobre las soluciones soliténicas realizado en este trabajo es de
gran valor debido a sus multitud de aplicaciones, pese a que en éste solo se han analizado
algunas soluciones unidimensionales posibles. Esta teoria, sin embargo, podria extenderse
a vortices y lumps en 2 dimensiones, monopolos y Skyrmions en 3 dimensiones o incluso

en instantones en 4 dimensiones.
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Apéndice A: Notacion relativista

En primer lugar, cabe senalar que con el fin de simplificar la notacién, en todo el
trabajo se normalizan las velocidades asumiendo que la velocidad de la luz vale 1.

Las transformaciones de Lorentz se definen como aquellas que dejan invariante al pro-

ducto escalar en el espacio de Minkowski definido como

z-x=1"=g,a"r" =20 - E vzt =" —x-x (A1)

2

donde p,v = 0,1,2,3 son los grados espacio-temporales, ¢ = 1,2, 3 son los grados espa-
ciales y asumiendo la suma sobre indices repetidos (criterio de Einstein) y que la métrica

de Minkowski se define como

1 0 0 0
0 -1 0 0
{9} = (A.2)
0 0 -1 0
0O 0 0 -1
siendo {g,,} la forma matricial del tensor g, .
De esta manera, el producto de dos cuadrivectores se define como
-y =gy =2%" —x-y (A.3)

y el inverso de esta métrica como {g"} = {gw} " = {gu} donde g"*g,, = 5"

Por consiguiente, si queremos que se cumpla que el producto escalar en el espacio de

Minkowski, definido por g, sea invariante bajo transformaciones de Lorentz
ot — 2" = A Y (A.4)

debemos tener en cuenta, en primer lugar, que la invariancia del producto escalar en (A.3)
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APENDICE A: NOTACION RELATIVISTA

implica que

Ty — 2 y/ _ gwjx/,uyw

= gm,A”aSL‘aAygyﬁ

= N”Dlgu,,A”/g:){:"‘yﬁ .

y por lo tanto se hace necesario que
A“agw,A”/ga:O‘y’B = gaﬁxo‘yﬁ.
Esto supone que
Yap = Naguw\’p,

o, reorganizando los indices mudos

g = (A1), 005’y 0 {gw} = {0} {gas} {27}

Si escribimos esto en notacién matricial tenemos

g=AgA,

lo cual define al conjunto de matrices A que forma el Grupo de Lorentz SO(1, 3).

(A.5)

(A.6)

(A7)

Como un ejemplo clédsico de transformacion de Lorentz se puede considerar el cambio

de un sistema en reposo a un sistema inercial con velocidad v constante a lo largo del eje

x, esto seria

t+ovx
t t N v vy 0
. o T+ vt v oy 0
{zV'} = — = V1= ]| =
Y Y 0 0 1
)

z 2! - 0 0 0
coshé sinhé 0 0 t

sinh¢ coshé 0 0 T

0 0 10 Y

0 0 0 1 z

1
V1—0v?
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donde coshé =, sinhé =vyy v =

~

- o O O
< 8

I\

= {A" 3 {a"},

(A.10)



Apéndice B: Cdédigo de Mathematica

Para complementar el estudio del scattering entre soluciones soliténicas realizado en el
tercer capitulo, se ha decidido implementar una serie de simulaciones en Mathematica. En
ellas se muestran cémo se producen estos fenémenos de colisién entre soluciones soliténi-
cas pertenecientes al modelo Seno-Gordon asi como entre defectos topolégicos dentro del
modelo masivo no lineal S2-sigma. Todos los scripts creados para realizar estas simula-
ciones se encuentran recogidos en el archivo Simulaciones_Solitones_Scatterings.nb,
que se adjunta a este trabajo y se encuentra disponible en enlace. Una parte de este codi-
go, referente al scattering de defectos topoldgicos del modelo masivo no lineal S*-sigma,

se muestra a continuacién.

* Cédigo necesario para realizar las animaciones:

drawPendula[f_, range_, n_, rad_] :=Modu1e[{11nes, balls, ypos, pos},

lines = {}; balls = {};

For[i =1, isn, i,

i
ypos = range[[1]] +
n-1

(range[[2]] - range[[1]]);

pos = {Sin[f[ypos]], ypos, -Cos[f[ypos]]};
AppendTo[lines, Line[{{@, ypos, 0}, pos}]];
AppendTo[balls, Sphere[pos, rad]] ;];

Graphics3D[Join[lines, {Blue, balls}], Boxed -» False, PlotRange » {{-1.1, 1.1}, range, {-1.1, 1.1}}, ImageSize - Small]]

sineGordonAnimate2[sol_, xrange_ , trange_, orange_, n_, rad_] :=

Manipulate|
Row[{Plot[sol[x, t, o], {x, xrange[[1]], xrange[[2]]}, PlotRange » {-x, x}, ImageSize » Small],

drawPendula[sol[#, t, o] &, xrange, n, rad]}],

{{t, trange[[1]1}, trange[[1]], trange[[2]], AnimationRate » 20, ControlType - Animator, Appearance - "Open"} 9

{{o, .75}, orange[[1]], orange[[2]], Appearance -» "Open"}, AutorunSequencing -)A'L'L]

Figura 1: Funciones auxiliares necesarias para la creacion de las simulaciones de
scatterings dentro del modelo masivo no lineal S*-sigma donde se pueden asociar los
solitones con ondas de espines. Estos espines estdin representados mediante péndulos
unidos a una barra que se toma como eje de rotacion frente a perturbaciones.
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APENDICE B: CODIGO DE MATHEMATICA

a) Solitén

o (x-v t)/\ 1-v2 ]

oKV, x5 t_, o] :=ZArcTan[e

sineGordonAnimate2 [¢k[0.1, #1, #2, #3] &, {-10, 10}, {-160, 160}, {-1, 1}, 200, ©.05]

0.75 = |+FHR|¥|—

T
2L
1L

=10 -5 5 10
Ak
=1
3F

Plot3D[¢k[6.1, X, t, 0.5], {X, 10, -10}, {t, -100, 100}, AxesLabel » {"x

b) Antisoliton

-0 (x-v t)/‘\/l—vz ]

dalv_, x_, t_, o] :=ZArcTan[e

sineGordonAnimate2[¢a[0.1, #1, #2, #3] &, {-10, 10}, {-100, 100}, {-1, 1}, 200, ©.05]
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APENDICE B: CODIGO DE MATHEMATICA

In[e]:=

outfe]=

Plot3D[¢a[0.1, X, t, 0.5], {X, 10, -10}, {t, -100, 100}, AxesLabel - {"x", "t"}]

1)

Inf+]:=

outf+]=

Inf+]:=

outf+]=

Scattering de 2 soluciones

a) Solitén - Solitén // Antisolitén-antisolitén
vS'inh[ ax/ \]1-\/2 ]
Cosh[ ov t/ \/1- v2 ]

¢ss[v_, x_, t_, o] :=2ArcTan

sineGordonAnimate2[¢ss[0.1, #1, #2, #2] &, {-10, 10}, {-100, 100}, {-1, 1}, 200, 0.05]

t — P+ R >
o
0.75 = R[]
3L
P
iL

Plot3D[¢ss[B.1, x, t, ©.5], {x, -20, 20}, {t, -100, 100}, PlotRange » Al1l, AxesLabel - {"x", "t", "Uss"}, Background -»wh'ite]

4




APENDICE B: CODIGO DE MATHEMATICA

b) Solitén - Antisolitén

S'inh[avt/ \]1-\/2]
vCosh[ax/m]

oka[v_, x_, t_, o] :=ZArcTan[

sineGordonAnimate2[¢ka[0.1, #1, #2, #3] &, {-10, 10}, {-100, 100}, {-1, 1}, 200, 0.65]

0.75 =R —

Plot3D[¢ka[e.1, x, t, 0.75], {x, 20, -20}, {t, -100, 100}, PlotRange » All, AxesLabel s {"x", "t", "Us,"}, Background -»wh'ite]

<.
=207 _100

c) Breather estético

Sqrt[1-whA2] Sin[ow t]

wCosh[axw/m] ]

gbsiw , x_, t 5 o1 :=ZArcTan[

sineGordonAnimate2[¢bs[0.1, #1, #2, #3] &, {-10, 10}, {-100, 100}, {-1, 1}, 200, 0.05]

B — iR
o
0.75 =R
" 3 4
2,
iL
a 4
£10 -5 5 10
=
Bl
3l
" 4 a
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APENDICE B: CODIGO DE MATHEMATICA

InfeJ:= Plot3D[¢bs[0.1, X, t, 0.75], {x, -20, 20}, {t, 100, -100}, PlotRange » All, AxesLabel - {"x", "t", "U, "}, Background - White]

S
<S>
S
“!{“

Outfe]=

o
-100

d) Breather dindmico con gran amplitud

Sqre[1-wh2] sin[ow (t.”,/\/l_cz]
wCosh[a (x-ct) «/m/ﬂll_cz]

Infe]i= obdlw , ¢, x5 t, o] :=2ArcTan[

sineGordonAnimate2 [¢bd [0.009, 0.1, #1, #2, #3] &, {-10, 10}, {-100, 100}, {-1, 1}, 200, 0.05]

t —r+RI¥ >
o
0.75 — P+ IARI¥
3F
outf«]= 2r
1k
L . . .
-10 10

N

Plot3D[¢bd[0.9, 0.1, x, t, 0.75], {x, -20, 20}, {t, 100, -100}, PlotRange » All, AxesLabel- {"x", "t", "U, "},

Background - White]

outfe]=
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APENDICE B: CODIGO DE MATHEMATICA

General

(+Puedes poner cualquier valor de al y 2«)

(1-51 2) t (1+512) x (1-522) t (1+522) x
(al+a2) e 2al '~ 2al  -e z ' 2a2
Colision[x_, t_, al_, a2_] :=2ArcTan[ ]
+ +
(al - a2) 1+e[251 2a2 2a1 2a2

1-a12 1-522]t [1+a.12 1+522] ]
+ x

s'ineGordonAn'imatez[Col'is'ion[:tl, #2, al, a2] &, {-10, 10}, {-100, 100}, {-1, 1}, 200, 0.05] /. {al> 1.5, a2~ -0.75}

0.75 -+ R
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