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Departamento de Qúımica F́ısica
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Part́ıcula en 1 dimensión sin spin

Ψ(x): función de onda correspondiente a una part́ıcula sin spin en una
dimensión
↪→ x: coordenada que determina la posición de la part́ıcula en el espacio
unidimensional

Supondremos que la función de onda está normalizada:∫
τ
|Ψ(x)|2dx =

∫
τ
Ψ∗(x)Ψ(x)dx = 1

La función de onda tiene dimensiones de L−1/2.
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Part́ıcula en 1 dimensión sin spin

|Ψ(x)|2: Densidad de probabilidad de encontrar a la part́ıcula en x

|Ψ(x)|2dx: Probabilidad de encontrar la part́ıcula en un elemento de
longitud dx alrededor de la posición x

↪→ Probabilidad P en una región del espacio −x1 ≤ x ≤ x2

P =

∫ x2

−x1

|Ψ(x)|2dx =

∫ x2

−x1

Ψ∗(x)Ψ(x)dx

↪→ Probabilidad P en todo el espacio ⇒ P = 1
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Part́ıcula en 3 dimensiones sin spin

Ψ(x, y, z): función de onda correspondiente a una part́ıcula sin spin en tres
dimensiones
↪→ (x, y, z): coordenadas que determinan la posición de la part́ıcula en el
espacio tridimensional

Supondremos que la función de onda está normalizada:∫
τx

∫
τy

∫
τz

|Ψ(x, y, z)|2dx dy dz = 1

La función de onda tiene dimensiones de L−3/2.
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Part́ıcula en 3 dimensiones sin spin

|Ψ(x, y, z)|2: Densidad de probabilidad de encontrar a la part́ıcula
en la posición (x, y, z)

|Ψ(x, y, z)|2dx dy dz: Probabilidad de encontrar la part́ıcula en un
elemento de volumen dx dy dz alrededor de la posición (x, y, z)

↪→ Probabilidad P en una región del espacio V

P =

∫ ∫ ∫
V
|Ψ(x, y, z)|2dx dy dz

↪→ Probabilidad P en todo el espacio ⇒ P = 1
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Part́ıcula en 3 dimensiones sin spin

¿Qué ocurre si no integramos sobre todas las coordenadas?

D(z) =

∫
τx

∫
τy

|Ψ(x, y, z)|2dx dy
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Part́ıcula en 3 dimensiones sin spin

D(z) =

∫
τx

∫
τy

|Ψ(x, y, z)|2dx dy

Densidad de probabilidad de encontrar la part́ıcula con un
determinado valor de z y cualquier valor de x e y.
Dimensiones f́ısicas: L−1.

D(z) dz: Probabilidad de encontrar la part́ıcula en un intervalo dz
alrededor de z (cualquier valor de x e y).

Qúımica F́ısica I Grado en Qúımica Universidad de Salamanca 7 / 28



Part́ıcula en 3 dimensiones sin spin

En coordenadas esféricas (r, θ, ϕ):

Dimensiones f́ısicas de Ψ(r, θ, ϕ): L−3/2
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Part́ıcula en 3 dimensiones sin spin

|Ψ(r, θ, ϕ)|2: Densidad de probabilidad en el punto (r, θ, ϕ)

|Ψ(r, θ, ϕ)|2 r2 sinθ dr dθ dϕ: Probabilidad en un elemento de
volumen r2 sinθ dr dθ dϕ

↪→ Probabilidad P en una región del espacio V

P =

∫ ∫ ∫
V
|Ψ(r, θ, ϕ)|2r2 sin θ dr dθ dϕ
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Part́ıcula en 3 dimensiones sin spin

¿Y si no integramos sobre la distancia radial al origen?

P (r) =

∫ 2π

0

∫ π

0
|Ψ(r, θ, ϕ)|2 r2 sin θ dθ dϕ
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Part́ıcula en 3 dimensiones sin spin

P (r) =

∫ 2π

0

∫ π

0
|Ψ(r, θ, ϕ)|2 r2 sin θ dθ dϕ

Densidad de probabilidad de encontrar la part́ıcula a una determinada
distancia r y en cualquier dirección (valor de θ y ϕ).
Dimensiones f́ısicas: L−1.
↪→ Función de distribución radial P (r)

P (r) dr: Probabilidad de encontrar la part́ıcula a una distancia del origen
entre r y r + dr, en cualquier dirección del espacio.
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N part́ıculas sin spin en el espacio 1D

Ψ(x1, x2, ..., xN ): Función de onda del sistema
↪→ x1: coordenada que determina la posición de la primera part́ıcula
↪→ x2: coordenada que determina la posición de la segunda part́ıcula
↪→ ...
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N part́ıculas sin spin en el espacio 1D

Condición para la normalización de la función de onda∫ ∫ ∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸
Todo el espacio

|Ψ(x1, x2, ..., xN )|2 dx1 dx2 ... dxN = 1

implica una integral múltiple sobre las N dimensiones de este espacio.
Las dimensiones f́ısicas de esta función son L−N/2
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N part́ıculas sin spin en el espacio 1D

|Ψ(x1, x2, ..., xN )|2: Densidad de probabilidad de encontrar la
part́ıcula 1 en x1, la part́ıcula 2 en x2, y aśı sucesivamente.

|Ψ(x1, x2, ..., xN )|2 dx1 dx2 ... dxN : Probabilidad de encontrar la
part́ıcula 1 en un elemento de longitud dx1 alrededor de la posición
x1, la part́ıcula 2 en un elemento de longitud dx2 alrededor de la
posición x2, etc.

↪→ Probabilidad P en una longitud l del espacio N -dimensional

P =

∫ ∫ ∫
. . .

∫
l

N integraciones

|Ψ(x1, x2, ..., xN )|2 dx1 dx2 ... dxN

Qúımica F́ısica I Grado en Qúımica Universidad de Salamanca 14 / 28



N part́ıculas sin spin en el espacio 1D

¿Y si integramos sólo sobre la coordenada de una part́ıcula?

D1(x2, x3, ..., xN ) =

∫
|Ψ(x1, x2, ..., xN )|2 dx1
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N part́ıculas sin spin en el espacio 1D

D1(x2, x3, ..., xN ) =

∫
|Ψ(x1, x2, ..., xN )|2 dx1

Densidad de probabilidad de encontrar a la part́ıcula 2 en x2, a la 3
en x3, etc., cuando la part́ıcula 1 ocupa cualquier posición en el espacio.
Dimensiones f́ısicas: L−N+1.

D1(x2, x3, ..., xN ) dx2 dx3 ...dxN

Probabilidad de encontrar la part́ıcula 2 en un elemento de longitud dx2
alrededor de la posición x2, la part́ıcula 3 en un elemento de longitud dx3
alrededor de la posición x3, etc., cuando la part́ıcula 1 ocupa cualquier
posición en el espacio.
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N part́ıculas sin spin en el espacio 1D

¿Y si no integramos sobre las coordenadas de una part́ıcula?

D(x1) =

∫ ∫ ∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸

N − 1 integraciones

|Ψ(x1, x2, ..., xN )|2 dx2 ... dxN
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N part́ıculas sin spin en el espacio 1D

D(x1) =

∫ ∫ ∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸

N − 1 integraciones

|Ψ(x1, x2, ..., xN )|2 dx2 ... dxN

Densidad de probabilidad de encontrar a la part́ıcula 1 en x1 cuando el
resto de part́ıculas ocupan cualquier posición en el espacio.
Dimensiones f́ısicas: L−1.

D(x1) dx1

Probabilidad de encontrar la part́ıcula 1 en un elemento de longitud dx1
alrededor de la posición x1 cuando el resto de part́ıculas ocupan cualquier
posición en el espacio.
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N part́ıculas sin spin en el espacio 1D

¿Y si no integramos sobre las coordenadas de dos part́ıculas?

D′(x1, x2) =

∫ ∫ ∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸

N − 2 integraciones

|Ψ(x1, x2, ..., xN )|2 dx3 dx4 ... dxN

Densidad de probabilidad de encontrar la part́ıcula 1 en x1 y la part́ıcula 2
en x2 cuando el resto de part́ıculas ocupan cualquier posición en el espacio.
Dimensiones f́ısicas: L−2.

D′(x1, x2) dx1 dx2

Probabilidad de encontrar la part́ıcula 1 en un elemento de longitud dx1
alrededor de x1 y la part́ıcula 2 en un elemento de longitud dx2 alrededor
de x2, cuando el resto de part́ıculas ocupan cualquier posición en el espacio.
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N part́ıculas sin spin en el espacio 1D

¿Y si ahora integramos sobre las coordenadas de la part́ıcula 2?

D(x1) =

∫
D′(x1, x2)dx2

Densidad de probabilidad de encontrar a la part́ıcula 1 en x1 cuando el
resto de part́ıculas ocupan cualquier posición en el espacio.
Dimensiones f́ısicas: L−1.
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N part́ıculas sin spin en el espacio 1D

Recuperamos la expresión obtenida anteriormente!!

D(x1) =

∫
D′(x1, x2)dx2 =

=

∫ ∫ ∫ ∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸

N − 2

|Ψ(x1, x2, ..., xN )|2 dx3 dx4 ... dxN dx2

=

∫ ∫ ∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸

N − 1

|Ψ(x1, x2, ..., xN )|2 dx2 dx3 dx4 ... dxN
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N part́ıculas sin spin en 3 dimensiones

Ψ(r⃗1, r⃗2, ..., r⃗N ): Función de onda del sistema
↪→ r⃗1: vector de posición de la primera part́ıcula
↪→ r⃗2: vector de posición de la segunda part́ıcula
↪→ ...
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N part́ıculas sin spin en 3 dimensiones

Condición para la normalización de la función de onda∫ ∫ ∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸
Todo el espacio

|Ψ(r⃗1, r⃗2, ..., r⃗N )|2 dr⃗1 dr⃗2 ... dr⃗N = 1

implica una integral múltiple sobre las 3N dimensiones de este espacio.
Las dimensiones f́ısicas de esta función son L−3N/2.
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N part́ıculas sin spin en 3 dimensiones

|Ψ(r⃗1, r⃗2, ..., r⃗N )|2: Densidad de probabilidad de encontrar la
part́ıcula 1 en r⃗1, la part́ıcula 2 en r⃗2 y aśı sucesivamente.

|Ψ(r⃗1, r⃗2, ..., r⃗N )|2 dr⃗1 dr⃗2 ... dr⃗N : Probabilidad de encontrar la
part́ıcula en un elemento de volumen dr⃗1 alrededor de r⃗1, a la
part́ıcula 2 en un elemento de volumen dr⃗2 alrededor de r⃗2, etc.

↪→ Probabilidad P en un volumen V del espacio 3N -dimensional

P =

∫ ∫ ∫
. . .

∫
V

3N integraciones

|Ψ(r⃗1, r⃗2, ..., r⃗N )|2 dr⃗1 dr⃗2 ... dr⃗N
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N part́ıculas sin spin en 3 dimensiones

¿Y si no integramos sobre las coordenadas de una part́ıcula?

D(r⃗1) =

∫ ∫ ∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸

3N − 3 integraciones

|Ψ(r⃗1, r⃗2, ..., r⃗N )|2 dr⃗2 dr⃗3 dr⃗4 ... dr⃗N

Densidad de probabilidad de encontrar a la part́ıcula 1 en la posición
r⃗1 cuando el resto de part́ıculas ocupan cualquier posición en el espacio.
Dimensiones f́ısicas: L−3.

D(r⃗1) dr⃗1: Probabilidad de encontrar la part́ıcula 1 en un elemento de
volumen dr⃗1 centrado alrededor de r⃗1 cuando el resto de part́ıculas ocupan
cualquier posición en el espacio.
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N part́ıculas sin spin en 3 dimensiones

¿Y si no integramos sobre las coordenadas de dos part́ıculas?

D′(r⃗1, r⃗2) =

∫ ∫ ∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸

3N − 6 integraciones

|Ψ(r⃗1, r⃗2, ..., r⃗N )|2 dr⃗3 dr⃗4 ... dr⃗N

Densidad de probabilidad de encontrar la part́ıcula 1 en r⃗1 y la part́ıcula 2
en r⃗2 cuando el resto de part́ıculas ocupan cualquier posición en el espacio.
Dimensiones f́ısicas: L−6.

D′(r⃗1, r⃗2) dr⃗1 dr⃗2: Probabilidad de encontrar la part́ıcula 1 en un elemento
de volumen dr⃗1 centrado en r⃗1 y la part́ıcula 2 en un elemento de volumen
dr⃗2 centrado en r⃗2 cuando el resto de part́ıculas ocupan cualquier posición
del espacio.
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N part́ıculas sin spin en 3 dimensiones

¿Y si ahora integramos sobre las coordenadas de la part́ıcula 2?

D(r⃗1) =

∫ ∫ ∫
D′(r⃗1, r⃗2)dr⃗2

Densidad de probabilidad de encontrar a la part́ıcula 1 en la posición
r⃗1 cuando el resto de part́ıculas ocupan cualquier posición en el espacio.
Dimensiones f́ısicas: L−3.
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N part́ıculas sin spin en 3 dimensiones

Recuperamos la expresión obtenida anteriormente!!

D(r⃗1) =

∫ ∫ ∫
D′(r⃗1, r⃗2)dr⃗2 =

=

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸

3N − 6

|Ψ(r⃗1, r⃗2, ..., r⃗N )|2 dr⃗3 dr⃗4 ... dr⃗N dr⃗2

=

∫ ∫ ∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸

3N − 3

|Ψ(r⃗1, r⃗2, ..., r⃗N )|2 dr⃗2 dr⃗3 dr⃗4 ... dr⃗N
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