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Introducción

Los espacios topológicos de Alexandro�, aquellos en los que la intersec-
ción arbitraria de abiertos es abierta �en particular los espacios topológicos
�nitos�, son entes matemáticos engañosamente sencillos. Como prueba de
ello, dejando al margen todas las cuestiones aún por conocer sobre su estruc-
tura, pueden emplearse como un medio para discretizar y, en ese sentido,
modelar, información de una amplísima clase de espacios topológicos más
complejos y de datos adicionales sobre estos. Así, su �complejidad� es com-
parable a la de los espacios topológicos arbitrarios. Además, es clásico que
podemos interpretarlos de al menos tres formas distintas: además de la to-
pológica, también pueden entenderse como conjuntos preordenados o como
cierta clase de categorías pequeñas; lo cual nos proporciona un triple lengua-
je con el que trabajar según la situación lo requiera. Nótese que en el caso
T0, que podremos suponer sin pérdida de generalidad, estamos hablando de
conjuntos parcialmente ordenados �posets�.

Sus aplicaciones al estudio de los espacios topológicos, por ejemplo a
los tipos de homotopía débil, son clásicas, véase [4]. La idea subyacente es
muy sencilla: dado un espacio topológico S �pongamos que cuasicompacto,
empleando la terminología de Bourbaki� y un recubrimiento abierto de este
�pongamos que �nito� U de este, podemos de�nir un espacio �nito X y
una aplicación continua

π : S → X

que llamamos �modelo �nito� asociado a (S,U). Si U se elige de modo
que para cada s ∈ S la intersección U s de los entornos de s en U sean
homotópicamente triviales �resp. tengan πn trivial para cierto n�, esta
aplicación induce una equivalencia homotópica débil entre S y X �resp.
induce un isomor�smo πn(S) ' πn(X)�.
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Más recientemente, Fernando Sancho abordó el estudio de los espacios
�nitos anillados y de algunas de sus aplicaciones, lo que supuso el detonante
para iniciar esta tesis doctoral. Por ejemplo, en [30] se extiende la teoría de
homotopía clásica de espacios topológicos �nitos �que incluye la genera-
lización de un teorema de Stong de clasi�cación en términos de �espacios
minimales� para los cuales ser homótopos implica ser isomorfos�, pero
más críticamente se observa que el contexto anillado recoge tanto el caso
topológico como el de la teoría de esquemas.

En efecto, hay un functor plenamente �el de espacios topológicos a es-
pacios anillados Top → RS con S 7→ (S,Z) adjunto a la derecha del
functor olvido. Los Z-módulos cuasicoherentes en (S,Z) son los haces de
grupos abelianos localmente constantes en S, que es la categoría clasi�-
cada por el grupo fundamental π1(S) �caso conexo�. Si en la construc-
ción del modelo �nito anterior se dota a X del haz estrucutral π∗Z ≡ Z
y se toma un recubrimiento tal que π1(U s) es trivial para todo s ∈ S,
es decir, tal que todo Z-módulo localmente constante en U s es constan-
te �i.e. tal que la categoría de Z|Us-módulos cuasicoherentes es trivial
en el sentido de ser equivalente, vía el functor de secciones globales, a
la categoría de Z-módulos, Qcoh(U s,Z|Us)

∼→ Mod(Z)�; se tiene una
equivalencia adjunta entre las categorías de haces localmente constantes
(π∗ a π∗) : Qcoh(S,Z) ' Qcoh(X,Z) , es decir, π1(S) ' π1(X).

Lo interesante es que esta línea de pensamiento generaliza a las ca-
tegorías de módulos cuasicoherentes de esquemas: si S ≡ (S,OS) es un
esquema �que habitualmente supondremos cuasicompacto y cuasisepara-
do (qc-qs)� y OX := π∗OS , se veri�ca que si los U s son a�nes, es decir,
si Qcoh(U s) ' Mod(OS(U s)) �i.e. si sus categorías de cuasicoherentes
son triviales�, se obtiene una equivalencia Qcoh(S) ' Qcoh(X). Dada la
importancia suprema de la categoría de módulos cuasicoherentes para un
esquema, que lo determina completamente, queda de relieve la utilidad de
los espacios �nitos anillados como modo de estudiar esquemas algebraicos.
El espacio anillado (X,OX) puede entenderse como un dato de construc-
ción o de recollement del esquema S: una colección de anillos �esquemas
a�nes� relacionados por mor�smos que inducen inmersiones abiertas entre
los correspondientes espectros.

Para motivar aún más esta situación, hay que destacar que el estudio de
haces en posets es particularmente sencillo: dar un haz en un poset X con
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valores en una categoría C no es más que dar un functor X → C. En este
lenguaje, un OX -módulo cuasicoherente es un haz de módulos que cambia
de base al restringir los abiertos. Esta es una descripción muy operativa y
cercana a las ideas originales sobre cómo debían de�nirse estos objetos. El
lector puede observar que esta descripción es análoga a la que se tiene al
tratar esquemas simpliciales �i.e. sitios anillados simpliciales�. De hecho,
la teoría de espacios �nitos anillados es, en cierto sentido, paralela a esta;
pero, si bien perdemos la facilidad para realizar algunas construcciones uni-
versales que la categoría simplicial ∆ sí permite, ganamos adaptabilidad a
cada problema particular y preservamos más estructura combinatoria de los
espacios que estamos estudiando. Además, consideramos que el estudio de
los espacios anillados �nitos es, en mayor medida que su hermano simpli-
cial, un �n geométrico-algebraico en sí mismo; a�rmación que trataremos
de defender en esta memoria.

En este contexto, F. Sancho procedió en [29] a caracterizar aquellos espa-
cios anillados �nitos que, sin ser necesariamente modelos de ningún esquema,
exhibían un comportamiento similar al de estos. Sus esfuerzos cristalizaron
en las de�niciones de espacio anillado afín �que tiene sentido en contextos
más generales, incluso diferenciables, véase [28]� y espacio esquemático,
llevando �nalmente a de�nir una categoría esquemática que quedó carac-
terizada como la mayor subcategoría de espacios anillados �nitos cerrada
por productos y grá�cas, y cuyos mor�smos preservan la cuasicoherencia
�Proposición 4.4.6�. En este contexto, todo espacio esquemático X tiene
asociado functorialmente un espacio localmente anillado Spec(X) �si X
es un modelo de un esquema, esta construcción recupera dicho esquema�.
En términos de la interpretación de recollement que mencionamos antes,
Spec(X) será cierto espacio localmente anillado, cuasicompacto y cuasise-
parado, que es localmente afín respecto a monomor�smos planos. En [29]
también se de�ne una clase de mor�smos esquemáticos, los qc-isomor�smos,
que inducen isomor�smos al tomar Spec(−) �cuya caracterización comple-
tamos en el Teorema 5.1.9�. Esta clase de mor�smos de�ne un sistema
multiplicativo de �echas en la categoría, luego una localización �cociente
de Verdier� de la categoría esquemática que contiene de modo �el a la
categoría de esquemas qc-qs y es estrictamente mayor que esta.

Motivados por las cuestiones topológica y esquemática, abordamos en
esta memoria el estudio de la generalización del grupo fundamental étale
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de revestimientos �nitos del SGA I [15] al caso de espacios esquemáticos,
buscando recuperar el de esquemas como caso particular. Una situación si-
milar, en la cual estudiar una teoría en el contexto esquemático devuelve la
de esquemas por restricción, se tiene con la teoría de dualidad de Grothen-
dieck [31]. Para poder abordar nuestro objetivo inicial con cierta solvencia,
necesitamos desarrollar toda una teoría de espacios esquemáticos análoga a
la de esquemas, tarea a la que dedicamos la gran mayoría de esta memo-
ria y motivo por el cual quizá debería haberse titulado como su segundo
capítulo: Elementos de espacios esquemáticos, en nuestro humilde intento
de honrar al clásico de la escuela francesa. En etapas tempranas de esta
tarea nos dimos cuenta de que los objetos de la categoría esquemática son
�buenos�, pero sus propiedades dentro de la categoría no son tan �estables�
como sería deseable �aunque sí en su localización�; en el fondo, porque la
ligadura entre sus partes combinatoria o topológica y algebraica no es tan
fuerte como en los espacios localmente anillados. Así, algunos de nuestros
esfuerzos también van dirigidos a restringir la categoría esquemática en pos
de reforzar esta interacción y hacer dichas propiedades más �geométricas�,
en un sentido que haremos preciso.

De este modo, el tema central de la memoria ha resultado superar por
mucho en amplitud al grupo fundamental étale de espacios esquemáticos,
cuyo estudio dejamos al nivel de su mera construcción y de dos teoremas
muy generales �sucesión exacta de homotopía y Seifert-Van Kampen�,
para convertirse en la redacción un tratado más o menos sistemático acer-
ca de los espacios sobre los que lo de�nimos. Gracias a esto, con toda la
nueva �tecnología� a nuestra disposición, cerramos la memoria alcanzando
el objetivo de partida de la tesis, lográndolo además por cauces análogos
a los de su homónimo para esquemas introducido clásicamente en [15] que
no habrían sido navegables de otro modo. A tal efecto, con una mentalidad
constructiva, describimos muchas de las sutilezas que diferencian esta teo-
ría de espacios esquemáticos de su contraparte de esquemas, hacemos varias
disgresiones y aportamos detalles �innecesarios� con el objetivo de ilumi-
nar algunos rincones del mundo esquemático que habían permanecido en la
sombra �como �n en sí mismo�, empleamos un tono más discursivo �a
veces incluso informal� en diversos momentos para describir �moralmente�
algunas situaciones y planteamos una serie de cuestiones abiertas que aún
nos impiden peinar los últimos detalles desde un punto de vista uni�cado.
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Tales son los objetivos principales de esta iteración �nal de la memoria y de
la tesis doctoral, no tanto la persecución de problema �abierto� alguno.

Para terminar, mencionar que, aunque somos conscientes de la naturale-
za de este trabajo, de generosa extensión y limitado pragmatismo, con�amos
en que el lector encuentre ideas de su agrado y que despierten su interés por
el mundo de los espacios esquemáticos.

Estructura y contenidos

El documento se divide en tres partes, cada una con sus respectivos
apéndices. Como a continuación incluimos una nota cronológica sobre el
desarrollo de los conceptos presentados y, además, cada capítulo cuenta con
una introducción propia especi�cando qué es y qué no es original y demás
consideraciones particulares, solo hacemos ahora una síntesis.

La primera parte está dedicada a preliminares de tipo topológico o
categorial: tenemos un primer capítulo, de contenidos clásicos, en el que
nos dedicamos a repasar diferentes propiedades de los espacios de Alexan-
dro� y de los haces sobre ellos; y un segundo capítulo donde formalizamos
�para una 1-categoría o 2-categoría C� el concepto de �C-dato�, la noción
de �espacio de Alexandro� anillado con un C-haz estructural�, estudiándo-
se sus propiedades, en especial una construcción functorial que llamaremos
�cilindro�, a modo de lenguaje vehicular para lo que resta de memoria.

Los apéndices a la primera parte incluyen un recordatorio de algunas
nociones y construcciones explícitas de 2-límites y 2-colímites, así como
sugerencias sobre una posible vía con la que continuar el trabajo sobre los
C-datos, cuya idea de partida es dar de�niciones que, generalizando las de
espacios a�nes y esquemáticos, permitan estudiar problemas �de descenso�
en un contexto más amplio.

La segunda parte recoge la mayor parte de la teoría general de espa-
cios esquemáticos de que disponemos hasta la fecha. Su primer capítulo
comienza con un tratamiento general de los posets anillados y sus módulos
cuasicoherentes, en el que se trata de motivar la utilidad de algunas de las
condiciones que más adelante forzará la noción de espacio esquemático; y
prosigue con la de�nición y estudio de algunas propiedades elementales del
functor Spec, que envía cada poset anillado al espacio localmente anilla-
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do que entendemos como su recollement. Su segundo capítulo repasa la
mayor parte del material conocido sobre espacios esquemáticos y lo com-
pleta con una serie de nuevas caracterizaciones y formas de interpretarlo.
Su tercer capítulo de�ne y caracteriza las tres clases de mor�smos esque-
máticos más importantes: los qc-isomor�smos, estudiándose la localización
de la categoría esquemática que producen; así como las inmersiones planas
y los mor�smos �elmente planos. Las inmersiones planas juegan el papel
de las �inmersiones abiertas� en el contexto esquemático y proporcionan
la topología de Grothendieck natural con que equiparemos a estos, algu-
nas de cuyas propiedades estudiamos en detalle. En relación con ello, se
especializa la construcción del cilindro que habíamos visto para C-datos al
caso esquemático. Sigue un cuarto capítulo con la introducción de una
idea general: buscar modos de �reducir� la categoría esquemática para que
tenga un comportamiento más �geométrico�, i.e. para que la interacción
entre propiedades de la parte topológica y del haz de anillos sea más estre-
cha, como sucede en espacios localmente anillados. De�nimos subcategorías
de espacios concisos, pw-conexos y, �nalmente, geométricos; aplicando to-
do ello a describir algunos puntos del topos de las inmersiones planas: sus
functores �bra. Por último, el quinto capítulo de esta parte es un trata-
miento muy extenso de diversas clases de espacios y mor�smos esquemáticos
que, en su mayor parte, busca extender las clases homónimas de la teoría de
esquemas. La mayor parte de estos conceptos se introducen con objeto de lo-
grar de�nir �mor�smo propio� y probar las generalizaciones de los teoremas
fundamentales clásicamente asociados a tal denominación. Se concluye con
una sección �nal donde se aplica nuestra noción de �mor�smo algebraico�
�analogía de los mor�smos representables de functores� para describir la
topología �de Zariski� en el contexto esquemático y algunas topologías rela-
cionadas, como la que llamaremos �topología étale�. Como quedará patente
en el desarrollo de la memoria, las di�cultades para llegar a este punto pro-
vienen de dos mundos: a pesar de nuestras reducciones, la parte topológica
de los mor�smos esquemáticos no codi�ca nociones tan sencillas como la de
mor�smo cerrado y, en general, los espacios esquemáticos no son compati-
bles con de�niciones �algebraicas� que incluyan condiciones de tipo �nito o
presentación �nita, por estar de�nidos localmente por epimor�smos planos
de anillos sin suponer �nitud alguna.

Los apéndices a la segunda parte incluyen algunos más especí�cos
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y de importancia central: el primero da algunas �vagas� indicaciones so-
bre cómo podría generalizarse esta teoría al caso de posets in�nitos y a la
situación no noetheriana; el segundo es una recopilación de resultados alge-
braicos, algunos más conocidos que otros, relativos a los epimor�smos planos
de anillos �que controlan la estructura local de los espacios esquemáticos�,
así como muchas observaciones que tratan de poner en contexto los espacios
esquemáticos en relación con otras áreas de las matemáticas modernas; el
tercer apéndice recopila lenguaje estándar relativo a sitios de Grothendieck
y resultados sobre sus topos correspondientes, para uso en varias partes
de la memoria; y el cuarto apéndice, cuyo verdadero lugar está quizá en
el cuerpo principal de la tesis, pero que relegamos aquí para preservar la
lógica estructural de la exposición, describe las bases de la teoría de proes-
quemas: los espacios localmente anillados que aparecen como espectros de
espacios esquemáticos, en parte debida a [32] y en parte original, y que
pueden estudiarse en gran medida como puros espacios anillados gracias a
que los monomor�smos planos de esquemas son una noción muy rígida. Si
bien esta teoría presenta aún bastantes incógnitas, probamos resultados téc-
nicos que sí empleamos de modo crítico �aunque quizá no absolutamente
imprescindible� en la presentación y discurso de la segunda parte.

La tercera parte, mucho más breve que la anterior, aborda la construc-
ción de la categoría de Galois de revestimientos �nitos de espacios esquemá-
ticos. En su primer capítulo se de�nen los revestimientos �nitos étale, los
functores �bra asociados a puntos geométricos, y se estudian las propieda-
des de ambos para probar que las parejas que conforman son categorías de
Galois �recuperando las de esquemas cuando procede�. Gran parte de ello
pivota sobre el hecho de que los revestimientos �nitos étale que de�nimos
son los objetos �nitos localmente constantes del topos étale, de�nido por la
�topología étale� que introducimos al �nal de la parte previa. Por último,
su segundo capítulo da las generalizaciones a espacios esquemáticos de
dos resultados muy clásicos: la sucesión exacta de homotopía, con idéntica
demostración a la habitual para esquemas �por estar más relacionada con
generalidades categoriales�, pero posible gracias a la teoría sobre �mor�s-
mos propios� introducida en la segunda parte; y de algunas variantes del
Teorema de Seifert-Van Kampen que expresamos mediante el lenguaje de
C-datos.

Finalmente, los apéndices a la tercera parte hacen un tour sin de-

17



mostraciones por conceptos de la teoría de categorías de Galois y proponen
posibles rutas para generalizar este trabajo más allá de los revestimientos
�nitos que nos hemos limitado a presentar.

Nota cronológica

Para poner en relieve la exposición �nal que hemos realizado en esta me-
moria, vamos a vestirnos de arqueólogos y a repasar, con relativa brevedad,
cómo se desarrollaron los diferentes conceptos introducidos en relación a los
problemas que hallábamos en el camino.

La historia comenzó bajo la premisa de extender el grupo fundamental
étale a unos espacios esquemáticos que, por aquel entonces, se limitadan
a su de�nición y tratamiento cohomológicos que se exponen en el artículo
fundacional [29]. En seguida resultó evidente que el rol de la localización
por qc-isomor�smos en este contexto iba a impedir obtener una categoría de
Galois conformada por �mor�smos �nitos étale� en sentido clásico debido a
la no existencia de functores ��bra� conservativos. Solo podríamos obtener
functores conservativos tras factorizarlos por la localización, y esto seguía
teniendo inconvenientes.

La primera solución a esta situación fue aprovechar que se estaba tra-
tando de construir el grupo fundamental de revestimiento étale �nitos, luego
a�nes: correspondientes por tanto a haces de álgebras cuasicoherentes �sin
necesidad de localizar categoría alguna�. Esto permitió obtener una prime-
ra formulación del grupo fundamental étale de espacios esquemáticos como
el asociado a cierta subcategoría de haces de álgebras cuasicoherentes. Para
ello, fue necesario también desarrollar nociones de conexión adecuadas para
espacios esquemáticos y para los propios haces de álgebras involucrados, lo
cual acabó cristalizando en los espacios pw-conexos de la Sección 6.3. En
paralelo y en relación con esto, completamos el estudio de los espacios conci-
sos de la Sección 6.2, cuya utilidad quedaría patente más adelante. También
comenzamos a ampliar nuestra comprensión de los espacios esquemáticos
y a entenderlos como �datos de descenso�, así como a tratar con nociones
como la de inmersión plana, que a la postre resultarán centrales en el mundo
esquemático.

En este punto nos interesaban dos cuestiones: buscar un modo �geomé-
trico� de enunciar y trabajar con la teoría, más próximo a la formulación
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clásica en términos de revestimientos como objetos localmente constantes en
una topología dada �en un sitio�; y dar algunos de los resultados más clá-
sicos sobre el grupo fundamental, como el teorema de Seifert-Van Kampen
y la sucesión exacta de homotopía. Para la primera cuestión ya teníamos
una especie de descripción de los �revestimientos�, que hasta ahora tan solo
entendíamos como haces cuasicoherentes, en términos de haces localmente
constantes; pero esto, publicado ya en [27], se hacía sobre un cositio cu-
yos objetos eran haces de álgebras, no �espacios�. En el fondo, el motivo
era que no teníamos un modo razonable de de�nir �mor�smo étale� o, por
extensión y como mencionamos en la introducción, cualquier tipo de mor�s-
mo que requiriese condiciones de �tipo �nito� o �presentación �nita� �sin
embargo, sí es inmediato de�nir �mor�smo débilmente étale� para trabajar
como en [5], aunque esto se desviaba de nuestros objetivos originales, ya
que requiere tratar la situación no noetheriana, y queda como posible conti-
nuación de la tesis, véase el Apéndice C.2�. Esta misma cuestión impedía
dar un enunciado y demostración de la sucesión exacta de homotopía para
el grupo fundamental étale esquemático, dado que por el mismo motivo nos
era imposible de�nir �mor�smo propio�.

Así, atacamos primero la cuestión del teorema de Seifert-Van Kampen.
Desde bien temprano parecía claro que, en el fondo, solo estábamos dicien-
do que el grupo fundamental podía entenderse como una especie de �haz
de grupos pro�nitos� sobre el poset subyacente al espacio esquemático da-
do: debería ser posible computarlo como un colímite ��secciones�� de
los grupos fundamentales en cada punto. Formalizar este tipo de cuestio-
nes nos llevó a de�nir la noción de �C-dato� �i.e. equipar a cada poset
con un �C-haz estructural� y, lo más importante, tratar estas parejas como
una categoría�, en principio de modo un tanto naif, enlazando con algunas
ideas previas que teníamos acerca de entender los espacios esquemáticos
como representaciones de quivers. El problema de �jar puntos base para
los grupos fundamentales �que en [36] nos parecía resuelto de un modo
bastante arti�cial� nos llevó a tratar la cuestión en términos del grupoide
fundamental étale en una línea más próxima a la de [35], recuperándose
los resultados para el grupo fundamental a partir de estos y un sencillo
argumento. Además, este fue nuestro primer contacto con los mundo de
las 2-categorías y de los topos �y consideraciones sobre 2-categorías de
topos�, lo que puso de relieve la necesidad de admitir C-datos con valo-
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res en una 2-categoría estricta C. Lo primero que vimos en esta línea fue
que, como era de esperar, el grupoide fundamental étale puede computarse
como el (2-)colímite de los grupoides fundamentales de los esquemas a�nes
de cada punto del espacio esquemático: esto es lo que llamaríamos �Van
Kampen interno� o, en un lenguaje más abstracto, �veri�car descenso in-
terno� �De�nición 5.5.3�. Lo segundo fue �externalizar� este problema:
dar un teorema de Seifert-Van Kampen en términos de un recubrimiento
�natural� �a la postre, por inmersiones planas� del espacio esquemático.
Este último paso, que más adelante veríamos cómo enunciar en términos de
una equivalencia de topos, nos llevó a la noción de �cilindro de un codato
esquemático� y a los teoremas que prueban su esquematicidad �Teorema
5.4.16�, que por entonces realizábamos de modo ad hoc y por analogía
con la del cilindro de una aplicación continua. Este cilindro funciona como
un colímite a todos los efectos y además su cómputo no requiere realizar
�operaciones categoriales� con anillos o esquemas �a diferencia de, por
ejemplo, un colímite de esquemas simpliciales�; pero tampoco parecía ve-
ri�car la propiedad universal de los colímites y no sabíamos en qué contexto
situarlo. En cualquier caso, obtuvimos la formulación esperada del teore-
ma de Seifert-Van Kampen, que probaba el resultado para nuestro grupo
fundamental respecto a recubrimientos de un espacio esquemático por in-
mersiones planas; obteniéndose además como corolario el resultado para el
grupo fundamental étale de esquemas respecto a recubrimientos �nitos por
monomor�smos planos, lo cual, hasta donde sabemos, no se encontraba en
la literatura.

En este periodo estábamos también interesados en desarrollar una teoría
de espacios esquemáticos que sentase unas bases mucho más �exibles con
las que tratar estos objetos y su categoría. Así, fuimos considerando ideas
acerca del �espectro de un espacio esquemático� que se aproximaban a las de
la Sección 4.3 �al mismo tiempo, apareció [32], donde se trataban algunas
cuestiones más especí�cas sobre estos�, estudiando también los criterios
valorativos y alguna posible de�nición de mor�smos propio que relajase
las condiciones de �nitud que impedían su de�nición; así como el papel
universal de los espacios proyectivos �nitos �labor principalmente de F.
Sancho en [26], no incluida en esta memoria�. También tratamos de probar
sustitutos para los lemas de Dévissage y de Chow, que excluimos de esta
versión de la tesis en consonancia con la omisión que hacemos de dicha teoría
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de espacios proyectivos dado que, al �nal, puede darse una demostración de
nuestro objetivo principal, el teorema de �nitud de la cohomología para
mor�smos propios, sin pasar por este camino. En relación con el cilindro,
comenzamos a coquetear con ideas que permitiesen emplear este objeto para
dar una teoría de homotopía étale para espacios esquemáticos �en sentido
clásico, mediante análogos para la noción de hiperrecubrimiento�, cuyo
estado de desarrollo actual es muy insu�ciente para presentarla; así como a
buscar versiones ��nitas� de otros objetos como los espacios algebraicos. Fue
en este contexto cuando jugar con las ideas de 2-categorías, que habíamos
tratado por necesidad con anterioridad, nos llevó a dar con la propiedad
universal del cilindro: si entendíamos la categoría de posets como una 2-
categoría de modo natural, ½el cilindro no era más que un colímite laxo en
esta! Esta idea podía extenderse a categorías de C-datos si se tenía cierto
cuidado con las estructuras consideradas, lo que ponía por �n en contexto
esta construcción hasta entonces misteriosa. Quizá puedan entenderse estas
cuestiones en términos de colímites homotópicos, pero la versión puramente
2-categorial que presentamos es, a nuestro juicio, la más natural.

Este renovado interés en el cilindro llevó a la idea de tomar �modelos
�nitos� de espacios esquemáticos respecto a recubrimientos por inmersiones
planas, y esto, a su vez, a una noción de mor�smo �localmente de tipo �ni-
to respecto a la topología de las inmersiones planas�: los mor�smos �pro-
localmente� de tipo �nito �y pro-localmente propios� de la De�nición
7.5.13. Para ellos, se deducen del teorema para esquemas y la construc-
ción de estos �modelos �nitos� más generales, el teorema de �nitud de la
cohomología de Grothendieck y demás resultados relacionados. De hecho, a
priori, estos resultados parecen generalizar los clásicos para esquemas a una
noción de mor�smo propio más débil, aunque, como discutimos más abajo,
sospechamos que podría acabar restringiendo a la versión clásica. Módulo
detalles técnicos y el desarrollo de fundamentos que realizamos en torno a
esta de�nición, esto nos permite probar la sucesión exacta de homotopía
para espacios esquemáticos, con idéntica demostración a su análogo para
esquemas.

Durante el estudio de estos mor�smos �pro-localmente de cierto tipo�,
planteamos también una alternativa, inspirada por la de�nición de trans-
formación natural representable entre functores: la de mor�smo �y por
extensión, espacio� esquemático �algebraico� de la Sección 7.1. A través
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de esto, es posible extender a espacios esquemáticos, con buenas propie-
dades, cualquier clase de mor�smos de esquemas razonable �local fpqc y
estable por composición y cambio de base�. Conjeturamos incluso la po-
sibilidad de que un mor�smo pro-localmente de tipo �nito sea algebraico
y �de tipo �nito� en este segundo sentido, lo cual parece estar conectado
con que todo recubrimiento fpqc por monomor�smos planos de un esquema
pueda o no ser re�nado por un recubrimiento abierto �hecho relacionado
a su vez con otra serie de cuestiones abiertas�. En particular, se probaría
que todo mor�smo entre espacios esquemáticos que provengan de esquemas
es pro-localmente propio si y solo si el mor�smo de esquemas correspon-
diente es propio, pero hasta el momento no nos resulta claro si esto y las
cuestiones relacionadas que hemos mencionado son o no ciertas, siendo esta
una de las incógnitas que quedan por esclarecer para situar a los espacios
esquemáticos en el mapa conceptual de la geometría algebraica. Lo que sí
probamos es que todo mor�smo afín es algebraico �Teorema 7.4.16�, he-
cho muy técnico por su dependencia del Apéndice B.4, pero su�ciente para
nuestros propósitos.

Por último, la noción de mor�smos algebraico también permite dar una
de�nición razonable de mor�smos étale y, por tanto, de sitio étale en el
contexto esquemático. Como los mor�smos a�nes son algebraicos, también
se recoge aquí el concepto de mor�smo �nito étale sin pérdida alguna de
generalidad �cuando los espacios provienen de esquemas, se corresponden
exactamente con sus análogos clásicos�. Por otra parte, esto nos lleva a
estudiar en mayor profundidad los haces y otras propiedades categoriales
tanto de este tipo de sitios �algebraicos� como del de las inmersiones pla-
nas, estando en ambos casos los recubrimientos dados por familias �nitas
conjuntamente �elmente planas y en los que, como consecuencia, todo haz
debe enviar qc-isomor�smos a isomor�smos �no son sitios subcanónicos,
½hay que haci�car los functores de puntos!�. Destacar que la comparación
de los sitios de mor�smo algebraicos �de cierto tipo� con sus homónimos
esquemáticos tiene más pequeñas patologías de las que cabría esperar. En
este contexto nos dimos cuenta de que, con ciertas condiciones adicionales
sobre los espacios esquemáticos que consideramos �restringirnos a espacios
�geométricos�: consisos y pw-conexos�, los haces de conjuntos �nitos lo-
calmente constantes son representables, no ya en una categoría localizada,
sino en dicha subcategoría de espacios esquemáticos �Lema 8.1.14 y los que
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siguen�, y además por mor�smos que trivializan localmente en un sentido
totalmente análogo al que cabría esperar de los revestimientos �geométri-
cos� de la literatura clásica. Esto nos lleva a de�nir una nueva subcategoría
de mor�smos a�nes que, aunque parezca una formalidad, nos permitirá tan-
to librarnos de la localización de la categoría de mor�smos �nitos étale como
mantener una apariencia y operatividad más �geométricas� que las que te-
níamos al considerar una subcategoría de haces de álgebras cuasicoherentes
al estilo de nuestra primera aproximación al problema: esta clase de mor�s-
mos a�nes será la subcategoría de mor�smos �estándar a�nes�. En ella, por
ejemplo, monomor�smos y epimor�smos vienen caracterizados topológica-
mente, algo insólito en este mundo esquemático. Con este lenguaje, diremos
que un revestimiento �nito étale es un mor�smo �nito étale estándar afín,
y para estos podemos recuperar todos los resultados anteriores en términos
aún más análogos a los de la teoría para esquemas.
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Parte I

Preliminares

Los sueños, los recuerdos, lo sagrado, todo es semejante en cuan-
to que está más allá de nuestro alcance. Una vez que nos separa-
mos de lo que podemos tocar, ese objeto se santi�ca; adquiere la
belleza de lo inalcanzable, la cualidad de milagroso. Todo, real-
mente, tiene esta cualidad, pero nosotros podemos profanarlo
tocándolo. ½Qué extraño es el hombre! Su contacto mancha, y
sin embargo él es la fuente de los milagros.

Nieve de primavera, Yukio Mishima
trad. Domingo Manfredi, Michael Gallagher
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Capítulo 1

Espacios topológicos de
Alexandro�

Todos los contenidos de este capítulo son clásicos o de demostración
elemental, por lo que nuestro objetivo principal con su exposición será �jar
lenguaje y notaciones para el resto de la memoria. Además, introducimos
las de�niciones en más generalidad de la requerida. Recordamos propieda-
des básicas de los espacios de Alexandro�, su correspondencia con los con-
juntos preordenados y con categorías esqueletales, y repasamos sus propie-
dades 1-categoriales �en especial la construcción explícita de cocientes�
y 2-categoriales. Por último, describimos los haces en estos espacios y la
construcción que nos permite entenderlos como modelos de otros espacios
topológicos, poniendo ejemplos elementales.

1.1. Propiedades a nivel de objetos

De�nición 1.1.1. Un espacio topológico X es un A-espacio o espacio de
Alexandro� si la intersección arbitraria de subconjuntos abiertos es abierta.
En particular, cada punto x ∈ X dispone de un entorno abierto mínimo
�la intersección de todos sus entornos abiertos�, que denotamos Ux. De
hecho, cada subconjunto S ⊆ X de�ne un entorno abierto mínimo US .

Ejemplo 1.1.2. Todo espacio topológico �nito es un A-espacio, pues cual-
quier intersección de subconjuntos es �nita. Por otra parte, todo A-espacio
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28 Capítulo 1. Espacios topológicos de Alexandro�

X que sea T1 es discreto, pues de dicha condición de separabilidad se de-
duce fácilmente que Ux = {x} para todo x ∈ X. En virtud de este ejemplo,
nuestro interés reside en estudiar A-espacios que no son T1. Por último,
obsérvese que los abiertos {Ux}x∈X son base de la topología de X.

De�nición 1.1.3. Una conjunto preordenado es una pareja X ≡ (X,≤)
donde X es un conjunto y ≤ una relación binaria en X veri�cando las
propiedades re�exiva y transitiva. Si además ≤ veri�ca la propiedad anti-
simétrica �(x ≤ y) ∧ (y ≤ x) ⇒ (x = y)� se dice que X es un conjunto
parcialmente ordenado o poset.

Observación 1.1.4. Como es habitual, emplearemos notaciones ≥, < y >.

De�nición 1.1.5. Una categoría (pequeña) X es una categoría delgada
si para cualesquiera objetos x, y ∈ X ≡ Ob(X), el conjunto HomX(x, y)
es vacío o el conjunto de un elemento. Una categoría (pequeña) se dice
esqueletal si cualesquiera dos objetos isomorfos son iguales, i.e. si los únicos
isomor�smos son los mor�smos identidad.

Denotemos por ATop a la categoría de A-espacios y aplicaciones con-
tinuas, por ord a la categoría de conjuntos preordenados y por TiCat a
la (1-)categoría de categorías delgadas y functores. A su vez, se tienen las
subcategorías plenamente �eles de A-espacios T0, ATop0; posets, pos; y
categorías delgadas esqueletales, SkCat.

Proposición 1.1.6. Se tienen isomor�smos de categorías

ATop ' ord ' TiCat, ATop0 ' pos ' SkCat.

Además, las respectivas inclusiones naturales están dotadas de adjuntas
a la izquierda �véase la demostración� que son la identidad sobre las
subcategorías.

Demostración. La correspondencia es: a cada A-espacio X se le asigna un
preorden tal que x ≤ y si Cx ⊆ Cy, donde Cx ⊆ X denota el cierre del
punto x ∈ X. Recíprocamente, cada preorden en X de�ne una topología
de Alexandro� sin más que establecer que los abiertos son los conjuntos
crecientes (y los cerrados, los conjuntos decrecientes). Por otra parte, un
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conjunto preordenado X se interpreta como una categoría delgada sin más
que de�nir

Ob(X) = X, HomX(x, y) =

{
? si x ≤ y,
∅ en otro caso.

Por último, el functor adjunto mencionado no es más que el conocido functor
esqueleto: Sk: TiCat→ SkCat. A nivel topológico este se corresponde con
el functor T0-�cación T0 : ATop → ATop0, tal que T0(X) = X/ ∼ con
x ∼ y cuando Cx = Cy y, en el conjunto cociente, las clases se ordenan
estableciendo que [x] ≤ [y] si Cx ⊆ Cy. Conviene señalar que, en vista de las
correspondencias previas, la proyección X → T0(X) induce una biyección
entre los conjuntos de abiertos de ambos espacios. En términos categoriales,
esta proyección es una equivalencia de categorías y un isomor�smo si y solo
si X es esqueletal.

Observación 1.1.7. En términos de abiertos mínimos, la correspondencia
entre preórdenes y abiertos viene dada por: x ≤ y ⇔ Uy ⊆ Ux.
Observación 1.1.8. Todo A-espacio T0 puede representarse de modo único
mediante un grafo simple y sin lazos llamado diagrama de Hasse. Siempre
asumiremos que estos diagramas están orientados de tal modo que los puntos
maximales aparecen en su parte superior y los minimales en su inferior.

Observación 1.1.9. En general, dado un espacio topológico arbitrario X se
de�ne su preorden de las especializaciones como en la Proposición 1.1.6:
estableciendo x ≤ y ⇔ Cx ⊆ Cy �un orden parcial si X es T0�. Si ahora
denotamos por X≤ al A-espacio de�nido por este preorden, la identidad
conjuntística de�ne un mor�smo natural Id≤X : X≤ → X en la categoría de
espacios topológicos Top. Más en general, probaremos como parte del Lema
1.4.3 que la asignación X 7→ X≤ de�ne un functor ≤ : Top→ ATop ' ord,
que es adjunto por la derecha de la inclusión natural y donde Id≤X es el corres-
pondiente mor�smo unidad. Es más, es evidente que un espacio topológico
es un A-espacio si y solo si Id≤X es un homeomor�smo. Alternativamente, la
topología de X≤ puede obtenerse �añadiendo� a la de X las intersecciones
arbitrarias de abiertos.

Ejemplo 1.1.10. En relación con la Observación 1.1.9, recordemos que, dado
un anillo (conmutativo y con unidad) A, podemos dotar al conjunto de todos
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sus ideales de la topología del orden dada por las inclusiones en sentido
inverso, es decir, I ≤ J si y solo si J ⊆ I para ideales I, J ⊆ A. La topología
de Zariski en Spec(A) es la restricción de esta topología de Alexandro�.
Es interesante dilucidar cuándo la topología Zariski coincide con las de las
especializaciones, como sucede por ejemplo en anillos de valoración.

A partir de ahora empleamos libremente el lenguaje que nos resulte más
apropiado en cada momento �topológico, combinatorio o categorial�. El
siguiente Lema es también una observación, pero destacamos su importancia
conceptual:

Lema 1.1.11. Todo mor�smo entre posets que induzca una biyección en-
tre sus respectivos abiertos es un homeomor�smo. En otras palabras, toda
equivalencia de categorías entre posets es un isomor�smo.

En virtud de los isomor�smos de la Proposición 1.1.6, se elabora un �dic-
cionario� de traducción de conceptos entre los diferentes mundos. Listamos
algunos ejemplos, que quedan como sencillos ejercicios de topología clásica
o teoría de categorías elemental:

Un A-espacioX es conexo si y solo si es arcoconexo, si y solo si es orden
conexo como conjunto preordenado; es decir, si para cualesquiera dos
puntos x, y ∈ X existe una cadena x = x0 ≡ ... ≡ xf = y con �≡�
denotando ≤ ó ≥.

Un A-espacio X cuasicompacto dispone de un número �nito de puntos
cerrados (i.e. minimales). Si tiene algún punto minimal, el recíproco
es cierto. Todo A-espacio T0 y cuasicompacto dispone de algún punto
cerrado.

Un ejemplo de A-espacio T0 no cuasicompacto y sin puntos cerrados es
(Z,≤). Un A-espacio cuasicompacto sin puntos cerrados es X = {a, b}
con a ≤ b y b ≤ a.
Por ejemplo, el espectro de un anillo conmutativo A con su topología
del orden es compacto si y solo si A es semilocal.

Un espacio X �nito es irreducible si y solo si tiene un único punto ge-
nérico (i.e. maximal), es decir, si pensado como categoría tiene objeto
�nal. En general, un A-espacio X cualquiera es irreducible si y solo si
es �ltrante como categoría.
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La dimensión topológica de X se corresponde con la dimensión combi-
natoria: el máximo de las longitudes de cadenas irre�nables de puntos
totalmente ordenados.

Una pareja de aplicaciones f : X → Y , g : Y → X de�nen una cone-
xión de Galois si son adjuntas como functores. Un ejemplo sería la
correspondencia entre ideales de un anillo conmutativo con unidad y
subconjuntos de su espectro �vía los functores de ceros de un ideal y
del ideal de elementos que se anulan en un subconjunto�.

1.2. Propiedades categoriales

Como ATop es subcategoría plenamente �el de Top y el functor de
T0-�cación es un adjunto a la izquierda �luego conmuta con colímites�,
se demuestra:

Proposición 1.2.1. La categoría ATop es completa y cocompleta; además,
la inclusión ATop ⊂ Top preserva límites y colímites. Lo análogo es cierto
si nos restringimos a espacios T0. Si nos restringimos al caso �nito, existen
límites y colímites �nitos.

Nos limitamos a indicar cómo se describen los productos �brados �nitos
y colímites de posets en términos del orden. Los primeros no revisten di�-
cultad: dados mor�smos f : X → Z e g : X → Z, el producto X ×Z Y se
equipa con el orden inducido por el obvio en el producto directo, es decir,
dados (x, y), (x′, y′) ∈ X ×Z Y ,

(x, y) ≤ (x′, y′)⇔ x ≤ x′ e y ≤ y′.

La construcción de colímites es más delicada y se basa la descripción
de los epimor�smos efectivos en la categoría de posets, lo cual será de uti-
lizadad más adelante. Referimos a [8] para más detalles. Recordemos que
f : X → Y es un epimor�smo efectivo si Y es isomorfo al coecualizador de
las proyecciones X ×Y X ⇒ X. Como pos tiene productos �brados, puede
demostrarse que esta noción es equivalente a las de epimor�smo regular y
epimor�smo estricto que no emplearemos como tales en esta memoria.
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De�nición 1.2.2. Dado un poset X y una partición P = {Xj} de X, se
de�ne el preorden de P -bloques ≤P como el dado por, para cada x, y ∈ X,

x ≤P y ⇔ ∃x = a0b0 . . . anbn = y

tal que ai, bi ∈ Xji para cada i y cierto ji; y bi ≤ ai+1 en X para todo i.

Una aplicación de conjuntos entre dos posets f : X → Y de�ne una par-
tición de X dada por las �bras {f−1(y)}y∈Y . Denotemos por ≤f al preorden
asociado.

De�nición 1.2.3. Una aplicación epiyectiva entre dos posets f : X → Y
se dice de �bras coherentes cuando f(x1) ≤ f(x2) si y solo si x1 ≤f x2

para cualesquiera x1, x2 ∈ X. En particular, ≤f es un orden parcial y f es
continua.

Proposición 1.2.4. [8, Proposition 4.11] Los epimor�smos efectivos en pos
son exactamente los mor�smos de �bras coherentes.

Dado un diagrama de posets I → pos (i 7→ Xi), su colímite se computa
en Top y aparece como un cociente: es decir, el mor�mo

π :
∐
i

Xi → colimiXi

es un epimor�smo efectivo. Como el orden en
∐
iXi viene dado por la

relación �(i, x) ≤ (j, y) si y solo si i = j y x ≤ y en Xi�, la Proposición
1.2.4 nos garantiza que el orden de colimiXi queda descrito explícitamente
en términos del orden de bloques asociado a las �bras de π.

1.3. Propiedades 2-categoriales

En lo que resta de memoria, por 2-categoría entenderemos 2-categoría
estricta: una categoría enriquecida en la 1-categoría de categorías Cat. Con
frecuencia trabajaremos con categorías pequeñas o �nitas, por lo que ob-
viaremos consideraciones �de tamaño� tanto como sea posible. Denotamos

1[9, Proposition 2.4] para el caso general.
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también Cat a la 2-categoría de 1-categorías localmente pequeñas en es-
te sentido, cuyos 2-mor�smos son las transformaciones naturales, quedando
claro por el contexto si nos referimos a esta o a su 1-categoría subyacente.

Un aspecto importante de la descripción de los conjuntos preordenados
(resp. posets) como categorías es que ord (resp. pos) está dotada de una
estructura de 2-categoría, justo la inducida por la inclusión ord ⊆ Cat.
Es más, ord está enriquecida en conjuntos preordenados (resp. pos está
enriquecida en posets): dados mor�smos f, g : X → Y , es fácil comprobar
que las transformaciones naturales f → g son

Nat(f, g) ≡ HomHom(X,Y )(f, g) =

{
? si f ≤ g,
∅ en otro caso;

donde f ≤ g cuando f(x) ≤ g(x) para todo x ∈ X.

Observación 1.3.1. En particular, cuando nos restrinjamos a la 2-categoría
pos y demos propiedades 2-universales, como toda equivalencia entre posets
es un isomor�smo, estas vendrán dadas siempre en términos de isomor�smos
entre las categorías de 1-mor�smos.

En su vertiente topológica, es clásico que dos aplicaciones f ≤ g como
antes son homótopas. En general, dos aplicaciones f, g son homótopas si per-
tenecen a la misma componente conexa del espacio topológico Hom(X,Y )
(es decir, si existe una cadena de aplicaciones conectadas por el orden con
origen en f y �nal en g). Esto indica que la estructura 2-categorial de
ord codi�ca la homotopía, y por eso nos referiremos a ella como estructu-
ra 2-categorial homotópica �sin referencia alguna a jerga n-categorial más
general o a estructuras de categorías de modelos�.

Observación 1.3.2. Si nos restringimos a la categoría de espacios topológicos
�nitos, puede plantearse reinterpretar el teorema de clasi�cación homotópica
de Stong [34] en términos categoriales.

1.4. Haces en A-espacios

Una de las ventajas principales de los A-espacios es que, en condiciones
mínimas, los haces sobre ellos vienen descritos en términos de sus �bras.
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En lo que sigue y para no sobrecargar terminología, diremos que una
categoría C tiene su�ciente límites (resp. su�cientes colímites) si tiene to-
dos los límites (resp. colímites) indexados por los diagramas que aparezcan
en la situación considerada en el contexto del enunciado. Habitualmente las
categorías de diagramas consideradas serán pos o su subcategoría de posets
�nitos, que denotaremos igual si la distinción está clara por el contexto. Em-
plearemos terminología análoga para los diferentes 2-límites y 2-colímites en
el caso 2-categorial. En todos los ejemplos explícitos sucederá que nuestras
categorías tienen límites (resp. colímites) pequeños o �nitos.

Sea X un A-espacio, Sh(X,C) su categoría de haces con valores en una
categoría C y [X,C] la categoría de functores y transformaciones naturales.

Proposición 1.4.1. Si C tiene su�cientes límites, se tiene una equivalencia

Sh(X,C) ' [X,C].

Cada haz F de�ne un functor F : X → C poniendo F(x) := Fx = F(Ux).

Demostración. Claramente la correspondencia es plenamente �el. Solo que-
da observar que, como los Ux son base para la topología de X y las secciones
de un haz en estos abiertos coinciden con sus �bras, la condición de haz de-
termina las secciones en cualquier otro abierto. Explícitamente, dado un
functor G : X → C, se describen las secciones en U ⊆ X como

Γ(U,G) ≡ G(U) = ĺımG|U ≡ ĺım
x∈U
G(x),

donde G|U denota la restricción de G a U .

De ahora en adelante identi�caremos los haces en A-espacios con sus
correspondientes functores. Como consecuencia de la Proposición 1.4.1, to-
das las �operaciones categoriales� que realicemos en Sh(X,C) cuyo valor
en cada �bra �en stalks� coincida con la operación en C correspondiente
quedará determinada por esta. Por ejemplo, si F : I → Sh(X,C) (i 7→ Fi)
es un diagrama y F(x) : I → C (i 7→ Fi(x)) tiene límite y/o colímite para
todo x ∈ X, entonces F tiene límite y/o colímite determinado por

(ĺımF)(x) = ĺım(F(x)), (colimF)(x) = colim(F(x));
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o si, por ejemplo (C,⊗) es una categoría monoidal, su categoría de haces en
X lo es y para todo F1,F2 ∈ Sh(X,C),

(F1 ⊗F2)(x) = F1(x)⊗F2(x).

Corolario 1.4.2. Si C tiene su�cientes límites y X0 es la T0-�cación de X,

Sh(X,C) ' Sh(X0,C).

Demostración. La T0-�cación es el functor esqueleto, luego X → X0 es una
equivalencia de categorías, y por tanto también lo es [X0,C]→ [X,C].

Como nuestro interés principal reside en estudiar haces en A-espacios,
el Corolario 1.4.2 nos permite suponer que trabajamos en el caso T0.

A partir de este punto, todos los A-espacios considerados serán
T0, es decir, todos los conjuntos preordenados serán posets.

Por último, dado un espacio anillado (resp. localmente anillado) arbitra-
rio S, podemos dotar a su A-espacio asociado S≤ del haz de anillos (resp.
en anillos locales) inducido por el mor�smo Id≤ : S≤ → S. Por la Proposi-
ción 1.4.1, este queda determinado por su valor en las �bras: OS≤,s = OS,s
�y lo mor�smos de restricción, que vienen inducidos por mor�smos entre
colímites�. Generalizando así la Observación 1.1.9:

Lema 1.4.3. El functor S 7→ S≤ es adjunto a la derecha de la inclusión de
la categoría de posets anillados (resp. localmente anillados) en la de espacios
anillados RS (resp. localmente anillados, LRS). Es decir, para todoX poset
anillado (resp. localmente anillado) y S espacio anillado arbitrario (resp.
localmente anillado), se tienen biyecciones functoriales

HomRS(X,S≤)
∼→ HomRS(X,S)

(resp. ídem para LRS).

Demostración. Para cada g : X → S se tiene un diagrama conmutativo de
conjuntos

X
f //

g
  

S≤

Id≤
��
S
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con f = g. Si probamos que f es continua, obtenemos la a�rmación topoló-
gica de la Observación 1.1.9. En efecto, como S≤ es un poset basta ver que
f−1(Us) es abierto para cualquier s ∈ S, donde Us es el abierto mínimo del
punto, pero esto es

f−1(Us) = f−1

( ⋂
s∈U

U

)
=
⋂
s∈U

g−1(U)

�donde la intersección recorre los entornos abiertos de s en S�, que es
abierto por continuidad de g y ser S un poset �de hecho, esto es válido
para cualquier A-espacio por la propiedad universal de la T0-�cación�. Esto
extiende a haces de anillos por adjunción:

Hom(OS , g∗OX) ' Hom(Id−1
≤ OS , f∗OX) ≡ Hom(OS≤ , f∗OX).

El razonamiento es válido tanto para espacios anillados como localmente
anillados.

1.5. A-modelos

Nuestra �losofía a lo largo de la memoria será emplear posets (habitual-
mente �nitos) como medio de codi�car la información �combinatoria� de
un recubrimiento de un espacio topológico. Describimos a continuación este
proceso y su comportamiento functorial.

Notación 1.5.1. El lector observará que a partir de este punto utilizaremos
X,Y, Z, etc. para referirnos a posets y S, T, etc. para referirnos a espacios
topológicos ordinarios, espacios anillados o esquemas.

Vamos a considerar recubrimientos del siguiente tipo:

De�nición 1.5.2. Dado un espacio topológico S, un recubrimiento �no
necesariamente abierto� U = {Ui} se dice puntualmente abierto si, para
todo s ∈ S, el subconjunto

U s =
⋂
s∈Ui

Ui

es abierto.
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Ejemplo 1.5.3. Todo recubrimiento abierto puntualmente �nito �tal que
todo s ∈ S solo está contenido en un número �nito de sus abiertos� es
puntualmente abierto. En particular, todo recubrimiento abierto �nito ve-
ri�ca la condición.

Construcción 1.5.4. Dado S un espacio topológico y U un recubrimiento
puntualmente abierto de S (resp. recubrimiento abierto �nito), se de�ne el
A-modelo (resp. modelo �nito) asociado a (S,U) como el cociente conjun-
tístico

π : S → X

con X = S/ ∼ para la relación s ∼ s′ si y solo si U s = U s
′
. Se dota a X de

un orden parcial de�niendo π(s) ≤ π(s′) si y solo si U s
′ ⊆ U s, el cual hace

el mor�smo π continuo, pues

π−1(Uπ(s)) = U s

para todo s ∈ S. Nótese que, en general, la topología que hemos puesto en
X no coincide con la cociente. Si se pre�ere, X es también la T0-�cación del
A-espacio SU cuyo conjunto subyacente es S y cuya topología es la generada
por los U s.

Será habitual hablar de X como el A-modelo de S, sin hacer referencia
explícita al recubrimiento o a el mor�smo de paso al cociente.
Observación 1.5.5. La construcción del mor�smo π : S → X tiene sentido
para cualquier subconjunto de las partes de S. La única patología es que la
aplicación no será, en general, continua. Nótese también que, a efectos de
esta construcción, podemos reemplazar el recubrimiento U por {U s}s∈S .
Ejemplos 1.5.6. Algunos ejemplos icónicos de A-modelos serían:

1) Dada la circunferencia S1 y el recubrimiento dado por dos segmentos
abiertos de circunferencia U0 y U1 con U0∩U1 = V0qV1, el A-modelo
asociado a estos datos es

X = {0, 0′, 1, 1′}, con el orden parcial 0 ≤ 1, 1′ y 0′ ≤ 1, 1′.

Es decir, su diagrama de Hasse es

• •

• •
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2) Dada la recta proyectiva P1 �sobre un anillo cualquiera� dotada de
coordenadas homogéneas {x0, x1} (en el sentido que el lector pre�era)
y el recubrimiento por abiertos U0 = {x0 6= 0}, U1 = {x1 6= 1};
el modelo �nito correspondiente son las partes no vacías de ∆1 =
{0, 1} dotadas del orden parcial dado por la inclusión. En general, el
modelo �nito de Pn asociado al recubrimiento estándar es el poset de
partes no vacías de ∆n = {0, ..., n}. Para n = 2, el diagrama de Hasse
correspondiente sería

•

• • •

• • •

Mientras que otros más exóticos podrían ser:

3) Sea A = Z[x1, x2, ...] el anillo de polinomios en in�nitas variables (no
noetheriano), pongamos que indexadas por N, y sea S = Spec(A).
El recubrimiento estándar {Ui} con Ui = Spec(Axi) (es decir, con
�Ui = {xi 6= 0}�) no es puntualmente �nito, pero sus intersecciones
arbitrarias siguen siendo abiertas: localizar en las variables correspon-
dientes. El A-modelo asociado a (S, {Ui}) es π : S → P∗(N) (las partes
no vacías de N), que es de dimensión in�nita.

4) Sea B un anillo de valoración con un número in�nito de ideales primos
y consideremos Spec(B). Como dichos ideales están totalmente orde-
nados, se tiene un recubrimiento (afín) in�nito {Vi} donde Vi = Api

para cierto ideal primo pi (localizar en el ideal maximal devuelve el
propio A). Las intersecciones arbitrarias de los Vi vuelven a ser los
propios Vi, por lo que siguen siendo abiertas. El modelo �nito de
T respecto a este recubrimiento es, de hecho, el mor�smo identidad
π = id: Spec(B)

∼→ Spec(B), de dimensión in�nita (para un anillo de
valoración, las topologías de Zariski y especializaciones en su espectro
coinciden).

5) El ejemplo anterior era de dimensión in�nita pero sí tenía un punto ce-
rrado. El siguiente tiene un punto genérico, pero no un punto cerrado:
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sea S = Rn con la topología métrica ordinaria (o un espacio métrico
cualquiera) y consideremos el recubrimiento abierto {D(0, n) : n ∈ N},
donde D(0, n) es la bola abierta de centro en 0 y radio n. De nuevo,
este recubrimiento no es puntualmente �nito, pero como sus abiertos
están totalmente ordenados sí obtenemos un mor�smo continuo

π : Rn → (Z≤1,≤) a 7→ −n, donde n = mı́n{m ∈ N : a ∈ D(0,m)}.

En particular, esto puede verse en que Z≤1 no tiene ningún punto ce-
rrado para la topología del orden: además de ser de dimensión in�nita,
no es compacto.

Esta construcción es functorial en las parejas (S,U):

De�nición 1.5.7. Sea S un espacio topológico y U = {Ui} y V = {Vj}
recubrimientos puntualmente abiertos de este. Diremos que V re�na a U si,
para todo s ∈ S, se tiene la inclusión V s ⊆ U s.

De�nición 1.5.8. Sea g : S → T una aplicación continua, U = {Ui} un
recubrimiento puntualmente abierto de T y denotemos a su antiimagen
g−1(U) = {g−1(Ui)}. Se dice que un recubrimiento V = {Vj} de S pun-
tualmente abierto g-re�na a U si re�na a g−1(U).

Proposición 1.5.9. En la situación de la De�nición 1.5.8, si πX : S → X y
πY : T → Y son los respectivos A-modelos, se veri�ca que V g-re�na a U si
y solo si existe un mor�smo de A-espacios f : X → Y haciendo conmutativo
el diagrama

S
g //

πX
��

T

πY
��

X
f // Y.

Demostración. Si V g-re�na a U entonces se de�ne f(x) = πY (g(s)), con
s ∈ π−1

X (x) cualquiera. Esto tiene sentido porque, si tomamos otro s′ en
la misma �bra, V s = V s′ , luego s, s′ ∈ g−1(Ug(s)), g−1(Ug(s

′)), y por tanto
g(s), g(s′) ∈ Ug(s) ∩Ug(s′); pero como estos son los mínimos abiertos conte-
niendo a los puntos, sucede que Ug(s) = Ug(s

′), luego πY (g(s)) = πY (g(s′)).
Recíprocamente, si existe f como en el diagrama, se tiene que para todo
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s ∈ S, U s = π−1
X (UπX(s)), pero como por la monotonía de f se tienen in-

clusiones UπX(s) ⊆ f−1(Uf(πX(s))) = f−1(UπY (g(s))), tomando antiimágenes
concluimos que U s ⊆ π−1

X (f−1(UπY (g(s)))) = g−1(Ug(s)).

Ejemplo 1.5.10. La construcción de A-modelos topológicos es clásica y su
utilidad para estudiar propiedades de espacios topológicos se remonta a Mc-
Cord �[20]�. Por ejemplo, se demuestra en [4, Thm. 1.4.2] que si la pareja
(S,U) se elige de modo tal que los U s son homotópicamente triviales (resp.
con leves modi�caciones, πn(U s) = 0 para cierto n ≥ 0, asumiendo inde-
pendencia del punto base por simplicidad), entonces la proyección natural
π : S → X es una equivalencia homotópica débil (resp. πn(S) ' πn(X) para
cierto n ≥ 0). Esto es un caso particular de un proceso más general.

A-modelos de espacios anillados

La construcción de A-modelos extiende a espacios anillados del modo
evidente: si (S,OS) es un espacio anillado y U un recubrimiento puntual-
mente abierto, podemos convertir la proyección asociada

π : S → X

en una de espacios anillados sin más que de�nir OX := π∗OS . Esto sigue
siendo functorial en las parejas (S,U) en el sentido de la Proposición 1.5.9.
En la Sección 3.1 y en el espíritu del Ejemplo 1.5.10 veremos que, si S
es un esquema cuasicompacto y cuasiseparado y U un recubrimiento �nito
puntualmente afín (es decir, trivial para el invariante �módulos cuasicohe-
rentes�), la pareja (π∗ a π∗) induce una equivalencia entre las categorías
de módulos cuasicoherentes en S y X. Es más, si consideramos la cate-
goría de espacios anillados RS y la inmersión canónica Top ↪→ RS tal
que S 7→ (S,Z), se veri�ca que los haces módulos cuasicoherentes en S se
corresponden con los haces localmente constantes, y la equivalencia entre
módulos cuasicoherentes anterior es exactamente la equivalencia entre gru-
pos fundamentales π1(S) ' π1(X) del Ejemplo 1.5.10. De nuevo, esto es
un caso particular de un proceso más general; compárese también con las
�Φ-equivalencias� del Anexo A.2.



Capítulo 2

Categorías de C-datos

Introducimos ahora uno de los ejes centrales del lenguaje que empleare-
mos durante el resto de la memoria. Informalmente, dada una categoría C,
la categoría de C-datos asociada será la categoría de posets equipados con un
C-haz estructural. Consideraremos tanto el caso donde C es una 1-categoría
ordinaria como donde C es una 2-categoría, y veremos las diferentes estruc-
tuas �homotópicas� que aparecen como herencia de la estructura de pos y
de la propia C. Creemos que este lenguaje tiene más potencial que el aquí
expuesto para tratar �problemas de descenso� en un sentido muy general
�siendo los espacios esquemáticos que estudiamos en el cuerpo de la me-
moria un caso particular de ello� y, por tanto, daremos algunas ideas al
respecto en el Anexo A.2. Todo lo expuesto es original, si bien mucho de
ello se reduce a buscar un lenguaje adecuado para nuestros objetivos.

2.1. Caso 1-categorial

La siguiente de�nición está motivada por la Proposición 1.4.1. Como ya
indicamos, dado que vamos a estudiar categorías salvo equivalencia, vamos
a suponer que todos los A-espacios considerados son posets.

De�nición 2.1.1. Sea C una categoría y X un poset. Un C-dato en X
es un functor F : X → C. Se de�ne la categoría de C-datos en X como
C -dataX := [X,C].

Dado un mor�smo continuo f : X → Y , se tiene el functor imagen in-

41



42 Capítulo 2. Categorías de C-datos

versa natural

f−1 : C -dataY → C -dataX

tal que (f−1F)(x) = F(f(x)). Esta construcción de�ne un prehaz de cate-
gorías indexado por pos: el 2-functor estricto con valores en la 2-categoría
de categorías Cat:

C -data : posop → Cat

X 7→ C -dataX

f 7→ f−1.

De�nición 2.1.2. Sea C una categoría. Se de�ne la categoría de C-datos,
denotada C -data, como la asociada a C -data a través de la construcción
de Grothendieck ; es decir, la categoría �brada sobre pos de�nida por:

Ob(C -data) = {(X,F) : X ∈ pos,F ∈ C -dataX},
HomC -data((X,F), (Y,G)) =

= {(f, f ]) : f ∈ HomTop(X,Y ), f ] ∈ HomC -dataX (f−1G, F )},
| − | : C -data→ pos es el functor espacio subyacente (X,F) 7→ X.

Por brevedad, diremos que un dato en Cop es un codato en C. Denotaremos
C -codata := Cop -data. El functor F es el functor estructural.

Nótese que para toda subcategoría plenamente �el P ⊆ pos, podemos
restringir la categoría de índices de C -data a P sin más que considerar el
producto �brado (estricto)

P×pos C -data→ P;

es decir, salvo equivalencia, la subcategoría formada por los (X,F) ∈ C -data
tales que X ∈ P. Habitualmente tomaremos P la categoría de posets �nitos
�en particular, las categorías ��bra� C -dataX serán del �mismo tamaño�
que C�. Dado que siempre quedará claro por el contexto qué P subyace,
usaremos la notación C -data para todas.

Observación 2.1.3. Si dotamos a pos de estructura de sitio con su topología
conjuntística natural, es fácil comprobar que C -data es un stack o 2-haz.
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Ejemplos 2.1.4.

El ejemplo a tener presente es el de C = CRing, la categoría de anillos
conmutativos con unidad; para la cual CRing -data es la categoría de
posets anillados. En la práctica consideraremos posets �nitos anillados.

Si C es una categoría abeliana, C -dataX es una categoría abeliana
para todo X. En particular, C -data es una categoría �brada en cate-
gorías abelianas (similar para aditiva). Si C es un grupoide, C -data
es una �bración en grupoides.

Si S es un espacio topológico y π : S → X un A-modelo de este,
podemos replicar la construcción de A-modelos de espacios anillados
y convertir a X en un Top-codato (X,S) con S(x) = π−1(Ux).

Notación 2.1.5. Denotamos F ≡ (X,F), con poset subyacente |F|. Para
cada x ≤ y en X, denotaremos Fxy : F(x) → F(y) a su imagen vía F .
La excepción será el caso de posets anillados, donde mantenemos la nota-
ción habitual X ≡ (X,OX) y los mor�smos de restricción serán denotados
rxy : OX,x → OX,y.

Para toda categoría C se tiene una inclusión natural plenamente �el

iC : Cop → C -data, c 7→ (?, c).

De�nición 2.1.6. El functor de secciones Γ ≡ ΓC : C -data → Cop es, si
existe, el adjunto a la izquierda de la inclusión iC. El functor de cosecciones
L ≡ LC es, si existe, el adjunto a la derecha de iC.

Proposición 2.1.7. Si C tiene su�cientes límites (resp. colímites), existe Γ
(resp. L) y es

Γ(F) = ĺımF = ĺım
x∈|F|

F(x)

(resp. L(F) = colimF = colimx∈|F|F(x)).

Demostración. En efecto, para todo c ∈ C y F ∈ C -data se tiene, deno-
tando |F| = X y π : X → ? a la proyección al objeto �nal de pos,

HomCop(ĺımF , c) = HomC(c, ĺımF) =

= Hom[X,C](π
−1c,F) = HomC -data(F , iC(c));

y de modo análogo para las cosecciones.
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La construcción de C -data es también functorial en la categoría: dado
un functor Φ: C→ D se tiene un functor inducido

Φ∗ : C -data→ D -data, F 7→ Φ ◦ F .

Nótese que si Φ: C→ ? es la proyeción a la categoría terminal, se tiene que
? -data = pos y, por tanto, Φ∗ = |− | : C -data→ pos es el functor espacio
subyacente.

Observación 2.1.8. El comportamiento de los functores de secciones ΓC y
ΓD en relación con Φ y Φ∗, concretamente el estudio de la transformación
natural ηΦ : Φ◦ΓC → ΓD ◦Φ∗, es de gran interés, pues codi�ca un problema
de conmutación de Φ con límites de �forma �ja� y, en última instancia,
permite tratar problemas de descenso. Un ejemplo serán los espacios a�nes
que trataremos en esta memoria, pero consideramos que el concepto es de
aplicación mucho más general. Remitimos al Anexo A.2 para más detalle.

Un caso especial se tiene cuando consideramos el functor de Yoneda
YC : C ↪→ [Cop,Set]. Como [Cop,Set] es completa y cocompleta, esto nos
permite interpretar la existencia de las secciones de un C-dato en términos
de la representabilidad de las secciones de su imagen en [Cop,Set]. Más
concretamente, se tiene un cuadrado conmutativo

Cop (YC)op

//

iC

��

[Cop,Set]op

i[Cop,Set]

��
C -data

(YC)∗ // [Cop,Set] -data

donde i[Cop,Set] tiene adjuntas: secciones y cosecciones. Es decir, podemos
hablar de secciones de un C-dato aunque el functor Γ no exista. La siguiente
de�nición coincide con la de los functores de secciones y cosecciones en caso
de que estos existan:

De�nición 2.1.9. Dado un C-dato F , sus secciones Γ(F) (resp. cosecciones
L(F)), si existen, son el representante de Γ[Cop,Set]((YC)∗(F)) : Cop → Set
(resp. L[Cop,Set]((YC)∗(F))).
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Notación 2.1.10. Dado un C-dato F y un abierto i : U ↪→ |F|, denotaremos
a las secciones en F en U como

Γ(U,F) = Γ(i−1F).

Si C tiene su�cientes límites, estas son precisamente las secciones en U del
haz asociado a F vía la Proposición 1.4.1.

Ejemplo 2.1.11. Los mor�smos de la categoría de C-datos en un X �jo se
pueden convertir a su vez en un Set-dato �con C localmente pequeña�.
Dados F ,G ∈ C -dataX , se de�ne

Hom(F ,G) : X → Set, x 7→ Hom[Ux,C](i
−1
x F , i−1

x G);

donde ix : Ux → X es la inclusión natural. Pero a su vez, cada restricción
f|Ux ∈ Hom[Ux,C](i

−1
x F , i−1

x G) está determinada por mor�smos en C para
cada y ≥ x, luego se deduce que Γ(U,Hom(F ,G)) = Hom[U,C](i

−1F , i−1G)
para cualquier i : U ⊆ X. Denotamos End(F) al dato de endomor�smos de
F , que es de modo natural un dato con valores en monoides. De manera
análoga, denotamos Aut(F) al dato de automor�smos, que valora en la
categoría de grupos. Si C = Ab es la categoría de grupos abelianos, End(F)
es un Ring-dato, con Ring la categoría de anillos (con unidad).

Lema 2.1.12. Si C tiene su�cientes límites, para todo f : X → Y en pos, el
functor f−1 tiene una adjunta a la derecha, denotada f∗ y llamada imagen
directa. En este caso, dar un mor�smo de C-datos (f, f ]) : (X,F) → (Y,G)
es equivalente a dar una pareja (f, f]) con f] : G → f∗F un mor�smo en
C -dataY .

Demostración. En efecto, dado un dato F en X, se de�ne

(f∗F)(y) = Γ(f−1(Uy),F),

que es claramente adjunta a la derecha de f−1. El mor�smo f] es el corres-
pondiente a f ] vía la adjunción.

Por último, observamos que, como todo poset tiene un mor�smo único
al objeto terminal ?, si consideramos la proyección πX : X → ?, obtenemos
que C -data? = C y que el functor

Γ: C -data→ Cop
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se identi�ca con la imagen directa al objeto terminal para cada dato, i.e.
Γ(F) = π|F|∗(F).

Observación 2.1.13. El functor de cosecciones nos permite tratar con no-
ciones de cohaz de�nidas a partir de functores covariantes sobre cerrados:
dado un C-dato F y un cerrado j : C ↪→ |F|, pueden de�nirse las secciones
de F en C como

L(C,F) := L(j−1F) = colim j−1F .

Si C ⊆ C ′, se tiene un mor�smo de extensión inducido L(C,F)→ L(C ′,F).
Estos cohaces se estudian, por ejemplo, en [7] (sobre posets �nitos), y su
descripción no es objetivo de esta memoria.

Por otra parte, si C tiene su�cientes colímites, C -codata ' Sh(X,Cop),
donde esta última puede entenderse como una categoría de cohaces sobre
abiertos: functores covariantes de abiertos a C que veri�can una condición
análoga a la de haz, pero relativa a la exactitud a la derecha de una sucesión
con coproductos en C. Esta interpretación no involucra el functor LC. Nos
limitamos a enfatizar que ambos conceptos de cohaz son completamente
diferentes.

Observación 2.1.14 (Representabilidad �local� vía C-datos). A colación de
la de�nición de secciones vía el functor de Yoneda, podemos destacar que
los C-datos también permiten dar cierta interpretación estructurada del
concepto de functor �localmente representable�. Sea C una categoría y
(YC)∗ : C -data ↪→ [Cop,Set] -data el functor plenamente �el inducido por
la inmersión de Yoneda. Puede pensarse que un objeto en la imagen esen-
cial de (YC)∗ es un functor localmente representable. Nótese que si C tiene
límites, las secciones de este objeto representan las secciones del C-dato de
partida; es decir, sería globalmente representable. Por otra parte, puede con-
siderarse la inmersión de Yoneda YC -data : C -data ↪→ [C -dataop,Set]. La
clave es observar que podemos de�nir un tercer functor

D : [Cop,Set] -data→ [C -dataop,Set]

de modo que, dado un objeto X ∈ [Cop,Set] -data, es

D(X ) : C -dataop → Set

G 7→ Hom[Cop,Set] -data((YC)∗(G),X ).
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Es claro que con esta de�nición, por ser Y∗ plenamente �el, se tiene un
triángulo conmutativo

[Cop,Set] -data

D
��

C -data

YC -data
,,

(YC)∗ 22

[C -dataop,Set]

Lema. El functor D es plenamente �el. En particular, si X es tal que D(X )
es representable por un F ∈ C -data, se veri�ca que (YC)∗(F) ' X .

Demostración. Sea X → Y un mor�smo en [Cop,Set] -data tal que, para
todo G ∈ C -data, induce

Hom[Cop,Set] -data((YC)∗(G),X )
∼→ Hom[Cop,Set] -data((YC)∗(G),Y).

Como las categorías de prehaces son compactamente generadas por los pre-
haces representables �todo prehaz es colímite �ltrante de representables�,
por el lema de Yoneda para [Cop,Set] -data se concluye que X → Y es un
isomor�smo.

Es decir, el problema de representar cada X (p) de modo compatible es
equivalente a representar D(X ) por un C-dato.

2.1.1. Propiedades categoriales

Límites y colímites, en particular productos y coproductos �brados, exis-
ten en C -data en la medida en que sus duales existan en C. Esto se sigue de
que la parte topológica de los C-datos no está ligada al functor estructural.

Proposición 2.1.15. Si C tiene su�cientes colímites (resp. límites), enton-
ces C -data tiene su�cientes límites (resp. colímites).

Demostración. Sea F : I → C -data (i 7→ Fi, (i → j) 7→ Fij) un diagrama
y |F| = |−|◦F . Es inmediato comprobar que el C-dato ĺımF de�nido como

| ĺımF| = ĺım |F| = {(xi) ∈ |Fi| tales que Fij(xi) = xj},
(ĺımF)((xi)) = colimi∈I Fi(xi),
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veri�ca la propiedad universal. De modo análogo, colimF es

| colimF| = colim |F|,
(colimF)([xi]) = ĺım

xj∼xi
Fj(xj),

donde el colímite de posets es el descrito en la Proposición 1.2.4 y el límite
se toma sobre el diagrama formado por todos los puntos en la clase de xi
y todos los mor�smos inducidos posibles, tanto por los Fij como internos a
cada Fi.1

Observación 2.1.16. Nótese que si estamos considerando C -data �brada so-
bre posets �nitos, solo podemos garantizar la existencia de colímites �nitos:
el colímite arbitrario de posets �nitos no es necesariamente �nito.

El hecho de que C -data tenga su�cientes límites (resp. colímites) nos
garantiza que la inclusión natural

iC -dataop : C -data→ (C -data) -codata

tiene adjuntas. En concreto, el functor de secciones ΓC -dataop conlleva compu-
tar un colímite en C -data, el cual existe, pero es complicado de explicitar.
Más en particular, la situación que nos interesará en la memoria será la
de una subcategoría S ⊆ C -data �el pero no plena (que será la categoría
de espacios esquemáticos SchFin ⊆ CRing -data). Este colímite �estas
secciones� representan el recollement de objetos en dicha subcategoría, y
nos interesa determinar si dicha operación es �cerrada� dentro de S.

La solución a este problema será llevar el problema al nivel 2-categorial.
Para esto, notamos que C -data viene equipada de modo natural con una
estructura de 2-categoría:

De�nición 2.1.17. Dada C una 1-categoría, de�nimos la estructura 2-
categorial homotópica de C -data como aquella cuyos 2-mor�smos son

HomHomC -data(F ,G)(f, g) =

=

{
{?} si y solo si f ≤ g y g]x = Gf(x)g(x) ◦ f

]
x para todo x ∈ |F|,

∅ en otro caso.

1Esto es más natural con el lenguaje que introducimos en la Seccion 2.3: se tiene que∐
i |Fi| → colim |F| factoriza por π : Cyl(|F|) → colim |F|. El límite en cuestión es el

límite de la restricción del C-dato Cyl(F) al subposet π−1([xi]).
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De este modo, C -data es una categoría enriquecida en pos.

Observación 2.1.18. Para futura referencia, la condición de compatibilidad
de la De�nición 2.1.17 se expresa mediante la conmutatividad de los dia-
gramas en C

G(g(x)) g]p

**
F(x)

G(f(x)). f]x

44Gf(x)g(x)

OO
(2.1.1)

para todo x ∈ |F|. Nótese también que esta es precisamente la estructura
que se utiliza en [30] para desarrollar la homotopía de espacios anillados en
un sentido �clásico�, que depende enteramente de la homotopía de posets.

En la Sección 2.2 que sigue, vamos a estudiar D -data y la inclusión
iD cuando D es una 2-categoría. Posteriormente, en la Sección 2.3 parti-
cularlizaremos al caso D = C -data con C una 1-categoría y D equipada
con la estructura que acabamos de introducir. En estas hipótesis, vamos a
ver que iop

C -data admite un functor de secciones laxas que no requiere reali-
zar operaciones categoriales en C, pero que nos dará objetos que a nuestros
propósitos serán equivalentes a las secciones �verdaderas�; haciendo así la
comprobación de que dicha operación es cerrada en una subcategoría S to-
talmente explícita. Además, este nuevo functor existirá aunque la categoría
C de partida no tenga su�cientes límites.

Observación 2.1.19. Con la estructura de la De�nición 2.1.17, el functor
C -data : posop → Cat levanta ahora a un 2-functor (con cada f ≤ g en
pos siendo asignado a la transformación natural obvia f−1 → g−1 de�nida
por los propios mor�smos de restricción de cada C-dato al que se aplica) y
puede verse como un prederivador.

2.2. Caso 2-categorial

Sea ahora C una 2-categoría. Vamos a construir la 1-categoría C -data
de tres maneras alternativas. Esto se debe a que la categoría cuyos objetos
son pseudofunctores, donde X → C, donde X se entiende con su estructura
trivial de 2-categoría �tal que todos sus 2-mor�smos son la identidad�,
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admite ahora tres estructuras diferentes. En primer lugar, recordamos que
dar un pseudofunctor en este caso es exactamente dar un functor ordinario a
la 1-categoría subyacente a C y especi�car 2-mor�smos invertibles para todas
las condiciones de compatibilidad habituales2. Las estructuras de categoría
en esta colección de objetos son:

[X,C]Strict = �categoría de functores y transformaciones naturales estrictas�;

[X,C] = �categoría de functores y transformaciones pseudonaturales�;

[X,C]Lax = �categoría de functores y transformaciones naturales laxas�.

En nuestro caso, dados functores F ,G : X → C, una transformación
natural laxa η : G → F consiste en dar, para todo x ∈ X, un 1-mor�smo
ηx : G(x) → F(x) y, para cada pareja de elementos ordenados x ≤ y, un
2-mor�smo ηxy : Fxy ◦ ηx → ηy ◦Gxy (de modo adecuadamente compatible).
Una transformación natural laxa se dice pseudonatural si ηxy es invertible
para todo x ≤ y; además, se dice estricta si ηxy es la identidad para todo
x ≤ y, es decir, si es una transformación natural en sentido 1-categorial.

Observación 2.2.1. Nótese que si C está enriquecida en pos (por ejem-
plo C = pos o C la categoría de C-datos de una 1-categoría), entonces
[X,C]Strict = [X,C]; mientras que si C está enriquecida en grupoides Gpd,
[X,C] = [X,C]Lax. Además, conviene destacar que trabajar con transforma-
ciones natural estrictas y la noción de límite que producen no suele ser ade-
cuado, puesto que viola el �principio de equivalencia�: en una n-categoría
solo es adecuado hablar de igualdades entre n-mor�smos, dado que la noción
de isomor�smo �natural� en la (n + 1)-categoría de n-categorías preserva
las correspondientes clases de isomor�smo de k-mor�smos para k < n, no
los representantes de estas �por ejemplo, dos 1-categorías son equivalen-
tes, es decir, isomorfas en la 2-categoría de 1-categorías, si y solo si tienen

2En las aplicaciones, o bien C estará enriquecida en posets, luego estos 2-mor�smos
invertibles serán la identidad, o bien el functor estará de�nido de tal manera que vendrán
canónicamente determinados por alguna propiedad universal: salvo isomor�smo canónico

�o incluso podrían ser únicos salvo único isomor�smo�; luego bastará dar un functor
ordinario a la 1-categoría C subyacente y se sobreentenderá que estamos considerando
el isomor�smo canónico correspondiente. Además, en estos casos las imágenes de los
2-mor�smos identidad serán también la identidad. No insistiremos demasiado en estos
detalles para no complicar en exceso la exposición, por lo que a menudo hablaremos
de �2-functor�, �pseudofunctor� o �functor� sin dar mayores indicaciones, pero quede
constancia de que se han tenido en cuenta.
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las mismas clases de isomor�smo de objetos y los mismos 1-mor�smos�.
Es por esto que evitaremos hablar de transformaciones naturales estrictas
salvo cuando estas coincidan con las pseudonaturales, como en el caso de
categorías enriquecidas en posets que hemos descrito.

Las construcciones análogas a la de la De�nición 2.1.2, pero siendo C
una 2-categoría C y diferenciando las diversas posibilidades de 2-mor�smos
que hemos considerado, nos dan ahora tres 1-categorías distintas de C-datos,
con los mismos objetos pero distintos mor�smos, y functores �eles pero no
plenos entre ellas:

C -dataStrict → C -data→ C -dataLax .

Explícitamente, dar un mor�smo de C-datos f : F → G en C -dataLax,
C -data o C -dataStrict es dar una pareja (f, f ]) con f ] una transformación
natural laxa, pseudonatural o estricta, según corresponda. Esto es, para
cada x ≤ y ∈ |F| especi�car un 2-mor�smo

ηfxy : Fxy ◦ f ]x → f ]y ◦ Gf(x)f(y), (2.2.1)

exigiendo que sea invertible (resp. la identidad) en el caso pseudonatural
(resp. estricto).

Ahora queremos convertir al 1-functor

iC : Cop → C -data

en un 2-functor. Primero notemos que, tanto C -data como sus análogas laxa
y estricta, admiten a su vez tres estructuras diferentes de 2-categoría. Sean
f, g : F → G dos mor�smos de C-datos, considerados en sentido estricto,
pseudonatural o laxo.

Estructura homotópica laxa. Un 2-mor�smo η : f → g puede existir si
y solo si f ≤ g; y está especi�cado por 2-mor�smos.

ηx : f ]x → g]x ◦ Gf(x)g(x)

functoriales en x ∈ |F|. Es decir, se dan 2-mor�smo rellenando los
diagramas 2.1.1.
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Estructura pseudohomotópica. Un 2-mor�smo η : f → g es solo un
2-mor�smo en el sentido de la estructura homotópica laxa, pero tal
que ηx es invertible para todo x ∈ |F|; es decir, los diagramas 2.2.1
conmutan salvo isomor�smo especi�cado.

Estructura homotópica estricta. Existe un único 2-mor�smo f → g si
y solo si f ≤ g y, para todo x ∈ |F|, los diagramas 2.2.1 conmutan
idénticamente; es decir, es un 2-mor�smo en el sentido laxo tal que
ηx es la identidad para todo x ∈ |F|. Con esta de�nición, la estructu-
ra 2-categorial de C no juega ningún papel, la estructura obtenida es
exactamente la De�nición 2.1.17.

De�nición 2.2.2. Dada una 2-categoría C, se de�nen respectivamente las 2-
categorías de C-datos estrictos, C-datos y C-datos laxos como aquellas cuyas
1-categorías subyacentes son C -dataStrict, C -data y C -dataLax, dotadas de
sus estructuras homotópicas laxas.

Tenemos 2-functores olvido

C -dataStrict → C -data→ C -dataLax

que son la identidad en objetos y plenamente �eles en las categorías de
1-mor�smos.

Denotando a partir de ahora �y siempre que no sea imprescindible
distinguir� por C -data a cualquiera de las tres categorías, con esta de-
�nición tenemos un 2-functor

iC : Cop → C -data

c 7→ (?, c)

c
f→ d (en C) 7→ (?, d)

(Id,f)→ (?, c)

tal que el 2-mor�smo η : f → g va al 2-mor�smo (Id, f) → (Id, g) de�nido
por η? = η.

Observación 2.2.3. Si C está enriquecida en posets, C -data también lo está:
entre dos f, g : F → G hay, como mucho, un 2-mor�smo: el dado por el
orden tanto de las aplicaciones topológicas subyacentes como por el de los
2-mor�smos de C.
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2.2.1. Secciones en el caso 2-categorial

Las tres 2-categorías de C-datos que hemos introducido producen co-
rrespondientes nociones de secciones. Como comentamos en la Observación
2.2.1, nos limitaremos a estudiar C -data y C -dataLax. Denotemos tempo-
ralmente por iC y iLax

C a los 2-functores correspondientes a las respectivas
inclusiones naturales de Cop �coincidiendo el segundo la composición con
el functor olvido�. Si existen, las 2-adjuntas a la izquierda, expresadas en
términos de equivalencias de categorías de 1-mor�smos, se corresponden
con las nociones de 2-límite (pseudolimite), 2-lím, y límite laxo LaxLím.
Cabe destacar que se pueden pedir propiedades universales más fuertes en
términos de isomor�smos de categorías �en cuyo caso se habla de pseu-
dolímite estricto y límite laxo estricto�; pero ambas versiones coinciden
si C -data está enquiquecida en posets. Salvo que se indique lo contrario,
consideraremos propiedades universales salvo equivalencia. En el Anexo A.1
detallamos explícitamente la bien conocida descripción de algunos 2-límites
y 2-colímites en Cat que, de modo análogo a cómo los límites de conjuntos
expresan las propiedades universales de límites y colímites 1-categoriales
��los Hom del límite son el límite de los Hom��, nos permitirán dar
propiedades universales explícidas en los casos 2-categoriales.

De�nición 2.2.4. El 2-functor de 2-secciones Γ: C -data → Cop es, si
existe, el 2-adjunto a la izquierda de la inclusión iC. Por otro lado, el 2-
functor de 2-secciones laxas LaxΓ: C -data→ Cop es, si existe, el 2-adjunto
la izquierda de la inclusión iLax

C . Análogamente para 2-cosecciones y adjuntas
a la derecha.

Proposición 2.2.5. Si C tiene su�cientes 2-límites (resp. límites laxos),
entonces Γ (resp. LaxΓ) existe y es, para un C-dato F ,

Γ(F) = 2-límF = 2-límx∈|F|F(x)

(resp. LaxΓ(F) = LaxLímF = LaxLímx∈|F|F(x).)

Demostración. Es la de�nición de 2-límite (resp. límite laxo) y el argumen-
to de la Proposición 2.1.7. Las propiedades universales se piden mediante
isomor�smos o equivalencias según se requiera.
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Observación 2.2.6. Argumentos similares a los de la De�nición 2.1.9 pueden
hacerse con el 2-functor de Yoneda, pero dado que siempre vamos a conside-
rar 2-categorías admitiendo todos los límites que queremos, omitimos dicha
cuestión.

2.3. El functor cilindro

Sea ahora C una 1-categoría, C -data con su estructura homotópica de
2-categoría (De�nición 2.1.17) y consideremos el 2-functor de inclusión des-
crito en la sección previa �que por conveniencia tomamos para el opuesto,
iC -dataop�:

i2C : C -data ↪→ (C -data) -codata .

Ya hemos visto que si C tiene su�cientes límites, C -data tiene su�cientes
colímites, que por ser una categoría enriquecida en posets se corresponden
con pseudocolímites (estrictos); y en ese caso el functor i2C tiene una 2-
adjunta por la izquierda, Γ, tal que, para todo dato X ∈ (C -data) -codata
�indicando la categoría en los superíndices�,

Γ(X ) = 2-límC -dataop

p∈|X | X (p) = 2-colímC -data
p∈|X | X (p) ≡ colimC -data

p∈|X | X (p).

Vamos a construir el functor LaxΓ: (C -data) -codataLax → C -data,
que existe sin hipótesis sobre C. Comenzamos con una de�nicion ad hoc y
acabamos viendo que veri�ca la propiedad universal correspondiente. Es-
ta construcción es una vasta generalización del �cilindro de un mor�smo�
de�nido en [32] que, a su vez, generaliza el �cilindro de un espacio esque-
mático� de�nido en [28]. También existe una noción categorial de �cilindro
de un objeto� �con diferentes matices� para categorías con equivalencias
débiles, que también es un caso particular de la de�nición que sigue, véase
la Observación 5.4.21 que haremos al especializar la construcción al caso de
espacios esquemáticos �que puede extenderse al caso de C-datos mediante
el contenido del Apéndice A.2�.

De�nición 2.3.1. Dado un X ∈ (C -data) -codata, se de�ne el cilindro de
X como el C-dato Cyl(X ) tal que, como conjunto, es

|Cyl(X )| =
∐
p∈|X |

|X (p)|;
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equipado con el preorden tal que, para cada xp ∈ |X (p)|, yq ∈ |X (q)|,

xp ≤ yq ⇔ p ≤ q y xp ≤ Xpq(yq);

y que viene de�nido por el functor Cyl(X ) : |Cyl(X )| → C tal que

Cyl(X )(xp) = X (p)(xp) para todo xp ∈ |X (p)|,

con mor�smos de restricción siendo los inducidos por Xpq : X (q) → X (p)
(en C -data) de X para cada p ≤ q �en particular, si p = q, son los del
C-dato X (p)�.

La construcción es claramente functorial, luego tenemos

Cyl : (C -data) -codata→ C -data,

que, se comprueba, es un 2-functor con las estructuras introducidas. Nótese
que Cyl ◦ i2C = Id.

Observación 2.3.2. Si todos los |X (p)| y |X | son posets �nitos, también lo
es |Cyl(X )|.

Para ver que veri�ca la propiedad universal, comenzamos analizando el
caso topológico, es decir, C = ? y C -data = pos.

Lema 2.3.3. Para todo poset Y y pos-codato X , se tiene un isomor�smo
categorial functorial

Hompos(Cyl(X ), Y )
∼→ Hompos -codataLax(X , Y );

es decir, Cyl(X ) es isomorfo a las secciones laxas de X . En particular, la
2-categoría pos tiene colímites laxos indexados por posets, siendo el cilindro
el colímite laxo de los X (p).

Demostración. Como el codato Y ≡ i(Y ) tiene al objeto terminal ? co-
mo poset subyacente, si denotamos |X | ≡ X, se tiene una identi�cación
Hompos -codataLax(X , Y ) = Hom[X,pos]Lax

(X , Y ). Ahora, dado un mor�s-
mo f : Cyl(X ) → Y , tenemos determinada por construcción una familia
de mor�smos {fp : X (p) → Y }p∈X tales que, para todo p ≤ q, se veri�ca
fp ◦ Xpq ≤ fq (por continuidad de f). Esta es precisamente la información
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de una transformación natural laxa X → Y : para cada p ∈ X dar un fun-
ctor (i.e. aplicación continua) X (p) → Y (p) = Y y, para todo p ≤ q, un
2-mor�smo en el diagrama conmutativo correpondiente, que no es más que
pedir que se veri�que la relación de orden anterior. El recíproco se sigue del
mismo argumento, donde dado g : X → Y , las g]p son las fp anteriores.

Por último, si f, g : Cyl(X ) → Y son dos mor�smos veri�cando f ≤ g,
estamos diciendo que, para todo p ∈ X, fp ≤ gp. Esto es precisamente
con la noción de 2-mor�smo en pos -codataLax. La functorialidad de la
equivalencia es un ejercicio.

Observación 2.3.4. En el caso de C = ? y C -data = pos que acabamos
de estudiar, como ya comentamos en la Observación 2.2.3, la equivalencia
de categorías es automáticamente un isomor�smo. Lo mismo sucede en el
caso general que estudiamos a continuación, puesto que C -data siempre
está enriquecida en posets.

Teorema 2.3.5. Sea C una 1-categoría y X un (C -data)-codato. Para todo
C-dato Y se tiene un isomor�smo categorial functorial

HomC -data(Cyl(X ), Y )
∼→ Hom(C -data) -codataLax(X , Y );

es decir, Cyl(X ) es isomorfo a las secciones laxas de X , es decir, al colímite
laxo de los X (p) en la 2-categoría de C-datos.

Demostración. La parte topológica de la demostración es exactamente el
Lema 2.3.3, por lo que solo es necesario ver la parte concerniente a los fun-
ctores a C. La correspondencia entre objetos viene dada de modo idéntico:
siguiendo aquella notación, cada fp : X (p)→ Y es un mor�smo de C -data
tal que

fp ◦ Xpq ≤ fq : X (q)→ Y

en C -data. Es decir, están ordenadas como aplicaciones y veri�can que,
para cada punto yq ∈ |X (q)|, se tiene la relación

Y(fp◦Xpq)(yq) ◦ (fp ◦ Xpq)]yq = Y(fp◦Xpq)(yq) ◦ (Xpq)]yq ◦ (fp)
]
Xpq(yq) = (fq)

]
yq ;

pero por la construcción del cilindro y de�nición del mor�smo Cyl(X )→ Y ,
se veri�ca que, para todo p ≤ q e yq ∈ |X (q)| con imagen xp = Xpq(yq),

Cyl(X )xpyq ◦ (fp)
]
xp = (fq)

]
yq , (2.3.1)
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donde Cyl(X )xpyq = (Xpq)]yq , como queríamos. La correspondencia inversa
se sigue de las mismas relaciones.

Si ahora tenemos f, g : Cyl(X )→ Y con f ≤ g en C -data, por de�nición
veri�can |f | ≤ |g| como aplicaciones entre posets y además, para todo xp ∈
|Cyl(X )|,

g]xp ◦ Yf(xp)g(xp) = f ]xp . (2.3.2)

Si {fp : X (p) → Y } y {gp : X (p) → Y } son las familias que conforman
los mor�smos en [X, (C -data)op]Lax correspondientes, tenemos que ver que
{fp} ≤ {gp}. En efecto, esto implica ver que, topológicamente, para todo p ≤
q, se tiene una desigualdad |fp| ≤ |gp|, lo cual proviene de que |f | ≤ |g|; y que
para cada punto xp ∈ X (p) conmutan en C los diagrama correspondientes,
lo cual se sigue de la ecuación 2.3.2. Una vez más, dadas transformaciones
naturales ordenadas de este modo, los mor�smos que se obtienen a partir de
ellas están ordenados en C -data. La functorialidad queda, de nuevo, como
ejercicio.

Destacamos que el cilindro conmuta con productos �brados �estrictos,
que coinciden aquí con los pseudoproductos�, como demuestra un cálculo
directo con la construcción explícita, que dejamos al lector:

Proposición 2.3.6. Si X ,Y → Z son mor�smos de (C -data) -codata,
entonces se tiene un isomor�smo natural de C -data

Cyl(X ×Z Y)→ Cyl(X )×Cyl(Z) Cyl(Y).

Para no extender esta parte de la memoria, nos hemos limitado a dar
esta descripción del cilindro y la comprobación de su propiedad universal.
Para nuestros propósitos aquí, nos bastarán las siguientes observaciones
elementales.

Consideremos X ∈ (C -data) -codata para cierta 1-categoría C. Vamos
a comparar Cyl(X ) ≡ LaxLímX con Γ(X ) ≡ 2-límX �donde estos límites
se entienden en (C -data)op, i.e. colímites en C -data; y observamos que el
2-límite que aparece es en realidad isomorfo al límite en sentido 1-categorial
por estar C -data enriquecida en poset y ser, por tanto, toda equivalencia
un isomor�smo�. En primer lugar, es fácil ver que hay un mor�smo natural
en C -data

Cyl(X )→ Γ(X ),
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puesto que Γ(X ) es un cociente de qp∈|X |X (p) y el epimor�smo efectivo de
proyección preserva trivialmente el orden del cilindro. Este mor�smo es el in-
ducido por la transformación natural de inclusión 2-lím→ LaxLím a nivel de
categorías de HomC -data. Además, tomando secciones, como límites conmu-
tan con límites se obtienen isomor�smos ΓC(Cyl(X ))

∼→ ΓC(ΓC -dataop(X )).
Es decir, hay un isomor�smo de functores

ΓC ◦ Cyl ' ΓC ◦ ΓC -dataop .

Por otra parte, sea ahora C una 1-categoría, Φ: C → D un functor
y mantengamos todas las notaciones anteriores. Como es evidente de la
construcción explícita, se veri�ca que el cilindro conmuta idénticamente con
Φ∗ (en las categorías correspondientes), es decir

Φ ◦ Cyl = Cyl ◦ Φ∗.

En particular, esto se veri�ca para el functor | − |: el cilindro de los posets
subyacentes es el poset subyacente del cilindro; como ya justi�caba conside-
rar el Lema 2.3.3 como tal.

Como consecuencia de ambas observaciones previas, si de�nimos el fun-
ctor de secciones relativas a Φ como ΓΦ = ΓD ◦ Φ∗, se veri�ca también

ΓΦ ◦ Cyl ' ΓD ◦ ΓD -dataop ◦ (Φ∗)∗ ≡ ΓD ◦ ΓΦ∗ (2.3.3)

�donde el ΓΦ∗ es la composición de ΓD -dataop con el functor inducido por
Φ en (C -data) -codata→ (D -data) -codata�. Si ahora de�nimos que un
mor�smo de C-datos f : F → G es una Φ-equivalencia �véase el Apéndice
A.2� cuando ΓΦ(F)

∼→ ΓΦ(G) es un isomor�smo, se veri�ca que, para todo
X ∈ (C -data) -codata y functor Φ que conmute con límites, el mor�smo
natural

Cyl(X )→ Γ(X )

es una Φ-equivalencia.

El segundo functor de inclusión

Ya hemos visto que dada una 1-categoría C se tiene un functor natural

i2C : C -data→ (C -data) -codata
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que admite un functor de �secciones laxas� en forma del cilindro Cyl: el
colímite laxo de C -data con las estructuras previamente introducidas.

Sin embargo, el lector puede observar que hay un segundo functor �ob-
vio�: el functor iC∗ inducido por (el opuesto de) iC : Cop → C -data. Esto
es,

î2C : C -data→ (C -data) -codata

tal que î2C(F) es el codato con |̂i2C(F)| = |F| y î2C(F)(x) = (?,F(x)) para ca-
da x ∈ |F|. Obsérvese que también se veri�ca Cyl◦ î2C(F), pero la adjunción
no se mantiene.

Notación 2.3.7. Al igual que dado un C-dato F , mantenemos la notación
�F� cuando lo consideramos en (C -data) -codata vía la inclusión natural
i2C �es decir, F ≡ (?,F)�; mientras que, cuando queramos considerar su
imagen vía î2C, emplearemos la notación F .

En general, se tiene una transformación natural

η : î2C → i2C (2.3.4)

tal que, para todo F , está dada por el mor�smo F → (?,F) que es la
proyección al objeto �nal entre los posets subayentes y, a nivel de C-datos,
para todo x ∈ |F|, por el mor�smo de inclusión natural (?,F(x)) → F tal
que ? 7→ x ∈ |F| y que es la identidad a nivel de objetos de C.

Sin entrar en excesivos detalles, esta transformación natural puede em-
please para codi�car ciertos problemas de descenso. Haremos uso de una
versión ligeramente modi�cada de ella en la Sección 5.5.

Ejemplo 2.3.8. Como curiosa aplicación topológica de este lenguaje, pode-
mos de�nir con un cilindro espacios del tipo {(x′, x) : x′ ≥ x} ⊆ X × X
para cierto posetX, adquiriendo así estos una propiedad 2-universal estricta
�dada por isomor�smos de categorías�. En general, sea C = ? la catego-
ría terminal, de modo que ? -data = pos. Dado un mor�smo de posets
f : X → Y y un abierto U ⊆ Y , de�nimos el pos-codato D≥(f, U) con

|D≥(f, U)| = U, D≥(f, U)(y) = f−1(Uy);

con mor�smos de restricción dados por las inclusiones naturales. De modo
similar, dado un cerrado C ⊆ Y , se de�ne D≤(f, C) con |D≤(f, C)| = C y
D≤(f, C)(y) = f−1(Cy).
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De�nición. Dados f : X → Y y U ⊆ Y abierto, de�nimos el espacio diagonal
superior asociado a (f, U) como Diag≥(f, U) = Cyl(D≥(f, U)). Dado f y
C ⊆ Y un cerrado, de�nimos el espacio diagonal inferior asociado a (f, C)
como Diag≤(f, C) = Cyl(D≤(f, C)).

Explícitamente, es fácil ver que se tiene un homeomor�smo

Diag≥(f, U)
∼→ {(x, y) : y ∈ U y f(x) ≥ y} ⊆ f−1(U)× U

xy 7→ (xy, y);

y en particular, Diag≥(Id, X) = {(x′, x) : x′ ≥ x}, como a�rmábamos. Para
este último caso �por claridad�, la correspondencia de la propiedad uni-
versal del cilindro se traduce en que cada g : {(x′, x) : x′ ≥ x} → Z de�ne
para cada x ∈ X mor�smos h]x : Ux → Z con h]x(x′) = g(x′, x); donde, si
y ≤ x ≤ x′, es h]y(x′) ≤ h]x(x′) por la continuidad de g. Recíprocamen-
te, cada h : D≥(Id, X) → Z viene determinado por los h]x y de�ne una
g : {(x′, x) : x′ ≥ x} → Z continua sin más que establecer g(x′, x) = h]x(x′).
Por otra parte, en general, se tienen mor�smos naturales de pos-codatos
î2?(f

−1(U)) → D≥(f, U) → U ≡ i2?(U) induciendo, al tomar cilindros, una
factorización de f−1(U)→ U como f−1(U) ↪→ Diag≥(f, U)→ U.



Parte II

Elementos de espacios
esquemáticos

¾Acaso todavía hay mentes lo bastante ingenuas para pensar que
las teorías sirven para ser creídas? Las teorías sirven para irritar
a los �listeos, para seducir a los estetas y para que los demás se
rían.

El sabotaje amoroso, Amélie Nothomb
trad. Sergi Pàmies

61





Capítulo 3

Posets anillados

Antes de introducir los principales objetos de estudio de esta memoria,
los �espacios esquemáticos�, podemos analizar algunas propiedades elemen-
tales de los puros posets anillados. Lo principal será recordar las descripcio-
nes de haces coherentes y cuasicoherentes sobre ellos y ver cómo sus respec-
tivas categorías pueden obtenerse como secciones de Cat-datos �i.e como
2-límites�, tanto para módulos como para álgebras, si imponemos algunas
restricciones sobre el haz de anillos estructural. Seguiremos esta discusión
con la de�nición de un espacio localmente anillado asociado a cada poset
anillado, que llamaremos �espectro�, y que también puede describirse, ba-
jo ciertas restricciones, en términos de haces de ideales cuasicoherentes del
estructural. Los espacios que veri�quen estas condiciones serán los que lla-
maremos �pseudoesquemáticos�: una clase más amplia que la de los espacios
esquemáticos para la cual ya se veri�can un número de buenas propiedades.

3.1. Módulos y álgebras en posets anillados

Vamos a considerar posets anillados, es decir, CRing-datos, y haces de
módulos y álgebras sobre ellos, haciendo énfasis en algunas diferencias téc-
nicas entre ambas situaciones. Si X = (X,OX) es un poset espacio anillado,
de la propia Proposición 1.4.1 se obtiene que un haz de OX -módulos viene
dado por un OX,x-móduloMx para cada x ∈ X y mor�smos de restricción
rMxy : Mx → My de OX,x-módulos para todo x ≤ y. De modo similar, un
haz de OX -álgebras queda determinado por una OX,x-álgebra Ax para ca-
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da x ∈ X y mor�smos de OX,x-álgebras rAxy : Ax → Ay. Dar un mor�smo
OX -módulos f : M→N (resp. OX,x-álgebras) es dar una colección de mor-
�smos de OX,x-módulos fx : Mx → Nx (resp. OX,x-álgebras) compatibles
con las restricciones.

En términos de C-datos: si Ab es la categoría de grupos abelianos y
Ring la categoría de anillos, M es un Ab-dato en X equipado con un
mor�smo de Ring-datos OX → End(M) (Ejemplo 2.1.11); mientras que A
es un CRing-dato en X equipado con un mor�smo OX → A.

Recordemos que un haz de OX -módulos M en un espacio anillado X
arbitrario se dice cuasicoherente si es localmente conúcleo de libres. Se dice
�nito generado (resp. de presentación �nita) si es localmente cociente de
un libre �nito (resp. localmente conúcleo de libres �nitos). Si X es un poset
anillado, basta que estas condiciones se cumplan en losMx, es decir, pun-
tualmente; sin embargo no es el caso de la siguiente: M se dice coherente
si es �nito generado y, para todo abierto U ⊆ X, el núcleo de cualquier
mor�smo O⊕nX|U →M|U con n ∈ N es un OX|U -módulo �nito generado.

Recordamos también que dado un anillo A, un A-móduloM es coherente
si lo es como haz de módulos en (?,A). Un anillo se dice coherente si lo es
como A-módulo, es decir, si el núcleo de todo mor�smo A⊕n → A es un
A-módulo �nito generado.
Notación 3.1.1. Dado un espacio anillado X, denotaremos por Mod(X)
y Alg(X) a las categorías de haces de OX -módulos y OX -álgebras; y por
Qcoh(X) y Qcohalg(X) (resp. Coh(X) y Cohalg(X)) a las de haces de
OX -módulos y álgebras cuasicoherentes (resp. coherentes). Si X = (?,A),
denotamos Mod(A) ≡ Mod((?,A)) = Qcoh((?,A)); y lo mismo en los
demás casos. Nótese que la coherencia y cuasicoherencia son condiciones
que conciernen puramente a la estructura de OX -módulos, pero también
que las diferentes categorías de álgebras son subcategorías �eles (pero no
plenas) de las de módulos respectivas.

El siguiente resultado proviene de [29, Theorem 2.5, 2.8, 2.10] para el
caso �nito. Es válido para posets anillados cualesquiera con la misma de-
mostración.

Proposición 3.1.2. Sea X un poset anillado yM∈Mod(X). Se veri�ca:

M es cuasicoherente si y solo si rMxy ⊗ 1: Mx ⊗OX,x OX,y → My es
un isomor�smo de OX,y-módulos para todo x ≤ y.
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M es �nito generado si y solo siMx es un OX,x-módulo �nito gene-
rado para todo x ∈ X y los mor�smos Mx ⊗OX,x OX,y → My son
epiyectivos para todo x ≤ y.

M es coherente si y solo siMx es unOX,x-módulo coherente para todo
x ∈ X, los mor�smos naturalesMx⊗OX,xOX,y →My son epiyectivos
para todo x ≤ y; y para todo x ≤ y y cada sub-OX,x-módulo �nito
generado N ⊆ Mx, el mor�smo natural N ⊗OX,x OX,y → My es
inyectivo.

Corolario 3.1.3. Si X tiene mor�smos de restricción rxy : OX,x → OX,y
planos para todo x ≤ y, entonces OX es coherente.

De�nición 3.1.4. Un poset anillado X es un Fr-espacio (��nite restric-
tions�) si, para todo x ≤ y, los mor�smos de restricción rxy : OX,x → OX,y
son planos.

De�nición 3.1.5. Un poset anillado X es puntualmente noetheriano si
OX,x-es noetheriano para todo x ∈ X.

Corolario 3.1.6. Si X es un Fr-espacio puntualmente noetheriano. Se ve-
ri�ca que un OX -móduloM es coherente si y solo si es cuasicoherente y los
Mx son �nito generados para todo x ∈ X.

Demostración. Por las caracterizaciones de la proposición 3.1.2 es claro que
todo módulo coherente es cuasicoherente y �nito generado. Recíprocamente,
si M es �nito generado y cuasicuasicoherente, se tiene por una parte que
Mx es un OX,x-módulo coherente para todo x ∈ X por estar en el caso
noetheriano; y por otro lado que la condición de platitud nos garantiza que
N ⊗OX,x OX,y → Mx ⊗OX,x OX,y es inyectivo para todo N ⊆ Mx �nito
generado, lo que nos permite concluir por la cuasicoherencia deM.

A partir de este punto, supondremos que todos los posets anilla-
dos que aparezcan son puntualmente noetherianos.

El motivo de esta simpli�cación es desviar la atención de los detalles
técnicos adicionales que entraña el caso no noetheriano, con el objeto de
centrar nuestra atención en las diferencias entre posets anillados y espacios
anillados generales. En principio, las técnicas de reducción noetheriana que
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se aplican en teoría de esquemas se trasladarían a nuestro caso �y de un
modo similar, se hablaría de módulos pseudocoherentes en vez de coherentes,
la condición de módulo de presentación �nita es más fuerte que la de �nito
generado, etc.� Sin embargo, trabajar en el caso no noetheriano tiene más
sentido si se hace con posets in�nitos, puesto que para tratar �modelos� de
esquemas qc-qs, que son automáticamente noetherianos, siempre podemos
suponer que los posets que aparecen son �nitos; véase por tanto la discusión
del Apéndice B.1 para más información.

Teorema 3.1.7. [31] Si (X,OX) es un Fr-espacio, entonces Coh(X) y
Qcoh(X) son subcategorías abelianas de Grothendieck de Mod(X).

Demostración. Que Qcoh(X) es subcategoría abeliana se reduce a que las
operaciones categoriales de haces requeridas se computan en �bra y a que,
gracias a la hipótesis de restricciones planas, el núcleo de un mor�smo de
haces cuasicoherentes es cuasicoherente. Para los coherentes, lo mismo se
sigue de que el cambio de base plano conmuta con productos arbitrarios de
módulos �nito generados.

Estas nociones pueden reinterpretarse en términos de C-datos como si-
gue. Consideremos el functor Mod : CRing → Cat tal que A 7→Mod(A)
y A→ B induceM 7→M⊗AB. Ya vimos que teníamos un functor inducido
Mod∗ : CRing -data→ Cat -data. Dado un poset anillado X, denotemos
ModX = Mod∗(X), es decir.

ModX : X → Cat

x 7→Mod(OX,x) = Qcoh((?,OX,x)),

con mor�smos de restricción r∗xy dados por r∗xy(M) = M ⊗OX,x OX,y para
cada x ≤ y yM ∈ModX(x). Las restricciones a cada punto dan mor�smos
naturales de Cat-datos

ModX →Mod(X), ModX → Qcoh(X).

Tenemos ahora los functores de secciones y secciones laxas:

Proposición 3.1.8. Sea X un poset anillado. Se tienen isomor�smos ca-
tegoriales

Mod(X)
∼→ LaxΓ(ModX), Qcoh(X)

∼→ Γ(ModX).
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Demostración. Nótese que, al interpretar las categorías como Cat-datos tri-
viales vía la inclusión, se tiene Γ(Qcoh(X)) = LaxΓ(Qcoh(X)) = Qcoh(X),
ídem para Mod(X). Ya hemos dicho que cada OX -módulo M está deter-
minado por un OX,x-módulo Mx para cada x ∈ X y, vía la propiedad
universal del cambio de base, mor�smos rMxy ⊗ 1: Mx ⊗OX,x OX,y → My

para cada x ≤ y; de modo que siM es cuasicoherente cuando losrMxy ⊗1 son
isomor�smos. Según la descripción explícita de los 2-límites del Apéndice
A.1, un objeto {(Mx, fxy)} ∈ LaxΓ(ModX) viene dado por una colección
de OX,x-módulos Mx y de OX,y-módulos fxy : Mx ⊗OX,x OX,y → My sa-
tisfaciendo las condiciones compatibilidad evidentes �vía los isomor�smos
canónicos de los cambios de base�, que en particular producen mor�smos
de OX,x-módulos compatibles rMxy : Mx → My de modo que fxy = rMxy ⊗ 1
para cada x ≤ y. Se comprueba que estas construcciones son inversas entre
sí y que los mor�smos son los adecuados.

Observación 3.1.9. Es más, el enunciado de la Proposición 3.1.8 es functorial
en X por construcción, es decir, la composición

CRing -data
Mod∗−→ Cat -data

Γ (resp. LaxΓ)−→ Catop

es naturalmente isomorfa al functor X 7→ Qcoh(X) (resp. X 7→Mod(X)).

Debemos enfatizar que, en la demostración de la Proposición 3.1.8, para
obtener la igualdad fxy = rMxy ⊗ 1 y probar que las correspondencias son
inversas, se ha hecho uso de la propiedad universal del cambio de base de
módulos (un caso particular de la adjunción ⊗ a Hom); a saber, que dado
un mor�smo de anillos A→ B, un A-móduloM y un B-módulo N , se tiene
una biyección

HomA(M,N) = HomB(M ⊗A B,N),

donde en la izquierda N se interpreta como A-módulo vía A → B. El
resultado análogo para A-álgebras es cierto si el cambio de base es vía un
epimor�smo de anillos (Proposición B.2.8). Por ello, con idea de tener el
resultado análogo para haces de álgebras, damos la siguiente de�nición:

De�nición 3.1.10. Un poset anillado X es un epic-espacio (�epic� de
�epimor�smo�) si, para todo x ≤ y, los mor�smos rxy : OX,x → OX,y son
epimor�smos de anillos.
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Como en el caso de módulos, �jado un poset anillado X, tenemos de�ni-
do el Cat-dato AlgX ↪→ModX con x 7→ Alg(OX,x) = Qcohalg((?,OX,x)).

Proposición 3.1.11. Si X es un epic-espacio, se tienen isomor�smos cate-
goriales �functoriales en X en el sentido de la Observación 3.1.9�

Alg(X)
∼→ LaxΓ(AlgX), Qcohalg(X)

∼→ Γ(AlgX).

Por último, para generalizar estas proposiciones al caso de haces coheren-
tes necesitamos, en virtud del Corolario 3.1.6, suponer que nuestros espacios
son Fr-espacios. Justi�camos así la siguiente de�nición:

De�nición 3.1.12. Un poset anillado X se dice pseudoesquemático si es
un Fr-espacio y un epic-espacio, i.e. si sus mor�smos de restricción son
epimor�smos planos de anillos.

Ejemplo 3.1.13. Todo poset con un haz de anillos constante es pseudoes-
quemático.

Dado un poset anilladoX se tienen Cat-datos Algfg
X ,Modfg

X : X → Cat
tales que x 7→ Algfg(OX,x) y x 7→Modfg(OX,x) respectivamente.

Proposición 3.1.14. Sea X un poset espacio pseudoesquemático puntual-
mente noetheriano. Se tienen equivalencias �functoriales en X en el sentido
de la Observación 3.1.9�

Coh(X)
∼→ Γ(Modfg

X), Cohalg(X)
∼→ Γ(Algfg

X).

Demostración. Estamos en las hipótesis del Corolario 3.1.6, luego el resul-
tado se sigue de las Proposiciones 3.1.8 y 3.1.11.

Observación 3.1.15 (Secciones de objetos compactos vía C-datos). Recor-
demos que, en una categoría C localmente pequeña, un objeto c se dice
compacto �o si no induce a confusión, de presentación �nita� si el fun-
ctor de puntos covariante c• = HomC(c,−) : C → Set preserva colímites
�ltrantes. Es bien conocido que los módulos �nito generados de un anillo
A son los objetos compactos de su categoría de A-módulos. De modo simi-
lar, los módulos coherentes de un esquema noetheriano S son los objetos
compactos de Qcoh(S). Nos limitamos a señalar que, asumiendo que en el
ambiente en que trabajemos límites �nitos conmutan con colímites �ltrantes



3.2. El espectro de un poset anillado 69

�por ejemplo, en todo topos de Grothendieck y en toda categoría abelia-
na de Grothendieck�, si se tiene F : X → C un C-dato, entonces F(x) es
compacto para todo x ∈ X si y solo si F es compacto como C-dato, como
se puede comprobar a partir de propiedades formales. Esto es consistente
con la Proposición 3.1.14. Nótese que en categorías aditivas sin colímites
�ltrantes en general, más notablemente en la categoría derivada, es común
tomar una de�nición algo diferente: en ellas, se pide que c• conmute solo con
coproductos; siendo el ejemplo estándar de objeto compacto los complejos
perfectos en la categoría derivada.

3.1.1. Cohomología de haces en espacios �nitos

En un espacio topológico de Alexandro� X, la existencia de abier-
tos mínimos hace que todo recubrimiento admita un re�namiento mínimo:
{Ux}x∈X . En particular, la resolución de C¥ch asociada a este recubrimiento
y a un haz de grupos abelianos F �Ab-dato� es una resolución por haces
�ascos que computa la cohomología del haz, véase [29]. Esta es la llamada
resolución estándar de F . Explícticamente, es F → C•(X,F) tal que

Ci(X,F) =
∏

x0<...<xi

Fxi

y con diferenciales dadas por sumas alternadas como en la resolución de
C¥ch ordinaria. En particular, para i > dimX, se veri�ca que Ci(X,F) = 0
para cualquier haz F �puesto que la dimensión topológica coincide con la
dada por las longitudes de cadenas de puntos�, luego H i(X,F) = 0 para
i > dimX.

En esta memoria no realizaremos cálculos explícitos con cohomología en
términos de esta resolución, pero muchas de las demostraciones que reali-
zamos en términos de las �bras del haz estructural de un poset anillado
(X,OX) pueden reinterpretarse a nivel cohomológico vía esta resolución.
Esta es la técnica tras muchos de los resultados que citaremos de [32].

3.2. El espectro de un poset anillado

Todo poset anillado tiene asociado un espacio localmente anillado co-
rrespondiente al �recollement� de la información que contiene. Podemos
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de�nirlo de modo ad-hoc: sea Spec: CRing→ LRSop el functor espectro a
la categoría de espacios localmente anillados �ordinario, con las topologías
de Zariski en cada espacio de la imagen�. Abusando de notación (véase la
ecuación 2.3.3 y, en general, el Anexo A.2), de�nimos el functor

Spec ≡ ΓSpec = ΓLRSop ◦ Spec∗ : CRing -data→ LRS.

Como la categoría de espacios localmente anillados es cocompleta �y sus
colímites coinciden con los de espacios anillados�, este functor existe y en
objetos es

Spec(X) = ΓLRSop(Spec ◦OX) = colimx∈X Spec(OX,x);

donde el colímite se toma en espacios localmente anillados. Si denotamos
ix : Spec(OX,x)→ Spec(X) a los mor�smos naturales, su haz estructural es

OSpec(X) = ĺım
x∈X

ix∗ÕX,x;

donde ÕX,x denota el haz de localizaciones en Spec(OX,x).

Nótese que si los mor�smos rxy : OX,x → OX,y son epimor�smos planos
de anillos de presentación �nita para todo x ≤ y, es decir, si los mor�smos
Spec(rxy) son inmersiones abiertas �Proposición B.2.22�, Spec(X) es un
esquema por recollement de esquemas; sin embargo esta condición no es
necesaria para que se veri�que dicho enunciado. En general, si los mor�smos
rxy viven en un sitio de Grothendieck, Spec(X) puede interpretarse como
un espacio localmente afín en dicho sitio �si bien no en cualquiera de estos
sitios el espacio resultante tendrá un �buen comportamiento��.

De�nición 3.2.1. Diremos que un espacio pseudoesquemático X tiene res-
tricciones abiertas si rxy : OX,x → OX,y son epimor�smos planos de presen-
tación �nita para todo x ≤ y. Es decir, si Spec(rxy) son inmersiones abiertas
de esquemas a�nes.

Observación 3.2.2. Podríamos considerar las �secciones� en la categoría
de esquemas como en la De�nición 2.1.9. Denotando temporalmente por
Spec′ : CRing → Schop al functor espectro de un anillo con valores en
la categoría de esquemas y por Y: Schop → [Sch,Set] al correspondien-
te functor de Yoneda, podemos entender que Spec(X) es un esquema si
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el problema de representabilidad de XΓ(•) := ΓY◦Spec′(X) tiene respuesta
positiva; esto es, si

XΓ(•) : Sch→ Set

S 7→ ĺım
x∈X

Hom(Spec(OX,x), S).

es representable. Es claro que, si extendemos XΓ(•) a LRS, es representable
por Spec(X).

También cabe destacar que, si X = Ux es un espacio con un mínimo x,

Spec(X) ' Spec(OX,x) ' Spec(OX(X))

es un esquema afín. En general, dado que Spec conmuta claramente con co-
productos en LRS (colímites conmutan con colímites) el mor�smo natural∐
x∈X Spec(OX,x) → Spec(X) es precisamente el inducido por el �recubri-

miento canónico� de X, es decir,

U =
∐
x∈X

Ux → X.

Lema 3.2.3. Si X es un poset anillado y U = qx∈XUx,

U ×X U ⇒ U → X

es un diagrama coecualizador de posets anillados. En particular,

Spec(U ×X U) ⇒ Spec(U)→ Spec(X)

es un diagrama coecualizador de espacios localmente anillados.

Demostración. La primera parte es rutinaria y válida para cualquier recu-
brimiento abierto de un espacio anillado; la segunda se sigue de que Spec
conmuta con colímites.

Una pregunta que surge en este punto de la discusión es si sería razo-
nable imponer condiciones sobre X para forzar a que Spec(U ×X U) sea
un esquema �con U ×X U =

∐
x,y∈X Ux ∩ Uy�, en cuyo caso tendríamos

una situación donde Spec(X) aparece como un cociente de dos esquemas,
como sucede en la teoría de espacios algebraicos. La respuesta es a�rmativa
y probará ser de utilidad en muchos contextos. Referimos a la Sección 7.1.
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Observación 3.2.4 (Topologías alternativas en el espectro). Consideremos
los espacios localmente anillados de la forma Spec(X) para X pseudoesque-
mático, es decir, espacios localmente anillados que son �pegado� de esque-
mas a�nes por monomor�smos planos de esquemas a�nes. Los monomor-
�smos planos juegan ahora el papel de las �inmersiones abiertas�: digamos
que son �inmersiones planas�. Los colímites de estos espacios localmente
anillados deberían en su subcategoría si los mor�smos de transición son
precisamente monomor�smos planos, al igual que sucede en el recollement
de esquemas clásico.

En la Sección B.2 se comenta que la topología de monomor�smos planos
en la categoría de esquemas a�nes tiene los mismos objetos que los abiertos
básicos de la topología conjuntística generada por las imágenes de dichos
mor�smos. Por idénticas razones, lo mismo es cierto para la topología de
los monomor�smos planos de un esquema S. Resulta, además, que como
Spec(OS,s)→ S es un monomor�smo plano para cualquier s ∈ S, esta base
de abiertos genera la topología de las especializaciones en S, pero, como
ya comentamos en dicha Sección, los recubrimientos son distintos en cada
caso: en el de los monomor�smos planos exigimos que sean �elmente planos
cuasicompactos (fpqc). La consecuencia es que, salvo que S veri�que alguna
muy fuerte condición de �nitud �que tenga un número �nito de puntos
cerrados: que sea cuasicompacto para generalizaciones�, los topos de haces
de conjuntos que generan respectivas topologías son muy distintos.

Dado S un espacio localmente anillado, digamos que su topología pro-
abierta es aquella cuyos objetos son los abiertos por generalizaciones y cuyos
recubrimientos son las familias epiyectivas cuasicompactas. A priori, la to-
pología que hemos de�nido en la construcción Spec(X) es un cociente de
topologías de Zariski y, como veremos en la Sección 4.3, esto no permite
establecer una buena relación entre los haces en X y en Spec(X). Sin em-
bargo, por los motivos discutidos, podríamos considerar Spec(X)′ de�nido
como el cociente de los Spec(OX,x), pero dotando a cada uno de estos a�nes
de su topología pro-abierta. Por otra parte, podemos dotar a Spec(X) de
su propia topología pro-abierta obtenida globalmente. Puede tener interés
estudiar si estas dos topologías coinciden y relacionar sus haces con los de
el poset anillado de partida bajo ciertas restricciones adicionales.

Observación 3.2.5. En [13] se de�ne un functor �espectro� en toda la cate-
goría de espacios anillados, denotado (−)loc : RS→ LRS �a su vez es una
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generalización de construcciones previas de�nidas incluso para cualquier to-
pos anillado�, que es adjunto por la derecha del functor olvido �y por
tanto conmuta con colímites�. Así, cada espacio anillado X viene equipa-
do con un mor�smo natural X loc → X. Esta construcción no coincide, en
general, con el functor Spec que hemos de�nido. De hecho, si X es un poset
anillado arbitrario, en general no se tiene un mor�smo Spec(X) → X que
nos permita dar adjunción alguna.

3.2.1. Ideales cuasicoherentes

Recordemos que si S es un esquema, hay una correspondencia biyectiva

|S| ↔ {Haces de ideales primos cuasicoherentes p ⊆ OS};

donde cada punto s ∈ S correponde al ideal radical que de�ne su cierre s,
que es primo por ser el cierre un espacio irreducible de punto genérico s.
Recíprocamente, a cada haz de ideales primos se le asigna el único punto
genérico del subesquema cerrado íntegro que le corresponde. Además, los
cerrados de S están en correspondencia con haces de ideales cuasicoherentes
radicales, es decir, que la topología de S no es más que la topología de Zariski
de este conjunto de haces: los cerrados son

V (I) = {p : I ⊆ p}

para I ⊆ OS cuasicoherente. Lo análogo es cierto para la topología de las
especializaciones.

Vamos a ver que si X es pseudoesquemático, lo mismo es cierto para
Spec(X). Los haces de ideales primos se describen puntualmente �pues los
abiertos mínimos Ux son acíclicos para cualquier haz, es decir, �a�nes��.
Podemos tomarlo como de�nición:

De�nición 3.2.6. Sea X poset anillado. Un haz de ideales p ⊆ OX es
primo si px ⊆ OX,x es primo para todo x ∈ X.

Observemos que, por la construcción de Spec(X), un punto topológico
x ∈ Spec(X) es una clase de equivalencia [(x, px)] de parejas (x, px) con
x ∈ X y px ⊆ OX,x, donde la relación de equivalencia es la generada por

(x, px) ∼ (y, qy)⇔∃z ≥ x, y y αz ⊆ OX,z primo (3.2.1)

tales que px = r−1
xz (αz) y qy = r−1

yz (αz).
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Volveremos sobre esto en detalle en la Sección 4.3.

Lema 3.2.7. Si X es pseudoesquemático, Spec(X) es homeomorfo al con-
junto de haces de ideales primos cuasicoherentes de OX dotado de la topo-
logía de Zariski, cuyos cerrados son V (I) = {p ⊆ OX : I ⊆ p} para todo
haz de ideales cuasicoherente I ⊆ OX .

Demostración. Un haz cuasicoherente de ideales primos p ⊆ OX de�ne
[(x, px)] ∈ Spec(X) con x ∈ X cualquier punto en que px 6= OX,x. Cual-
quiera de estos puntos de�ne un haz cuasicoherente de ideales primos por
la Proposición B.2.10. Para ver que la topología de Spec(X) coincide con
la de Zariski basta probar que, dado un cerrado C ⊆ Spec(X), existe un
haz de ideales cuasicoherente I tal que C = V (I). En efecto, C produ-
ce cerrados de Zariski Cx ⊆ Spec(OX,x) para todo x ∈ X de modo que
Cx = Spec(rxy)

−1(Cy) para todo y ≤ x. Ahora, el haz de ideales radicales
I tal que Ix = I(Cx) para cada x ∈ X es cuasicoherente por la Proposición
B.2.21, de donde se concluye.

Corolario 3.2.8. Si X es pseudoesquemático, Spec(X) es un espacio topo-
lógico sobrio �cada cerrado irreducible es el cierre de un punto� tal que la
intersección de abiertos cuasicompactos es cuasicompacto �condición tri-
vial en el caso noetheriano�. Si X es �nito �o si, por ejemplo, admite un
subposet �nito �nal�, Spec(X) es cuasicompacto y, por tanto, un espacio
espectral. Si además OX es noetheriano �por ejemplo, si X es �nito y pun-
tualmente noetheriano�, Spec(X) es un espacio topológico noetheriano.

Demostración. Solo quedaría observar que los abiertos cuasicompactos de
Spec(X) son complementarios de ideales �nito generados; por tanto todos
ellos lo son en el caso de OX noetheriano. Véase el Lemma B.4.3.



Capítulo 4

La categoría de espacios
esquemáticos �nitos

En este capítulo describimos los principales objetos de estudio de la
memoria: los �espacios esquemáticos�. En un inicio fueron introducidos en
[29] y estudiados en su variante afín en [28]. Las notas [32] contienen un
resumen de buena parte de los resultados de estos dos artículos desde un
punto de vista de ingeniería inversa: sus de�niciones son las que antes habían
sido caracterizaciones. Aquí seguiremos el enfoque original, dada su mayor
versatilidad al plantear posibles generalizaciones y sus mejores propiedades
formales.

Las Secciones 4.1 y 4.2 proceden en su mayoría de las citadas referencias,
aunque tratamos de aportar algunas observaciones y resultados complemen-
tarios. La Sección 4.3 y el punto de vista que aporta es original, si bien
esconde en sus tripas resultados técnicos previos. En la Sección 4.4 citamos
un resultado esencial �Proposición 4.4.2� y probamos otro �Proposición
4.4.4�.

4.1. Espacios a�nes y esquemáticos

Comenzamos con la de�nición �espacios a�nes� en el espíritu del Anexo
A.2, explicamos por qué es insu�ciente y la enriquecemos a través de la no-
ción de �espacio esquemático�, cuya intersección con la anterior recuperará
la noción correcta de espacio afín.

75
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Como las de�niciones que siguen vienen dadas en términos de categorías
de haces cuasicoherentes, en vista del Teorema 3.1.7, vamos a suponer que
todos los posets anillados que aparezcan son Fr-espacios.

De�nición 4.1.1. [29, De�nition 3.10][28, De�nition 2.5] Se dice que un
poset anillado X es Mod-afín si el mor�smo π : X → (?,OX(X)) induce
una equivalencia adjunta de categorías abelianas

(π∗ a π∗) : Qcoh(X)
∼→Mod(OX(X)).

Observación 4.1.2. Como estamos bajo la hipótesis de restricciones planas,
Qcoh(X) es abeliana y, por tanto, la equivalencia es exacta. En particu-
lar, todo módulo cuasicoherente �y por extensión el haz estructural� es
acíclico.

Ejemplo 4.1.3. En el �caso topológico�, es decir, para un poset anillado
(X,Z) con Z el haz constante, Qcoh(X,Z) es la categoría de haces de
grupos abelianos localmente constantes respecto a la topología de X, por lo
que (X,Z) es Mod-afín si y solo si es simplemente conexo. Lo análogo es
cierto para cualquier haz de anillos constante A �en cuyo caso estaríamos
considerando la imagen de X por el adjunto a la derecha para el functor
olvido de espacios anillados sobre (?,A), RS/(?,A) ↪→ Top�.

Proposición 4.1.4. Si X es un espacio Mod-afín, entonces se veri�ca

a) El mor�smo OX(X)→ OX,x es plano para todo x ∈ X.

b) El mor�smo OX(X) ↪→
∏
x∈X OX,x es �elmente plano.

c) El mor�smo natural Spec(X)→ Spec(OX(X)) es epiyectivo.

d) Todo Fr-espacio de la forma X = Ux es Mod-afín. En este caso, el
mor�smo del apartado c) es un isomor�smo.

Demostración. Para el apartado a) basta observar que la platitud equi-
vale a la exactitud de π∗, que es automática por ser dicho functor una
equivalencia entre categorías abelianas �nótese que requerimos la hipóte-
sis implícita de que X sea Fr-espacio�. En el apartado b) probamos que∐
x∈X Spec(OX,x) → Spec(OX(X)) es epiyectivo �nótese que si |X| fuese

un poset in�nito, esta propiedad es más fuerte que la mera �elplatitud�;
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en efecto, dado un primo p ⊆ OX(X) con cuerpo residual κ(p) (no nulo),
por la equivalencia de categorías obtenemos π∗κ(p) ∈ Qcoh(X) (no nulo).
Por tanto, existe un x ∈ X tal que (π∗κ(p))x ' κ(p) ⊗OX(X) OX,x 6= 0, es
decir, tomando espectros, que hay algún x ∈ X tal que la �bra de p vía
Spec(OX,x) → Spec(OX(X)) es no vacía, lo cual prueba el resultado. El
apartado c) se deduce de que Spec(X) es un cociente de

∐
x∈X Spec(OX,x).

El apartado d) se sigue de que el punto {x} es co�nal (resp. �nal) para
2-límites (resp. colímites) y de que OX(X) = OX,x, luego es claro que
Qcoh(X) ' 2-límy∈X Mod(OX,y) ' Mod(OX,x) y, respectivamente, que
Spec(X) ' colimy∈X Spec(OX,y) ' Spec(OX,x).

Para que esta fuese una de�nición �buena� de espacio afín, nos gustaría
que el mor�smo del apartado c) siempre fuese un isomor�smo de espacios
localmente anillados, al igual que sucede en la teoría ordinaria de esquemas.
Además, esta de�nición también es insu�ciente para tener una descripción
de los haces cuasicoherentes que funcione como uno desearía: por ejemm-
plo, el haz estructural soportado en un abierto no es cuasicoherente, como
describimos a continuación:
Ejemplo 4.1.5. Sea un Fr-espacio X = {a, b, c} con a ≤ b, c (i.e. X = Ua) y
denotemos A = OX,a, B = OX,b, C = OX,c. El haz estructural soportado
en el abierto {b} ⊆ X es precisamente el haz B tal que Ba = B, Bb = B y
Bc = 0, luego, por la Proposición 3.1.2, será cuasicoherente si y solo si se
veri�can

B ⊗A B
∼→ B, B ⊗A C

∼→ 0.

La primera condición dice que A → B debe ser un epimor�smo (plano)
de anillos, luego, para que los haces estructurales soportados en b y c sean
ambos cuasicoherentes, debe veri�carse que X sea pseudoesquemático. La
segunda nos está relacionando la �intersección algebraica� de los abiertos
{b} y {c} con su intersección topológica.

La condición para solventar la patología expuesta en el Ejemplo 4.1.5
es de �cuasiseparabilidad�, que es precisamente lo que impone la de�nición
de espacio esquemático �nótese que al estar trabajando en el caso �nito
y noetheriano, la �cuasicompacidad algebraica�, sea lo que sea esta, se ve-
ri�cará de modo automático�. Dado un poset anillado X, denotemos por
∆: X → X ×X a su mor�smo diagonal. Sea además Dqc(X) su categoría
derivada de módulos con cohomología cuasicoherente.
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De�nición 4.1.6. [29, De�nition 4.1][28, De�nition 4.4] Se dice que X es
esquemático si R∆∗OX ∈ Dqc(X×X). Equivalentemente, vía la Proposición
3.1.2, si para todo x ∈ X e y ≤ y′ ∈ X y todo i ≥ 0 se veri�ca que el
mor�smo natural

H i(Ux ∩ Uy,OX)⊗OX,y OX,y′
∼→ H i(Ux ∩ Uy′ ,OX)

es un isomor�smo. Se dice que X es semiseparado si, además Ri∆∗OX = 0
para todo i > 0. Por último, diremos que X es afín si es Mod-afín y
esquemático.

Observación 4.1.7. Todo espacio esquemático es pseudoesquemático: que
los mor�smos de restricción sean epimor�smos de anillos se obtiene de la
condición de la de�nición para i = 0 e y′ = x. Cabe destacar que, en
el �caso topológico�, un poset anillado (X,A) con A un haz constante es
esquemático si y solo si cada componente conexa de |X| es irreducible y, por
tanto, será automáticamente afín �pues todo poset irreducible es contráctil
a punto vía la inclusión y proyección en y desde el punto maximal, luego es
homotópicamente trivial�. El caso diferenciable se estudia en [28].

A continuación listamos propiedades de espacios a�nes y esquemáticos.
Todas las demostraciones no incluidas se encuentran en [29], [28] o [32].

Para empezar, los espacios esquemáticos y a�nes se pueden caracterizar
en términos de mor�smos de anillos en sus haces estructurales. Cabe des-
tacar que en [32] se toman estas caracterizaciones como de�niciones, siendo
las nuestras teoremas en aquella presentación.

Proposición 4.1.8. [28, Theorem 4.12] [32, Section 2, Prop. 4; Section 8]
Un Fr-espacio X es afín si y solo si veri�ca:

1) El mor�smo OX(X)→
∏
x∈X OX,x es �elmente plano.

2) Los mor�smos naturales OX,x ⊗OX(X) OX,y
∼→ OX(Ux ∩ Uy) son iso-

mor�smos ∀x, y ∈ X.

3) Los mor�smos OX(Ux ∩ Uy) →
∏
z≥x,yOX,z son �elmente planos

∀x, y ∈ X.

Además, las condiciones 2) y 3) pueden reemplazarse por:
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4) Los mor�smos OX,x⊗OX(X)OX,y →
∏
z≥x,yOX,z son �elmente planos

∀x, y ∈ X.

En particular, un espacio Ux es afín si y solo si veri�ca 2) y 3); y un abierto
U ⊆ X de un afín es afín si y solo si veri�ca 1). Además, se comprueba que
si X es afín y M ∈ Qcoh(X), las propiedades análogas son ciertas para
las secciones y �bras del haz �stalks�M; y es más, siguen siendo ciertas
si reemplazamos Ux por un afín U ⊆ X cualquiera y Uy por un abierto
cualquiera �es decir, las secciones de módulos cuasicoherentes en a�nes se
comportan como lo hacen en esquemas�.

Corolario 4.1.9. Si X es afín, los mor�smos OX(X)→ OX,x son epimor-
�smos planos de anillos para todo x ∈ X.

De la De�nición 4.1.6 se tiene que un poset anillado X es esquemático
si y solo si todo abierto mínimo Ux ⊆ X es afín �es más, es esquemático
si y solo si admite un recubrimiento abierto por a�nes�. En particular, la
Proposición 4.1.8 caracteriza también los espacios esquemáticos:

Proposición 4.1.10. Un Fr-espacio anillado X es esquemático si y solo si
veri�ca que para cualesquiera x, y ≥ t, el mor�smo

OX,x ⊗OX,t OX,y →
∏
z≥x,y

OX,z

es �elmente plano. Además, en este caso se tienen isomor�smos

OX,x ⊗OX,t OX,y
∼→ OX(Ux ∩ Uy).

Se tienen caracterizaciones en términos de cuasicoherencia:

Proposición 4.1.11. [32, Section 3.2, Thm. 8, 9; Rem. 10] Sea X un Fr-
espacio y ∆ su diagonal. Son equivalentes:

a) X es esquemático.

b) Para todoM∈ Qcoh(X), se tiene que ∆∗M∈ Qcoh(X ×X).

c) Para todo abierto i : U ↪→ X, es Ri∗OX|U ∈ Dqc(X).
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d) Se veri�ca el �Teorema de extensión de módulos cuasicoherentes� (C.
f. [29, Theorem 4.4]): para todo abierto i : U ↪→ X y N ∈ Qcoh(U),
es i∗N ∈ Qcoh(X).

Proposición 4.1.12 (Criterio de Serre). [28, Theorem 5.11] Sea X un
espacio esquemático. Se veri�ca que X es afín si y solo si todo módulo
cuasicoherente en X es acíclico; y si y solo si H1(X, p) = 0 para todo haz
de ideales primos cuasicoherente.

Proposición 4.1.13. [29, Proposition 6.5] Sea X espacio esquemático. Se
ver�ca que X es afín si y solo si el mor�smo Spec(X) → Spec(OX(X))
es un isomor�smo (a posteriori, Spec(X) es un esquema). Además, basta
comprobar que es un homeomor�smo topológico.

Demostración. Que la a�nidad implica que el mor�smo pedido es isomor-
�smo se prueba en [29] por descenso �elmente plano: el mor�smo �el-
mente plano OX(X) →

∏
x∈X OX,x es un monomor�smo regular de ani-

llos, luego tomando espectro produce un epimor�smo regular de esque-
mas a�nes que por el que Spec(OX(X)) es, de hecho, el coecualizador de
qx,y Spec(Ux) ×Spec(OX(X)) Spec(Uy) ⇒ qx∈X Spec(Ux) en la categoría de
esquemas �y en LRS�, luego Spec(X) ' Spec(OX(X)). Damos otras
demostración más explícita: como X es pseudoesquemático, los puntos de
Spec(X) se corresponden con haces de ideales primos cuasicoherentes (Le-
ma 3.2.7); y como X es Mod-afín, la categoría de haces de ideales primos
cuasicoherentes de OX es equivalente a la categoría de ideales primos de
OX(X) vía el functor de secciones, luego | Spec(X)| → |Spec(OX(X))| es
un homeomor�smo (dos ideales isomorfos como subobjetos son iguales). En
haces de anillos se tiene un isomor�smo porque, para uno de estos p ⊆ OX ,

OSpec(X),p = ĺım
x∈X

((OX,x)px) ' ĺım
x∈X

(OX,x)p ' OX(X)p;

donde (OX,x)p es la localización como OX(X)-módulo e invocamos que loca-
lizar conmuta con límites �nitos. Recíprocamente, es claro que si el mor�smo
es un homeomor�smo, entonces es un isomor�smo, puesto que el argumento
de haces de anillos que acabamos de exponer no depende de la a�nidad; y
esto implica que X es afín por la Proposición 4.1.12.

Siguen resultados sobre haces coherentes en nuestro caso noetheriano:
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Lema 4.1.14. [32, Secion 13, Proposicion 17] Si X es afín y M es cuasi-
coherente, M es coherente si y solo si M(X) es un OX(X)-módulo �nito
generado. Es decir, se tiene una equivalencia Coh(X) 'Modfg(OX(X)).

Recordemos que, de la Proposición 3.1.14 y la Observación 3.1.15, se
sigue que Coh(X) es la subcategoría de objetos compactos de Qcoh(X).
Se tiene el resultado esperado:

Proposición 4.1.15. [32, Section 13, Proposition 18] Si X es esquemático,
Qcoh(X) es compactamente generada; es decir, todo módulo cuasicoherente
es colímite �ltrante de módulos coherentes.

4.2. La categoría esquemática

Resumimos ahora la versión �relativa� de la esquematicidad:

De�nición 4.2.1. Sean X e Y Fr-espacios, f : X → Y un mor�smo de
espacios anillados γf : X → X × Y su grá�ca. Se dice que f es esquemático
si Rγf∗OX ∈ Dqc(X × Y ). Se dice que f es localmente acíclico si, además,
Riγf∗OX = 0 para todo i > 0.

Observación 4.2.2. Como en el caso de la De�nicón 4.1.6 de espacio esque-
mático, esta condición se reduce a que los cambios de base de la cohomología
de OX en los abiertos Ux∩f−1(Uy) se comporten bien respecto a restriccio-
nes en X y en Y . Nótese además que un espacio X es esquemático si y solo si
Id : X → X es un mor�smo esquemático; ídem para espacios semiseparados
y mor�smos localmente acíclicos.

Ser esquemático es claramente local tanto en el origen como en la llegada:
si f : X → Y es esquemático, f|Ux : Ux → Y es esquemático para todo x ∈ X
y f|f−1(Uy) : f−1(Uy)→ Uy es esquemático para todo y ∈ Y . En particular,
como Uf(x) ⊆ f−1(Uf(x)), se tiene que fx : Ux → Uf(x) es esquemático.

La propiedad más inmediata es que, si los espacios son esquemáticos, la
esquematicidad queda caracterizada en términos de la propia f∗:

Proposición 4.2.3. [29, Theorems 5.5, 5.6] Si X es esquemático, un mor-
�smo f : X → Y es esquemático si y solo si �preserva cuasicoherencia�, es
decir, si Rf∗M∈ Dqc(Y ) para todoM∈ Qcoh(X).
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Observación 4.2.4. Si X e Y son espacios esquemáticos, el producto X ×Y
en la categoría de posets anillados también es esquemático. Lo análogo es
cierto para la a�nidad.

Corolario 4.2.5. [29, Corollary 5.7] Si X es esquemático, su diagonal
∆: X → X × X es esquemática. Si f : X → Y es esquemático entre es-
pacios esquemáticos, la grá�ca γf es esquemática.

Proposición 4.2.6. [29, Proposition 5.8] La composición de mor�smos es-
quemáticos entre espacios esquemáticos es esquemática.

De�nición 4.2.7. Diremos que un mor�smo de posets anillados f : X → Y
entre espacios esquemáticos es afín si f−1(Uy) es afín para todo y ∈ Y .

En particular, es evidente que un espacio esquemático X es afín si y
solo si el mor�smo de proyección π : X → (?,OX(X)) es afín �o si lo es
su proyección a cualquier espacio esquemático puntual�. Esperaremos a
disponer de más tecnología para probar propiedades de los mor�smos a�nes
de modo sistemático (Sección 7.4.1), así que baste por ahora observar que,
como consecuencia de la Proposición 4.2.3:

Lema 4.2.8. Un mor�smo afín f : X → Y es esquemático si y solo si
f∗M es cuasicoherente para todo M ∈ Qcoh(X) �esto es lo que en [32]
se entiende por �mor�smo afín��. Un mor�smo entre espacios a�nes es
esquemático si y solo si es localmente acíclico.

Corolario 4.2.9. Un mor�smo f : X → Y entre espacios esquemáticos es
esquemático si y solo si fx : Ux → Uf(x) es localmente acíclico.

Proposición 4.2.10. [32, Section 5, Proposition 10] Todo mor�smo esque-
mático f : X → Y entre espacios a�nes es afín.

Como en el caso de espacios, la esquematicidad de mor�smos entre es-
pacios esquemáticos puede caracterizarse explícitamente:

Proposición 4.2.11. [32, Section 5, Theorem 15] Un mor�smo f : X → Y
entre espacios esquemáticos es esquemático si y solo si para todo x ∈ X e
y ≥ f(x), el mor�smo inducido

OX,x ⊗OY,f(x)
OY,y →

∏
z∈Ux∩f−1(Uy)

OX,z
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induce un mor�smo epiyectivo entre espectros. Esto es equivalente a que se
veri�quen las dos condiciones siguientes:

1) El abierto Ux ∩ f−1(Uy) es afín.

2) El mor�smo OX,x ⊗OY,f(x)
OY,y

∼→ OX(Ux ∩ f−1(Uy)) es isomor�smo.

Y la a�nidad de mor�smos esquemáticos entre espacios esquemáticos
puede caracterizarse cohomológicamente:

Proposición 4.2.12. [29, Theorem 5.18] Un mor�smo f : X → Y esquemá-
tico entre espacios esquemáticos es afín si y solo si Rif∗OX = 0 para i > 0
y f∗f∗M → M es epiyectivo para todo M ∈ Qcoh(X); es decir, si todo
módulo cuasicoherente está generado por sus secciones globales relativas.
En este caso, Rif∗M = 0 paraM∈ Qcoh(X) e i > 0.

Corolario 4.2.13. [29, Propositions 5.22, 5.23] Un espacio esquemático X
es semiseparado si y solo si su diagonal X → X × X es afín. Además, un
mor�smo esquemático f : X → Y es localmente acíclico si y solo si su grá�ca
X → X × Y es afín.

Queda �jar una notación para la categoría esquemática:

De�nición 4.2.14. De�nimos la categoría esquemática (�nita) como aque-
lla cuyos objetos son los espacios esquemáticos �nitos y cuyos mor�smos son
los mor�smos esquemáticos. La denotamos SchFin.

A partir de ahora y salvo que se indique explícitamente otra con-
sideración, todos los posets anillados y mor�smos que aparezcan
serán esquemáticos.

Observación 4.2.15. En términos del Capítulo 2, tenemos una inclusión �el
pero no plena SchFin ⊆ CRing -data. Cabe destacar que SchFin ya no
es una categoría �brada sobre pos �como sucede al considerar esquemas
dentro de espacios anillados�, pero sí hereda la estructura 2-categorial que
vimos en la Sección 2.2. En particular, estudiaremos la especialización de la
construcción del cilindro al caso esquemático.
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4.2.1. Modelos �nitos de esquemas

Dado un esquema S, diremos que un recubrimiento abierto U = {Ui} de
S es localmente afín si U s = ∩s∈UiUi son abiertos a�nes para todo s ∈ S.

Proposición 4.2.16. [30, Prop. 3.14] Un esquema S es cuasicompacto y
cuasiseparado ��qc-qs�� si y solo si admite un recubrimiento �nito local-
mente afín y si y solo si existe un mor�smo continuo π : S → X a un poset
�nito X tal que π−1(Ux) es afín ∀x ∈ X.

Demostración. Observemos tan solo que si S es qc-qs, dado un recubrimien-
to �nito afín {Ui} y un recubrimiento �nito afín {V k

ij} de cada intersección
Ui ∩Uj , entonces obtenemos un recubrimiento localmente afín {Ui, V k

ij}i,j,k,
como puede comprobarse fácilmente.

Dado un recubrimiento localmente afín, el modelo �nito asociado que
construíamos en la Sección 1.5 veri�ca las condiciones del enunciado:

π : S → (X,π∗OS).

Por último, dada π como en el enunciado, obtenemos un recubrimiento
�nito localmente afín {π−1(Ux)}x∈X , lo que implica la cuasicompacidad y
cuasiseparabilidad.

En lo que resta de memoria, Sch denotará la categoria de esquemas qc-
qs, en particular siempre noetherianos y tales que los mor�smos entre ellos
son cuasicompactos y cuasiseparados. La noetherianidad justi�ca que solo
estemos considerando posets anillados puntualmente noetherianos, mientras
que la cuasicompacidad justi�ca que solo consideremos posets �nitos.

Proposición 4.2.17. Dado un esquema S un esquema qc-qs, {Ui} un re-
cubrimiemto localmente afín y π : S → X el modelo �nito asociado:

X es esquemático y (π∗ a π∗) : Qcoh(S)
∼→ Qcoh(X) es una equi-

valencia. Además, X es semiseparado si y solo si S lo es, i.e. si la
diagonal de S es afín.

X es afín si y solo si S es afín.

Hay un isomor�smo natural Spec(X) ' S.
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Demostración. Obsérvese que π es epiyectiva. La primera parte se sigue
de que OX,π(s) = OS(U s) y OX(Uπ(s) ∩ Uπ(s′)) = OS(U s ∩ U s′) para
s, s′ ∈ S y de que los anillos de los abiertos a�nes de cualquier esquema
cumplen las condiciones de compatibilidad de la esquematicidad. La equi-
valencia de categorías del enunciado se sigue de que los U s son a�nes, luego
Qcoh(U s) ' Mod(OS(U s)) ' Mod(OX,x) y de descenso de la categoría
de cuasicoherentes para la topología de Zariski �para una versión más di-
recta, véase [30, Theorem 3.15]�. La segunda parte se sigue de que S es
afín si y solo si Qcoh(S) ' Qcoh(OS(S)) �o, si se quiere, de cualquiera de
los criterios de a�nidad ya introducidos�. La última parte es recollement
de esquemas para la topología de Zariski; el isomor�smo viene inducido por
las inclusiones Spec(OS(U s)) ' U s ↪→ S.

Proposición 4.2.18. Sea g : S → T un mor�smo de esquemas y denotemos
f : X → Y al mor�smo entre modelos �nitos asociado a ciertos recubrimien-
tos localmente a�nes, se tiene:

f es esquemático; y localmente acíclico si y solo si Rig∗OS = 0 ∀i > 0.

f es afín si y solo si g es afín.

A la hora de extender propiedades de esquemas y mor�smos de esquemas
al caso esquemático será importante determinar si las de�niciones son com-
patibles con este �paso al modelo �nito� cuando los espacios y mor�smos
provengan de esquemas.

4.3. Caracterizaciones espectrales

La condición de esquematicidad produce un comportamiento especial-
mente deseable del functor Spec y, de hecho, es posible caracterizar los es-
pacios pseudoesquemáticos que son esquemáticos en términos de su imagen
vía este functor. Recordemos que (ecuación 3.2.1), dado un poset anillado
X, los puntos del espacio topológico subyacente | Spec(X)| son clases de
parejas (x, px) respecto a la relación de equivalencia generada por

(x, px) ∼ (y, qy)⇔∃z ≥ x, y y αz ⊆ OX,z primo

tales que px = r−1
xz (αz) y qy = r−1

yz (αz).

Obsérvese que ∼ es una relación binaria re�exiva y simétrica.
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Lema 4.3.1. Si X es esquemático y se tienen parejas (x, px) y (y, qy) tales
que existe algún t ≤ x, y con r−1

tx (px) = r−1
ty (qy), entonces (x, px) ∼ (y, qy).

Demostración. Por hipótesis y la Proposición 4.1.10,OX(Ux∩Uy) 6= 0, luego
Ux ∩ Uy 6= ∅; de la misma caracterización se tiene un mor�smo �elmente
plano

OX,x ⊗OX,t OX,y →
∏
z≥x,y

OX,z,

luego existen z ≥ x, y y αz ⊆ OX,z con r−1
xz (αz) = px y r−1

yz (αz) = qy, lo que
prueba el enunciado.

Lema 4.3.2. Si X es pseudoesquemático y se tiene (x, px) ∼ (x, qx), en-
tonces px = qx.

Demostración. Se sigue del Lema B.2.14.

Proposición 4.3.3. Si X es un espacio esquemático, ∼ es una relación de
equivalencia. En particular, todo punto [(x, px)] ∈ |Spec(X)| tiene asociado
un único (z, αz) con z maximal �respecto al orden de X� entre los posible
representantes.

Demostración. La transitividad se sigue del Lema 4.3.1. La segunda parte
de la �nitud de |X| y de que, por la propia de�nición de esta relación de
equivalencia, para cada dos representantes del punto de | Spec(X)| pode-
mos encontrar un tercero cuya componente topológica es mayor o igual que
ambos. Nótese que el ideal primo correspondiente a dicho representante es
único por el Lema 4.3.2.

Corolario 4.3.4. Si X es esquemático, para todo haz de ideales primos
cuasicoherente p ⊆ OX , el cociente OX/p está soportado en un cerrado
irreducible de |X|.

Demostración. Por la correspodencia entre puntos de |Spec(X)| y haces
de ideales primos cuasicoherentes de OX dada en el Lema 3.2.7, decir que
[(x, px)] tiene un único representante maximal es equivalente a decir que el
cerrado {x ∈ X : px 6= OX,x} es irreducible.
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De�nición 4.3.5. Un punto x = [(x, px)] ∈ |Spec(X)| es un punto esque-
mático de X.

Y la Proposición 4.3.3 nos permite de�nir:

De�nición 4.3.6. Dado X un espacio esquemático y x un punto esque-
mático, se dice que x centra en x (o que x es el centro de x) si (x, px) es
la pareja representante maximal de x para cierto px; o equivalentemente, si
para el haz px ⊆ OX asociado a x, sop(OX/px) = Cx.

Corolario 4.3.7. Sea X un espacio esquemático. Se tiene de�nida una
aplicación centro

πX : | Spec(X)| → |X|,

donde πX(x) es el centro de x. Además, si π :
∐
x∈X Spec(OX,x) → X tal

que (x, px) 7→ x es el mor�smo natural, se tiene un diagrama (omitiendo ya
| − | de la notación)∐

x∈X Spec(OX,x)
π //

ρ

��

X

Spec(X)

πX

44

donde ρ es el paso al cociente y tal que π ≤ πX ◦ ρ.

Observación 4.3.8. Dado X esquemático e ix : Spec(OX,x) → Spec(X) la
inclusión natural para cada x ∈ X, el subconjunto

i−1
x (π−1

X (x)) = {p ∈ Spec(OX,x) : (x, p) centra en x} ⊆ Spec(OX,x)

es cerrado en la topología de las especializaciones, aunque {x} ⊆ X no sea
cerrado.

En general, la aplicación πX no es continua. Esto se debe a que, por
defecto, hemos considerado las topologías de Zariski en cada Spec(OX,x).
Remitimos a la Observación 3.2.4 para una discusión relacionada. Se tiene:

Proposición 4.3.9. Si X tiene mor�smos de restricción de tipo �nito,
entonces Spec(X) es un esquema qc-qs y la aplicación centro πX es con-
tinua. En estas condiciones, πX de�ne un mor�smo de espacios anillados
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Spec(X) → X con π−1
X (Ux) afín para todo x ∈ X. El recíproco es cier-

to si suponemos que π−1
X (Ux) 6= ∅ para todo x ∈ X �por ejemplo, si es

epiyectiva�. De hecho, basta la hipótesis sobre las restricciones de X para
que la imagen Im(πX) ⊆ X sea el modelo �nito de Spec(X) respecto a
{π−1

X (Ux)}x∈X .

Demostración. Por la Proposición B.2.22, X tiene restricciones de tipo �-
nito si y solo si los mor�smos Spec(rxy) : Spec(OX,y) → Spec(OX,x) son
inmersiones abiertas para todo x ≤ y; luego en estas condiciones Spec(X)
es un esquema por recollement, dotado además de un recubrimiento afín
dado por los Spec(OX,x) con π−1

X (Ux) ' Spec(OX,x).
Respecto a la continuidad de la proyección, basta ver que las antiimá-

genes π−1
X (Ux) son abiertas, i.e. que para todo iy : Spec(OX,y) → Spec(X)

el subconjunto i−1
y (π−1

X (Ux)) es abierto. En efecto,

i−1
y (π−1

X (Ux)) = {py ∈ Spec(OX,y) : [(y, py)] centra en z ≥ x}.

Si y ≥ x, es claro que i−1
y (π−1

X (Ux)) = Spec(OX,y), luego hemos terminado.
En general,

i−1
y (π−1

X (Ux)) = ∪z≥x,y Spec(ryz)(Spec(OX,z)),

que es un abierto de Zariski de Spec(OX,y) por hipótesis. Nótese que los
subesquemas abiertos π−1

X (Ux) son a�nes porque se identi�can con la imagen
de la inmersión abierta ix : Spec(OX,x)→ Spec(X) para x ∈ X. De hecho,
el recubrimiento {π−1

X (Ux)} es localmente afín con Ux = π−1
X (UπX(x)) para

cada x ∈ Spec(X). El mor�smo de haces de anillos de πX está de�nido
de�nido en este recubrimiento afín por la identidad

(πX)](Ux) : OX,x → OSpec(X)(ix(Spec(OX,x))) ' OX,x.

Si π−1
X (Ux) 6= ∅ se tiene el recíproco por corresponderse los mor�smos de

restricción con restricciones entre abiertos a�nes de Spec(X). La última
parte no es más que la Proposición 4.2.16.

Observación 4.3.10. Nótese que existen espacios �nitosX tales que Spec(X)
es un esquema y πX no es continuo. Como ejemplo genérico nos sirve cual-
quier espacio esquemático afín X con |X| = {0 < 1} y OX,1 una localización
en un primo de OX,0. Esto puede entenderse como que X es el �modelo �-
nito� respecto a un recubrimiento que no es por abiertos de Zariski.
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Sin embargo πX sí es continua en la topología de las especializaciones.

Proposición 4.3.11. Si X es esquemático y Spec(X)≤ denota a Spec(X)
equipado con su topología de las especializaciones (Observación 1.1.9), se
tiene que πX : Spec(X)≤ → X es continua.

Demostración. Basta probar que es monótona. En términos de haces de
ideales, dos puntos p, q de Spec(X) veri�can p ≤ q si y solo si q ⊆ p; luego
basta probar que si q ⊆ p, entonces sop(OX/p) ⊆ sop(OX/q), lo cual es
cierto en general.

La aplicación centro es compatible con Spec �C. f. Apéndice B.4�:

Proposición 4.3.12. Si X es esquemático y U ⊆ X es un abierto, entonces
la imagen de Spec(U)→ Spec(X) es un subespacio topológico de Spec(X)
y Spec(U) ' π−1

X (U) como espacios anillados, entendiendo el segundo con
el haz estructural inducido.

Demostración. La primera parte es [32, Section 13, Proposition 15]: es con-
secuencia del Lema 3.2.7 y d) (�Teorema de extensión�) de la Proposición
4.1.11. Para la segunda parte: como conjuntos, es claro que los puntos x
que centran en algún punto de U son exactamente los puntos de Spec(U);
y esto de�ne un homeomor�smo por lo anterior. Queda comprobar que
OSpec(U) ' OSpec(X)| Spec(U), pero esto es [32, Section 13, Theorem 27].

Observación 4.3.13. En vista de la Proposición 4.3.12, admitiendo secciones
en subespacios no abiertos, el mor�smo de haces (πX)] : OX → πX∗OSpec(X)

de�ne, en cada x ∈ X, el mor�smo identidad

OX,x → OSpec(X)(π
−1
X (Ux)) ' ÕX,x(π−1

X (Ux)) ' OX,x.

En lo relativo al haz estructural, podemos añadir:

Lema 4.3.14. Si X es pseudoesquemático, para todo y ≤ x y px ⊆ OX,x
se tiene entonces (OX,y)r−1

yx (px) ' (OX,x)px .

Demostración. Es el Teorema B.2.19.

Lema 4.3.15. Si X es esquemático y x un punto esquemático centrado en
x, se tiene que

OSpec(X),x ' (OX,x)px .
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Demostración. Como localizar conmuta con límites �nitos, límites �nitos
conmutan con colímites �ltrantes en categorías abelianas de Grothendieck,
para cualquier y ∈ Y e iy : Spec(OX,y) → Spec(X) es i−1

y (p) = px, y la
topología en Spec(X) es �nal para qyiy:

OSpec(X),p ' colim
p∈U

( ĺım
y∈X

iy∗ÕX,y)(U) '

' ĺım
y∈X

colim
p∈U
ÕX,y(i−1

y (U)) ' ĺım
y∈X

(OX,y)py .

Pero por el Lema 4.3.14, (OX,x)px ' (OX,y)py para todo y ≤ x, de donde se
obtiene que ĺımy∈X(OX,y)py ' (OX,x)px .

Notación 4.3.16. Dado un punto esquemático x = [(x, px)], denotamos la
�bra esquemática de haz OX en x como

OX,x = OSpec(X),x ' (OX,x)px .

Como ya vimos en el Lema 1.4.3, podemos equipar a Spec(X)≤ con el haz
estructural de�nido por imagen inversa vía Spec(X)≤ → Spec(X). Como
Spec(X)≤ es un A-espacio, basta dar su valor en cada punto esquemático
x �y los mor�smos de restricción obvios�. Por el Lema 4.3.15,

OSpec(X)≤,x = OX,x.

Corolario 4.3.17. Si X es un espacio esquemático, se tiene un mor�smo
de espacios anillados πX : Spec(X)≤ → X. Es más, si X tiene restricciones
abiertas, este mor�smo es la imagen del mor�smo de la Proposición 4.3.9
por el functor del Lema 1.4.3.

Demostración. Por la Proposición 4.3.11, πX : Spec(X)≤ → X es continuo.
El mor�smo de haces de anillos queda determinado por las localizaciones

(π]X)x : OX,πX(x) → OX,x

para cada x ∈ Spec(X).

Observación 4.3.18. A partir de ahora, siempre que consideremos mor�smos
de espacios anillados que involucren a πX �como haremos en la Sección
5.3�, asumiremos tácitamente que lo hacemos respecto a esta topología de
las especializaciones. Como tal, omitiremos el (−)≤ de la notación.
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Caracterización espectral de los espacios esquemáticos

Teorema 4.3.19. Sea X un espacio pseudoesquemático. Se veri�ca que X
es esquemático si y solo si para todo haz de ideales primos cuasicoherente
p ⊆ OX , el cociente OX/p está soportado en un cerrado irreducible. Diremos
en este caso que �la aplicación centro πX : Spec(X)→ X está de�nida�.

Demostración. El directo es el Corolario 4.3.7. Por la Proposición 4.1.10,
basta ver que, dados x, y ≥ t, el mor�smo∐

z≥x,y
Spec(OX,y)→ Spec(OX,x ⊗OX,t OX,y)

es epiyectivo. Pero en efecto, dado un primo p ⊆ OX,x ⊗OX,t OX,y y deno-
tando por px, py y pt sus restricciones a OX,x, OX,y y algún OX,t, tenemos
de�nido un punto [(x, px)] = [(y, py)] de Spec(X). Por hipótesis, sabemos
que existe un representante maximal (z, pz) con z ≥ x, y tal que, por cons-
trucción, (z, pz) tiene imagen p vía el mor�smo deseado.

Observación 4.3.20. Nótese que este resultado extiende el caso topológico:
(X,A) con A haz constante es esquemático si y solo si cada componente
conexa de |X| es irreducible.
Observación 4.3.21. Volviendo a la Observación 3.2.5 sobre el functor (−)loc

de�nido en [13, Section 2.2], para todoX hay un mor�smoX loc → Spec(X).
Es más, obsérvese que, aunque la aplicación centro πX no es continua en
general, siempre se tienen de�nidos mor�smos en las �bras de los haces de
anillos (π−1

X OX)x = OX,πX(x) → OSpec(X),x que son localizaciones en ideales
primos, lo cual puede entenderse en el contexto de [13, De�nition 1]. Puede
plantearse caracterizar la esquematicidad en estos términos sin requerir a
priori la condición de pseudoesquemático: ¾cuándo X loc → X factoriza por
Spec(X)?

Caracterización espectral de los mor�smos esquemáticos

Notación 4.3.22. Dado un mor�smo de espacios anillados f : X → Y en-
tre dos espacios esquemáticos y x = [(x, px)] un punto esquemático de X,
denotamos a su imagen Spec(f)(x) por f(x), que es el punto esquemático
[(f(x), (f ]x)−1(px))].
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En general, la pareja imagen (f(x), (f ]x)−1(px)) de un punto x = [(x, px)]
no está centrada en f(x). Sino que se tiene:

Lema 4.3.23. Sea f : X → Y un mor�smo de espacios anillados entre
espacios esquemáticos. Se tiene un diagrama

Spec(X)

πX
��

Spec(f)// Spec(Y )

πY
��

X
f // Y.

veri�cando que f ◦πX ≤ πY ◦Spec(f) con el orden inducido por el de Y . Es
más, para todo x ∈ Spec(X) centrado en x y siendo y ≥ x centro de f(x),
el diagrama

OX,y
Spec(f)]x◦ϕ

$$
OX,x

OX,f(x)

rf(x)y

OO

f]x◦ψ

::

(con ϕ : OY,y → OY,f(x) y ψ : OX,x → OX,x los mor�smos de localización)
es conmutativo.

Demostración. Consecuencia de la discusión hasta el momento.

De�nición 4.3.24. Un mor�smo de espacios anillados f : X → Y entre
dos espacios esquemáticos se dice central si, para todo punto esquemático
x centrado en x ∈ X, su imagen f(x) está centrada en f(x) ∈ Y . En otras
palabras, f es central si y solo si el diagrama

Spec(X)

πX
��

Spec(f)// Spec(Y )

πY
��

X
f // Y

es conmutativo.



4.3. Caracterizaciones espectrales 93

Ejemplo 4.3.25. Sea g : S → T un mor�smo de esquemas y f : X → Y el
mor�smo inducido entre dos modelos �nitos (respecto a sendos recubrimien-
tos adecuados), entonces es central y esquemático.

La noción de centralidad caracteriza �homotópicamente� la de esque-
maticidad.

Teorema 4.3.26. Sean X e Y espacios esquemáticos. Un mor�smo de
espacios anillados f : X → Y es esquemático si y solo si es central.

Demostración. Por la Proposición 4.2.11, f es esquemático si y solo si, para
todos los x e y ≥ f(x), el mor�smo

OX,x ⊗OY,f(x)
OY,y →

∏
z∈Ux∩f−1(Uy)

OX,z

induce una epiyección entre espectros; probemos que esto es equivalente a
la centralidad. En efecto, sea (x, p) la pareja representante maximal de x y
denotemos y = f(x) y q = (f ]x)−1(p). Observemos que los ideales primos de
OX,x ⊗OY,f(x)

OY,y son los del producto �brado conjuntístico de espectros
(Proposición B.2.12). Si f esquemático y f(x) no estuviese centrado en
y, entonces x no estaría centrado en x, puesto que existiría un primo en
OX,x ⊗OY,f(x)

OY,y que provendría de un primo de OX,z para algún punto
x ∈ Ux ∩ f−1(Uy) por la hipótesis. Recíprocamente, si f es central, dado un
primo p = (px, qy) ⊆ OX,x⊗OY,f(x)

OY,y (con qy restringiendo a (f ]x)−1(px)),
por esquematicidad de Y sabemos que existe un y′ ≥ y maximal y un primo
qy′ ⊆ OY,y′ y tal que [(y′, qy′)] = [(y, qy)] = f([(x, px)]); lo que por la
hipótesis de centralidad implica que x = [(x, px)] está centrado en algún
z ≥ x con f(z) = y′ ≥ y. Esto prueba la epiyectividad del mor�smo entre
espectros que deseamos.

Ejemplo 4.3.27. Volviendo de nuevo al �caso topológico�. Un mor�smo
f : (X,A) → (Y,B) con A y B haces constantes y siendo ambos espacios
esquemáticos, luego topológicamente irreducibles y a�nes �Observación
4.1.7�, es un mor�smo esquemático si |f | envía el punto genérico de |X| al
punto genérico de |Y |.
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4.4. Propiedades categoriales

Por de�nición, SchFin es una subcategoría �el pero no plena de la
categoría de posets anillados CRing -data.

Proposición 4.4.1. La categoría SchFin tiene coproductos �nitos y tanto
la inclusión SchFin ⊆ CRing -data como el functor Spec SchFin→ LRS
los preservan.

Demostración. Es cierto para CRing-datos y la esquematicidad se preserva
trivialmente por coproductos.

Proposición 4.4.2. [29, Theorem 5.27] La categoría SchFin tiene pro-
ductos �brados �nitos y la inclusión natural SchFin ⊆ CRing -data los
preserva. Además, si f : X → Z y g : Y → Z son a�nes, π∗ : X ×Z Y → Z
es afín y π∗OX×ZY ' f∗OX ⊗OZ g∗OY .

Corolario 4.4.3. [29, Corollary 5.28] Si f : X → Y es afín e Y ′ → Y es un
mor�smo cualquiera, f ′ : Y ′×Y X → Y ′ es afín. Además, si OY ' f∗OX , se
tiene OY ′ ' f ′∗OY ′×YX .

Proposición 4.4.4. El functor Spec: SchFin→ LRS preserva productos
�brados.

Demostración. Sean X,Y → Z esquemáticos y X ×Z Y → Z su producto
�brado. Hay un mor�smo natural de espacios localmente anillados

ψ : Spec(X ×Z Y )→ Spec(X)×Spec(Z) Spec(Y )

sobre Spec(Z). En primer lugar, si X,Y, Z son a�nes con secciones globales
A,B y C respectivamente, su producto �brado es afín con secciones globales
A⊗C B, y por tanto

Spec(X ×Z Y ) ' Spec(A⊗C B) ' Spec(X)×Spec(Z) Spec(Y )

como queríamos.
En general, veamos que ψ es biyectivo. Según [14, I.3.4.7] �véase tam-

bién la introducción de [13]�, un punto conjuntístico de Spec(X ×Y Z)
se identi�ca con una pareja ((x, z, y), α) con x, y 7→ z de�niendo un pun-
to del producto �brado topológico y α ⊆ OX,x ⊗OZ,z OY,y un primo, que
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viene determinado por una cuaterna (px, pz, py;β) con px ∈ Spec(OX,x),
lo análogo para py, pz; y β ⊆ κ(x) ⊗κ(z) κ(y), donde x = [(x, px)] y lo
análogo para y, z. El mor�smo envía esta cuaterna al punto dado por
((x, z,y), β) ∈ |Spec(X)×Spec(Z) Spec(Y )|.

Para la inyectividad: dados ((x′, z′, y′), α′), ((x′′, z′′, y′′), α′′) con la mis-
ma imagen, se tiene que α′ = α′′ porque

h : OX,x ⊗OZ,z OY,y → κ(x)⊗κ(z) κ(y)

es un epimor�smo de anillos veri�cando α′ = h−1(β′) = h−1(β′′) = α′′. Ade-
más, como los puntos y respectivos ideales primos que componen α (con las
notaciones recién introducidas) determinan los mismos puntos esquemáti-
cos, sabemos que existen x, y, z con x ≥ x′, x′′, ídem para y, z; y primos px
con px′ = r−1

x′x(px) y px′′ = r−1
x′′x(px), ídem para y, z. Para ver que estos deter-

minan el mismo punto esquemático de Spec(X×Z Y ) solo queda comprobar
que (x, z, y) ∈ |X ×Z Y |, i.e. x, y 7→ z vía los mor�smos; pero esto es conse-
cuencia inmediata de la esquematicidad, pues [(x, px)], [(y, py)] 7→ [(z, pz)]
por construcción y todo mor�smo esquemático es central (Teorema 4.3.26).

Para la epiyectividad: sea (x,y, z, β) ∈ |Spec(X)×Spec(Z)Spec(Y )|, don-
de x,y tienen imagen z y donde β ⊆ κ(x)⊗κ(z) κ(y) es un primo. El punto
antiimagen correspondiente es (x, y, z, α) con x, y, z los correspondientes
puntos en que centran x,y y z, y β = h−1(α).

El isomor�smo de espacios (localmente) anillados se tiene porque dispo-
nemos de un recubrimiento afín U(x,y)

∼→ Ux ×Uz Uy para (x, y) ∈ |X ×Z Y |
con ψ−1(Ux ×Uz Uy) = U(x,y); y en este recubrimiento se inducen isomor-
�smos de anillos por el caso afín ya mencionado �Véase la Proposición
4.3.12�, lo que implica que en las �bras de los haces se tienen isomor�smos
y prueba el resultado.

Observación 4.4.5. Las Proposiciones 4.4.2 y 4.4.4 nos dicen que los pro-
ductos �brados en la categoría esquemática se computan como productos
de espacios anillados: productos topológicos en los conjuntos subyacentes y
tensoriales en los anillos; pero que vía el Spec obtenemos productos de espa-
cios localmente anillados, lo cual relaciona ambas, a priori muy diferentes
construcciones. En un espíritu similar, puede consultarse [13].

Otra observación interesante es que la categoría esquemática es la mayor
subcategoría de posets �nitos anillados con �buen comportamiento� para los
módulos cuasicoherentes:
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Proposición 4.4.6. [29, Theorem 5.30] Sea C ⊆ CRing -data subcatego-
ría �el de modo que: 1) para todo mor�smo f : X → Y en C, (Rf∗)|Qcoh(X)

valora en Dqc(Y ); 2) C es cerrada por productos �brados y grá�cas. Enton-
ces C ⊆ SchFin.

Demostración. Si f es un mor�smo en C, su grá�ca también por 2), lue-
go f es esquemático. En particular, la identidad de cualquier X ∈ C es
esquemática, luego X es esquemático.



Capítulo 5

Inmersiones y localización

En este capítulo introducimos las herramientas esenciales para comenzar
a trabajar con la categoría esquemática de modo geométrico. Determinamos
cuándo un mor�smo esquemático f : X → Y induce un isomor�smo entre
sus espectros, lo cual de�nirá una localización de la categoría esquemática
�en el sentido de cocientes de Verdier� y permitirá considerar que nues-
tro verdadero objeto de estudio son los espectros, independientemente de la
presentación particular determinada por el poset �este es, en realidad, un
tema muy delicado cuyo tratamiento parcial relegamos al Apéndice B.4�.
En el proceso de determinar estos mor�smos, obtenemos también los análo-
gos en el contexto esquemático para las nociones de inmersión abierta de
esquemas y de mor�smo �elmente plano, viendo cómo se relacionan entre
ellas.

Haremos un paréntesis para ver cómo, para ciertos tipos de espacios
esquemáticos, los mor�smos en la localización que hemos de�nido están
representados de modo único. Lo haremos en dos casos: para estudiar puntos
y mor�smos desde anillos de valoración discreta, pero el método puede ser
más general.

A continuación, tomaremos la noción de inmersión abierta para el ca-
so esquemático, la �inmersión plana�, y veremos cómo la construcción del
cilindro de un SchFin-codato con inmersiones planas por restricciones man-
tiene la esquematicidad bajo ciertas condiciones. Esta construcción siempre
funcionará en el caso de recubrimientos y nos permitirá de�nir un análo-
go al �recollement de esquemas por inmersiones abiertas�. Por último y

97
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en relación con esto, estudiaremos algunas propiedades de la topología de
Grothendieck que de�nen las inmersiones planas y de su topos correspon-
diente, así como algunas aplicaciones de este lenguaje a ciertos problemas
de descenso que aparecerán más adelante.

La Sección 5.1 es, en inicio, debida a Fernando Sancho, quien nos comu-
nicó la noción de inmersión plana en determinado momento del desarrollo
de esta tesis; siendo nuestra principal contribución completar los últimos
detalles de la caracterización del Teorema 5.1.9. La localización de la Sec-
ción 5.2 fue introducida en [29], pero el modo de trabajar con ella y los
resultados u observaciones que probamos son nuevos. El resto del Capítu-
lo �cilindros, aplicaciones a descenso y es estudio de la topología de las
inmersiones planas� es original.

5.1. Los tres protagonistas

Si pensamos en la categoría esquemática como una forma de codi�car
datos de construcción para ciertos espacios localmente anillados, uno de los
problemas fundamentales que surgen es clasi�car cuándo dos espacios esque-
máticos �construyen� espacios isomorfos; en un caso más sencillo, cuándo
dos modelos �nitos provienen del �mismo� esquema. Es decir,

Spec: SchFin→ LRS

no es un functor �el y queremos determinar su �núcleo� el siguiente sen-
tido: encontrar el mayor sistema multiplicativo de mor�smos esquemáticos
cuyos espectros son isomor�smos; es decir, tal que Spec factoriza por el
correspondiente cociente de Verdier. Esta será precisamente la clase de qc-
isomor�smos. Damos, sin embargo, la siguiente de�nición a priori, inspirada
en el hecho de que un mor�smo de esquemas es isomor�smo si y solo si es
afín y un isomor�smo a nivel de haces de anillos:

De�nición 5.1.1. Un mor�smo f : X → Y es un qc-isomor�smo �de
quasi-coherent� si y solo si es afín y f] : OY → f∗OX es isomor�smo.

De�nición 5.1.2. Un mor�smo f : X → Y es plano si el functor

f∗ : Qcoh(Y )→ Qcoh(X)

es exacto. Se dice que un mor�smo plano es �elmente plano si f∗ es �elmente
exacto.
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Con la de�nición del functor f∗, es un ejercicio probar que:

Lema 5.1.3. [32, Section 10, Proposition 5] Un mor�smo f : X → Y es
plano si y solo si f ]x : OY,f(x) → OX,x es plano para todo x ∈ X.

De�nición 5.1.4. Un mor�smo f : X → X ×Y X es una inmersión plana
si es plano y su diagonal ∆f : X → X ×Y X es un qc-isomor�smo.

Observación 5.1.5. En [32] se emplea la terminología �quasi-open immer-
sion�. Nosotros preferimos la de �inmersión plana� para recalcar que estos
mor�smos jugarán en nuestra categoría el papel análogo al de los monomor-
�smos planos de espacios localmente anillados, que no son abiertos.

Conviene observar que de las de�niciones se deduce inmediatamente:

Lema 5.1.6. Si f es una inmersión plana, f] : OY → f∗OX es un epimor-
�smo de haces de anillos y f ]x : OY,f(x) → OX,x es un epimor�smo plano de
anillos para todo x ∈ X. Si f es un qc-isomor�smo, f ]x es un epimor�smo
plano de anillos para todo x ∈ X.

Demostración. Para la primera parte, sea ∆f la diagonal; por hipótesis
OX×YX ' ∆f∗OX , pero si π : X ×Y X → Y es la proyección natural, se
tiene π∗OX×YX ' f∗OX⊗OY f∗OX ' π∗∆f∗OX ' f∗OX por la Proposición
4.4.2, como queríamos. Para la segunda, tomamos �bra en (x, x) ∈ X×Y X
en el mor�smo de haces de anillos de la diagonal. La última parte se seguirá
de resultados posteriores, pero observemos que, como (f−1 a f∗) se tiene
un triángulo conmutativo

f−1f∗OX

r
$$

f−1OY∼
f−1(f])oo

OX
f]

;;

y que, al tomar �bra en x ∈ X, (f−1f∗OX)x = OX(f−1(Uf(x)))→ OX,x es
el mor�smo de restricción entre dos abiertos a�nes: un epimor�smo plano.

Observación 5.1.7. Tanto en el caso de inmersiones planas como de qc-
isomor�smos, si X tiene restricciones abiertas �De�nición 3.2.1�, los f ]x
son de tipo �nito.
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Además se veri�ca un �teorema de cambio de base plano�:

Proposición 5.1.8. [32, Section 10, Theorem 4] Si tenemos un diagrama
cartesiano de espacios esquemáticos

X ′
g′ //

f ′

��

X

f
��

Y ′
g // Y

con g plano, entonces g′ es plano y, para todo M ∈ Qcoh(X) e i ≥ 0, el
mor�smo natural

g∗Rif∗M→ Rif ′∗(g
′∗M)

es un isomor�smo.

Comletamos ahora la caracterización de estos tipos de mor�smos.

Teorema 5.1.9. [32, Section 10, Propositions 5, 6; Section 11, Proposition
10 y Theorem 11; Section 13, Proposition 12] Sea f : X → Y un mor�smo.
Se veri�ca que:

a) Son equivalentes:

a.1) (f∗ a f∗) : Qcoh(X)
∼→ Qcoh(Y ) es una equivalencia categorial.

a.2) Spec(f) : Spec(X)
∼→ Spec(Y ) es isomor�smo.

a.3) f es un qc-isomor�smo.

b) Si f es plano, son equivalentes:

b.1) f es �elmente plano.

b.2) Spec(f) : Spec(X)→ Spec(Y ) es epiyectivo.

b.3) Para todo y ∈ Y , el mor�smo OY,y →
∏
x∈f−1(Uy)OX,x es �el-

mente plano.

c) Si f es plano, son equivalentes:

c.1) La unidad de la adjunción, f∗ ◦ f∗
∼→ Id, es un isomor�smo.
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c.2) Spec(f) : Spec(X)→ Spec(Y ) es un monomor�smo en LRS.

c.3) f es una inmersión plana.

d) Son equivalentes:

d.1) f es un qc-isomor�smo.

d.2) f es una inmersión plana y es �elmente plano.

En particular, las tres clases de mor�smos en cuestión son estables por
composición y cambio de base arbitrario.

Demostración. Las equivalencias a.1)⇔ a.3), b.1)⇔ b.3) y c.1)⇔c.3) se
prueban en las referencias a [32], mientras que d.1)⇔d.2) se deduce de a.1),
b.1) y c.1). Repasemos la equivalencia a.1)⇔ a.3): si f es qc-isomor�smo,
f∗ es exacto por la a�nidad, y se comprueba fácilmente que f∗ a f∗ es una
equivalencia; recíprocamente, por hipótesis de que Id→ f∗ ◦ f∗ sea isomor-
�smo, se tiene que OY

∼→ f∗OX es un isomor�smo de haces. La a�nidad
de f es consecuencia, por ejemplo, de la Proposición 4.1.12) y del �teorema
de extensión� (c) de la Proposición 4.1.11). Por otra parte, b.1)⇔b.3) es
un cómputo sencillo en la línea del Lema 5.1.3, mientras que c.1)⇒c.3) se
deduce de aplicar las equivalencias de a) a la diagonal. Veamos ahora las
equivalencias con los apartados �-.2)� de cada letra.

Si f es qc-isomor�smo, Spec(f) es un isomor�smo por [29, Proposi-
tion 6.6]; sin embargo, es de nuestro interés repasar la construcción: el
mor�smo inverso Spec(Y ) → Spec(X) se obtiene gracias a la Proposición
4.1.13. En efecto, para cada y ∈ Y tenemos isomor�smos de esquemas a�nes
Spec(fy) : Spec(f−1(Uy))

∼→ Spec(Uy) y, componiendo sus inversas con las
inclusiones naturales Spec(f−1(Uy)) ↪→ Spec(X), se obtiene una familia de
mor�smos

Spec(Uy)→ Spec(X)

compatibles con las restricciones en Y . Por la propiedad universal del colí-
mite, estos inducen un mor�smo Spec(Y ) → Spec(X) que, se comprueba,
es inverso de Spec(f).

Para el recíproco empleamos material del Apéndice B.4. En concreto,
como Spec(f) es un isomor�smo, se tiene una equivalencia de categorías
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Mod(Spec(X)) 'Mod(Spec(Y )); y como Spec(f) preserva cuasicoheren-
cia para �módulos cuasicoherentes descendidos� (De�nición B.4.5), esta
restringe a dQcoh(X) ' dQcoh(Y ); luego por la Proposición B.4.7 se
concluye que, Qcoh(X) ' Qcoh(Y ) y acabamos por a.1)⇔a.3).

Veamos la equivalencia de b.3) con b.2). Si OY,y →
∏
f(x)≥yOX,x in-

duce una epiyección entre espectros para todo y ∈ Y , entonces se tienen
epiyecciones ∐

f(x)≥y
y∈Y

Spec(OX,x)→
∐
y∈Y

Spec(OY,y)→ Spec(Y );

y como este mor�smo factoriza por Spec(f), hemos acabado. Recíproca-
mente, dado un primo qy ⊆ OY,y para cierto y ∈ Y , podemos encontrar
un punto esquemático tal que [(y′, qy′)] con y′ ≥ y y ryy′(qy′) = qy; y por
epiyectividad de Spec(f) hay algún x = [(x′, px′)] con f(x) = [(y, qy′)]. Por
construcción, px′ prueba lo deseado.

La equivalencia entre c.2) y c.3) es un caso particular de la de a.2) y
a.3) junto con el hecho de que Spec preserva productos �brados (Proposición
4.4.4): Spec(f) es monomor�smo si y solo si la diagonal de espacios local-
mente anillados Spec(X)→ Spec(X ×Y X) ' Spec(X)×Spec(Y ) Spec(X) es
isomor�smo, es decir, si la diagonal de f es qc-isomor�smo.

La estabilidad por cambio de base de los qc-isomor�smos es el Corolario
4.4.3; la de las inmersiones planas es una aplicación de esta a la diagonal y la
de los mor�smos �elmente planos es automática. También pueden deducirse
fácilmente de los criterios a.2), b.2) y c.2) junto con la Proposición 4.4.4,
puesto que ser isomor�smo, monomor�smo y epiyectivo son propiedades
estables por cambio de base arbitrario de espacios localmente anillados; así
como lo es ser mor�smo esquemático plano.

Observación 5.1.10. Si f : X → Y es un qc-isomor�smo, la equivalencia
(f∗ a f∗) restringe a una entre las categorías de haces de ideales primos
cuasicoherentes de OX y OY . Es decir, en vista del Lema 3.2.7, automá-
ticamente da que Spec(f) es un homeomor�smo con las topologías de las
especializaciones.

Observación 5.1.11. En el Apéndice B.4 veremos que, de hecho, un mono-
mor�smo plano y epiyectivo de proesquemas es un isomor�smo.
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Corolario 5.1.12. Si k es un cuerpo y f : U → (?, k) es una inmersión
plana tal que Spec(U) 6= ∅, entonces OU es isomorfo al haz constante k.

Demostración. Como Spec(f) es un monomor�smo de espacios anillados,
Spec(U) tiene, como mucho, un elemento. Esto signi�ca que U = Cx para
cierto x ∈ X y que OU,x es un cuerpo. Como además, k ↪→ OU,x es un
epimor�smo plano, es un isomor�smo; y por el mismo argumento todos los
anillos de las �bras de U son cuerpos isomorfos a k.

Por último, cerramos esta sección comprobando que los mor�smos pla-
nos veri�can la �propiedad del descenso para la topología de las especiali-
zaciones�, lo cual será útil para probar en la Sección 6.2 que los mor�smo
�elmente planos son, en esencia, cocientes.

Nótes que la topología de las especializaciones en Spec(X) para un X
esquemático se traduce en que, dados x = (x, px) y x′ = (x′, qx′) �siendos
estas parejas sus representantes maximales�, x ≤ x′ si y solo si x ≤ x′ y
r−1
xx′(qx′) ⊆ px.

Lema 5.1.13. Si f : X → Y es plano, Spec(f) veri�ca la �propiedad del
descenso�; es decir, dados x ∈ Spec(X) e y > f(x), existe un x′ ∈ Spec(X)
tal que x′ > x y f(x′) = y. En particular, Spec(f)≤ es abierta.

Demostración. La cuestión se reduce a la propiedad homónima de mor�s-
mos planos de anillos: con las notaciones habituales para los representantes
maximales, sea x = (x, px), f(x) = (f(x), (f ]x)−1(px)) �centrado en f(x)

por el Teorema 4.3.26�, y = (y, αy) con y ≥ f(x) y r−1
yy′(αy) ⊂ (f ]x)−1(px).

Por la propiedad del descenso del mor�smo plano de anillos f ]x, obtenemos
un βx ⊂ px tal que (f ]x)−1(βx) = r−1

yy′(αy). El punto esquemático represen-
tado por la clase [(x, βx)] es un x′ en las condiciones del enunciado.

5.2. Localización por qc-isomor�smos

Sea QC la clase de mor�smos que forman los qc-isomor�smos en SchFin.
Como consecuencia de la Proposición 4.4.2 y el Teorema 5.1.9, se tiene:

Lema 5.2.1. La clase QC de�ne un sistema multiplicativo (a la izquier-
da) en SchFin. Además, es el mayor sistema multiplicativo por el cual el
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functor Spec: SchFin → LRS factoriza a través del cociente de Verdier
(manteniendo la misma notación)

SchFin
Spec //

��

LRS

SchFinqc

Spec

99

con SchFinqc := [QC−1]SchFin.

Recordamos que, como SchFin tiene productos �brados, la localización
SchFinqc admite una descripción con Ob(SchFinqc) = Ob(SchFin) y cu-
yos mor�smos son�tejados�

HomSchFinqc(X,Y ) =

={f/φ : Y ← Z → X con φ : Z → Y qc-isomor�smo y f : X → Y }/ ∼;

donde la composición está dada por el producto �brado y dos son equiva-
lentes si puede completarse un tejado sobre ambos, esto es,

(f/φ : Y ← Z → X) ∼ (g/ψ : Y ′ ← Z ′ → X ′)

si existe algún α/β : Z ← W → Z ′ con α, β qc-isomor�smos y haciendo el
diagrama correspondiente conmutativo.

Por construcción y la Proposición 4.4.4 se tiene:

Proposición 5.2.2. El functor Spec: SchFinqc → LRS es �el y conmuta
con productos �brados, pero en general no es pleno.

Demostración. Se sigue de la construcción. Conviene destacar que el functor
no es pleno, en esencia, porque los mor�smos en la imagen de Spec preservan
cuasicoherencia en un sentido apropiado (véase Apéndice B.4), mientras
que no todo mor�smo de espacios localmente anillados entre imágenes de
espacios esquemáticos tiene por qué hacerlo a priori.

Cuando los espacios esquemáticos tienen restricciones de tipo �nito, esta
construcción especializa a equivalencias:
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Proposición 5.2.3. Si SchFinOpen denota la subcategoría de espacios es-
quemáticos con restricciones abiertas y SchFinOpen

qc su correspondiente lo-
calización, se tiene una equivalencia categorial

Spec: SchFinOpen
qc

∼→ Sch.

En particular, Sch es subcategoría plenamente �el de SchFinqc. Además, si
AffFin denota la subcategoría de espacios esquemáticos a�nes y AffFinqc

su localización, se tiene una equivalencia con la categoría de esquemas a�nes

Spec: AffFinqc
∼→ CRingop.

Demostración. La primera parte es la Proposición 4.3.9 junto con la exis-
tencia de modelos �nitos. La parte referente a a�nes deduce de que X es
afín si y solo si X → (?,OX(X)) es qc-isomor�smo.

Nótese que la Proposición 5.2.3 no dice nada sobre espacios esquemáti-
cos X que, sin tener restricciones de tipo �nito, veri�can que Spec(X) es un
esquema. Precisamos más en la Proposición que sigue, que a nivel de haces
cuasicoherentes nos permitirá suponer que X tiene, en efecto, restricciones
abiertas. Su demostración depende de un Teorema importante probado en
el Apéndice B.4, que es técnico y no será directamente relevante para los
resultados presentados en esta memoria �aunque sí para la exposición par-
ticular que hemos elegido, puesto que aplicaremos la Proposición que sigue
en el Teorema 7.4.16�.

Proposición 5.2.4. Si X e Y son dos espacios esquemáticos tales que
existe un isomor�smo Spec(Y ) ' Spec(X) de esquemas, entonces hay un
isomor�smo Y ' X en SchFinqc; es decir, existe un espacio esquemático
Z y qc-isomor�smos

Y ← Z → X.

En particular, si X es un espacio esquemático con Spec(X) un esquema,
existe algún Y con restricciones de tipo �nito y un isomor�smo Y ' X en
SchFinqc como arriba. Podemos escribir �SchFinOpen

qc ' (Spec−1(Sch))qc�.

Demostración. Por el Teorema B.4.22, como cualquier isomor�smo de es-
pacios localmente anillados Spec(Y ) ' Spec(X) está en las hipótesis allí
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descritas, existe el isomor�smo del enunciado. Creemos que se puede tratar
de dar una demostración más elemental para este caso, vía propiedades de
los monomor�smos planos �aplicadas a Spec(Ux)→ Spec(X)� estudiadas
en [25].

Corolario 5.2.5. Si S = Spec(X) es un esquema qc-qs, U = {π−1
X (Ux)}

es el recubrimiento estándar por imágenes de monomor�smos planos desde
esquemas a�nes y localmente afín �en el sentido de productos �brados� y
V es un recubrimiento abierto localmente afín de S, existe un recubrimiento
con la mismas propiedades que hemos descrito para U y re�nando tanto a
U como a V.

Observación 5.2.6. De hecho, la Proposición 5.2.4 es cierta bajo la hipótesis
más débil de que X sea �algebraico�, véase la De�nición 7.1.1 y las hipótesis
del Teorema B.4.22 que hemos invocado; y sospechamos que debería serlo
en total generalidad.

Observación 5.2.7. Como vimos, la centralidad de mor�smos caracteriza
la esquematicidad (Teorema 4.3.26), lo que a grosso modo dice que pode-
mos interpretar SchFin como una categoría cuyos objetos son mor�smos
Spec(X) → X y sus mor�smos son parejas de g : Spec(X) → Spec(Y ) y
f : X → Y haciendo conmutativo el diagrama (de conjuntos) correspon-
diente. En ese contexto, el functor de localización no es más que el functor
olvido del espacio de llegada y el functor Spec la inclusión en la categoría de
espacios localmente anillados. Esto es especialmente claro para esquemas.

Para concluir, el siguiente Lema es inmediato:

Lema 5.2.8. Si Y → Y ′ es un qc-isomor�smo de espacios esquemáticos y
SchFin/Y , SchFin/Y ′ denotan las respectivas categorías de espacios sobre
Y e Y ′ �que podemos localizar por las clases de qc-isomor�smos sobre Y
e Y ′ respectivamente�, se tiene una equivalencia

(SchFin/Y )qc ' (SchFin/Y ′)qc.

Demostración. Los functores están dados por composición y producto �-
brado vía Y → Y ′. Como los qc-isomor�smos son isomor�smos en la locali-
zación, es claro que estos functores inducen una equivalencia.
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5.3. Puntos con valores

En esta sección vamos a analizar mor�smos esquemáticos que parten de
espectros de anillos de valoración discreta y cuerpos. Consideramos que la
discusión puede generalizarse ampliamente a espacios que sean simultánea-
mente esquemáticos y esquemas �para los cuales la topología de Zariski
coincide con la de las especializaciones�, pero no vemos relevante tratar
aquí el caso general.

Comenzamos observando que si A es un anillo de valoración discreta
con cuerpo de fracciones Σ, Spec(A) con la topología de Zariski es también
un espacio esquemático (y afín) localmente anillado, es decir, las topologías
de Zariski y de especializaciones coinciden en A (véase el Ejemplo 1.1.10).
En efecto, su espectro de Zariski se identi�ca con el poset anillado tal que
|Spec(A)| = {0 < 1}, OSpec(A),0 = A y OSpec(A),1 = Σ, siendo r01 : A → Σ
el mor�smo de localización. A su vez, es claro que el espectro de cualquier
cuerpo es un espacio esquemático con un solo punto y el haz de anillos
constante. La inclusión natural

Spec(Σ) ↪→ Spec(A), ? 7→ 1

es claramente esquemática. Gracias a esta doble interpretación �que para
cuerpos y anillos de valoración discreta, el functor �espectro de un ani-
llo� valora en la categoría de espacios esquemáticos que son esquemas�, el
siguiente Lema es un abuso de notación justi�cado:

Lema 5.3.1. Si A es cuerpo o anillo de valoración discreta, se tiene una
identi�cación Spec(Spec(A)) = Spec(A).

Lema 5.3.2. Si A es cuerpo (resp. anillo de valoración discreta de maximal
m) y X es esquemático, un mor�smo de espacios anillados f : Spec(A)→ X

es esquemático si y solo si el punto esquemático [(f(?), ker(f ]?))] centra en
f(?) (resp. (f(0), (f ]0)−1(m)) y (f(1), ker(f ]1)) centran en f(0) y f(1)).

Demostración. Reformulación del Teorema 4.3.26.

Proposición 5.3.3. Si X es un espacio esquemático y A un cuerpo o anillo
de valoración discreta, se veri�ca que

HomSchFinqc(Spec(A), X)
∼→ HomSchFin(Spec(A), X).
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Demostración. Todo qc-isomor�smo φ : Z → Spec(A) es un isomor�smo
con inversa πZ ◦ Spec(φ)−1, donde πZ : Spec(Z) → Z el mor�smo centro
�véase la Observación 4.3.18 y el Lema 1.4.3�. Esta inversa es central por
construcción, luego esquemática por el Teorema 4.3.26.

Corolario 5.3.4. Sea π : S → X modelo �nito de un esquema y A cuerpo
o anillo de valoración discreta. Se tiene una biyección natural

HomSch(Spec(A), S)
∼→ HomSchFin(Spec(A), X).

Demostración. Dado g : Spec(A) → S, se de�ne π : Spec(A) → X, que es
central por construcción y, por tanto, esquemático. Recíprocamente, dado
f : Spec(A)→ X, obtenemos Spec(f) : Spec(A)→ Spec(X) ' S.

Observación 5.3.5. Para mor�smos de esquemas T → S y mor�smos entre
sus modelos �nitos Y → X, el análogo del Corolario 5.3.4 es �fuertemente�
falso: es necesario considerar la localización de la categoría esquemática. Es
por esto que el resultado positivo en el caso de la Proposición en cuestión
es un resultado extremadamente últil, ya que nos permitirá tanto hablar de
puntos geométricos de un espacio esquemático como dar �criterios valorati-
vos� en términos de mor�smos de SchFin.

Proposición 5.3.6. Si A es un cuerpo o anillo de valoración discreta y
φ : X → Y es un qc-isomor�smo, se tiene una biyección

HomSchFin(Spec(A), Y )
∼→ HomSchFin(Spec(A), X).

Demostración. El inverso envía cada f : Spec(A) → Y a la composición
πX ◦ Spec(φ)−1 ◦ Spec(f).

5.4. El cilindro esquemático

En esta sección especializamos la construcción del cilindro de la Sec-
ción 2.3 al caso de espacios esquemáticos. Como SchFin ⊆ CRing -data,
tenemos un functor inducido

Cyl : SchFin -codata→ CRing -data .
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De�nición 5.4.1. Diremos que un X ∈ SchFin -codata es 2-esquemático
si Cyl(X ) es un espacio esquemático. Diremos que un mor�smo X → Y en
SchFin -codata es 2-esquemático si Cyl(X )→ Cyl(Y) es esquemático.

Lema 5.4.2. Si X es un SchFin-codato tal que sus mor�smos de restricción
son inmersiones planas, i.e. para todo p ≤ q ∈ |X|, Xpq : X (q) → X (p) es
una inmersión plana; entonces Cyl(X ) es pseudoesquemático.

Demostración. Se sigue de que todo espacio esquemático es pseudoesque-
mático y de que, si f : X → Y es una inmersión plana, f ]x : OY,f(x) → OX,x
es un epimor�smo plano para todo x ∈ X.

Conviene generalizar la de�nición de qc-isomor�smo a posets anillados:

De�nición 5.4.3. Diremos que un mor�smo de posets anillados f : X → Y
es un qc-isomor�smo si f−1(Uy) es Mod-afín para todo y ∈ Y y el mor�smo
de haces f] : OY → f∗OX es un isomor�smo.

Observación 5.4.4. Con esta de�nición, reinterpretando las condiciones de
la Proposición 4.2.11, se tiene que f : X → Y entre espacios esquemáticos
es esquemático si y solo si para todo x ∈ X, el mor�smo inducido por
π : Ux → (?,OX,x) y fx : Ux → Uf(x) (que a priori no es esquemático),
Ux → (?,OX,x) ×(?,OY,f(x)) Uf(x), es un qc-isomor�smo de posets anillados
�entre espacios esquemáticos�.

Nótese que, sin condiciones de esquematicidad, no podemos garantizar
que los qc-isomor�smos de posets anillados sean estables siquiera por com-
posición: esto se debe a que en espacios no esquemáticos, no es equivalente
comprobar la condición de a�nidad en los Uy ⊆ Y que en un recubrimiento
por abiertos Mod-a�nes. Esta de�nición debe tomarse, por tanto, como un
modo de codi�car de modo resumido información sobre los haces de anillos
y su objetivo es establecer un paralelismo visual entre las condiciones de
2-esquematicidad y las de esquematicidad ordinaria.

Lema 5.4.5. Si f : X → Y un qc-isomor�smo entre Fr-espacios y X es
esquemático, entonces Y es esquemático y f es esquemático.

Demostración. Como Y es un Fr-espacio, comprobamos 1) de la Proposición
4.1.10. En efecto, sean y, y′ ∈ Y con w ≤ y, y′. Se tiene que el subespacio
f−1(Uy) ∩ f−1(Uy′) ⊆ X es afín por ser intersección de subespacios a�nes
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del afín f−1(Uw) �aquí se requiere esquematicidad de X, no basta con que
las antiimágenes sean Mod-a�nes�. Hay, por tanto, un mor�smo �elmente
plano

OY,y ⊗OY,w OY,y′ ' OX(f−1(Uy))⊗OX(f−1(Uw)) OX(f−1(Uy′)) '

' OX(f−1(Uy) ∩ f−1(Uy′))→
∏

f(s)≥y,y′
OX,s;

que coincide con

OY,y ⊗OY,w OY,y′ →
∏
z≥y,y′

OY,z '

'
∏
z≥y,y′

OX(f−1(Uz))→
∏
z≥y,y′

∏
f(t)≥z

OX,t →
∏

f(s)≥y,y′
OX,s

�donde el último mor�smo es la proyección natural�; por lo que el pri-
mer mor�smo de esta composición es �elmente plano, probando que Y es
esquemático. La esquematicidad de f se prueba con la caracterización de
la Proposición 4.2.11, pues como sabemos que X es esquemático y por la
hipótesis en f , se tiene, para todo x e y ≥ f(x), que

OX,x ⊗OY,f(x)
OY,y ' OX,x ⊗OX(f−1(Uf(x)))

OX(f−1(Uy)) '

' OX(Ux ∩ f−1(Uy))→
∏

z∈Ux∩f−1(Uy)

OX,z

es �elmente plano.

Lema 5.4.6. Si X es un SchFin-codato tal que |X | tiene un único punto
cerrado p, entonces hay un qc-isomor�smo natural (de posets anillados)
πp : Cyl(X )→ X (p). Además, si X es 2-esquemático, πp es esquemático.

Demostración. En efecto, el mor�smo es el inducido vía la propiedad uni-
versal por los Xpq : X (q) → X (p). Se veri�ca que, para todo xq ∈ X (p),
π−1
p (Uxp) = Uxp , luego πp es Mod-afín; y que

OCyl(X )(Uxp) = ĺım
yq≥xp

OX (q)(yq) ' ĺım
zp≥xp

OX (p)(zp) = OX (p)(Uxp),

puesto que {xp} ⊆ Uxp ⊆ X (p) es �nal para el límite. La segunda parte es
el Lema 5.4.5.
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Dado un SchFin-codato X , mantengamos la notación Up para el codato
restringido al abierto mínimo Up ⊆ |X |. El Lema 5.4.6 nos da que, para todo
p ∈ |X |, tenemos qc-isomor�smos de espacios anillados

πp : Cyl(Up)→ X (p).

En general, dado un abierto U ⊆ |X | y denotando U al SchFin-codato
inducido, se tiene un abierto

iU : Cyl(U)→ Cyl(X ).

Por tanto, para todo par de puntos p, q ∈ |X | y cualquier t ≤ p, q, denotando

ippq : Cyl(Up ∩ Uq) ↪→ Cyl(Up), iqpq : Cyl(Up ∩ Uq) ↪→ Cyl(Uq)

a estas inclusiones naturales, las composiciones con πp y πq inducen un
mor�smo de posets anillados a un espacio esquemático

πtpq : Cyl(Up ∩ Uq)→ X (p)×X (t) X (q).

Observación 5.4.7. La existencia de t ≤ p, q es necesaria para tener un
espacio esquemático en la parte de la derecha. No podemos tomar producto
sobre Cyl(X ) puesto que, de modo análogo a como sucede en la inclusión
de un punto (?,A)→ X en un esquemático, las inclusiones X (p)→ Cyl(X )
no son esquemáticas en general.

Por último, nótese que, para todo (xp, yq) ∈ |X (p)×X (t)X (q)|, se veri�ca

(πtpq)
−1(U(xp,yq)) = Uxq ∩ Uyq ⊆ |Cyl(Up ∩ Uq)| ⊆ |Cyl(X )|.

Proposición 5.4.8. Sea X un SchFin-codato. Se veri�ca que X es 2-
esquemático si y solo si sus mor�smos de restricción son inmersiones planas
y, para todo p, q ≥ t en |X |, el mor�smo natural

πtpq : Cyl(Up ∩ Uq)→ X (p)×X (t) X (q)

es un qc-isomor�smo (a priori de espacios anillados, a posteriori de espacios
esquemáticos).
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Demostración. Para el �si�, de la hipótesis en las restricciones tenemos
que Cyl(X ) es pseudoesquemático. Veamos el hecho de que πtpq sea un qc-
isomor�smo implica que Cyl(X ) ≡ (Cyl(X ),O) veri�ca las condiciones de
la Proposición 4.1.10. Basta comprobar que si xp, yq ∈ Cyl(X ) son tales que
existe algún zt ≤ xp, yq, se veri�ca que

O(Uxp ∩ Uyq)→
∏

t≥xp,yq

Ot

es �elmente plano; esto se sigue de la a�nidad de πtpq y de la Proposición
4.1.8, gracias a que (πtpq)

−1(U(xp,yq)) = Uxq∩Uyq . Recíprocamente, si Cyl(X )
es esquemático, se sigue que πtpq es un qc-isomor�smo aplicando la misma
caracterización en la dirección opuesta. En particular, para πtpp, tenemos que
Cyl(Up)→ X (p)×X (t)X (p) es un qc-isomor�smo de espacios esquemáticos,
pero Cyl(Up) es qc-isomorfo a X (p), de donde se concluye que X tiene
inmersiones planas como mor�smos de restricción. Nótese que, en caso de
veri�carse la condición, el mor�smo del enunciado es esquemático por el
Lema 5.4.5.

Lema 5.4.9. Sea f : X → Y un mor�smo de SchFin-codatos con inmer-
siones planas por mor�smos de restricción, tal que |f | es la identidad y
tal que f(p) : X (p) → Y(p) es un qc-isomor�smo para todo p ∈ |X |. Si
X es 2-esquemático, entonces Y es 2-esquemático. Además, Cyl(f) es un
qc-isomor�smo de posets anillados.

Demostración. Basta observar que Cyl(f) es un qc-isomor�smo de espacios
anillados, pues para todo yp ∈ Cyl(Y) se tiene que Cyl(f)−1(Uyp) es el
abierto generado en Cyl(X ) por f(p)−1(Uyp), que es qc-isomorfo al propio
f(p)−1(Uyp) ⊆ X (p) por el Lema 5.4.6. Ahora, si X es 2-esquemático, se
concluye por el Lema 5.4.5.

Parece claro que el mor�smo f de la Proposición 5.4.9 debe ser 2-
esquemático. Para probar esto, damos una caracterización análoga a la de
la Proposición 5.4.8.

De�nición 5.4.10. Un mor�smo de posets anillados f : X → Y se dice
qc-epiyectivo si para todo y ∈ Y , el mor�smo OY,y →

∏
f(x)≥yOX,x induce

una epiyección entre los espectros.
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Observación 5.4.11. Todo qc-isomor�smo de posets anillados, esquemático
o no, es qc-epiyectivo.

Proposición 5.4.12. Sea f : X → Y un mor�smo entre SchFin-codatos
2-esquemáticos. Se veri�ca que f es 2-esquemático si y solo si para todo
p ∈ |X | y q ≥ f(p), el mor�smo

ρfpq : Cyl(Up ∩ f−1(Uq))→ X (p)×Y(f(p)) Y(q)

es qc-epiyectivo.

Demostración. Es una reescritura de la caracterización de la Proposición
4.2.11: basta observar que la antiimagen de U(xp,yq) por este mor�smo es
Uxp ∩ f−1(Uyq).

Corolario 5.4.13. En la situación del Lema 5.4.9, Cyl(f) es esquemático.

Demostración. En dicha situación, dados p ≥ q ∈ |X |, el mor�smo ρfpq de la
Proposición 5.4.12 es Cyl(Uq)→ X (p)×Y(p) Y(q); pero como la proyección
X (p)×Y(p)Y(q)→ Y(q) es un qc-isomor�smo por la hipótesis sobre los f(p),
ρfpq coincide con la proyección del Lema 5.4.6, que es un qc-isomor�smo,
luego qc-epiyectiva.

Ejemplo 5.4.14. Consideremos un poset anillado X como el SchFin-codato
X tal que |X| = |X| y X(x) = (?,OX,x) �Notación 2.3.7�. Para este
espacio, el Lema 5.4.9 es trivial y las Proposiciones 5.4.8 y 5.4.12 especializan
al caso de las caracterizaciones ya conocidas para espacios esquemáticos.

Vamos a describir el ejemplo fundamental de espacio 2-esquemático: sea
X esquemático y {Ui → X}i∈I una colección �nita de inmersiones planas.
De�nimos el codato:

U : P∗(I)→ SchFinop

∆ 7→
∏
i∈∆

X
Ui,

donde U∆∆′ : U(∆′)→ U(∆) es la proyección natural inducida por ∆ ⊆ ∆′.
Las proyecciones a X hacen que venga equipado con un mor�smo natural

U → X,

donde X se considera como el codato constante.
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De�nición 5.4.15. Sea X esquemático. Diremos que una familia �nita
de inmersiones planas {Ui → X}i∈I es un recubrimiento si el mor�smo∐
i Ui → X es �elmente plano.

Teorema 5.4.16. Para todo espacio esquemático X y colección �nita de
inmersiones planas {Ui → X}, el codato U es 2-esquemático y el mor�smo
Cyl(U) → X una inmersión plana esquemática. Además, Cyl(U) → X es
un qc-isomor�smo si y solo si la colección es un recubrimiento.

Demostración. Observemos en primer lugar que P∗(I) tiene una estructura
de retículo distributivo, lo cual se re�eja en que, para todo ∆1,∆2 ∈ P∗(I),

U∆1 ∩ U∆2 = U∆1∪∆2 .

Ahora es claro que U es 2-esquemático, puesto que se veri�can las condi-
ciones de la Proposición 5.4.8. En efecto, dados ∆1,∆2 con intersección no
vacía, se tiene

Cyl(U∆1 ∩ U∆2) = Cyl(U∆1∪∆2),

que es qc-isomorfo a U(∆1 ∪ ∆2) = U(∆1) ×U(∆1∩∆2) U(∆2) por el Lema
5.4.6. Nótese que el hecho de que las Ui → X de partida sean inmersiones
planas, es decir, que sus diagonales sean qc-isomor�smos, es necesario para
tener esta última identi�cación.

Por la Proposición 5.4.12, para ver que π : Cyl(U)→ X es esquemático,
basta notar que π es el cilindro el mor�smo de codatos U → X �donde X
se piensa como el codato (?,X)� y que, para todo ∆, el mor�smo natural,

Cyl(U∆)→ U∆ ×X X ' U∆

es un qc-isomor�smo de espacios anillados, luego qc-epiyectivo. En general,
π es una inmersión plana por construcción, pues es un mor�smo plano y el
mor�smo (véase la Proposición 2.3.6)

Cyl(U)→ Cyl(U)×X Cyl(U) ' Cyl(U ×X U)

viene inducido por qc-isomor�smos en cada punto, luego por el Lema 5.4.9
es un qc-isomor�smo. Por último, π : Cyl(U) → X será un qc-isomor�smo
si y solo si es �elmente plano, pero esta es exactamente la condición de que
{f∆ : U(∆)→ X} recubra X.
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Observación 5.4.17. La última parte del Teorema 5.4.16 puede enunciarse en
términos análogos a la de la futura De�nición 6.2.1. En efecto, sea el codato
U ′ : P(I)→ SchFinop tal que ∅ 7→ X y U ′|P∗(I) = U . En este caso, U ′ → X

induce siempre un qc-isomor�smo, puesto que Cyl(U ′)→ X viene dado por
la proyección al punto minimal U(∅) = X (Lema 5.4.6). Que el mor�smo
U → U ′, que induce la inclusión abierta Cyl(U) ↪→ Cyl(U ′), induzca un
qc-isomor�smo �en particular, que lo sea U → X� se corresponde con el
hecho de que

∐
∆ U(∆) → X sea �elmente plano, es decir, que ∅ ∈ P∗(I)

sea un punto �2-redundante�.

Observación 5.4.18. Las inmersiones planas Ui = U({i}) → X aparecen
como abiertos a�nes salvo qc-isomor�smo de Cyl(U). En efecto, si ∆ = {i},
se tiene un diagrama conmutativo

Cyl(U{i})
i //

φ

��

Cyl(U) // X

Ui

44

con i un abierto y φ un qc-isomor�smo por el Lema 5.4.6.

Como caso particular del Teorema 5.4.16, en vista de las Observaciones
5.4.17 y 5.4.18, se tiene el �cilindro de un mor�smo� de�nido en [32]:

Corolario 5.4.19. Sea f : U → X un mor�smo y Uf : {0 < 1} → SchFinop

tal que Uf (0) = X, Uf (1) = U y Uf01 = f �esto es el codato U asociado
a {f : U → X}, pero incluyendo la parte vacía�. Se veri�ca que Cyl(Uf )
es esquemático si y solo si f es una inmersión plana. En particular toda
inmersión plana U → X factoriza como

U → Cyl(Uf )→ X

con U → Cyl(Uf ) una inmersión plana que es un abierto (topológico) y
Cyl(Uf )→ X un qc-isomor�smo.

Y aplicando el caso anterior a la proyección de un espacio a un punto
�junto con el Teorema 5.1.9�, se obtiene el cilindro de un espacio esque-
mático de�nido en [28]:

Corolario 5.4.20. Sea X esquemático y π : X → (?,OX(X)) su proyección
natural. Se veri�ca que X es afín si y solo si Cyl(Uπ) es esquemático.
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Observación 5.4.21. Dada una categoría C con equivalencias débiles y co-
productos, un objeto cilindro de X ∈ C, denotado �Cyl(X)�, es aquel que
da una factorización

X qX → Cyl(X)→ X,

donde Cyl(X) → X es una equivalencia débil y X q X → Cyl(X) veri-
�ca propiedades �buenas� según el contexto lo requiera �si C tiene una
estructura de modelos de Quillen, esto es que sea co�brante�. Si espe-
cializamos a C = SchFin, es claro que Cyl(X) := Cyl(U Id) es un objeto
cilindro en este sentido. Queda abierta la cuestión de si es posible de�nir
una estructura de modelos en SchFin ⊆ CRing -data que añada más sig-
ni�cado a este paralelismo �esta última siempre tiene equivalencias débiles:
½aquellos mor�smos que inducen isomor�smos entre los espectros!�. En de-
terminados casos, puede plantearse la de�nición del �cono de un mor�smo�
�necesariamente para inmersiones planas sobre una base� y si este tiene
alguna interpretación geométrica interesante.

El cilindro también nos da un modo de alterar la con�guración com-
binatoria de un espacio �nito sin modi�car su información algebraica, es
decir, de de�nir el modelo �nito de un espacio esquemático respecto a un
recubrimiento por inmersiones planas.

Construcción 5.4.22 (Modelo �nito de un espacio esquemático). Consi-
deremos un espacio esquemático X y sea un recubrimiento �nito por inmer-
siones planas {Ui → X}i∈I con Ui afín para todo i. Supongamos además
que los productos �brados �nitos de las Ui siguen siendo a�nes �lo cual su-
cede, por ejemplo, si X es semiseparado�. Sea U el espacio 2-esquemático
asociado (Teorema 5.4.16) y denotemos por A∆ a las secciones globales de
U(∆). Consideremos el SchFin-codato O(U) tal que

|O(U)| = P∗(I) = |U|
O(U)(∆) = (?,A∆);

que es 2-esquemático por el Lema 5.4.9, pues el mor�smo natural U → O(U)
es la identidad a nivel de posets y un qc-isomor�smo en cada punto ∆. En
particular, tomando cilindros, obtenemos un qc-isomor�smo esquemático

Cyl(U)→ Cyl(O(U))
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de modo que las �bras del estructural de Cyl(O(U)) son las secciones glo-
bales de la intersección indexada por ∆ de los a�nes {Ui → X} de partida.
Finalmente, obtenemos qc-isomor�smos

Cyl(O(U))← Cyl(U)→ X.

De�nición 5.4.23. Dado X esquemático y {Ui → X}i∈I un recubrimiento
�nito por inmersiones planas tal que Ui1 ×X ...×X Uin → X son a�nes para
todo i1, ..., in, se dice que el espacio Cyl(O(U)) de la Construcción 5.4.22 es
el modelo �nito de X respecto al recubrimiento {Ui → X}i∈I .

Observación 5.4.24. Si X es semiseparado, podemos considerar el recubri-
miento canónico por inmersiones planas {Ux → X}x∈X y obtener un es-
pacio esquemático semiseparado qc-isomorfo a X y cuyo poset subyacente
es P∗(X). De hecho, si repetimos esta construcción, no añadimos ninguna
información local nueva �aparecen anillos � repetidos��, luego la �geo-
metrización� del espacio P∗(X) �futura Sección 6.4� es una especie de
�modelo desplegado de X� que hace explícita la información algebraica de
sus intersecciones. Se esboza una posible aplicación de esta idea al �nal del
Apéndice B.4.

5.5. Descenso por inmersiones planas

Una aplicación inmediata del cilindro esquemático es reducir problemas
de descenso en la topología de las inmersiones planas a problemas de descen-
so en abiertos de espacios topológico: esto es lo que llamaremos externalizar
un problema de descenso interno, por motivos que en seguida quedarán pa-
tentes. Esta cuestión admite una reinterpretación en términos de haces cuyo
lenguaje puede resultar más familiar al lector, véase la Sección 5.6.1.

De�nición 5.5.1. Sea Dat : SchFin → C un functor con valores en una
1-categoría (resp. 2-categoría) C. Diremos que Dat es un functor geométrico
si manda qc-isomor�smos a isomor�smos (resp. 2-isomor�smos); es decir, si
factoriza por SchFinqc.

Ejemplos 5.5.2. Los omnipresentes functores Spec: SchFin→ LRS, a va-
lores en una 1-categoría, y Qcoh : SchFin → Catop (X 7→ Qcoh(X)), a
valores en una 2-categoría, son los ejemplos fundamentales �en el mundo
esquemático� de functores geométricos.
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Sea X un espacio esquemático. Al tratar de trasladar la transforma-
ción natural �de comparación� que vimos en la ecuación 2.3.4 �de�nida
en principio para CRing -data� al caso esquemático aparecen mor�s-
mos (?,OX,x) → X, que no son esquemáticos en general �salvo si x es
maximal�. Sin embargo, sí que tenemos estos mor�smos en la localiza-
ción SchFinqc, concretamente (?,OX,x) ← Ux ↪→ X. Componiendo con el
functor de localización �omitido de la notación�, tenemos así una trans-
formación natural entre dos functores en [SchFin,SchFinqc -codata]

η : î2SchFin → i2SchFin.

Dado functor geométrico Dat : SchFinqc → C y componiendo con el
functor que induce entre datos, tenemos functores SchFin→ C -codata

Dat := Dat∗ ◦ î2SchFin Dat ≡ Dat∗ ◦ i2SchFin;

de modoDat(X) es el C-codato con |Dat(X)| = |X| y functor estructural tal
queDat(X)(x) = Dat(?,OX,x). La transformación natural ηDat := Dat∗ ◦ η

ηDat : Dat→ Dat

entre functores SchFin → C -codata es precisamente la inducida por la
proyección a un punto a nivel topológico y por los mor�smos en C

Dat(?,OX,x)
∼← Dat(Ux)→ Dat(X). (5.5.1)

Para lo que resta de sección, supondremos por simplicidad que C siempre
tiene su�cientes límites (resp. 2-límites), de modo que los functores de sec-
ciones que aparecen en la discusión están de�nidos. Aunque esta condición
no es imprescindible, será el caso en todas las aplicaciones.

De�nición 5.5.3. Diremos que un functor geométrico Dat con valores en
una 1-categoría (resp. 2-categoría) satisface descenso interno si las secciones
de la transformación natural asociada en la ecuación 5.5.1,

Γ(ηDat) : Γ∗ ◦Dat→ Γ∗ ◦Dat ≡ Dat,

son un isomor�smo de functores SchFin→ C (resp. 2-isomor�smo).
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Observación 5.5.4. De modo similar, se puede hablar de que Dat satisfaga
descenso interno respecto a cierta subcategoría C ⊆ SchFin, o incluso para
ciertos objetos especi�cados.
Ejemplo 5.5.5. El functor Spec satisface descenso interno por de�nición.
Ejemplo 5.5.6. En la Sección 3.1 vimos que el functor geométrico de haces
cuasicoherentes Qcoh : SchFin → Catop satisface descenso interno. En
efecto, la transformación natural ηQcoh está dada, para cada X, por el
mor�smo de Catop -codata = Cat -data

QcohX → Qcoh(X),

donde QcohX = ModX ; que induce una equivalencia al tomar secciones
por la Proposición 3.1.8. Ídem para Qcohalg, Coh y Cohalg.

Y con esta terminología, el siguiente resultado es formal �la demos-
tración puede escribirse de modo más intrínseco en términos de seccio-
nes y �datos de datos�, pero optamos por una presentación más sencilla
notacionalmente�.

Teorema 5.5.7 (de descenso externo). Si X es un espacio esquemático,
{fi : Ui → X}i∈I es un recubrimiento por inmersiones planas, denotamos
U : P∗(I) → SchFinop al codato asociado y Dat es un functor geométrico
satisfaciendo descenso interno, existe un isomor�smo natural

ĺım
∆

Dat(U(∆))
∼→ Dat(X)

(resp. para 2-lím y �equivalencia� si trabajamos en 2-categorías).

Demostración. Por el Teorema 5.4.16, Cyl(U) → X es un qc-isomor�smo.
Como Dat es un functor geométrico tenemos que

Dat(Cyl(U))
∼→ Dat(X)

es un isomor�smo. Por otra parte, como Dat satisface descenso interno por
hipótesis, Dat(Cyl(U)) ' ĺımx∆ Dat((?,OU(∆),x∆

)); y como límites conmu-
tan con límites, aplicando descenso interno a los U(∆), se obtiene

ĺım
x∆∈Cyl(U)

Dat((?,OU(∆),x∆
)) ' ĺım

∆∈P∗(I)
ĺım

x∆∈U(∆)
Dat((?,OU(∆),x∆

)) '

' ĺım
∆∈P∗(I)

Dat(U(∆));

de donde se concluye.
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Corolario 5.5.8. Si X es esquemático y {fi : Ui → X} un recubrimiento
con codato asociado U , se tiene un isomor�smo natural

Qcoh(X)
∼→ 2-lím∆ Qcoh(U(∆));

ídem para Qcohalg, Coh y Cohalg.

Corolario 5.5.9. Sea X un esquemático yM∈Mod(X) un OX -módulo.
Si existe un recubrimiento {fi : Ui → X}i∈I por inmersiones planas tal que
f∗iM ∈ Qcoh(Ui), entonces M ∈ Qcoh(X). Lo análogo es cierto para
haces coherentes y haces de álgebras.

Demostración. Basta observar que las imágenes inversas deM a cada U(∆)
del codato de�nido por el recubrimiento son compatibles por provenir de
un dato global, luego M de�ne un elemento de 2-lím∆ Qcoh(U(∆)) y se
concluye por el Corolario 5.5.8.

Observación 5.5.10. En realidad, a nivel de cómputos de descenso, basta
considerar P∗(I) truncado hasta los puntos ∆ con dim(C∆) ≤ 2 �es decir,
bastan las primeras intersecciones del recubrimiento�. Sin embargo, proce-
diendo de ese modo, el espacio cilindro que aparece no es esquemático �por
motivos análogos a los del Ejemplo 4.1.5�, así que para los argumentos que
empleamos, que involucran qc-isomor�smos, hemos de considerar el cilindro
completo.

5.6. La topología de las inmersiones planas

Como puede ser evidente de que los mor�smos de restricción de un espa-
cio esquemático X induzcan inmersiones planas (?,OX,y)→ (?,OX,x) para
x ≤ y, así como por el rol de estas en la esquematicidad de los cilindros,
las inmersiones planas de�nen la topología natural en la categoría esque-
mática �en sentido de �análoga a la topología de Zariski�: todo espacio
esquemático es �localmente� afín respecto a las inmersiones planas�.

Observación 5.6.1. Como todas las categorías a las que vamos a dotar de es-
tructura de sitio tienen productos �brados, vamos a de�nir estas estructuras
en términos de pretopologías de Grothendieck, es decir, de�niendo familias
de recubrimientos para cada objeto; puesto que en este caso es equivalente
a la de�nición general vía �cribas recubridoras�.
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De�nición 5.6.2. Dado un espacio esquemático X, se de�ne el sitio pe-
queño de las inmersiones planas en X o sitio pequeño débil de Zariski en
X como el sitio XwZar tal que Ob(XwZar) son inmersiones planas U → X y
cuyos recubrimientos Cov(U → X) son son familias �nitas de inmersiones
planas {Ui → U} con

∐
i Ui → U �elmente plano.

Observación 5.6.3. Como las inmersiones planas de�nen subconjuntos del
espectro, la localización por qc-isomor�smos de (XwZar)qc es claramente una
categoría pequeña, de donde tomamos el nombre, aunque la categoría sin
localizar no necesariamente lo sea. Al �nal, el topos correspondiente viene
controlado por esta localización �Proposición 5.6.6�, así que no tendremos
problemas de tamaño.

Observación 5.6.4. De modo análogo se de�ne el sitio �muy� grande co-
rrespondiente.

Notación 5.6.5. A lo largo de esta memoria, cada vez que hablemos de
mor�smos de sitios nos estaremos re�riendo a la terminología del Apéndice
B.3: un mor�smo de sitios viene dado por un functor continuo en sentido
opuesto. La ventaja de esto es notacional a la hora de de�nir los functores
imágenes directa e inversa inducidos, de modo que sean análogos al caso
topológico: una aplicación continua f : S → T puede entenderse como un
mor�smo de sitios cuyo functor subyacente sobre la categoría de abiertos es-
tá dado por U 7→ f−1(U). Tendremos cuidado de mencionar explícitamente
si nos referimos a estos mor�smos o a sus functores subyacentes.

Denotemos Sh(XwZar) al topos de haces correspondiente a XwZar, que
es de modo natural un topos anillado con haz estructural OXwZar

tal que

OXwZar
(U → X) = OU (U);

y sean por Mod(XwZar), Qcoh(XwZar), etc., sus correspondientes catego-
rías de haces de módulos, cuasicoherentes, etc., sobre dicho topos.

Proposición 5.6.6. Si X es esquemático y F ∈ Sh(XwZar), entonces F
manda qc-isomor�smos a isomor�smos. Es decir, el functor de localización
XwZar → (XwZar)qc induce una equivalencia de topos

Sh(XwZar) ' Sh((XwZar)qc).
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Demostración. Es claro que (XwZar)qc hereda de modo natural una estruc-
tura de sitio, con los mismos objetos y recubrimientos que XwZar salvo
qc-isomor�smo. Sea U → V un qc-isomor�smo entre inmersiones planas
sobre X. Como es un recubrimiento, la condición de haz da una inyec-
ción F(V → X) ↪→ F(U → X). Para ver que es un isomor�smo, bas-
ta verlo tras un cambio de base: �brando U → V por sí mismo, obte-
nemos un qc-isomor�smo U ×V U → U , que admite la sección diagonal
U → U ×V U �que también es un qc-isomor�smo�; lo cual nos da inyec-
ciones F(U → X) ↪→ F(U ×V U → X) ↪→ F(U → X) que, a la postre, son
isomor�smos.

Observación 5.6.7. El argumento de la Proposición 5.6.6 es válido en cual-
quier topología tal que los qc-isomor�smos sean recubrimientos.

Observación 5.6.8. El sitio XwZar no es subcanónico: los functores de puntos
determinan completamente la parte topológica del espacio, luego no pueden
enviar qc-isomor�smos a isomor�smos. Sin embargo, los functores de puntos
en la localización por qc-isomor�smos sí son haces, luego (XwZar)qc sí es
subcanónico.

Sea PSh(XwZar) la categoría de prehaces de conjuntos en XwZar. Dado
un prehaz F , denotaremos por F ], si existe, a la haci�cación de F ; esto es,
al único haz F ] ∈ Sh(XwZar) dotado de un mor�smo F → F ] veri�cando
que, para todo haz G ∈ Sh(XwZar), el mor�smo inducido

HomSh(XwZar)(F
],G)→ HomPSh(XwZar)(F ,G)

es biyectivo.

Proposición 5.6.9. Si XwZar es como hasta ahora e Y → X es una inmer-
sión plana, la haci�cación del �prehaz de puntos� de Y , que llamaremos haz
de puntos de Y , es su functor de puntos en la categoría localizada, es decir,

HomXwZar
(−, Y )] ' Hom(XwZar)qc

(−, Y ).

Demostración. En efecto, comprobemos que se veri�ca la propiedad univer-
sal: dado un haz F ∈ Sh(XwZar), se tiene, aplicando Yoneda en XwZar y
(XwZar)qc respectivamente y teniendo en cuenta que todo haz factoriza por
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la localización por qc-isomor�smos por la Proposición 5.6.6,

HomPSh(XwZar)(Hom(XwZar)qc
(−, Y ),F) ' F(Y ) '

' Hom[(XwZar)qc,Set](Hom(XwZar)qc
(−, Y ),F) =

= HomSh((XwZar)qc)(Hom(XwZar)qc)(−, Y ),F) =

= HomSh(XwZar)(Hom(XwZar)qc
(−, Y ),F);

de donde se concluye.

Proposición 5.6.10. Si φ : X → Y es un qc-isomor�smo, se induce una
equivalencia de topos (φ−1 a φ∗) : Sh(XwZar)

∼→ Sh(YwZar).

Demostración. Probemos que, de hecho, se tiene una equivalencia de sitios
(XwZar)qc ' (YwZar)qc, con lo que concluiríamos por la Proposicion 5.6.6.
Dada una inmersión plana V → Y , el cambio de base X ×Y V → V → Y
es qc-isomorfo ella �por ser los qc-isomor�smos estables por cambio de
base�; mientras que dada una inmersión plana U → X, el mor�smo natural
U → U×Y X es un qc-isomor�smo por idénticos motivos. Es fácil comprobar
que esto extiende a recubrimientos.

De�nición 5.6.11. Dado un esquema S, de�nimos el sitio pequeño de los
monomor�smos planos en S o sitio pequeño débil de Zariski en S como el
sitio SwZar cuyos objetos son inmersiones planas T → S y equipado con
recubrimientos fpqc.

Con las notaciones habituales para los sitios pequeños étale, fppf, pro-
étale y fpqc sobre un esquema S, se tienen functores de inclusión naturales
�y de hecho, mor�smos de sitios en dirección opuesta�

SZar
//

��

Sét
//

��

Sfppf

��
SwZar

// Spro-ét
// Sfpqc.

En este sentido, SwZar es, hasta donde sabemos, el único de estos sitios
�elementales� que no estudiado sistemáticamente en la literatura. Véase el
apartado Comparación con mor�smos ind-Zariski del Apéndice B.2 para
una discusión en mayor profundidad..
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Observación 5.6.12 (Recubrimientos fpqc de esquemas). Recordemos que
dado un esquema S, una familia {fi : Vi → S}i∈I es un recubrimiento fpqc
si 1) cada fi es plano; 2) qifi es epiyectivo; y 3) para cada afín U ⊆ S
existe un conjunto �nito KU , una aplicación iU : KU → I y abiertos a�nes
WiU (k) ⊆ ViU (k) cuyas imágenes recubren U .

Si S es un esquema afín, por de�nición �para U = S� se tiene que
todo recubrimiento fpqc {Vi → S} se re�na por un recubrimiento �nito
{Uj → S} tal que, además, los Uj → S son composición de algún Vi → S
con una inmersión abierta.

Más en general, restringiéndonos al caso cuasicompacto �por ejemplo,
S noetheriano� y el conjunto I es �nito, toda familia veri�cando 1) y 2)
es un recubrimiento fpqc: para cada U y cada i encontramos un recubri-
miento abierto �nito de cada f−1

i (U), lo cual se ve fácilmente que implica
la tercera condición. Recíprocamente, todo recubrimiento fpqc de un esque-
ma cuasicompacto puede re�narse por un subrecubrimiento fpqc �nito por
esquemas a�nes. En efecto, si {Uk ⊆ S}l∈L es un recubrimiento �nito y afín
por abiertos de S y {Vi → S} un recubrimiento fpqc, los recubrimientos
{Uk ×S Vi → Uk} son fpqc de a�nes, luego re�nables por recubrimientos
�nitos {Wj → Uk}j∈Jk ; y ahora podemos considerar {Wj → Uk → S}j,k
para concluir.

En virtud de la Observación 5.6.12 y de que todo esquema es localmente
afín, el subsitio SAff

wZar de los monomor�smos planos a S desde un esquema
afín y recubrimientos �nitos genera el mismo topos Sh(SAff

wZar) ' Sh(SwZar).
Esta reducción nos permite probar:

Proposición 5.6.13. Sea XAff
wZar el subsitio de XwZar cuyos objetos son

inmersiones planas con espacio de salida afín. Se veri�ca que la inclusión
natural XAff

wZar ⊆ XwZar es un functor continuo y cocontinuo con mor�smo
de sitios asociado f : XwZar → XAff

wZar induciendo una equivalencia

(f∗ a f !) : Sh(XwZar)
∼→ Sh(XAff

wZar).

Demostración. La inclusión de sitios siempre es continua y es cococontinua
porque todo espacio esquemático admite un recubrimiento �nito por inmer-
siones planas desde a�nes: el de los abiertos mínimos. Por idéntico motivo,
es evidente que se veri�can las condiciones del Lema B.3.5, luego (f∗ a f !)
es una equivalencia de topos.
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Proposición 5.6.14. Si X es esquemático y S = Spec(X) es un esquema,
se tiene una equivalencia de topos Sh(XwZar) ' Sh(SwZar).

Demostración. Por la Proposición 5.6.13 y su análogo para el sitio de los
monomor�smos planos de esquemas, basta probarlo para las categorías de
haces en los sitios cuyos objetos son espacios (resp. esquemas) a�nes. A ese
nivel, se tiene una clara equivalencia de sitios (XAff

wZar)qc ' SAff
wZar, que induce

la equivalencia deseada.

Observación 5.6.15. Sin pasar por este subsitio de espacios a�nes, a prio-
ri no se tiene una equivalencia (XwZar)qc ' SwZar, puesto que dada una
inmersión plana U → X podría suceder que Spec(U) no fuese un esque-
ma. La posible respuesta a�rmativa a este problema es una cuestión abierta
relacionada con la discusión de la Conjetura B.4.34.

Observación 5.6.16 (Functor de haci�cación). En general no está claro si
tenemos un functor de haci�cación

(−)] : PSh(XwZar)→ Sh(XwZar)

adjunto por la izquierda de la inclusión natural; ídem para prehaces de
módulos, anillos, etc. Por ejemplo, en la topología fpqc de esquemas, este
functor no existe por cuestiones de tamaño: la clase de recubrimientos fpqc
de un esquema afín no es un conjunto, aunque sí lo hace si consideramos
recubrimientos a�nes por anillos de cardinalidad acotada. En nuestro caso,
como la colección de todos los conjuntos �nitos no es un conjunto y siempre
podemos construir in�nitos espacios esquemáticos qc-isomorfos sin más que
añadir puntos maximales y extender por cero el haz de anillos estructural,
a priori, la colección de recubrimientos de un espacio esquemático afín no
es un conjunto y caemos en el mismo problema.

Ante esto, la opción directa sería tratar de acotar la cardinalidad de los
recubrimientos considerados en algún sentido y, en relación con esto, tratar
de evitar este proceso de �añadir puntos� a nuestros espacios mediante
reducciones que realizaremos más adelante �Sección 6.4�; viendo si en
ese caso se pueden acotar adecuadamente los recubrimientos. Sin embargo,
no necesitamos ninguna de estas cuestiones: como todas las situaciones en
que vamos a necesitar haci�car provienen de construcciones sobre haces,
por ejemplo, imágenes inversas, colímites, cocientes, etc.; y estos pueden
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considerarse como functores (XwZar)qc → Set, nos basta haci�car prehaces
así de�nidos. Pero como las clases de qc-isomor�smo de inmersiones planas
se identi�can con subconjuntos de Spec(X), las clases de qc-isomor�smo de
recubrimientos sí forman conjunto y sí que tenemos functor de haci�cación

(−)] : PSh((XwZar)qc)→ Sh(XwZar),

que será más que su�ciente para todas las construcciones que realizaremos.

5.6.1. Haces versus descenso

Argumentamos por simplicidad para haces de conjuntos, pero lo que
sigue generaliza a cualquier categoría (resp. 2-categoría) C �razonable�.
Vamos a considerar los sitios �grandes� de las inmersiones planas y to-
pológico de espacios esquemáticos sobre (?,Z), de�nidos del modo eviden-
te y que denotamos SchFinwZar y SchFinτ respectivamente. Para cada
X esquemático tenemos functores de inclusión rwX : XwZar → SchFinwZar

y rτX : Xτ → SchFinτ de�niendo mor�smos de sitios en sentido opuesto.
Puede traducirse el lenguaje de la Sección 5.5 del siguiente modo:

Todo haz en cualquiera de los sitios presentados envía qc-isomor�smos
a isomor�smos, luego factoriza por qc-isomor�smos. Es decir, el opues-
to de todo haz es un functor geométrico �De�nición 5.5.3�.

Dado un prehaz F : SchFinop
τ → C se veri�ca que es un haz si y solo

si Fop es geométrico y veri�ca descenso interno; pudiendo además
sustituirse la segunda condición por que la restricción (rτX)∗(F)op sea
un haz para todo X.

Se tiene un mor�smo de sitios Idτ,wZar : SchFinwZar → SchFinτ in-
ducido por el functor identidad. Es estándar que el functor imagen
directa asociado no requiere haci�car, pero por el Teorema 5.5.7,

(Idτ,wZar)
−1 : Sh(SchFinτ )→ Sh(SchFinwZar)

tampoco lo requiere en este caso. En particular, como la categoría
subyacente es la misma en ambos casos, se concluye que este functor
de�ne una equivalencia de topos.
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Teorema 5.6.17 (de descenso externo). La inclusión de sitios natural
SchFinτ ⊆ SchFinwZar induce una equivalencia de topos

Sh(SchFinτ )
∼→ Sh(SchFinwZar).

Demostración. Se sigue de la discusión previa.

Esto es análogo a lo que sucede en esquemas con el sitio topológico y
el sitio de Zariski, pero en nuestro caso no podemos enunciarlo a nivel de
sitios pequeños de modo tan directo. Es decir, la equivalencia no restringe
en general a sitios pequeños sobre un X, puesto que el paso por el functor
cilindro, que necesitamos para dar dicha equivalencia, modi�ca el espacio
de llegada por una inmersión plana; no por un abierto topológico.

5.6.2. Comparación con el sitio anillado topológico

Dado X esquemático, todo mor�smo Ux → X es una inmersión plana,
luego si Xτ es el sitio de�nido por la topología del poset subyacente |X|,
se tiene un mor�smo i : XwZar → Xτ de�nido por el functor continuo de
inclusión Xτ ↪→ XwZar.

Observación 5.6.18. Una vez más, lo que sigue no será necesario para nuestra
exposición, pues nos restringiremos a módulos cuasicoherentes, donde todo
estará bien de�nido; pero observemos que, de existir haci�cación, el functor
imagen inversa i−1 : Sh(X)→ Sh(XwZar) enviaría cada haz F al haci�cado
del prehaz i−1

p (F) tal que

i−1
p (F)(f : U → X) = F(Uf(U)),

donde Uf(U) denota el menor abierto que contiene a f(U). Como veremos en
la Sección 6.2, si nos restringimos a la subcategoría de �espacios concisos�
�cosa que podremos hacer sin pérdida de generalidad por el Teorema 6.2.6
y la Proposición 5.6.10�, los qc-isomor�smos son epiyectivos �Proposición
6.2.12�, y con esta condición adicional es claro que el functor i−1

p (F) envía
qc-isomor�smos �sobre X� a isomor�smos. Es más, dadas inmersiones
planas f : U → X y g : V → X con producto �brado h : U ×X V → X, se
veri�ca que

Uh(U×XV ) = Uf(U) ∩ Ug(U).
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Por ello, si U qV → X es epiyectivo, es fácil comprobar que i−1
p (F) veri�ca

la condición de haz para este recubrimiento, i.e. i−1 ' i−1
p .

Dotando ahora a XwZar de estructura de sitio anillado de haz estructural

OXwZar
(f : U → X) = OU (U)

�que no es la imagen inversa del estructural OX , pero coincide con este
cuando U es un abierto de X�, se tiene un mor�smo de sitios anillados
i : (XwZar,OXwZar

) → (X,OX) con i] de�nida, en cada inmersión plana
f : U → X, por f]. Se induce así una pareja de adjuntas

(i∗ a i∗) : Mod(XwZar)→Mod(X),

a la que nos referiremos por �mor�smo geométrico� �tomando prestada la
terminología de topos�. Sea, por otro lado, el functor (−)a que envía un
móduloM∈Mod(X) a

Ma(f : U → X) := (f∗M)(U). (5.6.1)

Aquí, f∗ no es más que la imagen inversa de haces de módulos en espacios
topológicos.

El objetivo ahora sería probar que el functor i∗ coincide �vía isomor-
�smo natural� con la �haci�cación� de (−)a. Como no podemos garan-
tizar la existencia de un functor de haci�cación, comenzaremos probando
que, para todo OX -módulo cuasicoherente Ma es un haz �y de hecho,
cuasicoherente�. Así, probaremos que i∗ ' (−)a cuando nos restringimos a
módulos cuasicoherentes, hecho más que su�ciente para esta memoria pues,
como ya mencionamos, son los módulos cuasicoherentes quienes nos con-
ciernen en el estudio de los espacios esquemáticos. Los siguientes Lemas son
leves modi�caciones de [10, 03DR].

Lema 5.6.19. SiM∈ Qcoh(X), se veri�ca queMa veri�ca es un haz en
XwZar y, de hecho, un OXwZar

-módulo cuasicoherente.

Demostración. Nótese que i∗ se expresa en términos de functores imagen
inversa f∗ de espacios anillados, que preservan cuasicoherencia. Cada sec-
ción global de un M está dada por s : OX → M, y por tanto una sección
de f∗M es s : OU → f∗M; luego veri�car la condición de haz en un recu-
brimiento {Ui → U} de un {f : U → X} basta aplicar descenso para haces
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cuasicoherentes respecto a inmersiones planas del Corolario 5.5.8 a nivel
de mor�smos. La segunda parte se sigue del Corolario 5.5.9 por motivos
similares.

Lo que sigue hasta el Lema 5.6.20 es una adaptación de [10, Lemma
070S] a espacios esquemáticos y sitios �pequeños�. Observemos que el fun-
ctor (−)a tiene sentido no solo a valores en haces en XwZar, sino a va-
lores en cualquier sitio �grande� de espacios esquemáticos sobre X, i.e.
cuyos objetos son espacios esquemáticos sobre X cualesquiera. Nosotros va-
mos a considerar el sitio grande topológico (SchFin/X)τ y el sitio grande
de las inmersiones planas (SchFin/X)wZar, como sitios anillados con sus
haces estructurales obvios. El functor identidad da un mor�smo de sitios
Idτ,wZar : (SchFin/X)wZar → (SchFin/X)τ tal que functor imagen inversa

Id∗τ,wZar : Mod((SchFin/X)τ )→Mod((SchFin/X)wZar)

sería, a priori, la haci�cación en la topología de las inmersiones planas
�aplicaría de nuevo la Observación 5.6.16�, pues el haz de anillos en
(SchFin/X)τ es Oτ (V → X) = OV (V ) y su imagen inversa es exactamente
el estructural del sitio de salida; i.e. Id∗τ,wZar ' Id−1

τ,wZar. Pero además, por
el Teorema 5.6.17, Idτ,wZar es una equivalencia.

Vamos a considerar los mor�smos de sitios j : (SchFin/X)τ → Xτ y
h : (SchFin/X)wZar → XwZar dados por los functores de inclusión natural
y los mor�smos de topos que inducen, que veri�can j∗ ◦ j∗ ' Id, ídem para
h. Es claro también que i ◦ h = j ◦ Idτ,wZar, luego h∗ ◦ i∗ = Id∗τ,wZar ◦ j∗ y,
�nalmente, i∗ = h∗ ◦ Id∗τ,wZar ◦ j∗, donde h∗ es el functor de restricción.

Lema 5.6.20. El functor (−)a : Qcoh(X)→ Qcoh(XwZar) es naturalmen-
te isomorfo a i∗.

Demostración. El functor está bien de�nido por el Lema 5.6.19 previo. Así,
toda inmersión plana f : U → X, que interpretamos como mor�smo de
sitios Uτ → Xτ , induce un functor concontinuo Uτ → (SchFin/X)τ y,
por tanto, un mor�smo de topos ϕf : Sh(U) → Sh((SchFin/X)τ ) tal que
(ϕ−1

f F)(V ) = F(V ⊆ U → X) �véase párrafo previo a la Proposición
B.3.4� y de modo que, pasando ahora a haces de módulos, se veri�ca
(j∗, j∗) ◦ ϕf = (f∗, f∗), luego a nivel de imágenes inversas es f∗ ' ϕ∗f ◦ j∗.
Nótese que ϕ∗f ' ϕ

−1
f con las elecciones naturales.
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Sea, por otro lado, el mor�smo de sitios pequeños fwZar : UwZar → XwZar

inducido por el cambio de base y sea iU : UwZar → Uτ el mor�smo de sitios
análogo de i para los sitios pequeños sobre U . Se veri�ca f ◦ iU = i ◦ fwZar.
Denotemos por ϕwZar

f al análogo de ϕf para la topología de las inmersiones
planas �que se comprueba viene inducido por un functor cocontinuo en la
localización�. Como el argumento previo es también válido en la topología
de las inmersiones planas, se tiene un diagrama conmutativo de �mor�smos
geométricos�

Mod(U)
ϕf

))

f //Mod(X)

Mod((SchFin/X)τ )

j
55

Mod((SchFin/X)wZar)

Idτ,wZar ∼
OO

h

))
Mod(UwZar)

iU

OO

fwZar //

ϕwZar
f

55

Mod(XwZar);

i

OO

donde solo queda observar que, como esto vale para cualquier f : U → X,
para todoM es

(i∗U ◦ ϕ∗f ◦ j∗M)(U → U) ' (ϕwZar∗
f ◦ Id∗τ,wZar ◦ j∗)(U → X) '

' (f∗wZar ◦ i∗)(M)(U) ' i∗M(U → X);

donde el haz U 7→ (i∗U ◦ ϕ∗f ◦ j∗M)(U → U) es, por construcción, la haci�-
cación en inmersiones planas del prehaz (f : U → X) 7→ (f∗M)(U), como
queríamos ver.

Observación 5.6.21. El Lema 5.6.20 es generalizable a otras topologías �α�
de�niendo un sitio grande �anillado� (SchFin/X)α, para las cuales el
functor análogo entre los sitios grandes Id−1

τ,α no es una equivalencia, sino solo
el functor de haci�cación. En ese caso i∗ : Qcoh(X)→Mod((SchFin/X)α)
es isomorfo a la composición de (−)a : Qcoh(X)→ PSh((SchFin/X)α)qc)
�con valores en prehaces de módulos� con el functor de haci�cación en la
topología α, i.e. (−)] ◦ (−)a ' i∗. Con esencialmente la misma demostración
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que la ya expuesta, se prueba que este resultado será cierto para todas
las topologías construidas en la Sección 7.7.2, siempre y cuando haci�car
sea functorial para ellas a nivel de la localización por qc-isomor�smos �lo
cual excluye variantes de la fpqc�. Además, podremos restringirlo a nivel
de sitios pequeños cuando tengamos de�nido el correspondiente mor�smo
geométrico �ϕαf �; es decir, si el correspondiente functor que lo induce es
cocontinuo.

Nos restringimos a la situación cuasicoherente, donde gracias a los Lemas
5.6.19 y 5.6.20 tenemos una descripción explícita. Así, es claro que Id ' i∗i∗,
pues dadoM∈ Qcoh(X)

(i∗i
∗M)x = (i∗M)(Ux

jx
↪→ X) = (j∗xM)(Ux) =Mx

para todo x ∈ X �en particular, i∗ es esencialmente epiyectivo�. Si está
claro por el contexto, denotaremosM≡ i∗M.

Lema 5.6.22. El functor i∗ : Qcoh(X) → Qcoh(XwZar) es plenamente
�el.

Demostración. Dados M,N ∈ Qcoh(X), por la adjunción y la discusión
previa, se tiene

HomQcoh(X)(M,N ) ' HomQcoh(X)(M, i∗i
∗N ) '

' HomQcoh(XwZar)(i
∗M, i∗N ),

por lo que concluimos. Nótese que i∗ preserva cuasicoherencia por el Lema
5.6.19.

De�nición 5.6.23. Un OXwZar
-módulo M es clásico si está en la imagen

esencial de i∗.

Lema 5.6.24. El functor imagen directa i∗ preserva cuasicoherencia, es
decir, restringe a i∗ : Qcoh(XwZar)→ Qcoh(X).

Demostración. Hay que ver que, para M ∈ Qcoh(XwZar), i∗M es cuasi-
coherente. Sean x ≤ y en X, es decir tales que se tiene una inclusión �y por
tanto inmersión plana� Uy ⊆ Ux. Por la hipótesis, existe un recubrimiento
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{fi : Ui → Ux}, en el que podemos suponer que los Ui son a�nes, tal que,
denotando por fi a la composición Ui → X, se tiene una sucesión exacta

O⊕JUi → O
⊕I
Ui
→ f∗iM→ 0,

que mantiene la exactitud al tomar seccoines globales por la a�nidad. Sea el
recubrimiento cambiado de base {gi : Vi = Uy ×Ux Ui → Uy}. Por ser todos
los espacios a�nes, se veri�ca queOVi(Vi) ' OUi(Ui)⊗OX,xOX,y. Cambiando
de base a Vi la sucesión exacta previa, tomando secciones globales y por el
�lema de los cinco�, se concluye que

M(Ui → X)⊗OX,x OX,y
∼→M(Vi → X)

es un isomor�smo para todo i. Como OX,x → OX,y es plano, cambiando de
base la condición de haz para Ux → X y el recubrimiento dado, se obtiene
una sucesión exacta

0→M(Ux → X)⊗OX,x OX,y →
∏
i

M(Vi → X) ⇒
∏
i,j

M(Vi×X Vj → X);

luegoM(Ux → X)⊗OX,x OX,y 'M(Uy → X) por la condición de haz.

Lema 5.6.25. Si X es afín con secciones globales A = OX(X), el functor
i∗ induce una equivalencia Qcoh(XwZar) 'Mod(A).

Demostración. Como caso particular de la Proposición 5.6.13, basta verlo en
Qcoh(XAff

wZar), donde, de hecho, podemos suponer que todos los objetos son
espacios puntuales. Denotamos a las secciones en términos del anillo de sec-
ciones globales por simplicidad. Dado un móduloM∈ Qcoh(XAff

wZar), por la
cuasicoherencia, existe un recubrimiento {(?,Aj)→ (?,A)} por inmersiones
planas de modo queM(Aj) es conúcleo de Aj-módulos libres. Cambiando
de base este recubrimiento, se tiene que {(?,B ⊗A Aj)→ (?,B)} expresa a
M(B ⊗A Aj) como un conúcleo de (B ⊗A Aj)-módulos libres. Del lema de
los cinco se deduce que M(B ⊗A Aj) ' B ⊗AM(Aj); de la condición de
haz, se concluye queM(B) ' B ⊗AM(A), lo que implica el resultado.

Proposición 5.6.26. Todo módulo cuasicoherente en XwZar es clásico. Es
decir, la pareja de adjuntas (i∗ a i∗) induce una equivalencia

(i∗ a i∗) : Qcoh(XwZar)
∼→ Qcoh(X).
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Demostración. Solo queda ver que i∗i∗ ' Id para los cuasicoherentes. Sean
M ∈ Qcoh(XwZar) y f : U → X una inmersión plana; y demostremos que
(f∗i∗M)(U) 'M(U → X). Por la condición de haz, nos podemos recudir a
un recubrimiento afín y, por tanto, suponer queX es afín. Ahora el resultado
se sigue del Lema 5.6.25.

Una demostración alternativa discurriría la que sigue: por el Corolario
5.4.19, la inmersión plana f factoriza como U ↪→ X ′ → X con ϕ : X ′ → X
un qc-isomor�smo y U ⊆ X ′ un abierto. Si denotamos por i′ : X ′wZar → X ′

al mor�smo de sitios correspondiente y por ϕ∗wZar al functor inducido en
el sitio de las inmersiones planas, se debería poder demostrar �una vez
más, reduciéndose la cuestión al caso afín� un �teorema de cambio de base
plano� para las secciones globales de estos sitios anillados, que a�rmaría
que ϕ∗i∗ ' i′∗ϕ∗wZar; lo que unido a la Proposición 5.6.13 y al Teorema 5.1.9
nos permitiría suponer que U es un abierto de X. Ahora el resultado sería
también inmediato.

5.6.3. Puntos y functores �bra I

Comenzamos observando que, como en un espacio esquemático X los
epimor�smos planos de anillos son isomor�smos locales, se tiene una noción
bien de�nida de ��bra de un haz de OX -módulos en un punto esquemático�.

Lema 5.6.27. Sea X pseudoesquemático, M ∈ Qcoh(X) y sean (x, px),
(y, py) dos parejas representantes del mismo punto esquemático de Spec(X),
se tiene un isomor�smo

(Mx)px ' (My)py .

Demostración. Basta verlo para el caso en que x ≤ y y px = r−1
xy (py), donde

se tiene que, por cuasicoherencia Mx ⊗OX,x OX,y ' My. Como localizar
conmuta con productos tensoriales, se concluye por el Teorema B.2.19.

Generalizando la Notación 4.3.16, podemos ahora de�nir:

De�nición 5.6.28. Si X es pseudoesquemático, x = [(x, px)] ∈ Spec(X)
un punto esquemático yM∈ Qcoh(X), se de�nen

La �bra �stalk, lit. �tallo�� deM en x comoMx = (Mx)px .

La �bra geométrica deM en x como (Mx)px/px(Mx)px .
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En particular, paraM = OX , se de�ne el cuerpo residual en X, κ(x), como
la �bra geométrica OX en x:

κ(x) = (OX,x)px/px(OX,x)px .

Observación 5.6.29. Ya probamos en Lema 4.3.15 que esta noción de �bra
coincide con las �bras del estructural de OSpec(X), es decir,

OSpec(X),x ' OX,x.

Probemos que esta noción de �bra coincide con la de teoría de topos.

Lema 5.6.30. Dado X esquemático y x un punto esquemático centrado
en x ∈ X, el mor�smo Spec(κ(x)) → X con ? 7→ x es esquemático. Más
en general, para todo cuerpo Ω, hay una correspondencia biyectiva entre
mor�smos esquemáticos y parejas de punto esquemático y extensiones del
cuerpo residual:

HomSchFin(Spec(Ω), X)
1:1←→

{
Parejas (x, κ(x) ↪→ Ω).

}
Demostración. La primera parte se sigue de que Spec(κ(x)) → X así de�-
nido es central por construcción, luego esquemático por el Teorema 4.3.26.
La segunda parte se obtiene componiendo con la extensión de cuerpos.

En general, dado X y un punto esquemático x, dar un entorno de este
punto en la topología de las inmersiones planas consistiría en dar una pareja
(f : U → X,u) con u ∈ Spec(U) de modo que conmute el diagrama:

U
f // X

Spec(κ(u))

u

OO

f ′ // Spec(κ(x));

x

OO

pero como f es inmersión plana, f ′ es un isomor�smo �Lema 5.1.6 y Teo-
rema B.2.19�, de modo que la de�nición queda simpli�cada a la siguiente:

De�nición 5.6.31. Dado X y un punto esquemático x, un entorno plano
de x es una pareja (f : U → X,u) con u punto esquemático de U y f
inmersión plana tal que f(u) = x. Usaremos la notación f : (U,u)→ (X,x)
�i.e. es un mor�smo de espacios punteados�.
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Es decir, un entorno plano de x se reduce a dar una factorización

Spec(κ(x))→ U → X.

Notación 5.6.32. Dado X y x = (x, px) centrado en x, denotaremos

jx : Ux ↪→ X,

a la inclusión del espacio esquemático tal que |Ux| = Ux, OUx,x = OX,x y
OUx,y = OX,y para y > x; es decir, Ux es la localización de Ux en el haz
de ideales cuasicoherentes de�nido por x. �Este espacio juega el rol de los
Spec(OS,s) → S de un esquema.� Es claro que jx es una inmersión plana
esquemática y que, por tanto, podemos identi�car los puntos esquemáticos
de Ux con puntos esquemáticos de X.

Proposición 5.6.33. Dado X esquemático e ix : Spec(κ(x))→ X un pun-
to esquemático centrado en x y de haz de ideales p, jx : (Ux,x) → (X,x)
es, salvo qc-isomor�smos, el entorno plano mínimo de x. En particular, si
F ∈ Sh(XwZar), se veri�ca que la �bra de F en x �en sentido de haces en
sitios� es

Fx ≡ i−1
x F ' F(Ux → X).

Además, siM es un haz de módulos clásico, se tiene

Mx = i−1
x M = (Mx)px , i∗xM'Mx/pxMx.

Demostración. Sea Ux → Ux el mor�smo esquemático afín asociado. Es
claro que x es el punto esquemático mínimo de Ux para el orden de espe-
cializaciones y que se tiene Spec(κ(x)) → (Ux,x) sobre X, es decir, que
Ux → X es un entorno plano.

Sea ahora f : (U,u) → X un entorno plano de x. El punto u, de modo
análogo, admite un entorno plano Uu → U cuya imagen topológica está
contenida en Ux por estar x centrado en x, luego por restricción se induce

f|Uu : Uu → Ux

Como se tiene un isomor�smo OU,u
∼→ OX,x en el punto mínimo �pues

OU,u → OX,x es un epimor�smo plano por ser U → X inmersión plana�,
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se concluye que este mor�smo factoriza por un qc-isomor�smo ϕ : Uu → Ux

�es un mor�smo entre espacios a�nes que da un isomor�smo en secciones
globales�. En resumen, se tiene un diagrama conmutativo

Spec(κ(x)) //

%%

U // X

Uu

OO

ϕ // Ux

OO

con ϕ un qc-isomor�smo, lo que prueba el resultado. El cálculo de la �bra Fx
se tiene de que, por el enunciado que acabamos de demostrar, Ux es co�nal
salvo qc-isomor�smo entre los entornos planos de x y de la Proposición
5.6.6. Por último, siM es clásico, seM(jx : Ux → X) = Mx ⊗OX,x OX,x,
de donde obtenemos la última parte.

Con esta construcción podemos de�nir directamente el �punto del to-
pos� Sh(XwZar) asociado a x como el dado por F 7→ Fx; pero con vistas a
introducir la perspectiva de functores �bra �i.e. puntos del sitio XwZar�,
continuaremos con esta discusión en la Sección 6.4.1, tras la introducción
del functor Geo en la Sección 6.4.



Capítulo 6

Retractos de la categoría
esquemática

En este corto capítulo vamos a considerar subcategorías de la esque-
mática admitiendo adjunta para la inclusión y de modo que todo espacio
esquemático es qc-isomorfo a uno en la subcategoría. Para ello introducimos
primero un lenguaje general relativo a qué es geométrico y qué es recudir
la categoría esquemática, que será relevante más adelante. Concluimos apli-
cando la noción de �espacio esquemático geométrico� para estudiar algunos
puntos del sitio de las inmersiones planas previamente introducido. Todos
los contenidos aquí expuestos son originales.

6.1. Propiedades geométricas y reducciones

A la hora de de�nir propiedades de espacios y mor�smos esquemáticos,
la �losofía general será que estas deben ser, como mínimo, estables por
qc-isomor�smos; esto es, �geométricas� en el sentido que sigue:1

De�nición 6.1.1. Sea P una propiedad de mor�smos esquemáticos. Dire-
mos que P es geométrica si veri�ca las propiedades siguientes:

a) Estabilidad por composición con qc-isomor�smos: para cualesquiera
qc-isomor�smos φ y φ′, P(f : X → Y )⇒ P(φ ◦ f) ∧P(f ◦ φ′).

1Empleamos la notación P(−) para indicar que el objeto o mor�smo (−) veri�ca una
propiedad P pre�jada, además de otros símbolos lógicos habituales.
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b) Estabilidad por cambio de base por qc-isomor�smos: para cualquier
qc-isomor�smo Z → Y , P(f : X → Y )⇒ P(Z ×Y X → Z).

c) �Propiedad 2 de 3 respecto a qc-isomor�smos�: si φ : X → Y es un
qc-isomor�smo, entonces P(f : Y → Z)⇔ P(f ◦ φ : X → Z).

d) Las identidades veri�can P. En consecuencia, si φ es un qc-isomor�smo,
P(φ).

Se dice que una propiedad Q de espacios esquemáticos es geométrica si
para todo qc-isomor�smo φ : X → Y , se tiene que Q(X)⇔ Q(Y ).

Observación 6.1.2. Nótese que de a), c) y d) se deduce el recíproco de b): si
Z → Y es un qc-isomor�smo P(f : X → Y )⇔ P(Z ×Y X → Z). De hecho,
puede reemplazarse b) por la condición:

b') Para φ : Y → Z qc-isomor�smo, P(f : X → Y )⇔ P(φ ◦ f : X → Z).

El motivo de haber optado por b) en la De�nición 6.1.1 es el rol privilegiado
que la �estabilidad por cambio de base� tiene a nivel conceptual. Por otra
parte, c) tiene más sabor �geométrico� que b'), pues hace referencia a que
en un triángulo conmutativo

X
φ //

��

Y

��
Z

las dos �echas que llegan a Z compartan la misma propiedad, lo cual es
importante al localizar categorías de espacios sobre uno dado, por ejemplo,
de revestimientos.

Observación 6.1.3. En la Sección 7.3.1 caracterizaremos las propiedades
geométricas de mor�smos en términos análogos a la de�nición de propiedad
geométrica de espacios. Respecto a estas últimas, nótese que toda propiedad
geométrica de espacios debe restringir a una de anillos, como se ve sin más
que ponernos en el caso afín.

Para inmersiones planas y mor�smos �elmente planos, como están ca-
racterizados en términos del espectro y de sus categorías de cuasicoherentes,
se sigue del Teorema 5.1.9:
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Proposición 6.1.4. Ser inmersión plana, ser �elmente plano y ser qc-
isomor�smo son propiedades geométricas.

El estudio de muchas de estas propiedades que hemos llamado geométri-
cas será llevado a cabo en el Capítulo 7, pero nuestra predilección por ellas
no es, sin embargo, excluyente. También es de sumo interés encontrar modos
en que la geometría se re�eje en la topología de los posets subyacentes a
nuestros espacios esquemáticos. La posible existencia de estas propiedades
se debe a la ligadura que da la propia condición de esquematicidad �Lema
3.2.7�. El objetivo de la presente sección es ver en qué medida podemos
fortalecer dichas interacciones, es decir, en qué medida podemos restringir el
functor Spec: SchFin→ LRS (sin localizar) para que re�eje determinadas
propiedades. Cuando esta �restricción� pueda darse, hablaremos informal-
mente de que rigidi�ca la propiedad en cuestión.

Podemos presentar sistemáticamente la idea general:

De�nición 6.1.5. Sea S ⊆ SchFin una subcategoría plenamente �el y
QC la clase de qc-isomor�smos. Se dice que S es una reducción de SchFin
si el functor inducido

[QC−1]S→ SchFinqc

es una equivalencia de categorías. Se dice que una reducciónS es un retracto
a derecha si la inclusión admite una adjunta a la derecha i a R tal que
R ◦ i = IdS y la counidad i ◦ R → IdSchFin veri�ca que R(X) → X es
un qc-isomor�smo para todo X ∈ SchFin. Un retracto a la derecha se dice
por subobjetos si R(X)→ X es un monomor�smo en SchFin para todo X;
se dice por proyecciones si R(X) → X es un epimor�smo en SchFin para
todo X. De modo dual se de�nen retractos a la izquierda como aquellos que
admiten una adjunta a la izquierda L cuya unidad induce qc-isomor�smos
para todo espacio.

Observación 6.1.6. El lector notará que en la de�nición hemos hablado de
monomor�smos y epimor�smos en la categoría esquemática, que aún no
hemos tratado. Para la discusión que sigue, basta observar que, por la ca-
racterización habitual de los monomor�smos en términos de la diagonal y
la Proposición 4.4.2, los monomor�smos en la categoría esquemática son
exactamente los monomor�smos de posets anillados, es decir, inyecciones a
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nivel topológico equipadas con un epimor�smo de haces de anillos. Cabe
destacar que estas propiedades no son geométricas en el sentido de la De-
�nición 6.1.1: por ejemplo, dado un espacio afín X con OX(X) ≡ A, para
todo haz de ideales cuasicoherente I ⊆ OX con I(X) ≡ I, se tiene que
(?,A/I) → (?,A) es un monomor�smo, pero (X,OX/I) → (?,A) no lo es
por no ser inyectivo en general. Véase la Sección 7.3.2. Nótese que si un
qc-isomor�smo U → X es un monomor�smo �como requerimos en la de
de�nición�, entonces necesariamente U �su imagen� es un subespacio de
X y OU ' OX|U .
Ejemplo 6.1.7. De modo análogo, dada una subcategoría C ⊆ SchFin, pue-
de hablarse de reducciones S ⊆ C. Por ejemplo, si C es la subcategoría
plenamente �el de espacios esquemáticos cuyo espectro es un esquema, he-
mos visto en las Proposiciones 5.2.3 y 5.2.4 que SchFinOpen ⊂ C es una
reducción que, sin embargo, no es un retracto. En cambio, si consideramos
C = AffSch la categoría de espacios �esquemáticos� a�nes, la subcate-
goría S ⊆ AffSch de espacios anillados puntuales sí es un retracto a la
izquierda por proyecciones con adjunta L dada por L(X) = (?,OX(X)) y
X → L(X) el qc-isomor�smo natural.

Proposición 6.1.8. Si S ⊆ SchFin es un retracto a la derecha con ad-
junta R y tenemos un functor F : SchFinop → Set representable por una
pareja universal (X, ξ), entonces su restricción F ◦ i es representable por
(R(X),R(ξ)). En particular, S tiene productos �brados �nitos, obtenidos
aplicando la adjunta a la derecha R al producto �brado en SchFin. Lo
análogo es cierto para retractos a la izquierda y functores SchFin→ Set.

Demostración. Inmediato. La segunda parte se sigue de la existencia de
productos �brados �nitos en SchFin.

6.2. Espacios concisos

En un espacio esquemático X pueden aparecer puntos que no aportan
información algebraica alguna, ni siquiera de carácter local, y por tanto
pueden ser retirados tomando un subespacio adecuado. El contenido de esta
sección se introdujo en un caso particular en [28] y se encuentra en su versión
más general en [32]. Aquí lo presentamos sistemáticamente, probamos su
comportamiento functorial y lo interpretamos �espectralmente�.
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De�nición 6.2.1. Sea X un espacio esquemático. Un punto x ∈ X es
redundante si no existe ningún punto esquemático x centrado en x.

Es decir, los puntos redundantes son exactamente los del complementario
de la imagen de la aplicación centro πX : Spec(X)→ X. Algebraicamente,
esto quiere decir:

Lema 6.2.2. Sea X un espacio esquemático y x ∈ X un punto de su poset
subyacente. Son equivalentes:

1) El punto x ∈ X es redundante.

2) El mor�smo natural rx : OX,x →
∏
y>xOX,y es �elmente plano.

3) El subespacio U∗x = Ux −{x} es afín y la restricción OX,x → OX(U∗x)
es isomor�smo.

4) La inclusión natural X − {x} ↪→ X es un qc-isomor�smo de espa-
cios anillados �y también lo será de esquemáticos, pero dejamos la
demostración para el Teorema 6.2.6 en su caso general�.

Demostración. La equivalencia [1) ⇔ 2)] es exactamente la de�nición de
centro: ningún punto x centra en x si y solo si todo primo px ⊆ OX,x
proviene de algún OX,y, es decir, si Spec(rx) es epiyectivo. [2)⇒ 3)] es [32,
Section 6, Proposition 1]: como rx es �elmente plano, es un monomor�smo
regular en la categoría de anillos, luego hay un diagrama ecualizador

OX,x →
∏
y>x

OX,y ⇒
∏

y,y′>x

OX,y ⊗OX,x OX,y′ ;

pero por la esquematicidad se tiene que OX,y ⊗OX,x OX,y′ ' OX(Uy ∩Uy′),
así que por la condición de haz es OX,x ' OX(U∗x). Es claro que U∗x es afín
por la Proposición 4.1.8: la primera condición de dicho resultado se veri�ca
por hipótesis y la cuarta por lo que acabamos de demostrar. El recíproco se
sigue del mismo resultado. [3)⇔ 4)] es inmediato.

Ejemplo 6.2.3. Todo punto x ∈ X con OX,x = 0 es redundante. En parti-
cular el mor�smo canónico ∅ → (?, 0) es un qc-isomor�smo.
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Ejemplo 6.2.4. Si X es un espacio esquemático equipado con un haz de
anillos constante OX ≡ A, su poset subyacente es irreducible �Observación
4.1.7�, X = Cx. Se tiene entonces que todo x′ 6= x es redundante y que
la inclusión natural {x} ↪→ Cx es un qc-isomor�smo esquemático �que
además admite la proyección al punto como retracto�.

De�nición 6.2.5. Un espacio esquemático X se dice conciso si no tiene
puntos redundantes. Sea SchFincon ⊆ SchFin la subcategoría plenamente
�el de espacios esquemáticos concisos.

Es decir, un espacio X es conciso si y solo si πX : Spec(X)→ X es epi-
yectiva. Vamos a probar ahora que la inclusión SchFincon ⊂ SchFin es, de
hecho, un retracto a la derecha por subobjectos de la categoría esquemática.

Teorema 6.2.6. La inclusión i : SchFincon ⊆ SchFin es un retracto a
la derecha por subobjetos. Es decir, tiene un functor adjunto a la derecha
Con : SchFin → SchFincon tal que Con(X) ↪→ X es un qc-isomor�smo
inyectivo para todo X.

Para la demostración, probamos primero los siquientes Lemas:

Lema 6.2.7. Si X es esquemático e U = (U,OX|U ) ⊆ X es un subespacio
con X − U un subconjunto de puntos redundantes, Spec(U) ' Spec(X).

Demostración. Basta probarlo para U = X − {x} con x redundante, pero
por 2) del Lema 6.2.2 es claro que este subposet es co�nal para el colími-
te que de�ne Spec(X) �con más detalle: Spec(i) : Spec(U) → Spec(X)
es epiyectivo porque ningún punto esquemático de X está centrado en x
por de�nición, es inyectivo porque los espacios son pseudoesquemáticos y el
mor�smo en haces de anillos es isomor�smo en �bra por ser un homeomor-
�smo y los Lemas 4.3.14, 4.3.15 y el hecho de que ningún punto esquemático
centre en x�.

Lema 6.2.8. Sea f : X → Y un mor�smo esquemático. Si x ∈ X veri�ca
que y = f(x) es redundante, entonces x es redundante. En particular, si X
es conciso, la imagen de |f | no contiene puntos redundantes. Si X es conciso
y |f | epiyectivo, entonces Y es conciso.
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Demostración. Por el Teorema 4.3.26 se tiene un diagrama conmutativo:

Spec(X)

πX
��

Spec(f)// Spec(Y )

πY
��

X
f // Y.

Si x no fuese redundante, existiría algún x ∈ Spec(X) con πX(x) = x y,
por la conmutatividad, y = f(x) = πY (Spec(f)(x)), luego y estaría en la
imagen de πY y no sería redundante.

Demostración del Teorema 6.2.6. Dado un espacio esquemático X con cen-
tro πX : Spec(X) → X, de�nimos Con(X) = (Im(πX),OX|Im(πX)) ↪→ X.
Como Con(X) es pseudoesquemático, es esquemático si su aplicación centro
está de�nida, pero esto se tiene por contrucción y el Lema 6.2.7. El mor�s-
mo Con(X)→ X es esquemático por el Teorema 4.3.26 y la construcción,
y es claramente un qc-isomor�smo.

Es fácil ver que la construcción es functorial por el Lema 6.2.8: un mor�s-
mo f : X → Y de�ne Con(f) ≡ f|Con(X) : Con(X)→ Con(Y ). Por último,
como para todoX conciso es Con(X) = X, todo mor�smo f : X → Y desde
uno de estos espacios factoriza por X → Con(Y ) por dicha functorialidad,
lo que prueba la adjunción deseada.

Corolario 6.2.9. La subcategoría SchFincon tiene productos �brados �-
nitos, que denotamos (−)×con

(−) (−) y que se computan como

X ×con
Z Y ' Con(X ×Z Y ).

Demostración. Es la Proposición 6.1.8.

Corolario 6.2.10. Si X tiene restricciones abiertas, su mor�smo centro πX
induce una equivalencia (π∗X a πX∗) : Qcoh(Spec(X))

∼→ Qcoh(X).

Demostración. Se sigue de la Proposición 4.3.9 y el Teorema 6.2.6.

Proposición 6.2.11. [28, Proposition 5.12] SiX es esquemático conOX(X)
anillo local, entonces X es afín si y solo si X = Ux para algún x ∈ X.
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Demostración. Sea m el maximal de OX(X). SiX = Ux, es afín, luego basta
ver el recíproco. Por a�nidad, Spec(X) ' Spec(OX(X)). Sea x la imagen
de m por la aplicación centro. Como πX es continua para la topología de
las especializaciones (Proposición 4.3.11), cualquier punto fuera de Ux ⊆ X
no está en la imagen de πX y, por tanto, es redundante; pero como X es
conciso, concluimos.

Por último, observamos que la principal propiedad �rigidi�cada� por
esta construcción es la epiyectividad:

Proposición 6.2.12. Si f : X → Y es un mor�smo �elmente plano con Y
conciso, entonces f es epiyectivo. Si además X es conciso, f : X → Y es
�elmente plano si y solo es plano y epiyectivo.

Demostración. Se sigue de la epiyectividad de πY y los Teoremas 4.3.26 y
5.1.9.

Es más, la Proposición 6.2.12 es cierta para mor�smos f : X → Y tales
que Spec(f) es epiyectivo. Si los llamamos �mor�smos qc-epiyectivos�, se
caracterizan como aquellos tales que OY,y →

∏
x∈f−1(Uy)OX,x induce una

epiyección entre espectros para todo y ∈ Y (que es lo que demostramos en el
Teorema 5.1.9). Es decir, en la subcategoría de espacios concisos, la noción
geométrica de �mor�smo qc-epiyectivo� coincide con la noción de mor�smo
epiyectivo en sentido ordinario. En otras palabras:

Corolario 6.2.13. En la categoría SchFinCon, ser epiyectivo es una pro-
piedad geométrica.

Demostración. Basta observar que, como los qc-isomor�smos son �elmen-
te planos y, por tanto, epiyectivos por la Proposición 6.2.12, se veri�can
trivialmente las condiciones de la De�nición 6.1.1.

Corolario 6.2.14. Si f : X → Y es un qc-isomor�smo inyectivo e Y es
conciso, entonces f es un isomor�smo.

Observación 6.2.15. Consideremos el qc-isomor�smo U → (?,A) con U
afín y A = OU (U), y asumamos además que U es conciso. La diagonal
U → U ×(?,A) U es un qc-isomor�smo inyectivo y, sin embargo, no es un
isomor�smo, pues en ese caso U → (?,A) sería un monomor�smo en la
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categoría esquemática, lo que en particular implicaría que sería inyectivo
�puesto que (?, 0) ∈ SchFin, espacio conformado por dos objetos �nales
en sus respectivas categorías que, aun siendo qc-isomorfo a ∅, juega el rol de
? ∈ Set a estos efectos�. Esto no contradice la Proposición 6.2.14, pues lo
que sucede es que U ×(?,A) U tiene puntos redundantes, más concretamente
todos los puntos que no están en su imagen. Lo que sí se veri�ca es que
U → Con(U ×(?,A) U) = U ×con

(?,A) U es un isomor�smo, luego U → (?,A)

es un monomor�smo en SchFincon, aun sin ser inyectiva.

En lo relativo a los mor�smo �elmente planos, se tiene aún más:

Lema 6.2.16. Si f : X → Y es �elmente plano e Y es conciso, entonces |f |
es un epimor�smo efectivo en la categoría de posets.

Demostración. Por la Proposición 1.2.4, esto es equivalente a ver que |f | es
de �bras coherentes. Sean x1, x2 ∈ X con f(x1) = y1 ≤ y2 = f(x2). Como
Y es conciso, existe algún βy1 ⊆ OY,y1 tal que y1 = (y1, βy1) centra en y1.
Como f es �elmente plano, Spec(f) es epiyectivo, luego existe un x = (x, px)
tal que f(x) = y1 con f(x) = y1 por el Teorema 4.3.26. Por otra parte y
también por ser Y conciso, existe un αy2 ⊆ OY,y2 tal que y2 = (y2, αy2)
centra en y2 y con y2 > y1. Por el Lema 5.1.13 existe un x′ = (x′, qx′) tal
que x′ > x y f(x′) = y2 �nótese que x′ > x porque y1 6= y2�. Se tiene
ahora la cadena

x1 = x1xx
′x2 = x2

con f(x1) = x, x < x′ y f(x′) = x2; es decir, x1 ≤f x2, por lo que |f | es de
�bras coherentes y por tanto un epimor�smo efectivo.

Proposición 6.2.17. Si f : X → Y es �elmente plano e Y es conciso,
entonces f es un epimor�smo efectivo en la categoría de posets anillados y,
por tanto, en la categoría esquemática. Además, para cualquier mor�smo
�elmente plano f : X → Y , el mor�smo inducido Spec(f) es un epimor�smo
efectivo en la categoría de espacios localmente anillados.

Demostración. Los coecualizadores y productos �brados en posets anillados
están descritos en la Proposición 2.1.15: su parte topológica es independiente
de la algebraica. Como |f | es un epimor�smo efectivo por el Lema 6.2.16
y f ]x es un monomor�smo efectivo para todo x ∈ X por �elplatitud, se
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deduce la primera a�rmación. La segunda se sigue de que Spec(f) conmuta
con colímites �por estar de�nido como un colímite� y productos �brados
�Proposición 4.4.4�. Nótese que, por el propio Teorema 6.2.6, para este
último caso no hace falta suponer que Y sea conciso.

Corolario 6.2.18. Si f : X → Y es �elmente plano, admite una factoriza-
ción del tipo X → Y ′ → Y con X → Y ′ un epimor�smo efectivo tal que
Y ′ ' Con(Y ) e Y ′ → Y un qc-isomor�smo inyectivo.

Observación 6.2.19. Si f : X → Y es �elmente plano y afín, por ejemplo si es
un qc-isomor�smo, puede comprobarse que Con(Y ) es, de hecho, el modelo
�nito del espacio anillado X respecto al recubrimiento {f−1(Uy)}y∈Y .

La Proposición 6.2.14 también tiene como consecuencia que la categoría
de espacios concisos es �minimal� en el sentido siguiente.

Teorema 6.2.20. La subcategoría SchFincon ⊆ SchFin es el menor re-
tracto a la derecha por subobjetos admitido por la categoría esquemática.
Es decir, si S ⊆ SchFincon ⊆ SchFin es tal que S es un un retracto a la
derecha por subobjetos, se tiene una equivalencia S ' SchFincon.

Demostración. Sea i : SchFincon ⊆ SchFin. Se sigue de la de�nición que
j : S ⊆ SchFincon tiene como adjunta a la derechaR◦i, conR la adjunta de
i◦j que aparece en la de�nición de retracto a la derecha. Se veri�ca que R◦i
es, de hecho, inversa de j. En efecto, por hipótesis, se tiene que, para todo X
conciso, (R◦i)(X)→ i(X) es un monomor�smo en SchFin, luego inyectivo
(pues (?, 0) ∈ SchFin), además de un qc-isomor�smo por la de�nición de
retracto a la derecha, luego es un isomor�smo por la Proposición 6.2.14 y,
por tanto, un isomor�smo en SchFincon. Para concluir basta observar que
(R ◦ i) ◦ j = R ◦ (i ◦ j) = IdS.

6.3. Espacios puntualmente conexos

Si en la Sección 6.2 hemos comenzado dando una de�nición y acabado
indicando como la reducción que produce �rigidi�ca� una propiedad geo-
métrica, ahora vamos a plantear la conclusión como punto de partida.

Si se trata de dar una noción de conexión para espacios esquemáticos,
debemos observar que la conexión del poset subyacente no es una propiedad
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geométrica. Por ejemplo, dado un espacio puntual (?,A × B) con A y B
anillos no nulos, se tiene un qc-isomor�smo (?,A)

∐
(?,B) → (?,A × B),

donde el primer espacio tiene poset subyacente disconexo y el segundo lo
tiene conexo. Vamos a construir un retracto a la derecha por proyecciones
de SchFin que rigidi�ca esta propiedad.

De�nición 6.3.1. Sea X un espacio esquemático.

Se dice que X es conexo si Spec(OX(X)) es conexo.

Se dice que X es top-conexo si |X| es conexo.

Se dice que X es pw-conexo ��point-wise�� si Ux ⊆ X es conexo
para todo x ∈ X.

Es claro queX es conexo si y solo si Spec(X) es conexo �puesto que am-
bos espacios tienen las mismas secciones globales� y, por tanto, la conexión
es una propiedad geométrica. Nótese que la pw-conexión hace referencia a
que Spec(OX,x) sea conexo para todo x ∈ X, lo cual, en el caso de modelos
�nitos de espacios, quiere decir que los estamos tomando respecto a recu-
brimientos conexos; o dicho de otro modo, que la aplicación centro tiene las
antiimágenes de los Ux conexas. Convengamos que ∅ no es conexo.

Lema 6.3.2. Dado un espacio pw-conexo X, se veri�ca que es conexo si y
solo si es top-conexo.

Demostración. El directo se sigue de que todo espacio conexo es top-conexo
�o sus secciones globales descompondrían como producto directo de anillos
no nulos�. El recíproco se sigue del hecho bien conocido de que un colímite
conexo de espacios topológicos conexos es conexo.

De�nición 6.3.3. Denotamos por SchFinpw ⊆ SchFin a la subcategoría
de espacios esquemáticos pw-conexos.

Por el Lema 6.3.2, en la categoría de espacios pw-conexos, la conexión
topológica coincide con la conexión �geométrica�, es decir:

Corolario 6.3.4. En la categoría SchFinpw, ser top-conexo es una propie-
dad geométrica.
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Dado un espacio esquemáticoX, vamos a construir un poset anillado pw-
conexo pw(X) como sigue ��nito porque, recordemos, estamos trabajando
en el caso noetheriano�:

Construcción 6.3.5. Sea π0 : Top → Set el functor de componentes co-
nexas. Dado un anillo A, denotamos pw(A) al espacio esquemático tal que
|pw(A)| = π0(Spec(A)) y Opw(A),i = Ai, donde Ai es la componente de
A ' A0 × ... × An correspondiente a la componente conexa indexada por
i. Esta construcción es functorial, puesto que�los mor�smos desde un es-
pacio conexo a uno arbitrario factorizan exactamente por una componente
conexa�; luego se tiene un functor pw: CRing → SchFinop que, de he-
cho, valora en SchFinpw. Si pw∗ : SchFin→ SchFinpw -codata denota el
functor inducido, de�nimos

pw : SchFin→ CRing -data, X 7→ Cyl(pw∗(X)). (6.3.1)

Observación 6.3.6. De modo más explícito, para un espacio esquemático
X, pw(X) se obtiene reemplazando cada punto x ∈ X por tantos puntos
como componentes conexas tenga Spec(OX,x) �es decir, como conjunto,
pw(X) = qx∈Xπ0(| Spec(OX,x)|)� y dotando a cada punto del subanillo
de OX,x correspondiente a la componente conexa que lo de�ne. Esto es
functorial, tanto en los mor�smos de restricción como al cambiar de espacio
X, por factorizar los mor�smos desde un espacio conexo por una única
componente conexa de la imagen, dado que la imagen de un conexo, es
conexa. Además, si X es pw-conexo X = pw(X)→ X es la identidad.

Lema 6.3.7. Para todo X esquemático, el mor�smo π : pw(X)→ X es un
qc-isomor�smo de espacios anillados que veri�ca π−1(Ux) =

∐
π(xi)=x

Uxi
para todo x ∈ X. Además, si X es conciso, π es epiyectivo.

Demostración. Comencemos calculando las �bras. Observemos en primer
lugar que si π−1(x) = ∅ para algún x ∈ X, se tiene π−1(Ux) = ∅, pues
esto solo sucede cuando OX,x = 0 y, como dado un epimor�smo de anillos
0 → A la única posibilidad es que A ' 0, se tiene que Ux tiene el haz
constante 0. En otro caso, como X es �nito, podemos tomar un x ∈ X tal
que la �bra del estructural en cualquier punto por encima suyo tiene espectro
conexo, es decir, tal que π|π−1(U∗x ) : π−1(U∗x) → U∗x es un isomor�smo (con
U∗x = Ux − {x}). Si xi, xj 7→ x, es claro que para cualquier y > x, π−1(y)
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solo puede ser mayor que xi o xj , pues la imagen continua de un conexo es
conexo. En particular se obtiene que π−1(Ux) = qiUxi con {xi}i = π−1(x).
En general, para x ∈ X arbitrario, observemos que si x ≤ y e y es el punto
de un anillo con espectro disconexo, entonces cada punto de π−1(y) solo
puede estar sobre uno de los puntos de π−1(x) �por el mismo argumento
de conexión�, de donde se deduce que π−1(Ux) = qiUxi . Ahora es claro
que π es Mod-afín y que OX ' π∗Opw(X).

Observación 6.3.8. De hecho, si consideramos el codato pw∗(X), para todo
abierto U ⊆ X es Cyl(U) = π−1(U). En particular también se tiene que,
para toda terna x, y ≥ z ∈ X,

Cyl(Ux ∩ Uy) = π−1(Ux ∩ Uy) =
∐

π(xi)=x,π(yj)=y

Uxi ∩ Uyj ;

donde Uxi ∩ Uyj 6= ∅ si y solo si xi, yj ≥ zk para algún zk ∈ π−1(z).

Teorema 6.3.9. La inclusión i : SchFinpw ⊆ SchFin es un retracto a
la derecha por proyecciones, i.e. tiene un functor adjunto a la derecha
pw : SchFin → SchFinpw tal que pw(X) → X es un qc-isomor�smo epi-
yectivo para todo X.

Demostración. La esquematicidad de pw(X) y de π se obtiene vía las ca-
racterizaciones de las Proposiciones 4.1.10 y 4.2.11 respectivamente, dado
que los mor�smos de anillos involucrados descomponen en varias compo-
nentes �disjuntas� y cada una de ellas veri�ca las condiciones requeridas.
Es decir, si x, y ≥ z son puntos en X, se tiene

OX,x ⊗OX,z OX,y '
∏

x′,y′≥z′
π(x′)=x,π(y′)=y,π(z′)=z

(Opw(X),x′ ⊗Opw(X),z′ Opw(X),y′)

(nótese que las combinaciones que no veri�can x′, y′ ≥ z′ dan productos
tensoriales nulos); y de modo similar, si x′ ∈ pw(X) e y ≥ x = π(x′), es

Opw(X),x′ ⊗OX,x OX,y '
∏
y′≥x′
π(y′)=y

Opw(X),y′ .
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Por argumentos análogos a los de este último isomor�smo también se
tiene que, si f : X → Y es un mor�smo esquemático, pw(f) es esquemático.
Como en el teorema análogo para espacios concisos, la adjunción se deduce
de que pw ◦ i = Id y de que pw es un functor �por serlo el pw con que
iniciamos su construcción�.

Observación 6.3.10. Se puede dar una demostración más intrínseca del Teo-
rema 6.3.9. El mor�smo π : pw(X)→ X viene inducido por un mor�smo de
codatos pw∗(X)→ X, donde X al SchFin-codato de�nido como |X| = |X|
y X(x) = (?,OX,x) (Notación 2.3.7). Es posible axiomaxizar las condiciones
del Lema 6.3.7 junto con alguna adicional para forzar que los mor�smos de
anillos que aparecen sean �disjuntos�� y dar un recíproco parcial del Lema
5.4.5 para estos mor�smos, lo que aplicado al recíproco de la Proposición
5.4.9 probaría nuestro resultado.

Corolario 6.3.11. La subcategoría SchFinpw tiene productos �brados �-
nitos, que denotamos (−)×pw

(−) (−) y que se computan como

X ×pw
Z Y ' pw(X ×Z Y ).

Demostración. Es la Proposición 6.1.8.

Observación 6.3.12. En general, en una categoría �nitamente extensiva C,
como resulta ser el caso de la esquemática o de CRingop, se dice que un ob-
jeto c ∈ C es conexo si su functor de puntos covariante HomC(c,−) conmuta
con coproductos �nitos. Si C = SchFinpw es fácil comprobar que X es un
espacio top-conexo �y, por tanto, conexo en sentido geométrico�, si y solo
si es conexo en este sentido categorial. No es cierto, sin embargo, que los
espacios conexos sean todos los objetos conexos de la categoría esquemática
total.

Dado un espacio esquemático X, podemos considerar la descomposición
en componentes conexas de pw(X), obteniendo un qc-isomor�smo

π : X1 q ...qXn ' pw(X)→ X.

Componiendo con las inclusiones naturales, se tienen mor�smos inducidos
πi : Xi → X para cada i. Por la construcción de pw(X), los πi son inyectivos
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y además se veri�ca ∏
i

πi∗OXi ' π∗Opw(X) ' OX ;

luego podemos entender OiX := πi∗OXi como las componentes conexas del
haz estructural OX . Es claro además que πi : Xi → X es afín para todo i, lue-
go se tienen qc-isomor�smos Xi → (X,πi∗OXi) induciendo qc-isomor�smos
pw(X)→

∐
i(X,πi∗OXi)→ X.

De�nición 6.3.13. De�nimos el functor de componentes pw-conexas como

πpw
0 : SchFin→ Set X 7→ πpw

0 (X) := π0(|pw(X)|).

Por el Corolario 6.3.4 y la construcción de pw, se tiene que este es un
functor geométrico, es decir, que factoriza por SchFinqc.

Un caso particular de las construcciones mencionadas es que, dado un
punto esquemático x de un X, como Spec(κ(x)) es pw-conexo, se tiene un
mor�smo inducido

Spec(κ(x))→ pw(X)→ X;

y, de nuevo por conexión, x induce x : Spec(κ(x)) → X ′ ⊆ pw(X) con X ′

una componente top-conexa. Diremos que X ′ es la componente conexa de
X que contiene a x. Por supuesto, esto generaliza para cualquier U → X
con U conexo y pw-conexo.

Obsérvese además que, dado un haz de OX -álgebras cuasicoherentes A,
podemos aplicar el mismo razonamiento a (X,A) y obtener las componentes
conexas de A: descomposición A ' A1 × ... × Am donde cada (Ai)x tiene
espectro conexo para todo i y x ∈ X.

Por último, como en el caso de esquemas, de�nimos:

De�nición 6.3.14. Un espacio X sobre un cuerpo k es geométricamen-
te conexo si para toda extensión de cuerpos k → k′, el cambio de base
Spec(k′) ×Spec(k) X es conexo. Un mor�smo f : X → Y tiene �bras geo-
métricamente conexas si para todo y ∈ Spec(Y ) y extensión de cuerpos
κ(y)→ K, la �bra Spec(K)×Y X es conexa.
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Observación 6.3.15. Si Spec(X) es un esquema, por la Proposición 4.4.4 y
el caso clásico, X es geométricamente conexo si y solo si lo es al cambiar de
base al cierre algebraico; o si o es al cambiar de base por cualquier extensión
�nita separable de k; véase [10, Lemma 0387, Lemma 0389]. Es posible que
esto sea cierto para un X arbitrario, pero no será necesario probarlo para
nuestros propósitos. La misma observación aplica a mor�smos esquemáticos
f : X → Y con �bras geométricamente conexas que tengan esquemas por
espectros, como sucederá en el caso de mor�smos algebraicos �De�nición
7.1.1� y pro-localmente de tipo �nito �De�nición 7.5.13�.

6.4. Espacios geométricos

Observemos que, dado un espacio esquemático conciso X, el correspon-
diente espacio pw(X) puede tener puntos redundantes; sin embargo, si X es
pw-conexo, Con(X) sigue siendo pw-conexo. Es por esto que, si se desean
combinar ambos functores �a lo que no daremos nombre para evitar sobre-
cargar la notación�, debe hacerse en el orden

Geo := Con ◦ pw.

De�nición 6.4.1. Diremos que un espacio esquemático X es geométrico
si es pw-conexo y conciso. Denotemos por SchFingeo a subcategoría de
espacios esquemáticos concisos y pw-conexos.

Teorema 6.4.2. La subcategoría de espacios geométricos SchFingeo es el
menor retracto a la derecha por subobjetos admitido por la subcategoría de
espacios pw-conexos y, en general, es un retracto a la derecha de SchFin,
donde el adjunto por la derecha es el functor Geo = Con ◦pw. Además, la
subcategoría SchFinGeo tiene productos �brados, que se computan como

X ×geo
Z Y = Geo(X ×Z Y ).

Demostración. Se sigue de los Teoremas 6.2.6, 6.2.20 y 6.3.9 y Corolarios
6.2.9 y 6.3.11.

Observación 6.4.3. Si X no tiene componentes top-conexas qc-isomorfas al
vacío (con haz estructural nulo), es claro que π0(|X|) = π0(|Con(X)|). En
particular, como pw elimina los puntos cuyo anillo es cero, se tiene que

πpw
0 (X) = π0(|pw(X)|) = π0(|Geo(X)|).
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6.4.1. Puntos y functores �bra II

Podemos completar ahora la discusión de la Sección 5.6.3. Sea x un
punto esquemático de un espacio esquemáticoX. Se tiene un functor ��bra�

Fx : XwZar → Set (6.4.1)

(U → X) 7→ |Spec(U ×X Spec(κ(x)))| ' |U ×geo
X Spec(κ(x))|;

donde | − | denota, como siempre el conjunto subyacente.En efecto, dado
f : U → X y x = (x, px), se tiene que |U×X Spec(κ(x))| = |f−1(x)| y, como
f es inmersión plana, la �bra del estructural de U ×X Spec(κ(x)) en cada
punto es, o bien isomorfa a κ(x) (cuando px proviene de un qu ⊆ OU,u con
f(u) = x vía OX,x → OU,u), o bien nula (en el caso contrario). Ahora bien,
observemos que si C ⊆ f−1(x) := U ×X Spec(κ(x)) es una componente
conexa y existe un u ∈ C tal que OC,u ' κ(x) 6= 0, se veri�ca que

Geo(C) = (?, κ(x))

por el Ejemplo 6.2.4 y la de�nición de Geo. Eesta componente se correspon-
de con el único punto esquemático de U ×X Spec(κ(x)) asociado al punto
genérico de dicho cerrado irreducible.

Es decir, se concluye que Geo �elimina� las componentes conexas de
f−1(x) cuyo haz estructural es idénticamente cero y reduce el resto de com-
ponentes a espacios puntuales que están en correspondencia biunívoca con
los puntos esquemáticos de la �bra. Se tiene por tanto una biyección

|U ×geo
X Spec(κ(x))| ' |Spec(U ×X Spec(κ(x)))|,

como queríamos.

Lema 6.4.4. El functor Fx es geométrico: envía qc-isomor�smos a isomor-
�smos. Además, si Spec(X) = S es un esquema y s = x ∈ S, la localización
de Fx extiende de modo natural �vía la inclusión SwZar ⊆ (XwZar)qc� el
functor �bra SwZar de�nido por s.

Demostración. Se sigue de la discusión previa.

Observación 6.4.5. Si U → X es un mor�smo esquemático cualquiera, la
biyección de la ecuación 6.4.1 que acabamos de discutir se sigue mante-
niendo. La única diferencia es dada una componente irreducible topológica
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C ⊆ f−1(x) ≡ U ×X Spec(κ(x)), se veri�ca que Geo(C) tiene tantas com-
ponentes conexas, que son espacios puntuales, como puntos esquemáticos
corresponden a la parte algebraica de la �bra. Además, tiene sentido de�nir
el functor �bra, no solo de de x, sino de cualquier punto �Ω-geométrico�
Spec(Ω)→ X �con Ω cuerpo�, como U×geo

X Spec(Ω). El análogo del Lema
6.4.4 es también válido.

El functor ��bra de un haz� asociado a x (o Fx) es, por las Proposiciones
5.6.33 y 5.6.6,

(−)x : Sh(XwZar)→ Set

F 7→ Fx ' F(Ux → X).

Dado un recubrimiento {Ui → U} por inmersiones planas, la aplicación∐
Fx(Ui → X)→ Fx(U → X)

es epiyectiva �en caso contrario Spec(κ(x))→ X no centraría en x; pode-
mos suponer incluso que X es conciso�. Además, Fx(U → X) es exacta-
mente el conjunto de puntos esquemáticos de X con imagen en U , i.e.

Fx(U
f→ X) ' {Factorizaciones Spec(κ(x))

u→ U
f→ X con f ◦ u = x};

de donde es ahora claro que Fx conmuta con productos �brados y que la
�bra de la identidad es Fx(X → X) = {?}. Todo esto prueba lo siguiente:

Proposición 6.4.6. Sea X espacio esquemático. Todo punto esquemático
x de�ne un punto del sitio XwZar �De�nición B.3.6�, que es dado por el
functor Fx. El correspondiente punto del topos Sh(XwZar) es (−)x.

Teorema 6.4.7. El topos Sh(XwZar) es localmente coherente �De�nición
B.3.8� y, en particular, tiene su�cientes puntos �De�nición B.3.7�.

Demostración. Se sigue de la de�nición, pues nuestras familias recubridoras
son �nitas. La segunda parte es el Teorema de Deligne B.3.11.

Teorema 6.4.8. El sitio (XAff
wZar,OXAff

wZar
) es localmente anillado.

Demostración. Se veri�ca claramente la De�nición B.3.12 por habernos res-
tringido al caso afín. De hecho, el recubrimiento que allí aparece se puede
tomar por abiertos a nivel de espectros.
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Esto dice que para todo punto p : Set → XwZar �que se corresponde
con un punto de XA�

wZar porque ambos sitios inducen el mismo topos�, la
�bra del haz OXwZar

en p es un anillo local, cosa que ya sabíamos si p viene
inducido por Fx para cierto x ∈ Spec(X).

Cuesiones abiertas

En lo relativo a la caracterización de todos los puntos de (XwZar)qc, no
tenemos claro si son siempre de la forma Fx para cierto x o si, como en
el caso de la topología pro-étale, no lo son. Probar la primera a�rmación
parece plausible �motivada en parte por el Teorema 6.4.8 y la Proposición
B.3.13� si se veri�can las siguientes conjeturas:

Conjetura 6.4.9. Fijado X esquemático y si admitimos espacios esquemá-
ticos in�nitos �véase la discusión del Apéndice B.1�, el sitio (XwZar)qc

tiene colímites arbitrarios representados por el cilindro esquemático.

Idea para la demostración. Está claro que tiene colímites �nitos, donde la
unión de una familia �nita {Ui → X}i∈I está representada por el cilindro
de�nido por ella, véase 5.4.16. Si I es arbitrario, la idea es que el espacio
resultante debería seguir siendo el cilindro de una familia in�nita, que daría
un espacio esquemático in�nito. En este caso, consideramos que todos los
resultados relativos al cilindro deberían seguir siendo válidos �aunque hay
algunos detalles relativos a la acotación superior del poset |Cyl(U)| con los
que se debe tener cuidado�.

Observación 6.4.10. En realidad hace falta algo más débil: que el sitio
Spec(X)wZar admita colímites arbitrarios de proesquemas. La versión que
conjeturamos arriba se re�ere a una presentación concreta de estos colímites.

Conjetura 6.4.11. Todo punto de (XwZar)qc es equivalente a Fx para algún
x ∈ Spec(X).

Idea para la demostración. Seguimos [10, Example 04EJ]. Sea p un punto
inducido por un functor u : (XwZar)qc → Set. Como u conmuta con produc-
tos �brados y para todo monomor�smo plano U → X, la diagonal es un
qc-isomor�smo, u(U) = u(U) × u(U), por lo que u(U) = ∅ o u(U) = {?}.
Es más, dado un recubrimiento {Ui → U}, u(U) = ∅ si y solo si u(Ui) = ∅
para todo i.
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Consideramos ahora el cilindro W → X de todos los U → X tales que
u(U) = ∅. Nótese que, en realidad, basta considerar un representante por
cada clase de qc-isomor�smo. Esencialmente como en la referencia, se prueba
que el complementario de la imagen de Spec(W )→ Spec(X) es un cerrado
irreducible en la topología de las especializaciones �lo cual requiere, de
nuevo, resultados relativos a la estabilidad de los proesquemas al restringir
a imágenes de monomor�smos planos�. Como la topología del orden es
sobria, este cerrado irreducible corresponde a un único punto de Spec(X),
exactamente el buscado.



Capítulo 7

Clases geométricas de espacios
y mor�smos esquemáticos

Dedicamos este largo capítulo a estudiar muy diversas propiedades de
los espacios y mor�smos esquemáticos, genéricamente en analogía con las
versiones homónimas para esquemas. Para poder comparar nuestras de�ni-
ciones con las clásicas, introducimos la noción de �mor�smo algebraico�,
que busca ser análoga a la de mor�smo de functores representable �y, de
paso, la noción de �espacio esquemático algebraico��, pero en lo posi-
ble intentaremos evitar su uso para extender de�niciones, dado que no da
por sí misma criterios para determinar cuando un mor�smo veri�ca cierta
propiedad sin antes pasar por el functor Spec �derrotando el propósito
conceptual de trabajar con modelos �nitos�. También caracterizamos los
mor�smos esquemáticos que inducen mor�smos isomorfos entre espectros,
que llamaremos �qc-equivalentes�, y relacionamos este concepto la termi-
nología de propiedades geométricas de la De�nición 6.1.1.

A partir de este punto, de�nimos y caracterizamos sistemáticamente di-
versos tipos de mor�smos, teniendo en mente que nuestro objetivo último
es dar una generalización operativa de la noción de mor�smo propio. Una
vez llegamos a ella, probamos el análogo esquemático de los Teoremas fun-
damentales para este tipo de mor�smos: �nitud de la cohomología relativa,
teorema de las funciones formales y factorización de Stein.

En general, todos los contenidos de la sección son originales, con ex-
cepción de los resultados más básicos sobre mor�smos a�nes de la Sección
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7.4.1. Algunas nociones fueron sugeridas por F. Sancho, concretamente las
de �inmersión cerrada� o �mor�smo �nito�; siendo además útiles varias de
nuestras conversaciones, en particular su insistencia en la idea de de�nir
mor�smos propios �localmente� para tratar de reducir la demostración del
�teorema de �nitud� al conocido para esquemas, en vez de seguir el tor-
tuoso camino de los lemas de Chow y Dévissage. Esto último fue posible
gracias a la de�nición de �modelos �nitos� a partir del cilindro que hicimos
en la Construcción 5.4.22. Curiosamente, la de�nición resultante de mor-
�smo �pro-localmente propio� parece generalizar la de mor�smos propio
para esquemas bajo ciertas hipótesis de separabilidad; estando relaciona-
do con varios interrogantes sobre los monomor�smos planos de esquemas
determinar si es o no equivalente a posteriori.

7.1. Espacios esquemáticos algebraicos

Comenzamos introduciendo una subclase nueva de espacios esquemáti-
cos, que incluye a todos los espacios semiseparados y a todos los modelos
�nitos de esquemas, y que presenta mejores propiedades que la categoría
esquemática completa. La de�nición está inspirada en la clásica de �espacio
algebraico� dentro de la categoría de haces étale en esquemas �y también
por la de �stack algebraico� dentro de la de 2-haces en esquemas u espacios
algebraicos�, de ahí la terminología. En la medida de lo posible, evitaremos
imponer estas condiciones adicionales sobre nuestros espacios esquemáticos,
pero consideramos que la exposición quedaría demasiado incompleta sin un
estudio elemental.

De�nición 7.1.1. Un mor�smo esquemático f : X → Y se dice algebraico
si, para todo Z → Y tal que Spec(Z) es un esquema, Spec(Z ×Y X) es
un esquema. Un espacio esquemático X se dice algebraico si la diagonal
∆: X → X ×X es algebraica.

Observación 7.1.2. Es crucial que la condición en la De�nición 7.1.1 sea
que Spec(Z) sea un esquema, no la hipótesis más fuerte de que Z tenga
restricciones abiertas. El propósito de esto es incluir a todos los abiertos
a�nes de un X en principio arbitrario, en particular a sus mínimos; y es lo
que hace que tengamos trivialidades más adelante.
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Ejemplo 7.1.3. Si X es tal que Spec(X) es un esquema, entonces es alge-
braico. Esto se sigue de la Proposición 4.4.4. Por idénticos motivos, todo
f : X → Y tal que Spec(f) es un mor�smo de esquemas es algebraico.

De�nición 7.1.4. Sea P una propiedad de mor�smos de esquemas tal que

1) Es estable por cambio de base arbitrario.

2) Es local en la base en la topología fpqc: dado S → T y dado T ′ → T
�elmente plano y cuasicompacto, P(T ′ ×T S → T ′)⇒ P(S → T ).

Diremos que un mor�smo esquemático f : X → Y es algebraicamente P
si es algebraico y para todo espacio esquemático Z con Spec(Z) esquema,
P(Spec(Z ×Y X)→ Spec(Z)).

Observación 7.1.5. Todas las propiedades de mor�smos de esquemas rele-
vantes para esta memoria veri�can las propiedades 1) y 2) de la De�nición
7.1.4. La cuasicompacidad es redundante en nuestra situación qc-qs.

El siguiente lema es trivial y fundamental: en particular nos dice que,
si X → Y es modelo �nito de un mor�smo de esquemas S → T , entonces
X → Y es algebraicamente P si y solo si el mor�smo de esquemas es P. Una
constante a lo largo de todo el capítulo será ver que, de�nida una propiedad
de mor�smos esquemáticos y restringida esta al caso algebraico, se corres-
ponde con una propiedad conocida de mor�smos de esquemas. Esto signi�ca
que la nueva propiedad generaliza la clásica y que podemos emplearla para
estudiar esquemas a través de sus modelos �nitos.

Lema 7.1.6. Si f : X → Y es tal que Spec(f) es un mor�smo de esquemas
y P es una propiedad de mor�smos de esquemas en las condiciones de la
De�nición 7.1.4, f es algebraicamente P si y solo si P(Spec(f)).

Ahora nos disponemos a probar que ser algebraicamente P es una pro-
piedad geométrica según la De�nición 6.1.1.

Proposición 7.1.7. Ser algebraicamente P es estable por cambio de base
y composición.

Demostración. Se sigue de la Proposición 4.4.4.

Proposición 7.1.8. Un mor�smo esquemático f : X → Y es algebraica-
mente un isomor�smo si y solo si es un qc-isomor�smo.
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Demostración. Si f es un qc-isomor�smo, para todo Z → Y se tiene que
Spec(Z ×Y X) ' Spec(Z) por la Proposición 4.4.4 y el Teorema 5.1.9.
Recíprocamente, si f es algebraico, en particular f|f−1(Uy) : f−1(Uy) → Uy
induce isomor�smos Spec(f−1(Uy)) ' Spec(OY,y) para y ∈ Y ; lo que nos da
isomor�smos OY,y ' OSpec(f−1(Uy))(Spec(f−1(Uy))) ' OX(f−1(Uy)) y que
las antiimágenes de los Uy son a�nes, es decir, que f es un qc-isomor�smo
�en terminología del Apéndice A.2, que f es una Spec-equivalencia�.

Proposición 7.1.9. La propiedad de que un mor�smo o espacio esquemá-
tico sea algebraico es geométrica. Más en general, para cualquier propiedad
P en las condiciones de la De�nición 7.1.4, ser algebraicamente P es una
propiedad geométrica.

Demostración. Para mor�smos: es fácil ver que veri�can las cuatro propie-
dades de la De�nición 6.1.1 como consecuencia de las Proposiciones 7.1.7 y
7.1.8. Para espacios, basta aplicar lo anterior a las diagonales.

Siguen un par de lemas que relacionan mor�smos y espacios algebraicos:

Lema 7.1.10. Si f : X → Y es algebraico y Spec(Y ) es un esquema, enton-
ces Spec(X) es un esquema. Si Y es algebraico, entonces X es algebraico.

Demostración. Teniendo presente la Proposición 4.4.4: la primera parte se
obtiene �brando por la identidad Y → Y ; la segunda se deduce de que
(f, f) : X×X → Y ×Y también es algebraico y de que, para todo Z ∈ X×X,

Z ×X×X X ' Z ×Y×Y Y ×Y X,

de donde se concluye.

Ser algebraicamente P es local en la �topología algebraicamente �elmen-
te plana�:

Proposición 7.1.11. Sea f : X → Y un mor�smo algebraico y Z → Y un
mor�smo algebraicamente �elmente plano, entonces f es algebraicamente
P si y solo si Z ×Y X → Z es algebraicamente P.

Demostración. El �solo si� se sigue de la estabilidad por cambio de base.
Recíprocamente, seaW → Y con Spec(W ) esquema y consideremos el cam-
bio de baseW ×Y Z →W , que es algebraicamente �elmente plano por serlo
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Z → Y , lo que en particular implica que Spec(W ×Y Z)→ Spec(W ) es un
mor�smo �elmente plano de esquemas �Lemas 7.1.10 y 7.1.6�. Como P
era un propiedad de mor�smos de esquemas estable por cambio de base y
local en la topología fpqc, se tiene P(Spec(W×Y Z×Y X)→ Spec(W×Y Z))
y, por tanto P(Spec(W ×Y X)→ Spec(W )) para cualquier W como antes;
es decir, que f es algebraicamente P.

La motivación para introducir la noción de mor�smo algebraico fue bus-
car un contexto general para extender de modo natural propiedades de
mor�smos de esquemas al caso esquemático, en el sentido del Lema 7.1.6.
La de�nición de espacio esquemático algebraico responde, sin embargo, a la
búsqueda de �criterios efectivos de descenso� para Spec.

Lema 7.1.12. Si f : U → X es un mor�smo con X algebraico y Spec(U)
un esquema, entonces f es mor�smo algebraico. En particular, si X es al-
gebraico, los mor�smos naturales ix : Ux → X son algebraicos, así como
qx∈XUx → X.

Demostración. Se sigue de que para todo Z con Spec(Z) un esquema,
Spec(Z × U) es un esquema y Z ×X U ' (Z × U)×X×X X.

Lema 7.1.13. Si X es un espacio esquemático algebraico y U =
∐
x∈X Ux,

se veri�ca que Spec(U)×Spec(X)Spec(U) es un esquema y Spec(X) se obtiene
como coecualizador en espacios localmente anillados del diagrama

Spec(U)×Spec(X) Spec(U) ⇒ Spec(U).

Demostración. Se sigue de que Spec(U ×X U) es un esquema por la de�ni-
ción, de que Spec conmuta con productos �brados por la Proposición 4.4.4
y del Lema 3.2.3.

Observación 7.1.14. Pongamos ahora que tenemos un espacio esquemático
base Y tal que Spec(Y ) = S es un esquema y X → Y es un espacio sobre
Y . Sea R = Spec(U ×X U). Si X es algebraico, es fácil comprobar que
R ⇒ Spec(U) es una relación de equivalencia en la categoría de esquemas.
Consideremos el prehaz cociente U/R �abusando de notación�

U•/R• : Schop
/S → Set, T 7→ U•(T )/R•(T );
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donde (−)• denota la imagen de (−) por la inmersión de Yoneda (contra-
variante). Sea U/R la haci�cación de este prehaz en la topología de los
monomor�smos planos de esquemas y recubrimientos fpqc. Es decir, como
todo este proceso es functorial, si SwZar denota el sitio de los monomor�s-
mos planos sobre S y AlgSch/Y a la categoría de mor�smos algebraicos a
Y �que, en particular, parten de espacios esquemáticos algebraicos�, se
tiene un functor

AlgSch/Y 7→ Sh(SwZar).

Surge ahora la cuestión de probar si este functor es plenamente �el y de
caracterizar su imagen esencial, estableciendo una equivalencia análoga a la
que existe entre espacios algebraicos y relaciones de equivalencia étale en la
categoría de esquemas. Sugerimos exactamente la misma caracterización: la
imagen serán haces F : Sop

wZar → Set con diagonal representable y dotados
de un esquema (qc-qs) U equipado con un mor�smo U• → F epiyectivo
y que es un monomor�smo plano al restringir a cada componente conexa.
Respondemos parcialmente y detallamos parte de esta problemática en el
Apéndice B.4.

Por último, destacamos una propiedad de los mor�smos algebraicamente
�elmente planos que da algo más de luz sobre la construcción del functor
pw de la Sección 6.3.

Proposición 7.1.15. Si f : X → Y es algebraicamente �elmente plano y
Uy es conexo para cierto y, entonces f−1(Uy) es conexo.

Demostración. Supongamos que f−1(Uy) = Z1 q Z2 para algún y �con
Z1 y Z2 no siendo qc-isomorfos al vacío por la hipótesis sobre X�, cuyo
espectro es un esquema por la hipótesis de que f sea algebraico; y denotemos
por fi : Zi → Uy a los mor�smos naturales (i = 1, 2). Como f es �elmente
plano, se tiene un mor�smo �elmente plano de esquemas

Spec(f−1(Uy)) = Spec(Z1)q Spec(Z2)→ Spec(Uy),

tal que, como Spec(f−1(Uy)) ' Spec(Uy) ×Spec(Y ) Spec(X) �por ejemplo,
por las Proposiciones 4.4.4 y 4.3.12�, Spec(Z1) ×Spec(Uy) Spec(Z2) ' ∅.
Como los mor�smos �elmente planos de esquemas son cocientes topológicos,
esto implica que Spec(Uy) es disconexo, contradiciendo la pw-conexión en
Y y concluyendo la demostración.
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Observación 7.1.16. Aplicado al caso particular del qc-isomor�smo �luego
algebraicamente �elmente plano� π : pw(X) → X para cierto X y, te-
niendo en cuenta que la conexión coincide con top-conexión en pw(X), la
Proposición 7.1.15 es coherente con que los puntos x ∈ X tales que π−1(Ux)
es top-conexo sean justo aquellos para los que Ux es conexo. Puede adaptarse
el argumento para ver que las componentes top-conexas de dicha antiimagen
están en correspondencia biunívoca con las componentes conexas de Ux.

Cuestiones abiertas

Si f : X → Y es un mor�smo algebraico, es claro que Spec(f−1(Uy)) es
un esquema para todo y ∈ Y , al igual que lo son las �bras de los puntos
esquemáticos. Nos preguntamos por el recíproco:

Conjetura 7.1.17. Si f : X → Y es un mor�smo esquemático veri�cando que
Spec(f−1(Uy)) es un esquema para todo y ∈ Y , entonces f es algebraico.

Idea para la demostración. Si Z → Y es un mor�smo con Spec(Z) un esque-
ma. Ob±ervese que, si pudiésemos suponer que Z tiene restricciones abiertas,
acabaríamos: como los Spec(Uz)→ Spec(Z) son ahora inmersiones abiertas
y estas son estables por cambio de base arbitrario �Sección 7.7�, si tu-
viésemos que Spec(Uz ×Y X) es un esquema para todo Z, se obtendría un
recubrimiento abierto por esquemas de Spec(Z ×Y X), llegándose la con-
clusión deseada. Podríamos suponer, por tanto, que Z = Uz para algún z.
En ese caso, g : Uz → Y factorizaría por Ug(z) → Y y se concluiría que
Spec(Uz ×Y X) ' Spec(Uz ×Ug(z) f−1(Ug(z))) es un esquema.

El problema de esta línea de argumentación es que, al contrario que para
el Lema 7.4.15, no tenemos un modo claro de utilizar la Proposición 5.2.4 pa-
ra restringirnos al caso de restricciones abiertas. Una posible solución es re-
de�nir la noción de mor�smo algebraico a nivel de la localización SchFinqc,
�lo cual permitiría una mejor De�nición B.4.14 para proesquemas�, pe-
ro esto lleva a problemas técnicos de similar índole, además de que parece
extraño de�nir una propiedad en en espacios esquemáticos en términos de
mor�smos en la localización. De todos modos, la alternativa que preferimos
pasaría por hilar más �no y probar alguna variante para espacios esquemá-
ticos de [10, Lemma 0B80]: si para todo punto x ∈ Spec(X) se veri�ca que
Spec(Uf(x)×Y X) es un esquema �con Uf(x) el entorno local�, ¾es Spec(X)
un esquema? En el caso de espacios algebraicos, la idea de la demostración
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es expresar el entorno del punto imagen como un límite co�ltrante de abier-
tos �lo cual también podemos hacer, al menos a nivel de Uf(x) → Uf(x)� y
emplear la condición de presentación �nita del mor�smo étale estructural de
los espacios algebraicos para encontrar entornos abiertos adecuados de cada
punto de la �bra. Por supuesto, en nuestra ausencia de �nitud, este argu-
mento no generaliza. Habría que considerar también dar una demostración
tan solo en el caso de que X sea esquemático algebraico.

Si el resultado que sugerimos al �nal del argumento anterior es cierto,
se tiene la herramienta principal para probar un análogo del resultado de
Rydh [10, Lemma 0B8A] para espacios esquemáticos algebraicos. De ser
cierto, mejoraría la descripción del sitio pequeño de inmersiones planas en
algunos casos.

Conjetura 7.1.18. Si X es algebraico, toda inmersión plana U → X es
algebraica.

Idea de la demostración. Si nos podemos recudir al caso de X = Ux con
OX,x local, se sigue de un argumento sencillo de descenso �elmente plano.

7.2. Reducibilidad, irreducibilidad e integridad

La única noción relevante para lo que resta de memoria es la de espacio
esquemático reducido. Por completitud, trataremos tambén brevemente la
irreducibilidad e integridad.

Recordemos que un anillo conmutativo A se dice reducido si su nilradical
es cero: Rad(A) =

√
(0) = (0). Por otra parte, se dice irreducible si su

nilradical es primo. En particular, A es reducido e irreducible si y solo si
(0) ⊆ A es un ideal primo, es decir, si es un anillo íntegro.

Lema 7.2.1. Sea X pseudoesquemático e I ⊆ OX un haz de ideales cua-
sicoherente. El haz de ideales

√
I tal que

√
Ix :=

√
Ix para cada x ∈ X es

cuasicoherente.

Demostración. Consecuencia del Lema B.2.20.

Como en el caso de anillos, denotamos Rad(OX) =
√

(0).
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Espacios reducidos

De�nición 7.2.2. Un X esquemático es reducido si Rad(OX) = (0).

Es claro que X es reducido si y solo si OX,x es reducido para todo
x ∈ X. Por el Lema B.2.20, basta comprobar la condición para los anillos
de los puntos minimales de X. Como en el caso de esquemas, todo espacio
esquemático X tiene asociado de modo functorial un espacio esquemático
reducido y afín sobre X,

Xred := (X,OX/Rad(OX))→ X

veri�cando la propiedad universal evidente: el functor X 7→ Xred es adjunto
por la derecha de la inclusión de �espacios esquemáticos reducidos� en la
categoría esquemática. Además, en virtud del Lema 3.2.7 y de que todo
primo es radical, es claro que

Spec(Xred)→ Spec(X)

es un homeomor�smo.

Lema 7.2.3. Dado X y un punto redundante x ∈ X, si U∗x = Ux − {x} es
reducido, entonces Ux es reducido. En particular, X es reducido si y solo
Con(X) es reducido.

Demostración. Si x es redundante, OX,x →
∏
y>xOX,y es �elmente plano,

luego inyectivo. Si se veri�ca la hipótesis, este producto es reducido por ser
un producto �nito de anillos reducidos, luego OX,x es reducido.

Lema 7.2.4. Ser reducido es una propiedad geométrica.

Demostración. Sea φ : X → Y un qc-isomor�smo. Como, para todo x ∈ X,
f ]x : OY,f(x) → OX,x es epimor�smo plano de anillos, si Y es reducido, X
es reducido por el Lema B.2.20. Si X es reducido, Y lo es por el mismo
argumento, el Lema 7.2.3 y la Proposición 6.2.12.

Corolario 7.2.5. Si X es afín, es reducido si y solo si OX(X) es un anillo
reducido.
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Lema 7.2.6. Un espacio esquemático X es reducido si y solo si OX(U)
es reducido para todo abierto U ; si y solo si para toda inmersión plana
U → X, OU (U) es reducido. De hecho, X es reducido si y solo si admite un
recubrimiento {Ui → X} por inmersiones planas con los Ui reducidos.

Demostración. Las partes �si� son evidentes. Supongamos que X es redu-
cido, es decir, que todo OX,x lo es. Si U ⊆ X es un abierto, observamos de
nuevo que se tiene una inyección natural OX(U) ↪→

∏
x∈U OX,x, donde el

segundo anillo es reducido por ser producto de reducidos; luego OX(U) es
reducido. En general, si U → X es una inmersión plana, OX,i(u)→OU,u es un
epimor�smo plano para todo u, luego U es reducido por el Lema B.2.20. La
última parte se deduce del Lema 7.2.3, o también razonarse con el cilindro
asociado al recubrimiento y aplicar el Lema 7.2.4 para reducir la cuestión
al primer caso del Lema que nos ocupa.

Espacios irreducibles

La discusión que sigue es paralela a la de la Sección 6.3.

De�nición 7.2.7. Un espacio esquemáticoX se dice irreducible si | Spec(X)|
es un espacio topológico irreducible; se dice pw-irreducible si Ux es irreduci-
ble para todo x ∈ X; y se dice top-irreducible si |X| es un espacio topológico
irreducible, i.e. si es el cierre de un único punto maximal.

Es claro que ser irreducible es una propiedad geométrica por de�nición,
mientras que las otras dos no lo son. Gracias a la descripción de la topología
de Spec(X) en términos de ideales �Lema 7.7.13�, es fácil ver:

Lema 7.2.8. Un espacio esquemático X es irreducible si y solo si para cua-
lesquiera haces de ideales radicales cuasicoherentes I,J ⊆ OX veri�cando
I ∩ J ⊆ Rad(OX), o bien I ⊆ Rad(OX) o J ⊆ Rad(OX).

Lema 7.2.9. Un espacio esquemático X es irreducible si y solo si para todo
abierto afín U ⊆ X, el anillo OX(U) es irreducible.

Demostración. Se sigue del Lema 7.2.8, la expresión de la irreducibilidad
de OX(U) en términos de ideales y el Teorema �de extensión� 4.1.11.

Corolario 7.2.10. Si X es irreducible, es pw-irreducible y Geo(X) es top-
irreducible.
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Demostración. Podemos suponer que X es conciso, pues la noción de irre-
ducibilidad es geométrica. Por el Lema 7.2.9 aplicado a los Ux, se tiene que
X es pw-irreducible. Por el mismo Lema también vemos que la intersección
de dos abiertos a�nes Ux, Ux′ ⊆ X debe ser no vacía, pues en caso contrario
las secciones globales del abierto afín Ux q Ux′ globales serían un producto
de anillos no nulos, que no es irreducible; de donde se deduce que X = Cx′′

para cierto x′′ maximal.

Observación 7.2.11. Ob±ervese que Con(X) es top-irreducible si y solo si el
soporte del haz estructural es un espacio topológico irreducible, puesto que
un punto maximal es redundante si y solo si su anillo es cero.

Corolario 7.2.12. Si X es irreducible, entonces es pw-conexo y Geo(X)
es top-conexo �y, por supuesto, X es conexo�.

Proposición 7.2.13. Un espacio esquemático conciso X es irreducible si y
solo si es pw-irreducible y top-irreducible.

Demostración. El directo es el Corolario 7.2.10. Para el recíproco, como la
cuestión es topológica en Spec(X), podemos suponer que X es reducido y
ver que cualesquiera dos ideales cuasicoherentes I,J ⊆ OX no nulos tienen
intersección no nula. Para concluir, como X es pw-irreducible, basta encon-
trar un x ∈ X tal que I y J sean simultáneamente no nulos. Debemos
probar, por tanto, que si no existiese algún punto x ∈ X tal que Ix 6= 0
y Jx 6= 0, entonces X no sería top-irreducible. En efecto, en dichas con-
diciones, tendríamos cerrados CI = pw(X,OX/I) y CJ = pw(X,OX/J )
no vacíos, distintos y veri�cando que CI ∪CJ = X, lo que contradeciría la
top-irreducibilidad.

Espacios íntegros

De�nición 7.2.14. Un espacio esquemático se dice íntegro si es reducido
e irreducible. Un mor�smo f : X → Y se dice de �bras geométricamente
íntegras si para todo y ∈ Spec(Y ) y extensión de cuerpos κ(y) → K, la
�bra Spec(K)×geo

Y X es un espacio íntegro.

De las caracterizaciones de espacios reducidos e irreducibles, se tiene:
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Proposición 7.2.15. Un espacio concisoX es íntegro si y solo si |X| = Cx y
OX,x es un anillo íntegro para todo x ∈ X �a posteriori,X es geométrico�;
además, para todo abierto afín U ⊆ X, OX(U) es íntegro.

7.3. Propiedades dadas �categorialmente�

7.3.1. Qc-equivalencias de mor�smos

Como la categoría esquemática tiene productos �brados y estos coinci-
den con los de espacios anillados, sus monomor�smos deben ser inyectivos y,
como los qc-isomor�smos no lo son en general, se concluye que ser monomor-
�smo no es una propiedad geométrica, como ejempli�camos en la Observa-
ción 6.2.15. Para tratar esta patología y también potenciales análogas para
epimor�smos, conviene tener una noción de �equivalencia de mor�smos�.

De�nición 7.3.1. Sean f : X → Y , g : X ′ → Y ′ mor�smos. Diremos que
f y g son qc-equivalentes, denotado f

qc
= g, si coinciden en SchFinqc; es

decir, si existen isomor�smos hX/φX : X
∼→ X ′ y hY /φY : Y

∼→ Y ′ en la
localización tales que g ◦ (hX/φX) = (hY /φY ) ◦ f .

Por de�nición de la localización, �
qc
=� es una relación de equivalencia.

Observación 7.3.2. Es claro que dados f, g : X → Y entre los mismos es-
pacios, se tiene f

qc
= g si y solo si Spec(f) = Spec(g) �entendiéndose esta

igualdad salvo automor�smos en Spec(X) y Spec(Y )�. En la situación ge-
neral de la De�nición 7.3.1, esto es cierto si suponemos que X es algebraico
por el Teorema B.4.22: f

eq
= g si y solo si existen ϕX : Spec(X)

∼→ Spec(X ′)
y ϕY : Spec(Y )

∼→ Spec(Y ′) tales que g ◦ ϕX = ϕY ◦ f . Sospechamos que
debería ser cierto sin esta hipótesis.

Ejemplo 7.3.3. Comentando por última vez una trivialidad del �caso topo-
lógico�, nótese que de la functorialidad del Teorema 6.2.6, la Observación
4.1.7 y el Ejemplo 6.2.4, se obtiene que un mor�smo esquemático entre espa-
cios esquemáticos f : (X,A)→ (X,B) con A,B haces constantes es siempre
qc-equivalente a un mor�smo (?,A) → (?,B); es decir, viene determinado
por el mor�smo de anillos B → A. En particular, poniendo A = B = Z,
queda de mani�esto que la categoría esquemática no es el contexto adecuado
para tratar este caso. Esto lo esperado en vista de que todas las de�niciones
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relativas a la esquematicidad vienen dadas por el functor Spec, que aplica-
do a espacios topológicos �anillados con un haz constante� es un functor
constante.

Los siguientes resultados justi�can la de�nición de �propiedad geomé-
trica�.

Lema 7.3.4. . La relación �
qc
=� veri�ca las siguientes propiedades:

a) g ◦ f qc
= f si y solo si g es qc-isomor�smo.

b) g ◦ f qc
= g si y solo si f es qc-isomor�smo.

c) g
qc
= IdX para cierto X si y solo si g es qc-isomor�smo.

d) X e Y son qc-isomorfos si y solo si IdX
qc
= IdY .

e) Para todo f : X → Y , g : Z → Y y f ′ : Z ×Y X → Z el cambio de
base, f

qc
= f ′ si y solo si g es qc-isomor�smo.

Demostración. Las partes �si� son evidentes; las �solo si� se siguen apli-
cando que ser qc-isomor�smo es una propiedad geométrica de mor�smos a
la de�nición de �

qc
=�.

Compárese con la de�nición de propiedad geométrica de espacios:

Proposición 7.3.5. Sea P una propiedad de mor�smos tal que P(IdX)
para la identidad de cualquier X. Entonces P es una propiedad geométrica
�De�nición 6.1.1� si y solo si, para cualesquiera f

qc
= g, P(f)⇔ P(g).

Demostración. El directo se sigue de las condiciones 1), 2), 3) y 4) de la
De�nición 6.1.1, pues en la De�nición 7.3.1 solo aparecen composiciones
con qc-isomor�smos, cambios de base por qc-isomor�smos y la propiedad
�2 de 3�. El recíproco se sigue de las partes �si� de a), b), c) y d) del Lema
7.3.4.

El objetivo ahora es reducir la cuestión de cuándo dos mor�smos son
qc-equivalentes a una en SchFin, al menos en casos sencillos. Nuestra he-
rramienta para comparar mor�smos será el ecualizador. Podemos de�nirlo
del modo siguiente:
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De�nición 7.3.6. Dados f, g : X → Y mor�smos esquemáticos sobre un
tercer espacio Z, se de�ne el ecualizador de f y g, denotado eq(f, g), como
el espacio esquemático

eq(f, g) = {x ∈ X : f(x) = g(x)} ⊆ X, Oeq(f,g),x = coeq(f ]x, g
]
x),

donde la �bra en el punto x (con y = f(x) = g(x) e imagen z ∈ Z) es el
coecualizador de los mor�smos de OZ,z-algebras f ]x, g]x : OY,y ⇒ OX,x.

Observación 7.3.7. Como la categoría esquemática tiene productos �brados,
es fácil ver que eq(f, g) está dado, salvo isomor�smo natural, por el diagrama
cartesiano

eq(f, g) //

��
�

X

(f,g)

��
Y

(Id,Id) // Y ×Z Y.

Lema 7.3.8. Dos mor�smos f, g : X → Y veri�can que f
eq
= g si y solo si

el ecualizador eq(f, g) ↪→ X es un qc-isomor�smo.

Demostración. Dos mor�smos de espacios localmente anillados coinciden si
y solo si su ecualizador es un isomor�smo. El resultado es obvio puesto que

Spec(eq(f, g)) ' eq(Spec(f), Spec(g))

por el Lema 4.4.4.

Observación 7.3.9. La situación general de la De�nición 7.3.1 también puede
tratarse mediante ecualizadores, pero la terminología es muy engorrosa y no
será necesario para esta memoria. Por ejemplo, para el caso simpli�cado en
que tengamos un diagrama conmutativo

X
f // Y

X ′
g //

hX

OO

Y ′

hY

OO

con hX , hY , qc-isomor�smos, de�nimos f ′ : X ′ → Y ′ como la composición
del cambio de base (1×f) : Y ′×Y X → Y ′ con el mor�smo natural inducido
(g × hX) : X ′ → Y ′ ×Y X. Se veri�ca que f

qc
= g si y solo si eq(f ′, g) ↪→ X ′

es un qc-isomor�smo.
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La observación esencial es la siguiente Proposición:

Proposición 7.3.10. Sean f, g : X → Y con X conciso. Entonces f
qc
= g si

y solo si f = g.

Demostración. Se sigue de que el mor�smo eq(f, g) ↪→ X es siempre in-
yectivo y de que, por la Proposición 6.2.14 y la hipótesis sobre X, será un
qc-isomor�smo si y solo si es un isomor�smo de espacios anillados.

Por último, destacar que los mor�smos esquemáticos son los maximales
entre los mor�smos de posets anillados induciendo el �mismo� mor�smo
entre espectros:

Corolario 7.3.11. Si X es conciso y f, g : X → Y veri�can |f | ≤ |g|,
entonces f = g si y solo si f

qc
= g.

Demostración. Se sigue de que todo mor�smo esquemático es central.

Corolario 7.3.12. Si X es conciso y φ, ϕ : X → Y son qc-isomor�smos con
|φ| ≤ |ϕ|, entonces φ = ϕ. Es decir, en la subcategoría de espacios concisos,
los qc-isomor�smos no admiten 2-endomor�smos no triviales.

Demostración. Se sigue del Corolario 7.3.11, pues φ
qc
= IdX

qc
= ϕ.

Planteamos una cuestión: ¾es �compatible� la estructura 2-categorial
homotópica de SchFingeo �heredada de la De�nición 2.1.17� con la loca-
lización por qc-isomor�smos? En virtud del Corolario 7.3.12, consideramos
que la respuesta sería a�rmativa y que debería ser posible de�nir una es-
tructura de 2-categoría correspondiente a ella en (SchFingeo)qc.

7.3.2. Qc-monomor�smos y qc-epimor�smos

De�nición 7.3.13. Diremos que f : X → Y es un qc-monomor�smo (resp.
qc-epimor�smo) en SchFin si es un monomor�smo (resp. epimor�smo) en
SchFinqc.

En particular, todo qc-isomor�smo es un qc-monomor�smo y un qc-
epimor�smo. Por la propia de�nición se tiene:

Lema 7.3.14. Ser qc-monomor�smo y ser qc-epimor�smo son propiedades
geométricas.



172 Capítulo 7. Clases geométricas de espacios y mor�smos esquemáticos

En vista de la Sección 7.3.1, se tiene inmediatamente el siguiente lema:

Lema 7.3.15. Un mor�smo f : X → Y es un qc-monomor�smo si y solo si
para todo par de mor�smos α, β : Z → X tal que f ◦ α qc

= f ◦ β, es α qc
= β.

Análogo para qc-epimor�smos.

Proposición 7.3.16. Sea f : X → Y esquemático. Son equivalentes:

1) f es un qc-monomor�smo.

2) La diagonal ∆f : X → X ×Y X es un qc-isomor�smo.

3) Con(f) es un monomor�smo en SchFinCon.

4) La diagonal Con(∆f ) = ∆Con(f) �donde la segunda es la diagonal
en SchFinCon� es isomor�smo.

Demostración. Teniendo en cuenta que un mor�smo es un qc-isomor�smo si
y solo si es un isomor�smo en la localización, 1)⇔ 2) y 3)⇔ 4) son generales
en cualquier categoría con productos �brados. Si se veri�ca 2), se tiene un
qc-isomor�smo Con(X)→ Con(X×YX) = Con(X)×Con

Con(Y )Con(X), que
además es inyectivo por ser el primer término de una composición de inyec-
ciones, luego es un isomor�smo por la Proposición 6.2.14. Recíprocamente,
si es un isomor�smo, es claro que la diagonal es un qc-isomor�smo.

Observación 7.3.17. Insistimos en que es falso que los monomor�smos en
SchFinCon sean inyectivos: la inclusión SchFinCon ⊆ SchFin no preserva
productos �brados.

Corolario 7.3.18. Toda inmersión plana es un qc-monomor�smo. Un mor-
�smo f : X → Y es un qc-isomor�smo si y solo si es un qc-monomor�smo
�elmente plano.

Proposición 7.3.19. Sea f : X → Y con X conciso. Entonces f es un
qc-epimor�smo si y solo si es un epimor�smo en SchFin.

Demostración. Se sigue de la Proposición 7.3.10.

Observación 7.3.20. Como consecuencia, cabe destacar que los epimor�smos
en SchFin no son epiyectivos, como es el caso de Con(X) ↪→ X para X
con algún punto redundante.
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7.4. Propiedades dadas por haces cuasicoherentes

7.4.1. Más sobre mor�smos a�nes

Ya habíamos de�nido mor�smo afín para introducir los qc-isomor�smos.
Profundizamos ahora en su estudio y probaremos que ser afín es equivalente
a ser algebraicamente afín �de lo que se sigue que esta es una propiedad
geométrica de mor�smos�, además de algunas propiedades de descenso res-
pecto a inmersiones planas. El fondo de la historia es que, como en el caso
de esquemas, los mor�smos a�nes �módulo qc-isomor�smos� son equiva-
lentes a las álgebras cuasicoherentes sobre el espacio base, luego extender
nociones de teoría de esquemas a este caso será tarea sencilla.

Lema 7.4.1. [29, Theorem 5.18] Un mor�smo f : X → Y es afín si y solo
si, para todoM ∈ Qcoh(X), Rif∗M = 0 para todo i > 0 y f∗f∗M→M
es epiyectivo.

Lema 7.4.2. [29, Theorem 5.24] Si f : X → Y es afín, entonces el functor
f∗ : Qcoh(X)→ Qcoh(Y ) es conservativo �i.e. re�eja isomor�smos�.

Demostración. Si M,N ∈ Qcoh(X) y M → N es un mor�smo tal que
f∗M → f∗N es isomor�smo, se tiene que M(f−1(Uy)) → N (f−1(Uy)) es
isomor�smo para todo y ∈ Y , pero como los f−1(Uy) son a�nes esto equivale
a queM|f−1(Uy) → N|f−1(Uy) sea isomor�smo para todo y ∈ Y , es decir, a
queM→N lo sea.

Observación 7.4.3. Si f : X → Y es afín y fU : f−1(U)→ U es el mor�smo
inducido para cierto abierto U , fU es afín, luego fU∗ es conservativo.

Lema 7.4.4. La composición de mor�smos a�nes es afín. Además, si tene-
mos f : X → Y , g : Y → Z con g y g ◦ f a�nes, entonces f es afín.

Demostración. La estabilidad por composición se deduce del Lema 7.4.1.
Recíprocamente: seaM∈ Qcoh(X). Por hipótesis,

(g ◦ f)∗(g ◦ f)∗M' f∗g∗g∗f∗M→M

es epiyectivo, lo que por adjunción da un mor�smo g∗g∗(f∗M)→ f∗M (que
también es epiyectivo por hipótesis). Vía el functor f∗ obtenemos mor�smos

f∗g∗g∗f∗M→ f∗f∗M→M
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cuya composición es epiyectiva, luego el segundo es epiyectivo. Por otra
parte, como R(g ◦ f)∗M' (g ◦ f)∗M en Dqc(Z) por hipótesis sobre g ◦ f y
además, por la hipótesis sobre g, es R(g ◦ f)∗M ' Rg∗Rf∗M ' g∗Rf∗M,
concluimos que (g ◦ f)∗M' g∗Rf∗M. Esto implica que f∗M' Rf∗M por
el Lema 7.4.2. Se acaba por el Lema 7.4.1.

Lema 7.4.5. [29, Proposition 5.20] Si f : X → Y es un mor�smo esquemá-
tico con X e Y a�nes, f es afín. Por otra parte, si Y y f son a�nes, entonces
X es afín.

Demostración. Por la hipótesis de a�nidad en X, la composición de f con
el qc-isomor�smo Y → (?,OY (Y )) es afín y, por el Lema 7.4.4, f también
es afín. La segunda parte se sigue de un razonamiento análogo.

Lema 7.4.6. Sean f : X → Y y g : Z → Y con g un qc-isomor�smo.
Entonces f es afín si y solo si 1× f : Z ×Y X → Z es afín.

Demostración. Por la Proposición 4.4.2 se tiene que Z ×Y X → Y es afín,
luego 1× f es afín por el Lema 7.4.4. Recíprocamente, 1× g : Z ×Y X → X
es afín por la implicación directa, luego tres de los mor�smos del diagrama
cartesiano son a�nes. Concluye el Lema 7.4.4.

Lema 7.4.7. Sea f : X → Y . Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) f es afín.

2) Existe un recubrimiento afín {Ui} de Y tal que f−1(Ui) es afín ∀i.

3) Para todo U ⊆ Y afín, f−1(U) es afín.

Demostración. Claramente 3) ⇒ 2) y 2) ⇒ 1) por el Lema 7.4.5. También
es claro que 1) ⇒ 2), luego solo queda 1) ⇒ 3), que se sigue de la segunda
parte del Lema 7.4.5.

Proposición 7.4.8. Un mor�smo f : X → Y es afín si y solo si existe un
recubrimiento �nito {Ui → Y } por inmersiones planas tal que Ui ×Y X es
afín para todo i.
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Demostración. Ser afín es estable por cambio de base arbitrario, luego una
dirección es evidente. Recíprocamente, si U y f∗U denotan los respectivos
espacios 2-esquemáticos asociados y g : Cyl(f∗U) → Cyl(U) el mor�smo
inducido, es claro que g−1(U{i}) → Ui ×Y X es un qc-isomor�smo, luego
hay un recubrimiento abierto de Cyl(U) cuyas antiimágenes vía g son a�nes,
luego concluimos por los Lemas 7.4.7 y 7.4.6.

Lema 7.4.9. Si X → Y es un mor�smo esquemático y {Ui → Y } un
recubrimiento �nito por inmersiones planas tal que Ui ×Y X → Y es qc-
isomor�smo para todo i, entonces X → Y es qc-isomor�smo.

Demostración. Sea f : X → Y como en el enunciado y fi cada cambio de
base. Por la Proposición 7.4.8, f es afín, luego basta que f] : OY → f∗OX
sea un isomor�smo, lo que se sigue de un sencillo cómputo con el cilindro
asociado al recubrimiento.

De hecho se tiene más: ser afín y ser qc-isomor�smo son propiedades lo-
cales para la �topología �elmente plana�. Nótese que más adelante demos-
traremos que los mor�smos a�nes son los algebraicamente a�nes �Teorema
7.4.16�, pero este resultado sigue siendo más débil que la Proposición 7.1.11
que sigue, pues solo implicará la naturaleza local de la a�nidad para la �to-
pología algebraicamente �elmente plana� �Proposición 7.1.11�.

Proposición 7.4.10. [32, Section 10, Proposition 8] Sea f : X → Y y
g : Z → Y �elmente plano. Se veri�ca que f es afín (resp. qc-isomor�smo)
si y solo si f ′ : Z ×Y X → Z es afín (resp. qc-isomor�smo).

Demostración. Se deduce de que g y g′ : Z×Y X → X sean �elmente planos,
luego de que g∗ y (g′)∗ sean �elmente exactos; y de la Proposición 5.1.8, junto
con las caracterizaciones cohomológicas de mor�smos a�nes �Proposición
7.4.1� y de qc-isomor�smos �Teorema 5.1.9�.

Proposición 7.4.11 (Factorización de Stein de mor�smos a�nes). [29,
Theorem 5.26] Todo mor�smo afín f : X → Y admite una factorización
X → (Y,A)→ Y para A = f∗OX ∈ Qcohalg(Y ), donde X → (Y,A) es un
qc-isomor�smo y (Y,A)→ Y es la identidad entre posets. En particular, si
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AffFin/Y denota la categoría de espacios esquemáticos a�nes sobre Y , se
tiene una equivalencia de categorías

(AffFin/Y )qc
∼→ Qcohalg(Y )op

(f : X → Y )→ f∗OX .

El functor inverso de la Proposición 7.4.11 está representado por

Qcohalg(Y )op → AffFin/Y A 7→ ((Y,A)→ Y ),

es el functor �espectro relativo� en el contexto esquemático, pero evitaremos
introducir la notación sugerida por ese nombre dada la abundancia de fun-
ctores llamados �Spec� que han aparecido hasta el momento en la memoria.
Además veremos en la Seccion 7.4.1 cómo puede tomarse un representante
más apropiado para que presente una propiedad universal análoga a la del
�espacio localmente anillado a�nizado�.

Observación 7.4.12. Como todo mor�smo esquemático es central, es fácil
ver que si y ∈ Y es redundante, para toda OY -álgebra A ∈ Qcohalg(Y ),
el punto y ∈ |(Y,A)| es redundante. En particular, si (Y,A) es conciso, Y
también lo es.

Corolario 7.4.13. Un mor�smo afín f : X → Y es un qc-monomor�smo
si y solo si el mor�smo f] : OY → f∗OX es un epimor�smo de haces de
álgebras cuasicoherentes; si y solo si OY,y → (f∗OY )y es un epimor�smo de
anillos para todo y ∈ Y .

Demostración. Por la Proposición 7.4.11, basta ver cuándo (Y,A) → Y es
un qc-monomor�smo con A = f∗OX , pero como la diagonal relativa es un
homeomor�smo, esto sucederá cuando A⊗OY A → A sea isomor�smo, i.e.
cuando lo sea en �bra.

Corolario 7.4.14. Un mor�smo afín f : X → Y es un qc-epimor�smo si
y solo si el mor�smo f] : OY → f∗OX es un monomor�smo de haces de
álgebras cuasicoherentes; si y solo si OY,y → (f∗OY )y es un monomor�smo
de anillos �i.e. un mor�smo inyectivo� para todo y ∈ Y .

Demostración. De nuevo, basta ver que (Y, f∗OX)→ Y es qc-epimor�smo,
lo cual se reduce a comprobar que f] es un mononor�smo de haces de ani-
llos. Esta condición puede comprobarse en �bra por ser equivalente a que
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OY → OY ×f∗OX OY sea un isomor�smo �donde el producto �brado de
cuasicoherentes es cuasicoherente y coincide con el de haces de anillos, pues
es el núcleo de OY ×OY → f∗OX y se cumple el Teorema 3.1.7�.

Lema 7.4.15. Sea Y esquemático con S = Spec(Y ) un esquema y sea
A ∈ Qcohalg(Y ). Se tiene un isomor�smo de espacios sobre S

Spec(Y,A) ' SpecS(Ã);

donde Spec(−) es el functor �espectro relativo sobre (−)� de teoría de es-

quemas y Ã = ĺımy∈Y iy∗Ãy con iy : Spec(Ay) → Spec((Y,A)) y Ãy los
correspondientes haces de localizaciones �i.e. Ã es el haz cuasicoherente
descendido asociado a A descrito en el Apéndice B.4�.

Demostración. Supongamos primero que Y tiene restricciones abiertas. En
ese caso, la proyección natural πY : S → Y es continua y Ã = π∗YA por el
Corolario 6.2.10, de donde es claro que SpecS(Ã) es exactamente Spec(Y,A)
�el conjunto de puntos no redundantes de Y es co�nal para el colímite. Si
se pre�ere, se puede tomar Con(Y ); o dicho de otro modo, si y ∈ Y es
redundante, entonces y ∈ (Y,A) es redundante�.

Para el caso general usamos la Proposición 5.2.4: por hipótesis existe

Y ′ con restriciones abiertas y qc-isomor�smos Y ′
ψ← Z

φ→ Y . Considere-
mos A′ = ψ∗φ

∗ ∈ Qcohalg(Y ′). Como estos qc-isomor�smos inducen equi-
valencias de categorías de cuasicoherentes y S ' Spec(Y ′), es claro que
SpecS(Ã) ' SpecS(Ã′) ' Spec(Y ′,A′) por el caso previo, luego basta ver
que Spec(Y,A) ' Spec(Y ′,A′). En efecto, se tiene un diagrama conmutativo

(Y ′,A′)

��

(Z, φ∗A)
ψ′oo φ′ //

��

(Y,A)

��
Y ′ Z

ψoo φ // Y ;

donde φ′ es qc-isomor�smo por ser el cuadrado derecho cartesiano y ψ′ lo
es por coincidir con la factorización de Stein de la Proposición 7.4.11.

Teorema 7.4.16. Un mor�smo f : X → Y es afín si y solo si es algebrai-
camente afín.
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Demostración. El directo es el Lema 7.4.15; el recíproco, la de�nición para
Uy → Y .

Corolario 7.4.17. Un espacio esquemático semiseparado es algebraico. Un
mor�smo esquemático f : X → Y localmente acíclico y con Spec(X) esque-
ma es algebraico.

Demostración. La primera parte es aplicar el Teorema 7.4.16 a la diago-
nal �que es afín por el Corolario 4.2.13�. La segunda, aplicar el mismo
Teorema y Corolario, teniendo en cuenta que, dado f : X → Y , se tiene
Z ×Y X ' (X × Z)×X×Y X.

Corolario 7.4.18. La propiedad de ser mor�smo afín es geométrica. La
propiedad de ser semiseparado es geométrica �De�nición 6.1.1�.

Mor�smos estándar a�nes

Una consecuencia de la Proposición 7.4.11 tiene que ver con la existencia
de un functor de �a�nización� con la propiedad universal deseada. Tomemos
como punto de partida el �espectro relativo� Qcohalg(Y )→ AffFin/Y con
A 7→ ((Y,A)→ Y ). Este permite interpretar Qcohalg(Y ) como un retracto
Qcohalg(Y )op ⊆ AffFin/Y .

Observación 7.4.19. Para todo g : Z → Y y h : X → Y con h afín, se tienen

Hom(SchFin/Y )qc
(Z,X)→ HomSchFin/Y (Z, (Y, h∗OX))→

→ HomQcohalg(Y )(h∗OX , g∗OZ);

donde la primera aplicación envía f/φ : Z ←W → Y a f ′ : Z → (Y, h∗OX)
tal que |f ′| = |g| y f ′] : h∗OX → g∗OZ con f ′] = h∗(f]) �pues h◦f = g◦φ�.

Para mejorar las aplicaciones entre Hom de la Observación 7.4.19 y ob-
tener la adjunción análoga a la del �esquema a�nizado� de la teoría de
esquemas sin necesidad de localizar por qc-isomor�smos podemos asignar a
cada clase de qc-isomor�smo de un mor�smo afín un representante privile-
giado en el sentido siguiente:

De�nición 7.4.20. Sea Y geométrico. Un mor�smo f : X → Y se dice
estándar afín si es isomorfo a Geo(Y, f∗OX) → Y . Sea AffFinst

/Y la sub-
categoría de espacios estándar a�nes sobre Y .



7.4. Propiedades dadas por haces cuasicoherentes 179

Lema 7.4.21. Todo qc-isomor�smo entre espacios estándar a�nes es un
isomor�smo. En particular, se tiene una equivalencia de categorías

AffFinst
/Y ' Qcohalg(Y )op.

Demostración. Inmediato por la Proposición 7.4.11.

Se tiene un functor de a�nización estándar

St : SchFingeo
/Y → AffFinst

/Y (f : X → Y ) 7→ (Geo(Y, f∗OX)→ Y )

de modo que, para cada f : X → Y , por ser X es geométrico y el Teorema
6.4.2, nos permite obtener un mor�smo unidad natural X 7→ St(X) sobre
Y . Nótese que X → Y es esándar afín si y solo si St(X → Y ) = (X → Y ).

Lema 7.4.22. El functor St es adjunto a la izquierda de la inclusión
AffFinst

/Y ⊆ SchFingeo
/Y .

Demostración. En efecto, dado U esándar afín yX geométrico, ambos sobre
Y , un mor�smo X → U induce mor�smos (?,OX(X)) → (?,OU (U)) y
Geo(?,OX(X)) → Geo(?,OU (U)) = U . Recíprocamente, St(X) → U da
X → U por composición con el mor�smo X → St(X).

Aunque St sea una adjunta a la izquierda, gracias al Lema 7.4.21:

Corolario 7.4.23. La categoría AffFinst
/Y tiene productos �brados �nitos:

X ×st
W Z := St(X ×W Z).

Observación 7.4.24. Dado Z → Y cualquiera con Z geométrico, se tiene

AffFinst
/Y → AffFinst

/Z (X → Y ) 7→ (St(Z ×Y X)→ Z).

Abusaremos de notación y escribiremos Z ×st
Y X := St(Z ×Y X).

Corolario 7.4.25. Sea Y geométrico y g : Z → Y , h : X → Y son espacios
sobre Y con Z geométrico y X estándar afín, se tienen biyecciones

Hom(SchFingeo
/Y

)qc
(Z,X) ' HomSchFingeo

/Y
(Z,X) ' HomAffFinst

/Y
(St(Z), X).
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Demostración. Solo queda probar la primera biyección. En efecto, proce-
diendo como en la Observación 7.4.19, dado f/φ : Z ← W → X sobre Y
se de�ne f ′ : Z → (Y, f∗OX) como |f ′| = |g| y f ′] : h∗OX → g∗OZ con
f ′] = h∗(f]) �pues h ◦ f = g ◦ φ�. Ahora obtenemos Geo(f ′) : Z → X. Se

veri�ca Geo(f ′)
qc
= f por construcción.

Caracterizamos los mor�smos estándar a�nes entre los a�nes:

Proposición 7.4.26. Sea f : X → Y un mor�smo afín con Y geométrico.
Se veri�ca que f es estándar afín si y solo si es isomorfo a Y1q ...qYn → Y
�afín� con Yi geométricos, conexos y tales que los mor�smos inducidos en
cada componente identi�can |Yi| ⊆ |Y | como subespacios topológicos.

Demostración. Sea A = f∗OX y A1 × .... × An la descomposición del haz
en componentes conexas �discusión que sigue a la De�nición 6.3.13�. Por
la Observación 6.3.15 podemos suponer que Y es conexo. Por construcción
de pw, se tiene

pw(Y,A) = qi(sop(Y,Ai),Ai),

luego cada componente top-conexa de este espacio se identi�ca con un ce-
rrado de |Y |. Así, cada componente conexa de |Geo(Y,A)| = |St(X)| se
identi�ca con un subespacio de |Y | y es geométrica por construcción. Es
claro, por tanto, que f es estándar afín, es decir, St(X) ' X, si y solo si se
veri�ca la conclusión del enunciado.

Corolario 7.4.27. Sea Y geométrico y f : X → Y estándar afín. Si f es
un qc-isomor�smo, entonces es un isomor�smo.

Demostración. Podemos suponer que Y es conexo, razonándose el caso ge-
neral en cada componente conexa. Como la conexión es una propiedad geo-
métrica y f es un qc-isomor�smo, X también es conexo. Ahora se concluye
fácilmente por la caracterización de la Proposición 7.4.26: f es isomorfo a
un qc-isomor�smo Y ′ ↪→ Y inyectivo con Y geométrico, luego epiyectivo;
por tanto f es un homeomor�smo y, a posteriori, un isomor�smo.

La Proposición que resta prueba que el Lema 7.4.21 no es sino un caso
particular del Corolario 7.4.27.
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Proposición 7.4.28. Sean f : X → Y y g : Y → Z. Si f y g son estándar
a�nes, entonces g ◦ f es estándar afín. Si g ◦ f y g son estándar a�nes,
entonces f es estándar afín.

Demostración. Empleamos la Proposición 7.4.26. Para el primer caso, como
la composición de a�nes es afín, solo queda ver que se preserva la propiedad
de ser estándar afín, para lo cual basta comprobar la parte topológica del
problema, pues la condición de ser geométrico no depende de estas compo-
siciones. En efecto, si es f : qi Yi → Y con Yi geométricos e |Yi| subespacios
topológicos de |Y | y g : Y ' qjZi → Z para ciertos Zj veri�cando lo análo-
go, se tiene que cada |Yi| ⊆ |Zji | es subespacio topológico para cierto ji
�Observación 6.3.15�, y por tanto |Yi| ⊆ |Z| son subespacios.

Para la segunda cuestión, f es afín por el Lema 7.4.7. Ahora tenemos
X ' qkZk e Y ' qjZ ′j . De nuevo por la Observación 6.3.15, el mor�smo
qkZk → qjZ ′j queda determinado por Zk → Z ′jk para todo k y ciertos jk.
Como estos mor�smos hacen el triángulo conmutativo y los Zk son subes-
pacios de Z, también son subespacios de Z ′jk , y por tanto de Y . Fijado
ahora j, sea Kj = {k : jk = j}. Se tiene que el mor�smo original es iso-
morfo a qj qk∈Kj Zk → qjZ ′j ' Y , con |Zk| ⊆ |Y | subespacios y cada Zk
geométrico.

7.4.2. Mor�smos �nitos

De�nición 7.4.29. Un mor�smo f : X → Y se dice �nito si es afín y
(f∗OX)y es un OY,y-módulo �nito para todo y ∈ Y .

En el caso noetheriano en que nos encontrarmos, por la Proposición
7.4.11, se tiene una equivalencia de categorías

[QC−1]{Espacios X con mor�smo �nito X → Y } ∼→ Cohalg(Y ).

Se sigue del Teorema 7.4.16 que:

Proposición 7.4.30. Un mor�smo f : X → Y es �nito si y solo si es alge-
braicamente �nito. En particular, ser �nito es una propiedad geométrica.

Demostración. La parte de la a�nidad es el Lema 7.4.15. Como el producto
tensorial de módulos es exacto por la derecha, todo cambio de base de f es
�nito; luego quedaría ver que si Spec(Y ) es un esquema y A ∈ Cohalg(Y ),
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el haz Ã inducido según el Lema 7.4.15 es un OSpec(Y )-módulo coherente.
Esto es un caso particular del Teorema B.4.11; sin embargo, en este caso
no es necesario recurrir a tal generalidad: basta observar que la propiedad
de coherencia es local en la topología fpqc para esquemas y que, para cada
y ∈ Y e identi�cando Spec(Uy) con el subespacio anillado que de�ne en
Spec(Y ), Ã(Spec(Uy)) ' Ãy es un ÕY,y-módulo coherente .

Corolario 7.4.31. Todo mor�smo �nito tiene �bras geométricas �nitas.

Demostración. Bastan la Proposición 7.4.30 y el resultado en esquemas.

7.4.3. Inmersiones

Ya tenemos un sustituto para la noción de �inmersión abierta de es-
quemas� en la categoría esquemática: la inmersión plana. Las inmersiones
cerradas pueden de�nirse en el caso afín, lo que las hace más dóciles.

De�nición 7.4.32. Diremos que f : X → Y es una inmersión cerrada si
es un mor�smo afín y OY → f∗OX es epiyectivo �en cada �bra�.

Es decir, por la Proposición 7.4.11, la categoría de inmersiones cerradas
a Y localizada por qc-isomor�smos es equivalente a la de haces de ideales
cuasicoherentes de OY �y, de facto, coherentes, pues estamos en el caso
noetheriano�. Es claro que toda inmersión cerrada es un mor�smo �nito.
Recordemos que si I ⊆ OY es el ideal asociado a una de estas, el subespacio

|Con(Y,OY /I)| ⊆ |Y |

es cerrado.

Lema 7.4.33. Un mor�smo f : X → Y es inmersión cerrada si y solo si es
algebraicamente inmersión cerrada. En particular, ser inmersión cerrada es
una propiedad geométrica.

Demostración. La parte de la a�nidad es el Lema 7.4.15. Como tomar ima-
gen inversa preserva epiyecciones, solo queda probar que si Spec(Y ) es un
esquema y OY → A es una epiyección de OY -álgebras cuasicoherentes, el
mor�smo inducido OSpec(Y ) → Ã también lo es, pero esto se sigue de que,
haciendo imagen inversa a cada Spec(Uy), este mor�smo es ÕY,y → Ãy, que
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es epiyectivo por hipótesis; y de que ser epiyectivo es local en la base en
la topología fpqc para esquemas �qy Spec(Uy) → Spec(Y ) es un recubri-
miento fpqc�.

Lema 7.4.34. Un mor�smo f : X → Y es inmersión cerrada si y solo si es
algebraicamente inmersión cerrada. En particular, ser inmersión cerrada es
estable por cambio de base y composición arbitrarias.

Demostración. Se sigue del Lema 7.4.15.

Lema 7.4.35. Un mor�smo f : X → Y es inmersión cerrada si y solo si
existe un recubrimiento �nito {Ui → Y }i∈I por inmersiones planas tal que
los mor�smos Ui ×Y X → Ui son inmersiones cerradas.

Demostración. Está claro que f es afín por la Proposición 7.4.8. Denote-
mos g : Cyl(f∗U)→ Cyl(U) al mor�smo inducido por el recubrimiento de la
hipótesis. Para cada ∆ ∈ P∗(I), cada inmersión cerrada (f∗U)(∆)→ U(∆)
está de�nida por un haz de ideales I∆. El mor�smo f es la inmersión aso-
ciada al ideal que de�nen estos vía el Corolario 5.5.8.

Lema 7.4.36. Las inmersiones cerradas son los qc-monomor�smos �nitos.

Demostración. Se sigue de que un mor�smo de anillos es epiyectivo si y solo
si es un epimor�smo �nito y del Corolario 7.4.13.

Que los mor�smos esquemáticos sean los �cuasicompactos y cuasisepa-
rados� permite que la �imagen esquemática� funcione sin patologías.

De�nición 7.4.37. Dado un mor�smo f : X → Y , de�nimos la imagen
esquemática de f , denotada Im(f), como la inmersión cerrada asociada al
ideal ker(OY → f∗OX).

Para todo mor�smo esquemático f : X → Y se tiene una factorización

X
f //

φ ""

Y

Im(f)

i

<< (7.4.1)
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tal que φ : X → Im(f) = (Y,OY / ker(f])). Es claro que f es una inmersión
cerrada si y solo si φ es un qc-isomor�smo, en cuyo caso el diagrama coin-
cide exactamente con la factorización de Stein para mor�smos a�nes de la
Proposición 7.4.11.

De�nición 7.4.38. Diremos que f : X → Y es una inmersión ��inmersión
localmente cerrada� o �pro-localmente cerrada�� si existe una inmersión
plana j : U → Y de modo que, en el diagrama

X
f // Y

U ×Y X

j′

OO

f ′ // U,

j

OO

f ′ es una inmersión cerrada y j′ un qc-isomor�smo.

Proposición 7.4.39. Si f : X → Y es una inmersión, factoriza como una
inmersión plana φ seguida de una inmersión cerrada i, i.e. f = i ◦ φ.

Demostración. Consideremos la factorización de la ecuacion 7.4.1 y probe-
mos que φ es una inmersión plana. Sea j : U → Y la inmersión plana de la
de�nición de inmersión. Se tiene un diagrama conmutativo

X
f //

φ ''

Y

Im(f)

i

99

U ×Y X

j′

OO

f ′ //

φ′ ''

U

j

OO

U ×Y Im(f)
i′

99

OO

,

con i′ la inmersión cerrada correspondiente al haz de ideales j∗I ⊆ OU ,
donde I = ker(f]); pero f ′ es una inmersión cerrada de�nida por el mismo
haz de ideales, pues j∗OU×YX ' OX �por hipótesis�, j∗OY ' OU , j∗
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es un functor exacto y j∗f∗OX ' f ′∗j
′∗OX �por cambio de base plano,

Proposición 5.1.8�, luego la sucesión exacta

0→ j∗I → j∗OY → j∗f∗OX

es isomorfa a 0 → ker(f ′]) → OU → f ′∗OU×YX �dicho de otro modo, se
tiene U ×Y Im(f) ' Im(f ′)�. Se concluye que φ′ es un qc-isomor�smo y,
por tanto, j′

qc
= φ′, luego φ

qc
= (Im(f ′) → Im(f)); y como esta última es

una inmersión plana por ser cambio de base de una inmersión plana, φ es
inmersión plana �Proposición 7.3.5�.

7.4.4. Mor�smos cerrados

Estudiemos ahora el análogo de los mor�smos �topológicamente cerra-
dos�. Esta es una tarea más difícil, puesto que no estamos en la situación
afín y, como de costumbre, la topología combinatoria de los espacios esque-
máticos no es de particular utilidad. Sin embargo, como la idea es capturar
en términos de f : X → Y cuándo el mor�smo Spec(f) es cerrado, dispo-
nemos de la descripción de la topología de este en términos de haces de
ideales radicales cuasicoherentes. Uno de los objetivos será probar que una
inmersión �con imagen cerrada� es una inmersión cerrada.

De�nición 7.4.40. Sea f : X → Y un mor�smo esquemático e I ⊆ OX un
haz de ideales cuasicoherente. Se de�ne la imagen de I por f , f(I), como
el haz de ideales cuasicoherente

f(I) = ker(OY → f∗OX/f∗I) ⊆ OY .

Observación 7.4.41. En términos de productos �brados de haces de anillos,
la imagen de I por f es f∗I ×f∗OX OY ⊆ OY .

Proposición 7.4.42. Si f : X → Y es esquemático y p ⊆ OX es un haz de
ideales primos correspondiente a un punto esquemático x = (x, px), el haz
imagen f(p) es el haz de ideales primos correspondiente al punto imagen
f(x) = (f(x), (f ]x)−1(px)).

Demostración. Como el mor�smo es esquemático, sabemos que f(x) centra
en f(x) (Teorema 4.3.26). Calculemos OY /f(p) = OY /(f∗p ×f∗OX OY ).
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Comencemos viendo que f(x) pertenece a su soporte y que algún y 6∈ Cf(x)

no lo hace. Dado y ∈ Y es

f(p)y = p(f−1(Uy))×OX(f−1(Uy)) OY,y = (f],y)
−1(p(f−1(Uy)));

pero por hipótesis sabemos que pz = OX,z para cualquier z 6∈ Cx; y como
y 6∈ Cf(x), todo z ∈ f−1(Uy) veri�ca z 6∈ Cx (o sería f(x) ∈ Uy y llegaríamos
a contradicción), luego p(f−1(Uy)) = ĺımz∈f−1(Uy) pz = OX(f−1(Uy)) y, por
tanto, f(p)y = OY,y para todo y 6∈ Cf(x). Esto prueba que el soporte de
OY /f(p) está contenido en Cf(x). Para ver la igualdad y acabar la demos-
tración, computamos directamente que f(p)f(x) = (f ]x)−1(px). En efecto,
gracias al triángulo conmutativo

OY,f(x)

f],y //

f]x **

OX(f−1(Uf(x)))

r

��
OX,x,

basta ver que r−1(px) = p(f−1(Uf(x))) = ĺımf(z)≥f(x) pz. Nótese que, en este
límite, los únicos z tales que pz 6= OX,z son los de f−1(f(x))∩Cx por lo ya
demostrado. El resultado se sigue de que el diagrama

ĺımf(z)≥f(x) pz //

��

ĺımf(z)≥f(x)OX,z
r

��
px // OX,x

es cartesiano, pues p es cuasicoherente y límites conmutan con productos
�brados.

Notación 7.4.43. La imagen de haz (0) es la imagen de f y la denotaremos
f(X) := f((0)). Nótese que este es precisamente el ideal de de�nición de la
imagen esquemática Im(f). Si (0) ⊆ OX es primo, es decir, X es íntegro,
corresponde al punto x = (x, (0)) con X = Cx. En ese caso OY /f(X) es un
haz cuasicoherente soportado en Cf(x).

De�nición 7.4.44. Se dice que un mor�smo esquemático f : X → Y tiene
imagen cerrada si para todo haz de ideales primos cuasicoherente q ⊆ OY
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con f(X) ⊆ q, se veri�ca que q = f(p) para algún haz de ideales primos
cuasicoherente p ⊆ OX .

Se dice que f : X → Y es cerrado si para todo haz de ideales cuasi-
coherente (que puede suponerse radical) I ⊆ OX , el mor�smo inducido
(X,OX/I) → X → Y tiene imagen cerrada; es decir, si para todo q ⊆ OY
con f(I) ⊆ q, se veri�ca que q = f(p) para algún p ⊆ OX con I ⊆ p. Se dice
que es universalmente cerrado si cualquier cambio de base suyo es cerrado.

Por la caracterización del Lema 3.2.7, esta de�nición se corresponde con
la topológica a nivel de los espacios localmente anillados asociados:

Lema 7.4.45. Un mor�smo esquemático f : X → Y tiene imagen cerrada
si y solo si Spec(f) tiene imagen cerrada en sentido topológico. En concreto,
Spec(OY /f(X)) es homeomorfo a la imagen de Spec(f). De modo similar f
es (universalmente) cerrado si y solo si Spec(f) es (universalmente) cerrado
en sentido topológico.

Lema 7.4.46. Tener imagen cerrada y ser (universalmente) cerrado son
propiedades geométricas de mor�smos.

Demostración. La cuestión solo depende de los haces de ideales cuasicohe-
rentes y, como los qc-isomor�smos inducen equivalencias categoriales entre
ellos por el Teorema 5.1.9, se concluye por el Lema 7.4.45.

Lema 7.4.47. Si f : X → Y es una inmersión cerrada, entonces es cerrada.

Demostración. Por el Lema 7.4.46 y la Proposición 7.4.11, podemos suponer
que f es del tipo f : (Y,OY /I)→ Y para I = f(X), que es cerrado.

Lema 7.4.48. Si f : X → Y es una inmersión cerrada con X e Y reducidos
y Spec(f) es un homeomor�smo si y solo si f es un qc-isomor�smo.

Demostración. El �si� es evidente. Para el recíproco la Proposición 7.4.11
nos permite asumir que es f : X = (Y,OY /I) → Y para cierto ideal
cuasicoherente I ⊆ OY y limitarnos a probar que I = 0. Denotando
fy : (Uy,OY,y/Iy) → Uy, cada uno de estos mor�smos es una inmersión
cerrada y además Spec(fy) es un homeomor�smo entre esquemas redu-
cidos por ser la restricción de un homeomor�smo �como siempre, Spec
conmuta con productos �brados y, como los Uy son inmersiones planas,
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Spec((Uy,OY,y/Iy)) es la antiimagen topológica de Spec(Uy)�. Por el caso
clásico de esquemas, Iy = 0 para todo y ∈ Y , luego I = 0.

Lema 7.4.49. Un mor�smo esquemático f tiene imagen cerrada (resp. es
cerrado) si y solo si fred tiene imagen cerrada (resp. es cerrado).

Demostración. Se sigue de que estas son propiedades topológicas de Spec(f)
y de que este mor�smo coincide con Spec(fred) a nivel topológico.

Ya hemos visto que todo f : X → Y admite una factorización

X
f //

φ ##

Y

Im(f).

i

;;

Los Lemas 7.4.48 y 7.4.49 justi�can esta de�nición:

De�nición 7.4.50. Diremos que un mor�smo f : X → Y tiene imagen
densa si Im(f)red → Yred es un qc-isomor�smo; diremos que tiene imagen
esquemáticamente densa si Im(f)→ Y es un qc-isomor�smo.

Y el siguiente Lema es inmediato a partir de las de�niciones de mor�smo
con imagen cerrada, imagen esquemática y el Lema 7.4.45:

Lema 7.4.51. Un mor�smo f : X → Y tiene imagen cerrada si y solo si
X → Im(f) es qc-epiyectivo, si y solo si Xred → Im(f)red es qc-epiyectivo.

Teorema 7.4.52. Si f : X → Y es una inmersión con imagen cerrada,
entonces es una inmersión cerrada.

Demostración. Por la Proposición 7.4.39, sabemos que f admite una fac-
torización X → Im(f) → Y , con el primero una inmersión plana y el
segundo una inmersión cerrada. Por el Lema 7.4.51 la inmersión plana es qc-
epiyectiva, luego �elmente plana y, por tanto, un qc-isomor�smo �Teorema
5.1.9�. Se concluye que f es qc-equivalente a una inmersión cerrada, luego
es una inmersión cerrada por ser esta propiedad geométrica.

Ser universalmente cerrado es compatible con serlo �algebraicamente�:
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Proposición 7.4.53. Sea f : X → Y un mor�smo algebraico. Se veri�ca
que f : X → Y es universalmente cerrado si y solo si es algebraicamente
universalmente cerrado.

Demostración. El directo se sigue de la universalidad de la de�nición y de
que ser cerrado es una propiedad de los espectros. Para el recíproco, basta
ver que f es universalmente cerrado si y solo si f|f−1(Uy) : f−1(Uy)→ Uy lo es
para todo y ∈ Y . En efecto, si f∗U y U son los codatos 2-esquemáticos aso-
ciados a estos recubrimientos y Cyl(f∗U) → Cyl(U) el mor�smo inducido,
basta ver que este es universalmente cerrado �pues esta es una propiedad
geométrica�. Pero, en efecto, como cada f|f−1(Uy) era universalmente ce-
rrado, (f∗U)(∆) → U(∆) lo es para todo ∆ ∈ P∗(Y ). Se concluye por el
Corolario 5.5.8.

Mor�smos cerrados para especializaciones

De�nición 7.4.54. Un mor�smo f : X → Y levanta especializaciones si
para todo punto esquemático x de X e y ≤ f(x), existe un x′ ≤ x tal que
f(x′) = y. Se dice que levanta especializaciones universalmente si cualquier
cambio de base suyo lo hace.

Es decir, en términos de haces de ideales primos: f levanta especializa-
ciones si y solo si Spec(f) es cerrado en la topología de las especializaciones.

Lema 7.4.55. Levantar especializaciones (universalmente) es una propie-
dad geométrica.

Lema 7.4.56. Un mor�smo f : X → Y entre dos espacios a�nes levanta
especializaciones si y solo si es cerrado.

Demostración. Sean A = OY (Y ) y B = OX(X). Como ambas son propie-
dades geométricas, basta probarlo para Spec(B) → Spec(A), donde es un
resultado de álgebra conmutativa bien conocido [10, Lemma 00HY].

Proposición 7.4.57. Un mor�smo f : X → Y es (universalmente) cerrado
si y solo si levanta especializaciones (universalmente).

Demostración. El directo se sigue de la de�nición de mor�smo cerrado; vea-
mos que si f levanta especializaciones, es cerrado. Para ello, basta ver que
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f tiene imagen cerrada, puesto que si I ⊆ OX un haz de ideales radica-
les, X ′ = (X, I) → X → Y levanta especializaciones �por ser X ′ → X
inmersión cerrada y por la implicación directa�.

En efecto, sea q ⊆ OY con f(X) ⊆ q. Tenemos que ver que q = f(p)
para algún p ⊆ OX . Como f levanta especializaciones universalmente, tam-
bién lo hacen los mor�smos fy : f−1(Uy) → Uy para todo y ∈ Y , que son
cerrados por el Lema 7.4.56. Obsérvese que f(X)y = fy(f−1(Uy)) ⊆ OY,y,
luego existen py ⊆ OX(f−1(Uy)) tales que fy(py) = qy para todo y ∈ Y .
Además, como Y es esquemático, q está centrado en un punto y0 ∈ Y . Sea
iy0 : f−1(Uy0) → X y p = iy0

∗ (py) ⊆ OX el ideal cuasicoherente imagen
�Proposición 4.1.11�. Hemos construido un p que veri�ca las condiciones
buscadas: si iy : Uy → Y , es f∗p ' iy∗fy∗ (py) = iy∗qy = iy∗i

−1
y q ' q, luego

f(p) = ker(OY → f∗OX/f∗p) = ker(OY → f∗OX/q) = q;

donde la igualdad �nal se sigue de la hipótesis f(X) ⊆ q.

7.4.5. Mor�smos separados

La de�nición de mor�smo separado se da como en el caso de esquemas:

Lema 7.4.58. Si f : X → Y es un mor�smo esquemático entre espacios
a�nes, su diagonal ∆f : X → X ×Y X es un inmersión cerrada.

Demostración. Como X, Y y su producto X ×Y X son a�nes de secciones
globales B,A y B ⊗A B respectivamente, la diagonal es qc-equivalente a
(?,B) → (?,B ⊗A B). Se concluye porque el mor�smo de multiplicación
B ⊗A B → B es siempre epiyectivo y porque ser inmersión cerrada es una
propiedad geométrica.

Lema 7.4.59. La diagonal ∆f de cualquier f : X → Y es una inmersión.

Demostración. Para todo x ∈ X tenemos los mor�smos fx : Ux → Uf(x)

cuyas diagonales ∆fx son inmersiones cerradas por el Lema 7.4.58. Conside-
rando el recubrimiento {Ux → X}x∈X , la familia {Ux×Uf(x)

Ux → X×Y X}
(que no recubre), los respectivos espacios 2-esquemáticos generados UX y
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U∆, y el mor�smo inducido f∆ : UX → U∆; tomando cilindros, obtenemos

X
∆f // X ×Y X

Cyl(UX)

φ

OO

Cyl(f∆) // Cyl(U∆)

j

OO

conmutativo, con j una inmersión plana y φ un qc-isomor�smo. Se concluye
si vemos que g = Cyl(f∆) es una inmersión cerrada. En efecto, por la Ob-
servación 5.4.18, podemos recubrir g localmente por los abiertos mínimos
de los cilindros correspondientes a los conjuntos {x} ∈ P∗(X), es decir,
UX{x} = U∆

{x} ×X×YX X → U∆
{x} (con el superíndice indicando la proceden-

cia). Por el Lema 5.4.6, estos mor�smos son qc-isomorfos a las diagonales
fx : Ux → Ux ×Uf(x)

Ux, que son inmersiones cerradas por el Lema 7.4.58;
concluimos por la Proposición 7.4.35.

De�nición 7.4.60. Diremos que un mor�smo esquemático f : X → Y es
separado si su diagonal ∆f : X → X ×Y X es una inmersión cerrada. Se
dice que un espacio X es separado si X → (?,Z) es separado, es decir, si la
diagonal ∆: X → X ×X es una inmersión cerrada.

Observación 7.4.61. En espacios separados, las intersecciones �productos
�brados� de a�nes son a�nes con secciones globales un cociente del produc-
to tensorial de las secciones de cada componente. Si S → X es un modelo
�nito, el esquema S es separado si y solo si X es separado. Por otra parte,
todo espacio X separado es semiseparado, luego algebraico.

7.4.6. Un criterio de descenso efectivo

Proposición 7.4.62 (Criterio de descenso). Sea f : X → Y separado con
Y afín y tal que X admite un recubrimiento {Ui → X}i∈I por inmersiones
planas con Ui a�nes y veri�cando que OY (Y )→ OUi(Ui) son de tipo �nito,
entonces Spec(X) es un esquema de separado y de tipo �nito sobre Spec(Y ).

Demostración. Sea Cyl(O(U)) → Y → (?,OY (Y )) el modelo �nito de X
respecto al recubrimiento {Ui → X} compuesto con la proyección al punto
�De�nición 5.4.23, con las notaciones allí empleadas�. Como f es se-
parado y los mor�smos de anillos de tipo �nito son estables por cambio
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de base, se tiene que, para todo ∆ ∈ P∗(I) = |Cyl(O(U))|, el mor�smo
OY (Y )→ OU(∆)(U(∆)) = OCyl(O(U))(∆) es la composición de un mor�smo
de tipo �nito seguido de un cociente, luego es un mor�smo de tipo �ni-
to. Así, los mor�smos de restricción de Cyl(O(U)) son de tipo �nito, luego
Spec(Cyl(O(U))) ' Spec(X) es un esquema y los propios abiertos mínimos
de Cyl(O(U)) dan un recubrimiento abierto de este por espectros de OY (Y )-
álgebras de tipo �nito; es decir, Spec(X) es un esquema de tipo �nito sobre
Spec(Y ) = Spec(OY (Y )).

7.4.7. Criterios valorativos

El buen comportamiento del análogo de los criterios valorativos de es-
quemas en el mundo esquemático se debe a las Proposiciones 5.3.3, 5.3.6 y
al Corolario 5.3.4. Una vez más, tenemos el siguiente lema bien conocido
de álgebra conmutativa, cuya generalización tanto al caso de esquemas co-
mo al esquemático nos dirá que el �criterio valorativo� controla cuándo un
mor�smo levanta especializaciones, puesto que alcanzamos todos los puntos
de un espacio dado como imágenes desde anillos de valoración discreta.

Lema 7.4.63. [10, Lemma 01J8] Dado anillo conmutativo y con unidad
B, dos primos p′ ⊆ p ⊆ B y una extensión de cuerpos κ(p′) → K, existe
un anillo de valoración A con maximal m cuerpo de fracciones Σ y un
mor�smo ϕ : B → A de modo que: ϕ−1(m) = p, ϕ−1((0)) = p′ y la extensión
κ(p′) → Σ inducida por ϕ es isomorfa a la dada. Si B es noetheriano, A
puede tomarse de valoración discreta ([10, 0CM1]).

De�nición 7.4.64. Sea f : X → Y un mor�smo esquemático. Diremos que
f es v-cerrado (resp. v-separado) si para todo anillo de valoración discreta A
con cuerpo de fracciones Σ y mor�smo Spec(A)→ Y , la aplicación inducida

HomY (Spec(A), X)→ HomY (Spec(Σ), X)

es epiyectiva (resp. inyectiva). Es decir, si para todo cuadrado conmutativo

Spec(Σ) //

��

X

f

��
Spec(A) //

;;

Y
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existe una (resp. como mucho una) �echa punteada cerrando ambos trián-
gulos conmutativos.

Proposición 7.4.65. Ser v-cerrado y ser v-separado son propiedades esta-
bles por composición y cambio de base arbitrario.

Demostración. Sean f : X → Y y g : Y → Z esquemáticos y v-cerrados.
Dado un mor�smo h : Spec(A)→ Z con A de valoración discreta de cuerpo
de fracciones Σ, para cada diagrama conmutativo

Spec(Σ)

π

��

p // X

f
��
Y

g

��
Spec(A)

h // Z

se tiene, como g es v-cerrado, un mor�smo α : Spec(A)→ Y tal que g◦α = h
y f ◦p◦π = α. Como f es v-cerrado, obtenemos ahora β : Spec(A)→ X tal
que f ◦β = α y p◦π = β. El mor�smo β hace conmutar ambos triángulos del
cuadrado exterior, pues g◦f ◦β = g◦α = h. Si ahora f y g son v-separados y
hay dos mor�smos diagonales β1, β2 : Spec(A)→ X, en particular tenemos
que f ◦ β1 = f ◦ β2 por v-separabilidad de g, y ahora β1 = β2 por v-
separabilidad de f .

Respecto a los cambios de base: sea f : X → Y un mor�smo esquemático
v-cerrado y Z → Y un mor�smo esquemático cualquiera. Dado un mor�smo
h : Spec(A)→ Z con A como antes, para cada diagrama conmutativo

Spec(Σ) //

��

Z ×Y X

��

// X

f

��
Spec(A)

h // Z // Y

se obtiene un mor�smo Spec(A)→ X sobre Y haciendo el diagrama exterior
conmutativo. Por la propiedad universal del producto �brado, levanta a un
mor�smo Spec(A)→ Z×Y X sobre Z, luego Z×Y X → Z es v-cerrado. Si f
es v-separado se procede de modo análogo: dados α, β : Spec(A)→ Z×Y Z,
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por la propiedad universal se tiene que son α = (αX , h) y β = (βX , h), donde
αX , βX : Spec(A)→ X cierran el diagrama exterior. Como f es v-separado,
αX = βX , luego α = β.

Proposición 7.4.66. Tanto ser ser v-cerrado como ser v-separado son pro-
piedades geométricas.

Demostración. Se sigue de la Proposición 7.4.65 para el caso particular de
qc-isomor�smos y de la Proposición 5.3.6.

En mor�smos algebraicos, estas de�niciones extienden las de esquemas.

Proposición 7.4.67. Si f : X → Y es algebraico, entonces es v-cerrado
(resp. v-separado) si y solo si algebraicamente veri�ca la parte de existen-
cia (resp. unicidad) del criterio valorativo. En particular, si Spec(f) es un
mor�smo de esquemas (qc-qs), f es v-cerrado (resp. v-separado) si y solo si
Spec(f) es universalmente cerrado (resp. separado).

Demostración. El directo se sigue de la Proposición 7.4.65 y del Corolario
5.3.4: primero podemos suponer que tenemos un Z → Y con Spec(Z) con
restricciones abiertas, en cuyo caso aplica dicho Corolario; en el caso general,
empleamos las Proposiciones 5.2.4 y 5.3.6. Para el recíproco, basta ver que si
f|f−1(Uy) : f−1(Uy)→ Uy veri�ca la hipótesis para todo y, entonces y lo hace
f ; pero esto se sigue de que todo mor�smo h : Spec(A) → Y con A anillo
de valoración discreta �en general, anillo local� y |Spec(A)| = {0 ≤ 1}
factoriza por Spec(A)→ Uy → Y con y = h(0).

La última parte se sigue del Lema 7.1.6 y de los criterios valorativos co-
rrespondientes para mor�smos de esquemas noetherianos, véase [10, 01KA,
01KY, 0CM1].

Como es esperable, incluso en el caso de mor�smos no algebraicos, la
separabilidad y el levantamiento de especializaciones están controladas por
el �criterio valorativo�. Observamos que el Lema 7.4.63 generaliza a la si-
tuación esquemática:

Lema 7.4.68. Dado X esquemático, puntos esquemáticos x′ ≤ x y una
extensión de cuerpos κ(x) ↪→ K, existe un anillo de valoración discreta
A con maximal m y cuerpo de fracciones Σ y un mor�smo esquemático
h : Spec(A) → X de modo que h(0,m) = x′, h(1, (0)) = x y la extensión
dada es isomorfa a κ(x′)→ Σ inducida por h.
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Demostración. Por el Lema 7.4.63 encontramos un anillo de valoración
discreta A de cuerpo de fracciones Σ y mor�smo ϕ : OX,x′ → A tal que
ϕ−1(m) = qx′ , ϕ−1((0)) = r−1

x′x(px) y de modo que κ(r−1
x′x(px)) ' κ(x) → Σ

es isomorfa a la extensión dada. Obtenemos un mor�smo h′ : Spec(A)→ X
de espacios anillados como la composición

Spec(A)→ (?,A)→ (?,OX,x′)→ X

�pues la última inclusión no es esquemática salvo si x′ es maximal�. Para
convertirlo en un h : Spec(A) → X esquemático, consideramos la compo-
sición h = πX ◦ Spec(h′) �con πX : Spec(X) → X, véanse de nuevo la
Observación 4.3.18 y el Lema 1.4.3�; que es esquemática por construcción
y el Teorema 4.3.26, y que veri�ca lo pedido.

Proposición 7.4.69. Sea f : X → Y un mor�smo esquemático.

a) f es v-cerrado si y solo si es universalmente cerrado.

b) f es v-separado si y solo si es separado.

Demostración. El argumento que sigue es análogo al de la demostración
para esquemas, véase [10, Lemma 01KE] y [10, Lemma 01L0]. Comencemos
por a): supongamos que f es v-cerrado y veamos que levanta especializacio-
nes �en ese caso, lo hará universalmente por la Proposición 7.4.65 y, por
tanto, será universalmente cerrado por la Proposición 7.4.57�. Sean puntos
esquemáticos x ∈ Spec(X) e y ≤ f(x). Por el Lema 7.4.68 existe un anilo
de valoración discreta A con maximal m , |Spec(A)| = {0 < 1} y cuerpo de
fracciones Σ y un cuadrado conmutativo

Spec(Σ)
p //

��

X

f

��
Spec(A)

h // Y

(7.4.2)

con con p(?, (0)) = x, h(0,m) = y, h(1, (0)) = f(x). Como f es v-cerrado,
existe un mor�smo Spec(A)→ X sobre Y cerrando el diagrama, luego hay
un x′ ≤ x con f(x′) = y.
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Recíprocamente: si f es universalmente cerrado, levanta especializacio-
nes universalmente por la Proposición 7.4.57. Dado un diagrama conmuta-
tivo como el de la ecuación 7.4.3, para encontrar un mor�smo Spec(A)→ X
basta encontrar una sección de 1× f en

Spec(Σ)
p //

''

Spec(A)×Y X

1×f
��

Spec(A).

(7.4.3)

Denotemos X ′ = Spec(A) ×Y X y g = 1 × f . Sea x punto esquemático
imagen de p en X ′, que induce κ(x) ↪→ Σ. Por hipótesis, existe x′ ≤ x con
g(x′) = (0,m) y un mor�smo A → OX′,x′ → κ(x) → Σ que coincide con
la localización A → A(0) = Σ. Como A → OX′,x′ es de anillos locales, la
imagen de OX′,x′ → Σ domina a A y, por tanto, es igual a A �por ser los
anillos de valoraciones maximales respecto a la relación de dominación de
anillos locales�. Es decir, se obtiene un mor�smo OX′,x′ → A, induciendo
un mor�smo esquemático Spec(A)→ X ′ como en la demostración del Lema
7.4.68 y que es sección de g por construcción.

Para la parte b) basta aplicar a) a la diagonal �vía la propiedad univer-
sal de esta� para obtener que f es v-separado cuando ∆f : X → X ×Y X
es cerrada. Entonces, como ∆f es una inmersión por la Proposición 7.4.59,
se concluye por el Teorema 7.4.52.

Proposición 7.4.70. Sean f : X → Y y g : Y → Z mor�smos. Si g ◦ f es
separado, entonces f es separado. Si g ◦ f es universalmente cerrado y g es
separado, entonces f es universalmente cerrado.

Demostración. Por la Proposición 7.4.69, basta probar el resultado análogo
para mor�smos v-separados y v-cerrados. Si A es un anillo de valoración
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discreta con cuerpo de fracciones Σ, consideremos el diagrama conmutativo:

Spec(Σ)
p //

i
��

X

f

��
Spec(A)

h //

g◦h $$

Y

g

��
Z.

Si g◦f es v-separado, f lo es, pues si existiesen α, β : Spec(A)→ X cerrando
el cuadrado conmutativo superior, también cerrarían el diagrama exterior, y
por v-separabilidad de g ◦f sería α = β. Por otra parte, si partimos de g ◦f
v-cerrado, existe α : Spec(A)→ X tal que g ◦f ◦α = g ◦h y α◦ i = p, luego
acabamos si vemos que f ◦ α = h cuando g es v-separado. En efecto, por la
unicidad que nos da esta hipótesis, basta ver que f ◦ α cierra el diagrama
para g, es decir, que g ◦ f ◦α = g ◦ h e f ◦ i ◦α = f ◦ p, lo cual es cierto por
construcción.

Corolario 7.4.71. Un espacio X es separado si y solo si X → (?,OX(X))
es separado; si y solo si X → U es separado para cualquier mor�smo con U
afín.

7.5. Propiedades dadas por mor�smos de anillos

En teoría de esquemas, es habitual de�nir propiedades de mor�smos
de esquemas a partir de propiedades de mor�smos de anillos siempre y
cuando estas últimas sean �locales en la topología de Zariski�. Esto tiene que
ver con que sean compatibles con inmersiones abiertas de esquemas a�nes,
es decir, con los �mor�smos de restricción� del esquema �los mor�smos
de restricción de un espacio esquemático con restricciones abiertas que sea
modelo �nito suyo�. En la categoría esquemática completa, esto presenta
problemas, incluso en el caso en que el mor�smo esté dado entre espacios
con restricciones abiertas.

Por ejemplo, tratemos de de�nir mor�smo de tipo �nito entre espacios
esquemáticos en términos de mor�smos de anillos. Dado f : X → Y , po-
dríamos decir que �f es de tipo �nito� en alguno de los siguientes casos:
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f ]x : OY,f(x) → OX,x es de tipo �nito para todo x ∈ X.

Para cualesquiera x e y ≤ f(x), el mor�smo OY,y → OX,x es de tipo
�nito.

Es fácil comprobar que si los mor�smos de restricción deX e Y no son de
tipo �nito, es decir, si no tienen restricciones abiertas, estas de�niciones no
son equivalentes, mientras que las análogas para esquemas sí lo serían. Ade-
más, aunque X e Y tengan restricciones abiertas, si trabajamos en SchFin
en vez de en SchFinOpen, como los qc-isomor�smos solo inducen epimor�s-
mos planos de anillos en las �bras �Lema 5.1.6�, el problema que surge
es que ninguna de estas nociones será geométrica.

Uno estaría en lo cierto al pensar que este tipo de problemática podría
solucionarse si diésemos nuestras de�niciones, no en un recubrimiento por in-
mersiones planas como {Uy → Y }, sino en un recubrimiento por una noción
verdadera de �inmersión abierta�. El problema es que la propia de�nición
de este tipo de mor�smos es problemática, puesto que, a priori, querríamos
decir que �una inmersión abierta es una inmersión plana de tipo �nito�, lo
que ya hemos visto que, en principio, no es tan sencillo. En la Sección 7.7
caracterizaremos las f : X → Y tales que Spec(f) es una inmersión abierta
de espacios localmente anillados, es decir, tal que Spec(f)(Spec(X)) es un
abierto de la imagen y OSpec(X) = Spec(f)−1OSpec(Y ), como los mor�smos
que son algebraicamente inmersiones abiertas, lo que nos permitirá resolver
esta cuestión. En cualquier caso, esta no es la noción natural de inmersión
abierta que aparece al trabajar con espacios esquemáticos.

7.5.1. Propiedades pro-locales

La siguiente de�nición sustituye la de �propiedad local para la topología
de Zariski� por la análoga para la topología de�nida por los epimor�smos
planos en la categoría de anillos. La denominación �pro-local� hace referen-
cia a que esta es, esencialmente, la de los límites proyectivos de inmersiones
abiertas �véase la discusión sobre mor�smos ind-Zariski del Apéndice B.2�.

De�nición 7.5.1. Sea P una propiedad de mor�smos de anillos estable
por composición y cambio de base arbitrario y tal que cualquier isomor�smo
veri�ca P. Diremos que P es pro-local si veri�ca:
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a) Para cualesquiera anillos B y C y epimor�smos planos f : A→B y
h : C → D se veri�ca P(g : B → C)⇒ P(h ◦ g ◦ f : A→ D).

b) Para cualquier f : A → B y cualquier familia de epimor�smos pla-
nos {B → Bi}i tal que B →

∏
iBi es �elmente plano, se veri�ca

∀i,P(A→ Bi)⇒ P(A→ B).

Lema 7.5.2. Si P es pro-local, los epimor�smos planos veri�can P.

De�nición 7.5.3. Sea P es una propiedad de mor�smos de anillos. Diremos
que f : X → Y es pro-localmente P si existen recubrimientos {Ui → Y }i∈I
y {V i

j → Ui ×Y X}j∈Ji por inmersiones planas con Ui y V i
j a�nes tales que

∀i, j,P(OUi(Ui)→ OV ij (V i
j )).

Lema 7.5.4. Si P es una propiedad pro-local de mor�smos de anillos y
f : X → Y es un mor�smo entre espacios a�nes, f es pro-localmente P si y
solo si P(OY (Y )→ OX(X)).

Demostración. Claramente, el �si� se veri�ca considerando los recubrimien-
tos dados por la identidad. Recíprocavbmente, un mor�smo plano entre a�-
nes es �elmente plano si y solo si induce un mor�smo �elmente plano en
secciones globales y, además, toda inmersión plana entre a�nes induce un
epimor�smo plano en secciones globales �véase, por ejemplo, el Teorema
5.1.9 junto a la Proposición 4.1.13�. Tenemos así, ∀i, j, epimor�smos pla-
nos OY (Y ) → OUi(Ui) �con OY (Y ) →

∏
iOUi(Ui) �elmente plano� y

OUi×YX(Ui ×Y X) → OV ij (V i
j ) �con OUi×YX(Ui ×Y X) →

∏
j OV ij (V i

j )

�elmente plano para todo i�; y como todo es afín, se tienen isomor�smos
OUi×YX(Ui ×Y X) ' OUi(Ui) ⊗OY (Y ) OX(X) por la Proposición 4.4.2. Se
concluye por la estabilidad por cambio de base y pro-localidad de P: por b)
de la de�nición ∀i,P(OUi(Ui)→ OUi(Ui)⊗OY (Y )OX(X)), por la estabilidad
por composición y Lema 7.5.2 es ∀i,P(OY (Y )→ OUi(Ui)⊗OY (Y )OX(X))),
y se concluye aplicando de nuevo b).

En virtud del Lema 7.5.4, obtenemos la siguiente caracterización:

Proposición 7.5.5. Si P es una propiedad pro-local de mor�smos de anillos
y f : X → Y es un mor�smo esquemático, son equivalentes:

1) f es pro-localmente P.
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2) Existen recubrimientos {Ui → Y }i∈I y {V i
j → Ui ×Y X}j∈Ji por

inmersiones planas �con Ui, V
i
j no necesariamente a�nes� tal que,

para todo i, j, los mor�smos V i
j → Ui son pro-localmente P.

3) Para todo x ∈ X, los mor�smos fx : Ux → Uf(x) son pro-localmente
P �es decir, P(OY,f(x) → OX,x)�.

4) Para todo x ∈ X e y ≥ f(x), los mor�smos inducidos Ux → Uy son
pro-localmente P �es decir, P(OY,y → OX,x)�.

5) Para cualesquiera inmersiones planas φ : U → X y ψ : V → Y con
U, V a�nes y g : U → V con ψ ◦g = f ◦φ, g es pro-localmente P �i.e.
P(OV (V )→ OU (U))�.

Demostración. Observemos que 1) y 2) son propiedades locales en el espacio
de llegada, mientras que 3), 4) y 5) lo son en el de salida. Claramente 1)⇒ 2);
el recíproco se obtiene considerando recubrimientos a�nes adecuados para
cada i, j y la unión de todos ellos. Es claro que 3)⇒ 4) por la estabilidad
por composición y el Lema 7.5.2; por otra parte, es claro que 5)⇒3) y
5)⇒1). Además, 4)⇒ 1) sin más que tomar los recubrimientos {Uy → Y }
y {Ux → f−1(Uy)}. Solo queda ver la equivalencia con 5): supongamos
que se veri�can 1)-4) y sean φ, g, ψ como en 5). Por la equivalencia 3)⇔1)
aplicada a g y el Lema 7.5.4, basta ver que ∀u ∈ U,P(OV,g(u) → OU,u);
pero por hipótesis es P(OY,f(x) → OX,x) y este mor�smo de anillos es
localmente isomorfo al de partida por ser φ, ψ inmersiones planas y los
diagramas conmutativos. Se tiene por tanto que P((OV,g(u))α → (OU,u)β)
para cualquier primo β ⊆ OU,u con antiimagen α. Por a) de la De�nición
7.5.1 es P(OV,g(u) → (OU,u)β) y por b) se concluye P(OV,g(u) → OU,u).

Observación 7.5.6. Si se debilita b) de la De�nición 7.5.1 para admitir solo
familias �nitas, se pierde la equivalencia con 5) de la Proposición 7.5.5, pero
se mantienen de 1) a 4) y todos los resultados que siguen.

Corolario 7.5.7. Para cualquier propiedad pro-local de mor�smos de ani-
llos P, inmersiones planas y qc-isomor�smos son pro-localmente P.

Ejemplo 7.5.8. Un mor�smo esquemático es plano en el sentido de la De�-
nición 5.1.2 �y Lema 5.1.3� si y solo si es pro-localmente plano.
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Corolario 7.5.9. Para cualquier propiedad pro-local de mor�smos de ani-
llos P, la propiedad de ser pro-localmente P es estable por composición y
cambio de base arbitrario.

Corolario 7.5.10. Para cualquier propiedad pro-local de mor�smos de ani-
llos P, la propiedad de ser pro-localmente P es geométrica.

Demostración. Las propiedades se traducen a cuestiones en �bra en vir-
tud de 4) de la Proposición 7.5.5, donde se veri�can por inducir los qc-
isomor�smos X → Y epimor�smos planos OY,f(x) → OX,x para cualquier
x ∈ X tales que OY,y →

∏
f(x)≥yOX,x es �elmente plano para cualquier

y ∈ Y y por las propiedades de la De�nición 7.5.1.

Observemos que toda propiedad pro-local de mor�smos de anillos P es
local en la topología de Zariski, luego de�ne una propiedad de mor�smos de
esquemas en el sentido ordinario, que seguimos denotando P; por ejemplo,
los mor�smos planos de anillos de�nen mor�smos pro-localmente planos de
espacios esquemáticos y mor�smos planos de esquemas. Se veri�ca:

Corolario 7.5.11. Si f : X → Y es algebraico y P es una propiedad pro-
local de mor�smos de anillos, se veri�ca que f es algebraicamente P si y
solo si f es pro-localmente P.

Ya vimos que los qc-isomor�smos son exactamente los mor�smos que son
algebraicamente isomor�smos �Proposición 7.1.8�. Si nos restringimos a
mor�smos algebraicos,

Proposición 7.5.12. Si f : X → Y es un mor�smo algebraico, es plano
(resp. inmersión plana, �elmente plano) si y solo si es algebraicamente plano
(resp. monomor�smo plano, �elmente plano).

Demostración. El �solo si� se obtiene por estabilidad por cambio de base
y, por ejemplo, el Teorema 5.1.9. Recíprocamente, si f es algebraicamente
plano, aplicando la de�nición a los f−1(Uy) → Uy, de 4) de la Proposi-
ción 7.5.5 y de que la propiedad de platitud de mor�smos de esquemas se
comprueba en �bra, se deduce que f es plano. Si f es algebraicamente in-
mersión plana, es plano por lo anterior y su diagonal es un qc-isomor�smo
por la Proposición 7.1.8, luego es una inmersión plana. Si f es algebraica-
mente �elmente plano, es de nuevo plano y todos los Spec(f−1(Uy)) → Uy
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inducidos son epiyectivos, luego Spec(f) es epiyectivo por ser colímite de
epiyecciones de espacios anillados y, por tanto, f es �elmente plano por el
Teorema 5.1.9.

7.5.2. Mor�smos pro-localmente de tipo �nito y propios

En general, ser de tipo �nito (análogo para ser de presentación �nita)
no es una propiedad pro-local de mor�smos de anillos anillos �De�nición
7.5.1�, por ejemplo porque los epimor�smos planos no son de tipo �nito en
general. Sin embargo, si consideramos condiciones adicionales de separabi-
lidad, podemos dar la noción de mor�smo esquemático �pro-localmente de
tipo �nito� que, no solo se comporta dentro de parámetros razonables, sino
que, a priori, generaliza la de�nición clásica de esquemas.

Las hipótesis de separabilidad en la de�nición que sigue están motivadas
por el criterio de la Proposición 7.4.62 aplicada localmente a un mor�smo,
reescribiendo la De�nición 7.5.3 en este caso particular:

De�nición 7.5.13. Diremos que un mor�smo separado f : X → Y con
Y separado es pro-localmente de tipo �nito si existen recubrimientos por
inmersiones planas {Ui → Y }i∈I y {V i

j → Ui ×Y X}j∈Ji con Ui y V i
j a�nes

de modo que OUi(Ui)→ OV ij (V i
j ) es de tipo �nito para todo i, j.

El eslogan de la siguiente proposición es que un mor�smo pro-localmente
de tipo �nito es, localmente en la topología de las inmersiones planas, un
mor�smo de esquemas de tipo �nito. Esto dice que la noción de mor�smo
separado de tipo �nito relativiza a las ��bras� �módulo qc-isomor�smos�
la noción de que un espacio esquemático tenga restricciones abiertas. En
particular, podremos extender resultados de teoría de esquemas a mor�smos
esquemáticos de tipo �nito sin rehacer las demostraciones de estos.

Lema 7.5.14. Si se tiene un diagrama conmutativo de anillos

A
f //

��

B

��
A′

f ′ // B′

con f de tipo �nito y B → B′ epiyectivo, entonces f ′ es de tipo �nito.



7.5. Propiedades dadas por mor�smos de anillos 203

Demostración. Como B → B′ es epiyectivo, A → B′ es de tipo �nito. Se
concluye f ′ es de tipo �nito por ser el segundo mor�smo de una composición
que es de tipo �nito.

Observación 7.5.15. El análogo del Lema 7.5.14 para el caso de presentación
�nita �en una potencial situación no notheriana� requiere que A → A′

también sea epiyectivo, pero ese seguirá siendo el caso en las aplicaciones.

Proposición 7.5.16. Si f : X → Y es pro-localmente de tipo �nito �en las
hipótesis de la De�nición 7.5.13�, existe un recubrimiento por inmersiones
planas {Ui → Y }i∈I con Ui afín y tal que Spec(Ui ×Y X) es un esquema
separado y de tipo �nito sobre Spec(Ui) para todo i ∈ I. Es más, si U es
el SchFin-codato 2-esquemático asociado al recubrimiento, lo mismo sigue
siendo cierto para {U(∆)→ X} y Spec(U(∆)×Y X) para todo ∆ ∈ P∗(I).

Demostración. La primera parte es una aplicación de la Proposición 7.4.62
en cada Ui. Para la segunda parte, como Y es separado, U(∆) siguen siendo
a�nes, luego por la misma Proposición 7.4.62 basta ver que U(∆) ×Y X
admite un recubrimiento afín por inmersiones planas que sigue veri�cando
la misma hipótesis de �nitud. En efecto, pongamos por simplicidad que
∆ = {1, 2} y sean {V j

1 → U1 ×Y X}, {V k
2 → U2 ×Y X} los recubrimientos

correspondientes. Se tiene un recubrimiento

{V j
1 ×X V k

2 → U(∆)×Y X}j,k.

De nuevo, V j
1 ×Y V k

2 es afín y su anillo de secciones globales es un cociente
de O

V j1
(V j

1 ) ⊗OY (Y ) OV k2 (V k
2 ) por ser Y separado, luego los V j

1 ×X V k
2 son

a�nes por ser f separado, con sus secciones globales siendo un cociente de
las del primero. Más concretamente, se tiene un diagrama conmutativo

OU1(U1)⊗OY (Y ) OU2(U2) //

��

O(V j
1 )⊗OY (Y ) O(V k

2 )

��

O
V j1 ×Y V k2

(V j
1 ×Y V k

2 )

��

OU1×Y U2(U1 ×Y U2) // O
V j1 ×XV k2

(V j
1 ×X V k

2 ).
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Como cada OUi(Ui)→ OV si (V s
i ) (i = 1, 2 y todo s) es de tipo �nito el mor-

�smo producto tensorial es isomor�smo y, como todas las �echas verticales
del diagrama son cocientes, se concluye por el Lema 7.5.14.

Corolario 7.5.17. Si f : X → Y es pro-localmente de tipo �nito, enton-
ces es qc-equivalente a un mor�smo f ′ : X ′ → Y ′ tal que los mor�smos
Spec(f ′−1(Uy′))→ Spec(Uy′) son de tipo �nito de esquemas ∀y′ ∈ Y .

Demostración. Basta considerar, si U y V → f∗U con los recubrimientos
de la condición de pro-localmente propio �con V sobre cada U(∆) como
en la demostración de la Proposición 7.5.16� y siguiendo las notaciones
de la De�nición 5.4.23, el mor�smo entre los modelos �nitos correspon-
dientes f ′ : Cyl(O(V)) → Cyl(O(U)). Obsérvese el detalle de que, para
∆ ∈ |Cyl(O(U)))|, lo que se tiene estrictamente es que Spec(f ′−1(y′)), es
un esquema, pero este espacio es qc-isomorfo como espacio esquemático a
Spec(f ′−1(Uy′)) por la construcción del cilindro y el Lema 5.4.6.

Lema 7.5.18. Ser pro-localmente de tipo �nito es una propiedad geométri-
ca.

Demostración. Recordemos que un mor�smo entre espacios a�nes es un qc-
isomor�smo si y solo si induce un isomor�smo de anillos entre las secciones
globales. Con esto, comprobamos las condiciones de la De�nición 6.1.1: 1)
sea f : X → Y pro-localmente de tipo �nito y {Ui → Y }, {V i

j → Ui ×Y X}
los recubrimientos de la De�nición 7.5.13. Si Y → Z es un qc-isomor�smo,
basta tomar el {Ui → Y → Z} y observar que Ui ×Z X → Ui ×Y X
es un qc-isomor�smo entre a�nes; si W → X es qc-isomor�smo, observar
que Ui ×Y W → Ui ×Y X es un qc-isomor�smo entre a�nes y considerar
{V i

j ×X W → Ui ×Y W}. De ambas cuestiones se concluye que ser pro-
localmente de tipo �nito es estable por composición con qc-isomor�smos.
Para ver la estabilidad por cambio de base qc-isomor�smos de 2) basta
cambiar de base los recubrimientos de la de�nición. Por último, para ver 3),
consideramos un qc-isomor�smo φ : X → Y y g : Y → Z de modo que g ◦ φ
es pro-localmente de tipo �nito. Si {Ui → Z} y {V j

i → Ui ×Z X} son los
recubrimientos de la De�nición 7.5.13, se toma {V j

i → Ui×ZX → Ui×ZY },
donde el primer mor�smo es un qc-isomor�smo entre a�nes.
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Corolario 7.5.19. Un mor�smo separado f : X → Y con Y separado es
pro-localmente de tipo �nito si y solo si es qc-equivalente a f ′ : X ′ → Y ′ tal
que Spec(f ′−1(Uy′))→ Spec(Uy′) son mor�smos de tipo �nito de esquemas
para todo y′ ∈ Y ′.

Demostración. Se sigue del Corolario 7.5.17 y Lema 7.5.18

Lema 7.5.20. Ser pro-localmente de tipo �nito es estable por composición.

Demostración. Si f : X → Y y g : Y → Z son mor�smos pro-localmente de
tipo �nito y {Ui → Z}, {V i

j → Ui ×Z Y }, {Wk → Y }, {P kl → Wk ×Y X}
son recubrimientos en la hipótesis de la de�nición, basta considerar {Wk×Y
V i
j ×Y X ×X P kl → Ui ×Z X}. La condición de �nitud se preserva porque

todo es separado; detalles omitidos.

Lema 7.5.21. Si f : X → Y es algebraicamente de tipo �nito, separado e
Y es separado, f es pro-localmente de tipo �nito.

Demostración. Por la hipótesis, Spec(f−1(Uy)) es un esquema de tipo �nito
sobre Spec(Uy) para todo y ∈ Y , luego basta considerar este recubrimiento
y {Ux → f−1(Uy)}f(x)≥y.

Ejemplo 7.5.22. En principio, ser pro-localmente de tipo �nito, aun en el
caso algebraico, es una condición más débil que ser algebraicamente de tipo
�nito. En efecto, si consideramos (?,A) → (?, k) con k un cuerpo, este
mor�smo será pro-localmente de tipo �nito si existe un recubrimiento �nito
por monomor�smos planos Spec(Ai)→ Spec(A) de esquemas a�nes con Ai
una k-álgebra de tipo �nito para todo i. Esto no implica, a priori, que A
sea una k-álgebra de tipo �nito. Nótese que, en el caso de mor�smos de
esquemas, ser de tipo �nito es local en la topología fpqc en el esquema de
llegada, pero no es local en el de salida.

Proposición 7.5.23. Sean f : X → Y y g : Y → Z con Y,Z separados.
Si g ◦ f es pro-localmente de tipo �nito y g es separado, entonces f es
pro-localmente de tipo �nito.

Demostración. Nótese que f es automáticamente separado por serlo g ◦f al
estar restringida la de�nición de los mor�smos pro-localmente de tipo �nito
al caso separado y por la Proposición 7.4.70. Si {Ui → Z} y {V i

j → Ui×ZX}
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son los recubrimientos de la de�nición de pro-localmente de tipo �nito para
g◦f , los recubrimientos que veri�can la de�nición para f son {Ui×ZY → Y }
y {V i

j ×Y X → (Ui ×Z Y )×Y X ' Ui ×Z X}. En efecto, como una vez más
estamos en condiciones de separabilidad, se concluye por la estabilidad por
cambio de base de los mor�smo de anillos de tipo �nito y el Lema 7.5.14.

Proposición 7.5.24. Si f : X → Y es pro-localmente de tipo �nito y
g : Z → Y es algebraico con Z separado, entonces f ′ : Z ×Y X → Z es
pro-localmente de tipo �nito.

Demostración. Empleamos la caracterización de la Proposición 7.5.19. Para
el cambiado de base f ′, dado que los mor�smos de tipo �nito de esquemas
son estables por cambio de base arbitrario, gracias a la hipótesis de algebrai-
cidad, Spec(X ×Y g−1(Uy)) → Spec(g−1(Uy)) son mor�smos de tipo �nito
entre esquemas. Recubriendo cada g−1(Uy) por sus abiertos mínimos, en-
tontramos un recubrimiento {Uz ⊆ g−1(Uy)→ Z}g(z)≥y cuyas �bras vía f ′

inducen mor�smos de esquemas de tipo �nito al tomar espectros, de donde
se concluye.

De�nición 7.5.25. Diremos que un mor�smo f : X → Y con Y separa-
do es pro-localmente propio si es universalmente cerrado, separado y pro-
localmente de tipo �nito.

Proposición 7.5.26. Ser pro-localmente propio es propiedad geométrica.

Demostración. Proposiciones 7.4.66, 7.4.69 y Lema 7.5.18.

Proposición 7.5.27. Un mor�smo f : X → Y con Y separado es pro-
localmente propio si y solo si es qc-equivalente a f ′ : X ′ → Y ′ tal que
Spec(f ′−1(Uy′))→ Spec(Uy′) son mor�smos propios de esquemas ∀y′ ∈ Y ′.

Demostración. Proposiciones 7.4.65, 7.4.69; Corolario 7.5.19 y Proposición
7.5.26.

Corolario 7.5.28. Si f : X → Y es algebraicamente propio �De�nición
7.1.4� e Y es separado, f es pro-localmente propio.

Proposición 7.5.29. Ser pro-localmente propio es estable por composición.

Demostración. Lema 7.5.20 y Proposiciones 7.4.65, 7.4.69.
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Proposición 7.5.30. Sean f : X → Y y g : Y → Z con Y,Z separados. Si
g ◦ f es pro-localmente propio y g es separado, f es pro-localmente propio.

Demostración. Se concluye por las Proposiciones 7.4.70 y 7.5.23.

Proposición 7.5.31. Si f : X → Y es pro-localmente propio y g : Z → Y
es algebraico con Z separado, f ′ : Z ×Y X → Z es pro-localmente propio.

Demostración. Se sigue de la Proposición 7.5.24.

En lo que sigue, los resultados que planteamos serán ciertos tanto para
mor�smos pro-localmente propios �bajo sus hipótesis adecuadas� como
para mor�smos algebraicamente propios, con demostraciones análogas en
ambos casos por estar estas basadas en que las antiimágenes de los abier-
tos mínimos sean esquemas a nivel de espectros. Sospechamos que las dos
nociones podrían ser equivalentes, hecho que con�rmaríamos si se veri�case
la Conjetura 7.1.17. Así, nos podríamos restringir a la de�nición general de
mor�smos algebraicamente propios pero manteniendo la descripción �local�
más operativa de los mor�smos pro-localmente propios en el caso separado.

7.6. Teoremas fundamentales

En esta sección probamos tres teoremas fundamentales para mor�smos
pro-localmente propios que extienden a sus análogos de esquemas: el teore-
ma de �nitud de la cohomología, el teorema de las funciones formales y el
teorema de factorización de Stein para mor�smos propios �cuya parte no
trivial es el teorema de conexión de Zariski�. Nos gustaría enfatizar que
es posible dar una demostración de estos resultados sin suponer sus análo-
gos de esquemas: para el teorema de �nitud, se necesita el lema de Chow
esquemático, cuya demostración es en esencia análoga a la que se realiza
para esquemas, posible partiendo del estudio de espacios proyectivos �nitos
que realizamos en [26] y al estudio ya realizado de componentes irreduci-
bles, pero de notablemente engorrosa notación al incluir en su enunciado
qc-isomor�smos �motivo que nos hizo decantarnos por la exposición que
sigue en la sección�; y por otra parte tenemos el lema �de dévissage�, cuya
demostración es bastante formal y se realiza también de forma análoga a
la de esquemas. Para el teorema de las funciones formales, recomendamos
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tomar como referencia la demostración intrínseca en términos de comple-
taciones de haces cuasicoherentes y de completación de la resolución de
Godement �aplicada aquí a la resolución estándar� introducida en [33],
donde naturaleza �nita de nuestros espacios es, de hecho, ventajosa.

7.6.1. El teorema de �nitud de Grothendieck

Teorema 7.6.1. Sea f : X → Y un mor�smo pro-localmente propio �lo
que requiere asumir que Y es separado� o algebraicamente propio �en
ambos casos con Y noetheriano como hasta ahora�. Se veri�ca que, para
todoM∈ Coh(X), el complejo Rf∗M tiene cohomología coherente.

Demostración. Lo probamos para mor�smos pro-localmente propios, siguién-
dose el caso algebraicamente propio de un argumento formalmente idénti-
co. Basta ver que dado M coherente, (Rif∗M)y es un OY,y-módulo �nito
generado para todo y ∈ Y . Comencemos suponiendo que los mor�smos
Spec(f−1(Uy)) → Spec(Uy) son propios de esquemas para todo y ∈ Y . Si
denotamosMy =M|f−1(Uy), tenemos �aplicando el Corolario B.4.31�

(Rif∗M)y = H i(f−1(Uy),My) ' H i(Spec(f−1(Uy)),M̃y),

donde M̃y es, a priori, el módulo coherente descendido en el esquema
Spec(f−1(Uy)) inducido porMy �Teorema B.4.11�; que además coincide
con M̃| Spec(f−1(Uy)); luego el módulo de cohomología es cuestión es �nito
generado por el teorema de �nitud de Grothendieck para esquemas por ser
los Spec(f−1(Uy))→ Spec(Uy) propios.

Por la Proposición 7.5.27 sabemos que existe un diagrama conmutativo

X ′

f ′

��

Z
ψ′oo

g

��

ψ // X

f
��

Y ′ W
ϕ′oo ϕ // Y

donde todas las �echas horizontales son qc-isomor�smos. Como los qc-
isomor�smos inducen equivalencias entre las categorías de módulos cohe-
rentes que, en particular, son exactas, todoM∈ Coh(X) es ψ∗ψ′∗M′ para
algúnM′ ∈ Coh(X) y además se tiene que Rif∗M ∈ Coh(Y ) si y solo si



7.6. Teoremas fundamentales 209

ϕ′∗ϕ
∗Rif∗M ∈ Coh(Y ′). Se concluye porque f ′ está en las condiciones del

caso analizado antes y porque

ϕ′∗ϕ
∗Rif∗ψ∗ψ

′∗M′ ' ϕ′∗Rig∗ψ∗ψ∗ψ′∗M′ ' ϕ′∗Rig∗ψ′∗M′ '
' Rif ′∗ψ′∗ψ′∗M′ ' Rif ′∗M′,

que es un haz coherente.

Corolario 7.6.2. Sea f : S → T un mor�smo de esquemas qc-qs con T
separado, veri�cando existencia y unicidad del criterio valorativo y tal que
existen recubrimientos �nitos {Ui → T} y {V i

j → Ui×T S} por monomor�s-
mos planos con Ui, V i

j a�nes y de modo que OUi(Ui)→ OV ij (V i
j ) son de tipo

�nito para todo i, j. Entonces, se veri�ca que para todo módulo coherente
M∈ Coh(S), su imagen Rf∗M tiene cohomología coherente.

Corolario 7.6.3 (Finitud de la cohomología). Si f : S → T es un mor�smo
propio de esquemas con T noetheriano y separado, entonces Rif∗ preserva
módulos coherentes para todo i ≥ 0.

7.6.2. Funciones formales y factorización de Stein

Seguimos aquí el procedimiento de [33], en términos de completaciones
de haces de módulos respecto a haces de ideales y di�ere del método clásico.

Sea Y un espacio esquemático �noetheriano�. Dado un OY -módulo
M ∈ Mod(Y ) y un haz de ideales cuasicoherente I ⊆ OY �y por tanto
coherente�, la completación I-ádica deM es el haz M̂ ≡ M̂I tal que

M̂y := M̂y
Iy

= ĺım
n>0
My/InyMy.

En general, dado un espacio localmente anillado T , un OT -módulo N y
un haz de ideales cuasicoherentes J ⊆ OT , de�nimos del mismo modo la
completación J -ádica de N , como N̂ ≡ N̂J = ĺımn≥0N/J nN .

Lema 7.6.4. Sea Y esquemático, I ⊆ OY haz de ideales cuasicoherentes y
M ∈ Qcoh(Y ). Si T = Spec(Y ) y M̃, Ĩ ⊆ OT los haces cuasicoherentes
descendidos asociados �Apéndice B.4�, el completado Ĩ-ádico de M̃ es
isomorfo al haz cuasicoherente descendido asociado a M̂.
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Demostración. El caso general se prueba con las ideas aquí presentadas y
técnicas del Apéndice B.4; pero aquí damos la demostración en el caso en
que Spec(Y ) es un esquema y, de hecho, Y tiene restricciones abiertas, pues
para su aplicación en el Teorema 7.6.5 podemos reducirnos esta situación
�véase el argumento de la demostración del Teorema 7.6.1�. Observemos
que si T es un esquema, para todo abierto afín U ⊆ T , N ∈ Qcoh(T ) y
J ⊆ OT haz de ideales cuasicoherente, se veri�ca que N̂ (U) ' N̂ (U). Como
estamos suponiendo que Y tiene restricciones abiertas, por la Proposición
4.3.9 se veri�ca que M̃ = π∗YM ' ĺımy∈Y iy∗M̃y y que sus secciones en
Spec(Uy) ⊆ Spec(Y ) sonMy; uniendo este hecho a la observación anterior
aplicada a estos abiertos a�nes y al hecho de que límites conmutan con
límites, se concluye.

Teorema 7.6.5. Si f : X → Y es un mor�smo pro-localmente propio o
algebraicamente propio, M ∈ Coh(X) y I ⊆ OY un haz de ideales cua-
sicoherente �coherente en nuestras hipótesis de noetherianidad�, se tiene
un isomor�smo natural entre completados I-ádicos

R̂if∗M
∼→ Rif∗M̂.

En particular, si Y es afín, se tienen isomor�smos

̂H i(X,M)
∼→ H i(X,M̂)

y se ver�ca que H i(X,M̂) ' ĺımnH
i(X,M/InM).

Demostración. Por las mismas razones que la demostración del Teorema
7.6.1, se reduce al resultado para mor�smos propios y haces coherentes de
esquemas �como en [33]� y al Lema 7.6.4. Nótese que f∗M es coherente
por el propio Teorema 7.6.1.

Lema 7.6.6. Si f : X → Y es un mor�smo pro-localmente propio o alge-
braicamente propio tal que f] : OY

∼→ f∗OX es un isomor�smo, sus �bras
son conexas; es decir, para todo y ∈ Spec(Y ) el poset

|Spec(κ(y))×geo
Y X|

es conexo.
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Demostración. Supongamos que existiese algún y = [(y, py)] para el que
no fuese conexa y sea y = πY (y) el centro de y �con las notaciones
habituales�. Denotemos a la �bra

Xy = Spec(κ(y))×geo
Y X = Geo(f−1(y),OXy),

y consideremos el diagrama conmutativo

Xy
jy //

f ′

��

X

f

��
Spec(κ(y))

iy // Y.

Por la hipótesis y el Teorema 7.6.5 �y que f∗OX es coherente por el Teo-
rema 7.6.1� se tienen isomor�smos

ÔY,y ' ̂(f∗OX)y = ̂i−1
y f∗OX ' ̂f ′∗j−1

y OX = ̂f ′∗OX|Xy
'

' ĺım
n>0

H0(Xy,OX|Xy
/pny );

donde OX|Xy
/py ' OXy . Como |Xy| = |Geo(Xy,OX|Xy

/pny )| para todo n,
si la �bra fuese disconexa, todos estos H0 descompondrían como productos
de anillos no nulos An × Bn y, por la propiedad universal de los objetos
conexos, el límite sería A × B para A,B anillos no nulos; como este anillo
no puede ser isomorfo a uno local, se concluye.

Observación 7.6.7. De hecho, se prueba que las �bras del Lema 7.6.6 son
geométricamente conexas; en particular conexas tras cualquier cambio de
base a un cuerpo algebraicamente cerrado: �conexas en el sitio étale�. De-
mostraremos esto en el Lema 9.1.3.

Teorema 7.6.8 (Factorización de Stein). Sea f : X → Y pro-localmente
propio (resp. algebraicamente propio). Entonces existe una factorización
X → (X, f∗OX) → Y con g : (X, f∗OX) → Y �nito y f ′ : X → (X, f∗OX)
pro-localmente propio (resp. algebraicamente propio) de �bras conexas.

Demostración. Basta observar que g es �nito porque f∗OX es coherente por
el Teorema 7.6.1 y que, si f es pro-localmente propio, f ′ es de pro-localmente
propio por la Proposición 7.5.30 y de �bras conexas por el Lema 7.6.6.
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Corolario 7.6.9. Un mor�smo f : X → Y es �nito si y solo si es afín
y pro-localmente propio �si y solo si es afín y algebraicamente propio�.
En particular, las nociones de mor�smo algebraicamente propio y mor�smo
pro-localmente propio coinciden cuando se restringen a mor�smos a�nes �y
espacio de llegada separado�.

Demostración. Si f es afín y pro-localmente propio, la factorización del Teo-
rema 7.6.8 coincide con la de la Proposición 7.4.11, luego f es qc-isomorfo
a un mor�smo �nito y, como esta propiedad es geométrica, se concluye. Re-
cíprocamente, todo mor�smo �nito es algebraicamente �nito �Proposición
7.4.30�, luego algebraicamente propio, y por lo tanto pro-localmente propio
�Corolario 7.5.28�.

Observación 7.6.10. En particular, el Corolario 7.6.9 nos dice que, a poste-
riori, un mor�smo (?,A)→ (?,B) como el descrito en el Ejemplo 7.5.22 es
pro-localmente propio si y solo si el correspondiente Spec(A)→ Spec(B) es
propio de esquemas. Esto parece indicar que, en efecto, como se sugiere en
iii') de la Conjetura B.4.34, los recubrimientos �nitos por monomor�smos
planos de esquemas podrían re�narse por recubrimientos abiertos en algún
sentido. Sin embargo, seguimos sin saber nada acerca de esta cuestión en
general o de si, para el caso del Corolario en cuestión, esta coincidencia en
el caso de espacios cuyo espectro es un esquema se mantiene al retirar las
hipótesis de a�nidad.

Corolario 7.6.11. Un mor�smo f : X → Y es una inmersión cerrada si y
solo si es algebraicamente un monomor�smo propio.

Demostración. Se sigue del resultado análogo para esquemas.

De ser cierta la Conjetura 7.1.17, se tendría:

Conjetura 7.6.12. Un mor�smo f : X → Y �con Y separado� es una
inmersión cerrada si y solo si es un qc-monomor�smo pro-localmente propio.

7.7. Inmersiones abiertas

Hasta ahora hemos considerado inmersiones planas, que son los mo-
nomor�smos planos de espacios esquemáticos en la categoría localizada
SchFinqc y de�nen la topología natural para trabajar con estos objetos



7.7. Inmersiones abiertas 213

�todo espacio esquemático es un �espacio localmente afín� en ella�. Sin
embargo, también tiene su interés dar la noción más fuerte de �inmersión
abierta� de espacios esquemáticos.

De�nición 7.7.1. Diremos que un mor�smo f : X → Y es una inmersión
abierta si es algebraicamente una inmersión abierta.

De la de�nición y la caracterización de inmersiones abiertas de esquemas
(qc-qs) como monomor�smos planos de tipo �nito se tiene:

Lema 7.7.2. Un mor�smo f : X → Y es una inmersión abierta si y solo si
es una inmersión plana algebraicamente de tipo �nito.

Demostración. Se sigue de que un monomor�smo plano de tipo �nito de
esquemas es una inmersión abierta y del Lema 7.5.12.

Ejemplo 7.7.3. Si {Xi} es una colección �nita de espacios esquemáticos, las
inclusiones Xj →

∐
iXi son inmersiones abiertas.

Lema 7.7.4. Sea f : X → Y esquemático. Se veri�ca que f es un qc-
isomor�smo si y solo si es una inmersión abierta y �elmente plana.

Demostración. Se deduce del Teorema 5.1.9 teniendo en cuenta que toda
inmersión abierta es una inmersión plana y de que todo qc-isomor�smo es
algebraicamente un isomor�smo �Proposición 7.1.8�, luego es una inmer-
sión abierta.

Por las propiedades generales de los mor�smos algebraicos, se tiene:

Lema 7.7.5. Ser inmersión abierta es una propiedad geométrica, estable
por cambio de base arbitrario y composición, y si f : X → Y induce un
mor�smo de esquemas Spec(f), este es inmersión abierta de esquemas si y
solo si f lo es.

Recordemos que un mor�smo de espacios localmente anillados g : S → T
es una inmersión abierta si induce un homeomor�smo de S con un abierto
de T y g] : g−1OT

∼→ OS es un isomor�smo. Es decir, si g(S) es abierto y
g : S → (g(S),OT |g(S)) es un isomor�smo.

Lema 7.7.6. Las inmersiones abiertas de espacios localmente anillados son
estables por cambio de base arbitrario.
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Demostración. Misma demostración que para esquemas, pues el producto
�brado es el mismo, véase [10, Lemma 01JR].

Lema 7.7.7. Sea Si → Ti una colección de inmersiones abiertas de espacios
localmente anillados, S = colimi Si y T = colimi Ti. Supongamos además
Si y Ti se identi�can son subespacios de S y T veri�cando que OSi ' OS|Si
y OTi ' OT |Ti . Entonces f : S → T es una inmersión abierta de espacios
localmente anillados.

Demostración. Observemos que, por la condición en los OTi , el espacio sub-
yacente a Ti×T S coincide con el producto �brado topológico, es decir, que
si identi�camos Ti con un imagen, Ti ×T S ' f−1(Ti).

Comenzamos viendo que f(S) es abierto, lo cual sucede si y solo si
f(S)∩Ti ⊆ Ti es abierto. Por la observación anterior y ser cada fi inmersión
abierta, f(S)∩Ti ' fi(Si), que es abierto por hipótesis. Además, como todos
los fi son inyectivos, es claro que f es inyectivo. Queda ver que f−1OT ' OS ,
lo cual puede comprobarse �bra en cada s ∈ S. Como los Si recubren, s ∈ Si
para cierto i; y como fi es inmersión abierta, OTi,fi(s) ' OSi,si . Se concluye
por las hipótesis sobre los haces de anillos.

Proposición 7.7.8. Un mor�smo f : X → Y es una inmersión abierta si y
solo si Spec(f) es una inmersión abierta de espacios localmente anillados.

Demostración. Si f es una inmersión abierta, entonces tenemos una familia
de inmersiones abiertas de esquemas Spec(f−1(Uy)) ↪→ Spec(Uy) cuyo colí-
mite es Spec(f). Como esta familia está en las condiciones del Lema 7.7.7
�Proposición 4.3.12�, se concluye que Spec(f) es inmersión abierta.

Recíprocamente, si Spec(f) es inmersión abierta, cualquier cambio de
base suyo lo es por el Lema 7.7.6. Si Z → Y es un mor�smo con Spec(Z)
esquema, teniendo en cuenta la Proposición 4.4.4, se tiene que el mor�smo
Spec(Z ×Y X) ' Spec(Z) ×Spec(Y ) Spec(X) ↪→ Spec(Z) es una inmersión
abierta y, además, Spec(Z ×Y X) es un esquema por ser homeomorfo a un
subesquema abierto de un esquema.

La caracterización de la Proposición 7.7.8 tiene un problema: para un X
arbitrario, no dice nada acerca de cuándo un abierto U ⊆ Spec(X) aparece
como la imagen de Spec(f) para algún f esquemático. Una vez construido
f , lo que sí nos dice es que esta debe ser una inmersión abierta.
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Corolario 7.7.9. Dado un Y esquemático tal que Spec(Y ) es esquema, se
tiene una correspondencia biunívoca entre las clases de qc-equivalencia de
inmersiones abiertas f : X → Y y los abiertos (qc-qs) de Spec(Y ).

Demostración. Por ser Spec(Y ) un esquema, todo abierto U ⊆ Spec(Y ) lo
es con su estructura inducida. En particular, U ' Spec(X) para cierto X
esquemático �y con restricciones abiertas�. Se concluye por el Teorema
B.4.22 y la Proposición 7.7.8.

Si X es algebraico �X → X×X es un mor�smo algebraico�, cualquier
mor�smo desde un espacio cuyo espectro sea un esquema es algebraico por
el Lema 7.1.12; en particular, las inclusiones ix : Ux → X, que a priori son
inmersiones planas, son algebraicas. En general, para un X esquemático
cualquiera, se veri�ca que X tiene restricciones abiertas si y solo si ix es
una inmersión abierta para todo x ∈ X. De darse este caso, Spec(X) es
un esquema, luego X es algebraico. Más en general, como consecuencia del
Corolario 7.7.9:

Corolario 7.7.10. DadoX esquemático, Spec(X) es un esquema si y solo si
admite un recubrimiento por inmersiones abiertas {Ui → X} con Spec(Ui)
esquema para todo i.

7.7.1. Observaciones sobre el �sitio de Zariski�

En esta Sección recurrimos ampliamente al Apéndice B.4.

De�nición 7.7.11. Dado un espacio esquemático X, de�nimos el sitio pe-
queño de Zariski de X, denotado XZar como aquel cuyos objetos son las
inmersiones abiertas U → X y cuyos recubrimientos Cov(U → X) son
familias �nitas de inmersiones abiertas {Ui → U} tales que

∐
i Ui → U es

�elmente plano.

Observación 7.7.12. Dada una familia �nita {Ui → U} de mor�smos alge-
braicos , el mor�smo

∐
i Ui → U también es algebraico.

Lema 7.7.13. Dado X esquemático, todo haz F ∈ Sh(XZar) envía qc-
isomor�smos a isomor�smos. Así, la localización induce una equivalencia
Sh(XZar) ' Sh((XZar)qc).

Demostración. Misma demostración que la Proposición 5.6.6.
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De�nición 7.7.14. Dado un proesquema S ' Spec(X) �Apéndice B.4�,
de�nimos el sitio pequeño �de Zariski�, denotado SZar como aquel cuyos
objetos son inmersiones abiertas esquemáticas y cuyos recubrimientos son
familias �nitas de inmersiones abiertas conjuntamente epiyectivas.

Observación 7.7.15. Nótese que un mor�smo esquemático de proesquemas
S → T es una inmersión abierta en el sentido de espacios localmente ani-
llados si y solo si es algebraicamente inmersión abierta �con la noción de
algebraicidad de la De�nición B.4.14�.

Lema 7.7.16. DadoX esquemático con Spec(X) esquema, se inducen equi-
valencias

(XZar)qc ' Spec(X)Zar, Sh(XZar) ' Sh(Spec(X)Zar) ' Sh(Spec(X)).

En particular, si X e Y son qc-isomorfos, se tienen (XZar)qc ' (YZar)qc y
Sh(XZar) ' Sh(YZar).

Demostración. Se sigue del Corolario 7.7.9.

Como el Corolario 7.7.9 no es cierto para X arbitrario, tenemos pro-
blemas comparar los haces en XZar con los haces ordinarios en Spec(X).
Con esta de�nición hemos esquivado el problema estableciendo que las in-
mersiones abiertas son las que vienen ya equipadas con una estructura de
proesquema. Obsérvese que si S es un proesquema algebraico y se veri�can
las conclusiones de la Conjetura B.4.26, el análogo del Lema 7.7.16 sería
cierto para este caso:

(XZar)qc ' Spec(X)Zar, Sh(XZar) ' Sh(Spec(X)Zar).

Mientras que la última equivalencia Sh(Spec(X)Zar) ' Sh(Spec(X)) se
obtendría si fuese cierta alguna variante de i) de la Conjetura B.4.34.

Por otra parte, con el mismo procedimiento estándar que en el caso débil-
mente étale, XZar se convierte en un sitio anillado con haz de anillos OXZar

,
luego podemos hablar de categorías de módulos y módulos cuasicoherentes
en XZar. Se tienen inclusiones

XZar → XwZar ← Xτ ;

y si X tiene restricciones abiertas hay, además, una inclusión Xτ → XZar

cerrando un cuadrado conmutativo. En este caso, se veri�ca trivialmente:
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Lema 7.7.17. Si X tiene restricciones abiertas, Xτ ⊆ XZar induce una
equivalencia Qcoh(X) ' Qcoh(XZar) ' Qcoh(Spec(X)).

Demostración. Se deduce de que Spec(X) es un esquema y X un modelo
�nito suyo.

Lema 7.7.18. Para todo punto esquemático x ∈ Spec(X), el functor
Fibx : XZar → Set tal que (Y → X) 7→ |Spec(κ(x)) ×geo

X Y | de�ne un
punto del sitio XZar �De�nición B.3.6�.

Demostración. Inmediato.

Por supuesto, Fibx(Y
f→ X) es, o bien ? si x pertenece a la imagen

de Spec(f), o bien vacío en otro caso. Como siempre, el punto x de�ne un
functor

(−)x : Sh(XwZar)→ Set F 7→ Fx

de modo que Fx = colimU→X F(U), donde el colímite se toma sobre todos
los entornos abiertos de x, es decir, sobre los U → X abiertos tales que x
pertenece a la imagen esquemática.

Observación 7.7.19 (Patologías del topos de Zariski). Queda un problema
más: ½si todo punto tuviese algún entorno abierto afín, por tanto un en-
torno abierto que es un esquema, Spec(X) sería esquema! �por el Corolario
7.7.10�. Es decir, nuestros puntos no tienen entornos a�nes �esquemática-
mente abiertos� en general, al contrario que sucedía en la topología de las
inmersiones planas. De otro modo, no es cierto que Sh(XZar) ' Sh(XAff

Zar).
Si x no tiene ningún entorno abierto afín, la �bra de cualquier haz en x es
el colímite del diagrama vacío, es decir, el objeto inicial ?.

Es más, nótese que si x centra en x, sí que tiene entornos abiertos en
(Ux)Zar �por ser este espacio un esquema�, pero esta restricción, a priori,
no es compatible con considerar los topos asociados por no ser Ux → X una
inmersión abierta. En particular, no es claro ni esperamos que se veri�que

(F|Ux)x ' Fx.

Es más, si U, V → X son dos inmersiones planas tales que U, V son esquemas
y que contienen a x, en principio tampoco puede a�rmarse que tomar �bra



218 Capítulo 7. Clases geométricas de espacios y mor�smos esquemáticos

en x en UZar y VZar sea equivalente. Parece que el fondo de estas cuestiones
está, una vez más, relacionado con la comparación de XZar con la topología
conjuntística de Spec(X).

7.7.2. Otros sitios �algebraicos�

Del mismo modo que hemos de�nido la topología de Zariski para espacios
esquemáticos, podemos de�nir las topologías étale y fppf �y la extensión de
cualquier otra topología de esquemas que requiera presentación �nita�. Del
mismo modo, pueden de�nirse topologías de inmersiones planas algebraica,
pro-étale álgebraica y �elmente plana algebraica.

De�nición 7.7.20. Sea α una topología de Grothendieck en la categoría
de esquemas cuasicompactos y cuasiseparados cuyos objetos son mor�smos
veri�cando una propiedad Pα estable por cambio de base y local en la to-
pología fpqc. Dado un espacio esquemático X, se de�ne el sitio pequeño
�fuerte� α algebraico, denotado genéricamente, Xalg−α, como aquel cuyos
objetos son mor�smos Y → X algebraicamente Pα y cuyos recubrimien-
tos son Cov(Y → X) son familias �nitas {Yi → Y } �algebraicamente�
�elmente planas.

El análogo del Lema 7.7.16 es cierto para estas topologías:

Proposición 7.7.21. Con las notaciones anteriores, si X es esquemático
tal que Spec(X) es un esquema, hay una equivalencia de sitios

(Xalg−α)qc ' Spec(X)α.

Demostración. Se sigue de los Lemas 7.1.10 y 7.1.6.

Observación 7.7.22. Si X es algebraico, el Lema 7.1.12 implica que hay un
mor�smo algebraicamente �elmente plano �estándar� U = qx∈XUx → X.
Si ∀x,Pα(Ux → X), entonces U → X es el recubrimiento estándar en
Xalg−α. Esto sucede, para X general, cuando α es la topología de mo-
nomor�smos planos de esquemas o cualquiera que la contenga �como la
pro-étale o la propia fpqc�. La existencia de un recubrimiento con estas
características y la Proposición 7.7.21 permiten extender hechos de la topo-
logía α para esquemas a Xalg−α por medio análogos a los que clásicamente
se emplean para extender cuestiones de la topología étale de esquemas a
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espacios algebraicos o stacks algebraicos a través del sus mor�smos de pro-
yección natural. Finalmente, aunque X no sea algebraico, cada Ux ⊆ X sí
es algebraico �por ser afín�, por lo que este tipo de argumentos siguen
funcionando para qy≥xUy → Ux.

Proposición 7.7.23. Si X es esquemático y F ∈ Sh(Xalg−α) es un haz,
entonces F manda qc-isomor�smos a isomor�smos. Es decir, el functor de
localización Xalg−α → (Xalg−α)qc induce una equivalencia de topos

Sh(Xalg−α) ' Sh((Xalg−α)qc).

Demostración. Misma demostración que la Proposición 5.6.6.

Por idénticos motivos al caso de las inmersiones planas, los functores
de puntos no son haces en ninguna de estas topologías, y por tanto no son
subcanónicas. Sin embargo, sus haci�cados son precisamente los functores
de puntos en la localización:

Proposición 7.7.24. Si Xalg−α es como hasta ahora e Y → X es un objeto
de Xalg−α, la haci�cación del �prehaz de puntos� de Y , que llamaremos haz
de puntos de Y , es su functor de puntos en la categoría localizada. Es decir,

HomXalg−α(−, Y )] ' Hom(Xalg−α)qc
(−, Y ).

Demostración. Mismo argumento que la Proposición 7.7.24.

Corolario 7.7.25. Si X es tal que Spec(X) es un esquema, para todo
Y → X en Xalg−α se tiene un isomor�smo �véase la Proposición 5.2.4�

HomXalg−α(−, Y )]| Spec−1(Sch)
' HomSpec(X)α(−,Spec(Y )) ◦ Spec|Spec−1(Sch) .

Proposición 7.7.26. Si φ : X → Y es un qc-isomor�smo, se induce una
equivalencia de topos (φ−1 a φ∗) : Sh(Xalg−α)

∼→ Sh(Yalg−α).

Demostración. Mismo argumento que la Proposición 5.6.10.

Por último, acabamos observando que, si P es una propiedad pro-local
de mor�smos esquemáticos de�niendo una topología α �por ejemplo, in-
mersiones planas o mor�smos débilmente étale�, puede de�nirse para cada
X el sitio pequeño de espacios pro-localmente P sobre X, que denotamos
Xα. Nótese que todo mor�smo algebraicamente P es pro-localmente P por
el Corolario 7.5.11.
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Lema 7.7.27. Si X es algebraico, la inclusión Xalg−α ⊆ Xα induce una
equivalencia

Sh(Xalg−α) ' Sh(Xα).

Demostración. Como las inmersiones planas siempre son pro-localmente P,
cualquier mor�smo U → X de este tipo admite un recubrimiento dado
por {qu∈UUu → U → X}. Como los Uu → X son mor�smos desde un
esquema a un espacio esquemático algebraico, son algebraicos, y por tanto
algebraicamente P, de donde se concluye.

Observación 7.7.28. Insistimos en el hecho de que, en función de la topo-
logía α de partida que elijamos, pueden ocurrir patologías como las de la
Observación 7.7.19.



Parte III

El grupo fundamental étale de
espacios esquemáticos

La gloria, como todo el mundo sabe, tiene un sabor amargo.

El marino que perdió la gracia del mar, Yukio Mishima
trad. Jesús Zulaika, John Nathan
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Capítulo 8

Construcción de una categoría
de Galois

Abordamos ahora la de�nición de la �categoría de revestimientos étale
�nitos� asociada a un espacio esquemático y la prueba de que, cuando el
espacio base es conexo y se especi�ca un functor �bra, se obtiene una es-
tructura de categoría de Galois que coincide cuando es pertinente con la
versión homónima clásica de esquemas.

Se puede proceder de varias maneras, pero dado que hemos introducido
la terminología de mor�smos algebraicos, podemos de�nir �mor�smo esque-
mático étale� como aquel que es algebraicamente étale. Como todo mor�smo
�nito es afín, luego algebraico, esta de�nición recoge también la noción co-
rrecta de �mor�smo �nito étale�. Con objeto de mantener la discusión más
�geométrica� y motivados porque los que deben llamarse �revestimientos
triviales� resulten ser estándar a�nes �De�nición 7.4.20 y Lema 8.1.14�,
cuando el espacio base es geométrico, vamos a decir que un �revestimiento
�nito étale� es un mor�smo �nito étale y estándar afín. Una buena parte del
material que sigue está dedicado a extender los resultados clásicos relativos
a los revestimientos étale de esquemas a este caso esquemático, siendo cen-
tral la cuestión de ver que son equivalentes a los haces objetos localmente
constantes del topos étale, salvando así el puente entre las teorías de cate-
gorías y topos de Galois. Probado dicho punto, nos dedicamos a veri�car
que nuestros revestimientos veri�can las propiedades requeridas en los axio-
mas de categoría de Galois; ídem para los functores �bra determinados por
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�puntos geométricos� �de�nidos de modo análogo a los correspondientes
a puntos esquemáticos con que ya hemos trabajado�. Todo ello converge
al que es nominalmente el Teorema �principal� de la memoria: 8.2.7.

Para dar al cierre de la memoria cierto aspecto de sonata, empleamos
algunas de las herramientas que hemos desarrollado para extender al caso
esquemático dos resultados estándar relativos al grupo fundamental étale de
esquemas: la sucesión exacta de homotopía, para la cual ya hemos desarro-
llado previamente la maquinaria de mor�smos pro-localmente propios �si
bien la demostración propiamente dicha es de carácter categorial�; y el
Teorema de Seifert-Van Kampen, tanto para grupoides fundamentales co-
mo para grupos fundamentales, que se seguirá de argumentos de descenso
formales para C-datos introducidos en la Sección 5.5.

Todo lo presentado es, estrictamente hablando, original; aunque las téc-
nicas subyacentes, lenguaje de espacios esquemáticos al margen, son con
frecuencia similares o análogas a las del caso clásico que hallamos en muy
diversa literatura �[15], [17], [37], etc.� Sin embargo, nos gustaría enfatizar
que este paralelismo tan estrecho es fruto de nuestro trabajo previo: se debe
en buena medida a que hayamos de�nido los revestimientos en la categoría
de mor�smos estándar a�nes, para los cuales el comportamiento topológico
de los espacios �triviales� es el esperado. De haber omitido este lenguaje,
las demostraciones se habrían camu�ado tras ropajes más estrafalarios.

8.1. Revestimientos étale �nitos

Como los mor�smos �nitos son algebraicos por la Proposición 7.4.30,
podemos restringir el estudio de los mor�smos étale al caso algebraico para
tratar los revestimientos �nitos étale. Por independencia de exposición, es-
cribimos las de�niciones de las Secciones 7.1 y 7.7.2 en este caso particular.

De�nición 8.1.1. Un mor�smo f : X → Y se dice étale si es algebraica-
mente étale. Fijado Y esquemático, de�nimos el sitio (pequeño) étale sobre
Y como aquel cuyos objetos son mor�smos étale X → Y y cuyos recu-
brimientos Cov(X → Y ) son familias �nitas {Xi → X}i conjuntamente
�elmente planas �automáticamente algebraicamente �elmente planas�.

Observación 8.1.2. De nuevo, la localización por qc-isomor�smos (Yét)qc es
pequeña. Aplican las condiciones relativas a haci�cación en este tipo de
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sitios, análogas a las ya estudiadas para el sitio débil de Zariski.

Si f : X → Y es étale, como Spec(Y ) tiene la topología cociente de
los Spec(Uy), la imagen de Spec(f) es abierta �por ser la imagen de un
mor�smo plano y de presentación �nita de esquemas abierta�. Con esta
de�nición, tenemos que, como en el caso de esquemas:

Lema 8.1.3. [15, I, 5.9] Un mor�smo de anillos A → B es étale si y solo
si es plano, de presentación �nita y para todo primo p ⊆ A, κ(p) ⊗A B es
una κ(p)-álgebra separable �i.e. un producto directo �nito de extensiones
�nitas separables de κ(p)�. Un mor�smo afín de esquemas S → T es étale
si y solo si es plano, de presentación �nita y, para todo t ∈ T , la �bra
es Spec(κ(t)) ×T S ' qi∈I Spec(Ki) con I �nito y κ(t) → Ki extensiones
�nitas separables.

Lema 8.1.4. Un mor�smo �nito y plano f : X → Y es �nito étale si y solo
si para todo punto esquemático y ∈ Spec(Y ), la �bra geométrica es

Spec(κ(y))×geo
Y X ' qi∈I Spec(Ki)

con I �nito y κ(t)→ Ki extensiones �nitas separables.

Si f : X → Y es un mor�smo étale y Spec(Y ) es un esquema, los Lemas
7.1.10 y 7.1.6 garantizan que se tiene una equivalencia entre los sitios étale
de Y y �como esquema� de Spec(Y ):

(Yét)qc ' Spec(Y )ét.

Dado un esquema S, denotemos por FÉt(S) a su categoría de revesti-
mientos �nitos étale �mor�smos �nitos y étale a S�; y del mismo modo,
dado un espacio esquemático Y , denotemos FÉt(Y ) a la categoria de espa-
cios esquemáticos �nitos y étale sobre Y . Nótese que por ahora no hemos em-
pleado la palabra revestimiento en el contexto esquemático, dado que vamos
a reservarla para una clase especial de mor�smos �nitos étale que posee un
comportamiento más �geométrico�. Como ambas son subcategorías de espa-
cios a�nes sobre la base, por la Proposición 7.4.11, se inducen equivalencias
con respectivas subcategorías plenamente �eles Qcohfét(S) ⊆ Qcohalg(S)
y Qcohfét(Y ) ⊆ Qcohalg(Y ):

FÉt(S) ' Qcohfét(S)op, FÉt(Y )qc ' Qcohfét(Y )op.
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Lema 8.1.5. Si φ : X → Y es un qc-isomor�smo, se inducen equivalencias

(f∗ a f∗) : Qcohfét(X)
∼→ Qcohfét(Y ), FÉt(X)qc ' FÉt(Y )qc.

Demostración. Por la Proposición 7.4.11, se reduce a ver que la equivalencia
(AffFin/X)qc ' (AffFin/Y )qc, dada por composición con f y producto �-
brado, restringe al caso de mor�smos �nitos étale. Como los qc-isomor�smos
son algebraicamente isomor�smos, son algebraicamente étale por la Propo-
sición 7.1.8; luego componer un mor�smo �nito étale con un qc-isomor�smo
sigue produciendo un mor�smo �nito étale por la Proposición 7.1.7. Recí-
procamente, los mor�smos algebraicamente étale son estables por cambio
de base arbitrario por el mismo resultado. Equivalentemente, lo que hemos
visto es que Qcohalg(X) ' Qcohalg(Y ) restringe al caso �nito étale.

Por el Lema 8.1.5, podemos suponer Y geométrico.

De�nición 8.1.6. Sea Y geométrico. Se dice que un mor�smo X → Y es
un revestimiento �nito étale si es un mor�smo �nito étale y estándar afín
�De�nición 7.4.20�. Denotemos

RÉt(Y )

a la categoría de revestimientos �nitos étale de Y .

Observación 8.1.7. Para Y arbitrario, como caso particular de los Lemas
8.1.5 y 7.4.21, el functor St induce equivalencias

FÉt(Y )qc ' FÉt(Geo(Y ))qc ' RÉt(Geo(Y )) '
' Qcohfét(Geo(Y ))op ' Qcohfét(Y )op.

Lema 8.1.8. Si f : X → Y y g : Y → Z son revestimientos �nitos étale,
g ◦ f es un revestimiento �nito étale. Si g ◦ f y g son revestimientos �nitos
étale, entonces f es un revestimiento �nito étale.

Demostración. Es claro para mor�smos �nitos étale por ser estos algebraicos
y ser cierta la propiedad para esquemas. En lo referente a ser estándar a�nes,
es la Proposición 7.4.28.
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Para mor�smos �nitos étale en el caso esquemático, podemos de�nir
una noción de grado análoga a la clásica de esquemas. Recordemos que si
ϕ : A → B es un mor�smo de anillos y A es noetheriano, que ϕ sea �nito
y plano implica que B es localmente libre �y �nito�. Es decir, se tiene
de�nida una función grado

degA(B) : Spec(A)→ Z+

p 7→ rankApBp;

donde rankApBp es el rango del Ap-módulo libre Bp, que claramente coincide
con el número de puntos de la �bra de Spec(B) → Spec(A) en p. Además,
es bien sabido que esta función es localmente constante �constante en cada
componente conexa�. En particular, si Spec(A) es conexo, argumentando
en �bra se tiene que (C.f. [17, Prop. 4.10]):

degA(B) = 0⇔ Spec(B) = ∅, (8.1.1)

degA(B) = 1⇔ Spec(B)→ Spec(A) es isomor�smo,

degA(B) ≥ 1⇔ Spec(B)→ Spec(A) es epiyectivo;

y además, este último caso sucede si y solo si ϕ : A→ B es inyectivo. Nótese
que la parte no trivial de este resultado es que una mera condición topológica
tenga re�ejo algebraico.

Si ahora f : X → Y es �nito y plano �como es el caso de los reves-
timientos �nitos étale� y A = f∗OX ∈ Qcohfét(Y ) es el haz de álgebras
cuasicoherente asociado, como Ay es una OY,y-álgebra plana y �nita como
OY,y-módulo, se tiene una función grado

degY (X) : Spec(Y )→ Z+

y 7→ rankOY,yAy;

donde ya vimos que la �bra en y es tomar �bra en y y localizar en el
primo correspondiente. Por motivos análogos a los del caso de anillos, esta
aplicación es localmente constante.

Lema 8.1.9. Si Y es pw-conexo, la función grado degY (X) de�nida pre-
viamente factoriza vía el mor�smo centro πY por degY (X) : |Y | → Z+, que
también es localmente constante.
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Demostración. Como Y es pw-conexo y el grado de un mor�smo �nito
y plano de anillos es localmente constante, es constante entre todos los
puntos esquemáticos centrados en un mismo punto topológico: es decir,
degY (X)| Spec(Uy) se identi�ca con un entero ny ∈ Z+ y, por tanto, se de�ne
degY (X)(y) = ny; que es localmente constante por el Lema 6.3.2.

En cualquiera de los casos, tiene sentido de�nir:

De�nición 8.1.10. Si Y es geométrico conexo y f : X → Y es un revesti-
miento �nito étale, el entero degY (X) = n ∈ Z+ es el grado de f .

Lema 8.1.11. Si Y es geométrico conexo y f : X → Y es un revestimiento
�nito étale:

degY (X) = 0⇔ X = ∅, (8.1.2)

degY (X) = 1⇔ f : X → Y es isomor�smo,

degY (X) ≥ 1⇔ f : X → Y es epiyectivo.

En particular, si Y no es conexo, f es inyectivo si y solo si degY (X) ≤ 1.

Demostración. El resultado se sigue de la ecuación 8.1.1 y del Lema 7.4.21.
Para el caso de grado ≥ 1, nótese que f es qc-epiyectivo por el caso de
anillos, pero como Y es geométrico, |f | es epiyectivo. Para el caso de grado
igual a 1, obsérvese que, a priori, se obtendría que f es un qc-isomor�smo,
concluyéndose por el Corolario 7.4.27.

Haces localmente constantes

Sea Y esquemático, F un conjunto �nito y tomemos el prehaz constante:

F pre : Y op
ét → Set (X → Y ) 7→ F.

Como es habitual, el haz asociado F := F ]pre, de�nido si se quiere como el
que veri�ca la propiedad universal de la haci�cación �aunque nótese que
en este caso F pre manda trivialmente qc-isomor�smos a isomor�smos y, por
tanto, podemos emplear sin problemas el functor de haci�cación�, es el haz
constante de �bra tipo F , que explícitamente es

F (X → Y ) =
∏

πpw
0 (X)

F ;

donde recordamos que πpw
0 (X) = π0(|pw(X)|) = π0(|Geo(X)|).
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De�nición 8.1.12. Sea F un conjunto �nito. Un mor�smo X → Y es
�nito constante de �bra tipo F �en la topología étale� si su haz de puntos
HomYét(−, X)] = Hom(Yét)qc

(−, X) es el haz constante de �bra tipo F .

Lema 8.1.13. Ser �nito constante de �bra tipo F es una propiedad geomé-
trica.

Demostración. Se sigue de que esté de�nida vía el haz de puntos.

Lema 8.1.14. Dado un conjunto �nito F y un espacio esquemático Y , el haz
constante F : (Yét)

op
qc → Set es representable por la clase de qc-equivalencia

de πF : qF Y → Y . Si Y es geométrico, la restricción de este haz a la
subcategoría de espacios geométricos �étale sobre Y� es representable
por πF : qF Y → Y , sin necesidad de localizar.

Demostración. Basta probar la segunda parte, pues la primera se deduce
de esta por el Lema 5.2.8. En efecto, sea un mor�smo étale X → Y con X
e Y geométricos �y, por tanto, qFY también geométrico�. Supongamos
además que Y es conexo. Sea X =

∐
iXi la descomposición en componentes

top-conexas de X. Como qFY → Y es estándar afín �De�nicion 7.4.20 y
discusión previa�, por el Corolario 7.4.25, tenemos biyecciones functoriales

Hom(Yét)qc
(X,qFY ) ' HomYét(X,qFY ) '

∏
πpw

0 (X)

HomYét(Xi,qFY ) '

'
∏

πpw
0 (X)

∐
F

HomYét(Xi, Y ) '
∏

πpw
0 (X)

F ;

donde hemos empleado la propiedad universal del coproducto y la de objeto
conexo categorial �Observación 6.3.12�. Si Y no es conexo, se argumenta
en cada componente conexa.

Si Y es geométrico, qFY → Y es un revestimiento �nito étale.

Corolario 8.1.15. Un mor�smo X → Y es �nito constante de �bra tipo F
si y solo si es qc-equivalente a qFY → Y . En particular, si Y es geométrico,
un mor�smo estándar afín X → Y lo es si y solo si es isomorfo a qFY → Y .

Corolario 8.1.16. Los mor�smos �nitos constantes son estables por cambio
de base arbitrario y composición. Más concretamente:



230 Capítulo 8. Construcción de una categoría de Galois

Si X → Y e Y → Z son �nitos constantes de �bras tipo F y G
respectivamente, la composición X → Z es �nito constante de �bra
tipo F ×G.

Si X → Y es �nito constante de �bra tipo F , cualquier cambio de
base Z ×Y X → Z es �nito constante de �bra tipo F .

De�nición 8.1.17. Diremos que un haz F ∈ Sh(Yét) es �nito localmente
constante �en la topología étale� si existe {fi : Ui → Y } ∈ Cov(Y ) tal que
para cada i, f∗i F ∈ Sh((Ui)ét) es el haz constante Fi para cierto conjunto
�nito Fi.

Se dice que un mor�smo X → Y es �nito localmente constante �en la
topología étale� si su haz de puntos �en la topología étale� es localmente
constante; o equivalentemente, si existe un recubrimiento como antes tal que
Ui ×Y X → Ui es qc-equivalente a qFiUi → Ui para todo i.

Lema 8.1.18. Ser �nito localmente constante es una propiedad geométrica.
Además, esta clase de mor�smos es estable por composición y cambio de
base arbitrario.

Demostración. La primera parte se sigue de que la de�nición se da en tér-
minos del haz de puntos; la segunda, del Corolario 8.1.16.

Lema 8.1.19. Todo mor�smo �nito localmente constante es afín. Un es-
tándar afín X → Y es �nito localmente constante si y solo si existe un
recubrimiento étale {Ui → Y } con Ui geométricos tal que Ui×st

Y X → Ui es
isomorfo a qFiUi → Ui para ciertos Fi y todo i.

Demostración. La primera parte dice que podemos suponer sin pérdida
de generalidad que nuestros mor�smos son a�nes: el resultado se sigue de
que los mor�smos Ui ×Y X → Ui de la de�nición son a�nes por ser qc-
equivalentes a mor�smos a�nes y de la Proposición 7.1.11 y Teorema 7.4.16.
La segunda parte se sigue del Lema 7.4.21.

Observación 8.1.20. Nótese que, en todos los argumentos que siguen, pueden
reemplazarse los recubrimientos de nuestro sitio étale por recubrimientos
algebraicamente �elmente planos de presentación �nita. En otras palabras,
el topos de haces �nitos localmente constantes en Xét es equivalente al de
Xalg−fppf �notación de la Sección 7.7.2�, como sucede en esquemas.
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Denotemos por FLoc(Sét) y FLoc(Yét) a las respectivas subcategorías
de haces de conjuntos �nitos y localmente constantes inducidas por Sét e
(Yét)qc. Es clásico que

FÉt(S) ' Qcohfét(S)op ' FLoc(Sét);

donde a cada revestimiento se le asocia su functor de puntos, que es un haz
localmente constante, y se prueba que cada uno de estos haces es represen-
table. Veamos que lo análogo es cierto para el caso esquemático.

Lema 8.1.21. Si φ : X → Y es un qc-isomor�smo, induce una equivalencia

FLoc(Xét) ' FLoc(Yét).

Demostración. Basta observar que la equivalencia de la Proposición 7.7.26
restringe al caso de haces localmente constantes.

Ahora nos disponemos a probar que la categoría de haces localmente
constantes en la topología étale sobre un espacio esquemático Y coincide
con su categoría de espacios esquemáticos �nitos étale sobre Y localizada
por qc-isomor�smos. Una dirección es sencilla:

Proposición 8.1.22. Los haces �nitos localmente constantes en la topolo-
gía étale son representables por �las clases de qc-equivalencia de� mor�s-
mos �nitos étale. Es decir, un mor�smo �nito localmente constante �en la
topología étale� es un mor�smo �nito étale.

Demostración. Si F es �nito localmente constante como en la De�nición
8.1.17, está representado por la clase de qc-isomor�smo de (Y,A)→ Y con
A el haz cuasicoherente

eq
(∏

i

OqUi ⇒
∏
i,j

OqUi ⊗OY OqUj
)

�donde estamos considerando las imágenes directas en Y de todos los ha-
ces que aparecen, omitidas de la notación�. Este mor�smo es afín, luego
algebraico, y por construcción es Ui ×Y (Y,A) ' (Ui,OqUi) para todo i,
que es qc-isomorfo a qUi → U , y por tanto un mor�smo �nito étale. Por la
Proposición 7.1.11, (Y,A) → Y es �nito étale. La última parte se sigue de
que todas las propiedades involucradas son geométricas.



232 Capítulo 8. Construcción de una categoría de Galois

Para el recíproco, observemos en primer lugar que el número de puntos
de las �bras de un mor�smo �nito localmente constante es constante en
cada componente conexa.

Lema 8.1.23. Si f : Z1 q Z2 = X → Y es �elmente plano con Y conexo y
Zi no qc-isomorfos al vacío (i = 1, 2), entonces es Z1 ×geo

Y Z2 6= ∅.

Demostración. Como Spec(f) es un epimor�smo efectivo de espacios local-
mente anillados por la Proposición 6.2.17, si Z1 ×pw

Y Z2 fuese vacío (por
serlo Z1 ×geo

Y Z2), entonces Spec(Z1) ×Spec(Y ) Spec(Z2) = ∅; y Spec(Y )
sería disconexo por ser el coecualizador de

2∐
i=1

(Spec(Zi)×Spec(Y ) Spec(Zi)) ⇒ Spec(Z1)× Spec(Z2)

como espacios localmente anillados.

En los resultados que siguen, todos los espacios se suponen geométricos.

Lema 8.1.24. Si Y es conexo, un mor�smo estándar afín X → Y es �nito
localmente constante si y solo si existe un recubrimiento Z → Y algebraica-
mente étale �elmente plano tal que Z ×st

Y X → Z es isomorfo a qFZ → Z
para cierto conjunto �nito F .

Demostración. La parte del �si� es trivial por de�nición de mor�smo local-
mente constante. Para el recíproco, sean g : Z → Y y supongamos que
tenemos una descomposición en dos componentes conexas gi : Zi → Y
(i = 1, 2); siendo F1 y F2 las �bras respectivas. Veamos F1 = F2. Como
g : Z = Z1 q Z2 → Y es un recubrimiento algebraicamente �elmente plano
e Y es conexo, se veri�ca que Z1×geo

Y Z2 6= ∅ por el Lema 8.1.23. Con esto, se
tiene la cadena de isomor�smos de espacios estándar a�nes sobre Z1×geo

Y Z2

�a priori qc-isomor�smos, a posteriori isomor�smos por el Lema 7.4.21�∐
F1

(Z1 ×geo
Y Z2) ' (

∐
F1

Z1)×st
Y Z

2 ' F1 ×st
Y X ×st

Y Z
2 '

' Z1 ×st
Y (
∐
F2

Z2) '
∐
F2

(Z1 ×geo
Y Z2);

de donde F1 = F2 �también se deduce de los meros qc-isomor�smos por el
Lema 8.1.13�.
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Corolario 8.1.25. Si X → Y es �nito localmente constante, el número de
puntos de las �bras es constante en cada componente conexa. En particular,
si Y es conexo, para cada y ∈ Spec(Y ), | Spec(κ(y))×geo

Y X| = F para cierto
conjunto �nito F .

Respecto a mor�smos y revestimientos �nitos étale:

Lema 8.1.26. Si f : X → Y es un revestimiento �nito étale, factoriza por
un mor�smo f ′ : X → Y ′ epiyectivo y con Y ′ ⊆ Y una unión de componentes
top-conexas de Y . En particular, si Y es conexo, f epiyectivo, por tanto
algebraicamente �elmente plano. En general, si X es conexo, Y ′ es una
componente top-conexa.

Demostración. Por la Proposición 7.4.26, ya tenemos que f es isomorfo a
qiYi → Y con |Yi| ⊆ |Y | subespacios conexos, luego cada uno contenido en
una componente conexa de |Y |. Así, f debe factorizar por un f ′ : X → Y ′

con Y ′ una unión de componentes conexas de Y . Queda ver la epiyectividad,
para lo cual basta ver que si Y es conexo y ∅ 6= Yi → Y un revestimiento
�nito étale, entonces es epiyectivo. Vencemos por el Lema 8.1.11.

Observación 8.1.27. En el Lema 8.1.26, Y ′ ' St(Im(f)). El mismo resulta-
do es cierto para mor�smos �nitos étale cualesquiera si Y es geométrico.

Lema 8.1.28. Dados f : X → Y �nito étale, Y conexo e y ∈ Spec(Y ),
los puntos de la �bra geométrica son |Spec(κ(y)))×geo

Y X| = F para cierto
conjunto �nito F independiente de y y con cardinalidad n = degY (X); es
decir, el número de puntos de las �bras geométricas es constante e igual al
grado de f .

Demostración. Como f es afín, por la Proposición 7.4.11, factoriza como
X → X ′ → Y con X → X ′ un qc-isomor�smo y f ′ : X ′ = (Y,A) → Y
un mor�smo �nito étale tal que |f ′| es la identidad. Como las �bras de los
qc-isomor�smos son siempre un punto �por ser inmersiones planas, véase
Sección 6.4.1�, podemos suponer que |f | = IdY y OX = A. Ahora se
tiene que |Spec(κ(y)) ×geo

Y X| = |Geo(?, κ(y) ⊗OY,y Ay)|, con y el centro
de y. Se concluye porque Ay es un OY,y-módulo localmente libre de rango
n = degY (X), luego la �bra es |

∐
n(?, κ(y))| =

∐
n{?}.
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Lema 8.1.29. Si f : X → Y es un revestimiento �nito étale admitiendo
una sección s : Y → X, entonces s factoriza por un isomor�smo s′ : Y → X ′

con X ′ ⊆ X una unión de componente top-conexas de X. En particular, un
revestimiento �nito étale conexo es un isomor�smo si y solo si admite una
sección.

Demostración. Por la condición de que s sea una sección, se tiene que π es
epiyectivo �y que s es inyectivo y Spec(s) es inyectivo�. En particular,
s es afín, luego algebraico; y como es una sección de un mor�smo que es
algebraicamente �nito étale, también es �nito étale �por la propiedad �2 de
3� para mor�smos �nitos étale de esquema�. Concluye el Lema 8.1.26.

Observación 8.1.30. Como Y → Y es estándar afín y en virtud del Corolario
7.4.25, el Lema 8.1.29 tiene la siguiente versión general: �Si X es pw-conexo,
Y es conciso y f : X → Y es �nito étale tal que admite una sección salvo qc-
isomor�smo, es decir, existe s : Y ′ → X sobre Y tal que f ◦s : Y ′ → Y es un
qc-isomor�smo, entonces s factoriza por un qc-isomor�smo s′ : Y ′ → X ′ con
X ′ ⊆ X una unión de componentes top-conexas de X. En particular, todo
mor�smo �nito étale conexo que admite una sección salvo qc-isomor�smo,
es un qc-isomor�smo�.

Teorema 8.1.31. Para todo espacio esquemático Y , se tienen equivalencias

RÉt(Geo(Y )) ' FÉt(Y )qc ' FLoc(Yét)

de modo que, si Y es conexo, haces localmente constantes de �bra tipo F
�Lema 8.1.24� se corresponden con revestimientos de grado n = #F .

Demostración. Ya vimos que todo haz �nito localmente constante es re-
presentable por la clase de qc-isomor�smo de un revestimiento �nito étale
�Proposición 8.1.22�. Para el recíproco, por los Lemas 8.1.5 y 8.1.21 y
el Teorema 6.4.2 podemos suponer Y geométrico. Basta ver que para un
revestimiento �nito étale X → Y existe g : Z → Y algebraicamente étale
�elmente plano con Z geométrico tal que, si Z ' qiZi es la descomposi-
ción en componentes top-conexas de Z, hay Zi ×st

Y X es isomorfo a Fi ×Zi
�como espacios sobre Zi� para cierto conjunto �nito Fi. Además, por los
Lemas 8.1.24 y 8.1.28, podemos suponer que Y es conexo y reducirnos a
probar que hay un isomor�smo

Z ×st
Y X ' F × Z
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para cierto conjunto �nito F .
Procedemos, siguiendo las ideas de [17] expuestas en [37], por inducción

sobre el grado n = degY (X) de f : X → Y .
Si n = 1, f es un isomor�smo por el Lema 8.1.11 y el propio X → Y lo

trivializa, pues X ×geo
Y X ' X ×st

Y X → X es un isomor�smo por 4) de la
Proposición 7.3.16.

Para n > 1: sea el mor�smo �nito étale X ×st
Y X → X, que admite la

sección diagonal ∆: X → X ×st
Y X. Por el Lema 8.1.29, ∆ factoriza por

un isomor�smo X → X ′, con X ′ ⊆ X ×st
Y X una unión de componentes

top-conexas �y por tanto estándar afín sobre Y� de complementario W
estándar afín sobre Y ; siendo la inclusión W ⊆ X ×st

Y X una inmersión
abierta y, de hecho, un revestimiento �nito étale. La composición g : W → X
es un revestimiento �nito étale de grado n−1 por construcción. Por hipótesis
de inducción, existe Z ′ → X afín �nito étale tal que Z ′×st

XW ' F ′×Z ′ con
#F ′ = n − 1. Se tiene por tanto, que para la composición Z ′ → X → Y ,
que es composición de mor�smos algebraicamente étale �elmente planos por
hipótesis de inducción y el Lema 8.1.26 bajo la hipótesis de conexión de Y ,
hay isomor�smos

Z ′ ×st
Y X ' Z ′ ×st

X X ×st
Y X ' Z ′ ×st

X (X ′ qW ) ' (Z ′ ×st
X X ′)q (F ′ × Z ′);

luego, si Z := Z ×X X ′ → Y , se concluye por el caso n = 1 que hay
isomor�smos

Z ×st
Y X ' (Z ×st

X X ′)q (F ′ × Z) ' Z q (F ′ × Z) ' F,

con F = F ′ q {?}, como queríamos.

Aunque no era necesario este resultado para probar la mayor parte de
equivalencias en el Corolario que sigue, del Teorema 8.1.31 se deduce:

Corolario 8.1.32. Si X es geométrico tal que S = Spec(X) es un esquema,
se tienen equivalencias de categorías

Qcohfét(X)op ' RÉt(X) ' FLoc(X) '
' FLoc(S) ' FÉt(S) ' Qcohfét(X)op.

Observación 8.1.33. La demostración del Teorema 8.1.31 construye un mor-
�smo afín para trivializar el revestimiento, luego prueba, de hecho, que el
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topos de haces �nitos localmente constante en el sitio étale de un espacio
esquemático es equivalente a su análogo en el sitio de mor�smos étale a�-
nes �o, como en el caso clásico, fppf a�nes, a gusto del lector�. Por este
motivo es posible tratar toda la teoría que sigue puramente en términos
de haces cuasicoherentes, de�niendo incluso una estructura de cositio en
Qcohalg(Y ). Este es el enfoque que ya adoptamos en [27], pero que aquí
hemos preferido evitar en pos de seguir un desarrollo mas �geométrico� y
acorde con lo expuesto en la memoria hasta el momento.

Proposición 8.1.34. Si Y es conexo y pw-conexo, cualquier mor�smo entre
mor�smos constantes f : qF Y → qGY viene inducido por composición con
una aplicación φ : F → G, es decir, f(y, i) = (y, φ(i)) para (y, i) ∈ qFY y
f ] la identidad en �bra.

Demostración. Vía el functor Geo, el enunciado queda probado si vemos
que O×GY → O×FY viene inducido por una tal φ, pues nuestro mor�smo será
f = Geo((Y,O×FY ) → (Y,O×GY )). En cada �bra, como OY,y es conexo por
hipótesis, no tiene idempotentes no triviales, luego es un ejercicio de álgebra
lineal que O×GY,y → O

×F
Y,y viene inducido por φ (basta imponer la condición

de mor�smo de anillos en la matriz de la aplicación lineal; véase [17, ex.
5.11(d)]). Este argumento es compatible con los mor�smos de restricción,
por lo que concluimos.

Cocientes por subgrupos �nitos de automor�smos

Es clásico que si T → S es un mor�smo �nito étale de esquemas, el
grupo de automor�smos AutS(T ) es �nito.

Lema 8.1.35. Dado f : X → Y mor�smo �nito étale, existen isomor�smos
de grupos

Aut(FÉt(Y ))qc
(X) ' AutRÉt(Geo(Y ))(RÉt(St(X)) ' AutQcohfét(Y )(f∗OX).

En particular, AutFÉt(Y )qc
(X) ' Γ(AutQcohfét(Y )(f∗OX)) es �nito.

Observación 8.1.36. En realidad, el segundo isomor�smo es con el grupo
opuesto en alguno de sus lados, detalle que obviamos para aligerar notación.
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Demostración. La �nitud se sigue del caso clásico para álgebras étale y de

Γ(AutQcohfét(Y )(f∗OX)) ⊆
∏
x∈X

AutAlg(OY,y)((f∗OX)y);

las equivalencias de que FÉt(Y )qc ' RÉt(Geo(Y )) ' Qcohfét(Y )op.

Una vez más, suponemos que Y es geométrico. Sea f : X → Y revesti-
miento �nito étale y G ⊆ AutY (X) un subgrupo �necesariamente �nito�
de automor�smos. Veamos que existe el cociente categorial X/G→ Y y que
es un mor�smo �nito étale. En efecto, G actúa en el haz de puntos de f
induciendo un functor de �puntos invariantes�

QY (X,G) : RÉt(Y )→ Set

(h : Z → Y ) 7→ HomRÉt(Y )(Z,X)G ' HomQcohfét(Y )(f∗OX , h∗OZ)G;

donde (−)G denota los mor�smos G-invariantes. Por simplicidad, identi�-
camos G como subgrupo de AutQcohfét(Y )(f∗OX), esto es

Hom(f∗OX , h∗OZ)G = {h ∈ HomOY (f∗OX , h∗OZ) : ϕ ◦ g = g ∀g ∈ G}.

Proposición 8.1.37. El functor QY (X,G) es representable por el revesti-
miento St(Y, (f∗OX)G) → Y , donde (f∗OX)G denota el haz de elementos
G-invariantes. Denotaremos a este representante por X/G→ Y .

Demostración. Sea (f∗OX)Gx = {a ∈ (f∗OX)x : gx(a) = a ∀g ∈ G} la �bra
en x ∈ X del haz que denotamos A ≡ (f∗OX)G. Este haz aparece como
ecualizador de todos los mor�smos de traslación por g �que es una familia
�nita�, luego es cuasicoherente por ser Qcoh(Y ) abeliana de Grothendieck.
Basta ver que el mor�smo afín que de�ne fG : (Y,A)→ Y , que representa el
functor QY (X,G) extendido a la categoría Qcohalg(Y )op ' (AffSch/Y )qc,
es �nito étale, para lo cual es su�ciente ver que su haz de puntos es local-
mente constante �Teorema 8.1.31�.

En efecto, sea {gi : Ui → Y } recubrimiento algebraicamente étale �el-
mente plano tal que fi : Ui ×Y X → Ui es �nito constante de �bra tipo Fi.
Denotemos Gi a la imagen de G por el mor�smo

AutQcohfét(Y )(f∗OX)→ AutQcohfét(Y )(fi∗OqFiUi) = AutUi(qFiUi) =

= Aut(Fi),
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donde Gi actúa en la clase de fi por permutaciones en las Fi, es decir,
(fi∗OqFiUi)

Gi '
∏
Fi/Gi

Ui. Se concluye porque, denotando a las �compo-
nentes� de fG por (fG)i : Ui ×Y (Y,A)→ Ui, hay qc-isomor�smos

Ui ×Y (Y,A) ' (Ui, (gi∗OUi ⊗OY A)) ' (Ui, (gi∗OUi ⊗OY f∗OX)Gi) '
' (Ui, (fi∗OqFiUi)

G
i );

en otras palabras, (fi)
Gi

qc
= (fG)i.

Observación 8.1.38. Como nuestros revestimientos son mor�smos estándar
a�nes, se puede demostrar que |X/G| ' |X|/G, donde G actúa por permu-
taciones en las componentes de |X|.

Monomor�smos y epimor�smos

Fijado Y geométrico, caracterizamos los monomor�smos y epimor�smos
en RÉt(Y ), es decir, los qc-monomor�smos y qc-epimor�smos en FÉt(Y ).
Dado que todo mor�smo en FÉt(Y ) es, en sí mismo, un mor�smo �nito
étale, basta especializar los resultados de los Corolarios 7.4.13 y 7.4.14.
Recordemos que, además, todo mor�smo en RÉt(Y ) es, en sí mismo, un
revestimiento �nito étale; y también que un mor�smo �nito étale de anillos
A→ B es inyectivo si y solo si es un monomor�smo en su categoría.

Lema 8.1.39. Un mor�smo f : X → Z en FÉt(Y ) es un qc-monomor�smo
(resp. qc-epimor�smo) si y solo si f] es epiyectivo en �bra (resp. inyectivo
en �bra).

Demostración. Respecto a los qc-monomor�smos, por los mencionados Co-
rolarios, basta observar que un epimor�smo de anillos es epiyectivo si y solo
si es �nito y que el producto tensorial de álgebras �nitas étale es �nita étale.

Para los qc-epimor�smos: como los monomor�smos de anillos son exacta-
mente los mor�smos inyectivos, es claro que si f] es inyectivo en �bra, enton-
ces es un monomor�smo en Qcohfét(Y ). Para el recíproco, como la cuestión
es salvo qc-isomor�smo, podemos suponer que todos los espacios implica-
dos son geométricos y que f es un revestimiento �i.e. estándar afín�. Por
el Lema 8.1.26 a nivel de haces, OZ ' A0 × A1 con A0 ' OZ/ ker(f]) y
A1 ' I para cierto ideal cuasicoherente I �correspondiente a las com-
ponentes conexas que no están en la imagen�; de modo que f] factoriza
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por A0 → f∗OX . Obsérvese además que A0 y A1 siguen siendo haces de
álgebras �nitas étale. En particular, como en el diagrama

A0 ×A1 ×A1

π1

⇒
π2

A0 ×A1 ' OZ
f]→ f∗OX

se veri�ca f] ◦ π0 = f] ◦ π1 �con π0 y π1 las proyecciones obvias� y f] es
un monomor�smo, π0 = π1, de donde A1 = 0 y ker(f]) = 0, por lo que f]
es inyectivo en �bra.

Resumiento y especializando todo lo anterior a RÉt(Y ), se tiene:

Corolario 8.1.40. Unmor�smo f : X → Z enRÉt(Y ) es un qc-epimor�smo
si y solo si es epiyectivo.

Demostración. Reinterpretación de la demostración del Lema 8.1.39 me-
diante el Lema 8.1.26.

Teorema 8.1.41. La categoría RÉt(Y ) veri�ca:

1) Los monomor�smos (resp. epimor�smos) en RÉt(Y ) son exactamente
los mor�smos inyectivos (resp. epiyectivos).

2) Los isomor�smos en RÉt(Y ) son exactamente los homeomor�smos.

3) Si Y es conexo, toda epiyección entre dos revestimientos del mismo
grado es un isomor�smo.

Demostración. Solo queda ver que si f : X → Z es un revestimiento �nito
étale, f] es epiyectivo en �bra si y solo f es inyectivo. En efecto, denotando
A = f∗OX , basta ver pw(Z,A)→ Z es inyectivo si y solo si OZ,z → Az es
epiyectivo para todo z ∈ Z �puesto que X es un subespacio del primero�;
pero esto se tiene porque (?,Az) → (?,OZ,z) es, o bien un isomor�smo, o
bien el mor�smo nulo, pues por la propia epiyección Az es localmente libre
de rango ≤ 1; de donde se concluye por el Lema 8.1.11.

Corolario 8.1.42. Todo mor�smo en RÉt(Y ) factoriza como un epimor-
�smo seguido de un monomor�smo. Además, todo monomor�smo induce un
isomor�smo con una unión de componentes conexas del espacio de llegada.

Demostración. Se sigue del Lema 8.1.26 y el Teorema 8.1.41.
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Corolario 8.1.43. Si Y es conexo y f : X → Z es un mor�smo epiyectivo
en RÉt(Y ) tal que degY (X) = degY (Z), entonces es un isomor�smo.

Demostración. Por el Teorema 8.1.31, encontramos recubrimientos algebrai-
camente étale �elmente planos �y a�nes� trivializando X → Y y Z → Y
respectivamente, luego su producto �brado, {Ui → Y }, trivializa ambas.
Los mor�smos Ui ×st

Y X → Ui ×st
Y Z son isomorfos a fi : qF Ui → qFUi

(con F = degY (X) = degY (Z), independiente de Y por la conexión). Por
hipótesis y estabilidad por cambio de base, cada fi es epiyectivo y viene
inducido por un endomor�smo de conjuntos φi : F → F como en la Pro-
posición 8.1.34, luego φi debe ser biyectivo. Se concluye que fi es un iso-
mor�smo para todo i, luego los Ui ×st

Y X → Ui ×st
Y Z son isomor�smos y

f es un isomor�smo por ser esta una cuestión local �por ejemplo, por las
Proposiciones 7.1.8, 7.1.11 y el Lema 7.4.21�.

8.2. Functores �bra

En esta sección, Ω siempre denotará un cuerpo algebraicamente cerra-
do. Dado un espacio esquemático Y , como caso especial del Lema 5.6.30, los
mor�smos esquemáticos Spec(Ω) → Y están en correspondencia biunívoca
con parejas de puntos esquemáticos de Y y extensiones de los correspon-
dientes cuerpos residuales.

De�nición 8.2.1. Dado un espacio esquemático Y y Ω un cuerpo alge-
braicamente cerrado, un Ω-punto geométrico �o simplemente punto geo-
métrico� es un mor�smo esquemático y : Spec(Ω) → Y , i.e un elemento
y ∈ HomSchFin(Spec(Ω), Y ).

Cada punto geométrico y de�ne un functor �bra

Fiby : Yét → Set

(X → Y ) 7→ |Spec(Ω)×geo
Y X|.

Lema 8.2.2. Para Y esquemático e y punto geométrico, Fiby envía qc-
isomor�smos a isomor�smos; es decir, factoriza por (Yét)qc. Si Spec(Y ) = T

es un esquema y t = Spec((y), este functor coincide exactamente con el
functor �bra de�nido por t en el sitio Tét vía la equivalencia con (Yét)qc.
Además, Fiby es un punto el sitio Yét �De�nición B.3.6�.



8.2. Functores �bra 241

Demostración. Es el análogo del Lema 6.4.4 y la Proposición 6.4.6: sus
demostraciones siguen siendo válidas por la Observación 6.4.5. Nótese que
la equivalencia entre sitios es la Proposición 7.7.21.

Observación 8.2.3. Obsérvese que Fiby aplicado a un f coincide con el
functor �bra en Spec(Uy)ét y el punto inducido cuando lo apicamos al re-
vestimiento �nito étale Spec(f−1(Uy))→ Spec(Uy); pero, en analogía con lo
ya descrito en la Observación 7.7.19, como el mor�smo Uy → Y es solo una
inmersión plana, no étale en general �y ni siquiera algebraica sin hipótesis
de algebraicidad sobre Y�, no se puede esperar que la restricción tenga
buenas propiedades al pasar a topos �por ejemplo, conmutar con tomar
�bra de haces�.

½No está claro siquiera si todo punto y tiene algún entorno étale en Yét!
Si esto fuese cierto, Spec(Y ) sería un espacio localmente anillado localmente
afín vía mor�smos étale y, como todo monomor�smo étale de esquemas es
una inmersión abierta, parecería razonable que Spec(Y ) fuese un esquema
en ese caso �los detalles no son nada obvios�. Por fortuna, esto no será
ningún impedimento para nuestros propósitos.

Supongamos de nuevo que Y es geométrico. Fijado este e y punto geo-
métrico, vamos a considerar ahora la restricción de Fiby a RÉt(Y ) �o, si
se pre�ere, la restricción del functor �bra inducido (−)y : Sh(Yét)→ Set a
FLoc(Y )�. De la propia de�nición del functor �bra y la discusión hasta el
momento, es inmediato el siguiente Lema:

Lema 8.2.4. Si X → Y es un revestimiento �nito étale e y es un punto
geométrico, se tiene # Fiby(X → Y ) = degY ′(Y

′×Y X) �con # denotando
el cardinal del conjunto �nito�, con Y ′ la componente conexa de Y que
contiene a y. Si Y es conexo, el número de puntos de la �bra es el grado del
revestimiento.

Lema 8.2.5. Dado Y e y un punto geométrico de Y , el functor �bra
Fiby : RÉt(Y )→ Set conmuta con coproductos.

Demostración. Se sigue, por ejemplo, del Lema 8.2.4 previo.

Proposición 8.2.6. Si Y es conexo e y un punto geométrico, el functor

Fiby : RÉt(Y )→ Set

es conservativo.
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Demostración. Sea f : X → Z tal que Fiby(f) es un isomor�smo. Por el
Lema 8.2.4, degY (X) = degY (Z). Por el Corolario 8.1.42, f = g ◦ f ′ con
f ′ : X → Z ′ epiyectivo y g : Z ′ → Z inyectivo, con Z ′ una unión de com-
ponentes conexas de Z. Es decir, f : X → Z0 q Z1 = Z factorizando por
f ′ : X → Z0 epiyectivo. Tomando �bra, por el Lema 8.2.5 y la hipóte-
sis, Fiby(X) → Fiby(Z0) q Fiby(Z1) es biyectiva, luego Fiby(Z1) = ∅ y
Z1 → Y es un revestimiento de grado 0, luego Z1 ' ∅ por el Lema 8.1.11.
Se deduce que f es epiyectivo y se concluye por el Corolario 8.1.43.

Teorema 8.2.7. Dado Y un espacio esquemático geométrico conexo e
y : Spec(Ω) → Y un punto geométrico, la pareja (RÉt(Y ),Fiby) es una
categoría de Galois �De�nición C.1.1, donde recordamos que el functor
�bra valora en la categoría de FinSet�. Además, si T = Spec(Y ) es un
esquema y t = Spec(y), se tiene un isomor�smo natural de grupos pro�nitos

πét1 (T, t) ' πét1 (Y,y),

donde πét1 (Y,y) = Aut[RÉt(Y ),Set](Fiby) = Aut[FÉt(Y ),Set](Fiby).

Demostración. Ya hemos venido comprobando los axiomas de la De�nición
C.1.1: 1) es inmediato sin más que observar que los mor�smos �nitos étale
son estables por cambio de base; 2) es observar que la unión disjunta de
revestimientos �nitos étale, es �nito étale �por el Teorema 8.1.31, una unión
disjunta �nita es trivializable por el producto �brado de los recubrimientos
trivializantes de sus componentes� y que los cocientes en cuestión existen
por la Proposición 8.1.37; 3) es exactamente el Corolario 8.1.42.

En los axiomas relativos al functor �bra, en 4) la única parte que puede
no ser evidente es que Fiby conmute con cocientes por subgrupos de auto-
mor�smos, pero esto se deduce de que los automor�smos actúan localmente
por permutaciones en las �bras, como se ve en la propia demostración de la
Proposición 8.1.37; 5) es exactamente la Proposición 8.2.6.

El isomor�smo de grupos pro�nitos del enunciado y la última igualdad,
que a�rma que Aut[FÉt(Y )qc,Set](Fiby) ' Aut[FÉt(Y ),Set](Fiby), son conse-
cuencia del Lema 8.2.2.

Observación 8.2.8. El Teorema 8.2.7 se traduce en que el topos �acotado
sobre conjuntos �nitos� FLoc(Y ) es un topos de Galois. Nótese también
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que, aunque en la Observación 8.2.3 mencionamos que no podíamos garan-
tizar que para un y con imagen y el diagrama

Sh(Yét)

��

Fiby // Set

Sh((Uy)ét)

(Fiby)|Sh((Uy)ét)

33

inducido por Uy ⊆ Y fuese conmutativo, el diagrama análogo restringido a
FLoc(Y ) sí lo será, pues FLoc(Y ) ' RÉt(Y ) y tomar �bra a nivel de estos
haces localmente constantes es lo mismo que tomarla a nivel de revestimien-
tos, siendo ahora la conmutatividad obvia por la de�nición �geométrica� del
functor �bra cuando se aplica a mor�smos.





Capítulo 9

Generalización de resultados
clásicos

9.1. La sucesión exacta de homotopía

El grupo fundamental étale es functorial en la categoría de espacios
esquemáticos conexos punteados. Dado un mor�smo h : Y ′ → Y y Ω-puntos
geométricos respectivos y′ e y de modo que h◦y′ = y, se tiene un mor�smo
de categorías de Galois

h∗ : (RÉt(Y ),Fiby)→ (RÉt(Y ′),Fiby′)

�trivial en los functores �bra�; es decir, un functor h∗ : RÉt(Y )→ RÉt(Y ′)
dado por (X → Y ) 7→ (Y ′×st

Y X → Y ′) de modo que Fiby′ ◦h∗ = Fiby. Esto
induce un mor�smo de grupos pro�nitos entre los grupos fundamentales
dado por composición con h∗:

h∗ : πét1 (Y ′,y′)→ πét1 (Y,y)

con h∗(g)(X → Y ) = g(Y ′ ×st
Y X → Y ′) sobre cada X → Y en RÉt(Y ).

Referimos a la Sección C.1.1 para el caso abstracto general.

Ahora que hemos introducido el sitio étale, podemos mejorar la facto-
rización de Stein del Teorema 7.6.8. Recordemos que dados Y e y, dar un
entorno étale de y es dar una pareja (U → Y,u ∈ Spec(U)) de modo que se
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tiene un diagrama conmutativo

U
g // Y

Spec(κ(u))

u

OO

g′ // Spec(κ(y));

y

OO

con g, y por tanto g′, étale �luego κ(y) → κ(u) es una extensión �nita y
separable�.

Lema 9.1.1. Si Y es esquemático, y ∈ Spec(Y ) es un punto esquemático
con centro en y ∈ Y y κ(y)→ Ω es una extensión �nita separable, entonces
existe un entorno étale (U,u)→ (Uy,y) tal que κ(y) ↪→ κ(u) es isomorfa a
κ(y)→ Ω. De hecho, |U | = |Uy|.

Demostración. El resultado es bien conocido para anillos, véase [10, Lemma
00UD]. Si tomamos U = Uy, existe por tanto OY,y → A étale y un primo
q ⊆ A tal que py �el primo maximal de y� es imagen inversa de q. Basta
considerar A el haz de OY -álgebras que de�ne en U .

Observación 9.1.2. Nótese que la composición U → Uy → Y no es étale: en
primer lugar porque no es, en general, algebraica �salvo si, por ejemplo,
Y es algebraico�; pero también porque, aun en ese caso, sería composición
de un mor�smo étale con uno que es algebraicamente un monomor�smo
plano, y por tanto solo débilmente étale en general. Sin embargo, para el
lema que sigue, este entorno que podríamos llamar �pro-localmente étale�
será su�ciente.

Lema 9.1.3. Dado f : X → Y tal que Spec(f−1(Uy)) es un esquema para
cierto y ∈ Y e y punto esquemático de Y centrado en y, se veri�ca que f
tiene �bra geométricamente conexa en y �es decir, para toda extensión de
cuerpos κ(y) ↪→ Ω, el poset |Spec(Ω)×geo

Y X| es conexo� si y solo si para
todo entorno étale (U,u) → (Uy,y), la �bra de fU : U ×Y X → U en u es
conexa.

Demostración. Como el espectro de la �bra es un esquema por la hipótesis,
la conexión geométrica puede comprobarse sobre extensiones �nitas sepa-
rables del cuepo residual, véase la Observación 6.3.15. El �si� se sigue de



9.1. La sucesión exacta de homotopía 247

que cualquiera de estas extensiones se alcanza por un �entorno� étale co-
mo los del enunciado por el Lema 9.1.1. Recíprocamente, si la �bra de y
no fuese geométricamente conexa, existiría una extensión �nita y separable
κ(y) → Ω tal que Spec(Ω) ×geo

Y X no es conexo, pero por el mismo Lema
construimos (U,u)→ (Uy,y) étale con κ(y)→ κ(u) isomorfa a la extensión
de partida. En ese caso,

Spec(κ(u))×geo
U (U ×Y X) ' Spec(Ω)×geo

Y X

sería disconexo por la suposición, contradiciendo la hipótesis.

Probamos la siguiente mejora del Lema 7.6.6:

Proposición 9.1.4. Si f : X → Y es un mor�smo pro-localmente propio o
algebraicamente propio. Si f] : OY

∼→ f∗OX es un isomor�smo, las �bras de
f son geométricamente conexas. El recíproco es cierto si f es plano.

Demostración. Para el directo, gracias al Lema 7.6.6, basta ver que nos po-
demos reducir a probar que las �bras son conexas, pero esto se obtiene por
el Lema 9.1.3, puesto que los mor�smos fU que aparecen en dicho enuncia-
do siguen siendo pro-localmente propios o algebraicamente propios �para
el caso pro-localmente propio, Y es separado, luego algebraico; y podemos
suponer que |U | = |Uy| es afín, luego separado; por tanto U → Y es alge-
braico y aplica la Proposición 7.5.31�. Recíprocamente, por la existencia
de la factorización de Stein del Teorema 7.6.8, se tiene que f = g ◦ h, con h
pro-localmente propio (resp. algebraicamente propio) de �bras conexas con
g �nito y plano, y por tanto localmente libre; pero como las �bras de g son
geométricamente conexas por hipótesis, se deduce que las de g también lo
son, y por tanto son un único punto. Se concluye que deg(g) = 1 y por tanto,
OY ' f∗OX �aplicando la ecuación 8.1.1 en �bra: nótese vale para álgebras
�nitas localmente libres o, más aún, para álgebras �nitas proyectivas�.

Teorema 9.1.5 (Sucesión exacta de homotopía). Sea h : Z → Y plano y
pro-localmente propio o algebraicamente propio con �bras geométricamente
íntegras y supóngase que Y,Z son geométricos. Sea y ∈ Spec(Y ) un pun-
to esquemático e y : Spec(κ(y)) → Y el punto κ(y)-geométrico asociado,
donde la barra denota un cierre algebraico. Sea z un punto geométrico de
Zy := Spec(y)×geo

Y Z. Se tiene una sucesión exacta de grupos pro�nitos:

πét1 (Zz, z)→ πét1 (Z, z)→ πét1 (Y,y)→ 1.
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Demostración. Comprobamos las condiciones del Teorema C.1.7:
Para la epiyectividad, basta observar que las componentes conexas se

controlan en términos de las secciones globales de la imagen directa de
los estructurales: sea X → Y revestimiento �nito étale conexo con haz
asociado A ∈ Qcohfét(Y ). El pullback Z×st

Y X tiene haz asociado h∗A. Por
la Proposición 9.1.4 se tiene que OY ' h∗OZ , luego por cambio de base
plano es A ∼→ h∗h

∗A. Se concluye tomando secciones globales.
La condición 2a) del Teorema C.1.7 es inmediata, puesto que todo re-

vestimiento �nito étale trivializa en las �bras geométricas. Para 2b), sea
f : X → Z revestimiento conexo tal que Zz×st

Z X → Zz admite una sección,
sea h ◦ f : X → Y la composición y consideremos

X →W = (Y, h∗f∗OX)
ψ→ Y

la factorización de Stein del Teorema 7.6.8, donde tomando St podemos
suponer que ψ estándar afín. Como h ◦ f es plano, ψ es �nito y plano, y
por tanto correspondiente a un haz de álgebras localmente libre. Acabamos
si vemos que ψ es �nito étale y que hay un mor�smo W ′ → X sobre Z con
W ′ una componente conexa de Z ×st

Y W
′.

En efecto, para ver que es �nito étale basta comprobar la condición en
las �bras del Lema 8.1.4. Dado p ∈ Spec(Y ), se tiene

Spec(p)×geo
Y W ' Spec(p)×geo

Y X;

pero como X → W tiene �bras propias geométricamente íntegras por la
Proposición 9.1.4 �y cuyos espectros son esquemas por la hipótesis de
propiedad�, estas deben ser espectros de extensiones algebraicas κ(p), de-
duciéndose que Spec(κ(p)) ×geo

Y X ' qI Spec(κ(p)) para cierto I �nito,
luego que ψ es �nito étale; donde además W conexo porque X es cone-
xo y X → W epiyectivo. Por último, como Zz ×Z X → Zz admite una
sección, el cambio de base a Zz de Z ×st

Y W → Z también lo hace: en par-
ticular X → Z ×st

Y W es un revestimiento �nito étale de grado 1, luego un
isomor�smo por el Lema 8.1.11.

Corolario 9.1.6. Si Ω es un cuerpo algebraicamente cerrado y X,Y son
espacios conexos con uno de ellos pro-localmente propio o algebraicamente
propio, para cualesquiera puntos Ω-geométricos x y y de X e Y se tiene un



9.2. El teorema de Seifert-Van Kampen 249

isomor�smo de grupos pro�nitos

π1(X × Y, (x,y))
∼→ π1(X × Y, (x,y))× π1(X × Y, (x,y)).

Demostración. Se sigue de la sucesión exacta de homotopía y el �lema de
los cinco�.

9.2. El teorema de Seifert-Van Kampen

Vamos a probar el teorema de Seifert-Van Kampen para el grupo funda-
mental étale de un espacio esquemático respecto a un recubrimiento �nito
cualquiera por inmersiones planas. Para ello, abordamos primero su versión
más general para el grupoide fundamental étale. La estrategia consiste en
probar que un functor geométrico adecuado �De�nición 5.5.1� veri�ca
descenso interno �De�nición 5.5.3� y, por el Teorema 5.5.7 �que em-
plea la maquinaria abstracta del cilindro esquemático�, obtendremos los
resultados deseados. En términos de haces �Sección 5.6.1�, lo que se de-
muestra es que la asignación de cada espacio a su grupoide fundamental
es un 2-(co)haz �un costack según cierta literatura� en el topos débil de
Zariski de espacios esquemáticos.

Comenzamos con un lema sobre �pegado� de revestimientos. Conside-
remos a SchFingeo como una 1-categoría y sea el pseudofunctor1:

RÉt : : SchFingeo → Catop X 7→ RÉt(X).

Lema 9.2.1. El functorRÉt es geométrico, es decir, factoriza por SchFingeo
qc .

Demostración. Es el Lema 8.1.5.

Lema 9.2.2. El functor RÉt satisface descenso interno.

Demostración. Gracias al Corolario 8.1.32 basta ver que, para todo X es-
quemático, se tienen equivalencias functoriales en X

Qcohfét(X)op ∼→ 2-límx∈X Qcohfét(Spec(Ux)).

1Como los productos �brados son únicos salvo isomor�smos canónicos, supondremos
que los 2-mor�smos de la de�nición de pseudofunctor están especi�cadas por estos y, por
tanto, solo explicitaremos el 1-functor subyacente. Ya hemos aplicado tácticamente este
tipo de consideraciones en otras partes de la memoria. Véase nota al pie 2, Sección 1.3.
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Especializando la equivalencia de la Proposición 3.1.11 para álgebras cua-
sicoherentes, basta probar que (X,A) → X es �nito étale si y solo si
OX,x → Ax es �nito étale de anillos. El �solo si� es inmediato por esta-
bilidad por cambio de base y su recíproco se sigue del Lema 7.4.15, de la
de�nición de mor�smo �nito étale como mor�smo algebraico y de que ser
�nito étale es local para esquemas. En efecto, por las dos primeras cues-
tiones, podemos suponer que Spec(X) es un esquema y, de hecho, que
tiene restricciones abiertas: si f : Z → X es un mor�smo con Spec(Z)
un esquema, Spec(Z ×X (X,A)) → Spec(Z) será �nito étale si y solo si
Z ×X (X,A) ' (Z, f∗A)→ Z lo es; y vía las equivalencias entre cuasicohe-
rentes descendidos �De�nición B.4.5� podemos, como en el Lema 7.4.15,
suponer que X tiene restricciones abiertas. Se concluye porque el resultado
es local para esquemas, luego basta comprobarlo en el recubrimiento abier-
to Spec(Ux) ⊆ Spec(X) �de hecho, ser �nito étale es local en la topología
fpqc de esquemas [10, Lemma 02LA, Lemma 02VN], luego ni siquiera hace
falta reducir al caso de restricciones abiertas�.

En el Teorema 8.2.7 hemos probado que si X es conexo y x es un punto
Ω-geométrico, la pareja (RÉt(X),Fibx) es una categoría de Galois. En vis-
ta de la discusión general del Apéndice C.1 y de la De�nición C.1.3, se tiene
también que (RÉt(X), {Fibx}), con x recorriendo todos los puntos geomé-
tricos de X, es una categoría de Galois �nitamente multiconexa �donde
hay un conjunto de puntos geométricos por ser estos un subconjunto de los
del esquema

∐
x∈X Spec(Ux) y la �nitud proviene de que basta un punto

geométrico en cada componente conexa para que se veri�que el axioma 3')
de la De�nición en cuestión�. Se tiene así un grupoide fundamental étale

Πét
1 (X)

cuyos objetos son los puntos Ω-geométricos y cuyos mor�smos son las trans-
formaciones naturales ��caminos de Tannaka�� entre functores �bra. Co-
mo X es conexo, se tienen, de hecho, equivalencias

Fibx : RÉt(X)
∼→ Πét

1 (X)-FinSet ≡ [Πét
1 (X),FinSet] (9.2.1)

para cualquier x �jado, inducidas por la equivalencia categorial dada por la
inclusión de un punto πét1 (X,x) ' Πét

1 (X) y por el correspondiente functor
de evaluación. Nótese que estamos conjuntos �nitos con una acción continua
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del grupoide fundamental. Para el caso no conexo, la equivalencia análoga
también se tiene, inducida por al menos un functor �bra en cada componente
conexa �exactamente el Teorema C.1.4�.

Observación 9.2.3. De hecho, una estrategia alternativa para esta sección
sería considerar el problema de descenso interno para el 2-functor que envía
cada espacio a la categoría de Galois �nitamente multiconexa de�nida por
sus revestimientos étale y cierta colección de functores �bra �uno pre�jado
por cada componente conexa, o quizá todos ellos, como se pre�era�. Ha-
ciendo valorar este functor no en Cat, sino en la 2-categoría de categorías
de Galois �nitamente multiconexas, se llegaría al resultado análogo al Lema
9.2.2. Solo habría que demostrar que los pseudolímites en esta 2-categoría,
con la estructura de�nida en [35], no son más que los pseudolímites de las
categorías subyacentes equipados con la unión de todos los functores fun-
damentales de partida �extendidos al total vía las proyecciones�.

Se de�ne un functor grupoide fundamental étale

Πét
1 : SchFin→ GpdStone

con valores en la 2-categoría de grupoides pro�nitos con un número �nito
de componentes conexas �en el sentido del Teorema C.1.4�.

Lema 9.2.4. El functor Πét
1 es geométrico.

Demostración. Es probar que espacios qc-isomorfos tienen el mismo gru-
poide fundamental étale asociado, lo cual se sigue de que tienen las mis-
mas categorías de revestimientos �nitos étale por el Lema 9.2.1, los mismos
puntos geométricos �Proposición 5.3.6�, de que dos categorías de Galois
isomorfas tienen grupos fundamentales isomorfos, �aplicando esto a cada
componente conexa� y de que lo análogo es cierto para caminos de Tan-
naka entre los functores �bra. Nótese que todo esto es elemental por ser
todos los datos �geométricos�: dado un qc-isomor�smo X → Y , se induce
una equivalencia RÉt(X) ' RÉt(Y ) vía producto �brado y composición,
estando la biyección entre puntos geométricos expresada por estos mismos
functores; de donde se sigue que los functores �bra de X e Y están en co-
rrespondencia biyectiva y sus imágenes tienen expresiones isomorfas, por lo
que producirán los mismos automor�smos y transformaciones naturales.
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Si se pre�ere una demostración más abstracta, el resultado también es
consecuencia del Lema 9.2.2, el �teorema de Galois� de la ecuación 9.2.1 y
el Corolario C.1.5.

Proposición 9.2.5. El functor Πét
1 satisface descenso interno.

Demostración. Nótese que Πét
1 induce un functor geométrico a valores en

Cat-codatos de conjuntos �nitos con una acción continua Πét
1 -FinSet vía

X 7→ Πét
1 (X)-FinSet. Con la notación de la De�nición 5.5.3, se tienen

cuadrados conmutativos en [SchFin,Cat -codata]

RÉt
ηRÉt //

��

RÉt

��
Πét

1 -FinSet
η

Πét
1 -FinSet

// Πét
1 -FinSet;

donde las �echas verticales inducen, por el �teorema de Galois� �ecuación
9.2.1, aplicado a X y a cada Ux ⊆ X respectivamente� equivalencias
para todo X ∈ SchFin y, por tanto, equivalencias �isomomor�smos de
pseudofunctores� al poscomponer con el functor de secciones; y ηRÉt in-
duce una equivalencia por el Lema 9.2.2. Por tanto, componer ηΠét

1 -FinSet

con el functor de secciones induce una equivalencia, pero entonces, gracias
a que el functor GpdStone → Catop tal que G 7→ G-FinSet conmuta con
pseudocolímites, i.e. se obtiene que

(Πét
1 (X))-FinSet

∼→ 2-límx∈X(Πét
1 (Ux)-FinSet) '

' (2-colímx∈X Πét
1 (Ux))-FinSet

es una equivalencia para todo X ∈ SchFin. Por el Corolario C.1.5 se con-
cluye que 2-colímx∈X Πét

1 (Ux)
∼→ Πét

1 (X), es decir, que el mor�smo

ηΠét
1

: Πét
1 → Πét

1

en [SchFin, (Gpdop
Stone) -codata] induce un isomor�smo Γ∗(ηΠét

1
).

Ejemplo 9.2.6. Si S es un esquema conexo y π : S → X un modelo �nito suyo
de modo que π−1(Ux) es conexo y de grupo fundamental étale trivial, es decir
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de grupoide fundamental equivalente a la categoría trivial Πét
1 (Ux) ' {?}.

Entonces, se tiene

Πét
1 (S) ' Πét

1 (X) ' 2-colímx∈X{?} ' Π�n
1 (|X|),

donde Π�n
1 (|X|) es el grupoide fundamental asociado a la categoría de re-

vestimientos topológicos �nitos del poset subyacente, que por ser conexo es
equivalente a la completación pro�nita del grupo fundamental ordinario de
|X| con base en cualquiera de sus puntos.

Como ilustra este ejemplo, la Proposición 9.2.5 ya contiene el Teore-
ma de Seifert-Van Kampen en cierto sentido y, de hecho, implica el clásico
de esquemas �en formulación para límites� restringido a recubrimientos
puntualmente a�nes; pero gracias al Teorema 5.5.7, este se extiende au-
tomáticamente a recubrimientos por monomor�smos planos de esquemas
cualesquiera:

Corolario 9.2.7 (Teorema de Seifert-Van Kampen). Si X es un espacio
esquemático y {Ui → X}i∈I es un recubrimiento �nito por inmersiones pla-
nas con SchFingeo-codato asociado U ≡ Geo ◦U , se tiene una equivalencia
de grupoides topológicos

2-colím∆∈P∗(I) Πet
1 (U(∆))

∼→ Πét
1 (X).

En otras palabras, el functor Πét
1 : XwZar → GpdStone �así como su análogo

en el sitio �grande�� es un costack a valores en grupoides topológicos.

Demostración. Se sigue de la Proposición 9.2.5 previa y el Teorema 5.5.7.
La última parte es el Teorema 5.6.17.

Observación 9.2.8. Por [35, Proposition 5.1], como |U| es siempre un poset
irreducible, por tanto un poset �ltrante, el 2-límite de grupoides fundamen-
tales del Teorema 9.2.7 es isomorfo al límite 1-categorial.

Corolario 9.2.9. Si S es un esquema qc-qs y {Vi → S}i∈I es un recubri-
miento por monomor�smos planos; si V(∆) denota el producto �brado de
los Vi para i ∈ ∆, se tiene una equivalencia de grupoides topológicos

2-colím∆∈P∗(I) Πet
1 (V(∆))

∼→ Πét
1 (S).

En otras palabras, el functor Πét
1 : SwZar → GpdStone �así como su análogo

en el sitio grande� es un costack a valores en grupoides topológicos.
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Ahora especializamos el resultado a grupos fundamentales. Para ello
debemos �jar un �sistema de puntos base�. Lo que sigue sustituye a la
noción homónima dada en [36] en términos más intrínsecos que los allí
expuestos.

Sea X esquemático, {Ui → X}i∈I un recubrimiento por inmersiones
planas y U ′ el SchFingeo-codato asociado de conjunto subyacente P(I), es
decir, obtenido añadiendo al codato U habitual el producto vacío U ′(∅) = X.

De�nición 9.2.10. En las condiciones anteriores, un sistema de puntos
base asociado al recubrimiento {Ui → X}i∈I es un objeto de la categoría

x ∈ Ob(2-lím∆∈P(I) Πét
1 (U ′(∆))).

En otras palabras, dar un sistema de puntos base x, es dar un punto
geométrico x∆ cada U ′(∆) y para cada ∆ ≤ ∆′, un camino de Tannaka
entre los functores �bra correspondientes:

ϕ∆∆′ : Fibx∆′ ◦RÉt(X)(∆→ ∆′)
∼→ Fibx∆

.

Si ahora U = U ′|P∗(I) es el codato restringido, x de�ne

x∗ ∈ Ob(2-lím∆∈P(I) Πét
1 (U(∆)));

y, por otro lado, denotemos x := x∅ al punto correspondiente a X.

Corolario 9.2.11 (Seifert-Van Kampen para grupos fundamentales). Si X
es esquemático y conexo, {Ui → X}i∈I es un recubrimiento por monomor-
�smos planos con codato asociado U tal que U(∆) es conexo para todo ∆ y
x es un sistema de puntos base �con las notaciones anteriores�, se tiene
un isomor�smo de grupos pro�nitos

colim∆∈P∗(I) π
ét
1 (U(∆),x∆)

∼→ πét1 (X,x)

inducido por los ϕ∆∆′ .

Demostración. Como X es conexo, la inclusión πét1 (X,x)→ Πét
1 (X) es una

equivalencia. Sea GrStone ⊆ GpdStone la categoría de grupos pro�nitos,
donde podemos pensar los grupos tanto como categorías como de modo
conjuntístico. De�nimos el codato

πét1 (−,x∗) : P∗(I)→ Grop
Stone, ∆ 7→ πét1 (U(∆),x∆);
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que a nivel de mor�smos viene de�nido por conjugación con los ϕ∆∆′ aso-
ciados al sistema de puntos base. De nuevo, como cada U(∆) es conexo, la
transformación natural

πét1 (−,x∗)→ Πét
1 ◦ U

es un isomor�smo �entre funtores a valores en la 2-categoría de grupoi-
des pro�nitos�, luego es un (2-)isomor�smo al tomar secciones. Por el ya
demostrado Teorema 9.2.7 de Seifert-Van Kampen para grupoides funda-
mentales étale, al tomar secciones se tienen equivalencias

2-colím∆∈P∗(I) π
ét
1 (U(∆),x∆)

∼→ 2-colím∆∈P∗(I) Πet
1 (U(∆))

∼→ Πét
1 (X);

donde el primero es un grupoide conexo que se identi�ca con el colímite
de grupos pro�nitos abstractos colim∆∈P∗(I) π

ét
1 (U(∆),x∆) y el último es

equivalente al grupo fundamental πét1 (X,x) por la conexión. Como toda
equivalencia entre categorías con los mismos objetos es un isomor�smo, se
concluye.

Ejemplo 9.2.12. Del Teorema 9.2.11 se recupera el resultado clásico para
esquemas, pero en la topología de los monomor�smos planos: si S es un
esquema conexo, V1, V2 → S es un recubrimiento por monomor�smos planos
conexos con inversección W = V1 ×S V2 conexa y s es un punto geométrico
de W �y por tanto de V1, V2 y S�, se tiene un isomor�smo de grupoides
pro�nitos

πét1 (V1, s)qπét1 (W,s) π
ét
1 (V2, s)

∼→ πét1 (S, s)

Como siempre, la versión para grupos fundamentales puede escribirse
en términos de espacios punteados, donde un sistema de puntos base puede
pensarse como un �punto� de un recubrimiento en el sitio de los monomor-
�smos planos; de modo que se concluye que el functor πét1 (−,−) de�nido
en el sitio de los monomor�smos planos y recubrimientos punteados �con
mor�smos que respetan apropiadamente los puntos� y a valores en grupos
pro�nitos es un �cohaz�.





Parte IV

Apéndices

Una vez llegues a darte cuenta de la virtud de alguien, quien-
quiera que sea, olvídate de lo demás y tómalo de modelo en esa
virtud solamente. Serás tú mismo un buen modelo y un buen
maestro para los demás.

Yamamoto Tsunetomo
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Apéndice A

Apéndices a la Parte I

A.1. 2-límites y 2-colímites en Cat

Repasamos algunas nociones estándar de teoría de 2-categorías. Para el
lector no familiar con estos conceptos, bastará que tome como de�niciones
las descripciones explícitas y propiedades 2-universales que enunciamos. Sea
I una 1-categoría ��nita para los casos que trataremos en la memoria�,
Cat la 2-categoría de 1-categorías �pongamos que localmente pequeñas�,
functores y transformaciones naturales en sentido ordinario; y F : I → Cat
un pseudofunctor pensado como diagrama de categorías. En esta sección,
denotaremos a las imágenes de este functor por

i 7→ Ci, (i→ j) 7→ (fij : Ci → Cj)

con fjk ◦ fij ' fik para i → j → k y fii ' Id 2-mor�smos invertibles
especi�cados. De modo ad hoc, se de�ne el límite laxo de F , denotado
LaxLímF ≡ LaxLím

i
Ci, como la categoría tal que

Ob(LaxLímF) =

= {(ci, αij) : ci ∈ Ob(Ci) y αij ∈ HomCj (fij(ci), cj) para todo i→ j},
HomLaxLímF ((ci, αij), (di, βij)) =

= {fi ∈ HomCi(ci, di) : fj ◦ αij ' βij ◦ fi para todo i→ j};

con {αij} veri�cando la condición de cociclo, αjk ◦αij = αik y αii = Id, rela-
tiva a los fij y a los 2-mor�smos invertibles de especi�cados en la de�nición
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de F �nótese que si hubiésemos partido de un 2-functor laxo, estas condi-
ciones se debilitarían�. Mientras que su 2-límite o pseudolímite, denotado
2-límF ≡ 2-lím

i
Ci, es la categoría con

Ob(2-límF) = {(ci, αij) ∈ LaxLímF : αij es isomor�smo para todo i→ j},
Hom2-límF ((ci, αij), (di, βij)) = HomLaxLímF ((ci, αij), (di, βij)).

Observación A.1.1. Los mor�smos vienen dados en realidad por colecciones
de 1-mor�smos y 2-mor�smos invertibles especi�cados que hagan conmu-
tar los diagramas pertinentes. Así, la composición de mor�smos se de�ne
también a través de los 2-mor�smos invertibles de la de�nición del pseu-
dofunctor. Permítasenos la licencia de no explicitar estas cuestiones en la
práctica, que a menudo serán triviales por motivos coyunturales.

Observación A.1.2. Análogamente, el 2-límite estricto se de�ne en la catego-
ría de 2-functores estrictos �es decir, tales que fjk ◦fij = fik, fii = Id idén-
ticamente, situación no insólita en esta memoria: un pseudofunctor I → C
será estricto si C está enriquecida en pos� y transformaciones naturales
estrictas, y es aquel tal que los mor�smos αij son la identidad.

Un sencillo cómputo prueba que estas son las generalizaciones directas
de la de�nición de límite de un functor a valores en Set, es decir,

LaxLímF = Hom[I,Cat]Lax(?,F), 2-límF = Hom[I,Cat](?,F);

donde ? es el functor constante a la categoría terminal y Hom[I,Cat] (resp.
Hom[I,Cat]Lax) es la categoría de transformaciones pseudonaturales (resp.
transformaciones naturales laxas) y modi�caciones entre ellas �véase la
discusión de la Sección 2.2, donde de�nimos estos conceptos�. Si se con-
sideran las inclusiones naturales Cat → [I,Cat] → [I,Cat]Lax, se veri-
�can las 2-propiedades universales esperables: para todo diagrama F co-
mo antes y categoría C, de�niendo el 2-functor HomCat(C,F) : I → Cat
(i 7→ HomCat(C,F(i))), se tienen equivalencias de categorías

HomCat(C,LaxLímF) ' Hom[I,Cat]Lax(C,F) ' LaxLímHomCat(C,F),

HomCat(C, 2-límF) ' Hom[I,Cat](C,F) ' 2-límHomCat(C,F).

Si ahora D es una 2-categoría cualquiera, los 2-límites y límites laxos
en D, si existen, quedan expresados en términos 2-límites y límites laxos
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en Cat a través de sus propiedades universales �y nótese que eso incluye
los 2-colímites (o pseudocolímites), 2-colím, y colímites laxos en D sin más
que tomar Dop�. Es decir, si G : I → D es un diagrama en D análogo
al anterior, d ∈ D es un objeto y HomD(d,G) : I → Cat es el functor
i 7→ HomD(d,G(i)), se de�nen el 2-límite y límite laxo de G como, si existen,
aquellos que veri�can las equivalencias

HomD(d,LaxLímG) ' LaxLímHomD(d,G),

HomD(d, 2-límG) ' 2-límHomD(d,G);

estando las categorías de la derecha calculadas explícitamente con anterio-
ridad.

Observación A.1.3. En el caso de los límites laxos, una variante son los
límites oplaxos, donde se invierte la dirección de los 2-mor�smos.

Acabamos mencionando que Cat tiene todos los 2-límites, 2-colímites y
2-límites laxos. La 2-categoría de grupoides Gpd también tiene todos los 2-
límites y 2-colímites, que coinciden con los laxos, y de modo que los 2-límites
son preservados por Gpd→ Cat �como salta a la vista por la construcción
explícita�; mientras que la 2-categoría pos de posets �Sección 1.3�, cu-
yos 2-límites y 2-colímites existen y además coinciden con los 1-categoriales
�pues todo 2-functor en [I,pos] es estricto y toda transformación pseudo-
natural es estricta�, también tiene todos los colímites laxos indexados por
posets, como probamos tácitamente en el Lema 2.3.3.

A.2. Posibles continuaciones: datos Φ-a�nes

En esta sección continuamos con la Observación 2.1.8 e introducimos
una serie de de�niciones generales que, creemos, pueden ser el punto de
partida para generalizar las técnicas empleadas en el estudio de los espacios
esquemáticos y sus espectros a C-datos arbitrarios. Entendemos que, en el
fondo, esto puede entenderse como un modo de tratar ciertos problemas de
descenso a nivel formal, aunque aún no comprendemos bien algunos pun-
tos clave, como las diferencias entre los casos de 1-categorías ordinarias y
2-categorías o el papel preciso que juega la condición de separabilidad �i.e.
esquematicidad�. Entiéndase lo que sigue, por tanto, como una conversa-
ción informal y de un tono casi especulativo.
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Sean C y D 1-categorías (resp. 2-categorías �o (n,m)-categorías si
procediese�) con su�cientes límites �por simplicidad� y Φ: C → D un
functor (resp. pseudofunctor). Sea Φ∗ : C -data→ D -data el functor indu-
cido. Para las categorías C -data y D -data, denotemos ΓC y ΓD a los res-
pectivos functores de secciones (resp. 2-secciones). Denotemos ΓΦ := ΓD◦Φ∗
al functor de �secciones relativas a Φ�. De las propiedades universales se
obtiene una transformación natural de functores C -data→ Dop

ηΦ : Φ ◦ ΓC → ΓΦ.

Observación A.2.1. Lo que acabamos de describir, en rigor, solo funciona pa-
ra el caso ordinario 1-categorial: ΓΦ no es un functor en el caso 2-categorial;
el eslogan es que �la imagen directa de un haz cuasicoherente no es cua-
sicoherente�. Se requiere alguna condición adicional de separabilidad que
mantenga la �cuasicoherencia� de los 2-límites involucrados. Como las co-
sas sí funcionan a nivel de objetos, admitamos por ahora esta licencia, ni
irrelevante ni trivial y que discutiremos más adelante, puesto que sí quere-
mos tener en mente la posibilidad de describir el caso 2-categorial por ser
justo el que incumbe a los espacios esquemáticos.

De�nición A.2.2. Se dice que un C-dato F es Φ-afín si el mor�smo ηΦ(F)
inducido en Dop es un isomor�smo (resp. 2-isomor�smo).

Ejemplos A.2.3. Esta noción de datos Φ-a�nes simplemente recoge cuándo
el límite que computa las secciones de F conmuta con Φ.

i) La De�nición 4.1.1 de posets anillados Mod-a�nes es un caso parti-
cular de la aquí presentada para C = CRing, D = Cat y Φ = Mod.

ii) Un espacio esquemático es afín si y solo si es Spec-afín �Proposición
4.1.13�.

iii) Todo SchFin-codato 2-esquemático es Πét
1 -afín �Teorema 9.2.7�.

iv) Si YC : C→ [Cop,Set] es el functor de Yoneda contravariante para una
categoría C, todo C-dato es YC-afín.

v) Más en general, si Φ: C → D es cualquier functor que conmute con
límites (�nitos), todo C-dato es Φ-afín.
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vi) Si YC es como antes, Comp(C) ⊆ C la subcategoría de objetos compac-
tos de C y Y ′C la restricción del functor de Yoneda a esta subcategoría,
un C-codato F con |F| �ltrante es Y ′C-afín �pues los objetos compac-
tos son por de�nición los que conmutan con colímites �ltrantes�.

El problema de esta de�nición es que, al particularlizarla al caso de
posets anillados a�nes y espacios Mod-a�nes, no deja claro cuál es el rol
de la condición de esquematicidad en la a�rmación �si X es esquemático,
X es Spec-afín si y solo si es Mod-afín�. Del mismo modo, tampoco queda
clara la cuestión análoga en cuanto a mor�smos se re�ere. De�namos:

De�nición A.2.4. Con las notaciones anteriores, un mor�smo de C-datos
f : F → G se dice Φ-afín si f−1(Uy) es Φ-afín para todo y ∈ |G|. Además,
se dice que f es una Φ-equivalencia si es Φ-afín y f] : G → f∗F es un
isomor�smo (o 2-isomor�smo).

Observación A.2.5. De hecho, la segunda condición puede �y quizá deba�
relajarse para lo que sigue: basta que f|f−1(Uy) : F|f−1(Uy) → G|Uy induzca
un isomor�smo en secciones ΓΦ(f|f−1(Uy)) : ΓΦ(F(f−1(Uy)))

∼→ ΓΦ(Gy) para
todo y ∈ |G|.
Ejemplo A.2.6. El ejemplo que motiva la de�nición de Φ-equivalencia son
los qc-isomor�smos: un mor�smo esquemático es un qc-isomor�smo si y solo
si es una Spec-equivalencia �y si y solo si es Mod-equivalencia�. También
es evidente que si Φ = Id es el functor identidad, un mor�smo f de C-datos
es una Id-equivalencia si y solo si f] es un isomor�smo.

Restrinjámonos ahora al caso de 1-cateogrías. El functor de secciones
relativas ΓΦ envía f : F → G a un mor�smo ΓΦ(f) : ΓΦ(G) → ΓΦ(F) en
D. Si f es una Φ-equivalencia, generalizando la demostración del apartado
a.2) del Teorema 5.1.9, podemos de�nir un mor�smo en sentido opuesto.
Denotemos fy ≡ f|f−1(Uy). Se tienen mor�smos en D

ΓΦ(F)→ Φ(ΓC(F|f−1(Uy))
∼← ΓΦ(F|f−1(Uy))

∼→ Φ(Gy) ≡ ΓΦ(G|Uy)

�con el primer mor�smo el inducido por la inclusión F|f−1(Uy) ↪→ F� que,
por la propiedad universal de los límites �i.e. de ΓΦ�, inducen

ΓΦ(F)→ ΓD(Φ(Gy)) ≡ ΓΦ(G)

que, se comprueba, es el inverso de ΓΦ(f). Es decir, se tiene:
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Lema A.2.7. Si un mor�smo f : F → G es una Φ-equivalencia, entonces
ΓΦ(f) es un isomor�smo.

Una vez más, en el caso 2-categorial es esperable que se requiera una
condición de �cuasiseparabilidad� para que el resultado análogo sea cierto.
Esto responde a que los mor�smos preserven cierta �coherencia� de los
2-límites que aparecen pues, como ya mencionamos, ΓΦ ni siquiera es un
functor sin esta condición original: ½la imagen directa de un �cuasicoherente�
no es cuasicoherente!

El siguiente problema es lograr caracterizar el recíproco, que sí se tie-
ne en el caso de qc-isomor�smos esquemáticos. Si se repasa la demostra-
ción del Teorema 5.1.9 se verá que, para el 2-functor Mod, además de
requerir esta �cuasiseparabiidad� en el mor�smo para estar bien de�nida
la cuasicoherencia de la imagen directa, parece necesario un �teorema de
extensión de haces cuasicoherentes�, que es equivalente a la esquematici-
dad �i.e. �cuasiseparabilidad�� de los espacios involucrados. Nos resulta
especialmente misterioso cómo se traduciría una idea de este tipo al caso
1-categorial, pues para este tampoco está claro cómo proceder para probar
dicho recíproco.

De este modo, si logramos obtener una de�nición adecuada de C-datos
y mor�smos de C-datos Φ-separables para los cuales estos resultados sean
ciertos, toda la teoría de espacios esquemáticos podría replicarse a este nivel.
En particular, las Φ-equivalencias de�nirían un sistema multiplicativo de
�echas �en principio a la izquierda� y podríamos localizar la categoría de
C-datos por estas, podríamos preguntarnos por la �Φ-separabilidad� de los
cilindros de estos C-datos, etc.
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Apéndices a la Parte II

B.1. Espacios in�nitos y no noetherianos

Como observamos en varios puntos de la memoria, los espacios esque-
máticos presentados en ella modelan esquemas qc-qs, luego noetherianos.
Como los A-modelos representan la información combinatoria de un recu-
brimiento, la restricción que nos imponemos cuando nos reducimos al caso
de posets �nitos equipados con haces estructurales �puntualmente� noethe-
rianos parece más que justi�cada. Sin embargo, la �losofía de pensar en los
posets anillados como �datos de construcción� para esquemas �y a poste-
riori, de espacios localmente anillados más generales� justi�ca plantearse
la generalización de la teoría al caso de posets in�nitos. Puede esperarse
que la no-noetherianidad, por norma general, plantee di�cultades análogas
a las que conlleva en la categoría de esquemas, así que no será un proble-
ma especí�co del contexto esquemático salvo para algunas cuestiones que
comentaremos a continuación.

En la práctica, una de las principales complicaciones del �caso in�nito�
es que, al tratar de escribir condiciones explícitas en los haces estructu-
rales, aparecen productos in�nitos, que no son isomorfos como módulos a
sumas directas in�nitas. En una situación similar, functores tan ubicuos co-
mo Spec: CRing→ LRSop no conmutan con productos in�nitos, sino que
solo nos dan un mor�smo natural al a�nizado, i.e.∐

i

Spec(Ai)→ Spec(
∏
i

Ai)
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para cualquier colección {Ai} dada.
Por fortuna, si se de�ne el A-modelo π : S → X de un esquema S cuasi-

separado respecto a un recubrimiento abierto localmente afín cualquiera, se
siguen veri�cando las propiedades deseadas: las antiimágenes de los Ux son
a�nes y π induce una equivalencia entre las categorías de haces cuasicohe-
rentes en ambos espacios. La cuestión es caracterizar los posets anillados,
que hemos venido llamando CRing-datos, que tienen un comportamiento
�esquemático�. Consideramos que la guía �nal debe ser recuperar la Pro-
posición 4.4.6 para el caso in�nito: la categoría esquemática debe ser la
mayor subcategoría de CRing -data con un buen comportamiento respec-
to a sus módulos cuasicoherentes. También debe recuperarse la localización
por qc-isomor�smos de la Sección 5.2, veri�cándose que si Spec(X) es cua-
sicompacto, debe existir algún representante en la clase de qc-isomor�smo
de X cuyo espacio subyacente es �nito.

Con estos objetivos, consideramos que las de�niciones de espacio Mod-
afín y de espacio esquemático que hemos introducido, dadas en términos
de haces de módulos, son correctas. La cosa cambia cuando tratamos de
caracterizarlas explícitamente: por ejemplo, en b) de la Proposición 4.1.4,
no solo se obtiene que para un espacio Mod-afín X el mor�smo natural
OX(X) →

∏
x∈X OX,x es �elmente plano, sino la condición más fuerte de

que qx∈X Spec(OX,x) → Spec(OX(X)) es epiyectivo (que también implica
la �elplatitud). Así, cuando queramos caracterizar espacios a�nes en térmi-
nos de sus anillos, deberemos buscar imponer esta segunda condición, que
habrá que analizar cómo responde a las técnicas de descenso �elmente plano
habituales. El primer requisito sería, por tanto, partiendo de las de�niciones
cohomológicas, tratar de recuperar las diferentes caracterizaciones explícitas
de espacios y mor�smos que extraemos de [28] o [32], con las modi�caciones
técnicas pertinentes.

El siguiente problema tiene que ver con el functor Spec(X). Si un poset
anillado X no está superiormente acotado, la segunda parte de la Propo-
sición 4.3.3 no se veri�ca, sino solo la siguiente variante: para todo punto
de | Spec(X)|, que podemos pensar como un haz de ideales cuasicoherente
p ⊆ OX , el soporte sop(OX/p) ⊆ |X| es �ltrante como categoría �en vez de
irreducible como espacio topológico, i.e. con objeto �nal como categoría�.
Esto replica la condición de que un poset con el haz constante (X,Z) es
esquemático si y solo si es �ltrante �y en el caso �nito, si y solo si es
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irreducible�. En particular, no tenemos un modo claro de de�nir un mor-
�smo centro πX : Spec(X) → X. La solución más sencilla, aunque quizá
ni necesaria ni óptima, sería restringir nuestra situación una vez más: como
todo esquema S es localmente compacto, puede comprobarse que siempre po-
demos tomar A-modelos suyos superiormente acotados �por ejemplo, para
un esquema irreducible, el punto genérico da un punto maximal�, luego
podemos restringimos al caso de posets superiormente acotados sin perder
generalidad en cuanto a modelar esquemas se re�ere. Nótese que la acota-
ción inferior está relacionada con la noetherianidad. Convendría analizar,
no obstante, qué tipo de espacios representan los posets no superiormente
acotados que estaríamos retirando de nuestro estudio.

Respecto a las de�niciones de mor�smos planos, �elmente planos, in-
mersiones planas y qc-isomor�smos, nos parece razonable tomar las dadas
por las caracterizaciones functoriales del Teorema 5.1.9, cuyas diferentes
descripciones no necesariamente van a mantenerse para el caso de mor�s-
mos �elmente planos. Por ejemplo, en el caso in�nito no es claro a priori
que un mor�smo esquemático f : X → Y con f∗ �elmente exacto se pueda
caracterizar en términos de la �elplatitud de OY,y →

∏
x∈f−1(Uy)OX,x �de

nuevo, por cuestiones de conmutación con productos in�nitos�, pero sí es
claro que la propiedad que buscamos a nivel conceptual es la de f∗. Habrá
que tener cuidado, por tanto, en cómo llevamos estas cuestiones a las aplica-
ciones, lo que requerirá adaptar algunas de las demostraciones presentadas
en la memoria o en las referencias para formularlas en los nuevos términos.
Es más, el propio rol solitario de la �elplatitud queda en entredicho en al-
gunos contextos, pues al tratar con el caso in�nito ya no debemos tener en
mente solo recubrimientos �nitos �conjuntamente �elmente planos�, sino
que, a priori, debemos buscar un análogo para la noción de recubrimiento
fpqc para esquemas �[10, De�nition 03NW]� con que equipar a nuestra
topología de las inmersiones planas. En efecto: un recubrimiento �nito de
esquemas por mor�smos cuasicompactos es un recubrimiento fpqc si y so-
lo si es epiyectivo como familia. Un problema previo es, por tanto, de�nir
espacios y mor�smos �cuasicompactos� entre espacios esquemáticos in�ni-
tos. Es claro que la caracterización debe ser: �un espacio esquemático X
es cuasicompacto si y solo si Spec(X) es cuasicompacto�; pero nos gustaría
disponer de una descripción en términos del propio X.

Las consideraciones anteriores también aplican al caso de espacios esque-
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máticos �nitos pero no puntualmente notherianos, lo cual será de importan-
cia si se quiere desarrollar la teoría de mor�smos ind-Zariski e isomor�smos
locales que describimos brevemente como parte del Apéndice B.2. En rela-
ción con esto, quizá merezca también una mención la construcción de espa-
cios pw-conexos de la Sección 6.3, puesto que cuando A no es noetheriano,
π0(Spec(A)) no es un conjunto �nito, pero sí un conjunto pro�nito si se con-
sidera con la topología �nal del mor�smo natural Spec(A)→ π0(Spec(A)).
En concreto, el análogo de la �descomposición en componentes conexas�
es [10, Lemma 097C]: para T ⊆ π0(Spec(A)) cerrado, existe functorial-
mente un A → AT que es colímite �ltrante de localizaciones en elementos
idempotentes y de modo que π0(Spec(B)) se identi�ca con T vía el mor-
�smo inducido. En particular, como los puntos de todo espacio pro�nito
son cerrados, hay una descomposición π0(Spec(A)) = qα{α} produciendo
epimor�smos planos A→ Aα �con α ∈ A idempotente asociado a la com-
ponente conexa α� de modo que

∐
α Spec(Aα)→ Spec(A) es epiyectivo, y

por tanto A →
∏
αAα es �elmente plano. El problema es que, como Spec

no conmuta con coproductos arbitrarios, A no se identi�ca con el producto
de estas �componentes�.

En general, si AT denota al anillo asociado a un cerrado T y se tiene
π0(Spec(A)) = q1≤i≤nTi para cierta colección de abierto-cerrados Ti �que
podemos suponer �nita por ser los espacios pro�nitos son cuasicompactos�,
se obtiene por esta vía una descomposición A '

∏
iATi . Puede ser interesan-

te considerar cómo esta estructura adicional afecta a las diferentes posibles
nociones de conexión. Por ejemplo, de modo muy naif, podríamos decir
que un espacio esquemático X es w-pw-conexo ��débilmente puntualmen-
te conexo�� si el espacio pro�nito π0(Spec(OX,x)) es conexo y obtener un
functor w-pw análogo a pw.

Una vez salvadas estas cuestiones fundacionales, el resto de la memoria
debería poder reproducirse en el caso in�nito sin modi�caciones sustancia-
les, describiendo esquemas cuasiseparados cualesquiera. Esto incluye, por
ejemplo, Grassmannianas in�nitas y los espacios de móduli construidos a
partir de ellas, como en [2] o [19]. Nos daría tranquilidad de espíritu ver,
por ejemplo, que [26], que describe las propiedades universales de espacios
proyectivos y grassmannianas esquemáticas como objetos de la categoría
de todos los espacios anillados, puede adaptarse a este caso. Además de
esto, considerar en la situación no noetheriana nos permitiría trabajar con
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la topología pro-étale adaptada a espacios esquemáticos, así como su análo-
ga �abierta�, que podríamos llamar �topología pro-Zariski� o �de los iso-
mor�smos locales�, que está muy estrechamente relacionada con la de las
inmersiones planas, como comentamos en el Apéndice B.2.

B.2. Epimor�smos planos de anillos

La mayor parte de resultados de esta sección son bien conocidos o lo
su�cientemente elementales como para que debieran encontrarse en litera-
tura clásica, pero a falta de referencias, perdónesenos la redundancia de
proporcionar demostraciones para aquellos que no hayamos localizado ex-
plícitamente. Una vez discutidas las propiedades que necesitaremos de los
epimor�smosplanos de anillos, recomendamos la lectura de la comparación
que realizamos entre estos y los mor�smos ind-Zariski, que si bien no será
relevante para la memoria, consideramos que tiene interés conceptual.

Mor�smos planos y epimor�smos de anillos

Recordemos que un mor�smo de anillos A → B es plano si el functor
de cambio de base (−) ⊗A B : Mod(A) → Mod(B) �que es adjunto por
la izquierda del functor de restricción de escalares Mod(B) →Mod(A)�
es exacto. La noción de platitud es estable por cambio de base y compo-
sición, además de local �al localizar tanto en elementos como en ideales
primos�. También es conocido que los mor�smos planos de anillos veri�can
la propiedad del descenso: la imagen del mor�smo

Spec(B)→ Spec(A)

es abierta en la topología de las especializaciones de Spec(A).

Observación B.2.1. Si, además de plano, A → B es de presentación �nita,
Spec(B) → Spec(A) es abierto en la topología de Zariski. En efecto, en
ese caso la imagen de un conjunto constructible es constructible y, para
dichos conjuntos, ser abierto por generalizaciones y abierto de Zariski es
equivalente.

Proposición B.2.2. Sean A
f→ B

g→ C mor�smos de anillos con g y
g ◦ f planos. Sea p ⊆ B un primo que no está en la imagen de Spec(g) y
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denotemos q = f−1(p). Se veri�ca que el mor�smo natural

q⊗A C
∼→ C

es un isomor�smo de C-módulos.

Demostración. Consideremos la sucesión exacta 0 → q → A → A/q → 0.
Como g ◦ f es plano, obtenemos 0→ q⊗A B → C → A/q⊗A C → 0, y por
tanto el resultado es equivalente a ver que A/q ⊗A C ' 0. Si no fuera así,
tomando espectros tendríamos que

Spec(A/q)×Spec(A) Spec(C) 6= ∅

y, por tanto, existiría algún primo α ⊆ C con (f ◦ g)−1(α) ⊆ q; en parti-
cular, g−1(α) ⊆ p. Como g es plano, satisface la propiedad del descenso,
luego obtendríamos un primo β ⊆ C con g−1(β) = p, lo cual contradice la
hipótesis.

Diremos que un mor�smo de anillos es un epimor�smo si lo es en la
categoría CRing de anillos conmutativos y con unidad.

Lema B.2.3. [10, Lemma 08YS] Si ϕ : A → B un epimor�smo de anillos,
el functor de restricción ϕ∗ : Mod(B)→Mod(A) es plenamente �el.

Lema B.2.4. Si ϕ : A → B es un epimor�smo de anillos, la composición
de functores

Mod(B)
ϕ∗→Mod(A)

⊗AB→ Mod(B)

es isomorfa a la identidad.

Demostración. Si M,N son B-módulos, por el Lema B.2.3 y la adjunción
�tensor-Hom�,

HomB(M,K) ' HomA(M,K) ' HomB(M ⊗A B,K).

Como esto es válido para todo K y functorial, se concluye por Yoneda.
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Observación B.2.5. En particular, el Lema B.2.4 implica que si A → B es
un epimor�smo de anillos y B → C un mor�smo tal que A → C es plano,
entonces B → C también lo es. Nótese que esta condición es demasiado
fuerte, pues basta que A → B tenga mor�smo de multiplicación plano
�esto es la conocida �propiedad de cancelación� para una propiedad de
mor�smos P estable por cambio de base y composición�, no que sea un
isomor�smo.

Lema B.2.6. Sea ϕ : A → B es un epimor�smo de anillos. Entonces el
functor de restricción ϕ∗ : Alg(B)→ Alg(A) es plenamente �el.

Demostración. Es claro que el functor es �el, veamos la plenitud. Sean B-
álgebras R1 y R2. Para cada mor�smo f : R1 → R2 de A-álgebras. Se tiene
un diagrama

R1
f // R2

B
h2

>>

h1

``

A

ϕ

OO

tal que f ◦ h1 ◦ ϕ = h2 ◦ ϕ; pero como ϕ es epimor�smo, esto implica que
f ◦ h1 = f ◦ h2, es decir, que f es de B-álgebras.

Corolario B.2.7. Si A → B es un epimor�smo anillos y B → C,D son
epimor�smos de anillos, entonces el mor�smo natural de A-álgebras

C ⊗A D → C ⊗B D

es un isomor�smo.

Demostración. Basta comprobar la propiedad universal: dada E una B-
álgebra cualquiera, por las propiedades universales y el Lema B.2.6,

HomB-alg(C ⊗A D,E) ' HomA-alg(C ⊗A D,E) '
' HomA-alg(C,E)×HomA-alg(D,E) ' HomB-alg(C,E)×HomB-alg(D,E),

como queríamos.
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Proposición B.2.8. Sea A → B un epimor�smo de anillos. Entonces el
functor de cambio de base (−)⊗A B : Alg(A)→ Alg(B) es adjunto por la
izquierda del functor de restricción. Es decir, si R1 una A-álgebra y R2 una
B-álgebra. Se tiene una biyección functorial

HomA-alg(R1, R2) = HomB-alg(R1 ⊗A B,R2).

Demostración. Por la propiedad universal del producto tensorial deA-álgebras,
se tiene

HomB-alg(R1 ⊗A B,R2)↪→HomA-alg(R1 ⊗A B,R2) '
' HomA-alg(R1, R2)×HomA-alg(B,R2).

Ahora bien, como A → B es un epimor�smo y la estructura de A-álgebra
de R2 está �jada, HomA-alg(B,R2) = {?}. Por otra parte, se tiene que
HomB-alg(R1⊗A B,R2) = HomA-alg(R1⊗A B,R2) por el Lema B.2.6, obte-
niéndose la conclusión deseada.

Corolario B.2.9. Si ϕ : A → B es un epimor�smo de anillos, la composi-
ción de functores

Alg(B)
ϕ∗→ Alg(A)

⊗AB→ Alg(B)

es isomorfa a la identidad.

Demostración. Se sigue del Lema B.2.6 y la Proposición B.2.8 con la misma
demostración que el Lema B.2.4.

Proposición B.2.10. Sea ϕ : A→ B un epimor�smo de anillos, I ⊆ B un
ideal y J = ϕ−1(I). Entonces JB = I. En particular, si A es noetheriano,
J ⊗A B

∼→ I es un isomor�smo. Si, además, ϕ es plano, A/J ⊗A B
∼→ B/I.

Demostración. Recordemos que, como ϕ(ϕ−1(I)) ⊆ I, se tiene JB ⊆ I.
Consideremos

A
ϕ→ B

i1◦πJ
⇒
i2◦πI

B/JB ⊗A B/I,

donde las �echas paralelas son composición de las proyecciones con los mor-
�smos naturales al producto tensorial. Es claro que i1 ◦ πJ ◦ϕ = i2 ◦ πI ◦ϕ,
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luego por la condición de epimor�smo obtenemos que i1 ◦ πJ = i2 ◦ πI y, en
particular, que los núcleos de ambos coinciden. Basta observar que

ker(i1 ◦ πJ) = {b ∈ B : [b]⊗ 1 = 0} =

= {b ∈ B : b ∈ JB o �b = ϕ(a) + b′ (b′ ∈ JB) y ϕ(a) ∈ I�} =

= {b : b ∈ JB o �b = ϕ(a) + b′ y a ∈ J�} =

= {b : b ∈ JB o �b = ϕ(a) + b′ y ϕ(a), b′ ∈ JB�} = JB

y que

ker(i2 ◦ πI) = {b ∈ B : 1⊗ [b] = 0} =

= {b ∈ B : b ∈ I o �b = ϕ(a) + b′ (b′ ∈ I) y ϕ(a) ∈ JB�} = I + JB = I;

de donde concluimos. La segunda parte se sigue de que, si A es noetheriano,
J es �nito generado, y en ese caso es bien conocido que J ⊗A B → JB es
un isomor�smo. La última a�rmación se sigue cambiando de base a B la
sucesión exacta 0→ J → A→ A/J → 0.

Lema B.2.11. [10, Lemma 04VW] Si ϕ : A → B es un epimor�smo de
anillos, Spec(B) → Spec(A) es inyectivo y, para todo p ∈ Spec(B) con
imagen q ∈ Spec(A), se tiene un isomor�smo de κ(p)

∼→ κ(q); es decir, los
epimor�smos de anillos son isomor�smos �puntuales�.

Como consecuencia, observamos que las ��bras� del mor�smo en espec-
tros inducido por un epimor�smo se comportan �bien� topológicamente.

Proposición B.2.12. Sean f : A → C y g : A → B mor�smos de anillos
tales que al menos un de ellos es un epimor�smo de anillos. Se tiene que

| Spec(A)×Spec(C) Spec(B)| = |Spec(A)| ×|Spec(C)| | Spec(B)|.

Demostración. En efecto, según [14, I.3.4.7], los puntos conjuntísticos del
producto �brado de espacios localmente anillados están en correspondencia
biunívoca con ternas (p, q, α) tales que

(p, q) ∈ |Spec(A)| ×| Spec(C)| |Spec(B)| y α ∈ Spec(κ(p)⊗κ(f−1(p)) κ(q));

pero como los epimor�smos de anillos son isomor�smos puntuales, el pro-
ducto tensorial de cuerpos residuales es isomorfo a un cuerpo y, por tanto,
α está determinado.
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Además, los cerrados asociados a ideales primos se comportan como
podría esperarse.

Proposición B.2.13. Sea ϕ : A→ B un epimor�smo de anillos y sea f =
Spec(ϕ). Para todo primo p ⊆ A se veri�ca que f−1(V (f(p))) = V (p).

Demostración. Escribiendo las de�niciones, la demostración se reduce a ver
que para todo q ∈ Spec(A) que veri�ca f(p) ⊆ f(q), se tiene p ⊆ q. Esto se
deduce de la inyectividad y de f y de su continuidad en la topología de las
especializaciones.

Vamos a generalizar la Proposición B.2.13 a cualquier ideal. Dado un
anillo A, denotemos Id(A) al conjunto de todos los ideales de A. Dotamos
a Id(A) de la topología de�nida por el orden parcial tal que I ≤ J cuando
J ⊆ I �inducida, de hecho, por la topología análoga de�nida en las partes
de A�. La topología de Zariski en Spec(A) es la restricción de esta. A nivel
de mor�smos, ϕ : A→ B induce una aplicación continua

Id(ϕ) : Id(B)→ Id(A),

pero además se tiene que componiendo con el functor �ideal generado por
un subconjunto�, 〈−〉, hay un mor�smo ϕd = 〈−〉 ◦ ϕ : Id(A)→ Id(B).

Lema B.2.14. Si ϕ : A→ B es un epimor�smo de anillos, entonces se tiene
ϕd ◦ Id(ϕ) = IdB. En particular, Id(ϕ) es inyectiva y ϕd epiyectiva. Restrin-
giéndonos al espectro primo, Spec(ϕ) : Spec(B)→ Spec(A) es inyectiva.

Demostración. Esto es el contenido de la Proposición B.2.10.

Nótese que, en las condiciones anteriores, para todo ideal I ⊆ A, el ideal
(Id(ϕ) ◦ ϕd)(I) = ϕ−1(IB) se corresponde con el mayor punto de Id(A) en
el cierre de I que está en la imagen de Id(ϕ). En efecto, IB = ∩ϕ(B)⊆JJ
(con J ideales), luego

ϕ−1(IB) =
⋂

I⊆ϕ−1(J)

ϕ−1(J)

En particular, como esta antiimagen es conjuntísticamente es no vacía (pues
contiene a I), concluimos que hay algún punto en la imagen de Id(ϕ) que
está en el cierre de I.
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Proposición B.2.15. Sea ϕ : A→ B un epimor�smo de anillos y sea f =
Id(ϕ). Para todo ideal I ⊆ A se veri�ca que f−1(V (f(I))) = V (I).

Demostración. Como en la Proposición B.2.13, se concluye por la inyecti-
vidad de f que hemos demostrado en el lema B.2.14.

Epimor�smos planos de anillos

Lema B.2.16. Si ϕ : A→ B es un epimor�smo plano, Spec(B) es homeo-
morfo a un abierto de Spec(A) en la topología de las especializaciones.

Demostración. Se sigue de la inyectividad de Spec(ϕ) y de la propiedad del
descenso para mor�smos planos.

Tenemos ahora un recíproco para la Proposición B.2.10.

Proposición B.2.17. Si ϕ : A → B es un epimor�smo plano de anillos y
q ⊆ A un ideal primo �nito generado tal que qB = p para algún primo
p ⊆ B. Entonces ϕ−1(p) = q.

Demostración. Como q es �nito generado q⊗AB ' qB; como ϕ es plano, la
condición q⊗AB

∼→ p es equivalente a que A/q⊗AB
∼→ B/p. En particular,

el isomor�smo inducido entre espectros da lugar a un homeomor�smo

|Spec(A/q)×Spec(A) Spec(B)| ' |Spec(B/p)|.

Por la Proposición B.2.12, el primer conjunto se identi�ca con el subyacente
al producto �brado topológico. En particular, obtenemos que

{α ∈ Spec(B) : p ⊆ α} = {α ∈ Spec(B) : q ⊆ ϕ−1(α)}.

Por un lado, tomando α = p, obtenemos que q ⊆ ϕ−1(p). Por otro, como
ϕ es plano, el teorema del descenso nos dice que existe algún β ∈ Spec(B)
tal que ϕ−1(β) = q que, por construcción, debe pertenecer a la �bra de
Spec(A/q) en Spec(B), que es Spec(B/p); luego p ⊆ β. En conclusión,
hemos obtenido que

q ⊆ ϕ−1(p) ⊆ ϕ−1(β) = q,

de donde se concluye.
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Proposición B.2.18. Si ϕ : A → B es un epimor�smo plano con B local
de maximal m, entonces Am ' B.

Teorema B.2.19. [16, Prop. 2.4] Sea ϕ : A → B un mor�smo de anillos.
Se veri�ca que ϕ es un epimor�smo plano si y solo si ϕ veri�ca alguna de
las siguientes condiciones equivalentes:

Para todo primo p ⊆ B, el mor�smo Aϕ−1(p) → Aϕ−1(p) ⊗A B es
isomor�smo.

Para todo primo q ⊆ A, o bien qB = B, o bien Aq → Bq es isomor�s-
mo.

En particular, si ϕ es un epimor�smo, es un epimor�smo plano si y solo si
es un isomor�smo local, i.e. si para todo primo p ⊆ B, el mor�smo inducido
Aϕ−1(p) → Bp es isomor�smo.

Demostración. La última parte se sigue de la primera y la Proposición
B.2.10.

Lema B.2.20. Si ϕ : A → B es un epimor�smo plano de anillos e I ⊆ A
un ideal, entonces I es radical si y solo si I ⊗A B ⊆ B es un ideal radical.
En particular, si A es reducido si y solo si B es reducido.

Demostración. El nilradical y los productos tensoriales conmutan con loca-
lizaciones, luego el resultado se sigue del Teorema B.2.19.

Proposición B.2.21. Sea ϕ : A → B un epimor�smo plano de anillos,
f = Spec(ϕ) y sea C ⊆ Spec(A) un cerrado de Zariski con antiimagen
D = f−1(C) ⊆ Spec(A). Entonces el mor�smo natural I(C)⊗A B → I(D)
es isomor�smo de B-módulos.

Demostración. Como los epimor�smos planos cambian de base

A/I(C)→ B/I(C)B

es un epimor�smo plano y, como A/I(C) es reducido, B/I(C)B también
lo es por el Lema B.2.20. Además, por la Proposición B.2.12, B/I(C)B y
B/I(D) de�nen el mismo cerrado topológico de Spec(B), por lo que ambos
deben ser isomorfos.
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Observaciones sobre la �topología pro-abierta�

Recordemos la siguiente caracterización clásica de Grothendieck.

Proposición B.2.22. [10, Theorem 025G] Un mor�smo S → T de es-
quemas es una inmersión abierta si y solo si es un monomor�smo plano y
localmente de presentación �nita. En particular, las inmersiones abiertas en-
tre esquemas a�nes se corresponden con los epimor�smos de anillos planos
y de presentación �nita.

El siguiente lema es casi trivial, pero de interés conceptual:

Lema B.2.23. Si ϕ : A → B es un epimor�smo plano de anillos tal que
f = Spec(ϕ) es un homeomor�smo, entonces ϕ es un isomor�smo. En otras
palabras: un epimor�smo �elmente plano es isomor�smo.

Demostración. En estas hipótesis sabemos además que ϕ es �elmente plano.
El cambio de base de ϕ por ϕ es B⊗AB → B, que es un isomor�smo, luego
ϕ es un isomor�smo.

Fijemos ahora un anillo A y consideremos la topología en Spec(A) gene-
rada por las imágenes de los monomor�smos planos Spec(B)→ Spec(A). Si
V ⊆ Spec(A) es uno de estos abiertos básicos, gracias al Lema B.2.23 tiene
asociado de modo único un epimor�smo plano A→ BV salvo isomor�smo.
Por otra parte, esta topología veri�ca que todo punto p ∈ Spec(A) tiene un
entorno mínimo: el correspondiente al epimor�smo plano A → Ap; lo que
en particular la convierte en una topología de Alexandro�.

Llegados a este punto, uno podría pensar que, como la condición de
haz se da sobre una base de abiertos, si Spec(A)wZar denota el sitio de
los monomor�smos planos de esquemas a�nes, se tiene una equivalencia
Sh(Spec(A)wZar) ' Sh(Spec(A)≤). Sin embargo, bajo las consideraciones
de esta memoria, esto es falso en general, puesto que la topología de los mo-
nomor�smos planos viene equipada por defecto con recubrimientos fpqc �en
este caso, �nitos�, mientras que en la topología de las especializaciones ad-
mitiríamos cualquier recubrimiento. Dicho de otro modo, la equivalencia de
topos solo se tiene si Spec(A)≤ es cuasicompacto como espacio topológico
�por ejemplo, si es un espacio �nito o el espectro de un anillo semilocal�.

Podemos describir esta situación de modo más general. Extrapolando la
de�nición de recubrimiento fpqc para esquemas, de�nimos:
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De�nición B.2.24. En la categoría de espacios topológicos, una una fami-
lia de mor�smos {ϕi : Si → S}i∈I , diremos que es una familia cuasicompac-
ta si qiϕi es epiyectiva y, para cada abierto cuasicompacto U ⊆ S, existe
un conjunto �nito K, una aplicación j : K → I y abiertos cuasicompactos
Uj(k) ⊆ Sj(k) de modo que U = ∪k∈Kϕj(k)(Uj(k)).

Ejemplo B.2.25. Si X es un poset �nito, cualquier familia �nita epiyectiva
{Xi → X}i∈I es cuasicompacta. Si S es un esquema, una familia epiyectiva
{Si → S} es una familia cuasicompacta si y solo si es un recubrimiento fpqc
en el sentido ordinario.

De�nición B.2.26. Dado un espacio topológico S con A-espacio asociado
S≤�véase la Observación 1.1.9�, llamaremos sitio pro-abierto de S a aquel
cuyos objetos son abiertos de S≤ y cuyos recubrimientos son las familias
cuasicompactas {Si ↪→ S≤} de estos abiertos.

Al �nal, denotando temporalmente a este sitio como Spro-op, resulta que
podemos interpretarlo en el mismo sentido que la topología conjuntística
ordinaria, solo teniendo en cuenta la condición adicional sobre los recubri-
mientos. Es más, podemos de�nir un sitio con recubrimientos cuasicompac-
tos a partir de cualquier topología de partida.

Ejemplo B.2.27. Si X es un espacio topológico �nito, la topología pro-
abierta coincide exactamente con la topología natural de X, que es la de
las especializaciones, puesto que toda familia epiyectiva de abiertos es cua-
sicompacta, pues está re�nada por una familia �nita. Si X es un A-espacio
arbitrario, pensado como categoría, ya no se veri�ca la equivalencia de la
Proposición 1.4.1

Sh(Xpro-op) 6' [X,Set];

puesto que al solo poder considerar recubrimientos cuasicompactos en la
condición de haz, dado un functor F : X → Set y un �pro-abierto� U ⊆ X,
el límite ĺımx∈U F(x) ya no computa el ecualizador de la condición de haz
�salvo que, por ejemplo, U sea �nito�. En el caso del espectro de un anillo
que describimos antes, es fácil ver que se tiene

Sh(Spec(A)pro-op) ' Sh(Spec(A)wZar).

Una observación es que, en el contexto de esta topología pro-abierta, las
a�rmaciones:



B.2. Epimor�smos planos de anillos 279

�Para todo punto x ∈ X existe un entorno abierto U de x tal que...�;

�Existe un recubrimiento abierto {Ui} de X tal que...�

no son equivalentes en general. Así, a la hora de hablar de nociones locales,
por ejemplo, para de�nir espacios localmente noetherianos, haces cuasicohe-
rentes o coherentes, etc.; debe tomarse el segundo enunciado. Por ejemplo:
si (Xpro-op,O) un sitio anillado, un haz de O-módulosM es cuasicoherente
si y solo si existe un recubrimiento cuasicompacto �como familia� {Ui}
por pro-abiertos tal queM|Ui es conúcleo de O|Ui-módulos libres.

Comparación con mor�smos ind-Zariski

Si nos permitimos trabajar en la situación no noetheriana, los epimor-
�smos planos están muy estrechamente relacionados con las nociones de
�mor�smo ind-Zariski� e �isomor�smo local�. Este es el análogo para la to-
pología de Zariski de la parte algebraica de [5] para la topología étale, que
puede encontrarse desarrollado explícitamente en las primeras secciones de
[10, 0966]. Dado que no parece materia estándar, haremos explícitas todas
las de�niciones necesarias.

De�nición B.2.28. [5, De�nition 2.2.1] Un mor�smo de anillos ϕ : A→ B
es una localización de Zariski si B =

∏
i∈I Afi para ciertos fi e I conjunto

�nito. Se dice que ϕ es ind-(localización de Zariski) si es colímite �ltrante
de localizaciones de Zariski.

Nótese que en la de�nición que sigue vamos a emplear una terminología
distinta a la usada en la referencia, puesto que preferimos reservar la termi-
nología �isomor�smo local� para algo más cercano a lo que hemos venido
tratando en la memoria.

De�nición B.2.29. [10, De�nition 096E] Un mor�smo de anillos ϕ : A→ B
es localmente Zariski �en [10], �local isomorphism�� si para todo primo
p ⊂ B existe un g 6∈ p tal que A → B → Bg es un epimor�smo plano
de presentación �nita. Se dice que ϕ es ind-Zariski si es colímite �ltrante
de mor�smos localmente Zariski. Un mor�smo de anillos ϕ : A → B es un
isomor�smo local �en [10], �identi�es local rings�� si para todo primo
p ⊂ B, el inducido Aϕ−1(p) → Bp es isomor�smo.
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Ejemplo B.2.30. Por el Teorema B.2.19, todo epimor�smo plano es un iso-
mor�smo local, y además es claro que toda lozalización de Zariski y mor�smo
localmente Zariski también lo es, así como todos los mor�smos ind-Zariski
e ind-(localización de Zariski).

El gran problema que tenemos al comparar estas clases de mor�smos
con los epimor�smos planos es que dada una colección de epimor�smos
planos A → Bi, el mor�smo A →

∏
iBi es un isomor�smo local, pero

no es un epimor�smo. Esto se materializa en la siguiente cuestión, que
describimos para espacios esquemáticos a�nes por comodidad, donde todas
las condiciones están dadas a nivel de los anillos de secciones globales.

Lema B.2.31. Sea X esquemático afín. Sea un prehaz F ∈ PSh(XAff
wZar)

veri�cando: 1) la restricción a la topología conjuntística es un haz, es decir
F ∈ Sh(X); 2) para todo mor�smo U → V tal que el mor�smo en secciones
globales es un isomor�smo local, F veri�ca la condición de haz. Entonces
F ∈ Sh(XAff

wZar).

Demostración. En efecto, por la condición 1), F conmuta con productos
�brados �nitos, luego para cualquier recubrimiento

∐
Ui → V por in-

mersiones planas �epimor�smos planos en secciones globales� se tiene
F(
∐
Ui) '

∏
F(Ui). Como el propio mor�smo

∐
Ui → V es un isomor�s-

mo local �elmente plano en secciones globales, se concluye.

Para topologías como la étale �fppf, fpqc, etc.�, el recíproco es cierto,
puesto que el mor�smo

∐
Ui → V es uno de los mor�smos de la topología

en la que se trabaja, pero ese no es nuestro caso ahora, lo cual resulta
problemático a nivel técnico y no permite identi�car los topos de inmersiones
planas y �de isomor�smos locales�.

La situación se complica algo más al tener que considerar la situación
no noetheriana, puesto que una de las propiedades esenciales de esta �topo-
logía de los isomor�smos locales� es que los a�nes admiten recubrimientos
por anillos o espacios w-locales: espacios a partir de los cuales cualquier
otro recubrimiento escinde. En la topología pro-étale estos son los llamados
�objetos w-contráctiles�. Por un lado, esta escisión de recubrimientos per-
mite re�nar recubrimientos por otros en la topología de Zariski; por otro,
resultan ser objetos adecuados para tratar nociones locales sin necesidad
de haci�car en muchos casos, reemplazando en cierto sentido a los puntos



B.2. Epimor�smos planos de anillos 281

de este tipo de topos �que sobre un sitio pequeño no podemos caracte-
rizar en términos de puntos topológicos o esquemáticos del objeto �nal�
a la hora de comprobar propiedades locales, además de otras propiedades
relacionadas con con la categoría derivada en este tipo de topologías.

De�nición B.2.32. [10, De�nition 096A] Un anillo A se dice w-local si
X = Spec(A) es un espacio espectral w-local: esto es, si su subconjunto
de puntos cerrados es cerrado �si un primo que contiene a la intersección
de todos los maximales, es maximal� y todo punto especializa a un único
punto cerrado �todo primo está contenido en un único maximal�.

Lema B.2.33. [5, De�nition 2.1.1, Lemma 2.1.4], [10, Lemma 09AZ] Si A es
w-local, para todo recubrimiento abierto {Ui → Spec(A)},

∐
Ui → Spec(A)

admite sección. Además, π0(Spec(A)) es extremalmente disconexo �i.e. el
cierre de todo abierto es abierto� si y solo si todo isomor�smo local (si y
solo si todo mor�smo ind-Zariski) A→ B tiene sección.

Quizá la condición de �extremalmente disconexo� pueda debilitarse en
nuestro caso, pues solo estaríamos interesados en que los recubrimientos �-
nitos por inmersiones planas tengan sección, que es un caso particular de los
isomor�smos locales que describe el Lema �nótese que para que escindan
mor�smos pro-étale hay que añadir una condición sobre que los anillos loca-
les sean estrictamente henselianos [5, Lemma 2.4.8]�. En cualquier caso, el
problema no es tanto este, sino la demostración del Teorema fundamental:

Teorema B.2.34. [10, Lemma 09B0] Para todo anillo A existe un mor�smo
ind-Zariski �elmente plano A → B tal que B es w-local y π0(Spec(B))
extremalmente disconexo.

En el contexto de los isomor�smos locales y de la topología pro-étale,
esto prueba que todo espacio esquemático X admite un recubrimiento por
�isomor�smos locales� {Uw-loc

x → Ux → X}x∈X con espacios de salida a�nes
y w-locales. Este tipo de recubrimientos serán los �recubrimientos estándar�
y generarán el mismo topos que el deseado. Además, es fácil comprobar que
cualquier recubrimiento �nito por inmersiones planas de un espacio w-local
de este tipo está re�nado por un recubrimiento de Zariski, lo cual está unido
a cuestiones que se plantean en la Conjetura B.4.34.

Para demostrar el Teorema, primero se prueba una versión sin la últi-
ma condición, que es donde comienza la problemática: la construcción del
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anillo w-local asociado en [10, 096U], que además es universal, comienza ob-
servando que para cada conjunto �nito E ⊆ A se obtiene una estrati�cación
�nita de Spec(A) = qiTi por subconjuntos constructibles, que acaba indu-
ciendo localizaciones de Zariski A →

∏
iAi; tomándose entonces colímite

�ltrante sobre toda la familia de subconjuntos �nitos de A para obtener una
ind-localización de Zariski A→ B �proceso que, por cierto, garantiza que
la cardinalidad de B es, como mucho, la de A, lo que en última instancia
permite haci�car en estas topologías�. Hay dos problemas evidentes: salvo
que el anillo A sea �nito, B no descompone como producto directo de loca-
lizaciones o epimor�smos planos y, de hecho, B no es un anillo noetheriano.

La universalidad de la construcción de anillos w-locales y el hecho de
que, si queremos espacios para los cuales los recubrimientos por inmersiones
planas tengan sección, también deben tener sección los recubrimientos por
inmersiones abiertas, dibuja una situación bastante desfavorable, pues no
parece fácil que pueda modi�carse la estrategia para que A → B sea un
producto de epimor�smos planos o que, al menos, podamos descomponerlo
de algún modo a partir π0(Spec(B)) y argumentando como discutimos en
el Apéndice B.1.

En cualquiera de los casos, nos sigue pareciendo muy interesante la com-
paración de estos dos topos, de inmersiones planas �o monomor�smos pla-
nos de esquemas� e isomor�smos locales, así como las interacciones que
puedan plantearse con toda esta teoría algebraica.

Búsqueda de ejemplos no triviales de espacios esquemáticos

Es sencillo construir espacios esquemáticos cuyo espectro no es un es-
quema y que, por tanto, no son modelo �nito de ningún esquema qc-qs.
Cualquier par de esquemas a�nes �pegados� en los los anillos locales de
puntos son ejemplos de ello. También podemos construir espacios esquemá-
ticos cuyo espectro es un esquema, pero que no aparecen como modelo �nito
de ninguno �al menos no respecto a la topología de Zariski�.

Ejemplos B.2.35. Sea X = {a, b ≤ c} un poset equipaco con el haz de anillos
O ≡ OX tal que Oa = k[x], Ob = k[x], Oc = k(x) �con k un cuerpo�.
Es trivial comprobar que X es un espacio esquemático, pero Spec(X) es
el �pegado� de dos rectas a�nes en su punto genérico �identi�cado por la
identidad�, que es ejemplo estándar de espacio localmente anillado que no
es esquema. De hecho, la intersección de cualesquiera subespacios a�nes de
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X es afín, por lo que la diagonal X → X ×X es afín y, en particular, X es
un espacio esquemático algebraico.

Por otra parte, si consideramos Y = {0 < 1} con haz estructural OY tal
que OY,0 = A, OY,1 = Ap para cierto primo p ⊆ A, (Y,OY ) es esquemático
afín con Spec(Y ) = Spec(A); pero no es modelo �nito de este esquema afín
en general �en el limitado sentido de la Construcción 1.5.4, que ampliare-
mos en el Lema B.4.17�, pues Spec(Ap) ⊆ Spec(A) no es, en general, un
abierto de Zariski.

Para construir ejemplos más patológicos debemos observar que existen
epimor�smos planos de anillos que no son localizaciones �ni �localizacio-
nes universales��: dado A, estos mor�smos A → B se clasi�can en [23,
Theorem 5.17] como los correspondientes a subconjuntos de Spec(A) abier-
tos para la topología de las especializaciones veri�cando una condición de
nulidad de cierto grupo de �cohomología local�. Más concretamente, esto
se hace vía la clásica correspondencia de Neeman ([21]) entre subconjun-
tos de Spec(A) �resp. abiertos en la topología de las generalizaciones� y
subcategorías localizantes de D(A) �resp. subcategorías smashing�, ve-
ri�cando en este caso ciertas condiciones adicionales. En este contexto, la
cohomología local aparece asociada a uno de los functores �de �torsión�
de un recollement de categorías trianguladas�. Los autores proporcionan
ejemplos explícitos de anillos y subconjuntos en dichas hipótesis, pero la
correspondencia es, al menos a nuestro entender, demasiado compleja para
traducir el mero criterio de existencia �de un representante en una cate-
goría derivada� en un mor�smo de anillos explícito. Quizá pueda aliviarse
esta di�cultad vía la descripción de la correspondencia de Neeman dada en
términos de derivadores en [1, Section 5].

B.3. Sitios y topos

Recopilamos aquí de�niciones de algunos conceptos que aparecerán en
la memoria, dado que la terminología no es siempre estándar, así como re-
sultados básicos relativos a ellas. Las de continuidad y cocontinuidad que
aparecen a continuación proceden de [10] y no deben confundirse con las a
priori diferentes usadas en teoría de categorías general �referentes a con-
mutación con límites y colímites respectivamente�. En un abuso de len-
guaje, trabajaremos siempre en términos de pretopologías de Grothendieck,
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i.e. especi�cando las familias de �recubrimientos� de cada objeto.

De�nición B.3.1. [10, De�nition 00WV] Sean C, D sitios y u : C→ D un
functor. Se dice que u es continuo si para todo recubrimiento {Vi → V }i
en C: 1) {u(Vi) → u(V )}i es un recubrimiento en D; 2) u cambia de base
el recubrimiento, i.e. para todo T → V , se tienen isomor�smos naturales
u(T ×V Vi) ' u(T )×u(V ) u(Vi) para todo i.

Un functor veri�cando la condición 2) es a veces llamado functor plano.
Un functor continuo de�ne un mor�smo de sitios, que denotamos en sen-
tido opuesto por analogía con el caso topológico, i.e. un mor�smo de sitios
f : D → C es un functor continuo u : C → D. Se induce un mor�smo geo-
métrico entre los topos de haces correspondientes

(f−1 a f∗) : Sh(D)→ Sh(C);

donde imagen directa e inversa se de�nen de modo análogo al caso topológico
�la segunda en presencia de límites y requiriendo haci�cación que, para la
discusión que realizamos, supondremos existe functorialmente�. Nótese que
denotamos f−1 a la imagen inversa �en vez de f∗� para distinguir con el
caso de haces de módulos en sitios anillados.

De�nición B.3.2. Un functor entre sitios u : C→ D se dice cocontinuo si
para todo V en C y recubrimiento {Ui → u(V )} en D existe un recubri-
miento {Vj → V } de modo que la familia de mor�smos {u(Vj) → u(V )}
re�na al recubrimiento de partida.

Si ahora tenemos que u : C → D es un functor continuo y cocontinuo
de�niendo un mor�smo de sitios f : D → C, se tiene un functor �imagen
directa admirable� f ! adjunto a la derecha de la imagen inversa y de modo
que la terna

(f−1 a f∗ a f !) : Sh(D)→ Sh(C)

de�ne un mor�smo geométrico esencial de topos.

Observación B.3.3. Si el functor u de�niendo f es continuo y cocontinuo,
el functor �prehaz imagen directa� coincide con el haz: no es necesario
haci�car. Esto es [10, Lemma 00XR].



B.3. Sitios y topos 285

Lo que se tiene en realidad es que u cocontinuo de�ne un mor�smo de
topos (f∗ a f !) en dirección opuesta �abusando de notación al utilizar las
f sin haber exigido continuidad�. El siguiente resultado, que reproduci-
mos con diferencias en notación, dice cuándo Sh(C) se identi�ca como un
subtopos de Sh(D).

Proposición B.3.4. [10, Lemma 00XT, Lemma 00XU] Sea u : C → D un
functor 1) continuo, cocontinuo y plenamente �el; entonces Id

∼→ f∗f
−1 y

f∗f
! ∼→ Id. Si además 2) C admite productos �brados y u conmuta con

ellos, 3) C y D tienen objeto �nal y u los preserva; entonces, si f denota el
mor�smo de sitios inducido, la composición de mor�smos

Sh(C)
(f∗af !)−→ Sh(D)

(f−1af∗)−→ Sh(C)

es isomorfa a la identidad. Además, f−1 es plenamente �el y Sh(C) es sub-
topos de Sh(D).

Proposición B.3.5. [10, Lemma 03A0] Sea u : C → D como antes veri�-
cando: 1) es continuo y cocontinuo; 2) para cualesquiera a, b : V → V ′ en C
con u(a) = u(b) existe un recubrimiento {fi : Vi → V } tal que a ◦ fi = b ◦ fi
para todo i; 3) dados V, V ′ y c : u(V ) → u(V ′), existe un recubrimiento
{fi : Vi → V } y mor�smos ci : Vi → V ′ tales que u(ci) = c ◦ u(fi); 4) todo
U ∈ D admite un recubrimiento {u(Vi)→ U}. Entonces el mor�smo (f∗, f

!)
induce una equivalencia.

Por último, acabamos observando que, por [10, Lemma 03A2], todo mor-
�smo geométrico de topos (f−1, f∗) : Sh(C)→ Sh(D) viene inducido por un
triángulo de mor�smos de sitios C← C′ → D donde la �echa de la izquierda
viene dada por un functor en la hipótesis de la Proposición B.3.5. Dicho
informalmente, el functor C 7→ Sh(C), localizado por la clase de mor�smos
de sitios veri�cando las hipótesis de la Proposición B.3.5, es plenamente �el.

Vamos ahora a repasar las de�niciones relativas a puntos. Un punto de un
topos E no es más que un mor�smo geométrico de topos p : Set→ E . Toma-
mos como de�nición de punto la caracterización de [10, Proposition 00YC]
para sitios con límites �nitos �que será el caso en toda esta memoria�,
obtenida partir de las observaciones del párrafo anterior:
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De�nición B.3.6. Dado C un sitio con límites �nitos �equivalentemente,
productos �brados y objeto �nal�, un punto p de C es un mor�smo de
sitios Set→ C dado por un functor u : C→ Set tal que

u conmuta con límites �nitos �o equivalentemente, u con productos
�brados y envía el objeto �nal al conjunto �nal ?�.

Para todo recubrimiento {Ui → U} en C, qiu(Ui) → u(U) es epiyec-
tivo.

Esta de�nición se escribe de tal modo que los puntos de un sitio se
correspondan con los puntos del topos inducido:

De�nición B.3.7. Dado un topos E , un punto es un mor�smo geométri-
co de topos p : Set → E . Se dice que E tiene su�cientes puntos si para
cualesquiera f, g : A→ B en E con f 6= g, existe p tal que p∗(f) 6= p∗(g).

Si C es un sitio y Sh(C) el topos inducido, hay una correspondencia
1:1 entre los puntos de C y de Sh(C): cada punto del topos es el mor�smo
geométrico inducido por el mor�smo de sitios. Se dice que C tiene su�cientes
puntos si Sh(C) los tiene.

La moraleja de la historia es que un sitio C tiene su�cientes puntos si
los isomor�smos de haces pueden determinarse en ��bra�. Si F ∈ Sh(C) y
p es un punto, es habitual denotar

Fp := p∗(F).

Hay diferencias de terminología en la literatura, pero a menudo los es-
quemas qc-qs también se llaman esquemas coherentes, por ejemplo en [5].
Un motivo es que la noción que sustituye a la de �cuasicompacidad� a nivel
de topos es la de �topos coherente� �o si se pre�ere, �sitio coherente��.

De�nición B.3.8. [3, Exposé VI, 2.3; 2.1 (ii)] Se dice que un topos de
Grothendieck E es un topos localmente coherente si es E ' Sh(C) para
C un sitio con productos �brados �nitos y tal que todo objeto admite un
recubrimiento �nito �es �cuasicompato��.

Observación B.3.9. En [3] también se dan nociones de �nitud más restricti-
vas, con las que se de�nen los conceptos de topos algebraico, topos cuasise-
parado y topos coherente. En [24, D.3.3] se prueban propiedades adicionales
de los topos (localmente) coherentes.
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Ejemplo B.3.10. El topos de Zariski de un esquema S es coherente si y solo
si S es cuasicompacto. El topos étale �tanto el pequeño para un esquema
cuasicompacto como el grande grande�- también es coherente: recordemos
que un monomor�smo étale es una inmersión abierta, luego las condicio-
nes 1) y 2) siguen veri�cándose; y como los mor�smos étale tienen imagen
abierta �por ser planos y de presentación �nita�, la cuasicompacidad si-
gue aplicando �en el caso del sitio grande hay que ver que el subsitio étale
de esquemas a�nes genera el mismo topos�.

El siguiente es un Teorema clásico de Deligne que da condiciones su�-
cientes para que un topos de Grothendieck tenga su�cientes puntos.

Teorema B.3.11 (Teorema de completitud de Deligne). [3, Exposé VI,
Prop. 9.0], [18, Corollary 4.2]. Todo topos localmente coherente tiene su�-
cientes puntos.

Cuando un topos tiene su�cientes puntos, la noción de �topos localmente
anillado� que recordamos a continuación coincide con la de�nición en tér-
minos de �bras a la que nos llevaría la intuición de los espacios localmente
anillados.

De�nición B.3.12. [10, De�nition 04EU] Un sitio anillado (C,O) es local-
mente anillado si para todo U y f ∈ O(U) existe un recubrimiento {Ui → U}
tal que, para cada i, o bien f|Ui o bien (1− f)|Ui son invertibles.

Proposición B.3.13. [10, Lemma 05D8, Lemma 04ET] Sea (C,O) un sitio
anillado con su�cientes puntos. Se veri�ca que es localmente anillado si y
solo si para todo punto p, la �bra Op es un anillo local no nulo.

B.4. Proesquemas

Aunque en general es preferible trabajar con espacios esquemáticos y
evitar hablar de sus espectros, un estudio elemental de estos últimos pro-
porciona algunas herramientas importantes que pueden aclarar la situación
general y proporcionar técnicas con que abordar algunos resultados, como el
Teorema 7.4.16. Como el espectro de un espacio esquemático es un recolle-
ment de esquemas a�nes por monomor�smos planos de esquemas a�nes, que
se corresponden �esencialmente� con los límites proyectivos de inmersiones
abiertas, emplearemos la siguiente terminología:
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De�nición B.4.1. Un espacio localmente anillado S es un proesquema si
existe algún espacio esquemático X tal que S ' Spec(X). Se dice que X es
una presentación de S.

Añadiendo a la descripción topológica de Spec(X) del Lema 3.2.7, se
tienen los siguiente resultados. Citamos los presentados en [32], pero pro-
porcionamos nuevas demostraciones cuando se indique. Nótese que manten-
dremos la distinción allí considerada entre abiertos y abiertos cuasicompac-
tos, es decir, que en principio se está considerando incluso la situación no
puntualmente noetheriana.

Observación B.4.2. En [32] se prueban muchos resultados solo para el caso
de Spec(U) ⊆ Spec(X) con U ⊆ X un abierto. Sin embargo, estos gene-
ralizan automáticamente al caso en que U → X es una inmersión plana
cualquiera �y así lo expondremos en lo que sigue�, pues estas facto-
rizan como U ⊆ X ′ → X con U ⊆ X ′ un abierto y X ′ → X un qc-
isomor�smo �Corolario 5.4.19�, quedando así cualquier cuestión relativa
a Spec(X) ' Spec(X ′) e independiente de la presentación reducida al caso
de abiertos.

Lema B.4.3. [32, Section 13, Lemma 20] Sea X esquemático y sea un
abierto W ⊆ Spec(X). Se veri�ca que W es cuasicompacto si y solo si
Spec(X)−W = V (I) para I ⊆ OX coherente.

Como en el caso de la topología de Zariski en el espectro de un ani-
llo noetheriano, se razona para probar la siguiente colección de resultados
básicos �y más variantes que no citamos aquí�:

Proposición B.4.4. [32, Section 13, Proposition 21, Corollaries 22, 25, 26,
Theorem 27] Dado X esquemático y S = Spec(X), se veri�ca:

1) Una intersección �nita de abiertos cuasicompactos de S es cuasicom-
pacta, es decir S es cuasiseparado.

2) Los abiertos cuasicompactos de Spec(X) son una base de su topología.

3) Si i : U → X es una inmersión plana y W ⊆ Spec(X) un abierto
cuasicompacto, Spec(U) ∩W es cuasicompacto.

4) Si U es como antes y V ⊆ Spec(U) es un abierto, existe un abierto
W ⊆ Spec(X) tal que V = Spec(U) ∩W .
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5) Si U es como antes, Spec(U) coincide con la intersección de todos sus
entornos abiertos cuasicompactos; i.e. Spec(U) = ∩Spec(U)⊆WW con
W abierto cuasicompacto.

6) Para todo sistema �ltrante de haces de grupos abelianos {Fj} en S,

H i(S, colimFj) ' colimH i(S,Fj)

para todo i ≥ 0.

7) Si i : U → X es una inmersión plana y V ⊆ Spec(U) un abierto
cuasicompacto, para todo haz de grupos abelianos F en S se tiene

F| Spec(U)(V ) ' colimV⊆W F(W );

donde el colímite se toma sobre todos los entornos abiertos cuasicom-
pactosW de V . En particular,H i(V,F| Spec(U)) ' colimV⊆W H i(W,F)
para todo i ≥ 0.

8) Para todo i : U → X, se tiene OS|Spec(U) ' OSpec(U).

Ya vimos que todo espacio esquemático X está dotado de una aplicación

π : Spec(X)→ X;

pero en general esta no es continua, luego no se puede esperar establecer una
equivalencia entre haces cuasicoherentes Spec(X) y X de un modo tan sen-
cillo como haríamos en esquemas. Recordemos que para todo poset anillado
X tenemos las inclusiones naturales ix : Spec(Ux) → Spec(X) induciendo
una proyección natural

ρ :
∐
x∈X

Spec(Ux)→ Spec(X)

de modo que qx∈X Spec(Ux) es un esquema. El mor�smo qxUx → X es
�elmente plano, luego el functor imagen inversa que induce entre los cuasi-
coherentes es �elmente exacto. Esto motiva la siguiente De�nición:

De�nición B.4.5. Dado X esquemático, diremos que un OSpec(X)-módulo
N es un módulo cuasicoherente descendido si ρ∗N ∈ Qcoh(qx∈X Spec(Ux)).
Denotemos por

dQcoh(X) ⊆Mod(Spec(X))

a la categoría de módulos cuasicoherentes descendidos en Spec(X).
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Construcción B.4.6. Dado X esquemático y un M ∈ Qcoh(X), de�ni-
mos el módulo cuasicoherente descendido asociado aM, que denotamos M̃,
como

M̃ = ĺım
x∈X

ix∗M̃x;

donde M̃x es el módulo cuasicoherente en Spec(Ux) asociado aMx.

Proposición B.4.7. Se tiene una equivalencia de categorías

Qcoh(X) ' dQcoh(X)

dada porM 7→ M̃ y cuya inversa envía cada N cuasicoherente descendido
al OX -módulo N Γ con N Γ

x = N (Spec(Ux)).

Demostración. Inmediato.

Corolario B.4.8. Dado un proesquema S y dos presentaciones cualquiera
Spec(Y ) ' S ' Spec(X), se tiene una equivalencia dQcoh(Y ) ' dQcoh(X).
En particular, la categoría de módulos cuasicoherentes descendidos de no
depende �salvo equivalencia� de la presentación elegida y, cuando no se
especi�que o no queramos �jar una presentación, la denotamos dQcoh(S).

Observación B.4.9. En el Corolario 5.5.9 ya probamos que ser cuasicohe-
rente es local en la topología de las inmersiones planas de espacios esque-
máticos. En el caso separado, el Corolario previo puede interpretarse como
una reformulación de esto vía la Construcción 5.4.22 de �modelos �nitos�.

Corolario B.4.10. Si X es un espacio esquemático tal que S = Spec(X)
es un esquema, se tienen equivalencias de categorías

Qcoh(X) ' dQcoh(S) ' Qcoh(S).

Demostración. La última equivalencia se sigue de que ser cuasicoherente es
local en la topología fpqc de esquemas [10, Theorem 03O8].

Como sucede en el caso de módulos coherentes en ind-esquemas, tenemos
un mejor comportamiento cuando estamos bajo hipótesis de �nitud.
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Teorema B.4.11. Si X es esquemático y S = Spec(X), se tiene una equi-
valencia

Coh(X) ' Coh(S).

En particular, Coh(S) es una subcategoría abeliana de Grothendieck de
Mod(S).

Demostración. Basta demostrar que todo módulo cuasicoherente descendi-
do N ∈ dQcoh(S) correspondiente a uno coherente en X vía la Proposición
B.4.7 es, de hecho, coherente para la topología conjuntística de Zariski de
este espacio. Esto es, tenemos que dar un recubrimiento abierto {Ui} de
S = Spec(X) tal que cada N|Ui es un OUi-módulo �nito generado. Esto
es exactamente [32, Section 15, Lemma 7]. El argumento clave es que si
un mor�smo de OS-módulos N ′ → N es epiyectivo en un punto x, en-
tonces N ′|V → N|V es un epimor�smo en algún entorno abierto V de x.
Esto se sigue de que {s ∈ S : Ns = 0} es un abierto de S y, por tanto,
{s ∈ S : Ns = 0} ∩ Spec(Ux) es abierto de Spec(Ux) para todo x ∈ X; lo
que aplicamos al conúcleo de nuestro mor�smo.

Queda ver que para todo abierto V ⊆ S, todo n ≥ 0 y toda epiyección
ϕ : O⊕nV → N|V , ker(ϕ) es �nito generado como OV -módulo, es decir, para
todo x ∈ V , existe un m ≥ 0, un entorno abierto W de x y una epiyección
O⊕mW → ker(ϕ)|W → 0. En efecto, dado dicho x, se tiene que ker(ϕ)x es
�nito generado por ser ideal de un anillo noetheriano O⊕mX,x, y por el mismo
argumento de antes, ker(ϕ)|W es �nito generado en algún entorno W de x.
La última a�rmación se sigue del Teorema 3.1.7.

Corolario B.4.12. Si S ' Qcoh(X) es un proesquema, se tiene una equi-
valencia

dQcoh(S) ' {N ∈Mod(S) : N = colimiNi con Ni ∈ Coh(S)};

donde el colímite es �ltrante. Además, esto es compatible con las equivalen-
cias de la Proposición B.4.7 y el Teorema B.4.11, es decir, siM∈ Qcoh(X)

esM = colimiMi conMi ∈ Coh(X), entonces M̃ = colimi M̃i.

Demostración. Dado N ∈ dQcoh(S) y M ∈ Qcoh(X) el haz cuasicohe-
rente asociado, se tiene que M ' colimiMi con Mi ∈ Coh(X) por ser
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los coherentes la subcategoría de compactos de la de cuasicoherentes y
ser esta última compactamente generada �véase la Observación 3.1.15�.
Como límites �nitos conmutan con colímites �ltrantes en categorías abe-
lianas de Grothendieck, se concluye gracias a los isomor�smos naturales
N ' M̃ ' ˜colimiMi ' colimi M̃i. La compatibilidad se sigue de la cons-
trucción.

El Corolario B.4.12 implica, en espíritu, que la cohomología de haces cua-
sicoherentes descendidos coincide con la cohomología de los cuasicoherentes
en el modelo �nito, pero hay algunos detalles técnicos que explicaremos más
adelante y que nos van a limitar a casos con más hipótesis de las deseables.
Por el momento, vamos a tratar los mor�smos entre proesquemas.

De�nición B.4.13. Dado un mor�smo de espacios localmente anillados
g : S → T con S, T proesquemas, se dice que g es esquemático si g∗ preserva
módulos cuasicoherentes descendidos. Sea PSch la categoría de proesque-
mas y mor�smos esquemáticos.

En [32, Section 14, Proposition 6] se prueba que dado un mor�smo
esquemático de espacios esquemáticos f : X → Y y Spec(f) el mor�smo
inducido, tomar imágenes directas de un cuasicoherente conmuta con tomar
los haces cuasicoherentes descendidos asociados. En particular, Spec(f) es
un mor�smo esquemático.

En este contexto, en [32] también se demuestra que los mor�smos esque-
máticos de proesquemas se corresponden con mor�smos en SchFinqc, pero
solo bajo la hipótesis adicional de que el espacio de llegada sea semisepara-
do, lo cual, a posteriori, forzará que los mor�smos sean a�nes. En general y
sin esta hipótesis, sí que se tiene que el functor Spec induce un functor

Spec: SchFinqc → PSch.

�el y esencialmente epiyectivo �[32, Section 15, Proposition 25]�, pero la
equivalencia de categorías en general, aunque creemos debe ser cierta, sigue
quedando fuera de nuestro alcance. Para evitar esta condición de semisepa-
rabilidad y tener un caso su�cientemente amplio para nuestros propósitos:
válido, al menos, a espacios esquemáticos cuyos espectros sean esquemas;
nos restringimos al caso �algebraico�
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De�nición B.4.14. Se dice que un mor�smo g : S → T = Spec(X) entre
proesquemas es algebraico si para todo mor�smo esquemático Z → X con
R = Spec(Z) un esquema, S ×T R → R es un mor�smo entre esquemas
qc-qs. Se dice que un proesquema S es algebraico si su diagonal S → S × S
es algebraica. Sea AlgPSch la subcategoría de proesquemas algebraicos y
mor�smos algebraicos.

Observación B.4.15. Esta de�nición depende, a priori, de la presentación
S = Spec(X), pero el Teorema B.4.22 demostrará que acaba siendo inde-
pendiente de ella. Es claro que los isomor�smos siempre son algebraicos, con
independencia de las presentaciones elegidas.

Notación B.4.16. Sea AlgSchFin ⊆ SchFin la subcategoría de espacios
esquemáticos algebraicos y mor�smos �esquemáticos� algebraicos entre
ellos. Por la Proposición 7.1.8, los qc-isomor�smos son algebraicos, luego
tiene sentido considerar la localización AlgSchFinqc. Es claro que se tiene
un functor inducido

Spec: AlgSchFinqc → AlgPSch

�el y esencialmente epiyectivo. De hecho, el functor valora en la intersección
AlgPSch×LRS PSch. El Corolario B.4.23 probará que esta es AlgPSch.

Lema B.4.17. Sea S un esquema afín y {fi : Vi → S} un recubrimiento
�nito �localmente afín� por monomor�smos planos �es decir, para todo
s ∈ S el �entorno mínimo de s�, de�nido como el producto �brado sobre
la base V s =

∏
s∈fi(Vi) Vi, es afín�, entonces el modelo �nito de S respecto

a las imágenes de este recubrimiento �πS : S → X, equipado con el haz
estructural tal que OX,πS(s) = OV s(V s)� es esquemático afín y veri�ca que
Spec(X) ' S. En particular, se inducen equivalencias

Mod(OS(S)) ' Qcoh(S) ' dQcoh(S) ' Qcoh(X).

Observación B.4.18. Recordemos que podemos entender OS como haz en
el sitio de los monomor�smos planos y cuyos recubrimientos están dados
por familias �nitas epiyectivas �por ejemplo, por ser un haz de Zariski
y veri�carse (2') de [10, Lemma 022H], pues un monomor�smo �elmente
plano es un isomor�smo por el Lema B.2.23�. Dado un monomor�smo
plano V → S con V afín, denotemos OS(V ) = OV (V ). Esto tiene sentido
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porque, como estamos en la situación afín, la imagen de V → S determina
V salvo isomor�smo por el mismo Lema B.2.23 y la discusión bajo este.
Dado ahora un recubrimiento {Wk → V } �nito por monomor�smos planos
con Wk a�nes y de modo que cada Wk ×S Wk′ se recubre por un número
�nito de {Wk′′ → Wk ×S Wk′}, se tiene que OS(V ) ' ĺımkOS(Wk) por la
propia condición de haz.

Demostración. Reemplazamos el recubrimiento de partida por {V s → S},
con s recorriendo cierto conjunto �nito de puntos de S. Por de�nición de
Spec(X), se tiene f : Spec(X)→ S de espacios localmente anillados, epiyec-
tivo por construcción y veri�cando f−1(V s) = π−1

X (UπS(s)) = Spec(UπS(s))
�identi�cando monomor�smos planos con sus imágenes�. Para empezar,
es claro que X es pseudoesquemático, pues el cambio de base de un mo-
nomor�smo plano de esquemas es un monomor�smo plano y, entre esque-
mas a�nes, estos son exactamente aquellos cuyos mor�smos entre secciones
globales son epimor�smos planos de anillos. Obtenemos por composición
πS ◦f : Spec(X)→ X epiyectivo. Por el Teorema 4.3.19, acabamos si vemos
que f es un isomor�smo. Para empezar, f es un homeomor�smo por des-
censo �elmente plano para esquemas, véase, por ejemplo [10, Lemma 02JY];
pero además, por la Observación B.4.18 y notando que si α ∈ V s ∩ V t para
ciertos α, s, t ∈ S, hay una factorización V α → V s ×S V t → S, tenemos
�nalmente OS(S) ' ĺımsOS(V s) ' OSpec(X)(Spec(X)). De la propiedad
universal

HomLRS(Spec(X),Spec(OS(S))) ' HomCRing(OS(S),OSpec(X)(Spec(X)))

y se concluye que f es isomorfo al mor�smo natural de a�nización en LRS,
Spec(X) → Spec(OSpec(X)(Spec(X)); pero como ya sabíamos que es un
homeomor�smo, se obtiene que es un isomor�smo, completando la demos-
tración. Observemos, por completitud, que

OX(Uπ(s) ∩ Uπ(t)) ' OS(V s ∩ V t) ≡ OV s×SV t(V
s ×S V t)

para todo s, t ∈ S; donde el primer isomor�smo se tiene porque

OX(Uπ(s) ∩ Uπ(t)) ' ĺım
z≥π(s),π(t)

OX,z = ĺım
α∈V s∩V t

OS(V α) ' OS(V s ∩ V t)

por la Observación B.4.18 �V s×S V t → S tiene imagen V s∩V t y es, salvo
isomor�smo, el único monomor�smo plano con dicha imagen�.
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Observación B.4.19. En las condiciones del Lema B.4.17, para todo abierto
U ⊆ X, Spec(U) es un proesquema. En particular, Spec de�ne un mor�s-
mo de sitios del sitio de los monomor�smos planos en S �pensado como
proesquema� al topológico de X.

Lema B.4.20. Dado un esquema qc-qs S y un recubrimiento {Wi → S}
�nito por monomor�smos planos con Wi esquemas qc-qs, existe un recubri-
miento por monomor�smos planos localmente afín �en el sentido del Lema
B.4.17� re�nando a {Wi → S}.

Demostración. Basta considerar un recubrimiento abierto �nito y localmen-
te afín {Uij}j de cada Wi �que existe por ser estos esquemas qc-qs� y
tomar {Uij → S}i,j . Si S es semiseparado �por ejemplo, afín�, hemos
acabado. En caso contrario, las intersecciones Uij ×S Ui′j′ vuelven a ser
cuasicompactas, luego cada una se recubre por un numero �nito de a�nes
Viji′j′ contenidas en algún afín. Como los productos �brados entre a�nes son
a�nes, se comprueba fácilmente que el recubrimiento {Uij , Viji′j′ → S} es
localmente afín en el sentido requerido, exactamente igual que se argumenta
para recubrimientos abiertos: identi�cando los espacios con sus imágenes,
si s ∈ Uij para solo un Uij , entonces U s = Uij ; si pertenece a varios, está
en un producto �brado de Viji′j contenidos en cierto afín, luego el producto
�brado de todos ellos, el entorno mínimo buscado, es afín.

El siguiente Teorema es, en esencia, generalización de [32, Section 15,
Theorem 29]. Aclaramos que cuando hablemos de monomor�smos y mor-
�smos planos en el contexto de proesquemas, nos referimos, a priori, a sus
de�niciones en la categoría de espacios localmente anillados �un mor�smo
g : S → T es plano si g]s es plano ∀s ∈ S�. Nótese que los monomor-
�smos planos son estables por cambio de base arbitrario en LRS, pues los
monomor�smos los son y, precisamente por estar cambiando de base un mo-
nomor�smo, el producto �brado en LRS tiene como espacio subyacente el
producto �brado topológico, siendo las �bras del haz de anillos el producto
tensorial de las �bras de sus componentes. Un qc-monomor�smo (resp. mor-
�smo plano) de espacios esquemáticos f : X → Y induce un monomor�smo
(resp. mor�smo plano) entre los espectros.

Observación B.4.21. De hecho, en la situación que aparece en el Teorema
B.4.22 que sigue, vamos a cambiar de base un mor�smo que sabemos es
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límite �ltrante de abiertos cuasicompactos, luego su antiimagen será un
límite �ltrante de abiertos de un esquema, i.e. un monomor�smo plano.

Teorema B.4.22. Si g : Spec(X) = S → T = Spec(Y ) es un mor�smo
algebraico de proesquemas con X algebraico, se veri�ca que g = Spec(f/φ)
para algún mor�smo f/φ con f y φ algebraicos. En particular, el functor

Spec: AlgSchFinqc → AlgPSch

es una equivalencia de categorías.

Demostración. Solo queda ver que el functor es pleno. Consideremos un
mor�smo algebraico g : Spec(X)→ Spec(Y ). Supongamos en primer lugar
que X es afín, por lo que Spec(X) es un esquema afín. Sea {Spec(Uy)}y∈Y
el recubrimiento estándar por monomor�smos planos, inducido por Uy ⊆ Y ;
y sea {Spec(Uy)×Spec(Y ) Spec(X) ≡ g−1(Spec(Uy))} el recubrimiento anti-
imagen, que sigue siendo un recubrimiento por monomor�smos planos entre
esquemas qc-qs por las hipótesis sobre g. Considérese {V y

i }i,y un recubri-
miento como en el Lema B.4.20 re�nando a este. Como en la construcción
de modelos �nitos ordinaria, se obtiene un modelo �nito Spec(X) → Z
respecto a este recubrimiento, que es esquemático por el Lema B.4.17, y
mor�smos de posets anillados entre espacios esquemáticos

(?,OX(X))
φ′← Z

f→ Y ;

esquemáticos por el Teorema 4.3.26. Tomando Z ′ := Z ×(?,OX(X)) X ob-
tenemos un mor�smo en la localización f/φ : X ← Z ′ → Y de modo que
Spec(f/φ) = g. Nótese que, a la postre, g es esquemático.

Ahora, si X es un espacio esquemático cualquiera, Spec(Ux)→ Spec(Y )
es algebraico por serlo X �y por tanto Ux → X�. Como X = colimx Ux y
Spec(X) = colimx Spec(Ux), por el caso afín y la conmutación del functor
de puntos covariante con colímites, se tiene

HomSchFinqc(X,Y ) ' HomSchFinqc(colimx Ux, Y ) '
' colimx HomSchFinqc(Ux, Y ) ' colimx HomPSch(Spec(Ux), Spec(Y )) '
' HomPSch(Spec(X),Spec(Y )),

de donde concluimos.
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Corolario B.4.23. Todo mor�smo algebraico entre proesquemas algebrai-
cos es esquemático. Es decir, AlgPSch ⊆ PSch.

Observación B.4.24. Sospechamos que todo mor�smo algebraico podría ser
automáticamente esquemático, sin suponer algebraicidad en los espacios: ser
cuasicoherente descendido es una cuestión local, luego para probar el resulta-
do bastaría aplicar la algebraicidad para cambiar de base los Spec(Uy)→ T
y emplear algún teorema de cambio de base plano para las imágenes directas
sin derivar, que habría de probarse a este nivel de proesquemas y mor�smos
de espacios localmente anillados.

En particular, el Teorema B.4.22 dice que, en la categoría de proesque-
mas algebraicos, los mor�smos cambian de base cualquier mor�smo desde
un esquema, aunque no provenga de un mor�smo entre espacios esquemá-
ticos, con lo que se recupera en cierto sentido la pérdida de generalidad en
que habíamos incurrido en la de�nición de mor�smo algebraico en pos de
poder de�nir el functor Spec entre las categorías deseadas.

Corolario B.4.25. Si g : S → T es un mor�smo algebraico de proesquemas,
entonces para todo mor�smo esquemático algebraico R → T con R un
esquema, S ×T R es un esquema.

Demostración. Sea Y tal que Spec(Y ) ' T y sea X un modelo �nito de
R. Por ser R → T es algebraico, el Teorema B.4.22 garantiza que viene
inducido por un f/φ : X ← Z → Y . Ahora, Spec(Z)×T S ' R ×T S es un
esquema por la hipótesis de algebraicidad sobre g.

Observación B.4.26. Empleando ahora el Teorema 7.4.16, que depende del
Teorema B.4.22 previo, se concluye que todo espacio esquemático semise-
parado X es algebraico, pero creemos que se tiene más; que los mor�smos
a�nes son �fuertemente algebraicos�: es decir, se debería veri�car que si
f : X → Y es afín, para todo esquema qc-qs R y mor�smo esquemático
g : R→ Spec(Y ),

R×Spec(Y ) Spec(X) ' Spec
R

(g∗f∗OX).

En particular, si X es semiseparado y Spec(A)→ X es un mor�smo es-
quemático, este sería automáticamente algebraico, luego procediendo como
la última parte de la demostración del Teorema B.4.22, se recupera el resul-
tado expuesto en [32, Section 15, Theorem 29]: todo mor�smo esquemático
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Spec(X)→ Spec(Y ) con Y semiseparado proviene de un mor�smo f/φ. En
el fondo, lo que sucede es que los Spec(Ux) → Spec(Y ) son a�nes por la
semiseparabilidad de Y y, como todas las construcciones son compatibles,
se obtiene f/φ como un colímite de mor�smos a�nes.

Conjetura B.4.27. Todo mor�smo algebraico S → T cambia de base cual-
quier R→ T con R esquema a un esquema qc-qs R×T S, es decir, es �fuer-
temente algebraico�. En particular, todo mor�smo S → T con S esquema
qc-qs y T algebraico, sería un mor�smo algebraico. Bajo esta hipótesis, se
demostraría el Teorema B.4.22 imponiendo algebraicidad solo en el espacio
de llegada.

Corolario B.4.28. Si g : S → T es un monomor�smo plano algebraico y
epiyectivo de proesquemas, entonces es un isomor�smo.

Demostración. Por el Teorema B.4.22, se tiene que g = Spec(f/φ) con
f : X → Y esquemático algebraico para cierto X. Como ser monomor�smo
plano cambia de base, para todo Z → Y con Spec(Z) esquema, el mor�smo
Spec(Z)×T S ' Spec(Z ×Y X)→ Spec(Z) es un monomor�smo plano, i.e.
f es algebraicamente monomor�smo plano, luego inmersión plana

Corolario B.4.29. La categoría de proesquemas algebraicos tiene produc-
tos �brados �nitos y el functor olvido AlgPSch ↪→ LRS los preserva.

Volviendo a la cohomología, en [32] se prueba el siguiente resultado:

Teorema B.4.30. [32, Section 14] Si X es esquemático semiseparado y
M∈ Qcoh(X), se tienen isomor�smos H i(X,M) ' H i(Spec(X),M̃) para
todo i ≥ 0.

Creemos que la hipótesis de separabilidad puede reemplazarse por la
más débil de que X sea algebraico, en especial si es cierta la Conjetura
B.4.27, y con una estrategia de demostración �natural� que esbozaremos en
la Conjetura B.4.34, basada en dar una de�nición intrínseca del functor (̃−)
como uno inducido por cierta equivalencia de sitios. Esta formulación reco-
gería también el caso que sigue, para espacios esquemáticos cuyo espectro
es un esquema, que obtenemos de otro modo, vía la Proposición 5.2.4 �de
hecho, los espacios esquemáticos cuyo espectro es un esquema veri�can la
conclusión de la Conjetura B.4.27 y los puntos i) y ii) de B.4.34, por lo que
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probar el resultado para ellos �de modo natural� se reduce a la cuestión,
quizá puramente topológica, planteada en iii) de dicha Conjetura B.4.34�.
En cualquier caso, la versión que sigue será su�ciente para su aplicación en
el Teorema 7.6.1:

Corolario B.4.31. Sea X esquemático con Spec(X) un esquema y sea
M∈ Qcoh(X). Se tienen isomor�smos H i(X,M) ' H i(Spec(X),M̃) para
todo i ≥ 0.

Demostración. Se sigue de la Proposición 5.2.4, de que el resultado es cierto
para modelos �nitos de esquemas �respecto a recubrimientos abiertos� y
de que la equivalencias de categorías abelianas, inducidas por el mor�smo
continuo πX : Spec(X)→ X, es exacta.

De hecho, sospechamos que el resultado análogo podría ser cierto sin
hipótesis alguna sobre X �al igual que el Teorema B.4.22�.

Solo nos queda exponer una estrategia de demostración para el caso
algebraico, que consiste en de�nir intrínsecamente el functor (̃−):

De�nición B.4.32. Dado un proesquema S ' Spec(X), denotemos por
SwZar al sitio cuyos objetos con los monomor�smos planos esquemáticos
entre proesquemas T → S y cuyos recubrimientos son las familias �nitas
epiyectivas. Denotemos por SAff

wZar al subsitio generado por los mor�smos
desde a�nes, que de�ne el mismo topos �como en la Proposición 5.6.13�.

El functor Spec induce, a nivel de sitios, un functor

Spec: XwZar → SwZar

que, de hecho, factoriza por la localización por qc-isomor�smos.

Proposición B.4.33. Si todos los espacios y mor�smos que aparecen son
algebraicos, Spec induce una equivalencia (XwZar)qc ' SwZar. En particular,
se tiene una equivalencia de topos Sh(XwZar) ' Sh(SwZar). Además, esta
equivalencia extiende a una de topos anillados y da equivalencias entre las
categorías de haces de módulos, que �nalmente inducen

dQcoh(S) ' Qcoh(X) ' Qcoh(XwZar) ' Qcoh(SwZar).
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Demostración. La equivalencia de sitios se sigue del Teorema B.4.22, lo
cual implica la equivalencia de topos. A nivel de sitios anillados �con el
haz de anillos estándar�, se sigue de 8) la Proposición B.4.4, lo que, en
combinación con la Proposición 5.6.26, implica el resto de a�rmaciones.

Si la Conjetura B.4.27 es cierta �o si se veri�ca su conclusión� la
Proposición B.4.33 es cierta imponiendo solo que X sea algebraico, pues se
tiene una equivalencia de sitios (XAff

wZar)qc ' SAff
wZar, que induce la misma

equivalencia de topos requerida. Supongamos a partir de este punto que
trabajamos bajo estas hipótesis.

Dado X algebraico, sea ahora Xτ el sitio de�nido por la topología de
|X|. Se tiene un functor continuo de inclusión Xτ → XwZar induciendo, por
la Proposición 5.6.26, equivalencias Qcoh(X) ' Qcoh(XwZar) �y también
Coh(X) ' Coh(XwZar)�. Si XZar es el sitio de Zariski en el sentido de
la De�nición 7.7.11, se tiene una inclusión XZar → XwZar �que, de hecho,
valora en el sitio algebraico de los monomor�smos planos�. Por lo expuesto
y la Proposición B.4.33, se tiene un diagrama

Qcoh(X)

(̃−)
��

Qcoh(XwZar)

∼
��

∼oo

dQcoh(X) Qcoh(Spec(X)wZar).

En este contexto, la situación ideal sería tener un functor plenamente �el

Mod(Spec(X)wZar)→Mod(Spec(X))

de�nido a partir de un mor�smo de sitios y tal que la imagen esencial
de la subcategoría de Qcoh(Spec(X)wZar) coincidiese exactamente con la
subcategoría de cuasicoherentes descendidos. Esto está relacionado con las
siguientes cuestiones:

Conjetura B.4.34.

i) Si U ⊆ S ' Spec(X) es un abierto �cuasicompacto�, ¾es U un
pro-esquema? ¾Es cierto lo análogo para V → S un monomor�smo
plano de espacios localmente anillados? ¾Se simpli�ca la situación su
suponemos que X es algebraico?
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ii) Podríamos de�nir un proesquema como un espacio localmente anilla-
do qc-qs que es localmente afín en la topología de los monomor�smos
planos. También como un haz en el sitio grande de los monomor�smos
planos que está �dominado� por una unión disjunta �nita de mono-
mor�smos planos desde esquemas conjuntamente epiyectiva. Puede
que sea necesario incluir la condición de diagonal representable y res-
tringirnos al caso �algebraico�. Probar la equivalencia de estas po-
tenciales de�niciones con la nuestra es equivalente, en esencia, a la
cuestión planteada en i); o dicho de otro modo, ¾podemos considerar
modelos �nitos de objetos que veri�quen estas de�niciones alternativas
de proesquema?

iii) Si i) es cierto para abiertos, con las notaciones antes introducidas, se
tiene un functor de inclusión continuo

Spec(X)τ → Spec(X)wZar

de�niendo el functor i∗ : Mod(Spec(X)wZar) → Mod(Spec(X)) que
buscábamos. De hecho, si podemos ver que los topos están generados
por a�nes sin hipótesis de algebraicidad en X �siendo el problema si
un abierto V ⊆ Spec(X) se recubre por a�nes�, podríamos trabajar
sin hipótesis o con alguna más débil.

iii') En relación con el punto anterior, nos preguntamos por una cuestión,
quizá topológica, cuya sombra planea sobre muchos razonamientos
de esta memoria: en el caso de que S sea esquema, ¾se re�na todo
recubrimiento fpqc de S por monomor�smos planos �pongamos que
�nito� por un recubrimiento abierto? Un resultado así implicaría que,
cuando S = Spec(X), este espacio esquemático X es, en esencia, el
modelo �nito respecto a un recubrimiento abierto junto con una serie
de �pro-abiertos� añadidos. Además, estaríamos diciendo exactamente
que el functor de inclusión SZar → SwZar es cocontinuo, luego por la
Proposición B.3.4 identi�caríamos el topos de Zariski de S como un
subtopos del de los monomor�smos planos y, además, como se veri�can
las condiciones de la Proposición B.3.5, tendríamos una equivalencia.
No creemos, sin embargo, que esto sea cierto en esta generalidad: el
análogo no es cierto para la topología pro-étale al compararla con la
étale, puesto que los re�namientos por abiertos solo existen tras pasar
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a ciertos anillos �w-contráctiles�, es decir, que para los sitios pequeños
sobre los esquemas a�nes de dichos anillos los topos pro-étale y étale
son equivalentes, pero no sobre esquemas arbitrarios; y en vista de las
observaciones realizadas para mor�smos ind-Zariski en relación con
los anillos �w-locales� en el Apéndice B.2, quizá la situación de los
monomor�smos planos podría ser similar.

iv) Si i) y iii) son ciertos, Spec(X)τ → Spec(X)wZar subyace a un mor-
�smo de sitios anillados i : (Spec(X)wZar, i

−1O) → (Spec(X)τ ,O) tal
que i∗ ' i−1, que debería inducir un functor de imagen directa plena-
mente �el Mod(Spec(X)wZar)→Mod(Spec(X)), pues que Spec(X)
viene equipado con la topología cociente de los Spec(Ux)�; de modo
podríamos de�nir dQcoh(X) como su imagen esencial. En particular,
si Spec(X) es un esquema, Qcoh(Spec(X)) ' Qcoh(Spec(X)wZar),
lo cual es compatible con todo lo expuesto. Nótese que, en el ca-
so para esquemas, el functor en cuestión siempre existe. Observemos
también que los functores Spec inducen mor�smos de sitios anillados
�teniendo en cuenta la Sección 7.7�

(Spec(X)wZar, i
−1O) //

��

(Spec(X)τ ,O)

��
(XwZar,OXwZar

) // (XZar,OXZar
)

cuyas propiedades deberían estudiarse.

v) Si iv) es cierta, como tenemos un cuadrado conmutativo dado por
equivalencias entre categorías abelianas, por lo tanto exactas, y estas
vienen inducidas por mor�smos de sitios �luego el functor derivado de
la imagen directa es la haci�cación de la cohomología en las imágenes
por los functores subyacentes�, se concluiría que la cohomología en
todas estas categorías es isomorfa. En particular, recuperaríamos

H i(X,M) ' H i(Spec(X),M̃)

para todo i ≥ 0 y para X algebraico �o quizá en general, como men-
cionamos en iii)�, además de que habríamos construido una teoría
natural relacionando los haces de espacios esquemáticos y proesque-
mas. Esto también puede hacerse a partir de la equivalencia a nivel
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de haces coherentes, gracias al Teorema B.4.11 y el Corolario B.4.12,
junto con 6) de la Proposición B.4.4. Insistimos: el problema es que
(̃−) no viene inducido por un mor�smo de sitios en a priori, luego si
iv) no fuese cierto, el functor derivado que le corresponde no se expre-
saría en términos de grupos de cohomología ordinarios y no podríamos
probar la a�rmación.

Observación sobre �completación esquemática�

Algunas de las cuestiones planteadas en esta sección pueden estar rela-
cionadas con la siguiente patología: dado un poset anillado X, pongamos
que pseudoesquemático, ¾cuándo puede encontrarse un espacio esquemático
X ′ tal que X ⊆ X ′ y Spec(X) ' Spec(X ′)? La situación más simple se da
cuando Spec(X) es un esquema qc-qs, véase el Ejemplo 4.1.5. Sugerimos
aquí un método muy rudimentario para solventar esta cuestión.

Como sabemos, un poset anillado pseudoesquemático X es esquemático
si y solo si todo punto x ∈ Spec(X) centra en un único x ∈ X; es de-
cir, si para todo haz de ideales primos cuasicoherente p ⊆ OX , el cociente
OX/p está soportado en un cerrado irreducible de X. Podemos considerar
el subconjunto

Spec(X)0 = {p ∈ Spec(X) : sop(OX/p) es irreducible.} ⊆ Spec(X);

que podemos llamar la parte esquemática de Spec(X). Por de�nición, se
tiene una aplicación Spec(X)0 → X y el problema consiste en extenderla
a todo Spec(X) → X ′ para cierto X ′. Un espacio pseudoesquemático es
esquemático si y solo si Spec(X)0 = Spec(X).

De�nición B.4.35. Si X es pseudoesquemático, diremos que x ∈ X es
redundante si no está en la imagen de Spec(X)0 → X.

Construcción B.4.36. Supongamos queX = Ux y que x no es redundante.
Para proceder, denotemos Cp = sop(OX/p) para p ⊆ OX . La idea es que
si Cp = Cx1 ∪ ... ∪ Cxn son las componentes irreducibles, deberemos añadir
un punto xp con anillo ⊗1≤i≤nOX,xi �tensorial sobre OX,x�. Para abordar
este problema sugerimos lo siguiente: consideremos la inclusión conjuntística
X ⊆ P(X). Cada ∆ ∈ P(X) de�ne un subconjunto

Spec(X)∆ = {p ∈ Spec(X) : Cp = ∪y∈∆Cy son componentes irreducibles}.



304 Apéndice B. Apéndices a la Parte II

Claramente
∐

∆ Spec(X)∆ = Spec(X) y
∐
y∈X Spec(X){y} = Spec(X)0.

Por construcción, hay una aplicación

ρ : Spec(X)→ P(X)

tal que ρ(p) es subconjunto de�nido por los máximos de Cp. Dotemos a
P(X) de la topología cociente de la topología de las especializaciones de
Spec(X).

Para r ≥ 0, denotemos Pr(X) ⊆ P(X) al subconjunto de partes de r
elementos. Vía la aplicación antes de�nida, ρ−1(P1(X)) = Spec(X)0. Nótese
que P1(X) ' X. De�namos pues X ′ := Im(ρ) y equipemos a este poset con
el haz estructural OX′ tal que

OX′,∆ = ⊗xi∈∆OX,xi (tensorial sobre OX,x).

Proposición B.4.37. El espacio X ′ de�nido en la Construcción B.4.36 es
esquemático y afín con Spec(X) ' Spec(X ′). Además, si X es esquemático,
X = X ′.

Demostración. Por el Teorema 4.3.19, basta ver que Spec(X ′) ' Spec(X),
pero esto es inmediato por ser x ∈ X no redundante, lo que implica que X ′

tiene un punto mínimo con anillo OX,x y, por tanto, que se tienen isomor-
�smos Spec(X ′) ' Spec(OX,x) ' Spec(X). La última parte se sigue de que
ρ valora en P1(X) cuando X es esquemático.

Ejemplo B.4.38. Si X es como en el Ejemplo 4.1.5, es fácil comprobar que
X ′ = {a, b, c, d} con a < b, c y b, c < d y OX′,d = C ⊗A B.

En general, X es esquemático si y solo si Ux ⊆ X lo es para todo x ∈ X,
luego podemos considerar el recubrimiento U = {Ux → X}x∈X , aplicar el
procedimiento anterior a cada Ux para obtener U ′ tal que |U ′| = |U| = |X|
y U ′(x) = U ′x de�nido como en la construcción previa. Ahora consideramos
X ′ := Cyl(U ′). Se obtiene así que X ← Cyl(U) ⊆ X ′, donde la �echa hacia
la izquierda es un qc-isomor�smo si el X de partida es esquemático y, en
cualquier caso, induce un isomor�smo entre los espectros.

Conjetura B.4.39. Para X arbitrario tal que Spec(X) es un espacio local-
mente anillado cuasicompacto y cuasiseparado, si repetimos la Construcción
B.4.36 y de�nimos ahora OX′,∆ := OSpec(X)|ρ−1(U∆)(ρ

−1(U∆)), ¾obtenemos
una �completación esquemática� de X?



Apéndice C

Apéndices a la Parte III

C.1. Categorías de Galois

En esta memoria emplearemos la noción de categoría de Galois introdu-
cida en [15] por Grothendieck �véase también [17]�. La idea es encontrar
parejas de una categoría C y un functor ��bra� F : C→ Set de modo que,
si G es el grupo de automor�smos de F , se establezca una equivalencia con
la categoría de G-conjuntos F ' G-Set, en analogía con el teorema de Ga-
lois clásico, que tenga unas propiedades �razonables�. En este sentido, G
�clasi�ca� los objetos de la categoría C. En la versión clásica planteada para
revestimientos �nitos, es decir, de modo que F valora en conjuntos �nitos,
el functor F es pro-representable, G es un grupo pro�nito y la equivalencia
se obtiene con G-FinSet, donde FinSet es la categoría de conjuntos �nitos
y la acción de G es continua. Existen, además, múltiples variaciones de es-
ta formulación inicial, tanto para tratar el caso in�nito como para admitir
múltiples �componentes conexas� en la categoría a través de la inclusión de
familias de functores �bra. Cabe mencionar también que esto se interseca
con el paradigma de la teoría de topos, en que todo topos (resp. topos con
algún punto) es equivalente al espacio clasi�cante de un grupoide locálico
(resp. topológico), hecho que especializa a la teoría de topos de Galois, que
no seguiremos aquí y es el análogo de nuestras categorías de Galois �y de
hecho, intercambiable por ellas para los propósitos de este trabajo�. Cabe
destacar que la diferencia entre emplear grupoides y grupos reside tan solo
en �jar un functor �bra, que es quien actúa como punto base �en el caso
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de topos, son puntos de este�.

Sin más dilación, recordamos las de�niciones. Todo lo expuesto se en-
cuentra demostrado en las referencias mencionadas:

De�nición C.1.1. Sea C una categoría y F : C → FinSet un functor. Se
dice que (C, F ) es una categoría de Galois con functor fundamental F si se
veri�can las siguientes condiciones:

1) C tiene objeto terminal y productos �brados �nitos.

2) C tiene sumas �nitas �en particular, objeto inicial� y cocientes por
subgrupos �nitos de automor�smos de cualquier objeto de C.

3) Cualquier mor�smo f en C admite una factorización f = g ◦ h con h
un epimor�smo y g un monomor�smo. Además, todo monomor�smo
f : X → Y establece un isomor�smo con un sumando directo de Y .

4) F preserva objetos terminales, epimor�smos, productos �brados �ni-
tos, sumas �nitas y cocientes por subgrupos �nitos de automor�smos.

5) F es conservativo, es decir, si f es un mor�smo tal que F (f) es iso-
mor�smo, entonces f es isomor�smo.

Si (C, F ) es una categoría de Galois, se denota

π1(C, F ) := Aut[C,FinSet](F )

al grupo fundamental de (C, F ). Un objeto X se dice de Galois si es conexo
�en el sentido de que para todo X ' X1 q X2, o bien X1 o bien X2

son isomorfos al objetos inicial; compárese con la Observación 6.3.12� y
su cociente por su grupo completo de automor�smos es isomorfo al objeto
�nal. Se demuestra que los objetos de Galois forman un conjunto co�nal en
la categoría y, de hecho, el functor F es pro-representable por ellos, es decir,
existe un �sistema proyectivo �ltrante� de objetos de Galois X = {Xi}i∈I
tal que se tiene un isomor�smo de functores

F ' colim Hom(X,−),

donde el segundo es el functor i 7→ HomC(Xi,−). Este sistema X se puede
entender como el revestimiento universal de (C, F ). El motivo de que este
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revestimiento no exista en general como objeto de C es simplemente que C
no tiene límites pequeños �in�nitos� por estar ��brada� sobre conjuntos
�nitos en vez de sobre conjuntos. Si se modi�ca con astucia la de�nición
de categoría de Galois para el caso in�nito, ĺımX sería el revestimiento
universal �como sucede en el caso topológico�.

Más intrínsecamente, sea Pro(C) la categoría de pro-objetos asociada
a C �cuyos objetos son functores en [I,C] para I cualquier categoría pe-
queña �ltrante y cuyos mor�smos son, de�niéndolos como �lo que debe-
rían ser� si Hom conmutase con límites en ambos factores, es decir, como
HomPro(C)(X,Y ) = ĺımj colimi HomC(X(i), Y (j))� y la inclusión

C→ Pro(C) X 7→ X,

que veri�ca que, si C es completa, tiene una adjunta a la derecha X 7→ ĺımX
�la extensión de Kan derecha: esto es totalmente paralelo a la discusión
sobre adjuntas de C-datos�. Que F sea pro-representable es decir que la
extensión F : Pro(C) → Pro(FinSet) → Set �de hecho, a valores en �es-
pacios de Stone�� es representable por un objeto de Pro(C).

En cualquier caso, se demuestra, no solo que F es pro-representable, sino
que sus automor�smos pueden computarse como

π1(C, F ) = ĺım
i

AutC(Xi);

luego, como cada uno de estos grupos de automor�smos es �nito, π1(C, F )
viene equipado con una topología pro�nita natural. Es claro que π1(C, F )
actúa sobre la imagen de F de modo continuo �lo cual puede expresarse a
nivel de pro-objetos�. El Teorema es:

Teorema C.1.2 (de Galois-Grothendieck). Si (C, F ) es una categoría de
Galois, F establece una equivalencia de categorías

F : C
∼→ π1(C, F )-FinSet

�donde π1(C, F )-FinSet denota la categoría de π1(C, F )-conjuntos �nitos
con acción continua de π1(C, F )�, de modo que objetos conexos se corres-
ponden con conjuntos donde la acción es transitiva, cocientes se correspon-
den con subgrupos y cocientes que son de Galois con subgrupos normales.
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Se demuestra además que la elección de functor �bra no varía dentro
de cada componente conexa. En analogía con el caso topológico, dadas dos
categorías de Galois (C, F ), (C, F ′) con la misma categoría subyacente, una
transformación natural φ : F → F ′ se llama un camino de Tannaka. En caso
de existir, φ es siempre invertible y de�ne por conjugación un isomor�smo
de grupos pro�nitos

π1(C, F ′)
∼→ π1(C, F ) ϕ 7→ φ−1 ◦ ϕ ◦ φ.

En otras palabras, cada una categoría C, la colección de functores fun-
damentales F tales que (C, F ) es una categoría de Galois de�ne un grupoide
pro�nito, que podemos llamar grupoide fundamental de C y denotarlo Π1(C).
El problema es que, en general, si existiesen dos functores �bra F, F ′ tales
que no hubiese ninguna transformación natural entre ellos, (C, F ) y (C, F ′)
no serían categorías de Galois, pues fallaría el axioma 5) de la De�nición
C.1.1: que los functores sean conservativos. Dicho de otro modo, el grupoide
Π1(C) siempre debe ser conexo. Podemos entender que esto es una categoría
de Galois conexa. Para tratar el caso general con varias componentes cone-
xas, solo se requiere modi�car mínimamente la de�nición de categoría de
Galois, admitiendo ahora familias de functores �bra �al menos uno por ca-
da �componente conexa�� y pidiendo que esta familia sea �conjuntamente
conservativa�. Esto se introdujo en [35, De�nition 3.1] �aquí enunciamos
los axiomas de modo ligeramente diferente para que especialicen a los que
hemos elegido en la De�nición C.1.1, pero se ve sin di�cultades que ambas
formulaciones son equivalentes�:

De�nición C.1.3. Sea C una categoría y {Fi : C→ FinSet}i∈I un conjunto
de functores. Se dice que (C, {Fi}i∈I) es una categoría de Galois (�nitamen-
te) multiconexa si

1') C veri�ca los axiomas 1-3) de la De�nición C.1.1.

2') Cada Fi veri�ca 4) de la De�nición C.1.1.

3') La familia {Fi}i∈I es �nitamente conjuntamente conservativa, es decir,
existe una subfamilia �nita J ⊆ I de modo que, si f es un mor�smo tal
que Fi(f) es isomor�smo para todo i ∈ J , entonces f es isomor�smo.
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Con esta de�nición, se tiene que C descompone como producto directo
de categorías

C ' C1 × ...× Cn

donde (Cj , Fij ) es una categoría de Galois ordinaria para functores de cierta
subfamilia de {Fi}i∈I . Más concretamente, lo que se tiene es que, como
en el caso de categorías de Galois ordinarias, una aplicación del axioma
3) demuestra que todo objeto admite una descomposición en un número
�nito de �componentes conexas� y, en particular, el objeto terminal de C es
? = e1 q ...q en. Ahora se pueden reindexar los Fi de modo que Fi(ei) = ?
y Fi(ej) = ∅ para 1 ≤ i, j ≤ n, de�niéndose �[35, Lema 3.4]�

Ci = {X ∈ C : Fj(X) = ∅ para todo j 6= i y 1 ≤ j ≤ n}

de modo que (Ci, Fi) es Galois �nótese que la reordenación de los índices
no es única, de ahí que pueda haber Fk con k fuera de los {1, ..., n} tal que
(Ci, Fk) también sea Galois: se prueba de hecho que todo Fk es isomorfo
a uno de los Fi para 1 ≤ i ≤ n�. Se dice que las Cj son las componentes
conexas de C. Si hay una única componente conexa C, equipándola con cual-
quiera de los functores Fi obtenemos una categoría de Galois ��conexa��
en el sentido de la De�nición C.1.1.

Generalizando ahora la teoría de categorías de Galois clásicas, se tiene
que (C, {Fi}) de�ne un grupoide fundamental Π1(C) ≡ Π1(C, {Fi}i∈I) tal
que

Ob(Π1(C)) = I Hom(i, j) = Hom[C,FinSet](Fi, Fj);

de modo que los automor�smos de un punto i recuperan el grupo fundamen-
tal de la categoría de Galois (Cj , Fi) asociada a Fi. Se tiene que Π1(C) es
un grupoide pro�nito, hecho que nos limitaremos a entender como que cada
HomΠ1(C)(−,−) viene equipado con una topología pro�nita. En particular,
el teorema de Galois extiende para dar una equivalencia

C
∼→ Π1(C)-FinSet ≡ [Π1(C),FinSet]

�donde se entiende que las acciones son continuas�. Esto no es más que
observar que, para todo grupoide conexo G y g ∈ G, se tiene una equivalencia
de categorías AutG(g) ' G �donde la primera es el grupo de automor�smos
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entendido como categoría puntual�, y aplicar el teorema de Galois ordinario
a cada componente conexa de C y Π1(C). Nótese que estamos considerando
acciones continuas.

Por último, sea GpdStone la 2-categoría de grupoides pro�nitos con un
número �nito de componentes conexas �en el sentido previamente intro-
ducido; los denotamos de este modo puesto que la topología pro�nita suele
conocerse como topología de Stone� y sea FGal la 2-categoría de cate-
gorías de Galois �nitamente multiconexas �acéptese por ahora sin de�nir
en detalle�. Es fácil comprobar que (G-FinSet, {evg}g∈G) junto con el fun-
ctor evg : G-FinSet→ FinSet de evaluación en g es una categoría de Galois
multiconexa. Se tiene el siguiente:

Teorema C.1.4. [35, 3.11] Se tiene una equivalencia de 2-categorías

FGal ' Gpdop
Stone

donde (C, {Fi}) 7→ Π1(C) y G 7→ (G-FinSet, {evg}g∈G). En particular, �jado
una componente (Ci, Fi) se induce una equivalencia

Fi : Ci
∼→ Π1(Ci)-FinSet,

donde Π1(Ci) ⊆ Π1(C) es el grupoide fundamental conexo asociado a todos
los functores Fj que hacen a (Ci, Fj) categoría de Galois conexa.

Enunciar este teorema con precisión requiere de�nir mor�smos entre ca-
tegorías de Galois multiconexas y transformaciones naturales entre ellos, que
no son de nuestro interés aquí �baste decir que un mor�smo de categorías
de Galois conexas no es más que un functor y una transformación natu-
ral invertible entre los functores fundamentales, véase la Sección C.1.1�;
sin embargo, como toda equivalencia de categorías �levanta� de modo tri-
vial a uno de dichos (iso)mor�smos, se obtiene el siguiente corolario que
sí emplearemos �aunque su enunciado pueda precisarse mucho más, esta
presentación nos es su�ciente�.

Corolario C.1.5. El 2-functor GpdStone → Catop de�nido en objetos por
G 7→ G-FinSet ≡ [G,FinSet] es 2-conservativo; es decir, si f : G → H es un
mor�smo �functor� de grupoides pro�nitos induciendo una equivalencia
[H,FinSet] ' [G,FinSet], se tiene que f es una equivalencia.
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Observación C.1.6. Es fácil probar que el functor Gpd → BToposess
Set tal

que G 7→ [G,Set] valorando en la 2-categoría de topos de Grothendieck �i.e.
�acotados� sobre Set� y mor�smos geométricos �esenciales� �i.e. tales
que la imagen inversa admite una adjunta a la izquierda� es 2-plenamente
�el y, en particular, 2-conservativo. El análogo es cierto para grupoides
�nitos actuando sobre conjuntos �nitos FinGpd → BToposess

FinSet, como
caso particular de [24, D.2.2.23].

Por otra parte, es posible hablar de 2-pro-objetos en 2-categorías, donde
en nuestro caso nos bastará considerar aquellos que vengan indexados por
1-categorías, véase [11]: se puede demostrar que si G es un grupoide de
Stone con un número �nito de componentes conexas �como el caso que nos
ocupa�, existe un un 2-pro-objeto en la 2-categoría de grupoides �nitos
�i.e. un grupoide pro�nito en sentido estricto, no un grupoide de Stone�,
Ĝ tal que G = ĺım Ĝ. Explícitamente, por [6, Corollary 2.3.2], Ĝ está dado
por el functor olvido∫

(HomGpdStone
(G,−)|FinGpd)→ FinGpd;

donde
∫

(−) denota la categoría de elementos del functor (−), en este caso
del functor de puntos covariante restringido a grupoides �nitos.

Tiene sentido, por tanto, pensar en los grupoides fundamentales como
2-pro-objetos. Podemos considerar el functor que envía Ĝ : I → FinGpd a

Pro(FinGpd)→ Pro(BToposess
FinSet)

Ĝ 7→ HomPro(Cat)(Ĝ,FinSet) = 2-colími HomCat(G(i),FinSet).

La 2-categoría de topos acotados sobre conjuntos �nitos BToposess
FinSet solo

tiene 2-límites �nitos �pseudolímites como categorías vía los functores ima-
gen inversa�. Luego si pasamos a este límite, valoramos en la 2-categoría
opuesta de categorías sobre FinSet, no en topos. Usando resultados clá-
sicos de reindexación de pro-objetos y de caracterización de isomor�smos
�aplicados al caso 2-categorial�, debería poderse que la composición

Pro(FinGpd)→ Pro(BToposess
FinSet)

2-lím→ Catop
/FinSet

es 2-conservativa a partir puramente del conocido caso �nito, sin mediar
topología.
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C.1.1. Mor�smos entre grupos fundamentales

Dado un mor�smo de categorías de Galois (G,ϕ) : (C, F ) → (C′, F ′),
es decir, una pareja de un functor G : C → C′ de modo que (C, F ′ ◦ G)
siga siendo categoría de Galois y una transformación natural �siempre
invertible� ϕ : F ′ ◦G ∼→ F , se induce por conjugación con ϕ y composición
con G un mor�smo de grupos fundamentales

G∗ : π1(C′, F ′)→ π1(C, F )

de modo que, para cada g ∈ π1(C′, F ′) = Aut(F ′) y X ∈ C es

G∗(g)(X) = ϕ ◦ g(G(X)) ◦ ϕ−1.

Recordemos que en una categoría de Galois ordinaria �conexa�, el
objeto �nal ? es conexo. Diremos que un objeto X ∈ C admite sección si el
mor�smo al objeto �nal X → ? admite una sección. Nótese que cualquiera
de estas secciones será un monomor�smo, lo que por el axioma 3) de la
De�nición C.1.1 implica que X ' ? qX ′ para cierto X ′. En particular, un
objeto conexo es isomorfo al �nal si y solo si admite sección.

Teorema C.1.7. Sean mor�smos de categorías de Galois

(C, F )
(G,ϕ)→ (C′, F ′)

(H,φ)→ (C′′, F ′′)

induciendo mor�smos de grupos pro�nitos

π1(C′′, F ′′)
H∗→ π1(C′, F ′)

G∗→ π1(C, F ).

Se veri�can las siguientes propiedades:

1) El mor�smo G∗ es epiyectivo si y solo si G preserva objetos conexos.

2) La sucesión es exacta si y solo si se veri�can las dos condiciones si-
guientes:

2a) Para todo X ∈ C, H(G(X)) es trivial, i.e. isomorfo a un copro-
ducto ��nito� de copias del objeto �nal.

2b) Para todo X ′ ∈ C conexo de modo que H(X ′) admite sección,
existe Y ∈ C y un mor�smo Z → X ′ en C′ con Z una componente
conexa de G(Y ).



C.2. La topología pro-étale esquemática 313

Demostración. Véase [37, Section 5.5]: se reproduce formalmente sin cam-
bios, pues solo emplea conceptos categoriales y propiedades de los sub-
grupos pro�nitos vía el Teorema C.1.2. Nótese que cambiar de functor �-
bra da isomor�smos de grupos fundamentales, luego se puede suponer que
F ′ = F ′′ ◦H, F = F ′ ◦G y que ϕ y φ son la identidad.

C.2. La topología pro-étale esquemática

Una cuestión que no podemos pasar por alto es que el papel que juegan
las inmersiones planas (resp. monomor�smos planos) en espacios esquemá-
ticos (resp. esquemas) respecto a las inmersiones abiertas es análogo al que
juegan los mor�smos débilmente étale�también llamados absolutamente
planos� en esquemas, que de�nen la topología pro-étale de [5], respecto a
los mor�smos étale. Como la propiedad de ser débilmente étale de anillos
es pro-local �De�nición 7.5.1�, la siguiente de�nición se comporta bien:

De�nición C.2.1. Un mor�smo esquemático f : X → Y se dice débilmente
étale si es plano y su diagonal relativa ∆f : X → X×Y X es plana. FijadoX,
seaXpro−Ét el sitio de los mor�smos débilmente étale y cuyos recubrimientos
son familias �nitas conjuntamente �elmente planas. Como en la Sección
7.7.2, sea Xalg−pro−Ét el correspondiente sitio de mor�smos algebraicamente
débilmente étale.

Es fácil comprobar, por ser lo análogo cierto para planos, que un mor�s-
mo algebraico es débilmente étale si y solo si es algebraicamente débilmente
étale. Nótese que la de�nición de mor�smo débilmente étale tiene sentido
para cualquier espacio localmente anillado, y en particular para cualquier
proesquema S.

Sea ahora X tal que S = Spec(X) es un esquema qc-qs. Tenemos dos po-
sibilidades: de�nir el sitio pro-étale de S como en [5], denotado Spro−Ét, pero
considerando ahora recubrimientos �nitos en vez de fpqc �el topos asociado
al sitio pro-étale pequeño de un esquema cuasicompacto es coherente�; y
también el sitio análogo pensando S como pro-esquema y admitiendo cual-
quier mor�smo de proesquemas débilmente étale, denotado S ˜pro−Ét

. Nos

preguntamos si este sitio más grande puede aportar información adicional.

Por otra parte, por motivos ya expuestos en la discusión sobre mor�smos
ind-Zariski del Apéndice B.2, esta topología pro-étale solo tiene un buen



314 Apéndice C. Apéndices a la Parte III

comportamiento en el caso no noetheriano, donde resulta ser equivalente a
la generada por objetos a�nes w-contráctiles. Algunas cuestiones ya fueron
planteadas en el Apéndice B.1.

Acabamos destacando que existe una de�nición axiomática de mor�smos
étale [12] en un topos que los sitúa como los �isomorfor�smos locales�, i.e.
localmente inyectivos y epiyectivos o, de otro modo, con diagonal localmente
epiyectiva; respecto a la estructura del topos dado, véase [12]. En el caso de
la topología de Zariski de un esquema, esto recupera la noción de mor�smo
étale clásica. ¾Son los mor�smos débilmente étale para esquemas (resp. es-
pacios esquemáticos) los �objetos étale� del topos de monomor�smos planos
(resp. inmersiones planas)?

C.3. Grupos fundamentales prodiscreto y de Nori

En el SGA3 �Exposé X�, A. Grothendieck esboza una generalización
de su grupo fundamental étale ��groupe fondamental élargi�, más cono-
cido como πSGA3

1 � que clasi�ca haces localmente constantes, no necesaria-
mente �nitos, en la topología étale de un esquema. El grupo fundamental
resultante es un grupo prodiscreto cuya completación pro�nita recupera el
grupo fundamental étale ordinario. Cabe destacar que, si bien es cierto que
el grupo pro-étale generaliza ambos, el πSGA3

1 no requiere que nos salgamos
de la situación localmente noetheriana. Varios autores han formalizado o
redescubierto esta teoría desde sus propios puntos de vista. Vamos a tomar
como referencia los axiomas de categoría de Galois generalizados a este caso
en [22, Section 2, De�nition 2.15].

Resulta que las diferencias con la De�nición C.1.1 son mínimas: en 2)
se requiere que la categoría C tenga sumas arbitrarias y cocientes bajo
relaciones de equivalencia cualesquiera �en particular, bajo acciones de
grupo �eles�; en 3) se requiere que el epimor�smo de la factorización sea
efectivo; y en 4) el functor fundamental F debe conmutar con las sumar
arbitrarias, epimor�smos efectivos y cocientes que hemos considerado.

Para aplicar estos resultados al caso esquemático, basta destacar que ne-
cesitamos considerar espacios esquemáticos �in�nitos�, pero solo en el senti-
do de admitir uniones disjuntas arbitrarias de espacios esquemáticos �nitos.
Al considerar esto surgen algunas patologías, por ejemplo, la unión disjun-
ta arbitraria de espacios a�nes no es afín �como sucede en esquemas�,
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luego para una colección arbitraria de anillos {Ai}, el mor�smo natural∐
i(?,Ai) → (?,

∏
iAi) no es un qc-isomor�smo; pero en general, al seguir

trabajando en el caso puntualmente noetheriano, puede replicarse toda la
discusión sin grandes cambios �jando C como la categoría �el topos� de
haces localmente constantes en el sitio pequeño étale de un espacio conexo
Y .

Respecto al grupo fundamental de Nori, discutido de modo relativamente
elemental en [37, Section 6.7], cabe destacar que busca clasi�car G-�brados
principales �G-torsores� sobre un esquema S para G un grupo algebraico
�nito �luego afín�. Esto se logra mediante el formalismo de categorías de
Tannaka y el resultado es un esquema en grupos afín. Este esquema existe
cuando S es propio íntegro sobre un cuerpo k y tiene algún k-punto racional.

Que el grupo fundamental resultante sea un esquema afín son buenas
noticias, pues si tratamos de extender la teoría al caso esquemático, es es-
perable que obtengamos también un espacio afín. En este caso, además, la
estructura de grupo quedaría codi�cada por una estructura de álgebra de
hopf en el anillo de secciones globales. El problema es, por tanto, de funda-
mentos: ¾cómo trabajar con espacios esquemáticos �no a�nes� en grupos
para de�nir G-�brados principales? Si uno pide que un espacio esquemático
X sea un objeto en grupos en SchFin, la ley de grupo también afectará
al poset |X| y, teniendo en cuenta que los puntos de un espacio esquemá-
tico representan �moralmente� abiertos a�nes de cierto espacio localmente
anillado, la de�nición parece demasiado restrictiva a priori. Por supuesto,
uno puede evitar este problema exigiendo que la clase de X sea un objeto
en grupos en SchFinqc, pero como venimos explicando en la memoria, nos
gustaría disponer de una noción más �geométrica�. Buscar la de�nición in-
termedia adecuada sería objeto de otro proyecto totalmente distinto, pero
una vez logrado, es más que esperable que se pudiera obtener el mencionado
grupo de Nori en el caso esquemático.





Epílogo del autor

Si echo la vista atrás, al �n de aquel verano de hace ya cuatro años,
veo en mi cuerpo a un joven que comenzaba con ilusión su camino en este
programa de doctorado; hoy no encuentro mucho de aquella persona que
haya permanecido intacto. Ahora creo con �rmeza que este camino no se
elige, que la inercia de aquel brillo en las pupilas que con tantos de mis
compañeros compartía lo hizo inevitable; �car nous nous en allons, comme
s'en va cette onde: Elle à la mer, nous au tombeau!�. Es por ello que no me
planteo que nada de esto haya sido un acierto o un error, sino solo lo que
debía ser. Alcanzada esta aceptación, de la necesidad de sobrevivir nació
la fortaleza. Las cosas nunca devienen como las plani�camos, y quizá del
mismo modo esta tesis debiera haberse titulado con otras palabras.

Este viaje transformador comenzó con una tarea bien de�nida, pero ape-
nas estudiado lo básico, en apariencia sencillo, no tardé en darme cuenta
de mi error al calibrarla. Al principio eché la culpa a la teoría que debía
emplear, a las limitaciones que pensaba tenía; redacté incluso un escrito
describiendo cada uno de los problemas �insalvables� con que me encon-
traba, casi como si fueran ofensas a mi persona. Para desgracia mía, no
mucho después cayó del cielo una solución a mi problema de partida, pero
que consideraba yo trivial hasta el punto de amargar cualquier satisfacción.
¾A quién iba a echar la culpa? Me planteé incluso cambiar por completo el
tema de mi tesis, aquello no tenía sentido. Y lo que es peor, ¾qué había de
geométrico en lo que estaba diciendo?

Llegaron entonces los albores de mi salvación: ese año 2020 y la locura del
encierro que nos impuso. Si bien hablo de locura, por fortuna para mí, esta
parecía concernir sobre todo a mi relación con las matemáticas: releo mis
escritos de aquella época y soy incapaz de seguir mis propios razonamientos,

317



que construían castillos en el aire sin control alguno, con una arquitectura
que bien pudiera haber salido del expresionismo alemán. El seísmo que dejar
libres aquellos pensamientos causó en mi mente ha tenido réplicas de notable
intensidad en tiempos más recientes, pero fue esa sacudida inicial la que
cambió algo: a la vez que una revelación intelectual me llegaba por otras vías,
comencé tener dudas acerca de la naturaleza de este o�cio. ¾Qué demonios
trataba de hacer con esta tesis? ¾Qué problema estaba tratando de resolver?
Una densa niebla engullía aún el horizonte.

Los verbos resolver y solucionar son sinónimos: ambos provienen del
latín solvere y tratan sobre la reducción de complejidad de un problema,
sobre disolverlo cual sustancia química con objeto de reducir su concentra-
ción; pero hay dos maneras muy distintas de hacer esto y me voy a permitir
asignarlas a cada una de estas palabras bajo mi propio criterio. Cuando digo
que resolvemos un problema, entiendo estamos empleando como disolvente
el propio contexto en que se formula, un entorno neutro que no reacciona ni
modi�ca sus propiedades. Las líneas en estas cuestiones son muy debatibles
y no es mi pretensión ser riguroso al trazarlas, pero los problemas de geo-
metría y aritmética que abordaban con éxito los griegos se resuelven en un
contexto tan natural que pocos, salvo aquellos envenenados en exceso por
los fatuos fuegos de Bourbaki, se atreven a cuestionar. Creo que podemos
convertir esto en una cuestión lingüística: si se me permite que entendamos
que la lógica, y por extensión las matemáticas, no es sino una abstracción
del lenguaje natural �más o menos �universal��, los problemas resolu-
bles más elementales son aquellos que podemos formular y tratar en sus
dominios.

Solucionar un problema, por otro lado, tiene para mí un timbre muy
diferente. La palabra ya recuerda a jerga informática o a esas consultoras
capitalistas que anuncian �soluciones para tu negocio� �y es que la capita-
lización de ese ancestral pasatiempo que eran las matemáticas tiene mucho
que ver aquí�. El disolvente empleado esta vez solo lo es en apariencia,
pues es en realidad un reactivo que altera la naturaleza del soluto de modo
localmente imperceptible; y es más, cada peón de esta obra llamada inves-
tigación tiene complejo de arquitecto y aporta algo de propia elección a ese
compuesto comunitario sobre el que todos trabajamos. En otros términos,
citando a algún matemático cuyo nombre no recuerdo, el resultado es que
�todo es cierto en una categoría su�cientemente irrelevante�, entendido esto
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en un sentido informal. Por desgracia, abusar de este método me parece la
naturaleza de muchas de las matemáticas contemporáneas, al menos en lo
que a mi limitado conocimiento atañe �espoleadas por una superestructu-
ra externa de la cual mucho se ha escrito ya�. En una versión más visual
de esta analogía, son como el pontingue que hacen los niños en los vasos
al acabar una comida, al que cada uno añade su propio sabor hasta que la
mezcla se troca en un negro ofuscado e irreconocible. En mi caso, en nombre
de �resolver� mi problema de una manera �geométrica�, en lo que su�cien-
te perspectiva revela como un ataque de egocentrismo, acabé creando una
pócima apócrifa, pueril, pero que adquiere tonos y aromas comparables a
los de otras geometrías que el mundo ha aceptado como canónicas �sin
que por ello debamos olvidar que un disparate repetido su�cientes veces se
convierte en verdadero y que nadie es invulnerable a dicha perversión�. No
seré tan vanidoso como para a�rmar que el resultado de mis experimentos
aporta algo de valor ni tan idiota como para negarlo, pues solo otros pueden
juzgar esa cuestión.

Hablo de valor, pero me consuelo en mi opinión de que la guía de mu-
chas de las matemáticas actuales es y debe ser estética, lo cual es bastante
frívolo y no dista mucho de equipararlas a una re�nada forma de onanismo
intelectual. No digo esto último en sentido del todo negativo, pues una vez
alcanzado el resultado, comparten con esta actividad la capacidad de otor-
garnos una relativa libertad, si bien de una clase diferente: la libertad del
preso, del soldado, la de librar a la mente de dudas; sorprendentemente, las
matemáticas más abstractas adquieren por esta vía un valor pragmático y
casi espiritual �mucho más civilizado que optimizar las ganancias de los
inversores; casi es activismo político�. Reza Hagakure que �el Camino del
samurái es la muerte�, a�rmación que ha sido terriblemente malinterpretada
y tomada fuera de contexto para ridiculizar a esta clase guerrera japonesa
que decayó en tiempos de paz. �Lanzarse como un loco hacia la muerte� y la
máxima de tener a esta siempre presente han de entenderse como un modo
de liberar la mente de dudas y de a�lar y volver más certera la acción, que
debe ser como una katana, letal al ser desenvainada en un fugaz pestañeo.
La certeza de la muerte y la limitación que impone nos libera del peligroso
mundo de las posibilidades, nos da un camino. Permítanseme unos versos:
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¾Por qué los humanos, siempre �nitos,
alzamos nuestra mirada al cielo?
¾Será que en esta eterna sombra
las estrellas nos llaman con su brillo
y hunden en un sueño con alas de Ícaro?
Promesas vacuas que arden bajo la aurora,
mas en noches serenas y frías, algunos,
siervos del �rmamento, las suponen divinas.

Trágico seguir ese bello faro,
nunca navegar mirando abajo,
no ver las olas: lomas y lamentos;
si bien otros, no más afortunados,
van a la deriva, anclados en lo opaco;
aturdidos por el contoneo de los vientos,
sin siquiera imaginar por qué en la noche
chispean a veces las crestas del océano.

¾Cuándo vivimos, sin solo existir,
sino en esos discretos momentos
en que los hombres convierten en acción
la duda que atenaza sus cuellos?

¾Cómo capturar esa poesía,
la fugaz mirada al horizonte?
Quizá en la pureza del acero,
en el brillo humano de su �lo
vestido de carmesí,
pátina del instante
en que podré decir fui.

El principio de fusionar voluntad y acción, atributos que encontramos
por separado en el cobarde o el temerario, en una una singularidad temporal
que nos acerque a lo sublime es también esencial en las artes marciales, o
incluso en algo tan prosaico como realizar una sentadilla con peso a la
espalda: la determinación necesaria para comenzar el movimiento con un
descenso, cual guerrero saliendo de una trinchera a un peligro inminente, y

320



ese punto de in�exión �abajo� en que las piernas arrebatan en liderazgo a la
mente y el único camino a seguir queda perfectamente de�nido. Salvando las
distancias, las rígidas cadenas de unas matemáticas ya construidas liberan
nuestra mente de incertidumbre en un sentido parecido, si bien sus grilletes
autoimpuestos nunca alcanzarán la urgencia de los que procuran el nivelador
universal de la muerte o una sencilla barra de acero �citando a Don Quijote:
�quítenseme delante los que dijeren que las letras hacen ventaja a las armas;
que les diré, y que sean quien fueren, que no saben lo que dicen. (...) como
si en esto que llamamos armas los que las profesamos no se encerrasen los
actos de la fortaleza, los cuales piden para ejecutarlos mucho entendimiento,
o como si no trabajase el ánimo del guerrero (...) así con el espíritu como
con el cuerpo��. Creo que olvidar esto es la causa de que los ojos de tantos
jóvenes pierdan su coraje y vigor.

Quizá no haya encontrado en estos años grandes argumentos a favor de
mucha de la actividad asociada a la profesión del matemático moderno, me-
nos aún de instituciones que depredan las jóvenes mentes que sueñan con
ejercerla �sí a favor de las matemáticas como pura actividad intelectual,
que aún logran despertarme una pasión que pensaba había agotado, espe-
cialmente si hay con quien discutir de ellas; queda clara su función comuni-
cativa y docente�; pero puedo a�rmar que, paradójicamente, he hallado en
la fútil guerra que desarrollan un lugar en que los humanos siguen buscando
satisfacer su ansia de libertad �o lo que es lo mismo, de combatir el miedo,
el eterno casus belli�: las matemáticas son humanidades, ½arte! Ha con-
tribuido esta noble búsqueda a iluminarme otros caminos para alcanzar el
mismo �n y a concederme resiliencia para perseguirlos, luego poco importa
que seguir aquel brillo fuese error o acierto: no hay arrepentimiento.

Salamanca, 4 de octubre de 2022
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