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TRABAJO FIN DE GRADO - UNIVERSIDAD DE SALAMANCA

Estabilidad de 6rbitas para potenciales gravitacionales
modificados

Roberto del Rey Garrido, Salamanca, enero de 2023

Resumen

El modelo de concordancia ACDM recurre a la energia oscura para explicar la expansion
acelerada del Universo. A pesar de los éxitos de este modelo, las discrepancias observacionales
que presenta en la escala galactica y subgalactica y el desconocimiento acerca de la naturaleza
de la energia oscura justifican la busqueda de modelos alternativos como las teorias de gravedad
modificada. En este trabajo se han estudiado los efectos que tendria una modificacion al
potencial gravitacional de Newton en la precesion y los parametros de la 6rbita de un sistema
astrofisico binario en el limite de campo débil. Para ello se han empleado métodos analiticos y
numéricos, obteniendo estos parametros para un potencial gravitacional genérico utilizando
un enfoque cuasi-Newtoniano, y se ha particularizado mas tarde para el potencial de Yukawa,
correcciéon que surge naturalmente en modelos de gravedad f(R). Se ha mostrado que bajo
ciertas condiciones para el alcance y la intensidad de esta correcciéon pueden obtenerse orbitas
keplerianas con movimientos de precesion. Ademas, se han podido acotar los valores del
parametro de intensidad de la correcciéon de Yukawa en un rango de [1,798;1,822] X 1077
para un alcance del potencial aproximado de A = 4500 AU. Se han aplicado estos valores a
nuestra expresion analitica de la precesion para comparar nuestros resultados con los resultados
predichos por la Relatividad General.

Palabras clave: materia oscura, modelo ACDM, gravedad modificada, gravedad f(R),
problema de los dos cuerpos, orbita kepleriana.
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Orbital stability for modified gravitational potentials

Roberto del Rey Garrido, Salamanca, January 2023

Abstract

The ACDM concordance model relies on dark energy to explain the accelerating expansion
of the Universe. Despite the accomplishments of this model, its observational discrepancies on
the galactic and subgalactic scales and the unknown nature of dark energy justify the search
for alternative models such as the modified gravity theories. In the present project, the effects
that a modification on the Newtonian gravitational potential would have on precession and
orbit parameters of a binary astrophysical system on the weak field limit have been studied.
Therefore, analytical and numerical methods have been employed, obtaining these parameters
for a generic gravitational potential using a quasi-Newtonian approach, later particularized
for the Yukawa potential, a correction that arises naturally in f(R)-gravity models. It has
been shown that under certain conditions on the scale length and strength of this correction,
Keplerian orbits with precession motions can be obtained. Furthermore, bounds on the strength
of the Yukawa correction have been placed in the range [1.798; 1.822] 1077 for an approximated
scale legth value of A = 4500 AU. These values have been applied to our analytical expression
of the precession to compare our results with the results predicted by General Relativity.

Keywords: dark matter, ACDM model, modified gravity, f(R)-gravity, two-body problem,
Keplerian orbit.
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Introduccion

Las evidencias provenientes de supernovas y otras observaciones del Cosmos apuntan a
que el Universo se esta expandiendo aceleradamente. A dia de hoy, este fenémeno sigue sin
una explicacion fundamental satisfactoria. El paradigma actual de la cosmologia, cimentado en
la Relatividad General, explica este fendmeno recurriendo a la energia oscura, que supondria,
segun las evidencias observacionales, en torno al 68% de la densidad de masa-energia del
Universo y tendria un comportamiento equivalente al de un fluido de presion negativa, lo que
causaria la expansion acelerada. Del porcentaje restante de masa-energia, alrededor de un
30% corresponderia a la materia oscura, causante de la formacion de pozos de potencial en los
que la materia barionica (a la que tan solo le corresponderia cerca de un 2% de la densidad
de masa-energia del Universo) se ha ido acumulando hasta formar las estructuras luminosas
observables. Esta componente oscura no emitiria ningan tipo de radiacién electromagnética,
por lo que los numerosos intentos de su busqueda se basan en su interacciéon gravitatoria. Sin
embargo, actualmente no existen observaciones directas de esta componente del Universo, por
lo que su naturaleza fundamental es ain desconocida.

Ante este problema surgen explicaciones alternativas a la energia oscura, como la exten-
sion de la teoria de la Relatividad General cuyos efectos se extienden, en el limite adecuado, a
modificaciones de las leyes gravitacionales de Newton. Una teoria de este tipo supondria la
existencia de una nueva fuerza fundamental que actiia de forma universal sobre las particulas
llamada quinta fuerza, de manera que la interaccion gravitatoria a grandes distancias seria mas
intensa de lo que indicaba la mecanica clasica. De esta forma podrian explicarse la inflacion
cosmica del Universo temprano, asi como la expansion del Universo actual, sin necesidad de re-
currir a las componentes oscuras, sino tratando la Relatividad General como una aproximaciéon
valida para curvaturas pequefias del espacio-tiempo.

El objetivo de este proyecto sera el estudio de los efectos de un potencial gravitacional
modificado sobre los parametros de la drbita de un sistema astrofisico binario en el limite de
campo débil, asi como sobre la precesion de esta Orbita, utilizando para ello métodos teodricos y
numéricos. En el Capitulo 1 se dara una vision general tanto del modelo cosmolégico ACDM
como de la materia oscura fria (CDM), introduciendo sus pilares fundamentales, las pruebas
observacionales que los sustentan y los problemas y discrepancias que presentan. Ademas, se
introduciran modelos de materia oscura alternativos a la CDM, asi como modelos de gravedad
modificada que eviten recurrir a la materia oscura. En el Capitulo 2 se expondran mas en
detalle los modelos de gravedad modificada, presentando las restricciones que las observaciones
del Sistema Solar aportan sobre ellos. Se detallara especialmente sobre la gravedad f(R) y el
potencial de Yukawa a la que ésta da lugar. Las ecuaciones fundamentales del problema de los
dos cuerpos se presentaran en el Capitulo 3, donde se obtendran los parametros de la 6rbita para
el caso newtoniano, asi como la precesion, para posteriormente abordar el problema para un
potencial gravitatorio genérico. A continuacion, se particularizara para el potencial de Yukawa,
cuyos parametros podremos acotar mediante el estudio de la precesion de la 6rbita. Finalmente,
en el Capitulo 4 se discutiran los resultados obtenidos y se expondran las conclusiones finales.






CAPITULO 1

Modelo cosmoloégico estandar
y modelo de materia oscura fria

Los primeros indicios de la existencia de materia oscura llegaron en la década de los
treinta del siglo XX. En 1932, a partir del estudio de la dinamica estelar de la Via Lactea, J. H.
Oort encontroé una discrepancia de hasta un factor de 2 entre el numero de estrellas calculado y
el nimero de estrellas visibles [1]. En 1933, durante el estudio del cimulo de galaxias de Coma,
F. Zwicky encontr6 una nueva discrepancia, esta vez entre el valor observado de la velocidad
de dispersion de ocho galaxias de este cimulo, de unos 1000 km/s, y la esperada a partir del
teorema del virial, de unos 80 km/s [2]. Estas discrepancias suponian la presencia de una gran
masa invisible, que en un primer lugar se asoci6 a estrellas o gases indetectables [3], naciendo
asi el problema de la materia oscura que dura hasta nuestros dias.

No fue hasta la década de los setenta cuando la incognita de la materia oscura fue
ampliamente reconocida como uno de los mayores problemas sin resolver de la astrofisica,
cuando V. C. Rubin y W. K. Ford midieron la curvatura de rotacién de la galaxia de Andromeda
(M31) de hasta 110 minutos de arco del centro galactico, estimando una relaciéon masa-luz de
(13 +£0.7) Mp/Lo ! en R = 24 kpc, lo que corresponde a una masa total de M = (1.85+0.1) x 10!
Mg [4]. Al mismo tiempo, el estudio de la linea de emision de 21 cm del hidrégeno neutro
indicaba que las curvas de rotacion de las galaxias espirales decaia para radios grandes mas
lentamente de lo esperado cuando la mayoria de la masa de la galaxia se concentra en la
componente opticamente luminosa [5]. Estos resultados evidenciaron que las densidades de
muchas galaxias eran muy uniformes incluso en localizaciones alejadas del bulbo galactico, en
contra de lo esperado, lo que sugeria un dominio de la materia oscura en estas galaxias.

En las décadas posteriores los distintos intentos por resolver el misterio de la materia
oscura siguieron caminos muy diversos. Una de estas propuestas planteaba que la materia oscura
podia tener su origen en particulas ain desconocidas, baridnicas o no baridnicas. La bisqueda
de estas particulas sigue su curso a dia de hoy, basada en métodos de deteccion tanto directos
como indirectos. Tras una amplia busqueda tedrica se ha postulado la existencia de diversos
candidatos a materia oscura, pero ninguno de ellos ha sido detectado de manera directa, y los
detectados de manera indirecta han sido muy cuestionados [3]. Alternativamente, la explicacion
al enigma de la materia oscura podria tener un origen gravitacional. Esto supondria la necesidad
de una modificacion en la teoria de la gravedad que explicase la extrafia fenomenologia que
hasta ahora se habia asociado a la materia oscura. En esta direccion fue propuesta en 1983 la
Dinamica Newtoniana Modificada (MOND), que presentaba una modificacion de la ley de la
gravedad de Newton [6]. Desde entonces distintos modelos gravitatorios han sido propuestos,
sin que ninguno de ellos logre explicar satisfactoriamente el marco general de observaciones
atribuidas a la materia oscura.

'Masa solar, Mg = (1,988470, 00007) x 103° kg, Luminosidad solar, Le, = (3, 82750,0014) x 102 W.



4 1.1. Vision general del modelo ACDM

En 1982, ]. Peebles propuso la teoria de la Materia Oscura Fria (CDM), en la que la materia
oscura consistia en particulas masivas que interactuaban muy débilmente con la materia
ordinaria y que se desacoplaron del plasma primigenio cuando eran no relativistas [7]. Esta
teoria ha evolucionado, con la inclusion de la constante cosmoldgica A, hasta el actual modelo
A-Cold Dark Matter (ACDM), muy aceptado por astronomos y astrofisicos, convirtiéndose en
el modelo cosmolodgico estandar actual.

1.1. VISION GENERAL DEL MODELO ACDM

El modelo ACDM o modelo de concordancia es el actual modelo cosmolégico estandar.
Este modelo fue establecido a partir de multiples pruebas observacionales, principalmente
la radiacion de fondo de microondas (CMB), las supernovas de tipo Ia y las evidencias de la
estructura a gran escala del Universo. [8].

Este modelo acepta que la expansion acelerada del Universo, que comenzé hace unos
cinco mil millones de afios, es producida por la constante cosmolégica A, una contribuciéon de
la energia oscura que da lugar a una fraccion de densidad de energia de Qp = 0.686 + 0.020,
expresada en unidades de la densidad critica p, = 3Hg/ 871G [3]. Es decir, entorno a un 68% de
la densidad de energia del Universo presente es atribuida a la energia oscura. Esta constante A
se asemeja a un fluido con una ecuacién de estado p = —p (siendo p la presion y p la densidad
del fluido). Por otro lado, la contribucion de la materia a la densidad total de materia-energia
del Universo se divide en la densidad de materia oscura y densidad de materia barionica, siendo
la primera de éstas la mayor, con una fraccion de Qpy; = 0.314 +0.020 [3]. La materia barionica
(materia ordinaria), representa una densidad de energia de Qng = 0.02207 + 0.00033, siendo
Hj la constante de Hubble en unidades de 100 km s™! Mpc™! [3]. La densidad de energia total
del Universo se puede escribir como Q;o; = Qp + Qppr+ Qp = 1 — Qg, donde Qi da la curvatura
del Universo. Conociendo todas las demas componentes llegamos a Qi HZ = —0.037 *0:0% [3],
curvatura que hace al Universo espacialmente plano, ya que Q;,; ~ 1. Esta geometria plana ha
sido confirmada observacionalmente [8], por lo que el modelo de concordancia fija Qy = 0.

Fijado Qf, quedan como parametros libres Qp y Qpys, a los que hay que afiadir la con-
stante de Hubble Hj, que describe la evolucion del Universo; la amplitud del espectro de
potencias primigenio Ag; su indice espectral ng y la profundidad optica de la recombinacion de
la dispersion Thomson, 7. El modelo ACDM es, por tanto, un modelo de 6 parametros libres
{Qp, Qpu, Ho, As, ns, T} que describen las propiedades globales del Universo y que se ajustan a
las observaciones [8]. Otro pardmetro que en ocasiones es fijado, debido a la alta precision con
la que ha sido medido, es la temperatura a z = 0 del CMB, T = 2.7260 + 0.0013 K [9].

1.1.1. Pruebas observacionales del modelo ACDM

Si el actual modelo cosmologico estandar es conocido como "modelo de concordancia” es,
precisamente, por el consenso entre distintas medidas independientes de las observaciones que
lo respaldan. El modelo ACDM es fruto de la gran cantidad de datos recogidos que, gracias
a los avances tecnologicos de las ultimas décadas, son mas precisos que nunca, obteniendo
pruebas observacionales de origenes muy diversos. A continuacion se expondran las principales
pruebas que respaldan este modelo.

= Radiacion de fondo de microondas (CMB): a dia de hoy el CMB es la prueba observa-
cional que mas restricciones aporta al modelo ACDM. En 1992, el Explorador de Fondo
Cosmico (COBE) descubri6 las anisotropias del CMB [10], que tienen una amplitud de
107> con respecto a la temperatura media del CMB. Desde entonces se han disefiado dis-
tintos experimentos para medir y caracterizar esas anisotropias, como el satélite WMAP
de la NASA que observo el cielo completo con una resolucion angular de 15 minutos de
arco [11] y el satélite Planck de la ESA que mejoré esta observacion, con una resolucion
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angular de 5 arcos de minuto y que, ademas, mejoro el espectro de frecuencias cubierto
[12]. En la Figura 1.1 se muestra un mapa de temperaturas multifrecuencial del CMB.

o I T 0 <

Figura 1.1. Mapa de temperaturas del fondo de microondas obtenida por la observacion multifre-
cuencial del satélite Planck de la ESA proyectado a coordenadas galacticas, procesado
por el método SMICA. Imagen tomada de [12].

» Estructura a gran escala del Universo (LSS): las perturbaciones en la densidad dadas
en la etapa de inflacion cosmica, que se congelaron en el CMB (unos 400.000 afios después
del Big Bang), evolucionaron hasta nuestros dias, dando forma a las distribuciones de masa
visibles en el Universo cercano. La distribucion espacial tridimensional de la estructura a
gran escala del Universo a bajos corrimientos al rojo es muy sensible a la energia oscura.
Comparar las mediciones de estos corrimientos al rojo con las mediciones del CMB
implica extrapolar las condiciones iniciales del Universo hace 13 mil millones de afios a
las del Universo presente. Hoy en dia los fenémenos observables que mas informaciéon
aportan en esta direccioén son la formacion y caracterizacion de cimulos de galaxias [8].

= Supernovas tipo Ia: este tipo de supernovas surgen exclusivamente en sistemas binarios,
con la explosion termonuclear de una enana blanca. Aunque no esta claro qué tipo de
sistemas binarios forman estas supernovas se suele considerar que las que acomparfian
a la enana blanca son estrellas de la secuencia principal, gigantes rojas o estrellas de
helio [13]. Los picos de luminosidad de la banda V de estas supernovas permiten medir
con gran precision la relacién luminosidad-distancia. Esta precision tiene importantes
aplicaciones cosmologicas, ya que la relaciéon luminosidad-distancia es sensible a los
parametros de densidad Qp, Qpyr y Qa del modelo ACDM, permitiendo también estimar
la constante de Hubble H, [14].

1.1.2. Problemas del modelo ACDM

Como hemos visto hasta ahora, el modelo ACDM explica satisfactoriamente las propiedades
generales del Universo con el uso de 6 parametros, ajustandose a las multiples observaciones
y mediciones y siendo ampliamente aceptado. No obstante, el modelo recurre a la existencia
de dos entidades, la energia oscura y la materia oscura, a dia de hoy desconocidas. Cabe
también destacar que otro de los pilares de este modelo, la inflacién césmica, es también un
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fenoémeno atn rodeado de incognitas. A continuacion se mencionaran algunos de los principales
problemas abiertos con los que lidia el modelo cosmologico estandar.

Una de las grandes discrepancias que rodean al modelo ACDM tiene que ver con el valor de
la constante de Hubble, Hy. Como hemos visto anteriormente, las supernovas de tipo Ia permiten
tomar medidas cosmologicas muy precisas. Uno de los principales programas que trabaja en
esta direccion es la colaboraciéon SHOES. El valor de H, del Universo tardio obtenido por este
programa es de Hy = 74.03 + 1.42 km s™! Mpc™!, que supone una discrepancia de 4.30 con el
valor obtenido para el Universo temprano por el satélite Planck, de Hy = 67.4+0.5 km s~} Mpc™!
[15], respaldadas por otros programas de estudio de las mediciones del CMB.

Otra de las mas importantes discrepancias del modelo es la tension Sg. Este parametro se
define como Sg = 054/Q,,/0.3 y es el parametro que modula la amplitud de las fluctuaciones de
densidad del Universo. Las medidas derivadas de lentes gravitacionales dan para este parametro
un valor de Sg = 0.745 + 0.039, que concuerda con distintas observaciones de bajos corrimientos
al rojo, pero supondrian una tensién de 2.30 con los valores observados por el satélite Planck, de
Sg = 0.823+0.013 [16], a su vez respaldados por otras observaciones, como las de los telescopios
ACT o SPT.

A estas tensiones en el modelo habria que anadir otras como la tasa de crecimiento de las
perturbaciones cosmologicas, para la cuél las medidas observacionales de lentes gravitacionales
débiles, cimulos de galaxias y corrimientos al rojo, dan valores menores de los esperados por
los parametros del modelo ACDM [17]; el problema del litio, elemento que en estrellas pobres
en metales ha sido encontrado en cantidades 4 veces menores de lo esperado por el modelo
ACDM [18] o las distintas anomalias que presenta la anisotropia del CMB. Todas estas tensiones
y anomalias justifican la busqueda de una nueva fisica mas alla del modelo ACDM. Sin embargo,
cualquier nuevo modelo debe solventar estas tensiones manteniendo las certezas que aporta el
modelo de concordancia y que si estan respaldadas por las evidencias observacionales.

1.2. MATERIA OSCURA FRIA

Como se explico al principio de este capitulo, la materia oscura fria fue postulada por
J. Peebles en 1982. La materia oscura caliente (HDM), postulada al mismo tiempo de manera
independiente y que estaria formada por particulas ultrarrelativistas no bariénicas, no logra
explicar satisfactoriamente fendmenos como la formacion de galaxias, algo que si hace la CDM,
que tendria velocidades mucho menores a la velocidad de la luz. Por tanto podriamos definir
la CDM como particulas masivas no baridnicas con velocidades térmicas despreciables en
comparacion con el flujo de Hubble ? y con interacciones no gravitatorias de intensidades
mucho menores a la interaccion débil [19]. Es por estas bajas velocidades por lo que recibe el
nombre de materia oscura fria.

1.2.1. Pruebas observacionales de la CDM:

» Curvas de rotacion de las galaxias: la curva de rotacion o curva de velocidad de una
galaxia es la velocidad de rotacion de las estrellas y gases de esa galaxia como funcion de
su distancia al centro galactico. Estas curvas de rotacion se obtienen normalmente de
la combinacién de las observaciones de la linea de 21 cm del hidrégeno con fotometria
optica superficial. Segin lo esperado por la mecanica de Newton-Kepler, si las galaxias
tienen una distribucion de masa acorde con la masa observada (gases y estrellas), estas
curvas deberian decaer a largas distancias. Sin embargo, las observaciones muestran un
comportamiento plano, manteniendo la curva constante para largas distancias, como se

2El flujo de Hubble describe el desplazamiento de las galaxias debido tinicamente a la expansién del Universo.
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muestra en la Figura 1.2. Esto es incompatible con la idea de que la masa dominante de
la galaxia sea la masa central del material luminico observable.
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Figura 1.2. Curva de rotacion de la galaxia espiral NGC 3198, linea superior. La linea de puntos
corresponde a la contribucién del gas, la linea de trazos a la contribucién del disco y la
linea de trazos y puntos a la contribucién del halo. Figura tomada de [20].

En la dinamica newtoniana la velocidad circular es v(r) = 4/GM(r)/r. El comportamiento
esperado por la mecénica clasica seria una relaciéon o(r) o r~/2 en las regiones exteriores,
donde la densidad de materia luminosa cae drasticamente. El hecho de que esta velocidad
se mantenga constante implica la existencia de una masa con M(r) « r. La respuesta que
da la CDM a esta discrepancia es la existencia de un halo esferoidal de materia oscura en
el que la galaxia se encuentra incrustada [20].

» Cumulos de galaxias: como se explico en la introduccion de este capitulo, una de las
primeras evidencias de la existencia de materia oscura se obtuvo mediante el estudio
del cimulo de galaxias Coma (F. Zwicky, 1933), donde se encontré una proporciéon
masa-luminosidad (M/L) que excedia en dos 6rdenes de magnitud al valor esperado
[2]. Hoy en dia la mayoria de mediciones dinamicas relacionan esta proporcion con la
contribucién material a la densidad de energia como Qj; = (M/L)/1000, obteniendo
un valor de Qp ~ 0.2 — 0.3 para escalas de camulos galacticos [21]. La masa barionica
puede ser determinada mediante el teorema del virial, mediante lentes gravitacionales
débiles o mediante el estudio del espectro de emisiones de rayos X. Cuando se calcula
la temperatura del cimulo para la masa bariénica medida a través de estos métodos se
obtiene una discrepancia de 10 keV con respecto a la temperatura medida, sugiriendo la
presencia de materia oscura en los cimulos de galaxias [22].

» Simulaciones de N-Cuerpos: la gran cantidad de procesos que intervienen en la
formacion de estructuras a gran escala del Universo hacen que el estudio de la LSS sea
especialmente complejo. El desarrollo de la computacion desde la década de los 90 hasta
nuestros dias ha permitido hacer predicciones y recreaciones muy precisas de la estructura
interna de los halos de materia oscura a partir de simulaciones computacionales. A dia
de hoy estas simulaciones permiten recrear los efectos de procesos astrofisicos complejos
como la dinamica de gases o las transferencias de radiacién. Las actuales simulaciones
de N-Cuerpos sefialan en la direccion de la existencia de materia oscura con un perfil
‘universal’, es decir, con la misma forma en cualquier época, sea cual sea su masa y su
espectro de potencias [23].
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» Otras evidencias a escala subgalactica a intergalactica: como ya mencionamos
anteriormente, la primera evidencia de materia oscura fue la inconsistencia que encontré
J. H. Oort entre el numero de estrellas visible y el potencial gravitatorio de su distribucion,
llamada discrepancia de Oort. Cabe mencionar también otras evidencias como las lentes
gravitacionales débiles de galaxias lejanas, la modulacion débil de lentes gravitacionales
fuertes en torno a galaxias elipticas masivas o la velocidad de dispersion de galaxias
enanas esferoidales.

1.2.2. Problemas de la CDM

A pesar de su éxito a escala cosmoldgica, el modelo CDM encuentra problemas a escala
galactica. Estas dificultades estan relacionadas, principalmente, con la distribucion de materia
oscura en los halos galacticos y con las propiedades de las galaxias enanas. Mencionaremos a
continuacion algunos de los principales problemas que presenta el modelo.

» Curvas de rotacion de galaxias de disco: como ya hemos mencionado, las curvas
de rotacion de las galaxias son una de las mas importantes evidencias observacionales
en las que se sostiene la CDM. Un anaélisis detallado de una muestra de mas de dos mil
galaxias de disco cuantifica la correlacion entre materia luminosa y oscura, y propone la
existencia de un una curva de rotacion universal [24]. Ademas, otras evidencias (BTFR,
MDAR y RAR) cuantifican la discrepancia entre la cantidad de masa estimada por la
emision electromagnética de la galaxia y la masa que deberia tener para describir su
cinematica, mostrando una estrecha correlacion entre las cantidades cinematicas de la
galaxia y sus cantidades asociadas a su componente bariénica [3]. En el modelo CDM
las estructuras cosmicas se forman jerarquicamente mediante fusiones estocasticas, por
lo que cabria esperar una gran dispersion. Sin embargo, la dispersion intrinseca que
resulta de estas observaciones es muy pequefia. Esta baja dispersion implica que el halo
de materia oscura, que representaria entorno a un 90% de la masa de la galaxia, ajusta
sus propiedades dinamicas a las del disco luminoso, que tan solo supone un 10% de la
masa de la galaxia. Esta fuerte correlacion entre la materia luminosa de la galaxia y su
dinamica desafia el paradigma de la CDM.

= Problema cusp-core (CCP): las simulaciones de N-Cuerpos sin colisiones del modelo
CDM muestran que los halos de materia oscura tienen un perfil de densidad divergente,
siguiendo una ley de potencias abrupta (comportamiento de tipo cusp). Para radios
pequefios, las simulaciones indican que esta densidad seguiria una relacion p ~ r~! [23],
con un pico para regiones centrales (radios pequefios) y un decaimiento para regiones
alejadas (radios grandes). Sin embargo, esta prediccion de las simulaciones parece no
coincidir con las observaciones de galaxias enanas, uno de los tipos de galaxia que
tendria una mayor fraccion de materia oscura con respecto a su materia baridonica. Las
multiples observaciones sefialan que estas galaxias deben tener un perfil de densidad con
un decaimiento mucho mas suave en sus zonas centrales (comportamiento de tipo core).
Este comportamiento es dificilmente explicable en el contexto de la CDM sin recurrir a
efectos de marea o a la retroalimentacién baridnica [25].

= Problema de los satélites ausentes (MSP): la funciéon de masa estelar derivada para
galaxias del Grupo Local (entre las que se encuentra la Via Lactea) es significativamente
menos abrupta para masas pequefias que la esperada para los halos de materia oscura
en el modelo CDM. En diferentes simulaciones sin colisiones de la Via Lactea dentro
del modelo CDM se predicen, dentro de los halos de materia oscura, miles de subhalos
con masas suficientemente grandes (M > 10’ M) como para albergar galaxias [3]. No
obstante, esta cifra es unas veinte veces superior al nimero de satélites observados en
las proximidades de la Via Lactea y Andromeda (M31). Aunque a dia de hoy se siguen
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descubriendo galaxias satélite en el entorno de la Via Lactea y previsiblemente se seguiran
descubriendo, es muy improbable que se lleguen a encontrar los miles de satélites que
predicen las simulaciones. Algunas posibles explicaciones al MSP sugieren que los
satélites ausentes podrian identificarse con las Nubes de Alta Velocidad observadas en
el Grupo Local o que algtin proceso fisico, como el viento de particulas generado por
algunas supernovas, pudo tener algin papel en la etapa temprana de la formacion de
galaxias [26].

= Problema too-big-to-fail (TBTF): las simulaciones de halos de materia oscura de la Via
Lactea muestran una discrepancia con las velocidades circulares estimadas, que ponen
de manifiesto el hecho de que los subhalos mas masivos de la galaxia son demasiado
densos como para albergar las galaxias satélite dSph mas brillantes (Ly > 10°Lg),
galaxias gobernadas por materia oscura [3]. Este resultado supondria que los subhalos
mas masivos y densos son oscuros, mientras que la materia mas brillante se encuentra
en halos mucho menos masivos. Sin embargo, esta explicacion traeria consigo nuevas
contradicciones, ya que se espera que los subhalos mas grandes sean capaces de retener
gases y formar estrellas. Es decir, estos subhalos son demasiado grandes para fracasar
en la formacion de estrellas, por lo que deberian albergar enanas observables que no
han sido encontradas, lo que hace que esta explicacion tampoco resulte satisfactoria. A
diferencia del MSP, el problema TBTF no tiene que ver con la cantidad de satélites no
observados sino con su distribucion de masa, por lo que es un problema independiente
de la relacion entre la masa del halo y la masa estelar. Aunque originalmente fue un
problema de la Via Lactea, el estudio de otros subhalos muestra que el problema aparece
también en la galaxia M31, e incluso en galaxias méas alla del Grupo Local [27, 28]. Si
considerasemos que la masa del halo de materia oscura de la Via Lactea valiese el doble
de lo estimado, las discrepancias del TBTF se disiparian. Sin embargo, no existen errores
sistematicos en las medidas de materia oscura que justifiquen esta duplicacion. Ademas,
esto solo solucionaria el problema TBTF en la Via Lactea, pero no en M31 ni el resto de
galaxias en los que se ha detectado. Otra solucién pasarian por los efectos de marea del
disco barionico de la galaxia principal, aunque la soluciéon mas viable a dia de hoy seria
recurrir a la fisica barionica.

» Problema de los planos de las galaxias satélite (PSP): las Orbitas de las galaxias satélite
de la Via Lactea, M31 y Centaurus A (NGC 5128), cuyas medidas son muy precisas, tienden
a estar alineadas en una disposicién muy plana, guardando ademas cierta correlacion
entre sus magnitudes cinéticas. Sin embargo, las simulaciones del modelo CDM muestran
que esta distribucion plana y correlacion cinética son altamente inusuales. A diferencia
de algunos de los problemas comentados hasta ahora, el problema PSP no puede ser
solventado mediante la incorporacién de la retroalimentacion bariénica, ya que estas
galaxias satélite estan a distancias muy grandes en comparacion al disco barionico de la
galaxia principal [3]. Aunque han sido propuestas diferentes soluciones, ninguna de ellas
ha generado consenso, ya que o no reproducian fielmente las observaciones o se basaban
en premisas poco solidas.

1.2.3. Basqueda de CDM en aceleradores de particulas

A dia de hoy son muchas las dificultades a las que se enfrenta la busqueda de materia
oscura en aceleradores de particulas. Adn se desconoce sila CDM interactda con la suficiente
intensidad con la materia ordinaria como para ser producida mediante la colision de particulas
del Modelo Estandar (SM). Al no ser conocida la masa de las particulas buscadas tampoco
es posible saber si la energia de centro de masas de la que se dispone en los aceleradores
actualmente seria suficiente para que estos procesos estuviesen permitidos cinéticamente en
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caso de que fuese posible producir estas particulas.

A pesar de estas dificultades, se han desarrollado desde hace décadas experimentos
en los distintos aceleradores de particulas en busqueda de DM. El amplio conocimiento del
SM vy de sus distribuciones diferenciales permiten detectar con precision cualquier minima
alteracion en el espectro de la energia perdida, restringiendo las predicciones que se puedan
hacer de los diferentes modelos de CDM. Cualquier experimento disefiado para detectar estas
particulas tendria que basarse en la busqueda de una particula estable neutra con propiedades
compatibles con las observaciones cosmolégicas, como la densidad de materia oscura Qpys. Por
la naturaleza de la CDM, las particulas generadas no dejarian ninguna evidencia observable de
su aparicion, por lo que la inica manera de detectarlas seria mediante una ligera alteracion en
el momento transversal total (llamado normalmente ‘energia perdida’). Estos estados finales
son los llamados estados monojet. Las particulas de DM buscadas también podrian producirse
en asociacion con un boson electrodébil (boson W y boson Z), corrientes llamadas mono-V [29].

Desde que el LHC entrase en funcionamiento en 2008, experimentos como el CMS o el
ATLAS han buscado nuevas particulas basandose en las corrientes monojet y mono-V. Distintas
reacciones con ciertos desequilibrios en las transferencias de momentos han sido analizadas
en busqueda de materia oscura creada por estos canales, como las reacciones de la forma
pp — xX + x, en la que x es una corriente hadroénica, un fotén, un bosén W o un boséon Z
con decaimiento lepténico. Aunque se espera que futuros experimentos sean mas aclaratorios,
algunos de los resultados obtenidos hasta ahora son consistentes con el SM y permiten estimar
ciertos limites en la seccion eficaz para una masa dada, obteniendo valores de ~ 5 GeV para
reacciones dependientes de espin y de unos cientos de GeV para reacciones independientes
de espin [30]. El Acelerador Lineal de Stanford (SLAC), también ha llevado a cabo diferentes
experimentos en busqueda de materia oscura, como el experimento de volcados de haz de
electrones mQ, que busca particulas milicargadas que podrian tener relacién con la DM o con
alguna de sus anomalias. A partir de este programa se concluy6 que estas particulas con cargas
muy pequefias podrian existir en la naturaleza y que serian muy sensibles a las corrientes
secundarias de DM que pudieran producirse [31].

No obstante, actualmente no existen evidencias experimentales de la interaccion entre ma-
teria oscura y particulas del SM. En los proximos afios se llevaran a cabo nuevas busquedas que
podrian resultar mas esclarecedoras, como el futuro experimentos MAGIX del acelerador MESA
del Instituto de Fisica Nuclear de la Universidad de Maguncia, actualmente en construccion.

1.3. ALTERNATIVAS A LA MATERIA OSCURA FRIA

Como se explicod en la seccion 1.2.2, aunque el modelo CDM cuenta con numerosas
evidencias observacionales que lo sostienen y acierta en muchas de las predicciones hechas,
especialmente a escala cosmologica, en la escala galactica encuentra una serie de contradic-
ciones que aun hoy no han sido solventadas. Algunas de las soluciones planteadas para estas
cuestiones son dificilmente compatibles con el modelo CDM, dando pie a la busqueda de nuevos
modelos que respondan a las mismas incognitas que éste intentaba aclarar. Surgen asi distintas
alternativas que sefalan que la materia oscura buscada tendria una naturaleza distinta a la
postulada hasta ahora. Otras alternativas sugieren una ruptura con las leyes de gravedad
newtoniana. De esta manera, las anomalias observadas en la cinemética de la materia visible
se explicarian mediante una modificacion en la ley de la gravedad, evitando asi recurrir a la
existencia de la materia oscura. A continuacion se introduciran algunas de las alternativas con
mas recorrido que buscan nuevos modelos para las particulas que conforman la materia oscura,
asi como modelos de gravedad modificada que intentan dar explicacion a las anomalias que
aparecen en la escala galactica.
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1.3.1. Otros modelos de materia oscura

» Materia oscura templada (WDM): este modelo postula, al igual que los modelos
HDM y CDM, materia oscura de contenido no bariénico pero, en lugar de particulas
ultrarrelativistas (HDM) y no relativistas (CDM), estas particulas tendrian velocidades
relativistas. Tendrian por tanto propiedades intermedias a los dos modelos anteriores,
jugando un papel similar a la CDM en la escala cosmologica y en la formacion del Universo,
pero permitiendo solventar algunos de los problemas que surgian en este modelo en la
escala galactica. Estas particulas se habrian desacoplado del plasma primigenio cuando
aun eran relativistas, eliminando asi las fluctuaciones primitivas en la escala subgalactica
y provocando un corte en el espectro de potencias primigenio [3].

Una de las herramientas mas poderosas para el estudio de este espectro de frecuencias
es el bosque de Lyman-«, que es el conjunto de lineas de absorcién del espectro del
hidrégeno neutro que aparecen entre la transicion Lyman-a y su desplazamiento al
rojo en el espectro de objetos de estudio lejanos, como galaxias o cuésares. El estudio
de estas lineas de absorcion, junto al uso de otras herramientas como cuasares que
actian como lentes gravitacionales, han permitido dar una cota inferior a la masa de
las particulas de WDM de mypy > 3 — 5 keV [3], variando segun el historial térmico
del medio intergalactico que se asuma, basado en los estudios del bosque de Lyman-a.
El principal candidato de WDM es el neutrino estéril, un hipotético tipo de neutrino
que no interaccionaria mediante ninguna de las interacciones fundamentales del SM
salvo la interaccion gravitatoria, pero si que tomaria parte en la oscilaciéon de neutrinos.
La no observacion de la linea de rayos-X del decaimiento de neutrinos estériles en el
Universo temprano permite dar una cota superior a la masa de estas hipotéticas particulas,
basandose en las tasas de produccion actuales y no en la asunciéon de que toda la materia
oscura esté formada por neutrinos estériles.

Este modelo aportaria soluciones a muchos de los problemas del modelo CDM menciona-
dos anteriormente. La supresion en las perturbaciones de la densidad permitiria que
la funciéon de masa de los subhalos concordase con la cuenta del nimero de galaxias
satélite, resolviendo asi el MSP. Por otra parte, el colapso gravitacional traeria consigo un
comportamiento de tipo cusp del perfil de los halos, pero con una concentracion en las
regiones centrales menor a la del modelo CDM. Ademas, la distribucion de la velocidad
térmica de las particulas de WDM podria convertir este comportamiento cusp en uno de
tipo core, solucionando el CCP, aunque solo parcialmente, ya que este comportamiento
core seguiria siendo menor al necesario para explicar las observaciones. Ademas, una
particula de WDM con una masa en el rango de 1.5 — 2 keV reduciria la masa y la densi-
dad de los subhalos que albergarian los halos de materia oscura de galaxias del tamafio
de la Via Lactea, lo que podria solventar el problema TBTF. Estas posibles soluciones
convierten al modelo WDM en una via de investigacion interesante en la busqueda de
una explicacion para la materia oscura, sin embargo, es un modelo que atin cuenta con
muchas dificultades que parecen lejos de resolverse.

» Materia oscura auto-interactiva (SIDM): la SIDM propone una materia oscura que
interactia de manera fuerte, a diferencia de lo que proponia la materia oscura fria, con una
seccion eficaz grande para la auto-interaccion. Este tipo de modelos tienen potencial para
explicar las observaciones de la estructura del Universo a pequefia escala que suponen
un problema para el modelo CDM, manteniendo los éxitos de este modelo a escalas
mayores. La parametrizaciéon habitual de los modelos SIDM se basa en la seccién eficaz
por unidad de masa o/m, que sera funcién o bien de la velocidad relativa v,.; de las
particulas de materia oscura, o bien de la masa total del halo My, variables que estan a
su vez relacionadas entre si.
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Las simulaciones de halos de SIDM sin retroalimentacion bariénica predicen nucleos
de densidad constante en las galaxias (comportamiento core), resultado que no lograba
recrear el modelo CDM y que dio lugar al problema cusp-core que, junto al MSP, fue
una de las motivaciones de este nuevo modelo. Estas simulaciones indican que la SIDM
solucionaria el CCP para valores de ¢/m > 0.1cm?/g y Myq, ~ 1012 Mg [3].

Por otro lado, a pesar de ser una de las principales motivaciones de la postulacion de
la SIDM, ésta no es capaz dar respuesta al MSP. Para ello, los valores tipicos de o/m ~
0.5cm?/g deberian ser superiores, valores que estin muy probablemente descartados
por la elipticidad medida de los halos de materia oscura, aunque este conflicto podria
verse significativamente mitigado teniendo en cuenta la interaccion de la SIDM con la
materia barionica. Los efectos de la materia bariénica son complicados de estudiar, ya que
las simulaciones que tienen en cuenta este efecto dentro del paradigma SIDM resultan
excesivamente caras. Para ello se utiliza un método de aproximacién semianalitico
llamado método Jean, que determina el perfil de densidad interno del halo suponiendo
que éste es isotermo y que esta en equilibrio hidrostatico con la materia bariénica [32].
Los resultados de este método manifiestan la necesidad de ciertas correcciones en los
modelos de SIDM debido a las discrepancias que se dan entre sus resultados y las formas
de los halos que se han observado [3]. Ademas, la auto-interaccion de estas particulas
también mitigaria el problema TBTF ya que, aunque el efecto de la SIDM en la masa total
de los subhalos es pequefio, si que hace decrecer significativamente la densidad en las
regiones centrales de los subhalos mas masivos

Materia oscura difusa (FDM): la materia oscura difusa consistiria en bosones ultra-
ligeros, con masas en el rango de los 1072* — 1072 eV y con longitudes de onda de
De Broglie App del orden de unos pocos kiloparsecs. De esta forma, las estructuras y
fenémenos fisicos de escalas superiores a Apg se comportarian igual que lo hacian para
la CDM, y seria a escalas menores que Apg donde encontrariamos diferencias. Especial-
mente, para una particula de FDM de ~ 1072? eV de masa tendriamos halos con una
masa minima de Mg, ~ 10’Mg. La FDM se considera un campo escalar real ¢ con
una masa my acoplada a la métrica de forma minima. Este campo no seria masivo hasta
que el Universo se enfria hasta una temperatura critica, adquiriendo masa mediante la
oscilacion entorno a un minimo de un potencial generado no perturbativamente [3].

Simulaciones a N-Cuerpos de alta resoluciéon mostraron los nucleos de materia oscura
con comportamientos cuanticos que albergaban estos halos en sus regiones internas
sostenidos por la presion, con perfiles de densidad planos en sus regiones externas, lo que
daria respuesta al CCP. Estos nucleos, llamados solitones, estaban rodeados por patrones
de interferencia que daban lugar a fluctuaciones en las velocidades y densidades de estas
particulas. Ademas, muestran un corte en la densidad del halo para M., < 10'°Mg, lo
que podria explicar el MSP. A pesar de la alta resolucion de estas simulaciones, ésta no es
suficiente para estudiar los efectos de la presion cuantica en la formacion de estructuras
de larga escala.

La viabilidad de esta alternativa esta ain en duda, existiendo diversas formas de probar
este modelo. Estudios del bosque de Lyman-a, de las propiedades de agrupamiento de
gases calientes a grandes corrimientos al rojo, asi como nuevas simulaciones hidrod-
indmicas pueden aportar restricciones a las propiedades de la FDM, a su espectro de
potencias o a la masa del bosn del campo escalar.

Axiones QCD: los axiones QCD son particulas elementales hipotéticas que fueron
postuladas por la teoria Peccei-Quinn en 1977 [33] como solucién al problema de la
violacién de CP (conjugacion de carga—paridad) por parte de la interaccion fuerte dentro
de la cromodinamica cuantica (QCD), proponiendo la existencia de un nuevo bosén
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1.3.2.

pseudoescalar que tendria carga eléctrica nula y masa muy pequenia. Poco después de ser
postulados se convirtieron en potenciales candidatos a materia oscura, ya que su densidad
de energia se comportaba como la de la CDM y, ademas, podian haberse producido de
manera abundante en el Universo temprano por mecanismos térmicos y, en su mayoria,
no térmicos, como el realineamiento del vacio o el decaimiento de cuerdas axidnicas.
Por otra parte, si los axiones QCD sufriesen termalizaciéon y formasen condensados de
Bose-Einstein (axiones BEC), podrian explicar la discrepancia entre la distribucion de
momento angular observada en galaxias enanas y la prediccion de la CDM, en lo que se
conoce como problema de del momento angular galactico. Estos axiones BEC causarian
agotamiento en la densidad de materia oscura de las regiones céntricas galacticas, lo que
explicaria por qué las curvas de rotacion internas solo pueden reconstruirse a partir de la
contribucién barionica.

Diferentes experimentos cosmologicos, astrofisicos y terrestres han restringido la masa
del axién QCD, que tiene una cota inferior de m, > 6 X 107%eV [3]. El axién QCD tendria
secciones eficaces muy pequenas para las interacciones fuerte y débil y, por tener carga
neutra, tampoco participaria en la interaccion electromagnética, por lo que la interaccion
con la materia ordinaria seria minima. Sin embargo, los axiones podrian autointeractuar
entre si gravitatoriamente: cuando a pequefas escalas la presion cuantica se equilibrase
con la atraccion gravitatoria los axiones podrian formar objetos ligados gravitatoriamente,
como las estrellas de axiones.

Uno de los problemas con los que se encuentra este modelo de materia oscura es que
los axiones QCD, desde el punto de vista tedrico, son tratados como campos clasicos.
Sin embargo, la termalizacion de estos axiones es un fendémeno cuantico. Ademas, a
dia de hoy atn se necesitan nuevas investigaciones que constaten si los axiones pueden
solucionar los problemas de la CDM a escala galactica.

Modelos de gravedad modificada

Dinamica Newtoniana Modificada (MOND): ante el misterio que suponian las distintas
discrepancias encontradas en el Cosmos hasta la fecha, M. Milgrom propuso en 1983
una solucidn alternativa basada en una modificacién en la ley de la gravedad [6]. Esta
propuesta se basa en la hipdtesis de que existe una escala de aceleracion universal
ay ~ 1.2 X 107%m/s? por debajo de la cual se violaria la dinaAmica newtoniana y por
encima de la cual las leyes de gravedad de Newton se mantendrian [3]. Segun esta
hipotesis, la aceleracion a que sufriria una particula de prueba en un campo gravitatorio
seria a = v (an/ao) an, donde ay es la aceleracion gravitatoria que estima la dinamica
newtoniana y que estaria originada unicamente por la distribuciéon de materia barionica,
ya que en este modelo no existiria la materia oscura; y v es una funcion de interpolacion
que tiende a 1 cuando ay >> ay. Esta misma modificacion podria también interpretarse,
no como una modificacién de la ley de gravedad newtoniana, sino como una modificacion
de la segunda ley de Newton F = ma en la que la masa inercial difiere de la masa
gravitacional cuando ay << ao.

Un importante inconveniente de la teoria MOND es el hecho de que, en Relatividad
General (GR), la aceleracion esta relacionada con la conexion afin Fﬁv, que no es un tensor,
por lo que MOND tiene dificultades para ser formulada de forma covariante. Algunos de
los intentos por lograr esta formulacion covariante son teorias como AQUAL, TeVeS o la
teoria MOND bimétrica, que se reducen a MOND en el limite no relativista.

La dificultad en la formulacién covariante de MOND no permite construir un modelo
cosmolodgico, que es uno de los principales éxitos del modelo ACDM, ni cuantificar la
fenomenologia de las lentes gravitacionales, que es una importante prueba observacional
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de la distribucion de masa a gran escala. Ademas, aunque MOND reduciria notablemente
la necesidad de recurrir a la materia oscura, no explicaria en su totalidad las discrepancias
en las masas a escalas de cimulos de galaxias y escalas superiores. Alguna de las
propuestas para solucionar estos inconvenientes pasarian por un modelo hibrido, en el
que se aceptase la teoria MOND a pequenas escalas y se complementase con la presencia
de materia oscura que explicase la estructura a gran escala. Sin embargo, hasta la fecha
estas propuestas tampoco resuelven algunas de las mas importantes discrepancias.

Gravedad modificada (MOG): también denominada STVG, esta teoria de gravedad
modificada se basa en un principio de accion, afiadiendo a la accion de Einstein-Hilbert
un escalar, un tensor y un vector masivo. Este modelo afade al término de gravedad
newtoniano una correccion de tipo Yukawa en el limite de campo débil, que supone
una fuerza gravitatoria repulsiva que en pequerfias escalas (escala galactica e inferiores)
se estabiliza con el término atractivo, mientras que a grandes escalas se recupera el
comportamiento newtoniano, obteniendo una constante gravitatoria mayor a la conocida.

MOG ha sido testada en fenomenos de diferentes escalas. A escala cosmologica explicaria
fenémenos como las lentes gravitacionales, la expansion acelerada del espacio-tiempo o el
espectro de emisiones de los cimulos de galaxias. Este modelo explicaria las observaciones
de las curvas de rotaciéon de numerosas galaxias del catalogo THINGS, asi como de la
Via Lactea, replicando satisfactoriamente las observaciones. Sin embargo, MOG fallaria
en la reproduccion de la dinamica de sistemas soportados por la presion, lo que no
permitiria resolver el problema CCP, ya que no explicaria algunos comportamientos de
tipo core. Ademas, a escalas cosmologicas, en las que MOG deberia comportarse igual
que el modelo ACDM, la tasa de crecimiento de las perturbaciones no se corresponderia
con la observada por el satélite Planck. A dia de hoy, la falta de simulaciones a N-Cuerpos
del modelo MOG no permite abordar otros problemas, como el MSP o el PSP.

Gravedad f(R): se trata de una familia de teorias gravitatorias en la que el escalar
de curvatura de Ricci R de la acciéon de Einstein-Hilbert de la Relatividad General es
sustituido por una funcién f(R) [34]. Esta funcion estara definida de manera distinta
en cada una de estas teorias, como por ejemplo R?, R, R o R”V“ﬁRﬂmﬁ, que incluyen
invariantes de orden superior en el Lagrangiano, o funciones que afiaden términos de
acoplamiento entre los campos escalares y la geometria, como ¢*R. De esta manera,
las teorias f(R) dan lugar a distintas extensiones de la Relatividad General, habiendo
mostrado muchas de ellas ser compatibles con las observaciones del Sistema Solar, asi
como con las restricciones del Principio de Equivalencia [35]. Estas teorias pueden ser
clasificadas como Teorias Tensor-Escalar si la geometria esta acoplada no minimamente a
algiin campo escalar o como Teorias de Orden Superior si en la acciéon aparecen derivadas
de las componentes de la métrica de orden superior a dos. Aunque normalmente se
recurre a las teorias f(R) para reemplazar el Lagrangiano de Einstein-Hilbert con una
constante cosmologica o un modelo de materia oscura, estas teorias de gravedad pueden
eliminar, al menos parcialmente, la necesidad de materia oscura. De hecho, ya en 1977
K.S. Stelle sefialé que en el limite de campo débil una teoria con f(R) = R* daba lugar
de forma natural a una correccién de tipo Yukawa al potencial gravitatorio de Newton
[36], correccién que podria explicar las curvas de rotacion de muchas galaxias espirales.
Ademas, estas curvas de rotacion dentro de modelos f(R) favorecerian comportamientos
de tipo cusp en los perfiles de densidad, dando explicaciéon al CCP, y teorias de tipo R"
pueden también describir la cinematica de estrellas en galaxias espirales sin necesidad
de recurrir a la materia oscura. Simulaciones a N-Cuerpos de modelos f(R) asi como
de modelos hibridos que combinan la gravedad f(R) con la presencia de materia oscura
(como neutrinos masivos o particulas de WDM) muestran una degeneracion entre estos
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modelos y el paradigma estandar de ACDM. Por otra parte, el cambio en el Lagrangiano
tendria consecuencias también a escala galactica siendo necesarios estudios de las teorias
de gravedad f(R) a bajas energias, que a dia de hoy atin no han dado resultados que
generen consenso. La gravedad f(R) supone, por tanto, una importante alternativa a la
materia oscura que, ademas, podria dar explicacion a la expansion acelerada del Universo.

1.4. CONCLUSIONES

En este capitulo se han tratado los pilares fundamentales de la materia oscura fria y,
particularmente, del modelo cosmoloégico estandar ACDM, repasando las numerosas evidencias
observacionales que los sostienen. El amplio consenso en las distintas medidas independientes
de estas observaciones convierten al ACDM en un modelo de concordancia, siendo el modelo
mas simple que explica satisfactoriamente la evolucién cosmolégica del Universo, su expansion
acelerada, la radiacion del CMB y la LSS. Los 6 parametros libres con los que el ACDM describe
las propiedades del Universo han sido medidos con gran precision, al igual que otras magnitudes
cosmologicas que se ajustan fielmente a las observaciones.

A pesar de sus éxitos, este modelo se basa en la existencia de materia oscura, que supondria
en torno a un 85% de la densidad de materia del Universo y cuya naturaleza fundamental es a
dia de hoy desconocida. Se han postulado diferentes candidatos a CDM para cuya busqueda
han sido puestos en marcha numerosos experimentos en distintos aceleradores de particulas, y
se espera que en los proximos afnos se obtengan resultados mas esclarecedores. Sin embargo,
el desconocimiento entorno a la hipotética interaccion ente particulas de materia oscura y
particulas del SM dificulta la busqueda, y a dia de hoy ninguna de estas interacciones ha sido
detectada.

Ademas, la falta de deteccion directa de materia oscura no es el Unico problema que
encuentra el modelo ACDM ya que, aunque son muchas las observaciones que lo sostienen a
grandes escalas, en la escala galactica y subgalactica aparecen una serie de discrepancias entre
las predicciones del modelo y las observaciones que dificilmente se podrian solventar dentro
del paradigma ACDM. Es logico, por tanto, que surjan alternativas a este modelo. Algunos
modelos de materia oscura alternativos al CDM son la WDM, SIDM, FDM o los axiones QCD.
Otra via de investigaciéon son los modelos de gravedad modificada, que romperian con las
leyes de gravedad newtonianas para evitar recurrir a la materia oscura como explicacion de
la fenomenologia que ésta intentaba resolver, como las teorias MOND, MOG vy la gravedad
f(R). Tanto los nuevos modelos de materia oscura como las teorias de gravedad modificada
dan solucidn a algunos de los problemas con los que se encontraba el modelo ACDM, pero a
dia de hoy ninguna de ellas ha logrado solucionar todas estas discrepancias.

El objeto de estudio de este trabajo seran los modelos de gravedad modificada como
alternativas a la materia oscura, estudiando los efectos de estos modelos sobre los parametros
de la orbita y su precesion en el problema de dos cuerpos, centrandonos en su estudio en el
limite de campo débil. En el proximo capitulo se presentaran en mas detalle los modelos de
gravedad modificada y las restricciones que aportan a estos las observaciones a escalas del
Sistema Solar.






CAPITULO 2

Modelos de gravedad modificada

Como ya se introdujo en el capitulo anterior, desde la década de los ochenta del siglo
pasado han sido propuestas distintas modificaciones a la gravedad newtoniana que daban una
explicacion alternativa a las anomalias observacionales que dieron pie a la postulacion de la
materia oscura. Estas teorias podrian explicar satisfactoriamente tanto la aceleraciéon césmica
como la estructura a gran escala del Universo rompiendo, no solo con la gravedad newtoniana,
sino con la teoria de Relatividad General de Einstein a escalas astrofisicas y cosmolégicas. La
gravedad de GR cuenta con algunos problemas a la hora de dar explicacién a la dindmica de
galaxias y cimulos, asi como a algunas observaciones del Cosmos, pero ha sido comprobada
satisfactoriamente a escalas del Sistema Solar, por lo que cualquier nueva teoria que pretenda
dar una mejor explicacion a los fendmenos a grandes escalas y a la expansion acelerada del
Universo debe reproducir los resultados de GR a escalas del Sistema Solar y modificarlos para
escalas mayores. Sin embargo, los modelos de gravedad modificada predicen efectos a escalas
menores a la escala galactica que podrian no ser despreciables, por lo que algunas observaciones
del Sistema Solar ofrecen la posibilidad de acotar los parametros de estos modelos.

2.1. RESTRICCIONES DEL SISTEMA SOLAR A LAS TEORIAS DE GRAVEDAD MODI-
FICADA

Una de las restricciones que aportan las observaciones del Sistema Solar a las teorias
de gravedad modificada es la 6rbita de Mercurio, una de los primeros éxitos que tuvo la GR,
al dar una explicaciéon no newtoniana satisfactoria a la precesiéon anémala de esta o6rbita. La
prediccion actual de esta precesion es de w = 43.03 arcosegundos por siglo, que concuerda con
las observaciones con una precision de 0.05 arcosegundos por siglo [37], por lo que una nueva
teoria debe dar una precesion al menos igual de precisa con los resultados observacionales.
Otras restricciones importantes son la precesion de la 6rbita de Icarus (asteroide que orbita
alrededor del Sol) o la variacién de la constante de Kepler K, = GM, para Marte, Jupiter,
Urano y Neptuno, todas ellas del orden de AK,/K, ~ 107® — 10~°. Estos valores implican que
la quinta fuerza a la que dé lugar la hipotética modificacion de la gravedad debe seguir una
ley de cuadrado inverso [37], al menos dentro de la 6rbita de Neptuno, mas alla de posibles
correcciones post-newtonianas '. Una transicion entre una fuerza proporcional a 1/r? en el
interior del Sistema Solar y una fuerza de atraccion anémala a escalas mucho mayores requeriria
que en las regiones externas del Sistema Solar ya existiese una desviacion de la ley de cuadrado
inverso, como ya indicaron las sondas Pioneer para distancias superiores a los 20 AU. Ademas,
del estudio de la 6rbita Luna-Tierra a partir de los datos del experimento LLR se puede concluir
que esta quinta fuerza debe ser mas pequefia que la fuerza de Einstein-Newton por un orden
de magnitud de 10™* para evitar asi sistemas de referencia privilegiados [37].

Las expansiones post-newtonianas son perturbaciones utilizadas para obtener soluciones aproximadas a las
ecuaciones de campo Einstein. Estas expansiones se escriben en potencias de 1/c que expresan a qué orden esta
solucién se desvia de las leyes de Newton.
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Por otra parte, el formalismo post-newtoniano parametrizado (formalismo PPN) cuantifica
las desviaciones de una teoria de gravedad general con respecto a la GR. Dentro de este
formalismo, el parametro y mide la curvatura del espacio producida por la unidad de masa en
reposo, lo que lo convierte en un buen parametro para probar una teoria de gravedad a escalas
del Sistema Solar. Este valor es de y = 1 para GR, mientras que su valor observacional es de
Yy =1+ (2.1 +2.3) x 107 [38], por lo que cualquier teoria de gravedad queda restringida a un
valor dentro de este pequefio margen. Otra prueba para una teoria gravitatoria es el angulo de
deflexion que sufre la luz de las estrellas debido a la masa del Sol. Las observaciones dan para este
angulo un valor de 6 = (0.99992 + 0.00023) X 1.75” [39], siendo 1.75” la prediccién de GR. Otro
fenémeno predicho por GR es la dilatacion temporal debida al efecto del campo gravitacional
solar. Las mediciones del satélite Cassini dan un valor de At = (1.00001 + 0.00001)Atgr [39].

Estos valores suponen restricciones muy rigurosas sobre cualquier variacion de GR a
partir de observaciones dentro del Sistema Solar. De hecho, una de las principales dificultades
con las que cuentan las teorias de gravedad modificada es que, al encontrar restricciones tan
estrictas dentro del Sistema Solar, si se aplican estas restricciones a los parametros que describen
el modelo alternativo apenas queda lugar para modificaciones de GR a escalas cosmolodgicas.
Para solventar este inconveniente sin violar el principio de equivalencia surge el mecanismo de
screening o apantallamiento, que suprimiria la modificacion de la gravedad a escalas del Sistema
Solar basandose en la no linealidad de la densidad a lo largo del Universo, lo que supone la
no linealidad del campo escalar que representa el grado de libertad adicional de la teoria de
gravedad modificada.

2.2. POTENCIAL DE YUKAWA

Una correccion tipica de las leyes gravitatorias que surgen de manera natural en algunos
modelos de gravedad modificada es la parametrizaciéon mediante un potencial de Yukawa. Este
tipo de potencial, también denominado potencial de Coulomb apantallado, tienen la siguiente
forma:

o(r) = —GTM (1 + ae-r/l) , 2.1)

donde M es la masa que actiia como fuente del campo gravitatorio, G es la constante de
gravitacion universal de Newton, @ es un parametro adimensional que determina la magnitud
de la correccion de Yukawa y A hace referencia al alcance del término de correccion de Yukawa.

En lo que respecta al potencial de Yukawa, las distintas observaciones también aportan
restricciones sobre sus parametros. Se muestra en la figura 2.1, donde se evidencia la existencia
de una region a considerar en la que la correccién de Yukawa a la ley de potencia inversa de
la GR puede ser valida. Actualmente estas restricciones abarcan desde los micrometros hasta
las unidades astronémicas: las menores escalas comprobadas en laboratorio son de || < 10°
para A ~ 10> my de || < 1072 para A ~ 10~% m, mientras que a escalas planetarias se han
obtenido |a| < 107 para A ~ 10° m (equivalente a la distancia Tierra-Luna) y |a| < 1078
para A ~ 10!! m (equivalente a una 6rbita planetaria) [41]. Mas alla de estas distancias, las
limitaciones observacionales impiden obtener buenas restricciones.

2.2.1. Potencial de Yukawa como solucion de modelos de gravedad f (R)

Como se introdujo en el capitulo 1, una de las teorias de gravedad modificada que daban
lugar de manera natural a correcciones de tipo Yukawa eran teorias de gravedad f(R), una
familia de teorias que daba respuesta a algunas de las grandes discrepancias del modelo ACDM.
El ndmero de correcciones de tipo Yukawa al potencial gravitatorio que aparecen dependen
del grado diferencial de las ecuaciones de campo de Einstein: por ejemplo, una teoria a cuarto
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Figura 2.1. Restricciones sobre los parametros « y A del potencial de Yukawa con un 95% de nivel
de confianza para A > 1 cm. La regién amarilla muestra los valores prohibidos por las
evidencias experimentales. Figura tomada de [40].

orden da lugar a una correccion de tipo Yukawa, mientras que una teoria a sexto orden da
lugar a una doble correccion de este tipo [35]. Para que la gravedad f(R) supere algunas de las
pruebas observacionales a pequefias escalas es necesario recurrir a mecanismos de screening
como el mecanismo chameleon, que modifica la gravedad en presencia de materia, de manera
que en zonas de alta densidad como la Tierra o el Sol las desviaciones con respecto a GR serian
suprimidas mientras que a escalas cosmologicas, donde la densidad es baja, se mantendrian.
Es este mecanismo el que permite que modelos analiticos de gravedad f(R) sean propuestas
viables también a pequefias escalas, ya que en el limite newtoniano las correcciones de tipo
Yukawa pueden llegar a ser despreciables.

Como se explico también en el capitulo 1, en las teorias de gravedad f(R) se sustituye el
escalar de curvatura de Ricci R de la accién de Einstein-Hilbert de la Relatividad General por
una funcién de éste, f(R). Realizando este cambio, la accion resultante sera:

871G ) ’ (2.2)

S= / d*x\=g (f(R) + =5 Ln

donde £, es el Lagrangiano de materia. Siguiendo el principio variacional S = 0 obtenemos
las ecuaciones de campo para f(R):

881G

1
F R/w - 5 f(R) Guv — Vva F + Iuv aF = C—4Tyv, (23)

donde F = 9f (R)/0R y T, es el tensor de energia-impulso de materia.

Para desarrollar el limite newtoniano partimos de la hipétesis de que la funcién del escalar
de curvatura de Ricci f(R) que describe la teoria puede ser desarrollado en una serie de Taylor

[3]:

n

f(R):an(fO) (R—Ro)" ~ fo+ fiR+ f{'R*+ ..., (2.4)
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de manera que los parametros de Yukawa estan relacionados con los coeficientes de la serie de

Taylor de la siguiente forma:
6 144
a=fi—-1 A= —ﬁ,). (2.5)
5

Consideramos ademas una métrica perturbada, de manera que podemos escribir las compo-
nentes de la métrica como:

gi(t,r) =1+ g2 +g D),  gnltr) =-1+g2 (1),

(2.6)
gee(t, r)= —7’2, g¢¢(t, r) = —r?sin® 0.

Para encontrar soluciones en el limite de campo débil, introducimos en las ecuaciones de campo

de f(R) 2.3 las expresiones 2.4 y 2.6. De esta manera podemos llegar a dar la expresion del

potencial gravitatorio en este limite, para el cual obtendriamos [35]:

GM _ &i(e V-t

®(r) = - for 6&r

(2.7)

donde f; es el segundo coeficiente de la expansion de Taylor 2.4 y la funcion 6;(t) es una
funcién del tiempo arbitraria con unidades de longitud ™. El pardmetro &, que se define como
&= f]/6f, puede ser reinterpretado como una longitud efectiva 1> = —£~!. Podemos reescribir
este potencial como: G
M —r/A

°0) =~ o (1+5e /), (2.8)
donde el primer término equivale a un potencial newtoniano generado por una particula de masa
M/(1+96), y el segundo término es el que supone una modificacién al potencial gravitatorio, con
un alcance A. Es trivial comprobar que para § = 0 se recuperaria el potencial de Newton. Cabe
resaltar que, dado que este potencial de Yukawa no es igual al presentado anteriormente en la
expresion 2.1, los parametros § y A tampoco lo son, por lo que las restricciones observacionales
presentadas anteriormente no son validas para el potencial 2.8.

2.3. CONCLUSIONES

En este capitulo se ha profundizado en los modelos de gravedad modificada. Se han
presentado las principales restricciones que las observaciones a escala del Sistema Solar aportan
sobre los parametros que describen estas teorias. Ademas, se ha ha hecho especial énfasis en el
potencial de Yukawa y sus restricciones a estas escalas, obteniendo la forma que una correccién
de este tipo tendria como solucién para la gravedad f(R) y justificando la importancia de
trabajar en el limite de campo débil.

Unos de los sistemas mas idoneos a la hora de probar teorias gravitatorias son los sistemas
binarios compuestos por estrellas compactas coalescentes, como estrellas de neutrones, enanas
blancas o agujeros negros [3]. Ademas sera importante el estudio de orbitas estables, que
permitiran analizar variaciones en la interaccion gravitatoria en el limite de campo débil. Por
ello, dedicaremos el siguiente capitulo a estudiar como pueden afectar las correcciones a la
gravedad newtoniana a los parametros de la 6rbita de un sistema de dos masas puntuales que se
orbitan mutuamente a través de un potencial gravitatorio genérico en el limite de campo débil,
en el que se cumplira r/A << 1. Realizaremos un estudio semi-clasico por el que recuperaremos
orbitas keplerianas para comprobar las posibles variaciones en la excentricidad y el latus rectum
de éstas, y mediante un planteamiento perturbativo obtendremos la precesiéon causada en la
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orbita por dichas correcciones. Por ultimo particularizaremos estos resultados para el potencial
gravitatorio de Yukawa. Comparando los resultados de la precesion para este caso con las
observaciones de los planetas del Sistema Solar podremos ademas obtener ciertas restricciones
para los parametros de Yukawa.






CAPITULO 3

Ecuaciones fundamentales
del problema de los dos cuerpos

A continuacion estudiaremos el problema de los dos cuerpos, en el que se determinara el
movimiento de dos masas, tratadas como particulas puntuales, que solo interactian gravita-
toriamente entre si. A partir de un potencial gravitatorio dado se llegara a las ecuaciones del
movimiento y a la energia total, de done derivaremos las expresiones de la excentricidad y el
latus rectum de la 6rbita, lo que nos permitira también dar una expresion de la precesion orbital.
Como estamos interesados en el estudio de un potencial genérico, sera interesante primero
repasar el caso newtoniano, para luego extender nuestro analisis al caso general.

3.1. CASO NEWTONIANO

Consideramos una particula de prueba de masa m que se mueve en el potencial gravitatorio
newtoniano generado por una particula de masa M, que tendra la forma:

V(r) = _GMTm’ (3.1)

donde G es la constante de gravitacion universal de Newton. En coordenadas polares, las
ecuaciones de movimiento de esta particula con respecto al centro de masas se expresaran:

v
F=-V ( (r)), (3.2)
m
d .
= (r2¢) - 0. (3.3)
La energia total del sistema sera:
1 . GM
Etot =—H (7'2 + r2¢2) - —m, (34)
2 r
donde hemos utilizado la masa reducida del sistema, que se define como pf = r;n+]\1/\1/1 .

A partir de la ecuacién 3.3 podemos definir el momento angular L = pr?¢, que sera una
cantidad conservada del movimiento. De esta forma podemos escribir ¢ = L/ui%. Reescribiendo
la expresion de la energia con este nuevo término se obtiene:

o 1., L' GMm
= —prt + — — :
tot = HH 2ur? r

(3.5)
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De esta expresion podemos despejar la componente radial de la velocidad 7:

. dr |2 GMm L2
r = a = l—l Etot + - - W (36)

Para obtener la ecuacion de la 6rbita en términos del angulo ¢ podemos escribir:

_dpdt 4
4= gy ar®r = (37)

donde sustituyendo la definicién que ya teniamos para ¢ y la expresion 3.6 llegamos a la
siguiente integral [42]:

£ (I/r?) dr ‘
N

Esta integral puede resolverse mediante el cambio de variable x = I/r. Definiendo el origen del
angulo ¢ de manera que r sea minimo para ¢ = 0 llegamos a [42]:

¢ (r) = / (3.8)

2 1 2E,., L -1/2
1) [L+1} . (3.9)

cos P = (——— - >

Podemos ahora definir dos cantidades constantes que nos permitiran simplificar esta expresion:

L2
= UGMm’

2F, 01 L2
e=|———+1. (3.11)
p (GMm)

La primera de ellas es el latus rectum, que se trata de la distancia perpendicular al eje mayor de
la 6rbita que pasa por su foco; y la segunda es la excentricidad de la 6rbita, que mide cuanto
se desvia la elipse de ser una circunferencia perfecta. A partir de estas definiciones podemos
reescribir la ecuacion de la 6rbita 3.9 como:

[

(3.10)

l
- =1+e€cosg, (3.12)
.

que es la ecuacion de una seccion conica con un foco en el origen. Estamos interesados en el
estudio de Orbitas elipticas cerradas, por lo que solo consideraremos configuraciones de energia
E;or negativa y 0 < € < 1. Las apsides de esta 6rbita, que miden la menor y la mayor distancia
de la drbita a su centro de atraccion seran:

{ Imin = 4 (1 - 6) (3‘13)

rmax:a(]-"'e) ’

donde a hace referencia al semieje mayor de la orbita.
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3.2. CASO DEL POTENCIAL GENERICO

Una vez estudiado el caso newtoniano pasamos a trabajar con un potencial genérico que
definimos de la siguiente forma:

V()= ——"=, (3.14)

donde h(r/A) sera la funcion que determine el potencial concreto del que se trata, y A sera un
parametro que modula el alcance del potencial. Trabajaremos en escalas tales que r/1 << 1,
por lo que para obtener tanto los parametros de la 6rbita como la precesion utilizaremos el
desarrollo en serie de este potencial. De forma genérica este desarrollo se escribiria:

V() x-S - H(0) - K O, (3.15)

donde maés tarde distinguiremos entre desarrollos hasta segundo o hasta tercer orden.

3.2.1. Ecuaciones de la orbita

Consideramos una particula puntual de masa m que se mueve en el potencial gravitacional
generado por una particula de masa M. En este caso, utilizando de nuevo las ecuaciones de
movimiento 3.2 y 3.3 y la definicién del potencial genérico 3.14, la energia total del sistema
queda:

h(r/2)

1 .
Eior = >p (fz + r2¢>2) - (3.16)

a. Orden O(r/1)?
En caso de tomar el desarrollo en serie del potencial hasta segundo orden, éste seria:

vy~ -2 w) 617)

por lo que la energia total tomaria la siguiente forma:

Eior = %,u (}"2 + rzqu) - @ — 1 (0). (3.18)
Podemos observar que el término A(0) supone una modificacion en el término newtoniano del
potencial, mientras que el término A’(0) es una constante que modifica la energia total. Como
ya hicimos para el caso newtoniano, a partir de la ecuacion 3.3 podemos definir el momento
angular L. En este caso, ademas de reescribir la componente angular de la velocidad en términos
del momento angular, podemos hacer lo mismo con la componente radial:

._dr _d$dr L dr Ld(l)

"Tar T ardg T prtdg T pdg

r
Sustituyendo 7 y ¢ en la expresion de la energia llegamos a:

P (d1\* L* mo)

tot
Podemos definir ahora la funciéon u = 1/r, cuya derivada escribiremos como v’ = du/d¢, que al
sustituir en la expresion de la energia dara lugar a la siguiente ecuacion diferencial:
I 2p

+u’ = Iz [Eior + R(0)u+h' (0)] . (3.20)
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Derivando esta ecuacion obtenemos una segunda ecuacion diferencial:
1, H _
u (v +u- ﬁh(o) =0. (3.21)

Como buscamos una orbita kepleriana, una solucion estimada a estas ecuaciones diferenciales
para este tipo de orbitas tendra la siguiente forma [42], que es la que obtuvimos para el caso de
Newton:

u= :%(1+ecos¢). (3.22)

SN |-

Sustituyendo esta solucion estimada en la ecuacién 3.21 llegamos a la expresion del latus rectum:

LZ
I = .
ph(0)

(3.23)

De la misma manera, si sustituimos la expresion 3.22 en la ecuacion diferencial 3.20 llegamos a

la excentricidad: , )
2L“E 1 2L K (0
=1+ fot + — ( ). (3.24)
w h(0)2 " i h(0)?
Podemos comprobar facilmente que, sustituyendo h (r/A1) = GMm, caso en el que recuper-
ariamos el potencial de Newton, las expresiones del latus rectum y la excentricidad serian las

mismas que obtuvimos en 3.10 y 3.11.

b. Orden O(r/1)*
En este caso el desarrollo en serie del potencial gravitacional genérico seria:

V() ~ _@ _K(0) - %h”(o)r, (3.25)

por lo que, siguiendo los mismos pasos que para el caso O(r/1)?, la energia total tomaria la
siguiente forma:

L*(d1\* 1* k0 1
Eror = — [—=| + == - =< =K (0) = = K’ (0)r. 3.26
tot 2y(d¢r)+2yr2 - (0) =2 K"(0)r (3.26)

En este caso, a los términos que ya teniamos en el caso O(r/A)?, se ha afiadido un término

con h”(0) lineal con r que no aparecia en el caso newtoniano. Sustituyendo por u llegamos de
nuevo a dos ecuaciones diferenciales:

2 1
w? 4+t = L—’z’ (h(O)u + By + 1 (0) + gh”(o)) . (3.27)

1 H o n 1 H

Como hicimos para el caso O(r/A)?, sustituimos la solucién estimada 3.22 en estas ecuaciones
diferenciales. Sustituyendo en 3.28 y evaluando la expresion resultante en ¢ = 0y ¢ = 7, que
corresponden a la distancia entre masas minima y maxima respectivamente, obtenemos:

2¢ (1+€)* (L? = Iph(0)) + Peph” (0) =0, (3.29)

2¢ (1—€)* (L* - 1uh(0)) + Peph” (0) = 0. (3.30)
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Restando estas dos expresiones llegamos al latus rectum, para el que obtenemos la misma
expresion 3.23 del caso O(r/A)%:
LZ
l= .
ph(0)

Ahora sustituimos 3.22 en la ecuacion diferencial 3.27 y evaluamos de nuevoen ¢ =0y ¢ =

(3.31)

3
2(e+1) [Etotl + (e +1)h(0) + lh’(o)] +I2K7(0) = Lz(el—u“) (3.32)
2 (1) [Emz — (e =1)h(0) - lh’(o)] +I2H"(0) = Lz(‘;—ﬂ_l)a (3.33)

De nuevo restamos estas dos expresiones, llegando asi a la excentricidad, donde ademas hemos
sustituido el valor del latus rectum obtenido en 3.31:
2Eo:L?  2L2 W (0) L*K’(0
=14+ 2 ()+—L.
uh(0)? i h(0)2 T 12 h(0)?

(3.34)

3.2.2. Precesion

Las observaciones acerca de la precesion orbital de distintos planetas pueden ser de gran
utilidad para establecer ciertos limites a los parametros que describen una teoria. Aunque
para el caso newtoniano se prevé que esta precesion sea nula, una modificacion del potencial
de Newton puede dar lugar a movimientos de precesion orbital. Para llegar a una soluciéon
analitica de este movimiento estudiaremos pequefas perturbaciones sobre la 6rbita eliptica.

a. Orden O(r/1)?

Para llegar a la expresion analitica de la precesiéon impondremos una orbita cerrada
donde las apsides de ésta tomaran los valores del caso newtoniano r,;, =a(l1—€)en¢ =0
Y Fmax = a(1+€) en ¢ = . Como estamos utilizando la variable u, al sustituir estos valores
obtendremos uy = 1/rpin v 1 = 1/rmax respectivamente, e impondremos a sus derivadas la
condicion u'|,=y, = u’|,=y, = 0. Evaluando la ecuacion diferencial 3.20 en estos dos puntos
llegamos a las siguientes dos ecuaciones:

E;or + ugh ! —Lzug
tot + Uo (0)+h(0)_W’ (3.35)

2

Ny
— o

Etot + U1h(0) + h,(O) =

(3.36)

De este sistema de ecuaciones podemos despejar el momento angular L y la energia del sistema
Eiot, de manera que los podemos escribir en términos de ug y u;:

L= /Z”h(o), (3.37)
Ug + Uy

_ upt1h(0) + uh’(0) + w1 (0)
Up + Uy ’

Etor = (3.38)
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Llevando estas nuevas definiciones del momento angular y la energia a la ecuacion diferencial
3.20 llegamos a la siguiente expresion para u’ que renombramos, por simplicidad, mediante la
funcion G (ug, uq, u) :

_ du(¢) _
ahrrab

Integrando esta expresion podemos hallar A¢, que nos dara el angulo necesario para que la
orbita pase del punto r,;, al punto rpgy:

u'(¢) Vo = u(@)) (u() — ur) = VG (uo, ur, u). (3.39)

Uy

A¢p = ¢ (rmax) = @ (rmin) = / G (uo, us, u)—1/2 du. (3.40)

Uo

Una vez conocida esta cantidad podremos obtener la precesion por revoluciéon mediante la
expresion @ = 2A¢ — 2. Sea cual sea la funciéon h (r/A) y, por tanto, sea cual sea el potencial,
obtenemos como resultado:

Ap =, (3.41)

y por tanto una precesion @ = 0, que es el mismo resultado que obtendriamos para un potencial
newtoniano. Esto se debe a que la inica modificacién que el potencial expandido hasta orden
O(r/2)? hace sobre el potencial newtoniano es el término —h’(0), que al tratarse de un término
constante sera irrelevante para las ecuaciones del movimiento.

b. Orden O(r/1)3

Por simplicidad, reescribiremos la ecuacién 3.27 como:

, 2y ) g(u)

u? +ut = Iz (Etor + M (0)) — R (3.42)
donde hemos definido g(u) = —2ph(0)u — ph”(0) /u. Como hicimos en el caso anterior, evalu-
amos esta ecuacién en u = uy y u = uj, obteniendo:

2y 9(uo)

ug = 73 (Eror + 1(0) = = (3.43)
2y g(u1)

uf =1z (Etor + H'(0)) — L21 : (3.44)

De donde podemos despejar el momento angular L y la energia E;,; en términos de ug, u; y la

funcion g(u):
(u1) — g(uo)
L=, /%, (3.45)
0o~ %

2ph (0)(uf — uf) +uig(ur) — uig(uo)
fot 2p(ul +u?) '

(3.46)

Igual que hicimos anteriormente, aplicando estas dos cantidades a la ecuacion diferencial 3.42
llegamos a la siguiente expresion para u':

2 2 2 2
W) = dtz(;) i \/g(u)(% - +g§?ﬁﬂ§"i 9(53 I - ), (347
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por lo que la integral a resolver tomaria la misma forma que en 3.41, aunque, en este caso, la
funcion G(u, u1, u) si depende del potencial a través de la funciéon g(u). Para resolver esta
integral, por tanto, sera necesario manipular la funciéon G(uy, uy, u), realizando el siguiente
cambio de variables:

Uy =up+1, u=uy+nv, (3.48)

donde 0 < v < 1, con el que obtendremos G(ug, 1, v):

v = D[ 2ug(uo + 1) (uo + 7v)(0) = (ug + 1 +nv)h"(0)]

G(ug,n,v) = 3.49
(0. .v) (uo + 1) (20 (o + )R(0) — K" (0)] (.49)
Ahora podemos definir la funcion F(ug, n, v) como:
1
F(u0> 1, V) = (350)

VG (ug, 1, v)

con lo que la integral a resolver, que en un principio tenia la misma forma que en 3.40, ahora
sera:

1
Ap = (rmax) = P (rmin) =1 / F (up, 1, v) dv. (3.51)
0

Obtenemos asi el siguiente resultado:

A = ﬂ\/ 2ugh(0) = h"(0) 27{\/211(2,h(0) —3h7(0)  woh(0)K(0)
2uZh(0) - 3" (0) 2uZh(0) — h"(0) (2u2h(0) — 3h"(0))°

2

5

T \/ 2u3h(0) — h”(0) (4uih(0) —3h”(0)) (36uZh(0)* — 4uh(0)h”(0) + h”(0)?)

16\ 2u2h(0) — 31" (0) (4u3h(0)2 — 8u3h(0)h” (0) + 3uph” (0)?)°
(3.52)

que nos permitira calcular la precesion & = 2 A¢ — 2.

3.3. PARTICULARIZACION PARA EL POTENCIAL DE YUKAWA

Como se explico en el capitulo 2, una correccién tipica a la gravedad newtoniana es
la correccion de tipo Yukawa, que surge de manera natural en teorias de gravedad f(R). Si
tomamos un potencial de Yukawa como el que se introdujo en la seccion 2.2.1:

__ GMm —r/A
VO = ey (1+5e ) (3.53)

donde A representa el alcance de la fuerza de Yukawa y § la magnitud de esta correccidn; la
funcién utilizada en el desarrollo para un potencial genérico seria:

h(r/2) = (fMT;” (1 + 5e—r/ﬂ) . (3.54)

a. Orden O(r/A)?

En este caso, la energia del sistema tomaria la siguiente forma:

B = GMmé N L* GMm N L? r'?
PETA(1+6)  2ur? r 2urt

(3.55)
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Los valores del latus rectum y la excentricidad que obtenemos para este potencial son:

LZ

I = ,
HGMm

(3.56)

, 2L2E,,, 2128
=1+ - , (3.57)
u(GMm)?  AuGMm(1 + 6)

mientras que la precesion, como ya hemos visto que sucede para cualquier potencial desarrollado
hasta orden O(r/1)?, es nula.

b. Orden O(r/1)3

Ahora la energia sera:

GMmsé L GMm L?r? GMmé

= + = -, 3.58
PP (14 6) 2ur? r 2urt  202(1+96) ’ (3:58)
mientras que el latus rectum y la excentricidad:
LZ
I = , (3.59)
uGMm
2L°E 2L*5 L*$
=1+ ot (3.60)

= L (GMm)E  2uGMm(1+8) | AZ2(CMm)?*(1+3)

Es inmediato comprobar que si tomamos § = 0 recuperamos las expresiones del caso newtoniano.
Aplicando la funcién h (r/A) del potencial de Yukawa 3.54 en la expresion para la precesion
3.52 llegamos a la siguiente expresion:

5 — 2ulé §—2u2E P usE
Ap =my\|————%;—2~n > S 1
36 — 2ugé 36 — 2ugé (5 - 2u§§)

ﬂ (35 - 2u§§)3/2 (35 — 4u2E) (62 — 4u2S¢ + 36ulé?)
16 \ § - 2uft u? (36 - 2u2¢)*

(3.61)
2

B

donde hemos utilizado la variable auxiliar & = (1 + §)A2. Igual que sucede con la excentricidad,
podemos comprobar de manera sencilla que para § — 0 recuperariamos el valor newtoniano
A¢ = 7, que nos devolveria una precesiéon @ = 0, como esperabamos.

3.4. CONCLUSIONES

En este capitulo se han calculado los valores de la excentricidad y el latus rectum de la
orbita kepleriana para un potencial genérico y para el potencial de Yukawa. Hemos trabajado
en escalas tales que r/A << 1, por lo que se ha utilizado un desarrollo en serie del potencial,
donde hemos distinguido entre desarrollo a segundo y a tercer orden.

Para un desarrollo a segundo orden obtenemos un término newtoniano y un término
constante que supone una modificacion en la energia total del sistema, mientras que para un
desarrollo hasta tercer orden a estos dos términos se les suma uno nuevo lineal en r que no
aparecia en el potencial de Newton. Se ha comprobado que para el parametro del latus rectum
no se obtiene diferencia entre los dos 6rdenes de desarrollo, y para un potencial de Yukawa
se recupera el valor del potencial de Newton. En cuanto a la excentricidad, un desarrollo
hasta orden O(r/A)? afiade, con respecto al valor newtoniano, un nuevo término proporcional
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al momento angular L, mientras que para el desarrollo a orden O(r/A)* aparece ademéas un
término proporcional a L. También se han obtenido expresiones analiticas para la precesion.
Hemos comprobado de esta manera que, para un potencial cualquiera, la precesién sera nula,
como sucedia para el potencial de Newton, al menos hasta un desarrollo de segundo orden.
Para el desarrollo a tercer orden si aparece un valor no nulo de la precesion orbital.

A continuacién analizaremos en mayor profundidad los resultados del caso del potencial
de Yukawa, donde estudiaremos los efectos de los parametros de Yukawa en los resultados
para los parametros orbitales, comparando los dos 6rdenes de expansion con los que hemos
trabajado y veremos las desviaciones que surgen con respecto al potencial de Newton. Ademas,
utilizaremos medidas observacionales de los distintos planetas del Sistema Solar que nos
permitiran acotar los posibles valores de estos parametros, ademéas de valorar la calidad de
nuestros resultados.






CAPITULO 4

Analisis y discusion de los resultados
para el potencial de Yukawa

Escribiendo la inversa de la ecuacion 3.22 obtenemos la expresion para la ecuacion de la
orbita:

r(¢) =1(1+ecos¢g). (4.1)

En la figura 4.1 se muestran la 6rbita obtenida segiin esta ecuacién para el caso O(r/1)?, con
los valores derivados de 3.56 y 3.57, asi como la diferencia relativa entre esta orbita y la orbita
newtoniana. La expresion obtenida para la excentricidad es dependiente de la energia, lo que
dificulta la comprobacién observacional del resultado dado que, aunque podemos determinar
los parametros de la orbita, la energia se trata de un parametro dependiente de la teoria. No
obstante, dados una energia y un momento angular fijos, obtendremos una 6rbita determinada
cuyos parametros dependeran de la intensidad de la correccion de Yukawa &, como muestran
las dos figuras. La excentricidad sera menor cuanto mas intensa sea la correccion de Yukawa
para § > 0, y sera mayor cuanto mas grande sea |§| para § < 0. En la figura 4.2 se presentan
las mismas representaciones para el caso O(r/A)*, donde los valores utilizados han sido los
derivados de las expresiones 3.59 y 3.60. Las figuras muestran resultados similares a los del caso
O(r/2)?, sin embargo, las diferencias no son despreciables. Para el caso O(r/1)* se obtienen
valores mayores de la excentricidad y el latus rectum a los del caso anterior para § < 0, y
valores mas pequefios para § > 0, lo que supone una correccidén mayor con respecto al caso
newtoniano § = 0, como evidencia la figura 4.2b.

Planeta a (AU) €  P(afios)  @eps (/siglo)  awgr (7 / siglo) [8min; Omax]

Mercurio 0.39  0.206 0.24 43.1000 £ 0.5000 43.5 [9.134;9.350] x 1073
Venus 0.72 0.007 0.62 8.0000 £ 5.0000 8.62 [4.357;19.810] X 107*
Tierra 1.00 0.017 1.00 5.0000 £ 1.0000 3.87 [2.946;4.513] % 107
Marte 1.52 0.093 1.88 1.3624 + 0.0005 1.36 [8.847;8.853] x 107>
Japiter 5.20 0.048 11.86 0.0700 = 0.0040 0.0628 [2.199;2.467] X 107°
Saturno 9.54  0.056 29.46 0.0140 = 0.0020 0.0138 [1.798;1.822] % 1077

Tabla 4.1: Esta tabla muestra, para seis planetas del Sistema Solar, los valores observados de: el
semieje mayor de la 6rbita (a), su excentricidad (¢), el periodo (P) y el valor observado de la precesién
de esta Orbita (@,ps) en las columnas 2-5 respectivamente. En la sexta columna se da el valor de la
precesion que predice la Relatividad General (@wgg). Por ultimo, en la séptima columna se dan los
rangos del parametro & obtenidos por la expresion 3.61 que son compatibles con las observaciones.
La tabla ha sido adaptada a partir de [43].

A partir de la expresion para la precesion en términos del parametro § de Yukawa derivada
de 3.61 podemos establecer ciertos limites para este parametro basandonos en las 6rbitas de

33
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Figuraz 4.1. Desarroll'o, hasta orden Figura 4.2. Las figuras son analogas a
O(r/2)” para la correccion de Yukawa. las de las de la Figura 4.1 para la correc-

(a) Orbita r(¢) representada en coorde- cién de Yukawa con desarrollo hasta orden
nadas polares para distintos valores del O(r/ 1)’

parametro §, manteniendo L y E;y; con-
stantes. (b) Diferencia relativa entre el
caso de correccion de Yukawa y el caso
newtoniano para distintos valores de §

distintos planetas del Sistema Solar. En la tabla 4.1 se dan los parametros de la 6rbita que
han sido utilizados para acotar los valores de §, asi como las cotas obtenidas. Para ello hemos
utilizado medidas de la precesion orbital de Mercurio, Venus, La Tierra, Marte, Japiter y Saturno
[44], identificando qué valores de  son compatibles con las medidas observacionales, como
se muestra en la figura 4.3. Ha sido fijado el alcance al valor de confianza A = 4500 AU [45].
Podemos comprobar que las funciones de la precesion para los distintos planetas pasan por
el origen, siendo positivas para § > 0 y negativas para § < 0. Esto implica que la precesion
tiene direccion opuesta a la observada para § negativo y valores en acorde a las observaciones
para § positivos, por lo que nos quedaremos unicamente con este ultimo caso. Este resultado
confirma los resultados obtenidos para gravedad R" ! a partir de las estrellas de tipo S que
orbitan alrededor del Centro Galactico [46, 47]. En cuanto a los limites dados para el parametro
5, las restricciones maés estrictas las aporta Saturno, que acota este parametro entre 1.798 X 1077
y 1.822 X 1077 Para estas restricciones de § calculamos la precesion de Urano, Neptuno y
Pluton, para los cuales obtenemos valores entre 1 y 3 6rdenes de magnitud superiores a los
que prevé GR, indicando que, para concordar con las restricciones de la Relatividad General, la
intensidad § de la correccion de Yukawa debe ser atin menor a la obtenida para Saturno, de un

'El modelo de gravedad R" es un teoria gravitatoria dentro del modelo f(R) en el que el escalar de Ricci R
es sustituido por una potencia genérica R". Este modelo ha mostrado ser un buen candidato para describir la
evolucion y estructura del Universo actual.
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Figura 4.3. Precesion planetaria para un potencial gravitacional de Yukawa en funcién de la fuerza
6 de la correccion. Las lineas puirpura dan la prediccion tedrica de la precesion derivada de la
ecuacién 3.61. Las lineas discontinuas azules muestran las medidas observacionales de la precesion
con un 99% de nivel de confianza. Las zonas azules sombreadas delimitan las regiones permitidas
para el parametro §.

orden de magnitud de 1077. Se muestran los resultados en la tabla 4.2.

Como se explico en al capitulo 2, las teorias de gravedad f(R) recurren normalmente
a mecanismos de screening que les permiten cenirse a las restricciones impuestas por las
observaciones a escalas pequefias. Para teorias con geometria acoplada no minimamente al
campo escalar (presentadas también en el capitulo 2), deben ser impuestas fuertes restricciones
o bien a la masa efectiva del campo escalar, dependiente de la curvatura espacio-temporal, o
bien al perfil de distribucién de densidad de materia, por lo que el campo escalar puede tener un
corto alcance a escalas del Sistema Solar pero un largo alcance a escalas cosmologicas, donde
puede propagarse libremente dando lugar a la expansion acelerada, asi como a otras dinamicas
cosmologicas [43]. Una posible interpretacion de los resultado expuestos en las tablas 4.1 y 4.2
es el hecho de que una hipotética correcciéon de Yukawa al potencial de Newton esté apantallada
a escalas tan pequefias como las del Sistema Solar: dado que la gravedad newtoniana tendria
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Planeta a (AU) € P (anos) wggr (" / siglo)  [@min; @max] (" / siglo)

Urano 19.2  0.046 84.10 0.0024 [0.0141;0.0143]
Neptuno 30.1 0.009 164.80 0.00078 [0.0178;0.0180]
Pluton 394  0.250 247.70 0.00042 [0.113;0.115]

Tabla 4.2: Esta tabla muestra, para Urano, Neptuno y Plutdn, los valores observados del semieje
mayor de la 6rbita (a), su excentricidad (€) y su periodo (P) en las columnas 2-4 respectivamente.
En la quinta columna se da el valor de la precesién que predice la Relatividad General (oggr). En
la sexta columna se dan los valores teéricos de la precesion orbital derivados de la ecuacion 3.61,

utilizando los valores acotados del parametro § obtenidos para Saturno (Tabla 4.1). La tabla ha sido
adaptada a partir de [43].

d = 0, los resultados obtenidos se desvian de este valor por 6rdenes de magnitud menores a

1077, lo que daria lugar a valores de los parAmetros A y § de Yukawa altamente degenerados.
Esta degeneracion actuaria como mecanismo de screening.



Conclusiones

En este trabajo se ha repasado el paradigma actual del modelo de concordancia ACDM,
la Materia Oscura Fria (CDM) y otros potenciales modelos de materia oscura. Se ha hecho
especial énfasis en los modelos de gravedad modificada como alternativa a la materia oscura,
particularmente en el modelo f(R).

Ademas, se ha escrito un codigo que resuelve tanto los parametros de excentricidad y latus
rectum como la precesion de la 6rbita para un potencial gravitacional modificado arbitrario,
lo que permite extender el analisis a otros potenciales de manera sencilla. Posteriormente
se han particularizado estos resultados para el potencial de Yukawa, caso para el cual hemos
distinguido entre expansion a primer y segundo orden. Correcciones de tipo Yukawa al potencial
gravitacional de Newton surgen de forma natural en el limite de campo débil de modelos de
gravedad f(R), lo que ha permitido emplear un enfoque semi-clésico.

El resultado analitico de la precesion ha sido comparado con observaciones de 6 planetas
del Sistema Solar que han permitido acotar la intensidad de la correccion de Yukawa, donde
hemos obtenido valores de entre 1.798 X 10~7 y 1.822 X 10~/ para un alcance dado de A = 4 500
AU. De esta manera ha sido también posible comprobar el cambio de direccién en la precesion
con el cambio de signo de este parametro de correccion de Yukawa, confirmando resultados
previos [46, 47]. Aplicando los anteriores resultados de § se han obtenido valores para la
precesion de otros tres astros, que comparados con las predicciones de la Relatividad General
indican que este parametro debe ser menor al obtenido en algiin orden de magnitud.

Una posible interpretacion de estos resultados consistiria en el efecto de apantallamiento
que una correcciéon de Yukawa al potencial de Newton sufriria a escalas pequefias como la del
Sistema Solar, dando lugar a una degeneracion de los parametros de Yukawa y limitando el
alcance de la correccion en el limite de campo débil, lo que explicaria la discrepancia entre
estos céalculos y las evidencias observacionales.
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Conclusions

In this project the current paradigm of the ACDM concordance model, Cold Dark Matter
(CDM) and other potential dark matter models have been reviewed. Special emphasis has
been placed on modified gravity models as an alternative to dark matter, particularly on the
f(R)-gravity model.

Furthermore, a code has been written that solves both the eccentricity and latus rectum
parameters and the orbit precession for an arbitrary modified gravitational potential, which
makes it possible to extend the analysis to other potentials in a simple way. Subsequently,
these results have been particularized for the Yukawa potential, for which first and second
order expansion have been treated separately. Yukawa-like corrections to the Newtonian
gravitational potential arise naturally in the weak field limit for f(R)-gravity models, allowing
a semi-classical approach.

Analytical result for the orbital precession has been compared to the values for 6 Solar
System’s planets, bounding the strength of the Yukawa correction and obtaining a range
between 1.798 x 1077 and 1.822 x 1077 for a fixed characteristic scale length of A = 4500 AU.
Thus, it has been possible to find the change of the orbital precession direction with the sign of
the Yukawa stregth parameter, confirming previous results [46, 47]. By applying these results
for &, precessions for three other celestial objects have been obtained, which, compared with
General Relativity predicted values, state that this parameter must be smaller by some order of
magnitude.

These results could be interpreted as the screening mechanism that a Yukawa correction
to the Newtonian potencial would suffer at small scales, such as the Solar System, causing
a degeneracy of the Yukawa parameters and constraining the scope of this correction in the
weak field limit, which would explain the discrepancies between these calculations and the
observational evidences.
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