Utilizar las matematicas para resolver
problemas reales

SANTIAGO VICENTE*, WIM VAN DOOREN**
Y LIEVEN VERSCHAFFEL**

*Universidad de Salamanca; **Katholieke Universiteit Lenven

&

Resumen

En este trabajo de revision se analizan las razones por las que los alumnos no son capaces de resolver proble-
mas realistas utilizando conocimientos no matemdticos. Para ello se describen, en primer lugar, las investigacio-
nes internacionales que han documentady estas dificultades en la vesolucion de problemas realistas. En segundo
lugar, se describe como los libros de texto y la cultura del aula favorecen que los nifios vayan aprendiendo de
manera progresiva a vesolver los problemas de matemdticas utilizando sinicamente sus conocimientos matemati-
cos, y como este aprendizaje va abriendo una brecha entre las matemdticas escolares y el mundo veal. En tercer
lugar, se describe un estudio instruccional que ha demostrado que lograr que los alumnos resuelvan problemas
realistas sin ceftirse exclusivamente a sus conocimientos matemdticos es un objetivo factible y deseable. Finalmen-
te, e exponen una serie de consideraciones acerca del esfuerzo que supone este tipo de ensefianza de la matemdtica
y la vesolucion de problemas y de los limites que marcan esta perspectiva del proceso de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas.
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Using mathematics for solving real
problems

Abstract

This paper analyses the reasons underlying children’s difficulties when solving realistic wor(l)d problems
in the mathematics class. In order to do s, first, international studies on these difficulties are reported. Second,
we describe how characteristics of the curvent textbooks and classroom interaction led children 1o learn thar
mathematical problems must be solved by using only mathematical information and procedures, and not by
attending 1o velevant real-world aspects of these problems, and how this learning process moves away the
mathematics of the school from the real life. Third, an intervention study that showed how the classroom
practice and culture can be successfully modified is described. Finally, some comments about the limits of these
ideas are made.
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Durante la escolaridad obligatoria una de las habilidades instrumentales, a
cuya adquisicién los maestros y los alumnos dedicardn una cantidad muy consi-
derable de tiempo, son las matemdticas. De hecho, la capacidad de aprender nue-
vos contenidos durante la Educacién Secundaria dependerd de la adquisicién de
esta habilidad instrumental en los primeros afios de escolaridad. En el transcurso
de este aprendizaje los alumnos deberdn adquirir, por un lado, la capacidad de
ejecutar ripida y eficazmente operaciones aritméticas, y por otro, la de resolver
problemas. Estas dos habilidades son complementarias entre si, ya que mientras
que la ejecucién de operaciones permitird a los alumnos disponer de procedi-
mientos matemdticos para resolver situaciones problematicas, la resolucién de
problemas les permitird encontrar contextos en los que aplicar esas operaciones,
dotdndolas as{ de utilidad y de sentido. Sin embargo, mientras que los alumnos
suelen no presentar dificultades al ejecutar operaciones, a menudo sf las presen-
tan cuando resuelven problemas, especialmente aquellos que no se limitan a
aplicar las operaciones aritméticas, sino que también requieren de la aplicacién
de conocimientos no matemdticos o que contienen datos irrelevantes.

El objetivo general de este articulo es aportar algunas claves para comprender
estas dificultades y para ayudar a los alumnos a superarlas. Para ello en primer
lugar, presentaremos el Informe PISA como indicador de las dificultades que
muestran los alumnos al resolver problemas que describen situaciones de la vida
real. En segundo lugar, recogemos los resultados de varios estudios en los que
constata cémo los alumnos encuentran dificultades persistentes en la resolucién
de problemas que se asemejan a los items de evaluacién del informe PISA, los
problemas realistas, e interpretaremos los resultados de esos estudios. En tercer
lugar, describiremos las posibles razones por las cuales los nifios muestran esas
dificultades para resolver correctamente este tipo de problemas. Finalmente,
proponemos una serie de orientaciones para los docentes que pueden contribuir a
mejorar el rendimiento de los alumnos en la resolucién de estos problemas.

Los “problemas” del informe PISA

El cardcter instrumental de las matemadticas hace que de manera periédica
salte la alarma a propésito de los resultados que los alumnos de muchos paises
(entre ellos el nuestro) obtienen en el 4rea de matemdticas de ciertas evaluaciones
internacionales como el informe PISA, especialmente en el apartado de resolu-
cién de problemas. Probablemente, una de las causas de este bajo rendimiento
esté en qué se entiende por competencia matemdtica y qué tipo de problemas se
utilizan para evaluarla. El informe define la competencia matemdtica como “la
aptitud de un individuo para identificar y comprender el papel que desempefian
las matemdticas en el mundo, alcanzar razonamientos bien fundados y utilizar y
participar en las matemdticas en funcién de las necesidades de su vida como ciu-
dadano constructivo, comprometido y reflexivo” (INECSE, 2004).

Un ejemplo de problema que evalda la competencia matemadtica entendida
de este modo, tomado de los ejemplos de items recogidos por el Instituto Vasco
de Evaluacién e Investigacién Educativa (2005, pp. 76-77 ), es el siguiente:

Isaac, de 15 afios, quiere organizar una salida al cine con dos amigos de su misma edad durante
la semana de vacaciones escolares. Las vacaciones empiezan el sidbado, 24 de marzo, y terminan
el domingo, 1 de abril.

Isaac pregunté a sus amigos qué dias y a qué horas podrian ir al cine. Recibid las siguientes res-
puestas.

Federico: Tengo que quedarme en casa el lunes 'y el miércoles para practicar misica de 14:30 a 15:30
Sebastidn: Tengo que ir a casa de mi abuela los domingos, de modo que no puede ser en domingo. Ya be
visto Pokamin y no quiero verla otra vez.
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Los padres de Isaac insisten en que s6lo vaya a ver peliculas recomendadas para su edad y en que
no vuelva a casa andando. Ellos llevardn a los chicos a sus casas siempre que sea antes de las 22
horas. Isaac mira las horas de comienzo de las peliculas de la semana de vacaciones. Esta es la
informaci6én que encuentra.

CINE TivoLl
Reserva anticipada de entradas: 924 576425
Teléfono 24 horas: 924 5766303
Martes, dia del espectador: todas las peliculas a 3

Peliculas que se exhiben a partir del Viernes 23 de marzo y que
permaneceran en pantalla dos semanas.

Los Nifios en la Red Pokamin

113 mirgos Mo recomendada para 105 minusos Con autorizackin de ks padres.

14:00 o Lun. a Vie)  menores de 12 afos. 13:40 {a diario) Fara todus los pdblicos, pero

21:35 fstlo Sab. y Dom) 16:35 (a dlanio) algunas gicenas pueden no
sed adicuadas para los mas
jewernios

Monstruos en las profundidades Enigma

164 miragos Mo recomendada para 144 minutcs Mo recoméndada para

1555 folo Vie. & Sab) menores de 18 anos. 15:00 {scdo Lun. a Vie) manotes dé 12 anos.

18:00 {sédo Sab. y Dom )

Camivoro El Rey de la Selva
148 mirutos Mo recomendada para 117 minutos Fara tods bos pdblicos.
18:30 ia diaric) menores de 18 anos. 14:35 (stdo Lun 3 Vie)

18:50 {sddo Sab. y Dom )

Teniendo en cuenta la informacién que ha encontrado Isaac sobre las peliculas y las condiciones
que le ponen sus amigos, ¢cudl o cudles de las seis peliculas son las que podrian ir a ver Isaac y
sus compafieros?

Como puede observarse, el problema que hemos tomado como ejemplo
requiere que los alumnos hagan uso de su conocimiento matemadtico (por ejem-
plo, para determinar qué hora acaba cada pelicula) pero también que atiendan a
informacién no matemdtica y que discriminen aquella informacién que es rele-
vante para la tarea de la que no lo es (por ejemplo, es relevante el tipo de pelicula
o el dfa de emisién, pero no que el dia del espectador sea el martes).

Los resultados alcanzados tras la aplicacién de este item a los alumnos espafio-
les fueron que menos de la mitad de los alumnos resolvié de manera satisfactoria
el problema. En el caso del test completo, los resultados no fueron mds alentado-
res: en el drea de matemdticas los alumnos espafioles obtuvieron una puntuacién
inferior a la de la media de la OCDE, especialmente en los {tems de resolucién de
problemas. Asf, de los resultados de informes como el PISA podemos concluir
que a los alumnos les cuesta resolver problemas relacionados con situaciones que
se asemejan a las de la vida real. Sin embargo, cabria preguntarse hasta qué
punto los resultados de este informe reflejan la realidad de las aulas, esto es, si los
alumnos realmente tienen las dificultades en resolucién de problemas que los
resultados del Informe reflejan. En el siguiente epigrafe trataremos de responder
a esta pregunta.

Un problema real: cuando los alumnos sélo calculan

Respondiendo a la pregunta que acabamos de plantear sobre si realmente los
alumnos tienen tantas dificultades al resolver problemas que requieren de la
aplicacion de conocimientos mds alld de los matemdticos, como se desprende de
los resultados del Informe, estas dificultades han sido ampliamente documenta-
das en el dmbito de la resolucién de problemas realistas, esto es, en problemas
que reproducen situaciones problemdticas presentes en la vida cotidiana y en el
trabajo (p.e.: Burkhardt, 1994) y para cuya resolucién es necesario saber cuindo
y cémo debe aplicarse el conocimiento matemadtico, pero también no matemdti-
co (Verschaffel, Greer y De Corte, 2000). Como puede observarse, esta definicién
se aproxima a la aportada por el informe PISA sobre la necesidad de fundamentar

393



394

Cultura y Educacion, 2008, 20 (4), pp. 391-406

coherentemente los razonamientos subyacentes a la resolucién de problemas y
sobre la necesidad de aprender a resolver problemas de la vida real.

Los estudios que mejor han documentado las dificultades de los nifios
cuando se enfrentan a la resolucién de problemas realistas han sido los desa-
rrollados por Greer (1993), en Irlanda del Norte y Verschaffel, De Corte y
Lasure (1994) en Bélgica. Estos autores comprobaron que los estudiantes de
Educacién Secundaria, en el caso de Greer, y de alumnos de 5° de Educacién
Primaria en el caso de Verschaffel ¢z #/. no aplican razonamientos sobre la
realidad que, sin ser matemdticos, son relevantes para resolver el problema.
Ambos estudios emplearon la misma metodologia: en el transcurso de una
sesién normal de matemdticas se les administré a los alumnos una prueba
experimental de ldpiz y papel en la que se presentaron pares de {tems. En
cada par, el primer item era un problema estdndar que podia resolverse apli-
cando Gnicamente operaciones aritméticas (p.e.: “Un hombre corta una tela
de 12 metros en piezas de 1.5 metros cada una. ;Cudntas piezas de tela
obtendrd?”). El segundo ftem de cada par era “problemdtico” en el sentido
de que necesitaba de la realizacién de consideraciones sobre el mundo real
(p.e.: “Un hombre quiere obtener una cuerda lo suficientemente larga como
para atar dos postes que distan 12 metros entre si, pero sélo tiene trozos de
cuerda de 1.5 metros de largo. ;Cudntas de esas piezas necesitard para atar
los dos postes?”)

Los 10 {tems problemiticos utilizados por Verschaffel ez /. (1994) son los que
figuran en la tabla I.

) TABLA I
Lrems problemdticos utilizados por Verschaffel et al. (1994)

Carlos tiene 9 amigos y Jorge tiene 12 amigos. Carlos y Jorge deciden dar juntos una fiesta. Invitan a
todos sus amigos, y todos los amigos van a la fiesta.;Cudntos amigos van a la fiesta?

Esteban ha comprado 4 tablones de 2.5 metros cada uno ;Cudntos tablones de 1 metro puede obtener
de esos tablones?

¢Cudl serd la temperatura del agua de un recipiente si mezclas un litro de agua a 80° y un litro de agua
a 40° en é1?

450 soldados deben ser transportados a su lugar de entrenamiento. En cada autobus pueden entrar 36
soldados.;Cudntos autobuses serdn necesarios?

Juan corre los 100 metros en 17 segundos. ;Cudnto tardard en correr 1 kilémetro?

Roberto y Alicia van a la misma escuela. Roberto vive a 17 kilémetros de la escuela y Alicia a 8 km.
¢A qué distancia vive Roberto de Alicia?

El abuelo da a sus 4 nietos una caja con 18 globos para repartir entre ellos. ;Cudntos globos le toca a
cada uno?

Andrés naci6 en 1978. Ahora estamos en 1993. ;Cudntos afios tiene?

Un hombre quiere tener una cuerda los suficientemente larga para unir dos postes separados entre si 12
metros, pero solo tiene trozos de cuerda de 1,5 metros. ;Cudntos trozos necesitaria juntar para hacer la
cuerda lo suficientemente larga para unir las estacas?

Este recipiente se estd llenando con un grifo a un ritmo constante. Si el agua tiene una profundidad de
4 cm tras 10 segundos, ;cudnta profundidad tendrd después de 30 segundos? (este problema se
acompafia por el dibujo de un recipiente de forma cénica)
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Las respuestas aportadas por los alumnos a estos problemas se categorizaron
en dos grupos. En primer lugar, se catalogaron como respuestas “realistas” aque-
llas respuestas que consideraban explicitamente el contexto del problema, y
aquellas que atn sin hacer tales considerariones inclufan comentarios realistas. A
este segundo tipo de respuestas realistas los autores las denominaron “reacciones
realistas” (RR). En segundo lugar, se consideraron respuestas “no realistas” aque-
llas que no mostraban ningtin indicio de activacién y uso del conocimiento sobre
el mundo real.

Por ejemplo, a partir del problema de la cuerda, una respuesta realista serfa
“mds de 8 piezas,” pero también la respuesta “12 : 1.5 = 8;” pero con un comen-
tario afladido del tipo “no serdn suficientes porque hay que atar las piezas. Una
respuesta no realista serfa “12 : 1.5 = 8” sin dar ninguna explicacién adicional.

Tanto en el estudio de Greer (1993) como en el de Verschaftel et z/. (1994) los
alumnos tendfan claramente a no realizar consideraciones realistas al resolver el
item problemadtico de cada par. De todos los tipos de items problemdticos sélo
en dos los alumnos dieron algunas respuestas con consideraciones realistas: el
item de los autobuses (4 en la Tabla I) y el de los globos (7 en la Tabla I), que eli-
citaron un 49% y un 59% de respuestas realistas respectivamente.

Resultados similares a los obtenidos por estos dos estudios han sido docu-
mentados en varios pafses como Alemania (Renkl, 1999), Japén (Yoshida, Vers-
chaffel y De Corte, 1997), Irlanda del Norte (Caldwell, 1995), Suiza (Reusser y
Stebler, 1997b) y Venezuela (Hidalgo, 1997). En algunos de esos estudios (p.e.:
Caldwell, 1995; Hidalgo, 1997) los investigadores ademds indagaron, mediante
una entrevista individual con los alumnos, en las razones por las cuales no aplica-
ron el conocimiento del mundo real para adaptar sus respuestas a las restricciones
impuestas por el contexto. A pesar de que estas entrevistas Gnicamente propor-
cionaron evidencias anecddticas al respecto, permitieron constatar que al menos
una parte de los alumnos crefan explicitamente que una cosa es el mundo (artifi-
cial) de las matemadticas aplicadas a la resolucién de problemas en la escuela, y
otra muy diferente el mundo real fuera de la escuela. Nos detendremos en esta
idea con detalle mds adelante.

Cabrfa pensar que estos resultados se debieran al contexto experimental en el
que se evalud a los alumnos, y no a una creencia real en la separacién dicotémica
de lo matemdtico versus lo real. Mds concretamente, cabe la posibilidad, en pri-
mer lugar, de que los resultados se debieran a la ausencia, en las instrucciones
que acompafiaban a la prueba experimental, de una advertencia sobre el cardcter
no estandar del test y de una invitacién explicita para dar respuestas alternativas
a los problemas. Esto es, los {tems problemdticos de los estudios descritos esta-
ban formulados en términos similares a los problemas estdndar, y ademds apare-
cfan mezclados con éstos, de manera que es posible que, sin una advertencia
explicita, los alumnos no llegaran a percatarse de las diferencias entre unos y
otros. En segundo lugar, es posible también que el contexto de resolucién de
items problemadticos, idéntico al de los no problemdticos, les llevara a resolverlos
siguiendo procedimientos similares.

Para comprobar ambas posibilidades se desarrollaron varios estudios en los
que, por un lado, se proporcionaba a los alumnos indicaciones explicitas de que
algunos de los problemas requerfan de un andlisis minucioso para ser resueltos, o
bien se les daba directa y explicitamente ayuda para considerar diferentes res-
puestas alternativas teniendo en cuenta las realidades del contexto del problema
(p.e.: Reusser y Stebler, 1997a; van Lieshout, Verdwaald y van Herk, 1997,
Verschaffel, De Corte y Lasure, 1999; Yoshida ¢z 2/, 1997), y por otro se incre-
mentaba la autenticidad de las condiciones experimentales (DeFranco y Curcio,
1997; Reusser y Stebler, 1997b; Wyndhamn y Siljo, 1997)
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Un ejemplo del primer conjunto de estudios es el realizado por Yoshida ez a/.
(1997). Los autores compararon el rendimiento en resolucién de problemas rea-
listas de una muestra de alumnos de 5°, dividida en dos grupos. Al primer grupo
se le administro el test de la misma manera que en el estudio de Verschaffel ez a/.
(1994), mientras que a los alumnos del segundo grupo se les proporciond infor-
macién adicional escrita en la parte superior de la hoja del test, indicando expli-
citamente la existencia de problemas dificiles o imposibles de resolver cuyo
enunciado contenfa aspectos poco claros o complejos. Los resultados mostraron
un ligero aumento que no alcanzd la significatividad a favor del grupo que reci-
bi6 esas instrucciones. Los porcentajes globales de respuestas realistas fueron del
15% y del 20% para el primer y el segundo grupo, respectivamente. El resto de
estudios similares al de Yoshida ez #/. (1997) obtuvieron resultados semejantes,
de modo que podemos concluir que las modificaciones en las condiciones experi-
mentales introducidas para alertar a los alumnos sobre el cardcter especial de los
items problemadticos Gnicamente produjeron efectos muy débiles.

En el segundo conjunto de estudios se incrementd la autenticidad de las con-
diciones experimentales presentando una o mds categorias de items problemdti-
cos en unas condiciones mds auténticas, esto es, en el contexto de un grupo de
discusién y/o con la ayuda de ayudas concretas. Por ejemplo, DeFranco y Curcio
(1997) tomaron problemas de divisién con resto, y propusieron dos configura-
ciones experimentales diferentes: una configuracién escolar restrictiva, que con-
sistfa en una entrevista individual en la que se preguntaba a los alumnos sobre la
resolucién matemadtica del problema, y otra (relativamente) realista, en la que se
pedia a los alumnos que realizaran una llamada telefénica para reservar autocares
para llevar a todos los alumnos de 6° curso a una fiesta. El resultado fue que 18 de
los 20 nifios respondieron de manera inadecuada al problema de los autobuses en
el contexto experimental restrictivo, de los cuales 17 realizaron una interpreta-
cién incorrecta del resto (aportando resultados con resto o redondeando a la baja
hasta 8 autobuses). En contraste, en la configuracién experimental realista 16 de
los 20 alumnos dieron una respuesta apropiada.

En definitiva, este segundo conjunto de estudios (DeFranco y Curcio, 1997;
Reusser y Stebler, 1997b; Wyndhamn y Siljs, 1997), que proponian contextos
de resolucién mads realistas, produjeron una enorme mejora en el rendimiento de
los alumnos en los {tems problemadticos. En concreto, los alumnos mostraron una
mayor capacidad para utilizar su conocimiento sobre el mundo real para realizar
consideraciones realistas.

Los resultados de los trabajos que acabamos de describir indican que las difi-
cultades que mostraron los alumnos a la hora de resolver los problemas del Infor-
me PISA reflejan una realidad documentada por otros estudios en el dmbito de la
resolucién de problemas realistas, semejantes a los utilizados por ese Informe.
Ademids, hemos comprobado que estas dificultades persisten atin cuando se
advierte a los alumnos del cardcter “especial” de los problemas realistas, pero se
reducen cuando se les pide que resuelvan los problemas en contextos experimen-
tales mds cercanos a la vida real que a la vida escolar. Esto nos lleva a pensar que
algin factor de esa vida escolar les impide resolver correctamente este tipo de
problemas. En el siguiente punto trataremos de perfilar ese factor

Razones para la inhibicién del conocimiento sobre el mundo real en la
resolucién de problemas realistas

Tal y como acabamos de describir, diversos estudios han demostrado que
los alumnos raramente apelan a razonamientos no matematicos para resolver
problemas de matemdticas, ni siquiera cuando se les advierte de que los pro-
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blemas a resolver probablemente requieran considerar elementos no mate-
mdticos para su resolucién. Sélo cuando se les introduce en un contexto mas
real son capaces de adaptarse a él y de aplicar razonamientos no estrictamen-
te matemdticos. En otras palabras, estos resultados sugieren que cuando la
naturaleza de las “premisas para el ritual interactivo” (Wyndhamn y Siljo,
1997, p. 379) o lo que, de manera mds general, Greer (1997, p. 305) ha
denominado, el “contrato experimental” lo permite, los alumnos se mues-
tran competentes y son capaces de hacer consideraciones realistas cuando
resuelven un problema matemdtico.

De esta manera, podemos sefialar que el factor subyacente a la resistencia
de los alumnos a considerar elementos ajenos al razonamiento matemadtico
para resolver los problemas realistas es el “contrato experimental” que acaba-
mos de referir en palabras de Greer (1997). Este contrato establece que: a) la
resolucién consiste simplemente en elegir y ejecutar una (o varias) de las
cuatro operaciones bdsicas; b) estas operaciones deben aplicarse sobre (todos)
los niimeros que aparecen en el enunciado del problema, y; ¢) no es necesario
considerar seriamente las posibles incoherencias de la aplicacién de estas
operaciones respecto al mundo real al que alude la situacién descrita por el
problema, comprometiendo de esta manera el ajuste de sus modelos y de las
soluciones propuestas (Davis, 1989; Greer, 1997; Freudental, 1991; Kilpa-
trick, 1987; Nesher, 1980; Reusser, 1988; Schoenfeld, 1991). M4s concreta-
mente, varios autores han analizado las reglas y presupuestos “ocultos” que
gobiernan (implicita o tdcitamente) las interacciones maestros-alumnos
cuando se enfrentan a la resolucién de problemas (De Corte y Verschaffel,
1985; Gerofsky, 1996; Lave, 1992; Reusser y Stebler, 1997a; Schoenfeld,
1991). Estos presupuestos son los siguientes:

—Todo problema presentado por el maestro o por el libro de texto puede

resolverse y tiene sentido.

— Cada problema tiene una tnica respuesta correcta, y ésta es precisa y numé-
rica.

—La soluci6n de cada problema puede y debe obtenerse ejecutando una o mds
operaciones aritméticas con los ndmeros del problema, y casi con toda segu-
ridad con todos ellos.

— La tarea puede realizarse con las matemadticas que han aprendido como estu-
diantes, en la mayorfa de los casos aplicando los conceptos, f6rmulas, y algo-
ritmos matemdticos expuestos en las clases mds recientes

—La solucién final, e incluso el resultado intermedio, implica ndmeros “lim-
pios” (generalmente nlimeros enteros pequefios)

—El problema por si mismo contiene toda la informacién necesaria para gene-
rar la interpretacién matemdtica correcta y llegar a la solucién del proble-
ma, de modo que no debe buscarse informacién extrafia.

— Finalmente, las personas, objetos, lugares y razonamientos son diferentes en
los problemas de matemdticas de la escuela que en las situaciones del
mundo real, por lo que no hay que preocuparse demasiado si la situacién
propuesta por el problema viola los conocimientos previos o las intuiciones
basadas en las experiencias cotidianas.

¢Cudles podrian ser las causas para el establecimiento de este “contrato”?
Varios autores (De Corte y Verschaffel, 1985; Gerofsky, 1996; Kilpatrick,
1987; Lave, 1992; Reusser y Stebler, 1997a; Schoenfeld, 1991) han sefialado
que las creencias en las que se sustenta ese “contrato” se desarrollan de
manera gradual y tdcita a través de la inmersién en la cultura de la matema-
tica del aula. A su vez, esta enculturacién parece deberse principalmente a
dos aspectos de la practica instruccional: por un lado, g#¢ resuelven los
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alumnos, esto es, la naturaleza de los problemas de matemdticas que resuel-
ven, y por otro cdmo lo resuelven, esto es, el tipo de interacciones y activida-
des que se generan en torno a estos problemas. En las siguientes pdginas nos
detendremos en cada uno de ellos.

Qué resuelven los alummos: problemas de matemdticas en los libros de texto

Tal y como afirman Orrantia, Gonzélez y Vicente (2005), buena parte del
tiempo que los alumnos dedican a resolver problemas de matemadticas lo hacen
utilizando materiales preparados para tal fin, de entre los cuales el libro de texto
tiene un papel predominante. Muchos estudios han documentado c6mo los
libros de texto influyen claramente en las practicas educativas de los profesores
(Cooney, 1985; Haggarty y Pepin, 2002; Millet y Johnson, 1999; NCTM,
1989; Schimtz, McNight, Valverde, Houang y Wiley, 1997; Stray, 1994). De
hecho, los profesores suelen partir de los libros de texto, de su estructura y de la
visién que aportan sobre qué es resolver problemas y su funcién dentro del curri-
culum en matemdticas (Nathan y Koedinger, 2000), de manera que la influencia
del libro de texto en c6mo se ensefia a los alumnos a resolver problemas puede ser
muy profunda.

De los numerosos estudios internacionales que han analizado los libros de
texto (Carter, Li y Ferrucci, 1997; De Corte, Verschaffel, Janssens y Joillet,
1985; Fuson, Stigler y Bartsch, 1988; Li, 2000; Mayer, Sims y Tajika, 1995;
Orrantia ef «/., 2005; Stigler, Fuson, Ham y Kim, 1986) pueden extraerse
dos conclusiones. La primera de ellas es que los libros presentan y agrupan
los problemas de manera que para resolver la mayoria de ellos los alumnos
Gnicamente han de aplicar estrategias superficiales (utilizando para ello
“palabras clave”, como “mds” o “ganar” para sumar) o simplemente aplicar la
operacién cuyo aprendizaje sea el objetivo de ese momento en concreto (en el
caso de que sea restar, probablemente todos los problemas de esa leccién se
resuelvan restando). La segunda conclusién a la que permiten llegar los
resultados de esos estudios es que los problemas desafiantes, esto es, aquellos
que contienen informacién innecesaria o los que omiten deliberadamente
uno de los datos necesarios para resolver el problema, son poco frecuentes en
los textos, reforzando as{ el cardcter estereotipado de la tarea de resolucién de
problemas en las clases de matemadticas.

Resumiendo las principales caracteristicas de los problemas tradicionales,
Reusser y Stebler (1997a, p. 323) afirmaban que:

S6lo unos pocos problemas empleados en las aulas y en los libros de matemdticas invitan o
desaffan a activar y utilizar su conocimiento sobre el mundo real y su experiencia. La mayorfa
de problemas utilizados en la instruccién se elaboran de manera semdnticamente empobrecida,
a modo de vifietas verbales. Los alumnos no s6lo saben por su experiencia matemdtica escolar
que todos los problemas son indudablemente resolubles, sino que también saben que cualquier
cosa numérica incluida en un problema es relevante para su resolucién, y que todo lo que es
relevante para su resolucién estd incluido en el texto del problema. Siguiendo este c6digo, los
enunciados de muchos problemas degeneran en ecuaciones mal disimuladas.

De esta manera, los alumnos terminan por deducir que cuando se enfrentan a
la resolucién de un problema lo que se les pide es que ejecuten una o varias ope-
raciones aritméticas con todos los niimeros que aparecen en el mismo. Igual-
mente, las pocas ocasiones en las que aparece informacién adicional no numérica
en el enunciado del problema con frecuencia es informacién no relevante para la
comprensién del mismo, reduciéndose la presentacién de informacién contex-
tual a unas pocas situaciones estereotipadas (Orrantia ef #/., 2005).
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Cdmo se resuelven los problemas en el aula: creencias de los profesores e interacciones
profesor-alumno

Como acabamos de sefialar, la mayor parte de los problemas de matemadticas
que aparecen en los libros de texto —que son en definitiva, los que se resuelven en
las aulas— favorecen la resolucién mediante procedimientos exclusivamente
matemdticos y, en la mayoria de las ocasiones, sin necesidad de una comprensién
profunda del problema. El segundo elemento que contribuye al establecimiento
del “contrato” de aula que fija las reglas del proceso de resolucién de problemas
en la escuela es el conjunto de interacciones que mantienen maestros y alumnos
para resolver esos problemas.

Evidentemente, quien aporta las pautas para establecer esta interaccién es el
maestro. De esta manera, las creencias que alberga el maestro sobre qué es un
problema de matemdticas y cémo debe ser resuelto influyen de manera determi-
nante en el rumbo que tomarén las interacciones con sus alumnos. En este senti-
do, Verschaffel, De Corte y Borghart (1997) realizaron un estudio muy intere-
sante sobre las creencias que futuros maestros de Educacién Primaria tienen
sobre el rol del conocimiento del mundo real en el proceso de resolucién de pro-
blemas en las clases de matemadticas. Los autores tomaron una muestra de 332
maestros de Educacién Primaria en formacién de tres centros de formacién dife-
rentes de Flandes (Bélgica). Una parte de los sujetos acababa de comenzar su pri-
mer afio de formacidn, mientras que el resto eran alumnos de tercer afio que
practicamente habfan completado su formacién como maestros. La tarea a la que
se someti6 a los sujetos consistia en una prueba experimental que constaba de 14
problemas: siete {tems estdndar no problemdticos y siete {tems problemadticos
seleccionados de entre los utilizados en los estudios previos.

Se realizaron dos aplicaciones de la tarea experimental a todos los sujetos del
estudio. La primera aplicacién (test 1) debfan responder los 14 problemas por si
mismos, afiadiendo a los cdlculos cualquier comentario sobre el problema en un
espacio habilitado para tal fin en la hoja de respuestas. Inmediatamente después
de terminar la primera aplicacién se realizaba la segunda, en la que debfan pun-
tuar cuatro respuestas alternativas, tipicas de los nifios a los problemas de la tarea
experimental, con 1 punto (respuesta absolutamente correcta), O (respuesta abso-
lutamente incorrecta) o 1/2 punto (respuesta parcialmente correcta y parcialmen-
te incorrecta). Las cuatro posibles respuestas de los alumnos que los futuros pro-
fesores tenfan que valorar podfan pertenecer a cuatro categorias, que se ilustran
en la figura 1: una respuesta no realista (opcién A), una respuesta realista (opcién
D), un error en la operacién (opcién B) y, finalmente, cualquier otra respuesta
(opcién C).

Para analizar los resultados se clasificaron las respuestas espontdneas de los
maestros en formacién a los ftems problemdticos en dos categorfas: reacciones
realistas y reacciones no realistas. El andlisis de las reacciones de estos maestros a
los siete {tems problemdticos del segundo test se centraron en la puntuacién (1,
1/2 0 0) dadas a las respuestas realistas y a las respuestas no realistas.

Ambas aplicaciones mostraron tres resultados muy claros. En primer
lugar, los futuros maestros mostraron una fuerte tendencia no utilizar el
conocimiento del mundo real y a no realizar consideraciones realistas ni al
resolver los {tems problemdticos del test 1 ni al valorar las respuestas de los
alumnos en el test 2. En segundo lugar, los sujetos que se encontraban en su
tercer afio de formacién mostraron una proporcién significativamente mayor
de respuestas realistas que los de primer afio en ambos tests. Finalmente, la
diferencia de porcentajes de RRs en los {tems problemdticos entre los sujetos
de primer y tercer afio variaba notablemente entre los tres centros de forma-
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FIGURA 1
Presentacion de los problemas en el test 2 (Verschaffel et al., 1997)

Este frasco se estd llenando con un grifo a un ritmo constante. Si la profundidad del
agua es de 3.5 cm. después de 10 segundos,¢cudl serd la profundidad después de 30

segundos?

3x3.5cm. =11.5 cm. 3x3.5cm. =10.5.
Después de 30 segundos la profundidad Después de 30 segundos la profundidad
del aguaserdde 11.5 cm. del agua serd de 10.5 cm.

A B

3.5 cm. + 20 cm. = 23.5 cm. Es imposible dar una respuesta precisa
Después de 30 segundos la profundidad
del agua serd de 11.5 cm.

C D

cién que participaron en el estudio, lo cual indica que la disposicién para
resolver los problemas el modelado realista de los problemas mostrado por
los futuros maestros estaba influenciada, al menos parcialmente, por la for-
macién en educacién matemdtica recibida durante los cursos de formacién.
De estos resultados se desprende que muchos futuros maestros albergan
conocimientos y creencias sobre cémo debe ensefiarse y cémo deben apren-
der los alumnos a resolver problemas que dificultan la aplicacién de conoci-
mientos sobre el mundo real y la realizacién de consideraciones realistas.

Sin embargo, es necesario sefialar que atin no hay evidencias directas de que
estas concepciones y creencias de los profesores sean la causa de la fuerte tenden-
cia de los alumnos a excluir el conocimiento del mundo real de sus procedimien-
tos de resolucién de problemas. Ademds, queremos destacar que no es de ningu-
na manera nuestra intencién reprochar a estos futuros maestros sus comporta-
mientos ni sus creencias. Al igual que los alumnos, estos futuros maestros en el
estudio de Verschaffel ez 2/. (1997) estaban actuando (algunas veces de manera
deliberada, pero en la mayorfa de las ocasiones de manera inconsciente) de mane-
ra “racional” de acuerdo con su experiencia sobre el contrato diddctico que rige la
resolucién de problemas.

Conclusion: un proceso de vesolucion basado en una comprension limitada

Como hemos argumentado hasta ahora, el bajo rendimiento de los alumnos a
la hora de resolver problemas realistas, similares a los utilizados en informes
internacionales de Evaluacién como el PISA probablemente se deba a una cultu-
ra determinada tanto por el tipo de problemas que se resuelvan en el aula como
por el modo de resolverlos en el aula. Asimismo, las creencias de los profesores
sobre cémo deben ser resueltos los problemas podria determinar el rumbo que
toma la interaccién con los alumnos cuando los resuelven conjuntamente.

Por otra parte, cabe destacar que si bien los estudios que han constatado de
manera empirica los efectos de la cultura de aula sobre el comportamiento de los
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nifios han sido escasos —excepto en el caso en el que los alumnos que se enfrenta-
ban a problemas del tipo “;Cudntos afios tiene el capitdin?'” (IREM de Grenoble,
1980) o el problema de los autobuses (problema realista del tipo divisién con
resto) en el National Assessment of Educational Progress (NAEP) en los Estados
Unidos (Carpenter, Lindquist, Matthews y Silver, 1983)—, los estudios mds
recientes indican que muchos alumnos resuelven los problemas de acuerdo con
una comprensién limitada de los problemas. Esta limitacién en la comprensién
del problema se debe a que utilizan el texto del problema tinicamente para elegir
una (o mds) de las cuatro operaciones aritméticas de dos formas diferentes. En
primer lugar, pueden utilizar los rasgos superficiales del problema, tales como
determinadas palabras clave en el texto (por ejemplo, la palabra “menos” en el
texto automaticamente guia la eleccién de la resta como operacion a realizar para
resolver el problema). En segundo lugar, pueden establecer una asociacién entre
la situacién descrita en el problema y un modelo rudimentario para una de las
operaciones (por ejemplo, cualquier cosa que sugiera el acto de “juntar” indica
que hay que sumar).

Una vez determinada la operaci6n a realizar, los alumnos la aplican automati-
camente a los nimeros que aparecen en el enunciado, y la respuesta al mismo es
el resultado obtenido de la aplicacién de la operacién sugerida por la palabra
clave sobre los ndmeros del enunciado, sin volver al enunciado del texto para
verificar que la respuesta tiene sentido considerando la pregunta del problema.

En busca de soluciones: propuestas para la resoluciéon de problemas
realistas

Muchos estudios experimentales han dado cuenta de c6mo los alumnos aco-
meten la resolucién de problemas realistas de una manera altamente estereotipa-
da, probablemente como consecuencia de un proceso de aprendizaje marcado
por una cultura de aula que no promueve el uso de conocimientos no matemati-
cos en la resolucién de problemas. Ante este panorama, cabe preguntarse qué
puede hacerse para mejorar el rendimiento de los alumnos en este tipo de proble-
mas.

Una respuesta podemos encontrarla en los estudios instruccionales que han
tratado de de mejorar el rendimiento de los alumnos cuando se enfrentan a este
tipo de problemas modificando el proceso de ensefianza-aprendizaje de resolu-
cién de problemas realistas. Como ejemplo de estos estudios instruccionales
tomaremos el desarrollado por Verschaffel y De Corte (1997b). Estos autores
disefiaron un experimento de ensefianza a pequefia escala cuyos objetivos eran
dos: por un lado, modificar las creencias de los alumnos acerca de la funcién del
conocimiento sobre el mundo real en el proceso de resolucién de problemas rea-
listas, y por otro desarrollar en los alumnos la capacidad de resolver los proble-
mas siguiendo pautas mds realistas. Para ello modificaron la cultura del aula en
la que los alumnos estaban inmersos de manera que los problemas se concibieran
como oportunidades de aplicar sus conocimientos, tanto los matemdticos como
los relativos al mundo real. El estudio incluyd tres clases de los tiltimos cursos de
Educacién Primaria de Flandes (Bélgica), la primera experimental y otras dos de
control. Los alumnos de la clase experimental formaron parte de un programa de
instruccién sobre resolucién de problemas realistas, que constaba de cinco uni-
dades de dos horas y media cada una, mientras que los alumnos de las clases de
control siguieron las clases correspondientes a su curriculum ordinario. Las prin-
cipales caracteristicas del programa instruccional al que fue sometido el grupo
experimental eran tres. En primer lugar, se sustituyeron los problemas estereoti-
pados tipicos de las clases habituales por problemas realistas, que incitaban a los
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alumnos a atender a las complejidades de estos problemas. En segundo lugar, las
unidades se basaron en el trabajo colaborativo en pequefio grupo, seguido por
discusiones de toda la clase. Finalmente, se traté de establecer una nueva cultura
de aula a través de la negociacion explicita de nuevas normas sociales relativas
tanto a los roles del profesor y de los alumnos como a qué se entiende por proble-
ma de matemdcticas, por resolver correctamente un problema y por qué se consi-
dera una buena respuesta al problema (ver Cobb, Wood y Yackel, 1993; Schoen-
feld, 1991).

Los alumnos de las tres clases fueron sometidos a un pre-test y a un post-test
que inclufa ftems de aprendizaje, de retencién y de transferencia. Los resultados
mostraron que, partiendo de un nivel similar de rendimiento en resolucién de
problemas realistas, tras el estudio instruccional los alumnos del grupo experi-
mental rindieron significativamente mejor en los tres tipos de {tems del post-
test. De esta manera, los autores concluyeron que es posible modificar las creen-
cias sobre el rol del conocimiento sobre el mundo real en la resolucién de proble-
mas de los alumnos de los cursos superiores de la Educacién Primaria, y que
pueden aprender a resolver los problemas de manera (mds) realista.

Renkl (1999) replicé este experimento en Alemania, con resultados igual-
mente prometedores. Otros estudios instruccionales, con una perspectiva mas
amplia y una mayor validez ecolégica, han documentado cémo sumergiendo a
los alumnos en un ambiente de aprendizaje modificado pueden desarrollar cre-
encias sobre la resolucién de problemas y estrategias de resolucién acordes con
esas creencias mds apropiadas a la resolucién de problemas realistas (Cognition
and Technology Group at Vanderbilt, 1997; Lehrer y Schauble, 2000; Verschat-
fel ez al., 1999).

Reconceptualizando los problemas de matematicas.

Al comienzo de este trabajo presentdbamos la definicién de competencia
matemdtica que PISA toma como referencia, en la que se sefialaba su cardcter
pragmdtico para la vida cotidiana de los sujetos, en los que las situaciones pro-
blemadticas suelen incluir factores no matemdticos que deben ser considerados
para su resolucién. También hemos descrito cémo la cultura escolar no comparte
esa concepcidn de matemdtica ni la definicién de resolucién de problemas que de
ella se deriva, ya que en la escuela resolver problemas suele ser sinénimo de ejer-
citar operaciones practicamente sin razonamiento. Finalmente, hemos planteado
la idea de que a los resultados mediocres que los alumnos suelen obtener en este
tipo de evaluaciones subyace la distancia entre ambas concepciones y entre los
tipos de problemas y précticas educativas que de ellas se derivan de ellas, y que
esta distancia puede acortarse modificando las pricticas instruccionales y el con-
cepto de resolucién de problemas subyacente a ellas.

Para concluir este trabajo de revisién creemos conveniente sintetizar las prin-
cipales aportaciones de los estudios que hemos revisado a modo de sugerencias
para la reconceptualizacién del papel de la resolucién de problemas realistas. De
esta manera, la primera de las sugerencias que queremos plantear es la conve-
niencia de establecer como objetivo minimo y asequible el de mejorar la calidad
de los problemas cuya resolucién se propone a los alumnos. Para ello serd necesa-
rio el cumplimiento de una serie de premisas:

—Es conveniente plantear los problemas de manera que no fomenten en los
alumnos la creencia de que cualquier problema de matemdticas puede
resolverse simplemente sumando, restando, multiplicando o dividiendo, o
combinando esas operaciones
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— Serfa recomendable eliminar de los libros de texto aquellos problemas que
permitan estrategias superficiales de resolucién.

— Es necesario variar los tipos de problemas a los que se enfrentan los alumnos
incluyendo problemas con datos superfluos y problemas a los que les falte
algtn dato que tengan que inferir. De esta manera los alumnos aprenderdn,
por un lado, que no todos los datos incluidos en el problema son necesarios
para su resolucién, y por otro, que en ocasiones es necesario encontrar los
datos que no se proporcionan explicitamente en el enunciado del problema.

— Conviene evitar aquellos problemas en los que las cantidades no se corres-
ponden con la vida real.

— Serfa positivo presentar como legitimas y vélidas respuestas a los problemas
diferentes a las respuestas numéricas exactas (estimaciones, aproximacio-
nes....)

— En necesario generar ocasiones para que los nifios inventen sus propios pro-
blemas

Afortunadamente, estas recomendaciones estdn siendo incorporadas, al
menos en algtn grado, en las nuevas generaciones de libros de texto de muchos
paises, entre ellos el nuestro.

En segundo lugar, es necesario modificar no sélo los problemas que aparecen
en los libros de texto, sino también la ensefianza tradicional de las matemdticas y
la resolucién de problemas. Esto implica abandonar la creencia de que los pro-
blemas son meros ejercicios de practica de operaciones aritméticas, para entender
que resolver un problema de matemdticas es una actividad colectiva en la que:

a. el conocimiento sobre el mundo real al que alude el problema no se elimina
sino que se considera necesario en el momento inicial del proceso de resolu-
cién,

b. se establecen unas metas explicitas respecto a la situacién (resolver la situa-
ci6n problemdtica y no sélo el problema de matemdticas), bien impuestas
por el maestro o bien negociadas, que gufan el proceso de resolucién

c. el alumno dispone de una amplia variedad de recursos (incluyendo software
informadtico especifico) para resolver los problemas,

d. la interpretacién del proceso de resolucién implica la comparacién de los
procedimientos alternativos, y

e. la expresion del resultado y no se limita a informar al resto de los compafie-
ros y al profesor (para mds detalles ver Verschaffel ez #/., 2000).

Algunos pafses ya han comenzado a implementar, al menos en algtin grado,
esta manera alternativa de entender los problemas de matemdticas, si bien, tal y
como sefiala Niss (2001), estas iniciativas atin son escasas y su influencia en la
préctica cotidiana muy limitada. Este autor sefiala como causa probable de esta
escasa incidencia la dificultad que implica para los maestros, tanto a nivel mate-
midtico como pedagdgico y personal, este cambio de perspectiva. Por otra parte,
la implementacién de esta manera de conceptualizar la resolucién de problemas
requiere de la implicacién no sélo de los maestros, sino también de los investiga-
dores educativos, de las instituciones, los legisladores educativos, y las propias
editoriales.

Por Gltimo, creemos conveniente realizar tres reflexiones finales. La primera
de ellas es preguntarnos hasta dénde es sensato llevar la necesidad de realizar
consideraciones realistas para la resolucién de problemas. Estamos de acuerdo
con Gravemeijer (1997) en que en la actualidad hay, y probablemente habrd
siempre, diferencias entre resolver problemas dentro y fuera de la escuela. Sin
embargo, no es menos cierto que serfa conveniente acercar la concepcién impli-
cita que profesores y alumnos tienen de la matemadtica escolar a esa definicién
que PISA aporta sobre la competencia matemdtica. Asimismo, es razonable pen-
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sar que mientras no se produzca una aproximacion entre ambas concepciones,
seguiremos obteniendo resultados negativos en sucesivos informes de evaluacién
como el que hemos descrito en este trabajo.

Una segunda reflexién, relacionada con la anterior, es si la resolucién realista
de problemas deberfa sustituir a la ensefianza mds tradicional de resolucién de
problemas. Nuestra propuesta a este respecto seria la de la coexistencia de ambos
tipos de instruccién, unida a una dieta instruccional de los alumnos que alterne
problemas tradicionales, que permiten crear vinculos sélidos entre las operacio-
nes matemadticas y modelos de la situacién prototipicos y sin complejidades
situacionales sobre las que crear discusiones, con otros problemas que permiten
relacionar situaciones del mundo real con las matemadticas. De esta manera, la
realizacién de consideraciones realistas, al menos tal y como la hemos expuesto
en este trabajo, estarfa dirigida a los problemas realistas, mientras que los proble-
mas mds cldsicos, como los problemas aritméticos, en los que los alumnos han de
aplicar esquemas matemdticos para comprender y resolver ciertas categorias de
problemas, requerirfan de una ensefianza que se ajusta mejor a la tradicional.

La tercera reflexion es si aprender a resolver problemas de manera realista es
realmente util para los alumnos en su vida cotidiana. Durante los Gltimos afios
varios autores (p.e.: Mukhopadhay y Greer, 2001) se han mostrado partidarios
de que todos los alumnos desarrollen esta capacidad porque les beneficia tanto a
ellos como individuos, convitiéndoles en “pensadores criticos que puedan utili-
zar las matemadticas como una herramienta para analizar los asuntos sociales y
politicos, y que este uso pueda reflejarse, incluyendo sus limitaciones” (Mukho-
padhay y Greer, 2001), como a la sociedad en general. Esto es, la mejor manera
de evitar que las matemadticas y la vida escolar sean dos cosas inconexas en la vida
de los alumnos es que las entiendan como una herramienta eficaz para el andlisis
de cuestiones personales y de la sociedad, para lo cual han de aprender a ser sensi-
bles a los contextos a los que se refieren los problemas y a la diversidad de pers-
pectivas desde los que se pueden abordar. Las evidencias de los trabajos revisados
nos hacen pensar que comenzar a aplicar la perspectiva del modelado en la edu-
cacién matemdtica para todos los alumnos desde una edad muy temprana no
s6lo es importante, sino ademds factible.

Notas

"El problema es el siguiente: “En un barco viajaban 26 carneros y 10 cabras. ;Cudl es la edad del capitdn?” Los resultados
indicaron que 78 de los 97 alumnos de 7 y 8 afios a los que se pidi6 que resolvieran el problema respondieron “36”
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