Transparencias de clase

Construccion del polinomio de interpolacion

Interpolacion

Dada una tabla de datos, se ha de encontrar una funcion
que tome los valores requeridos en los puntos dados; en el
caso que nos ocupa, la funcion buscada sera de caracter
polinémico.

. @ N

1%

Teorema: El polinomio de interpolacion, si existe, es
unico.
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Construccion del polinomio de interpolacion

Para calcular el polinomio de interpolacion asociado a una
serie de nodos utilizaremos distintos métodos:

1. Coeficientes indeterminados
. Polinomio de Lagrange

. Polinomio de Newton

. Interpolacion a trozos

. Splines cubicos

o g~ WN

. Hermite
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Construccion del polinomio de interpolacion

Diferenciacion e integracion numérica Polinomio de Lagrange

Consideremos una tabla de n+1 puntos distintos (nodos):

Ix Xo [Xq | -ov | Xq
‘y Yo [Y1 |- | Yn
Entonces existe un unico polinomio de grado n, denominado
polinomio de Lagrange, y = P, (x), tal que P,(x,)=y, para todo
i=0,1,...,n.
La expresion explicita de dicho polinomio es la siguiente:

P”(_x): :Z y,L,(x):z yrl_lx:X/ :Z o |_| (x—xl)

i=on j=0,n1 Ji=on X, —Xx; 1=0n
1 Joi#
i#i i=0/n 17

(x—x)(x—x))...(x —xﬁl)(x—x,:;)‘...(x—x") XX

L= =
('xl —XU)(X, _'xl)"'('x; N )(X, _x,+1)---(x, _xn) j:‘u "X X
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Polinomio de Newton

La formula de interpolacion de Newton proporciona una
manera de calcular el polinomio P, a partir del polinomio
P, anadiendo un término nuevo.

Lema: Sea P, (x) el polinomio de interpolacién asociado a
los puntos xg, Xy, ..., X, y los valores y,, y4, ..., ¥, Y sea
P..+1(x) el polinomio de interpolacién asociado a los puntos
Xgy X1y «ous Xy Xeq Y 10S ValOres yy, vy, ..., Yo, Yoeq- EXiste una
constante c,, tal que:

P t(X) = Po(3) * Cpu(X = Xo)or(X - X,)
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Polinomio de Newton

Teorema (Método de Newton): En las condiciones

anteriores

B, (x)) = f(x,) ":Z Ck (x_xo)"'(x _xk—l)
S(x)

_]:ZM (x/ _xl)
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Construccion del polinomio de interpolacion
Diferencias divididas

Consideremos una tabla de n+1 puntos distintos (nodos):

X [xo [ [ %
y 1vo v [ v

fIxo] = coeficiente de x° en Py (x)
SXI =/ (%) =Yo
[fIXo, X4] = coeficiente de x' en P, (x)

_ S )= S (xy) _

X=X

STx0sx,] Yo
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Construccion del polinomio de interpolacion
Diferencias divididas

SIXo, X4, Xo] = coeficiente de x2 en P, (x)

f[xl’xz]_f[x()’xl] =y

X=X

Sxg,x,x,]= 012

Teorema: El coeficiente del término n-ésimo es:

_ SIx,enx, 1= f1Xg, 00X, ]

X, =X

x5 %,
Considerando x,,...,X, como variables independientes,

tenemos que:
P C N ) oSS O
i Vit i 1T

xi+/ _xl
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Asi podremos escribir la tabla:

X, SIx]
STx.x ]
X, STx]1 :”/' S1xp,%,x,]
STx,x,] f[xaaxlﬂxpxz]
Yo fInl? '[xl,xz,xl]/
RS
% flsl 7
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Diferencias divididas de orden k

Se denominan diferencias divididas de primer orden a los
cocientes:

Yin = Vi .
yi,i+1:f[xi’xi+]]:[xi’xi+l]: : 0<i<n-1

Xisg =%

Se llaman diferencias divididas de sequndo orden a:

Yirvisa = Viia
Xiva =%

i+

Viistiva = f[xf’x1+1=x1+2] = [xi’xiH > x1+2] = 0<i<n-2
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Diferencias divididas

Se llaman diferencias divididas de orden k a:

0<isn-k
Yistivk = Vipivk—
Vit itk = f[xanl’“‘xM ] = [xf’xwl""’x‘*‘] == Xi; -X B
STx]
STxe,x]
SIx] S1x0,%,%,]
VEES S0, %5,
S1x] STx,x,,x4]
Sx,x]
Slx]
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El polinomio de Newton se puede redefinir de manera explicita:
Pa(X) = Yo+ Yo1(X-Xg) + Yor2(X-X)(X-Xq)*...+Yoq _n(X-X0)(X-Xy).... (XX
Prea(X) = PolX) + Yorz_ner (X = X0) - (X - ;)

Observaciones:

1.- De acuerdo con las definiciones y dada la unicidad del
polinomio de interpolacion, si zy,z,,...,2z, s una permutacion de
los puntos ><0 Xq,...,X, S€ tiene que: f[z4,24,...,2,] = f[Xg.Xq,--,%p)

2.- Se verifica que

S(x)

(o = xp)-- (% = X, = x)-(x, — X))

Vodon = 2

i=on
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Comparando métodos

1.- El costo de escribir el polinomio de interpolacion es maximo
en el método de los coeficientes indeterminados, donde se
requiere resolver un sistema lineal de n+1 ecuaciones y n+1
incognitas. Ese costo es nulo para la forma de Lagrange e
intermedio para la forma de Newton, donde hay que construir la
tabla de diferencias divididas.

2.- En cuanto al costo de evaluar el polinomio en un punto, es
evidente que la forma de Lagrange es la mas complicada.
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Diferencias divididas

3.- Si una vez calculado P, (x) se desea construir P, (x)
que interpola en un nodo mas, basta afiadir un término al
polinomio calculado si se utiliza el método de Newton y el
coeficiente correspondiente en la tabla de diferencias
divididas. En las formas de coeficientes indeterminados y
de Lagrange no es inmediatamente posible utilizar los

calculos de la etapa anterior.
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4.- En la forma de Newton, cada sumando de los que
componen el polinomio tiene un significado. Son los términos
que hay que afiadir a un polinomio interpolador de cierto grado
para transformarlo en el de un grado mas que interpola en un
punto mas. Por eso, al ir sumando sucesivamente, es posible
observar los efectos de pasar de la interpolacion lineal a la
cuadratica, de ésta a la cubica, etc. En las otras dos formas,
los sumandos individuales carecen de significado
aprovechable.

5.- En conclusion, podemos decir que la forma de Newton es la
mas aconsejable. Es la que emplea Mathematica®, aunque la
forma de Lagrange también se emplea.
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Error en el polinomio de interpolacién

Teorema. Sea f: [a,b] — R una funcion (n+1) veces derivable en
(a,b) y seay =P, (x) el polinomio interpolador en los puntos:

X | azXy| X4 ... | x,=b
Y 1 f) [f(X) | - | f(X)
Entonces para todo x e [a,b], existe un punto ce(a,b) tal que
(Y _/© _
S(x)=F,(x)= (D) .Dn(x x;)

Ademas, si |/ ("+1)(x)| < M para todo x €(a,b), se tiene la siguiente

cota para el error: \f(x)—P”(x)\s [T (=)

(n+1)!' %o
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Error en el polinomio de interpolacion
Numérica

Observaciones:
1.- En las condiciones del enunciado, el teorema de Rolle
garantiza que entre dos raices de una funcion existe al
menos una raiz de la funcion derivada.
2.- La férmula del error de interpolacién para un punto
X#X,,...,X, puede escribirse como:

S)=F(x)= fT%s0rx,,X] [] (x—x)

3.- Sif'es derivable con continuidad en [a,b] hasta el orden
n+1y X, ..., X,, X441 SON puntos distintos de [a,b], existe
a,b) tal que el
{=(ab)tal g T L)
(n+1)!
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Comentario:

Dada una funcién continua f'sobre un intervalo [a,b], si se
construyen polinomios de interpolacion asociados a la funcién f
con nodos equiespaciados y de grados cada vez mayores,
podriamos esperar que la sucesién de polinomios (P,)
convergiera (uniformemente) a la funcién f'en el intervalo [a,b].
Ello no sucede en general.

Los teoremas involucrados en este sentido quedan fuera de
este nivel. Basta ilustrar la situacion con un ejemplo debido a
Runge en 1900.
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Si se interpola la funcion 1 (x)=(1/(1+x3)) (que es
diferenciable) sobre el intervalo [-5,5] en n+1 puntos
equiespaciados se obtiene que P(x) no converge al valor
de £(x) si |x|>3.6. En el Notebook de Mathematica puede
observarse los grandes errores a que da origen P,,. Esto,
por supuesto, no demuestra la divergencia de la sucesion
P, (x).

Es decir, en general no es cierto que al aumentar el
numero de puntos sobre los que se construye el polinomio
interpolador, n, el error disminuya. Existen funciones para
las cuales el error aumenta al aumentar n.
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Construccion del polinomio de interpolacion
Interpolacion a trozos

Interpolacion a trozos

La naturaleza oscilatoria de los polinomios de grado alto y
su alta sensibilidad a pequefias modificaciones limita su
utilizacion.

Ademas hay que resolver el problema de la convergencia
cuando el numero de nodos es grande, la solucién mas

frecuente es la interpolacién polinémica a trozos.
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Interpolacion lineal a trozos

So(x)  si xe[xo,x,]

s,(x)  si xe[x,,xz]

s(x) =

s, (x)  si xe[x"il,x”]

85,(0) = ST ]+ 1% 0 1(x = x;)
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Interpolacion a trozos
Lineal

Sea M;'(P) el conjunto de las funciones continuas en [a,b]
que restringidas a cada subintervalo [x; x;,,] de la particion
coincide con un polinomio de grado <1.

M,"(P) es un espacio vectorial con las operaciones
habituales.

Sis € M,y'(P) decimos que es una funcion lineal a trozos
en la particion P.

Sea L(x) la funcion lineal a trozos de M,"'(P) que vale 1
en el nodo x; y cero en los restantes
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Interpolacion a trozos
Lineal

Error en la Interpolacion lineal a trozos.

- ‘fnﬂ(x)‘
‘f(x)*P(x)‘*m El [x = x|
‘f(x)fs(x)‘s LS (x,—x,, )2 K, =max | f"(x)]
8 xela,b]

/(=500 < %h xe[x.x,]
1. Convergencia cuadratica:  lims, (x) = f(x)

2. No es diferenciable en los extremos de los intervalos (x;)
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Interpolacion a trozos
Lineal

Comparacioén con el polinomio de interpolacién de grado n:

1. Sin es grande, el costo de evaluar el polinomio P, es grande.
Sin embargo, el coste de evaluar la funcion s de interpolacion
lineal a trozos no crece con n.

2. No esta garantizada la convergencia de P, a £, ni aun
suponiendo que f'sea indefinidamente derivable. Sin embargo con
so6lo suponer que ftiene derivada segunda acotada, al refinar la
particion sabemos que los interpolantes lineas a trozos convergen
(cuadraticamente) a f.

3. El polinomio de interpolacion P, es indefinidamente derivable,
mientras que la funcién s de interpolacion lineal a trozos no es
derivable, en general, en los nodos. Esta falta de regularidad
hace que, a veces, no se pueda aplicar esta interpolacion.
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Cuadrética

Interpolacién por polinomios a trozos de grado 2.

Mg?(P) el conjunto de todas las funciones continuas en [a,b]
que restringidas a cada subintervalo [x;, x,4] de la particion P
coinciden con polinomios de grado <2.

Si seM?*(P) decimos que s (interpolante cuadratico a trozos)
es una funcion cuadratica a trozos en la particion P. En los
puntos x; € P las funciones seM*(P) presentan saltos en las
derivadas primera y segunda.

$(0) = £(x) REEEEN
() =9 5= 1) 2
s(x,,) = f(x.)
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Cuadrética

Error en la Interpolacion cuadratica a trozos.

el g
(n+1)! °

-2,
[x—x,

|/ ()= P(x)|

5 Rl
3 xela,
|f(x)—s(x)| s ﬁlgh} xe [x,x,]

1. Convergencia cubica hmsn (x)=f(x)

2. No es diferenciable en los extremos de los intervalos (x;)
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Cubica: Spline

Interpolacion cubica a trozos. Interpolacién SPLINE

1. Polinomio de grado 3 en cada subintervalo.
2. De clase C2 en el intervalo [a, b].
3. Interpolatorio.
4. Condiciones frontera:
1. Libre: s”(x,) = s”(x,)=0
2. Fija: $'(x5) = /(%) ¥ (%) = £ (x,)
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Cubica: Spline
a,, =a,+bh +ch’+dh, i=0,1,..,n-2
b, =b+2ch +3dh}, i=0,1,..,n—2
.y =c,+3dh, i=0,1,..,n-2
a =y, i=0,1,..,n-1
c, =0,
2¢, ,+6d, h, =0,
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Cubica: Spline
1 0 0 0 IN
By 2(hy+h) hy 0 ¢
0k 2krh) b N
0 ) =
by 205+ k)
0 0 0 1 ¢,
0
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Hermite

Interpolacion de Hermite
El término interpolacién de Hermite se refiere a la
interpolacion de una funcién y de alguna de sus derivadas
en un conjunto de nodos. La interpolacion que hemos
estudiado hasta ahora se llama, por diferencia de esta,
interpolacion de Lagrange.

Teorema: Existe un unico polinomio P(x) de grado <m que
satisface las condiciones de interpolacion de Hermite:

(/) — i _ i
PY(x)=c;,, Jsk-10=isn
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Hermite

Interpolacion cubica de Hermite a trozos
Dada una funcion derivable f: [a, b] >R y n+1 puntos
Xp=a <x;<...<x,,<x,= b, existe una unica funcion derivable
g:[a,b]—R, de modo que en cada intervalo [x;, x;,4], ¥ = g(x)
esta definida por un polinomio de tercer grado, y = P(x), tal
que:

P(x)=/(x) PB@E)=1() 4=
B(xiﬂ) = f(xi+1) P’_'(XHI) — f‘ '(le) P (x) si xe [x”,,,x"

B(x) si xe[x,x]

Con 0<i<n-1
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