Transparencias de clase

Introduccién
Ermo - - .
Aproximacion de raices Resolucion Aproximacion de raices Separacion de raices

In ion
Resolucion Numeérica de EDO’s es Numérica de EDO’s

Teorema de Bolzano. Si f es una funcién continua en [a,b] y Teorema de Rolle. Si f € C'([a,b]) y es tal que f(a)=f(b),
tal que sign(f(a)) # sign(f(b)), entonces existe al menos un entonces existe al menos un punto ¢ < (a,b) tal que f'(c)=0.

punto c € (a,b) tal que f(c)=0
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Separacion de raices Separacion de raices

Teorema separacion de raices. Si f e C'([a,b]) es tal que Teorema. Si f e C'([a,b]) es tal que sign(f (a))#sign(f (b)) y '
sign(f (a))#sign(f (b)) y f' posee signo constante en (a,b), sélo se anula en n puntos del intervalo (a,b), entonces f

entonces f(x) = 0 posee una Unica raiz ¢ <(a,b). tendra a lo sumo n+1 raices.
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Aproximacion de raices Separacion de raices

imacion de raices Célculo de las raices
cion
ade EDO's e ion Numérica de EDO’s

Teorema. Si f € C'([a,b]) y es tal que f" tiene signo constante Una vez aisladas las raices de f(x) = 0 aplicaremos uno

en [a,b], entonces ftiene, a lo sumo, dos raices reales en [a,b]. de los siguientes métodos para calcularlas

- Método de la Biseccion.
- Método de Newton-Raphson.

- Método del Punto Fijo
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Transparencias de clase

Aproximacion de raices Calculo de las raices

Ir cion " o
" Biseccion
Resolucion Numérica de EDO’s

fayb,1
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Célculo Numérico

Célculo de las raices

Biseccion

1. Se calcula el punto medio del intervalo [a,b]: c=((a+b)/2)
Se estudia el valor de dicho punto medio
- Si f(c)=0 entonces hemos acabado.
- Si f (c)#0 elegimos de entre [a,c] y [c,b] el intervalo en el
que se satisfaga el Teorema de Bolzano y lo denotamos
por [a b.].

2. Se calcula el punto medio del intervalo [a;,b,]:
c,=((a;+b,)/2).Se estudia el valor de dicho punto medio:
- Si f(c,)=0 entonces hemos acabado.
- Si f (c,)#0 elegimos de entre [a,,c,] y [c4,b,] el intervalo
en el que se satisfaga el Teorema de Bolzano y lo
denotamos por [a,,b,].

Departamento de Matematica Aplicada Calculo Numérico

Errores
Calculo de las raices

Aproximacién de raices
\Fmprpnhmn ) ——

3. Se calcula el punto medio del intervalo [a,,b,]:
¢,=((a,*b,)/2).Se estudia el valor de dicho punto medio:

- Si f(c,)=0 entonces hemos acabado.
- Si f(c,)#0 elegimos de entre [a,,C,] y [C,,b,] el intervalo
en el que se satisfaga el Teorema de Bolzano y lo
denotamos por [a;,bs].

4 ..

Obtenemos asi una sucesioén de intervalos que contienen la

raiz a y cuya longitud tiende a cero.

b —a :‘bia‘ ‘0{*0 SM

n n 2" n 2 2/1+1
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< b/i _a/!

de raices Célculo de las raices

de EDO's Biseccion

Si queremos que el error cometido en el calculo de la raiz
sea inferior € entonces el numero minimo de iteraciones n

que hemos de hacer del anterior algoritmo debe satisfacer

- . . a
la siguiente desigualdad: error < S <g

Teorema: Si[q, b], [a4, b4], ..., [a,, b,], denotan los intervalos

del método de la biseccion, entonces

lima, =limb, =« lime, =« la—c,| < [p=d

oo M nn s =yl
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Calculo de las raices

Newton-Raphson o Tangente
Teorema. Sea y = f(x) una funcion tal que /'€ C3([a,b]), y
ademas:
1. sign (f'(a)) # sign (1 (b)).
2. sign (f"(x)) es constante para todo x €[a,b].
Entonces, si x, € [a,b] es un punto cualquiera en el que se
verifica que f'(xo)-f "(x,)>0, la sucesioén definida por:

B A G

converge a un punto ¢ e [a,b] tal que f(c)=0.
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Newton-Raphson o Tangente
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Transparencias de clase

Introduccién

Erro . .
Aproximacion de raices Calculo de las raices Aproximacion de raices Célculo de las raices ”;(f

In ion
Resolucion Numeérica de EDO's Newton-Raphson o Tangentey g Newton-Raphson o Tangentej ot

Numérica de EDO’s

1. Se demuestra que el signo de f/"(x) es constante en [a,b].
Ademas, en estas condiciones, existen dos constantes my M

2.Seb ,b] tal - f"(%,)>0.
tales que Yx e [a,b], se verifica: & busca un x, < [a,b] tal que fix;)- /(%)

3. Se calcula la constante m tal que m < |f'(x)| para todo xe[a,b].

m= [y Mz]f7(x) | S(x,)

4. Se van calculando los términos x, dados por x, =x, ,

S(x0)
de tal forma que sendas cotas del error cometido al considerar a mientras que no se satisfaga la cota del error definida en
X, como solucién de la ecuacién f (x)=0 son, respectivamente
£ Cx)
Sf(x,) <M. .y £&s ——
&< \7 £ Le-xy ”
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Célculo de las raices Célculo de las raices

Newton-Raphson o Tangente] 2y ) - Newton-Raphson o Tangente|

Rapidez en la convergencia del método de Newton-Raphson.
_ LG o ~co ,
il = 2" ntl n - No siempre converge a un cero qe fy acaso lo haga_ pero
" no al cero que buscabamos. Su éxito esta sélo garantizado
partiendo de una aproximacion inicial cercana al cero
buscado.

Resumiendo el método de Newton-Raphson:

Teorema: Sea f” continua y sea a un cero simple de f.

Existe un entorno de a 'y una constante C tales que si se
inicia el método de Newton-Raphson en dicho entorno, la
sucesion x,, es convergente a a'y: - Cuando converge, lo hace mucho mas rapidamente que el

[X,s- 0] < C [x. - af? método de la biseccion (convergencia cuadratica).

. . . Requiere que la funcion f sea de clase C2.
Teorema: Si f es de clase C?, creciente, convexa y tiene un q q

cero, entonces el cero es Unico y el método de Newton- - Requiere valores de la derivada.
Raphson es convergente a partir de cualquier punto inicial.

Aproximacion de raices Célculo de las raices imacion de raices Célculo de las raices

cion

Meétodo del Punto Fijo i6n Numérica de EDO's

Meétodo del Punto Fijo

ade EDO's

El método del punto fijo Definicién: Se dice que x, es un punto fijo de la funcion

=F(x) si F(xo)=%o.
Sea f(x)=0 una ecuacion tal que posee una Unica raiz y=F 00 s F(xo)=xo

ae[a,b]. Este método se basa en encontrar una funcién
y=F(x) tal que, entre otras condiciones de caracter técnico,
verifique que:  f(a)=0< F(a)=a

Definicion: Una iteracién funcional es el algoritmo
definido por la expresion x,,4 = F(x,) para una cierta
funcion F(x,)

Definicion: Una aplicacion F: [a, b] — R se llama contractiva

: i y=x si existe un keR con 0<k<1, de modo que
2 : IFC)-FW) Il <kl x=yll
0§, 1 1.5 z " y:F{X)

\ T : = : A la constante k se la denomina constante de contractividad.
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Transparencias de clase

Apr}sx\nwac\én de raices Calculo de las raices —

Ir 1 . "

Resolucion Numérica de EDO’s R EEI AL
Proposicion. Si F es una funcion derivable en (a,b) y existe
k € R, con 0<k<1 tal que || F'(x)|| <k para todo x €[a,b],
entonces F es contractiva en [a,b].

Lema de la contraccion

Si (X, |] ]) es un espacio de Banach con la norma euclidea y
F es una funcion continua contractiva de X en X, existe un
Unico punto fijo a de F.

¢ Qué relacion existe entre continuidad y contractividad?

Errores en el proceso de iteracion funcional.

e 1
2 =—F(,) lim
q-:

e
e*l

€1

q
ell

:i‘F‘I(a)‘ #£0
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Célculo de las raices —
Método del Punto Fijo
Teorema del punto fijo de Banach.
Sea F: [a,b]—R una funcién contractiva de constante ke(0,1),
tal que F([a,b]) < [a,b]. Entonces F posee un Unico punto fijo
en [a,b], esto es, existe un unico ¢ [a,b] tal que F(c)=c.
Ademas, se verifica que c es el limite de la sucesion dada por
X, €[a,b], x, arbitrario, x, = F(x,4), {n € N}

y se tiene la siguiente estimacion del error:

Iz
e, =[x, —c|< ﬁ”’ﬁ %

k
» neN| e, = x,,—cHSE X, x|, neN

Errores

Aproximacién de raices Calculo de las raices g
Interpolacién Método del Punto Fijo

El algoritmo del punto fijo para calcular la solucion de
f(x)=0 en [a,b] puede resumirse como sigue:
1. Se busca una funcién y=F(x) contractiva (|| F'(x) || < 1)
con k<<1y tal que F([a,b]) < [a,b] de modo que calcular la
solucion de f(x)=0 sea equivalente a calcular el punto fijo de
y=F(x) en [a,b].
2. Se elige un x,<€[a,b] y se calcula x; = F(x,).

&
3. A partir de la cota del error dada por e, < EHX. =
se calcula el nimero de iteraciones n necesarias.
4. Se calcula Fn(xy)=c.
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