Transparencias de clase

Resolucion Numérica de EDO's

Ecuaciones diferenciales ordinarias: EDO’s

Una ecuacién diferencial ordinaria de orden k es una
relacion entre la variable independiente x, la variable
dependiente y(x), y las sucesivas derivadas de esta ultima
hasta el orden k, y'(x),y"(X),...,y¥(X).

Se puede escribir 1 F(x, y(x), y'(x),...,»*(x))=0 o bien

P = 0. 0 @) = S L )

Una ecuacion en derivadas parciales es una relacion del
tipo:

F=(r.y@ump. 2.2 20 Y=g

ax Oy Oxdy

Departamento de Matematica Aplicada

Célculo Numérico

Resolucion Numérica de EDO’s

ion Numérica de EDO’s

Definicion: Se denomina solucién de una EDO de primer
orden, y' = f(x,y), a toda funcion y = s(x) tal que satisface la
siguiente igualdad: y'= f(x,s(x))

Definicion: Se denomina solucién general de una EDO
de primer orden, )’ = f(x,y), a toda funcion y=s(x,C), donde
CelR, tal que satisface la siguiente igualdad: £ (x,s(x,C))="
Para cada valor concreto de la constante C se obtendra
una solucién particular de la EDO.

Departamento de Matematica Aplicada Calculo Numérico

Resolucion Numérica de EDO's

Resolucion Numérica de EDO’s

Definicion: Se denomina sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden a una relacion
del tipo:

Y= KV Yasen V)

: V=0 hesyt)
D =600 Y0000 ,) v

V=Yases V)

, = foren f,)) RXR" > R
Vo = SV Vases 1) v

=S Y e ) =
= (XYL Yaes Vs Lo V0 Voo ) [ (X V0 Vass 1)
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Definicion: Se llama problema de Cauchy 6 problema del
valor inicial (PVI) al conjunto formado por una EDO y una
condicion inicial:  ( y'= f(x,»), xe[a,b]
Yo =y(x,)
» Métodos de paso simple o unipaso: Se calcula y(x,,4) a
partir de la informacién proporcionada por y(x;).
» Métodos de paso multiple o multipaso: Se calcula y(x;,;) a
partir de la informacion proporcionada por los valores
»(x,), - ¥(x;,), y del teorema fundamental del calculo,

segun el cual: N
Yx)=y0e)+ | Sy
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Notacion
y6) X, =x,+hi; 0<i<n
¥Xn1) Yot h= b-a
¥y v n
¥,

¥eo) »(x;) = valor exacto

—‘ h h .

PTra— Sl o, /= valor aproximado

Error global: en el paso i-ésimo viene dado por E; = y(x;) - y..
Error local: en el paso i-ésimo es e;= y (x;) — y;, donde yi(x;) es
la solucién exacta del siguiente PVI: y'=f(x,y)

(El error cometido en cada paso) v =50,
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Sistemas acoplados

Definicion: Se dice que un sistema estéa acoplado cuando

las funciones f; = y,' dependen de todas las variables. En

otro caso se dice que el sistema esta desacoplado.

Definicion: Se llama solucién del sistema acoplado a una
lista de funciones tales que al sustituirlas en el sistema se

obtenga una identidad.
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Definicion: Dado un sistema de ecuaciones, si todas las
condiciones impuestas se refieren al mismo punto
tendremos un problema de valor inicial o problema de

Cauehy: y(@=n,
Ya(@)=mn,

Definicion: Silas condiciones impuestas se refieren a
diferentes puntos el problema se llama problema de
contorno.
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Ecuaciones diferenciales de orden superior
En general una ecuacién diferencial de orden superior se
transforma en un sistema de ecuaciones de primer orden.

Teorema de existencia y unicidad de Picard
Enunciado: Sea U un abierto de Ry f: (a,b) x R~—Rn
una aplicacion diferenciable.
Dado un punto y,eU, para cada x, €(a,b) y para todo € >0,
suficientemente pequefio, existe una Unica funcion
h: [Xg€, Xg*+€]—B(Y,,r) solucion del problema de valor inicial
(P.V.1.) cuyo sistema es: y'=sy

V(%) =,
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Definicion: Un método numérico es una ecuacién en
diferencias que contiene un cierto nimero de
aproximaciones sucesivas y consecutivas y,,; que permiten
calcular secuencialmente la sucesion y,,.

Clasificacion: Sillamamos f, = 1 (X,, Y,) Y tenemos y,, V.1,
Yre2 - Ynso ll@Mamos k al numero de paso del método
numeérico.

» Si k=1, es un método de paso simple o unipaso. Sik>1,
se llama método de paso multiple o multipaso

« Si se puede calcular explicitamente el término mas alto
Método explicito, sino Método implicito.
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Definicion: Un método numérico se dice que es lineal
cuando aparecen Unicamente combinaciones lineales de
y;, los coeficientes de éstas son niumeros y no funciones

Z ajyn+j :h¢/'(yn+k5yn+k—1""’yn’xn’h)
1.Si f=0=¢, =0.

L1 VR CANS ) B COS NI O ) I

SMZ

i=0.k

.
Yurj =™ Vurj
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Teorema de DAHLQUIST (1956): La condicion necesaria y
suficiente para que un método numérico sea convergente es
que sea consistente y sea cero-estable.

h—0
Vo —> Y (,)

Definicion: Un método numérico es cero-estable (estable)
cuando pequenas perturbaciones de las condiciones iniciales
del problema, producen pequefias perturbaciones de la
solucion.

Cero-estabilidad

Definicion: Se llama polinomio caracteristico del método
numeérico al polinomio cuyos coeficientes son los a;:  p(x) = a,x"

PRV .z s . e . i=0k
Definicion: La ecuacidén caracteristica del método sera:

p(x)=y a;x’ =0

j=0k

Teorema: La condicion necesaria y suficiente para que un
meétodo numeérico sea cero-estable es que todas las raices del
polinomio caracteristico sean de modulo < que 1, y las de modulo
1 deben ser simples (i.e., no pueden ser raices de la derivada).
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Y Y =B (Veoks Yk treees Vs %o )

i=0k

j=0k
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h—0

Y — y(x)

5 @5, ) = by (Y07 e (), 5,00) =R,
/

Error de truncamiento local

Definicion: Un método numérico es consistente si:
p()=0
¢, (¥(x,), ¥(x,),...y(x,),x,,0)

)= 20
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Métodos de paso simple
Se calcula y(x;,4) a partir de la informacion proporcionada
por y(x;).
Métodos de Taylor
Métodos de Runge-Kutta
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Métodos de Taylor

hZ hn .
»(x) = y(xi)+hy'(xl)+;y"(xi)+m+;y (x¥)+R,;

2

Método de Euler: .., =y, +hf (x,,»,)

2
Cota del error local: ‘Q‘ShZMQ M= sup ‘y"(f)
Se(xiay)
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Métodos de paso simple: M. Taylor

i+ i

W no
(xH1)=yL+hf(xny,-)+;f'(xi,yl)+~~+;f (x,0) h=x,-x)
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Definicion: Se define el método general de Runge-Kutta
de s etapas para el problema de valor inicial

y'=r0xy)
Y(x) =y,
por la expresién:  ¥,,; =¥, +hY bk,

i=1s

donde £, :f( x,+c¢h,y, +hyak, ) i=1,..

j=ts

} fiRxR" - R"

Llamamos ¢; =% a;

j=ts
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Kutta
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G | ay N 00 0
¢ | ay ay .. a, ¢ la, 0 0
c la, a, .. ag c, |a, a, 0

b b .. b /b b b,

métodos explicitos o clasicos de Runge Kutta.
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Teorema. La condicién necesaria y suficiente para que un
método de Runge-Kutta de s etapas sea convergente es

que by + by + ... + by =1

Definicion: Se llama error de truncamiento local, y se

representa por T, ., a la siguiente expresion:
Trer =Y (Xe1) - Yneq, SUPONiendo que y, = y(X,), es decir

que es exacto en la etapa anterior.
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Método general de Runge-Kutta

g

Ve =yt h 2 bk K :f( X, +ch,y, +hy a..kA)

i=ts i=ts

Método de Runge Kutta de 1 etapa: (s=1) by =1

yn+l = yn + hf
b +b,=1
Métodos de Runge Kutta de 2 etapas: (s = 2)

1
bZCZ = E
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Métodos de Runge Kutta de 2 etapas:
Método modificado de Euler
k=1 (x,.5,)

Vo =V, +hk, { h h
k, = — —k
2 f(xn+2’yn+2 1)

Método mejorado de Euler

0|0 O
k =
110 y,,+1:y,,+§(k.+k2) 1=/ )
11 kzzf(xn+h,yn+hk1)
2 2
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Métodos de Runge Kutta de 3 etapas:
Método de Kutta de tercer orden

b +b,+b, =1
bzcz+b3c’3=% 010 0 0
a1 L o
byey +bycy :5 313
a,,b,c :l 2 0 2 0
206 = 371 3 ;
— 0 =
4 4
Método de Heun de tercer orden
B ocvotomero g itomiica olcats [ GaNumaico s I

Resolucion Numérica de EDO’s
Métodos de paso simple: Runge-Kutta

n
Numérica de EDO’s

Ejercicio: Resolved mediante un método de Runge Kutta
de orden 3, el siguiente P.V.l, comparando el resultado
con los obtenidos antes:

1
2
yl=— i 1<xs2
y=-1
| rerrrrr———rr—
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Métodos de paso simple: Runge-Kutta
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Métodos de Runge Kutta de orden 4:
h .
yn+1:yn+g(kl+2k2+2k3+k4) 0<i<n-1
0 0 k=f(x,,»,)
LI 0 h h
2 |2 z:f(xﬁ*,yﬁ*kl
1 1 2 2
7|
ky = ( X, +—,y, +—k )
1 0 0 1 0 ;=11 x, 2 Y 5
L L L L k=f(x+hy, +hk)
6 3 3 6
| rr———
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* Métodos de paso simple o unipaso: Se calcula y(x;,4) a
partir de la informacion proporcionada por y(x;).

» Métodos de paso multiple o multipaso: Se calcula y(x;, )
a partir de la informacion proporcionada por los valores
»(x;), - ¥(x;,), y del teorema fundamental del calculo,

segun el cual: Y(x) :y(xj)+ J“‘\f(x,y)dx
Y06, = 1(x, )+ ()

(X, 4 %,0]

Se sustituye f'(x, y) por un polinomio de interpolacion.
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Métodos de Adams-Bashford Métodos de prediccién-correccion
Corresponden al caso en el que k=0
(%) = y(x,)+] P (x)dx

y(x, ) =y(x) (A S, + Af, A S, ) 0spsal
1.0rden2: g =1

Utilizan de modo combinado dos métodos multipaso.

Y@, = p(x, )+ ] fx)dx
. h
0,0 = )+ R Ypu =V, + E(Sf,, ~f)

Es un método implicito, se necesita .= f (X,41,Yp.1) Para
o Icul .
1.0rden4: q=3 ¥(x,,)=y(x,)+ P(x)dx caloutar Y.

h
Vo =¥y 47 (551,591,437 1,291,
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Métodos de prediccién-correccion

Método de prediccion-correccion de orden 2.
Este obstaculo se salva de la siguiente manera:

-

En este método la férmula predictora que se utiliza es la
. Se calcula por algtn método explicito una primera formula de Adams-Bashford de orden 2:
estimacién _\ip*1 de y,.4, (valor predicho de y,,,). La formula

_ h, .

que lo proporciona se denomina féormula predictora. Yo = Iy 2 (3f” _‘f"")

Dada una estimacion 7. se calcula /... = FOorn T Y La férrT\'uIa correctora que se usa viene dada por la siguiente
pr Jpr1 TS Vet Vprt)s expresion:

una nueva estimacion para y,.4. La formula que lo

proporciona se denomina férmula correctora

Ty =3, 5o 1,)
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Métodos de Adams- Moulton de orden 4: Métodos de Milne de orden 4

Y, =Y, +-[ f(x, y)dx La férmula predictora es la dada por un método multipaso
! de orden 4 con p=3

La férmula predictora es la de Adams-Bashford de orden 4

4h
_ h Fpa =2yt (20, 1,0+ 271,
yp+] :yp+a(55fp759fp—]+37fp7279fp73) p+l p-3 3 ( P p-1 P 2)

La férmula correctora es:

La férmula correctora utiliza un método multipaso con p=1
yr=2:

- h o= . ho—
Fpa =2yt g (0on #1970, =511+ 1,2 Fpa =3yt (o + 40,4 1,0
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Observaciones: Observaciones:
1. Existen otros métodos multipaso derivados de la integracién Existen también métodos basados en derivacion numérica,
numeérica: sustituyendo y(x) por un polinomio de interpolacién y
* Método de Nystréom derivandolo en y'(x) = f (x, y(x))

* Método de Milne-Simpson generalizado
2. Existen métodos multipaso sustituyendo f (x, y) por otro tipo
de polinomios, especialmente para enfrentarse a
ecuaciones diferenciales cuya solucién tiene componentes
altamente oscilatorios, como polinomios trigonométricos, es
decir, aproximando f(x,y(t)) por funciones exponenciales
convenientes
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