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m4.-El algoritmo de ordenaciédn rapida es un algoritmo de ordenacion de listas en € que cada elemento es com-
parado con uno fijo de lalista, por iemplo el primero. Si un elemento es menor que € primero se guarda en una
lista que llamaremos listal, y si no se guarda en otra que llamaremos lista2. Con cada una de esas listas se repite €l
proceso; asi sucesivamentehasta que en las particiones sucesivas solo quede un elemento.

Programar el algoritmo anterior en una funcion recursiva que se llame Ordena, y que tenga como argumentos una
lista de nimeros

m 5.-A continuacién hemos definido la funcion ProdExt que da el producto hemisimétrico de tensores hemisimétri-
cos. Explica cada instruccién razonadamente.

ProdExt [w[i__]1, w[j__1]:=

Signaturef[Join[List[i], List[j1]] =

Apply [w, Sort [Join[List[i], List[j111];

Set Attri but es [ProdExt, Flat];

ProdExt [t1_+t2 , t3_ ] :=ProdExt [t1, t3] +ProdExt [t2, t3];
ProdExt [a_. x_w, b_. y w]:=Times[a, b, ProdExt [X, y]]

CAPITULO V: APLICACIONES AL CALCULDO.
ECUACIONES DIFERENCIALES Y SISTEMAS
DE ECUACIONES DIFERENCIALES.

Se llama ecuacién diferencial a una ecuacion del tipo

Ol —BM ):

dy,
F(Xg,... X YL Y gy s P

en la que aparecen ligadas n variables independientes xq,.... ,X,, M variables dependientes y,...,Ym, Y |as derivadas

parciales de las variables dependientes respecto de las n variables independientes. Resolver la ecuacion es encon-
trar funciones y1=f1(X1,-..- ,Xn)s--sYm=fm(X1,--.- ,Xn) tales que a ser sustituidas en la ecuacion esta se verifique

idénticamente.

Si sblo aparece una variable independiente diremos que la ecuacion es una ecuacion diferencial ordinaria (EDO u
ODE en inglés). En caso contrario, diremos que la ecuacion es una ecuacion diferencial en derivadas parciales
(EDP o PDE en inglés).

Llamaremos orden de la ecuacion al orden de la mayor derivada que aparezca.
Mathematica puede resolver ecuaciones diferenciales y sistemas de ecuaciones diferenciales y dependiendo de su

dificultad, se pueden obtener soluciones simbdlicas o bien soluciones aproximadas con precision arbitraria.

A continuacion veremos algunos rudimentos sobre la resolucion de ecuaciones diferenciales con Mathematica
Puedes encontrar mas informacion en la ayuda y en particular en los tutoriadles de la ayuda tutorial/D-
SolveOverview, tutorial/INDSolveOverview y tutorial/Numerical SolutionOf Differential Equations.
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5.1.RESOLUCION SIMBOLICA DE ODE Y PDE

Lafuncion de Mathematica que resuel ve de modo exacto ecuaciones diferenciales es DSolve
Algunas cuestiones respecto ala definicion de DSolve son las siguientes:

Respecto de | as ecuaciones ordinarias:

e L as ecuaciones lineales con coeficientes constantes se resuel ven utilizando exponenciacion matricial.

o L asecuaciones de segundo orden lineales con coeficientes variables, cuyas soluciones se pueden expresar en
términos de funciones elementalesy sus integrales, se resuelven utilizando el algoritmo de Kovacic

e L as ecuaciones lineales con coeficientes polinomios se resuelven en términos de funciones especiales usando
tranformaciones de Méellin.

e Siempre gue se pueda , las ecuaciones no lineales se resuelven utilizando reducciones por simetria. Para ecua-
ciones de primer orden se utilizan técnicas cléasicas y para ecuaciones de segundo orden y sistemas se utilizan
técnicas de Bocharov.

Para EDP se utilizan separacion de variables y reducciones por simetrias. DSolve integra ecuaciones con dos 0 mas
variables independientes y una variable dependiente. Puede resolver la mayoriade las ecuaciones de primer orden y
un nimero limitado de ecuaciones de segundo orden, habitualmente aquellas que se encuentran en libros standard
de referencia

DSolve ocupa arededor de 300 péginas en codigo de Mathematicay 200 en codigo C.

5.1.1 RESOLUCION SIMBOLICA DE EDO

El comando para resolver ecuaciones diferenciales es DSolvey su sintaxis es la siguiente:

DSolve[ecuacion,y[X],X]
o}
DSolve]ecuacion,y,X]

Ladiferencia entre usar DSolve de un modo u otro reside en la forma en que se devuelven las soluciones. En €l
primero las soluciones se obtienen en forma de regla de transformacién, mientras que en la segunda se obtienen en
formade funcion pura.

m VVeamos un gjemplo:

sol 1 = DSol ve[y'[x] ==ay[x] +1, y[x], X]

{fyx - ,;Eaxcm}}

Devuelve la solucién en forma de regla de tranformacion. Si queremos utilizar la solucién como una funcién en
calculos posteriores, o haremos utilizando la solucién como una regla de sustitucién local :

yI[x] +2y’[x] /. sol 1[1]

1
- —+BE2*C[1] + 2y’ [X]
a

Lareglade sustitucion se aplicasolo ay[x] y no ay'[X]

sol 2 = DSol ve [y’ [x] == ay[x] +1, y, X]

Hy - Function |X, —§+Eax C[l}”}
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Devuelve la solucién en forma de regla de transformacion, pero en modo puro. Esto tiene la ventgja que cuando
utilizamos la solucion como una regla de sustitucion local, se sustituye no solo y[x], sino también y'[x],y[2]...

y[X] +2y’[x] /. sol2

{7 t +E** C[1] + 2 a B?X C[lJ}
a

m Lasolucién genera de una EDO de orden n depende de n constantes arbitrarias. Por defecto estas constantes se
denotan C[1], ....,C[N]

m Podemos indicar condiciones iniciales sobre las soluciones, afiadiendolas a la lista de ecuaciones. Si afiadimos
suficientes condiciones iniciales, los valores de las constantes C[1], ....,C[n] quedan completamente determinados

Clear [y]

sol 3 = DSol ve[{y'[x] ==ay[x] +1, y[0] == 0},
y X1, x]

{fyoa > )

m También podemos indicar condiciones de contorno. A diferencia de |os problemas de condicionesiniciales, que
tienen solucién Unica los de contorno pueden no tener solucién o tener infinitas soluciones.

El problema siguiente tiene infinitas soluciones
DSol ve[{y'"' [X] +4%y[x] =0, y[0] =0, y[Pi] =0}, vy, X]

DSolve::bvsing:
Unable to resolve some of the arbitrary constants in the general solution using the given boundary
conditions. It is possible that some of the conditions have
been specified at a singular point for the equation. >

{{y » Function[{x}, C[2]Sin[2x]]}}

m DSolve puede resolver ODE lineales de coeficientes constantes de cualquier orden. También puede resolver
muchas ecuaciones lineales hasta orden 2 con coeficientes no constantes. DSolve incorpora rutinas para resolver la
mayoriade las ecuaciones no lineales, cuyas soluciones aparecen en libros de soluciones.

m Dependiendo de la version de Mathematica que estemos utilizando es necesario cargar € paguete Calculus D-
Solve’, paraincorporar alafuncion DSolvedel nlcleo agunas rutinas més avanzadas.

m Encontrar formulas exactas para las soluciones de ecuaciones diferenciales es un problema dificil. De hecho hay
unos pocos tipos para los que podemos encontrar soluciones, a menos en términos de funciones elementales.

m Muchas de las funciones especiales que veremos se definen como soluciones de ecuaciones diferenciales.

m 5.1.1.1 Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales

Unas de las ecuaciones diferenciales més estudiadas son las ecuaciones diferenciales lineales, ecuaciones en que
"y" y sus derivadas aparecen solo linealmente.
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= 51.1.1.1 Ecuacionesdiferencialesordinariaslinealesde primer orden

Laformamés general para una ecuacion de este tipo es:

y'IX]+alx]* y[x]=b[x].

Si b[x]=0 decimos que la ecuacion es homogénea.

m Veamos un giemplo

sol 4 = DSol ve [y’ [Xx] -XxYy[X] ==0, y[x], X]

[y »Ex e}
B Si consideramos la misma ecuacion no homogenea obtenemos una solucion mucho mas complicada
sol 5 = DSol ve [y’ [X] -XxY[X] ==1, y[Xx], X]
Hy[x} LEY C[1] +ExzzJ?Erf [LH}
V2
En este caso la solucion se expresa en términos de la funcién de error (Erf).

Una ecuacion lineal de primer orden siempre se puede resolver haciendo integrales.

m 5.1.1.1.2. Ecuacionesdiferencialeslinealesde segundo orden

Una ecuacion diferencia lineal de segundo orden no siempre se puede resolver haciendo integrales. Pero muchas
de las ecuaciones diferenciales lineales de orden 2 se pueden resolver en términos de funciones especiaes, fun-
ciones introducidas en muchos casos para resolver especificamente tal es ecuaciones.

Veamos algunos gjempl os:

B Laecuacion de Airy se resuelve en términos de las funciones de Airy
sol 6 = DSol ve [y”[x] -xy[x] == 0, y[x], X]
{{y[x] - AiryBi [x] C[1] + AiryAi [x] C[2]}}

B Lasiguiente ecuacion se resuelve en términos de funciones de Bessel

sol 7 = DSol ve [y”[x] - Exp[x] Y[X] == 0, y[x], X]
Hy[x] - Bessel | {o, 2/ E* } C[1] + 2 Bessel K[o, 2/ E* } 0[2]}}

B Sin embargo, a veces una ecuacion lineal de orden 2 se puede resolver sélo utilizando funciones elementales,
como ocurre con la ecuacion de Euler

sol 8 = DSol ve [x?y”[x] +y [x] == 0, y[x], x]

Hy[x} Lx: 1Y) grag 4xz (113 C[Z}}}
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= 51.1.1.3. Ecuacionesdiferencialeslinealesde orden superior

Para las ecuaciones de orden superior a dos las funciones necesarias para resolver incluso ecuaciones sencillas,
pueden ser muy complicadas. Para las de orden tres la funcidn generalizada MeijerG resuelve el problema en

algunos casos. Para ecuaciones de orden cuatro o superior en la mayoria de los casos no es posible en general

encontrar funciones adecuadas que resuelvan un nimero amplio de ecuaciones.

sol 9 = DSol ve [y ® [x] +x y[x] == 0, y[x], X]

Hy[x] > C[1] HypergeorretricPFQ[{}, {% ;JL ,a] .

x C[2] I—VpergeorretricPFQ[{}, {% ;} 7ﬁ}

22

1 _ 5 3
gx2C[3] HypergeometrlcPFQ{{}, {4— —}, ——H}

[y -
C[1) HypergeorretricPFQ[{}, {3 ). —ﬁ]
Vi a2
(x4)l/4C[2] HypergeomatricPFQ[{}, {% ;} 75]

+ +
7T

x4 C[3] HypergeonetricPFQ{{}, {% g} —ﬁ]

4 n Garmra[%}
m Lasiguiente ecuacion requiere funciones de MeijerG

sol 10 = DSol ve [y ® [x] + Exp[x] ¥ [X] == 0, y[x], X]

{{y[x] - C[1] Hypergeonetri cPFQ[{}, (1, 1}, -e*] +
Cl2] MeijerG[{{}, {}}, {{0, 0}, {0}}, -€*] +
C[3) MeijerG[{{}, {}}, {{0, 0, 0}, {}}, €]}}

m 5.1.1.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales

S6lo unos pocos tipos de ecuaciones no lineales se pueden resolver en términos de funciones elementales. Sin
embargo, DSolve incluye procedimientos generales que permiten resolver casi todas las ecuaciones de este tipo
cuyas soluciones se pueden encontrar en libros standar de soluciones.

Veamos algunos gjempl os:

| Las ecuaciones no lineales de primer orden donde no aparece x son faciles de resolver.

sol 11 = DSol ve [y’ [x] -y [x]? == 0, y[X], X]
1
X -

m Laecuacion de Ricatti ya tiene una solucién considerablemente complicada y se resuelve en términos de fun-
ciones especiales
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sol 12 = DSol ve [{y' [x] -y [X]1? == X, Y[0] =3}, y, X]

Hy - Function {{x},

2 oy32 1 4 2x3/2 2
_6x3/2 Bessel J [75 Gam’ra[— . 31/3 43/2 Bessel J [,5 } Gamra{—] +
313 BesselJ{—%, 2X33/2 Gamm[g] - 318 k372 Bessel.][; 2);3/2 Gamm{g]]/
2x [3 Bessel J [% 2);3/2] Gam’ra[; - 313 Bessel J [72 2):/2] Garma[i})]”}

Plot [y[x] /. sol 12[[1]], {X, O, 10}]

10+
5,
2 4 6 8 10
5}
~10

m Laecuacion de Bernoulli, sin embargo tiene una solucion mucho més sencilla.

sol 12 = DSol ve [y’ [x] -x y [Xx]® -y [x] == 0, y, X]

eX

Hy - Function {{X}' _m”}

B Laecuacion de Abel se puede resolver pero sélo implicitamente

sol 13 = DSol ve [{y’[x] +x y [x]® +y [x]? == 0,
y[O] == 0}, Y, X]

Solve::tdep:
The equations appear to involve the variables to be solved for in an essentially non—algebraic way.

-1-2xy[x]

| [2ArcTanh| =2 S1oxyx] (-1-xyix])

Sol ve | — +Log| = C[1] - Log[x], y[X]
2 V5 x2y[x]?

m 5.1.1.3. APLICACIONES DE ECUACIONES DIFERENCIALES

= 51131 TRAYECTORIASORTOGONALESA UNA FAMILIA DE CURVAS

Encontrar lafamilia de trayectorias ortogonales a la familia de elipses
X2+y? — xxy = ¢2. Dibujar lafamiliade elipses y sus trayectorias ortogonales

Para dibujar lafamilia de elipses utilizamos lainstruccion ContourPlot
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di bu = ContourPlot [Xx*"2+y"2-x=xYy, {X, 0, 10}, {y, O, 10}]

10}

0 2 4 6 8 10
Valores més claros corresponden a valores mayores de z
Si gqueremos eliminar |os colores escribimos ContourShading->False

faml = ContourPlot [X"2+y"2-X*Y,
{x, 0.1, 10}, {y, 0.1, 10}, Contour Shadi ng -> Fal se]

10// ‘ ‘ ‘ \
8l
6l
4l
2l
0 2 4 6 8 10

Derivando implicitamente en la ecuacién de las elipses obtenemos la ecuacion diferencial que verifican
eql =Dt [x"2+y"2-X=*Yy, X] /.y ->Yy[x] /. (Dt [y[x], x] ->D[y[x], x])
2X -y [X] -xy' [X] +2y[X] Yy [X]

Despejamos en eql el valor de y'[X]
Sol ve[eql == 0, y' [Xx]]

-2X+Yy[Xx]
W= ol
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La familia de trayectorias ortogonales a faml tiene pendiente -1/m1 , si la de faml es m1. Por tanto la ecuacion
diferencia que verifican las trayectorias ortogonales es

, _ X=2y[x]
y'IX] == ~2 x+y [X]
Resolvemosla ecuacion diferencial

X =-2YyI[X]
sol = DSol ve[y’[x] == —F, Y, X]
-2X +Yy[X]

1 e2Cl1]

{{yeFunction{{x}, — |-2x - +
2 1/3
31/ [18 2011 x /3 +/e8C1) 1 108 e4Cil] X2
1/3
(18 2ClL x /3 /81 4 108 e4Cil] X2 ]
32/3 }}'
(143 e2Ctm
{yeFunction{{x}, -X + s
43173 (18 2C11 x + \/3 1/ e8CI1) | 108 4 C1L) x2 )

1

4323 [1-13]) (18 €211 x 1+ \/3 /e8I 4 108 €11 x2 )1/3]},

(1-53/3 ) 2o

{yaFunction{{x}, -X + -

1/3
4313 (18 2ClL x /3 /81 4 108 e4Cill X2 ]
1 1/3
(l +1 \/3_) [18 e2Cl x /3 \/eec[l] +108 e* €l x2 ) ]}}
432/3
sol [[1]]
@2 CI1]

{yeFunction[{x}, -X + +

1/3
31/3 (_gezcm X +/3 \/_eecm + 27 @4CI1] »2 )

1/3
[-9 201 x 1 /3 /- e8CI1 4 27 e4CIL] x2 )

o I

solu =y[x] /. sol [[1]]

e2Cl1]

1
— | -2Xx -
2

1/3 "
313 [18 20l x /3 +e8C1) 1 108 e#Cil] X2 ]

1/3
[18 2ClL x 4 /3 +/e8C11) 4 108 e4ClLl x2 )

32/3



solul =solu //. {E*x_ - x}

1 2C[1]
— | -2X -

2 1/3
313 (36xC[1] +3 \/6C[1] +432x2C[1] ]

1/3
[SGXC[l} +V3 \/6C[1] +432x2C[1] )

32/3

Despejo C[1] para dibujarlo como un gréfico de contorno

sol udes = Sol ve[y == sol u, C[1]]

$Abort ed

y - X
f an? = Cont our Pl ot [— {x, 0.1, 10}, {y,
(y+x)"3

0.1, 10}, Contour Shadi ng -> Fal se]

10}
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Show([faml, fan?]

10}

/

0 2 4 6 8 10

m 51132 CAMPOSDE DIRECCIONES

Considerar €l sistema de ecuaciones de primer orden

X [t]==5x[t]+2y[t]
yTt]==-2x[t]+2y[t]

Este sistema define un campo de direcciones en R? dado por (X'[t],y[t]).
Resolver € sistema de ecuaciones diferenciales equivale a encontrar las
curvas tangentes a ese campo de direcciones.

Vamos aresolver el sistemay adibujar el campo'y las soluciones del sistema, y comprobaremos que efectivamente
son tangentes.
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di bul = VectorPlot [{5x+2y, -2Xx+2Vy}, {x, -1, 1}, {y, -1, 1}]
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\\ X NN A
D T S e
EXRXN XN s s e
0.57\\\\\ \ 1 . /J»~>\>\>\Li
D N T T T i
A N NN T s T
00 W W W v~ o~ -~ e
L~~~ - DN N '
~ < -~ <~ - - VNN N A A Ay
W~ <~ <« - . U NN R R
70'5",\‘\‘%«4#,/ N A T \\\\7
(€« <« « o R T Y \\\
e S e e 4 Py NN \\\
S0 A —a— & Y )\ \ \ \
10 05 00 05 10
B Resolvemosel sistema
sol =DSolve[{x' [t]==5X[t]+2y[t], y'[t]==-2X[t]+2y[t]}
o {x[t], y[tl}, t]
7t/2 inl Y7t
Hx[t]%“e C[ZJS'n{ 2 }+£e7t/2c[1] 7Cos{\/7_t}+3ﬁ8in[ﬁt”,
J7 7
L TVT
y[t1%_4e7“2C[l]Sln{ . ]+£e7”2C[2] 7oos[ﬁt}—3\/7$in[ﬁt”}}
N2 7

Vamos a dibujar unas cuantas curvas solucién para algunos valores de las constantes C[1],C[ 2]
Primero generamos el array en la forma {{x1[t],y1[t]} {x2[t],y2[t]},...} usando Table y eliminamos las Ilaves que
sobran con Flatten

curarray = Flatten[Table[{x[t], y[t]} /. sol /. {C[1] ->i, C[2] ->]},
{i, -6, 6, 2}, {j, -6, 6, 2}1, 21;

Dibujamoslas curvas { x[t],y[t]} con ParametricPlot
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di bu2 =
Parametri cPl ot [Eval uate[curarray], {t, -1, 1}, PlotRange -> {{-1, 1}, {-1, 1}}]

\\Sﬁ
S

05 1

v

—-05+

-

_10 L

L e pedimos que nos muestre juntos las curvas solucién y el campo

Show[di bu2, di bulj

|
4
\
\
\

/

o a4 a — a— .- A_l_ol /

Se observa como efectivamente el campo y las curva solucién son tangentes
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m 51133 DEPENDENCIA DE LASCONDICIONESINICIALES
rule = DSol ve [{y" [x] -y[x]% ==x, y[0] = a}, y, x|

Hy - Function {{x},

72ax3/28esselJ[7; 2x%" Garm’a\[E +31/3 x872 BesseIJ{fg, 2):/2 Gamra{g]+
313 Bessel J {—% 2x3/2} Gamm[g] - 3178 x3/2 Bessel J [g 2);3/2} Gamm[g]]/
2 X aBesseIJ[%, 2x%" Gam’ra[;731/38essel\][7§, 2):/2 Garma[})]]}}
a=1
1
C ear [a]

Plot [y[x] /. rule[[1]], {X, O, 10}]

10+

-10+

Mani pul at e [

2 2X3/2
Pl ot [ -2 ax3?Bessel J [— -,
3

] Garma[%] + 313 x3/2 Bessel J [— ;l

2 x372

31/3 Bessel J [— % ] Gamra[z] _31/3 43/2 Bagsel J [2 2 ):/2] Garrma[g]]/

2X3/2
3
{x, 0, 5}, PlotRange - {-20, 20}], {{a, 0, "y(0)"}, O, 20}]

] Gamra[%] - 31/ Bessel J |- % ZXS/Z] Gamm[i]]]

1
2 x |aBesselJ [—,
3 3 3
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= 5.1.1.5 EJERCICIOS

m 1.-Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias y calcular la derivada de la solucién en el punto
t=0.

a) X'[t]=EM/(1+EM) X[t]

b) X'[t]+x[t]=t* x[t]

m2-

a) Resolver laecuacion diferencia y'[x]-2y[x]=4x con condicion inicia y[0]=0.

b) Dibujar la curva solucion.

m3.- Calcular las trayectorias orotogonales ala familia de curvas x"3+y"3.=a*3. Dibujar ambas familias.
| 4.- Calcular las trayectorias ortogonal es a la familia de pardbol as y=ax"2. Dibujar ambas familias.

m 5.- Considerar la ecuacion y'[x]+2y[x]==Exp[-X].

a) Dibujar el campo asociado a la ecuacion.

b) Resolver la ecuacion.

c¢) Dibujar las curvas solucion de la ecuacion para algunos valores de C[1].
d) Observar latangencia entre el campo asociado y las curvas solucion.

5.1.2. RESOLUCION SIMBOLICA DE EDP

m 5.2.1. GENERALIDADES SOBRE EDP's

* DSolve resuelve también ecuaciones diferencial es en derivadas parciales. Lasintaxis esla mismaque para EDO.

DSolve]ecuacion,y[x1,X2,..] {X1,X2,...,xn}]
0
DSolve[ecuacion,y {x1,X2,...,xn}]

En latabla de abajo se pueden encontrar algunos ejemplos bien conocidos de PDE' s. DSolve da soluciones simbdli-
cas para estas ecuaciones, con ciertas limitaciones, en especial para ecuaciones de segundo orden.
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Nombredelaecuacion FormaGeneral Clasificacion
Ecuacion del ; ; . .
d—”+cd—”=0, con cconstante EDP lineal de primer orden
transporte 9% ay
Ecuacion de Burger ‘;—T +u Z—i =0 EDP quasilineal de primer
orden
2 2
Ecuacion Eikonal (6_u) + (a_u) =1 EDP nolinear de primer orden
ax ay
2 2
Ecuacion de Laplace 372 + Z—yl: =0 EDP lineal eliptica de segundo
orden
u d%u . . L
Ecuacion deondas =S EDP lineal hiperbdlica de
dondecesunaconstante segundo orden
Ecuacion del calor ;ixl; = ';—l: EDP lineal parabdlica de
dondek esla segundo orden
difusividad térmica

Veamos algunos gjempl os:

1
DSol ve[axly[xl, X2] + 052y [X1, X2] == ———,
x1 % x2

y [x1, x27, {x1, x2}]

Hy[xl, x2] > (-Log[x1] +Log[x2] +x1 C[1] [-X1 +x2] - x2 C[1] [—x1+x2])}}

X1 - x2

m O lamismaecuacion pero expresando la solucion en formade funcion pura.

DSol ve[axly[xl, X2] + 052y [X1, Xx2] == .Y, {Xx1, x2}]

x1 x2

Hy - Functi on {{xl, X213,
1
x1 -x2

(-Log[x1] +Log[x2] + X1 C[1] [-X1 +x2] -x2 C[1] [—xl+x21)”}

« Las mateméticas necesarias para resolver EDP son considerablemente mas complicadas que las de EDO. Estudiar

lateoria para resolverlas se escapa de nuestro objetivo en estas notas.

» Como ya hemos visto la solucién de una EDO de orden n depende de n constantes arbitrarias que por defecto se
Ilaman C[1],...,C[n]. En el caso de EDP, si podemos encontrar una solucion general, esta puede depender, ademas

de constantes, de funciones arbitrarias que también por defecto se denotan C[1],...

m Veamos por gjemplo la ecuacion de ondas unidimensional:

DSol ve [c? 8y, xY [t, X] -8 ty[t, X] ==0, y[t, x], {t, x}]

Hy[t, x] > C[1] [-\Et +x] +C[2] NcTt +x”}

La solucién depende de dos funciones arbitrarias.
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* Para una EDO siempre existe una solucién general con la propiedad que afiadiendo condiciones inciales elegimos
valores concretos para las constantes arbitrarias. Para EDP esto deja de ser cierto, sblo podemos encontrar solu-
ciones generales para EDP lineales y otros pocos tipos més.

« Otras EDP solo se pueden resolver cuando se dan condiciones iniciales o condiciones sobre la frontera, y aln asi
en lamayoriade los casos no se pueden dar |as soluciones en términos de funciones elementales.

m 5.2.2. ECUACIONES DE PRIMER ORDEN

Veamos algunos egjempl os:

m"y" y sus derivadas aparecen solo linealmente, por tanto podemos encontrar una solucién general.

DSol ve [X1 951y [X1, X2] +X2 8x2y [X1, x2] == Exp[x1x2],
y[x1, x21, {x1, x2}]

1 X2
Hy[xl, x2] - — |Explntegral Ei [x1x2] +2CJ[1] [—}
2 x1

})

Lasolucion general se obtiene en términos de funciones especiales

m A veces podemos encontrar la solucion general solo en términos de funciones elementales

DSol ve [X1 841y [X1, X2] +X2 8x2Y [X1, x2] == Exp[y[x1, x2]11,
y[x1, x2], {x1, x2}]

Sol ve::ifun:

Inverse functions are being used by Sol ve, so sone solutions may not
be found; use Reduce for conplete solution infornation.

Sol ve: :ifun:
Inverse functions are being used by Solve, so sone solutions may not
be found; use Reduce for conplete solution information.

X2

{{yx1, x21 > -Log|-Log [x1] - C[1] [QHH

m Un gjemplo de ecuacion no linea de primer orden

DSol ve [D[u[X, Y], X] *D[u[x, y1, y] =1, u, {X, y}]

DSolve::nlpde:
Solution requested to nonlinear partial differential equation. Trying to build a special solution.
X
Hu»Function {x, vy}, C[1] + +yC[2]H}
Cl2]

En este caso no es posible encontrar la solucion general pero si se puede encontrar facilmente unaintegral completa
(una familia de soluciones dependiente de dos parametros).

= 5.2.3. ECUACIONES DE SEGUNDO ORDEN.
B Laecuacion de Laplace

sol ution = DSol ve [{8x xU[X, y] +8y yu[x, Y] ==0}, ulx, yl, {X, y}]
{{ulx, yI > C[1][ix+y] +C[2] [-i X +Y]}}

m Laecuacion de ondas
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DSol ve [{8x, xU[X, t]1 -8t tU[X, t] ==0}, u[x, t1, {t, x}]
{({u[x, t] >C[1][-t +X] +C[2][t +X]}}

m Laecuacion del calor
DSol ve [{0x,xU[X, t] -8tu[x, t] ==0}, u[x, t], {t, x}]

DSolve [{-u® M [x, t]+u®®[x, t] =0}, ux, t], {t, x}]

5.2. RESOLUCION NUMERICA DE EDO Y EDP

Y a hemos visto que en muchos casos no es posible encontrar una solucion general de EDP o EDO. Puede ocurrir
también que los datos de la funcién y sus derivadas se obtengan de modo experimental. En estos casos debemos
optar por obtener una solucién aproximada mediante un método nimerico. EI comando para resolver nimerica-
mente ecuaciones diferenciales es NDSolve. Encontraras informacién mas avanzada y més ejemplos en € tutorial
delaayuda NDSolve overview.

m 5.2.1. EL COMANDO NDSOLVE Y ALGUNOS EJEMPLOS

* El comando de Mathematica para resolver ecuaciones diferenciales nimericamente es NDSolve. Lasintaxis esla
siguiente:

NDSolve[{ecuacion,c ondicionesiniciales},y,{x,xmin,xmax}]
encuentra una solucién niimerica para una ecuacion con variable independiente x, con x en el rango xmin a
Xmax

Si la ecuacion no es ordinaria, obviamente debemos especificar € rango de variacion para las otras variables
independientes.

o NDSolve da el resultado en forma de funciones de interpolacion.

o NDSolve resuelve un amplio abanico de EDO y algunas EDP.

e La ecuacion diferencial debe contener suficientes condiciones iniciales o condiciones frontera para poder
determinar completamente las soluciones.
Condiciones iniciales o de frontera son tipicamente condiciones del tipo y[x0]==c0,y'[x0]==d0,.. pero pueden
consistir en condiciones mas complicadas.
e E| punto x0 para el que escribimos las condicionesiniciales no tiene porque estar en el rango xmina xmax.

B Veamos un g emplo:
DSolve [{x'' [t]+x[t] ==0, x[0] ==1, x' [0] ==0}, X, t]
{{x > Function[{t}, Cos[t]]}}
En este caso la ecuacion se resuel ve de modo exacto, pero podemos resolverla de modo aproximado
sol = NDSol ve [{x”[t] +x[t] ==0, x[0] ==1, x'[0] ==0}, x, {t, 0, 6x}]
{{x > InterpolatingFunction[{{0., 18.8496}}, <>]}}
Si gqueremos obtener un valor concreto
X [x] /. sol

{-1.}
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Podemos por g emplo dibujarla

Plot [x[t] /. sol, {t, 0, 6x}]

1.0

05\ /\ A /
-10+

m Otro gemplo

sol ution = NDSol ve[

{y®[x1+y”[x] +y’ [x] == -y[x]3, y[0] ==1, y'[0] ==y”[0] == 0}, y, {x, 0, 20}];
Pl ot [Eval uate [y [x] /. solution], {x, 0, 20}]

0.05}

-0.05}

-0.10

-0.15}

-0.20

-0.25}

-0.30

m Un gjemplo de una ecuacién de orden 3. Debemos dar condiciones iniciales hasta las derivadas de orden 2

NDSolve [{y"""' [X] + 8y" "' [Xx] + 17y' [X] + 10y [X] ==
y[0] == 6, y'[0] == -20, y''[0] == 84}, vy, {x, 0, 1}]

{{y > InterpolatingFunction [{{0., 1.}}, <>]}}

Dibujamosla solucion

Pl ot [Evaluate[y[x] /. %1, {X, 0, 1}]

6
sl
al
al
o
02 04 06 o8 —— 10

m Con una ecuacioén de orden 3 también se pueden dar condicionesiniciales en tres puntos
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NDSolve[{y"'"'"' [X] + Sin[x] == 0, y[0] == 4, y[1] == 7, y[2] == 01}, vy, {x, 0, 2}]

{{y > InterpolatingFunction [{{0., 2.}}, <>]}}

m Podemos resolver también sistemas de ecuaciones diferenciales

sol = NDSolve [ {x' [t] == -y[t] - x[t]1"2,
y'[t] == 2x[t] - y[t]l, x[0] ==y[0] == 1}, {X, y}, {t, 10}]

{{x > Interpol ati ngFunction [{{0., 10.}}, <>],
y - Interpol atingFunction [{{0., 10.}}, <>]}}

Dibujamos la curva solucion {x(t),y(t)} utilizando ParametricPlot

ParametricPl ot [Eval uate[{x[t], y[t]} /. sol], {t, O, 10}, PlotRange -> All]

10f

05F

m Podemos resolver también resolver problemas de contorno y de condiciones iniciales para ecuaciones en der-
ivadas parciales. Por giemplo, laecuacién del calor unidimensional

rule = NDSol ve [{8; u[t, Xx] == & xU[t, X], u[0, x] =0, uft, 0] =Sin[t], u[t, 5] =0},
u, {t, 0, 10}, {x, 0, 5}1]

{{u-InterpolatingFunction[{{0., 10.}, {0., 5.}}, <>1}}

Dibujamos la gréfica de evolucion de la solucién con el tiempo t



Calculo avanzado con Mathematica.nb | 75

Mani pul ate [Pl ot [Evaluate[u[x, t] /. First[rule]],
{x, 0, 5}, PlotRange -» {-1, 1}], {t, 0, 10}]

m 5.2.2 EL COMANDO INTERPOLATINGFUNCTION

I nter polatingFunction[dominio, tabla] representa una funcion aproximada cuyos valores se encuentran por
interpolacion

e dominio especifica el dominio de los datos con los que se construye la funcion de interpolacion

e En e Out , sdlo se devuelve explicitamente el dominio de InterpolatingFunction. El resto de los elementos se
indican con <>

e Las funciones de interpolacion se derivan de manera ordinaria usando D o Derivative

e InterpolatingFunction usa diferencias divididas para construir los polinomios interpoladores de Lagrange o
Hermite

e nterpol atingFunction[ ...][X] devuelveel vaor delafuncién de interpolacion en un valor particular
X.

m Veamos un gemplo

data = Tabl e[{y? y}, {y, 0., 10.}]

{{0., 0.3}, {1., 1.3, (4., 2.}, {9., 3.}, {16., 4.},
{25., 5.}, {36., 6.3}, {49., 7.}, {64., 8.}, {81., 9.}, {100., 10.}}

sqrt3 = I nterpol ation[data]

I nt erpol ati ngFunction [{{0., 100. }}, <>]

El resultado se devuelve en forma de funciones de interpolacién
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Length[sqrt3]
4

sqrt3[[1]]

({0., 100. }}

sqrt3[[2]]

{1, 0, True, Real, {3}, {0}}

sqrt3[[3]]

({0., 1., 4., 9., 16., 25., 36., 49., 64., 81., 100. }}

Lasiguiente longitud cuenta €l nimero de pasos
Length[sqrt3[[3, 111]

11

sqrt3[[4]]

{{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9, 10, 11},

m 5.2.3. Opciones en NDSolve

{0.,

1.,

2.,3.,4.,5.,6.,7.,8.,09., 10 }}

En NDSolve podemos especificar opciones que nos permiten controlar el proceso nimerico utilizado para obtener

lasolucion .

Accur acyGoal Aut onmati c di gitos de precisién absol uta nost
Dependent Vari abl es Aut omatic la lista de todas |as variabl es de
Eval uati onMonitor  None ]

I nterpol ati onOrder Automatic orden de interpol aci 6n

MaxSt epFracti on 1/10 fraci 6n méxi ma de rango cubierta e
Max St eps 10000 maxi mo namer o de pasos

MaxSt epSi ze Aut onmati c tanafio méxi no de cada paso

Met hod Aut omati c mét odo

Nor nmFunct i on Aut onmati c norma usada para estimar el error
Preci si onGoal Aut omati c digitos de precisidn (relativa) no
StartingStepSi ze Aut onati c tamafio del paso inicial

St epMoni t or None expression to eval uate when a step

Wor ki ngPr eci si on

Machi nePreci si on precision en cal cul os internos

Debemos tener en cuenta lo siguiente respecto la construccion de NDSolve

e Si AccuracyGoal y PrecisionGoal tienen como valor Automatic, ambos son iguales a valor WorkingPrecision /2.

e $MachinePrecision esigual a 16 digitos

e Para EDO MaxSteps, vale por defecto 1000 y este valor deberia ser suficiente para la mayoria de las ecuaciones

con soluciones diferenciables.
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e Laopcién Method permite especificar el método utilizado por NDSolve paracalcular lasolucién.

"Adams’ método Adams con ordenesde 1 a 12
"BDF" formulas de diferenciacion implicita con ordenesde 1 a5
"ExplicitRungeKutta" métodos Runge-Kutta explicitos
"ImplicitRungeK utta’ métodos Runge-K utta implicitos de orden arbitrario

"SymplecticPartitionedRungeKutta®  Runge-Kutta para sistemas hamiltonianos separables

m 5.2.4. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
Veamos algunos gjemplos
m Una ecuacion implicita de primer orden

s = NDSol ve [{y" [x] ==y [x] Cos[x +y[x]], y[0] ==1}, y, {x, 0, 30}]

{{y - InterpolatingFunction[{{0., 30.}}, <>]}}

Dibujamos la solucién

Pl ot [Eval uate[y[x] /. s1, {X, 0, 30}, PlotRange -» Al l ]

5 10 15 20 2 %

m Unaecuacion no lineal de segundo orden
s = NDSolve [{y'' [X] + Sin[y[x]1y[x] ==0, y[0] ==1, y' [0] ==0}, y, {X, 0, 30}]
{{y > InterpolatingFunction [{{0., 30.}}, <>]}}

Dibujamos la solucion

Pl ot [Eval uate[y[x] /. s]1, {X, 0, 30}, PlotRange -» Al l ]

1

[

N

|
w
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|
»
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NDSolve sigue el principio genera de ir reduciendo el tamafio del paso hasta alcanzar una solucion con la precision
deseada. Sin embargo hay un problema cuando la solucién verdadera tiene una singularidad. En este caso €
proceso para cuando MaxSteps alcanza el valor maximo por defecto (10000). Este valor maximo deberia ser

suficiente para la mayoriade las ecuaciones ordinarias, pero si las soluciones son complicadas se puede ocasional-
mente poner MaxSteps->Infinity.

NDSol ve [{y"' [X] == -1/x"2, y[-1] == -1}, y[x], {x, -1, 0}]

NDSolve::mxst: Maximum number of 10000 steps reached at the point x == -1.83136x10712, >

{{y[x] > Interpol atingFunction [{{-1., -1.83136 x10""?}}, <>|[x]}}

m Resolvemoslas ecuaciones de Lorenz con valores MaxSteps->10000 y MaxSteps->Infinity

rulel = NDSolve [ {x' [t] == -3 (X[t] - Yy[t]),
y'[t] == -X[t]1z[t] + 26.5x[t] - y[t],
z'[t] == X[t]1y[t] - z[t],
X[0] == z[0] == 0, y[0] == 1},
{x, vy, z}, {t, 0, 200}]

NDSolve::mxst: Maximum number of 10000 steps reached at the point t == 125.88200678617493". >

{{x > InterpolatingFunction [{{0., 125.882}}, <>],
y - I nterpol atingFunction [{{0., 125.882}}, <>],
z > InterpolatingFunction [{{0., 125.882}}, <>]}}
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ParanetricPl ot 3D[Evaluate[{x[t], y[t], z[t]} /. rulel],
{t, 0, 200}, Pl otPoints ->10000]

i
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5% 107
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rule2 = NDSol ve[ {x' [t] == -3 (X[t] - Y[t]),
-X[t]z[t] + 26.5x[t] - y[t],

y'[t] ==
== x[t]y[t] - z[t],

z' [t]
X[0] == z[0] == 0, y[0] == 1},
{X, y, z}, {t, 0, 200}, MaxSteps » Infinity]

{{Xx > InterpolatingFunction[{{0., 200. }}, <>],
y - Interpol atingFunction [{{0., 200. }}, <>],
z > Interpol atingFunction [{{0., 200. }}, <>]}}

ParanetricPl ot 3D[Evaluate[{x[t], y[t], z[t]} /. rule2],
0, 200}, PlotPoints ->10000]

{t,
20

10

20

10

10

m Hay que ser cuidadoso a usar valores demasiado grandes para WorkingPrecision, porque cuando WorkingPreci-
sion crece, no sdlo crece €l tiempo que se emplea en cada operacién aritmética , sino que también el nimero de

pasos empleados por € método crece.
A continuacion comparamos un resultado exacto conocido con resultados aproximados obtenidos con distintos

valores de WorkingPrecision
DSol ve [{y”'[x] +y[x] == 0, y[0] == 1, y'[0] == 0}, y, X]

{{y » Function[{x}, Cos[x]]}}
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s16 =y /. First [NDSol ve[{y” [x] +y[x] ==0, y[0] ==1, y'[0] == 0}, y, {x, O, 2x}]]
s24 =y /. First [NDSol ve[{y” [x] +y[x] ==0, y[0] ==1, y'[0] == 0},

y, {x, 0, 2x}, WrkingPrecision - 24]];
$32 =y /. First [NDSol ve[{y” [x] +y[x] ==0, y[0] ==1, y'[0] == 0},

y, {x, 0, 2x}, WrkingPrecision - 32]];

I nt erpol ati ngFunction [{{0., 6.28319}}, <>]
Tabl eForm[ {{16, Abs[1l-s16[2 x]], Length[s16[3, 171},

{24, Abs[1-s24[2x]], Length[s24[3, 111},
{32, Abs[1-s32[2x]], Length[s32[3, 111}}.

Tabl eHeadi ngs - {None, {"WbrkingPrecision", "error", "Nimero de pasos"”}}]
Wor ki ngPreci sion error Nimer o de pasos
16 6.29902 x 10710 78
24 9. 244582180220 x 10712 126
32 1. 968008458816077 x 107% 191

m 5.2.5. ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

Li m taci ones en el uso de NDSol ve

NDSol ve usa un méodo para resolver PDE con dos variables independientes que consiste en discretizar una
variable para conseguir un sistema de ODE. El sistema se resuelve utilizando las rutina programadas en NDSolve
para resolver ecuaciones ordinarias

Para que e método funcione, se tienen que especificar una funcion inicial para una de las variables y valores
frontera para las otras variables. La funcidn inicial se usa para encontrar condiciones iniciales para € sistema de
ODE.

m El método tiene la ventagja que puede resolver una cantidad importante de clases de ecuaciones. Sin embargo hay
ecuaciones que no se pueden resolver: por ejemplo ecuaciones €elipticas, como la ecuacion de Laplace

solution =u /. First [NDSol ve[{dx xU[X, Y] +8y,yu[x, y] ==0, u[x, 0] == Cos [2 xX],
u©bx, 0] ==0, u[0, yl ==1, ufl, yl ==1}, u, {x, 0, 1}, {y, 0, 1}]];
Pl ot 3D[sol ution[x, y], {Xx, 0, 1}, {y, O, 1}71;

NDSolve::eerr:
Warning: Scaled local spatial error estimate of 679.6743666409138" aty = 1.” in the direction of
independent variable x is much greater than prescribed error tolerance. Grid
spacing with 25 points may be too large to achieve the desired accuracy
or precision. A singularity may have formed or you may want to specify a
smaller grid spacing using the MaxStepSize or MinPoints method options. >

Los problemas elipticos estdn mal condicionados a no ser que se especifiquen valores en todos los lados de la
region.

m Otra clase de problemas en el que el método puede no funcionar correctamente son aguellos en los que la
solucion tiene singularidades. Por ejemplo la ecuacion de Berger
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rule =
NDSol ve [{8t u[Xx, t] == -u[X, t]8&xu[Xx, t], u[x, 0] ==Sin[2xx], u[0, t] ==u[l, t]},
{u}, {x, 0, 1}, {t, O, .5}, MaxSteps » Infinity, MaxStepSize » Infinity]

NDSolve::eerr:
Warning: Scaled local spatial error estimate of 7098.067652671562™ at t = 0.5” in the direction of
independent variable x is much greater than prescribed error tolerance. Grid
spacing with 27 points may be too large to achieve the desired accuracy
or precision. A singularity may have formed or you may want to specify a
smaller grid spacing using the MaxStepSize or MinPoints method options. >

{{u-InterpolatingFunction[{{0., 1.3}, {0., 0.5}}, <>1}}

Pl ot3D[u[x, t] /. rule, {x, 0, 1}, {t, 0, .5}]

Opcionesen EDP

Muchas de las opciones que controlan la resolucion de ODE con NDSolve también se aplican a ecuaciones diferen-
ciales en derivadas parciales. Las soluciones para EDP se calculan en dos etapas: primero se discretiza la ecuacion
y después se resuelve el sistema resultante de ODE

Se pueden especificar opciones diferentes para cada una de las dos etapas ( € orden de las varibles independientes
determina que opcion se aplica a cada una de las variables)

En la etapa de discretizacion se usa por defecto el método de diferencias finitas de cuarto orden. En algunos casos
&l método de cuarto orden no es éptimo. Para especificar ordenes mayores se utiliza la opcién DifferenceOrder.

Estos casos son tipicamente aquellos en que aparecen derivadas espaciales de orden superior.

m Por gjemplo, laecuacion de Airy

rule = NDSol ve [{8tu[x, t] == -0, 3u[x, t1, u[x, 0] == Exp[—xz], ul-5, t] ==uf5, t1},
{u}, {t, 0, 20}, {x, -5, 5}]

{{u = Interpol atingFunction[{{-5., 5.}, {0., 20.}}, <>]}}

solution =u /. First [rule];
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Mani pul ate [Pl ot [sol ution[x, t], {x, -5, 5}, PlotRange » {-1, 1}], {t, 0, .4, .025}]

m 5.2.6. PAQUETES DE UTILIDADES PARA ECUACIONES DIFERENCIALES

El paguete Differential Equations’NDSolveUtilities” permite comparar |os resultados obtenidos con diferentes
métodos.
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CompareM ethods[sys, refsol, methods, opts] devuelve estadisticas para diferentes métodos aplicados al sistema
Sys.

Final Solutiong[sys, sols] devuelve los valores de las soluciones a final de la integracion nimerica para varias
soluciones sols del sistemasys.

InvariantErrorPlot[invts, dvars, ivar, sol, opts] devuelve un dibujo del error en los invariantes invts para la solucion
sol.

StepDataPlot[sols, opts] devuelve dibujos de los tamafios de los pasos para las soluciones sols en una escala
logaritmica

Needs ["Di fferenti al Equati ons” NDSol veUtilities "]

B Las ecuaciones de Rossler se resuelven en menos de la mitad de pasos eligiendo €l método de RungeK utta en vez
de el método por defecto

solutionl = NDSol ve [{x'[t] == -y[t]-2z[t], X[0] ==-0.04, y'[t] ==x[t]+.425y[t],
y[0] ==-0.30, z'[t] ==2-2z[t] (4-Xx[t]), z[0] ==0.52}, {x, y, z}, {t, 0, 25}]

{{Xx > InterpolatingFunction[{{0., 25.}}, <>],
y - I nterpol ati ngFunction [{{0., 25.}}, <>],
z > InterpolatingFunction[{{0., 25.}}, <>]}}

solution2 = NDSol ve [{x'[t] == -y[t]-2z[t], X[0] ==-0.04, y'[t] ==x[t]+.425y[t],
y[0] == -0.30, z'[t] ==2-2z[t] (4-Xx[t]), z[0] ==0.52},
{X, y, z}, {t, 0, 25}, Method - ExplicitRungeKuttal;

solutionl[[1, 1, 2]]

I nterpol ati ngFunction [{{0., 25.}}, <>]

nuneropasosl = Length[solutionl[[1, 1, 2, 3, 1]1]

410

nuneropasos?2 = Length[solution2[[1, 1, 2, 3, 1]1]
156

ParanetricPl ot 3D[Eval uate[{x[t], y[t], z[t]} /. solution2],
{t, 0, 25}, PlotRange - Al | ]
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5.2.7 EJERCICIOS

B 1.-Resolver nUmericamente

a) X'[t]=(t"2-x[t])/(t+x[t]*2) con condicion inicial x[0]=1

b) Obtener x'[0]

¢) Representarla gré&ficamente

d)Obtener el nimero de pasos empleados por el méodo para resolver la ecuacion

e)Resolver la ecuacion nimericamente utilizando el método de Runge-Kuttay obtener el nimero de pasos emplea-
dos. Dibujar la solucién.

f)¢Con cudl de los dos métodos se resuel ve en menos pasos la ecuacion?

| 2.-8) Resolver nimericamente |a siguiente ecuacion de ondas

Dly[x, t], t, t] == D[y[x, t], X, X] es la ecuacién de ondas con condicionesy de contorno

y[x, 0] == Exp[-x"2], Derivative[0,1][y][X, O] == 0,y[-5, t] ==y[5, 1].

b) Dibujar la solucién como superficie de Ry como curva en R?para diferentes valores de t.

m 3.- Idem para la ecuacion de Sine-Gordon
Dly[x, t], t, t] == D[y[x, t], X, X] + Sin[y[X, t]] con condicionesinicialesy de contorno
y[x, 0] == Exp[-x"2], Derivative[0,1][y][X, O] == 0, y[-5, t] ==y[5,1] .

| 4.-8) Resolver de forma exacta el sistema
Xt]=x-y+1

y[t]=x+3y+e’(-t)

con condicionesiniciales x[0]=0,y[0]=1.

b) Dibujar la curva solucion

¢) Resolverlo de forma aproximada

d) Dibujar la solucion

CAPITULO VI
APLICACIONES AL CALCULO:
FUNCIONES ESPECIALES

Mathematica incluye definiciones de funciones especiales de fisicasmatemética, tales como la funcién gamma, la
funcién beta, funciones de Bessdl......



